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Abstrakt

Kalkul diferencidlnich forem, zahrnujici i problematiku Hodgeova operatoru, je silnym
nastrojem umoznujicim efektivni matematicky zapis klicovych vztahu fyzikalnich teorii.

V prvni a druhé casti prispévku jsme predstavili algebraicky i analyticky zdklad tohoto
kalkulu a ukazali jeho vyuziti pri vyjadrent diferencialnich operdtorii ve zcela obecnych
krivocarych souradnicich. V této, treti a posledni, casti navazujeme na matematicky aparat
casti predchozich a Vénujeme Se fyzikalnim aplikacim, konkrétne v elektrodynamice. Pujde o
alternativni zdapis Maxwellovych rovnic v tFirozmérné i ctyrrozmeérné podobé, pro néjz je
klicova (algebraicky i geometricky prirozenad) reprezentace Lorentzovy sily a tenzoru
elektromagnetického pole pravé pomoci diferencidlnich forem. | tato cast prispévku spada do

(pokrocilejsi) oblasti vysokoskolské didaktiky fyziky.

7. Uvod

Aparat diferencidlnich forem vcetné Hodgeova operatoru pii zépisu rovnic elektrodynamiky
najdeme v fadé ¢lankt i v pokroc€ilych uc¢ebnicovych textech. Citovat zde nemuzeme ani
velmi obsahla, zabyva se obtiznymi matematickymi tématy s aplikaénimi moZnostmi ve
fyzice — diferencialni formy, diferencialni geometrie, algebraicka a diferencialni topologie,
Lieovy grupy, vektorova a tenzorova rozvrstveni, Chernovy formy — jakozto tématy dle
autora [1] ,,nezbytnymi pro hlubsi porozuméni klasické i moderni fyzice a inzenyrstvi. |
kdyz je autorem charakterizovana jako ,,text vhodny pro absolventy (postgraduélni studenty) a
pokrocilé studenty fyziky, inZenyrstvi a matematiky*, a jako ,,kurs vhodny k samostudiu®, jde
o text natolik obtizny a lze fici pfetizeny formalismem, Ze jeho avizované cile pravdépodobné
nelze bézné€ naplnit. Prezentované fyzikalni aplikace jsou touto obtiZnosti a formalizaci
rovnéZ poznamenany. Text se na nékolika mistech vénuje matematické formulaci fyzikalnich
teorii, napf. mechaniky, termodynamiky a elektrodynamiky pomoci diferencialnich forem,
reprezentace fyzikalnich veli¢in formami je vSak zavadéna formalné€, axiomaticky, nékdy i
,,ad hoc*. Pokud jde o ¢asopisecké prace [2 — 5], vénuji se z pfevazné ¢asti matematickému
vykladu a poté aplikaci matematického aparatu diferencialnich forem v elektrodynamice tak,
7e jej zavadéji rovnéz formalné, a dalo by se fici i povrchné, bez blizsiho zdivodnéni
fyzikalni ¢i geometrické podstaty reprezentace urcité veli¢iny odpovidajici diferencialni
formou.

Uved'me piiklad: Jednou z hlavnich myslenek napf. v praci [5] je reprezentace hustoty
naboje nikoli skalarni funkci p €asu a soutadnic, nybrz pfimo integrandem vyjadiujicim
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celkovy naboj elementarni objemové oblasti, tedy jako 3-formu o (= pdxA dyAdz), ktera je

(v daném bodg euklidovského prostoru R*) jako prvek jednorozmérného prostoru A3(R3) !
automaticky (trivialn¢) uzaviena, a tedy lokaln¢ exaktni. To znamena, ze k ni lokalng, tj.
napiiklad na jednoduse souvislé oblasti, existuje 2-forma takova, ze p je jeji vnéjsi derivaci.
Tuto 2-formu oznacuje autor jako D, a piSe p=dD s odkazem na Maxwellovu rovnici
divD = p . Jakékoli fyzikalni zdivodnéni ¢i matematické/geometrické zdtivodnéni toho, Ze

indukce elektrického pole D, chapana pii b&zné ,,$kolské* interpretaci jako vektorové pole,
se najednou stava antisymetrickym kovariantnim tenzorovym polem druhého tadu, chybi.
V podobném duchu pak autor pokracuje k dalsim Maxwellovym rovnicim, a v podobném
duchu se odvijeji tvahy i v dalSich pracich na toto téma.

Ptirozena geometrickd povaha fyzikéalnich veli¢in, konkrétné jejich transformacni
vlastnosti pii pfechodech mezi soustavami soufadnic, resp. bdzemi, je vSak pro moznost jejich
reprezentace diferencialnimi formami dilezita. V této ¢asti piispévku o Hodgeove operatoru
se pokusime o korektni ptistup k takové reprezentaci: prave na rozboru geometrické podstaty
a transformacnich vlastnosti veli¢in popisujicich elektromagnetické pole jejich formalni
reprezentaci vhodnymi matematickymi objekty zalozime a vyuzijeme ji, v€etné vyuziti
Hodgeova operatoru, k efektivnimu zapisu rovnic klasické elektrodynamiky.

8. Lorentzova sila — trojrozmérna verze

Klicem k matematické reprezentaci velicin elektromagnetického pole, avizované v tivodu, je
Lorentzova sila, popisujici plisobeni elektromagnetického pole na nabitou ¢astici. Veli¢iny
pole se piirozené vyskytuji ve formulaci pfisluSného silového zédkona, jehoZ nejobvykle;jsi
(trojrozmérny) tvar je

(1) F=qE+qVxB,

kde qje naboj Eastice, V jeji rychlost, a o E a B se hovoii jako o vektorech elektrické
intenzity a magnetické indukce. O Lorentzové sile je ve vyuce fyziky fec i na stiedni $kole, |
kdyz bez vektorového soucinu jako matematické operace, spise jen ve slovni podob¢.
Abychom veli¢iny pole spravné charakterizovali z algebraického hlediska, tj. z hlediska jejich
transformacnich vlastnosti pfi souradnicovych piechodech, je vhodné podivat se na vztah (1)
podrobnéji. Je tu totiz problém:

S intenzitou elektrického a indukci magnetického pole, stejné jako s operaciV x B, se naklada
jako s vektory, o vektorovém soucinu se v n¢kterych ucebnicich hovoii jako o
»pseudovektoru®, nebo ,,axidlnim vektoru®, aby se n&jak ,,vyfidil*“ problém se znaménkem
slozek, zavislym na tom, zvolime-li ortonormalni bazi pro jejich vyjadfeni jako pravotocivou,
nebo levoto¢ivou. Mame-li klicové fyzikalni veli¢iny klasické elektrodynamiky, predevSim
intenzitu elektrického a indukci magnetického pole, korektné reprezentovat diferencidlnimi
formami, tj. kovariantnimi antisymetrickymi tenzorovymi poli vhodnych tadd, je tieba pii
takové reprezentaci respektovat transformacni vlastnosti téchto veli¢in. Pfirozené je zacit
pravé Lorenzovou silou v klasické mechanice. V takovém ptipad¢€ jsou ¢asovy a prostorovy

! Viz znageni v prvni a druhé ¢asti naseho prispévku.



interval (kazdy samostatng¢) invarianty pfi transformacich soufadnic v dané vztazné soustave?,
tedy pfechodech mezi bazemi pro vyjadieni vektorovych, kovektorovych, a obecné
tenzorovych velicin.

V klasické mechanice je sila, tedy leva strana silového zdkona (1), vektorem. Vektorem

tedy musi byt i prava strana. To bude nepochybné platit pro intenzitu E . Rychlost V je rovn&z
vektorem. Jakym ,,algebraickym typem* jsou veli¢iny V x B, resp. B , vystupujici na pravé
stran¢ vztahu (1)?

Uvazujme o ptechodu mezi bazemi v trojrozmérném vektorovém prostoru (a piSme ted’
vektory bez Sipek, jak je v linearni algebie obvyklé) :
(e.6,8)—— (8,8, 8), § :Tijej , & = Sij€j , kde T a S jsou navzéajem inverzni
regularni matice. (JSou-li baze ortonormalni, jsou matice T a S ortogonalni, coz dale
predpokladame.) Pro slozky vektoru b = ,Biei =p i§i (Einsteinova s¢itaci symbolika)
v maticovém zapisu b ~ (8* 8% ) = (), b~ (8* B* %) = (B) plati
(B) = (BT, (B)=(B)T .V ptipad& vektort b ~ (8), ¢ ~ () zadanych slozkami
Vv ortonormalni pravotocivé bazi (e, e,, €; ) trojrozmérného vektorového prostoru E;se

skalarnim soucinem vychdazeji slozky ,,vektorového sou¢inu* ze standardni ,,geometrické*
definice (velikost, smér, orientace) takto:

(2) bxc~ (8% =52 B =By, By? - B77).

Ze se tato trojice &isel netransformuje pii pfechodu mezi bazemi jako vektor, je vidét na prvni
pohled: Pfi operaci inverze, kdy je matice pfechodu rovna zaporné vzaté jednotkové matici,
zméni slozky ,,skutecného* vektoru znaménko, zatimco znaménka trojice reprezentujici
objekt oznaceny bx cjsou nezménéna. Objekt bx ctedy neni v pravém slova smyslu vektor.
Tento fakt neni nic nového, v ucebnicich se bézné hovoii o pseudovektoru, nebo axialnim
vektoru. Ale nazyvejme véci pravymi jmény: Transformacni vztahy pro trojici (2), odvozenou

ze slozek vektord, jsou néasledujici: Oznacme 77” = ﬂi 7/j — ﬂj yi a dosad'me transformacni
vztahy pro slozky vektord. Dostaneme

n' = 7T - BT T = 7T T Slozky | vektorového souinu® vektord se pfi
piechodech mezi bazemi transformuji jako slozky kontravariantniho antisymetrického

tenzoru druhého Fadu, takze ono uzivané "b x " je prvkem prostoru A%(E;)°>.

Vratme se k Lorentzove sile a zopakujme: Je-li sila vektorem, je intenzita elektrického pole
rovnéZ vektorem a objekt f , zapisovany obvykle jako V x B, musi byt rovnéz vektorem. Uz

Vv tomto okamziku je vidét, Ze transformacni vlastnosti veli¢iny ,,B*“ nemohou odpovidat
transformacnim vlastnostem vektoru. Konkrétné: bude-li pfechod mezi bazemi inverzi, tj.

T =(T))=(-6),1<i, j <3, zméni pii ni slozky vektori rychlosti a sily znaménko. Slozky

veliCiny ,,B* tedy musi ziistat nezménény. Oznac¢me nyni

2 Prostorovy interval je i v nerelativistickém piipadé ve vztaznych soustavach navzajem se pohybujicich
invariantem obecné také jen pro soucasné udalosti.

® Horni index v zépisu AZ(E3) znamena, ze se jedna o prostor (antisymetrickych) kontravariantnich tenzord druhého fadu.



B! = —77§> = 773?, B = —173 = 7713 B3 = —7712 = 17 a slozky zapi$me do antisymetrické matice

veli¢iny B:

0 n n 0 -B® B?
(3) B~n=nm 0 7n5|= B3 0o -B'].
m m 0) ( -B® B' 0

Maticovy zépis slozek objektu f je (f)=(v)7, kde (v) = (' v v3), (f)=(f! 2 f3)=

= (v*B*-v®B?, v*B! —v'B?, v!B2 —v?B') . Musi platit (f)=(f)T*=V)nT t=@)TyT 3, 4.
7=TnT *=TyT", kde T'(=T* = S)je transponovana matice k matici T. Je tedy

nd =7, T)SK, takze B se transformuje jako smigeny tenzor druhého fadu,

B=nle'®e;, ) =—n}, kde (¢",€?,e’) je duilni baze k bazi (e, ¢,,€;).Pak f je

kontrakce tenzoru B vektorem v a Lorentzova sila ma tvar F =qE +qi,B . Chceme-li

Lorentzovu silu jako vektorové pole reprezentovat diferencialni formou, potfebujeme vektory

F a E prevést na kovektory snizenim indexu, F° =i-g = F’', F® =g, F*,

E° = Q= Eibei, Eib =0 EX, a smiSeny tenzor B = nijei ®e; na Cist¢ kovariantni

antisymetricky tenzor%nij e'nel, ktery oznacime B, a to snizenim sloupcového indexu a

antisymetrizaci.

Priklad 24 Vyjadiime podrobné¢ kontrakci smiSeného tenzoru B = nijei ®e; vektorem

rychlosti.

i,B=i,(nle'®e;)=nl(i,e)e; = (V) e; = (Vo5 +vPm) e + (VPnF +vinl) e, + (Vi +vn3) e; ~
~ (v*B®-v°B?,v*B' -Vv'B®, v'B? —Vv*B') = (V*B; - V°B,, V’B, - V'B,, V'B, —V°B,).

Vidime, Ze vysledkem je obvyklé formalni vyjadreni slozek ,,vektorového soucinu* vektoru

rychlosti a ,,vektoru* magnetické indukce v pravotocivé ortonormdalni bazi euklidovského

vektorového prostoru. Dale vypocteme BP a i\,Bb . Plati (v zavéru vypoctu je pro pichlednost

vypocti provedena zaména indext j a k)

B® = Alt (e’ ®e¢;)" = Alt nijei®iej g = Alt(n/e'®(g;e")) = Alt(e'® (1 ge’)) =

:%Uij e'nel, TTij :Uikgjk
adale pak i,B° =i, (7 €' nel)=1nviel —Linvie' =1(n; —n;v'el = (pv)el.
Dosadime za 77; a dostaneme i,B” = (v*B* —v*B?)e" + (v’B' —v'B®)e? + (v'B* —v?B")e’.

Vzhledem k tomu, ze v naSem piipad¢ ortonormalnich bazi v euklidovském prostoru je
metricky tenzor (skalarni soucin) reprezentovan jednotkovou matici, je operace snizeni indexti

jen formalni, nebot F’ =F', E’ =E' B° =37 e'nel ~ () = (), 1 =—1ji- Je viak pln¢



korektni®. Pro Lorentzovu silu jako vektor (resp. vektorové pole) dostaneme nasledujici

reprezentaci kovektorem (resp. kovektorovym polem) F® =qE® +qi B" = (qE | +arV! )ej ,

kde operace i,B" zna¢i kontrakci kovariantniho tenzoru B vektorem v (viz [7] a piiklad 24) .
Pak, pomoci slozek tenzoru (3),

(4) F"=q(Ee' +Ee” +Ee’)+ai, (Be’re’+B,e’ne' +Belne’ ) E =E', B =B
Magnetickou indukci jsme tedy na zéklad¢ transformacnich pozadavkl na Lorentzovu silu
reprezentovali kovariantnim antisymetrickym 2-tenzorem. To bude pro dalsi tvahy dulezité.

Prejdeme jesté k vyjadieni Lorentzovy sily jako vektorového pole zavislého obecné na
Case, totéz plati pro intenzitu elektrického a indukei magnetického pole. A abychom docilili

plné jednoty v reprezentaci formami, vyjadiime (v trojrozmérné verzi formalng) formu EP

rovnéz pomoci kontrakce. Ortonormalni baze v te¢nych prostorech T, (R*) k

R* = Rx R?(¢asova osa a trojrozmérny prostor) a v dualnich prostorech budou
(eO,x ) el,x ) eZ,x ) e3,x) =

X P EX T EX

=(£,3 9 ﬁj a (e),el,e?, ed)=(cdt,dx,dy,dz),. Pii tomto oznageni’ je

(5) F° =q(E, dx+E, dy + E; dz)+qi, (B, dy Adz + B, dz Adx + By dx A dy)
(6) neboli F® =—qi, (E°Acdt)+qi,B® =—q iV(Eb/\dt— B°),

cot

kde \7:§+v1£+v2£+v3£.

OX oy oz
Veli¢iny elektromagnetického pole 1ze tedy v trojrozmérné verzi (euklidovsky metricky
tenzor) reprezentovat diferencialni 2-formou

(7) ®=c'E°Acdt—B" = (E dx+E,dy+E,dz) ndt—(B,dy ndz+ B, dz Adx+B;dx Ady) .

(Rychlost svétla v trojrozmérné verzi ivah vypada sice formalng, avizuje vSak jiz
¢tyfrozmérny pristup a hlavné soulad fyzikalnich jednotek.)

9. Lorentzova sila — ¢tyFrozmérna verze

V relativistickém pfistupu, ktery vsak je v ptipadé¢ elektrodynamiky nezbytny, pracujeme ve
&tyfrozmérném asoprostoru R x R®, v némy jiz ¢asovy a prostorovy interval nejsou
samostatné invarianty. Invariantem je ¢asoprostorovy interval s;, mezi udalostmi

U, ~ (%, x5, X2, %), U, ~ (X3, X5, X5, X3) , kde x° =ct je Easova soutadnice udalosti a
x', x2, x3 jsou soutadnice prostorové, nejcastéji kartézské. Plati

sH =C%(t, — )" — (% —x0)7 = (%5 = x2)> = (x5 - x)°,

* Z veliginy B (kterd je, jak jsme zjistili, smigenym tenzorem, resp. tenzorovym polem typu (1, 1), a je
reprezentovana matici (3)) se snizenim indexu stava tenzor/tenzorové pole typu (0, 2), tedy ¢isté kovariantni.
® Cileng se vyhybame didakticky nevhodnému zvyku polozit rychlost svétla rovnou jedné.



nebo ,,infinitesimalné*

2 2 -1/2
(d5)? = c2(dt)? — (d)? = (ch®)2 = (A)? = ds = \[1-—cdt =y dt, y = [1—"—2) .
C C

Casoprostor je tak étyfrozmérnym prostorem s kovariantnim Minkowského metrickym
tenzorem g =g, dx' ®dx’ s diagonalni maticidiag Gy, = (1, -1, -1, -1)® (viz téZ v prvni
Casti tohoto piispévku). Znaménka se projevi pfi snizovani a zvySovani indext: Uvazujme o
tzv. étyfpotencidlu, coz je tyfvektor uzivany zrovna v elektrodynamice’,
A~ (clp, AL A2 A% = (A) = (A, AL, A% AY),

kde ¢ je skalarni potencial a A, A%, A®jsou slozky vektorového potencialu
elektromagnetického pole. Pak A° =i g ~ (A, A, A,, A;), pricemz A, = A°, A =—Alpro
i =1, 2,3. Podobné pro ctyrproud

Y~(p, jH 5% =0N=3% %1% 1) je Y =ivg ~ (Jo» i Jor Ja) s
kde j, = i°, Ji =—j',i=123.2de j°= Jo =Cp, kde p je hustota naboje (skalar) a

(i*, j%, i) jsou slozky (trojrozm&mé) hustoty proudu (podrobngji v odstavci 12).

Podobné jako v pfedchozim odstavci prejdeme i zde k reprezentaci Lorentzovy sily a veli¢in
elektromagnetického pole diferencialnimi formami. Pro popis elektromagnetického pole

V ramci ¢tyifrozmérného piistupu je ve fyzikalni literatufe zavadén tenzor
elektromagnetického pole, jehoZ kovariantni, resp. kontravariatni tvar ve slozkéach, pti volbé
diagG=(1,-1,-1,-1), je

0 -¢'F -¢'E, <C'E 0 —c'E' —c'E? —c'E?
-1 11 3 2
c'E 0 -B B .| c'E 0 -B B
®) (Fy) = 1 1 3 | (FN)= 12 3 |
c'E; -B, B, 0 c'E® -B? B 0

kde E, =—E', B, = B'. (Pozor! Slozky magnetické indukce se netransformuiji jako slozky

vektoru — viz predchozi odstavecg.) Zavedeni tohoto tenzoru ptirozen¢ vychdzi z variacniho
ptistupu k ¢tyfrozmérné formulaci teorie elektromagnetického pole (viz zejména [6] nebo také
napt. [7]) jako veli¢iny odvozené ze Etyfpotencialu. Abychom definici tenzoru
elektromagnetického pole nebrali jen jako fakt ,,spadly shora®, je tfeba, abychom pochopili
jeji logiku. Proto se struné zaméime na odvozeni pohybovych rovnic nabité ¢astice

Vv elektromagnetickém poli:

® Nékteti autofi, napiiklad pravé [1, 4, 5], pouzivaji verzi diag G = (~1,1,1,1) . (Rozdil od nasi volby se projevi
pti aplikaci Hodgeova operatoru pouze na nékteré formy baze v prostorech k-forem.)

" Nazev ,&tyfvektor” (Styfpotencial, Etyfproud, apod.) je historicky a nepfili§ vhodny. Opiré se o fakt, Ze jde o
vektor ve ¢tyfrozmérném prostoru, tedy vektor se ¢tyfmi slozkami. Vzhledem k jeho ,,zabydleni se* v bézné
terminologii se mu vSak nebudeme za kazdou cenu vyhybat.

8 Viimnéte si také oramovanych ¢asti matic. Jsou stejné u kovariantni i kontravariantni verze tenzoru.



Lagrangeova funkce ¢astice o hmotnosti m a rychlosti V pohybujici se v elektromagnetickém

poli s vektorovym potencialem A askalarnim potencidlem ¢ , zndma z trojrozmérného

, 2
pistupu (viz [6, 7]) ve tvaru L =-mc? 1—V—2 +g(AV — @), ptejde ve Ctyfrozmérném
c

prostoroc¢ase s Minkowského metrickym tenzorem na tvar
9) L=-mcuu' —gAu',

2 -1/2
kde u~(u') = (c{j;; jzy(l, ¢ e, o v, y:(l_\é_zj

je ctyrychlosta u® ~ (u;) = (gzu’), 0 <i <3°. Odtud pak dostaneme pohybové
(Lagrangeovy) rovnice

i L . oA
(10) 8—|‘.—ia—|‘.=0 :mc%—q — aA‘ O:>mcd——qF ul =0.
ox' dsau' ds X ox! ds
o A oA
Veli¢ina se slozkami F; =—-— ,0<1, j<3, je tenzorem elektromagnetického pole a ve

x o ooxd’
vysledku je déna vztahy (8).

Piiklad 25 Z definice slozek F;,0<i, j <3, odvodime tvar matic (8). Vyuzijeme zndmy

—

vztah pro intenzitu E vyjadienou jako vektor, tj. E = —grad ¢ — (Zt_A 2 Gl e ol
(clp, AL, A2 A%, clp= A° = A, V matici (F;j) vystupuje prvni index jako fadkovy, druhy
jako sloupcovy™’. Pogitejme prvky Fy;pro 1< j <3 (nulty Fadek matice, v némz Fo = 0).
A oA N AT api_ 1 Eo-
U axd ooct) axd a ’
Nyni vyjadiime prvky F
FOI = g%gUF, =—Fy; =c '€, =—c'E/,

Fl=g%g"FR,=F;, F'=-F" F?=-B%acykl, 1<i, j<3.

j .

V nasledujicim ptikladu se snadno piesvéd¢ime, ze pii soutadnicovych piechodech se soubor

veli¢in F;,0<1i, j <3, skute¢né transformuje jako kovariantni antisymetricky tenzor druhého

fadu:

B - .
% Lagrangeova funkce L odpovida funkcionalu akce S = j Ldt, funkce L pak funkcionalu$ = [Lds,

a

ds=cytdt=uu'ds, Suvazenim, Zze u,u' = y>(1+c2vv') = y2(1-cA?) =1.

D =T

10'S umisténim indexii miize pii tomto maticovém zéapisu vznikat jisty problém spo&ivajici v tom, Ze standardni
umisténi fadkového indexu je dolni, sloupcového horni. Protoze je vSak tenzor elektromagnetického pole se
slozkami Fj; €isté kovariantni, neméli bychom jej pfi diisledné korektnosti zapisovat do matice. Z hlediska

praktickych vypoctu je vSak zapis do matice v naSem piipadé vhodny, je tedy nutné umisténi indext ,,hlidat™.



Priklad 26 Ozna¢me podobné jako v pfedchozim odstavci symbolem T matici pfechodu od
ortonormalni baze (g;, €, €,, ;) k ortonormalni bazi (§,,€,€,,&)a S =T " matici inverzni
(v pevném bodé¢ Casoprostoru). Plati standardni transformacni vztahy (horni index t znaci
transpozici) (A")' =S(A®)', (x)=(X)T , kde (A’)=(A,, A, A,, A)) jsou slozky kovektoru
APa (x) = (x°, xt, x2, x*) slozky ,,polohového* vektoru udélosti v asoprostoru. Pak

A oA o(S¥A) a(x"S) _A(S'A) (xPSK) _ gt {@_@j: e

T o & X ox " 1L

ox' ox"

Z pohybové rovnice (10) je rovnéz vidét, jaky vyraz bude predstavovat ctyrrozmeérnou
Lorentzovu silu. Leva i prava strana maji fyzikalni rozmér [kgs™] (Gtyfrychlost je
bezrozmérna a ¢asoprostorovy interval ma rozmér [m]). Vynasobime-li pohybovou rovnici

rychlosti svétla, dostaneme levou i pravou stranu v newtonech. Lorentzova sila je tedy
Ctytvektor

1 F o i i O ir. jx O
Lorentzovu silu jako kovektor dostaneme kontrakei ¢tyfvektorem rychlosti diferencidlni 2-

formy @ , vyjadiené ve Ctyfrozmérné verzi ve tvaru

12) ® = % ;O Adx) =cEPAdX® — (B dx’A dx® + B, dx’Adx" + By dx'A dx?),

neboli @ =cE’Adx’—B=E°Adt—B, tedy
(13) FP =—qci,®.

Diferencialni forma® kompletné reprezentuje elektromagnetické pole. Symbolem B od této
chvile pro jednoduchost znac¢ime 2-formu

B =B, dx’Adx®+B, dx’Adx" + Bydx'Adx?, kde B=1F;e'ne’ prol<i, j<3.

Piiklad 27 Vyjadiime jesté Lorentzovu silu pomoci ,,obycejné* rychlosti, abychom méli
porovnani s trojrozmérnym piipadem. Ze vztahu (11) dostaneme slozky formy Ff
v maticovém zapisu
(F))=qc (R’ utu®u®)' = (R’ F’ F2, F’)", horni index t znagi transpozici,
Foo =aEu', F’ =—qEu® +(u’B; -u’B,), F’, =—qE,u’ +(u’B, -u'By),
FP5 =—Eq’ + (u'B, ~u’B) = F_ =qy(-c'EV,E+cVxB), E'=-;,1<i<3.

Vime jiz vsak, ze vyraz ,,V x B “ neni v pravém slova smyslu vektorovy soucin vektora.

1 Vyjadieni Lorentzovy sily jako vektoru v rovnici (11) Ize pojmout jako tkol k procvieni algebry.



10. Rovnice elektromagnetického pole — prvni par

Z piedchoziho odstavee je ziejmé, Ze podstatna informace o elektromagnetickém poli*? je
obsazena v diferencialni formé @ . Otazkou je, jak tato forma souvisi s Maxwellovymi

rovnicemi. Vypoc¢téme jeji vnéjsi derivaci s uvazenim, ze slozky tenzoru elektromagnetického
pole jsou funkcemi Casu a prostorovych soufadnic®?, tedy

d® = dE A dt —dB , kde

dd =¢™ K% - Ziij - %} dx?A dxCAdx® +¢c7t K ZEgl, - (ZEf ] - 8;3,[2 }dx%\ dx*A dx® +
X X X X

+ct (8E12 - 8E21 j _ 9By dxA dx?A dx® — (@ + % + 8—ngdxl/\ dx? A dx3.
oX-  OX ot ox-  OX° OX

[ 4

Vnéjsi derivace této formy se anuluje pravé tehdy, jsou-li vSechny jeji slozky nulové.

Uvézime-li, ze E; = -E', B, = B',1<i <3, odpovida tomuto zavéru obvykly zapis

Maxwellovych rovnic (v némz formaln¢ vystupuji intenzita elektrického i indukce
magnetického pole jako vektory) ve tvaru rot E= —%, divB = 0. Tyto dvé& rovnice tedy lze

ekvivalentng zapsat efektivnim zpisobem jako jedinou rovnici pro formu @ , tedy dd =0"*,
(nulou na pravé strané se rozumi nulova forma).

(14) d(D:O:>rotI§=—%, divB=0.

Vratme se jests na chvili k 2-form& @ = EPAdt— B ze vztahu (12). V piipadg, Ze je uzaviena,
tj. je-li dd =0, jsou disledkem tohoto faktu nejen rovnice (14), ale také skute¢nost, Ze tato
forma je (lokaln¢) exaktni. To znamen4, Ze na jednoduse souvislych oblastech k ni existuje 1-
forma A = AO dx® + A dx + A, dx? + A3 dx® takovd, ze @ je jeji vngjsi derivaci, tj.

(15) ®=dA.

Vyjadiime-li vn&jsi derivaci formy A a dosadime do (15), dostaneme

A OA . .
- %__oj dx) A dx® +
oxd  ox
+ 8—A23——6A32 dx®A dx® + 8_A31_6i13 A3 dxt + _8A12 _8_A21 dx'A dx?.
OX OX OX OX OX OX

2 Dalsi charakteristiky vnesou do problematiky vlastnosti prostredi a zdroje pole — naboje a proudy. (Vlivem
prostfedi na vyjadieni Maxwellovych rovnic se zde zabyvat nebudeme — vyzadovalo by to samostatny vyklad.)

L 0 . . .
13 Autor textu [1] zavadi derivaci tvaru d=d A 3 kde d ma vyznam vng&jsi derivace podle soufadnic, vyznam

0/ ¢t je obvykly. Tento pojem je ponékud problematicky: vnéjsi derivace je operator (zobrazeni forem) a

0/ ot je vektorové pole baze. Takze operace "A" zde nema smysl. Korektni a bezproblémové je pouziti vnéjsi
derivace d v bézném smyslu.

! Tento zptisob zapisu uvedenych dvou rovnic je plng korektni na rozdil od standardniho zapisu, ktery pracuje
s magnetickou indukei jako s vektorem. (Spravny zapis pomoci veli¢in E a B by spocival v rozepsani podminky
(14) pomoci jejich slozek, piesnéji pomoci slozek tenzoru elektromagnetického pole.)



(Stejny vztah splituje také forma A +df , kde f je libovolna funkce ¢asoprostorovych

soufadnic, nebot’ druha vn&jsi derivace libovolné formy je nulova, tj. d?f =0.) Porovnanim
s vyjadienim formy ® ve vztahu (12) dostaneme

clEP =| =20 oA, _OA, dx/!
ox) axo
-B= %——dzd"’ 6A aA dx3A dxt + 6A12 L ldxtA dx?.
ox?  ox’ ax ax OX ax

Z tohoto vyjadieni je ziejmé, zZe veliCina reprezentovand kontravariantnim tenzorem 1. fadu

Ny Uy B LR L, A=A,, Al =—A prol<i<3, je étypotencial,
ox° oxt Ox? ox3 0 '

tj. (A%, A, A%, A%) =(A°, AL, AZ, A%) = (—c g, A, A?, A%) . To odpovida rovnicim

. 0p OA . 0 OA®  OA? oAl oA® OA* oA
El=—22 2" 1<j<3, x°=ct, Bj=—-—" ,By=—r——, By=——
oxl ot J % o ad o o
- oA - -
(16) E:—gradgo—a, B=rotA,

ptipustime-li opét ne zcela korektni pohlizeni na magnetickou indukci jako na vektor.

11. Rovnice elektromagnetického pole — druhy par — bez zdroji

Zaméfime se nyni na druhou dvojici Maxwellovych rovnic ve vakuu, v niz jsou jiz ve hie
zdroje pole, tedy naboje a proudy. Ty se standardné zapisuji jako tzv. ctyrproud (viz zacatek
odst. 9). | v tomto pfipad¢ piistoupime k reprezentaci pomoci diferencialnich forem, a to

z dtivodu slucitelnosti s pfedchozimi vyjadienimi. Zde uz neni takova reprezentace tak
ptimocara jako u rovnic (14). Zatimco reprezentace veli¢in elektromagnetického pole
formami, vedouci ptimo k prvnimu paru Maxwellovych rovnic (14), vyplynula pfirozené

Z vah o Lorentzové sile a samoziejmého faktu, Ze tzv. ,,tenzor elektromagnetického pole* (8)
je kovariantni antisymetrické tenzorové pole, tj. diferencialni 2-forma, budeme nyni dalsi
uvahy vést jiz s cilem interpretace veli¢in charakterizujicich zdroje pole, tedy ¢tyiproud,
rovnéz formami. V tomto odstavci o to jesté neptijde, hodit se vSak kone¢né bude vyuziti
Hodgeova operatoru.

Nejprve prepiSme do ,,jazyka forem* druhy par Maxwellovych rovnic pro piipad bez zdrojt,
: . . - - E
tj. pro nulovy ¢tyiproud. Tyto rovnice maji obvykly tvar divE =0, rot B = g1, % . Nyni

prichazi na fadu Hodgetiv operator. Piirozenym zptisobem se opét uplatni forma O .

Pfipomefime si znamou véc z kalkulu forem v R® (pocitame v ortonormalnich bazich, viz
druha ¢ast naseho ptispévku): Pro libovolnou 2-formu



oh R Ok
x o’ o
Jak vznikne divergence vektorového pole, je hned vidét, nebot’ slozky

oF) = K dx®Adx® + F, dx3A dxt + F, dx'A dx? plati de'™) = [ ]dxlx\ dxZA dx®.

(F,, F,, ;) formy o") jsou slozkami kovektorového pole F° . Forma @ je sice 2-forma, ale
tu jsme jiz vyuzili k vyjadifeni prvniho paru Maxwellovych rovnic a vztah pro divergenci
vektoru elektrické intenzity z ni pfimo nedostaneme. Uvédomme si vSak, ze *® je rovnéz 2-
forma, a ta uz k cili povedel5. Vysledky aplikace Hodgeova operatoru na formy baze

v prostorech A, (R x R%), 0<k <3, kde v te¢nych vektorovych prostorech k R x R® je zadan
Minkowského metricky tenzor diagG,, = (1, -1, -1, —1), shrnuje nasledujici tabulka (¢tenaf

si ji mize sdm zkontrolovat pomoci vypocti v prvni ¢asti naseho prispévku).

1 dx® dx? dx? dx®
-0y | —dxiAdx®Adx® —dx%A dx?A dx® —dxX°AdxCadxt | —dx°Adxia dx?
dx®A dx* dx°A dx? dx®A dx® dx*A dx? dx3a dxt dx?A dx®
dx?A dx3 dx3a dxt dx*A dx? dx3A dx° dx?A dx° dx*A dx®
dx®A dxtA dx? dx®A dx3A dx? dx®A dx?A dx® dx*A dx? A dx® @y
—dx® —dx? —dx* —dx° 1

Tabulka 1: Pisobeni Hodgeova operatoru na soufadnicové formy v piipadé Minkowského
metrického tenzoru diag Gy, = (1, -1, -1, —1) . Druhy fadek kazdé tabulky obsahuje obrazy
prvniho fadku Hodgeovym operatorem.

Obraz *®formy ® ma tvar
*® = *(Eb/\ dt - I§) =c* *(El dx'A dx® + E, dx®A dx? + E, dx*A dxo)—
- *( B, dx?A dx® + B, dx®A dx* + B, dx' dx? ) =
= ¢ 'E; # (dX A dX®) + ¢ E, * (dXPA dX?) + 1B, * (XA dX®) +
— B, # (dx®A dx®) = B, * (dx3A dx) — B, * (dx"A dx?).
Z tabulky 1 hned pfecteme vysledek:
(17) *d=-c"! ( E, dx®Adx® + E, dx®A dx" + E, dx"A dx? ) —(B1 dx' + B, dx? + B, dx® ) Adx’.

Vnéjsi derivaci této 2-formy je 3-forma (vypocet je uz jen prosté derivovani, pienechavame
jej ¢tenafi — nezapomeiite, ze vnéj$im soucinem dx'A dx! pro i = j je nulova 2-forma.) Plati

15V knize [1] je rovnéz vyuzit Hodgetv operétor, aviak zptisobem, ktery nepovazujeme za piilis korektni, byt

k vysledku rovnéz vede. Uplatiiuje se zde dvoji pohled na tento operator: trojrozmérny a ¢tyfrozmérny, jsou
odliSeny i jinym znac¢enim. Tu¢na ,,trojrozmérna‘“ hvézdicka se aplikuje na formy E a B, netu¢na ,,ctyfrozmérna*
na formu @ , ta ma v [1] oznaceni F?. Konkrétng je zavedeno *F2 = —* B Adt +*E . Takové rozliSent je
nelogické, pozadované vysledky dostaneme jednotné v prostoru R x R s Minkowského tenzorem (v naSem
ptipad¢ diagGy, =(1, -1, -1, -1)).



d*d=—¢" (and Adx® +a de Adxt +a 3dX/\dx j/\dXO-i-
OX ox° ox°

(18)

-1 (GE 8E2 + 8E33 j dx* A dx®Adx® —
oxt  ox?  ox

) [88 B, ]dz B s (G_B; 0B jd3 dxt + (g—a—%jdXAdx A,
x o’ ox®  oxt X OX

Tato 3-forma bude nulova, pravé kdyz se anuluji vSechny jeji slozky, dostaneme tedy pro né
soustavu rovnic, v niz dosadime E, =—E',1<i<3a x’ =ct,

~0=divE =0,

(OE, OE, OF, OE' OE? aE3
Tt—5t+—= |=0=>—+
oX~ OXx° oX ot ox? 8x

19) [c—l oE! _(88 aBZH 0 {c‘l OE? _(@_as H 5
o(ct) \ox* ox° oct) \ox® oxt

o1 OE _(882 _aslj ~
oct) \axt ox®)|

To odpovida druhému paru Maxwellovych rovnic (ve vakuu) pro pole bez zdroju,

- . E 1 - E

(20) d|vE=O,rothcfza—:—rotB:goﬁ—, C % =gyt
ot 1 ot

pfiemz &, a 4, jsou permitivita a permeabilita vakua. Muzeme tedy vyslovit
Dilci zavér:
Pomoci jediné diferencidlni formy @ = % Fij dx'Adx) = EPAdt — B, 0<i, J <3, dané vztahy
(12), dokazeme kompletné vyjadtit sadu Maxwellovych rovnic pro elektromagnetické pole ve
vakuu pfti absenci zdrojl, konkrétné rovnicemi

(21) dd =0, d*®d=0.

12. Maxwellovy rovnice — druhy par — se zdroji

Abychom ziskali druhy par Maxwellovych rovnic ve vakuu se zdroji, je tfeba se opfit o 3-
formu d=*® , ktera ovSem v piipadé pritomnosti zdroji nebude nulova, musi se vsak rovnat 3-
formé¢, jez bude pln¢€ vyjadiena pomoci zdroju, tedy reprezentovana slozkami ¢tyfproudu
Y=(cp, j!, j% j®). Vzhledem k tomu, Ze hustota proudu (j) ~ (j*, j?, j°) je urena
pohybujicimi se naboji, je tieba se u problému na chvili zastavit. Ctyiproud je primarné
definovan pomoci ¢tyirychlosti a hustoty naboje v jeho klidové soustave, podobné jako je
¢tythybnost definovana pomoci ¢tyirychlosti a hmotnosti, tedy

Y =cpu ~ o, (u°, ut, u?, ud) =cppr(L eV e VA e V) = (cp, 55 J°).



Ted budeme chvili postupovat ponékud ,,a¢eloveé™ a pomoci ¢tyfproudu ziskame 3-formu
*Y® tak, abychom ve vysledku dostali z rovnice d=® = K *Y®  kde K je vhodna konstanta,
druhy par Maxwellovych rovnic se zdroji. Pro K * Y” dostaneme

K=Y =K *(dexo +j dxt 4 j,dx% + g dx3) =
= Kcp*dx? + K(jl*dx1+ o # dx® + jg*dx3>.
K vyjadfeni vyraza *dx', 0<i<3, vyuZijeme opét tabulku 1. Dostaneme
K #Y? = —Kcpdxia dx®A dx®= K ( jLAx2A X + j, A dxt + g dxtA dx? )A dx°.
Seétenim s formou d *® , danou vztahem (18), a anulovanim dostaneme po slozkach

_Cl(@E1 , 0B,  OF OE? . OE? s oE®

—-Kcp=0= =c°K
oxt ox? ax3j P oxt ox? oxd P

1

—c aa(Ei)—(ZBS—Zng—KL:O: %—%:Kj%cz%
C X X X X

2

—c‘l%+(%—%j—sz:0:2%—%:Kj2+c‘2%
X X X X

3 3

(B B o B B onlE

o(ct) \ox- ox ox-  OX ot

Za znakem = jsme uz provedli zaménu slozek kovektorovych poli (E;) a (j;),1<1<3, za

slozky vektorovych poli (E')a (j'), konkrétng E; —-E', Ji ——j', 1<i<3. Prvni Z vyse

«16 pro elektrické pole, bude-li

uvedenych Ctyt rovnic bude predstavovat tzv. ,,Gausstv zakon

c’K = & l=>K= 1, - Pii této volbé budou na pravé strané€ dalSich tfi rovnic vyrazy
i

Lo '+ Ho&o = 1<i<3. Ziskali jsme tak druhy par Maxwellovych rovnic

divE=2, £l rotB =&, % + ], a to na zakladé& rovnosti

& Mo
(22) d*®+ s, *Y? =0, kde ®=E°Adt—B, Y=cpyu.
Vztah (22) predstavuje jednoduché ,,univerzalni* vyjadieni rovnic elektromagnetického pole

pomoci diferencidlnich forem. Jsou v ném obsazeny vSechny Maxwellovy rovnice
V trojrozmérné i Ctyfrozmérné verzi.

A to jesté neni konec. Z podminky uzavienosti formy @, tj. anulovanim jeji vné&jsi derivace,

jsme dostali dulezité vysledky. Forma #YP je vSak rovnéz uzaviend. Pro jeji vn&jsi derivaci

18 Nazev Gaussiiv zakon vznikl na zakladé matematického zpracovani Coulombova zikona, jen je jeho
fyzikalni podstatou, s vyuzitim Gaussovy-Ostrogradského integralni véty. Do fyzikalni terminologie je vSak
neodvolatelné pevné zakofenény.



totiz plati (viz vztah (22)) d=Y"

identicky nulovy). Vyjadiime-li formu d = Y® ve slozkéch, tj.

d*YP = Ca—’o0 dxtA dxZA dxC A dxO— [ 6]1
OX OX
dostavame
5/0 ( ﬁ 9
a(ct) oxt ox?
(23) G, ( o4 Lo, a

ot | oxt ax2 ox®

3, |, diy

=y 1 d(d*¢) = 0 (opakovany operator vn&jsi derivace je

e ?j dxt A dx?A dxCadx?,
N

+i§,j=0:>
19)4

J 0, ftj. a—+d|VJ_0
ot

Jako dusledek Maxwellovych rovnic jsme ziskali i rovnici kontinuity.

13. Zavérecéné shrnuti:

Ukazali jsme, Ze zakladni rovnice klasické elektrodynamiky lze pouzitim diferencialnich
forem a Hodgeova operatoru efektivné zapsat pomoci vztaht, jeZ nyni shrneme do tabulky:

reprezentujici

veli¢ina diferencilni forma vztahy reprezentované rovnice
b b _ _ _
Lorentzova silav R® _q'm (E°Acdt)+ai,B F.=gE+VxB
r b i i .
Lorentzova sila v F’ =qcF;u’ dx' = —qci, @ F - q}/<_c-1|§\7, E+clvx g)
RxR®
B =
tenzor 1 dd =0 rOtE:—E divB=0
elektromagnetického D= > Fi dx'Adx! = EPAdt-B -
pole O =dA E:—gradgp—Zt—A, B=rotA
- 1 = OE -
d*(p:_/uo*yb dIVE:£, —rotB:gOO—+j
b b & Mo ot
Ctyfproud Y =(cp,])
op . =
d*YP=0 ——+divj=0
o ]

Tabulka 2: Reprezentace rovnic klasické elektrodynamiky pomoci diferencialnich forem.
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