MASARYKOVA UNIVERZITA

Linearni a multilinearni algebra

zaklady pro samostudium v dobé
karantény

Téma 1: Skalarni soucin a jeho aplikace
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Doporuceni ke studiu

Tato prezentace je pouze voditkem s vasemu samostudiu, pi1 némz je
treba, abyste se opirali o doporucenou literaturu (IS MU). V prezentaci
vas budu konkrétné odkazovat na tyto polozky doporucené literatury:

Matematika pro porozumeéni 1 praxi I, VUTIUM Brno, 2006 (M 1),
Matematika pro porozumeéni 1 praxi I, VUTIUM Brno, 2012 (MII/1).
Kap. 6 z M 1I/1 vam Pavla poslala, na pomoc tém, kdo knihu nemayji.
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Doporuceni ke studiu

Tato prezentace je pouze voditkem s vasemu samostudiu, pi1 némz je
treba, abyste se opirali o doporucenou literaturu (IS MU). V prezentaci
vas budu konkrétné odkazovat na tyto polozky doporucené literatury:

Matematika pro porozumeéni 1 praxi I, VUTIUM Brno, 2006 (M 1),
Matematika pro porozumeéni 1 praxi I, VUTIUM Brno, 2012 (MII/1).
Kap. 6 z M 1I/1 vam Pavla poslala, na pomoc tém, kdo knihu nemayji.

Pti prochazeni prezentace se rozhodné obracejte ke knize, kde jsou
podrobné&jsi dikazy a zdlivodnéni. Propocitavejte si priklady, ktere jsou
v knize vyteSeny, zkuste si fesit 1 cviceni. U zkousky, ktera probchne
normalné, to ocenite.
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Skalarni soucin — cosi uz o ném vime

Nalistujte v Matematice pro porozumeni 1 praxi II/1 (M II/1)
kapitolu 6. V piednasce jsme probrali problematiku, ktera je v ni
podrobné rozebrana na stranach 133 az 148.

Nic moc, Zze? Slo to pomalu a trvalo to kratce. Tak ted’ si to trochu
zopakujeme, abychom se mohli posunout dal. Sledujte nasledujici

prezentaci, odpovidejte na otazky, reSte priklady. Obracejte se ke
Knize.

Kdybyste se pi1 studiu ,,zadrhli*, klidné mi napiste.
(Janam@physics.muni.cz). Nebo | zavolejte (+420 725988079).
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Definice

Pripomente s1, co uz vite o skalarnim soucinu z prednasSek jeste
pred zruSenim vyuky — napiSte s1 axiomy na papir a teprve pak

pokracujte.
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Definice

Pripomente s1, co uz vite o skalarnim soucinu z prednasSek jeste
pied zruSenim vyuky — napiste s1 axiomy na papir a teprve pak
pokracujte.

Zkontrolujte, zda s1 to pamatujete spravne:

Necht' V, je vektorovy prostor nad C. Zobrazeni

V. xV 3[a,b]—(a,b)eC
se nazyva skalarni soucin ve V_, ma-li nasledujici vlastnosti:

) (a,b)=(b,a)’, 2) (a+b,c)=(a,c)+(b,c),
3) (aa,b)=ca(a,b), 4)(a,a)=0,prolib.a,b,ceV, ,aeC.
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Diisledky definice

A co ostatni vlastnosti? Plati tfteba — nebo neplati??

(a,b+c)=(a,b)+(a,0)?, (a,ab)=a(a,b)?

Zkuste pro vyrazy na leve stran¢ néco odvodit z axiomul.
A zkuste prepsat axiomy, pujde-li o vektorovy prostor nad R.
Co znamena vlastnost 4)? Muze byt (a, @) komplexni?
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Dusledky definice

A co ostatni vlastnosti? Plati tfteba — nebo neplati??

(a,b+c)=(a,b)+(a,0)?, (a,ab)=a(a,b)?

Zkuste pro vyrazy na leve stran¢ néco odvodit z axiomul.
A zkuste prepsat axiomy, pujde-li o vektorovy prostor nad R.
Co znamena vlastnost 4)? Muze byt (a, @) komplexni?

Mate? Dobie, pokraCujme.
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Diisledky definice

A co ostatni vlastnosti? Plati tfteba — nebo neplati??

(a,b+c)=(a,b)+(a,0)?, (a,ab)=a(a,b)?

Zkuste pro vyrazy na leve stran¢ néco odvodit z axiomul.
A zkuste prepsat axiomy, pujde-li o vektorovy prostor nad R.
Co znamena vlastnost 4)? Muze byt (a, @) komplexni?

Mate? Dobie, pokraCujme.

Vektorovy prostor nad C se skalarnim souCinem se nazyva unitarni
(zna¢ime U, ), nad R eukleidovsky(znacime E, ).
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Par prikladu

V nasledujicich ptikladech rozhodnéte, jedna-1i se o skalarni soucin.
Zduvodnéte, proC ano, resp. pro€ ne. (Proverte axiomy skalarniho
soucinu.) Zjistite-11, Ze nejde o skalarni soucin, zkuste definici opravit.

1) Vektorovy prostor n-tic: a) nad R, b) nad C, je-11 definovano

(a,b)=ab +---+ab , kdea=(a,...,a,), b=(b,....0))

2) Vektorovy prostor matic typu m/n nad R, je-l1 definovano
m,n .. . :
(A B)= Y alb!, kdeA=(a'), B=(b'),1<i<m,1<j<n

i1, j=1
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Dalsi par prikladu

V nasledujicich ptikladech rozhodnéte, jedna-li se o skalarni soucin.
Zduvodnéte, proC ano, resp. pro€ ne. (Provéite axiomy skalarniho
soucinu.) Zjistite-11, Ze nejde o skaldrni soucin, zkuste definici opravit.

3) V. p. polynomt stupné nejvyse n, a) nad R, b) nad C, je-li
(P,Q)=pyUy +::-+ P, 0, kde P(X) = py + pX+---+ pX", Q(X) = zapiste
4) V. p. polynomt stupné nejvyse n, a) nad R, b) nad C, je-li

(P,Q)= } P(x) Q(x)dx, P(x), Q(x) viz zapis v prikladu 3)
0
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Priklady — reSeni

Priklad 1) ... nad R ano, nad C ne ... ptemyslejte, pro¢ nad C ne
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Priklady — reSeni

Priklad 1) ... nad R ano, nad C ne ... ptemyslejte, pro¢ nad C ne

Vsimnéte s1 tieba vlastnosti 4) v definici skalarniho soucinu. Z ni
je zieymée, ze skalarni soucin vektoru se sebou samym musi byt
realné Cislo, jinak jej nemuzeme porovnavat s nulou. Vyraz

aa +---+aa ,a=(a,...,a,)eC.

n-n:?

je totiz obecné komplexni.
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Priklady — reSeni

Priklad 1) ... nad R ano, nad C ne ... ptemyslejte, pro¢ nad C ne

VSimnéte s1 tieba vlastnosti 4) v definici skalarniho soucinu. Z ni
je zieymée, ze skalarni soucin vektoru se sebou samym musi byt
realné Cislo, jinak jej nemuzeme porovnavat s nulou. Vyraz

aa +---+aa ,a=(a,...,a,)eC.

n-n:?

je totiz obecné komplexni.

Priklad 2) ... ano

Priklady 3) a 4) ... nad R ano, nad C ne

Opravime definici (a opravte j1 uz samli take u prikladu 1)):

(P,Q) =Pyl +++ Pally» resp. (P,Q) =[P(x)Q(x)dx

0
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Reprezentace v bazich — |

Vime, Ze vektory 1 linedrni zobrazeni mezi nimi jsou Ciselné
reprezentovany v bazich svymi slozkami. Vzpomente si, jak se
tyto slozky transformuji, prejdeme-li od baze k bazi pomoci
matice prechodu T.

V :i(e,....e)——>(§,....e),T=(z),1<i, j<n
a..(a....a")=(a), a..(a,..,a")=(a)
o:V.3a - (@) eW_ reprezentujici matice A, resp. A

W i(fy, e, £)—2 (f,,..., f), M =(1”),1<v, p<m
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Reprezentace v bazich — |

Vime, Ze vektory 1 linedrni zobrazeni mezi nimi jsou Ciselné
reprezentovany v bazich svymi slozkami. Vzpomente si, jak se
tyto slozky transformuji, prejdeme-li od baze k bazi pomoci
matice prechodu T.

V :i(e,....e)——>(§,....e),T=(z),1<i, j<n
a..(a...,a")=(a), a..(a,..a")=(a)
o:V.3a - (@) eW_ reprezentujici matice A, resp. A
W i(fy, e, £)—2 (f,,..., f), M =(1”),1<v, p<m
Par otazek:
1) Jakého jsou typu jsou matice T a M? Mohou byt jinak libovolné?

2) Jaké vztahy plati mezi (o) a (&) a mezi A a A? Jakého typu jsou
tyto matice?
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Reprezentace v bazich — ||

Zvladli jste predchozi otazky? Pokud se vam to nepovedlo, pak
se vrat'te ke kapitole 4 Matematiky pro porozumeéni a praxi
(konkrétné str. 31, 32 a str. 55 az 60) a téch par stranek
prostudujte — je tam podrobné odvozeni. A zde jsou spravné

odpovedi:
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Reprezentace v bazich — ||

Zvladli jste predchozi otazky? Pokud se vam to nepovedlo, pak
se vrat'te ke kapitole 4 Matematiky pro porozumeéni a praxi
(konkrétné str. 31, 32 a str. 55 az 60) a téch par stranek
prostudujte — je tam podrobné odvozeni. A zde jsou spravné
odpoveédi:

1) Matice T (typ n/n) a M (typ m/m) jsou regularni.

Vektory kazdé baze jsou totiz linearné nezavislé.
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Reprezentace v bazich — ||

Zvladli jste predchozi otazky? Pokud se vam to nepovedlo, pak
se vrat'te ke kapitole 4 Matematiky pro porozumeéni a praxi
(konkrétné str. 31, 32 a str. 55 az 60) a téch par stranek
prostudujte — je tam podrobné odvozeni. A zde jsou spravné

odpovedi:

1) Matice T (typ n/n) a M (typ m/m) jsou regularni.

Vektory kazdé baze jsou totiz linearné nezavislé.

2)& =1'e;, ¢ =o€, (Einsteinova symbolika)

(@)=(@)T, (@) =T, T =()), A=TAM ™ A=T'AM
proW_ =V jeA=TAT ', A=T 'AT

zobrazeni ¢ se pro W, =V, nazyva linearni operator ve v. p. V,
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Reprezentace v bazich — |11

Po stru¢ném zopakovani reprezentace vektort a linearnich
zobrazeni v bazich prejdeme k reprezentaci skalarniho soucinu.

Otazka: jak urcit hodnotu skalarniho sou¢inu dvou vektora,
zname-1i jejich slozky v dané bazi? Co k tomu jesté potrebujeme?
Hned uvidime.



Ooooooooooo
ooooopopoooooaO
OoooDoooooooOoo

sosccosososo  IMASARYKOVA UNIVERZITA WWw.muni.cz

oOoonDopDooDoOoOooOOd
Ooooooooooo

Reprezentace v bazich — |11
Po stru¢ném zopakovani reprezentace vektort a linearnich
zobrazeni v bazich prejdeme k reprezentaci skalarniho soucinu.

Otazka: jak urcit hodnotu skalarniho sou¢inu dvou vektora,
zname-1i jejich slozky v dané bazi? Co k tomu jesté potrebujeme?
Hned uvidime.

Budeme pouzivat Einsteinovu s¢itaci symboliku. Je uziteCna a
zvyknete si na ni.
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Reprezentace v bazich — |11

Po stru¢ném zopakovani reprezentace vektort a linearnich
zobrazeni v bazich prejdeme k reprezentaci skalarniho soucinu.

Otazka: jak urcit hodnotu skalarniho sou¢inu dvou vektora,
zname-1i jejich slozky v dané bazi? Co k tomu jesté potrebujeme?
Hned uvidime.

Budeme pouzivat Einsteinovu s¢itaci symboliku. Je uziteCna a
zvyknete si na ni.

Tak do toho: k dispozici mame jen definicni vlastnosti
skalarniho soucinu. Ale zadne ,,jen*“! Ono to neni malo.

a,beU neboE,, (e,...,¢,) ...baze, a=a'e b= ple,

@, b)z(aiei’ﬂjej)zaiﬁj*(ei &) :aiﬁj*gij’ G=(g;).1<1, j<n
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Reprezentace v bazich — IV

Vite, kter¢ vlastnosti skaldrniho soucinu jsme pouzili? Jasné,
2) a 3). Ale co tam dé€la ta hvézdicka? Nevite? Vratte se k snimku
4 a uvidite, 7e plati (@, ab) =« "(a,b)
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Reprezentace v bazich — IV

Vite, kter¢ vlastnosti skaldrniho soucinu jsme pouzili? Jasné,
2) a 3). Ale co tam d¢la ta hvézdicka? Nevite? Vrat'te se k snimku
4 a uvidite, ze plati (a,ab)=«a (a,b)

Mame vztah pro vypocet skalarniho souCinu pomoci slozek, ale
potifebujeme skaldrni souciny Vektoru baze mezi sebou. Ty tvori

matici G. Plati (a,b)=(2)G(8)" proU,, (a,b)=(a)G(p)" proE,
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Reprezentace v bazich — IV

Vite, kter¢ vlastnosti skaldrniho soucinu jsme pouzili? Jasné,

2) a 3). Ale co tam dé€la ta hvézdicka? Nevite? Vratte se k snimku
4 a uvidite, ze plati (a, ab)= o (a,b)

Mame vztah pro vypocet skalarniho souCinu pomoci slozek, ale
potifebujeme skaldrni souciny Vektoru baze mezi sebou. Ty tvori

matici G. Plati (a,b)=(2)G(8)" proU,, (a,b)=(a)G(p)" proE,

Uplatnime-1i vlastnost 1) na vektory baze, dostaneme G=G'

Matice G je samoadjungovana (nad C), resp. symetricka (nad R).
Z vlastnosti 4) pak plyne, ze je také pozitivne definitni (vSechny
jeji levé horni subdeterminanty jsou kladng).
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Reprezentace v bazich — V
A zase priklady:
1) Urcete skalarni soucin dvou vektorti v U, , je-1i dano
a...(@)=(,2i,0,-0), b...(8=(0,2,-i,-3i),
v bazi (e, ..., &), G =E (jednotkova matice), tj. (¢;, ;) = J;
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Reprezentace v bazich — V
A zase priklady:
1) Urcete skalarni soucin dvou vektorti v U, , je-1i dano
a...(x)=@,21,0,-1), b...(8)=(0,2,—-1,-3I),
v bazi (e, ..., &), G =E (jednotkova matice), tj. (¢;, ;) = J;
2) a) MuZe mit matice G v diagonale nulu, nebo zaporne Cislo?

b) Jaky je vztah mezi maticemi G a G pii pfechodu mezi bazemi?

¢) Kolik muZzeme definovat v daném prostoru skalarnich soucinu?
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Reprezentace v bazich — V
A zase priklady:
1) Urcete skalarni soucin dvou vektorti v U, , je-1i dano
a...(x)=@,21,0,-1), b...(8)=(0,2,—-1,-3I),
v bazi (e, ..., &), G =E (jednotkova matice), tj. (¢;, ;) = J;
2) a) MuZe mit matice G v diagonale nulu, nebo zaporne Cislo?

b) Jaky je vztah mezi maticemi G a G pii piechodu mezi bazemi?

¢) Kolik muZzeme definovat v daném prostoru skalarnich soucinu?
ReSeni:
1) (a,b)=(12i 0 —i)E(0 2 —i —-3i)' =3+4i
2a) Ne, g, =(e.,e)>0, 2b) G=TGT', 2c) Nekone&né mnoho.
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Ortogonalita a normovanost — |

Vektory a,beU, resp. E, se nazyvaji ortogonalni (vzhledem k zadanému
skalarnimu soucinu), plati-li (a,b) =0. Vektor aeU , resp. E, se nazyva
normovany (vzhledem k zadanému skalarnimu soucinu), plati-li (a, a) =1.
Baze (e,,..., &,) se nazyva ortonormalni (vzhledem ...), je-li (&;, €;) = ;-
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Ortogonalita a normovanost — |

Vektory a,beU, resp. E, se nazyvaji ortogonalni (vzhledem k zadanému
skalarnimu soucinu), plati-li (a,b) =0. Vektor aeU , resp. E, se nazyva
normovany (vzhledem k zadanému skalarnimu soucinu), plati-li (a, a) =1.
Baze (e,,..., &,) se nazyva ortonormalni (vzhledem ...), je-li (&;, €;) = ;-
Problém: Lze pomoci obecného souboru vektorti generujicich jisty

vektorovy podprostor L prostoru U, (E,) udélat soubor
ortogonalnich a normovanych vektort generujicich tyz podprostor?
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Ortogonalita a normovanost — |

Vektory a,beU, resp. E, se nazyvaji ortogonalni (vzhledem k zadanému
skalarnimu soucinu), plati-li (a,b) =0. Vektor aeU , resp. E, se nazyva
normovany (vzhledem k zadanému skalarnimu soucinu), plati-li (a, a) =1.
Baze (e,,..., &,) se nazyva ortonormalni (vzhledem ...), je-li (&;, €;) = ;-
Problém: Lze pomoci obecného souboru vektorti generujicich jisty

vektorovy podprostor L prostoru U, (E,) udélat soubor
ortogonalnich a normovanych vektort generujicich tyz podprostor?

K ¢emu to bude dobré¢ a jak to udélat? Tieba k tomu, abychom
mohli pracovat v ortonormalnich bazich. V nich je totiz matice G
jednotkova. Slouzi k tomu tfeba Grammuv-Schmidtuv proces.
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Grammuv-Schmidtuv ortogonalizac¢ni proces — |

Uvazujeme obecné o vekt. podprostoru v unitarnim prostoru, L cU
L=[a,...a [], 1<k <n, nejprve pro nezavislé vektory a,, ..., a,.
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Grammuv-Schmidtuv ortogonalizac¢ni proces — |

Uvazujeme obecné o vekt. podprostoru v unitarnim prostoru, L cU
L=[a,...a [], 1<k <n, nejprve pro nezavislé vektory a,, ..., a,.

b2 =ya,+ a,

1. krok: b =a,

2. krok: b, =yb +a, ...(b,,b)=0=y

3. krok: by =y +7b, +a; ...(b;,0)=0=y,
(bs,0;) =0=y,




Ooooooooooo
ooooopopoooooaO
oOoooooooooo
ooopoDpopoooooDn

coooonocoso  IMASARYKOVA UNIVERZITA

oOoonDopDooDoOoOooOOd
Ooooooooooo

www.muni.cz

Grammuv-Schmidtuv ortogonalizac¢ni proces — |
Uvazujeme obecné o vekt. podprostoru v unitarnim prostoru, L cU
L=[a,...a [], 1<k <n, nejprve pro nezavislé vektory a,, ..., a,.

bz =yat a,
T 1 krok: b, =g
2. krok: b, =yb, +a, ...(b,,b)=0=y
3. krok: by =yb +y.b,+a; ...(b;,0)=0=y;
(b, b,) =0= 7,

Vidite ,,logiku‘ krokt1? Kazdy dalsi vektor nového souboru je
souCtem linearni kombinace téch, které jsou jiz ortogonalizovany v
predchozich krocich, a dalSiho ,,na fadé* z puvodniho souboru.

Konstanty v linedrni kombinaci se hledaji z podminek ortogonality.

dy
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Grammuv-Schmidtiv ortogonalizacni proces — |1

Priklad: Sestrojime ortonormalni bazi (ONB):

a,...(1,1,0,0), a,...(0,1,1,0), a,...(0,0,1,1), L=[a, a,, a5,

slozky v ortonormalni bazi (e, e, , €5, €,) prostoru E,
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Grammuv-Schmidtiv ortogonalizacni proces — |1

Priklad: Sestrojime ortonormalni bazi (ONB):

a...1,1,0,0), a,...(0,1,1,0), a,...(0,0,1,1), L=[|a,a,, a5l
slozky v ortonormalni bazi (e, e, , €5, €,) prostoru E,

Jak vypada obecny krok ortogonaliza¢niho procesu, odvod’te
pomoci navodu popsancho na predchozim snimku.
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Grammuv-Schmidtiv ortogonalizacni proces — |1

Priklad: Sestrojime ortonormalni bazi (ONB):
a...1,1,0,0), a,...(0,1,1,0), a,...(0,0,1,1), L=[|a,a,, a5l

slozky v ortonormalni bazi (e, e, , €5, €,) prostoru E,

Jak vypada obecny krok ortogonaliza¢niho procesu, odvod’te
pomoci navodu popsancho na predchozim snimku.

Nepovedlo se? Nalistujte str. 144 v Matematice 11/1 — je to tam
odvozeno na strance, poradné si to projdéte. A tady je vysledek:

Obecny s-ty krok, s <k

oo @.B) @b (aby)
BB BB) 7 (Boaby)
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Grammuv-Schmidtiv ortogonalizac¢ni proces — 111
Reseni prikladu:

1. krok: b =4,...(1,1,0,0)

2.krok: (a,,b) =1, (by,b)=2,b,...-1(1,1,0,0)+(0,1,1,0)=(-3,4,1,0)
3. krok: (a5, ,) =0, (8,b,)=1, (b,,b,) =3

by ...0-(1,1,0,0)-2(-4,1,1,0)+(0,0,1,) =(%,-1,1,1), (b;, b)) =14
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Grammuv-Schmidtiv ortogonalizac¢ni proces — 111
Reseni prikladu:

1. krok: b =4,...(1,1,0,0)

2.krok: (a,,b) =1, (by,b)=2,b,...-1(1,1,0,0)+(0,1,1,0)=(-3,4,1,0)
3. krok: (8;,1) =0, (ag,b,) =1, (b,,b,) =2

by ...0-(1,1,0,0)-2(-4,1,1,0)+(0,0,1,) =(%,-1,1,1), (b;, b)) =14

3' 3’3’
Co myslite — tvori nove vektory ONB v L? Ovéite zda:

a) vubec tvofi bazi, b) jsou ortogonalni, ¢) jsou normovane.
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Grammuv-Schmidtiv ortogonalizac¢ni proces — 111
Reseni prikladu:

1. krok: b =4,...(1,1,0,0)

2.krok: (a,,b) =1, (by,b)=2,b,...-1(1,1,0,0)+(0,1,1,0)=(-3,4,1,0)
3. krok: (85, 0) =0, (85,b,) =1, (b,,b,) =2
b;...0-(1,1,0,0)-2(-1,1,1,0)+(0,0,1,)=(%,-£,1,1), (b, by) =4
Co myslite — tvori nove vektory ONB v L? Ovéite zda:

a) vubec tvofi bazi, b) jsou ortogonalni, ¢) jsou normovane.

Odpovédi: a) ano, b) ano, c) ne — vzdyt’ jsme je nenormovali (str. 147)
b :
Ci= ' pro nas priklad uz normujte sami. A ud¢lejte pr. 6.12.
- (b, b)
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Grammuv-Schmidtuv ortogonalizacni proces — |V

Myslite, Ze jsme s problémem ortogonalizace zcela hotovi?
Kdepak, zatim jsme ortogonalizovali soubor linearné nezavislych
vektort. Co kdyZ bude vektorovy podprostor L generovany
zavislymi vektory? Dokonce jich muize byt vic nez n!
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Grammuv-Schmidtuv ortogonalizacni proces — |V

Myslite, Ze jsme s problémem ortogonalizace zcela hotovi?
Kdepak, zatim jsme ortogonalizovali soubor linearné nezavislych
vektort. Co kdyZ bude vektorovy podprostor L generovany
zavislymi vektory? Dokonce jich muize byt vic nez n!

Co tedy s tim? Tak tfeba upravit matici ze slozek generujicich
vektorll na schodovity tvar — to je postup, ktery dobie ovladate.
Takto ziskanou bazi v L pak ortogonalizujeme.
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Grammuv-Schmidtuv ortogonalizacni proces — |V

Myslite, Ze jsme s problémem ortogonalizace zcela hotovi?
Kdepak, zatim jsme ortogonalizovali soubor linearné nezavislych
vektort. Co kdyZ bude vektorovy podprostor L generovany
zavislymi vektory? Dokonce jich muize byt vic nez n!

Co tedy s tim? Tak tfeba upravit matici ze slozek generujicich

vektorll na schodovity tvar — to je postup, ktery dobie ovladate.
Takto ziskanou bazi v L pak ortogonalizujeme.

A nebo? Co se stane, kdyz zaCneme ortogonalizovat rovnou?
Zavislé vektory se zacnou ,,vyhazovat* samy — dojde k

anulovani v nékterém kroku. Na to se podivejte do knihy M 11/1
na str. 146.
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Ortogonalni projekce — |
Pokuste se vzpomenout na definici pojmu doplnék L” vektoroveho

podprostoru L ve vektorovém prostoru V,: L+L'=V_, LNnL ={0, }
Rozklad a=a +a,., a €L, a. €L’ jepfi pevné zvoleném L jiz

jednoznacny. Ale kolik doplikii k danému L existuje?
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Ortogonalni projekce — |
Pokuste se vzpomenout na definici pojmu doplnék L” vektoroveho

podprostoru L ve vektorovém prostoru V,: L+L'=V_, LNnL ={0, }
Rozklad a=a +a,., a €L, a. €L’ jepfi pevné zvoleném L jiz

jednoznacny. Ale kolik doplikii k danému L existuje?
Pokud jste odpovédeli ,,nekonecné mnoho*, je to spravné. V

prostoru se skalarnim soucinem vsak je jeden z dopliku
vyznacny. Je to tzv. ortogonalni doplnék, definovany takto:

L, ={beU, resp.E,|(a, b)=0prolib.aelL}
A zase jsou zde otazky: a) je to opravdu vektorovy podprostor?
b) je to dopln€k? c) je uren jednoznacne?
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Ortogonalni projekce — |
Pokuste se vzpomenout na definici pojmu doplnék L” vektoroveho

podprostoru L ve vektorovém prostoru V,: L+L'=V_, LNnL ={0, }
Rozklad a=a +a,., a €L, a. €L’ jepfi pevné zvoleném L jiz

jednoznacny. Ale kolik doplikii k danému L existuje?

Pokud jste odpovédéli ,,nekone¢né mnoho, je to spravné. V
prostoru se skalarnim sou¢inem vsak je jeden z doplnkt
vyznacny. Je to tzv. ortogonalni dopln€k, definovany takto:
L, ={beU, resp.E,|(a, b)=0prolib.aelL}

A zase jsou zde otazky: a) je to opravdu vektorovy podprostor?
b) je to dopln€k? c) je uren jednoznacné?

S odpovéd’'mi je to jako v Prodané nevéste: ,,ano, ano, ano*.

A zdivodnéni najdete v M II/1 na str. 149.
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Ortogonalni projekce — |1
Vime, ze rozklad a €U nasouceta=a, +a, ,(a_,a. )jejednoznacny.
Zobrazeni 7 :U,>a—>xz (a)=a,,resp. 7y :U,sa—>7 (a)=2a,

se nazyvaji ortogonalni projekce na L, resp. L,.
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Ortogonalni projekce — |1

Vime, ze rozklad a €U nasouceta=a, +a, ,(a_,a. )jejednoznacny.
Zobrazeni 7 :U,>a—>xz (a)=a,,resp. 7y :U,sa—>7 (a)=2a,

se nazyvaji ortogonalni projekce na L, resp. L,.

Ukol: Ovéite tyto jejich vlastnosti (typické vlastnosti projekei):

a) jsou linearni, b)z o7 =7z om ={0_y u ,} (nulove zobrazeni) |,

C) T +7Z.LL = 7Z'|_L + 7T = idUn (|dent|ta) : d) T, 0O =77, 7Z'|_L O7Z-|_L — 7Z'|_L
b), ¢), d) steyn€ pro jejich matice. Je to jednoduché — pfimo z definice.
Tak tieba:z oz (8) =7 (a., )=0y, prolib.aeU,. Dalsiuz sami.
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Ortogonalni projekce — |1

Vime, ze rozklad a €U nasouceta=a, +a, ,(a_,a. )jejednoznacny.
Zobrazeni 7 :U,>a—>xz (a)=a,,resp. 7y :U,sa—>7 (a)=2a,

se nazyvaji ortogonalni projekce na L, resp. L,.

Ukol: Ovéite tyto jejich vlastnosti (typické vlastnosti projekei):

a) jsou linearni, b)z o7 =7z om ={0_y u ,} (nulove zobrazeni) |,

C) T +7Z.LL = 7Z'|_L + 7T = idUn (|dent|ta) : d) T, 0O =77, 7Z'|_L O7Z-|_L — 7Z'|_L
b), ¢), d) steyn€ pro jejich matice. Je to jednoduché — pfimo z definice.
Tak tieba:z oz (8) =7 (a., )=0y, prolib.aeU,. Dalsiuz sami.

K vlastnostem linearnich zobrazeni a vektorové strukture na jejich
mnozinach se vracet nebudeme — mate z toho piece zkousku z PS.
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Ortogonalni projekce — 111

Zakladni problém ortogonalni projekce: vektor a je zadan
slozkami () v ONB (€, ... ,€,) v podprostoru L dimenze k je dana
ONB (Ug,...,U.), U ...C=(y;) vbazi (e,...,e,),1<i<n,1<s<k.
ukolem je zjistit sloZky () vektoru a, v bazi CERA-Y)
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Ortogonalni projekce — 111

Zakladni problém ortogonalni projekce: vektor a je zadan
slozkami () v ONB (€, ... ,€,) v podprostoru L dimenze k je dana
ONB (Ug,...,U.), U ...C=(y;) vbazi (e,...,e,),1<i<n,1<s<k.
ukolem je zjistit sloZky () vektoru a, v bazi CERA-Y)

Pokud se podati vyjadtit matici P, projekce 7, , budeme hotovi,
protoze pak (o) = (a) P, . Vyjadieni matice P, pomoci matice C
ziskame docela snadno. Tak do toho, a pocitejte s1 se mnou na papir:
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Ortogonalni projekce — 111

Zakladni problém ortogonalni projekce: vektor a je zadan
slozkami () v ONB (€, ... ,€,) v podprostoru L dimenze k je dana

ONB (Ug,...,U.), U ...C=(y;) vbazi (e,...,e,),1<i<n,1<s<k.

ukolem je zjistit sloZky () vektoru a, v bazi CERA-Y)

Pokud se podati vyjadtit matici P, projekce 7, , budeme hotovi,

protoze pak (o) = (a) P, . Vyjadieni matice P, pomoci matice C

ziskame docela snadno. Tak do toho, a pocitejte si se mnou na papir:
. - n

Napied jeden uziteény zapis: a=ca'e. = (a,6)=a' =>a=Y (a,€e)e

i=1
Jak jsme jej dostali? Vynasobenim vektoru a skalarné j-tym vektorem

baze a pouZitim relaci pro ONB: (g, €;) = Jj; .
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K k
a, eL= a =Y (a ,ug)u, = bezvatrik =Y (a,u,) U=
s=1 s=1

| 0% i

K | K. K
SZl(ijej  Vs8) 758, :SzlaJVf ACHNE 21(05]7/3 V50, )& =
. - 5=

o=l 207 Ja=(l(C7CN Jo = () = (@)CTC) = R =CTC
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Ortogonalni projekce — |11

K k
a, eL= a =Y (a ,ug)u, = bezvatrik =Y (a,u,) U=
s=1 s=1

kK . . K o . K
Zl(ajej  Vs) 7s6 = 2105]7/5 ACHNE 21(05]75 ¥s0jr )& =

o=l 207 Ja=(l(C7CN Jo = () = (@)CTC) = R =CTC

Asi to bylo trochu rychle, tak postupné: ,,bezva trik* spociva v tomto:
(a’ us) - (aL T aLL , us) - (aL , us) + (aLL’ us) - (aL ’ us)'
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Ortogonalni projekce — |11

K k
a, eL= a =Y (a ,ug)u, = bezvatrik =Y (a,u,) U=
s=1 s=1

kK . . K o . K
Zl(ajej  Vs) 7s6 = 2105]7/5 ACHNE 21(05]75 ¥s0jr )& =

1 k 1% I 1 * I * *
o=l £0 Ja (IO o= @) ~(@)(CTO)= A =CTC
S=
Asi to bylo trochu rychle, tak postupné: ,,bezva trik* spociva v tomto:
(a’ us) - (aL T aLL , us) - (aL , us) + (aLL’ us) - (aL ’ us)'

Vite pro¢? No prece U, €L, a €L, =(a_ ,u)=0.
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Ortogonalni projekce — |11

K k
a eL= a =Y (a ,u)u, = bezvatrik= Y (a,ug)u,=

s=1 s=1
K | K . KL
gl(a’ej,yfee)7éei =§la’yf re(e.e)e = Zl(a’%f ¥s6;0)8 =
_ — S=

1 k 1% I 1 * I * *
o=l £0 Ja (IO o= @) ~(@)(CTO)= A =CTC
S=
Asi to bylo trochu rychle, tak postupné: ,,bezva trik* spociva v tomto:
(@,ug)=(a +a_,ug)=(a.,ug)+ (@, . u)=(a,u)
Vite pro¢? No prece U, €L, a €L, =(a_ ,u)=0.

Maticove ndsobeni jste jisté poznali — je to otazka typu ,,ndhla smrt*!
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Ortogonalni projekce — 1V

Konecné mame matici ortogonalni projekce na podprostor L, takze
dokazeme promitnout libovolny vektor — staci znat jeho slozky v
dané bazi, matice projekce P, funguje ,,univerzalné®.
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Ortogonalni projekce — 1V

Konecné mame matici ortogonalni projekce na podprostor L, takze
dokazeme promitnout libovolny vektor — staci znat jeho slozky v
dané bazi, matice projekce P, funguje ,,univerzalné®.

Ptiklad: Prostor je trojrozmérny nad R, L=[|e, +¢e,, & ]

Nazorné: a...(1,0, 1), n(a)...(l 1

€3

m (a)

AN

€,

2’2’1)’ L:D(_z’
(1)
ﬁo 11
1
0 7
(L 0 l)PL:(% ! 1)

1

1
J2

www.muni.cz

,o),(o,o,l) q

,

O N N

O N N
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Ortogonalni projekce — aplikace — |

Algebraické vyjadreni ortogonalniho promitdni se uplatni nejen v
geometrii. Koneckoncu v ,,trojrozmérné® analyticke geometri se
bez n¢j docela dobie obejdeme, v deskriptivni geometrie ani
algebraickych metod nepouziva. Vyhoda algebraickych postupt se
uplatni pfedevSim ve vicerozmérnych prostorech, kde chybi
ndzorna predstavivost.
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Ortogonalni projekce — aplikace — |

Algebraické vyjadreni ortogonalniho promitdni se uplatni nejen v
geometrii. Koneckoncu v ,,trojrozmérné® analyticke geometri se
bez n¢j docela dobie obejdeme, v deskriptivni geometrie ani
algebraickych metod nepouziva. Vyhoda algebraickych postupt se
uplatni pfedevSim ve vicerozmérnych prostorech, kde chybi
ndzorna predstavivost.

Ukazeme, Ze se algebraicke ortogonalni promitani mize uplatnit také
treba v oblasti numerickych metod — tam bychom to moZzna necekali.
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Ortogonalni projekce — aplikace — |

Algebraické vyjadreni ortogonalniho promitdni se uplatni nejen v
geometrii. Koneckoncu v ,,trojrozmérné® analyticke geometri se
bez n¢j docela dobie obejdeme, v deskriptivni geometrie ani
algebraickych metod nepouziva. Vyhoda algebraickych postupt se
uplatni pfedevSim ve vicerozmérnych prostorech, kde chybi
ndzorna predstavivost.

Ukazeme, Ze se algebraicke ortogonalni promitani mize uplatnit také
treba v oblasti numerickych metod — tam bychom to moZzna necekali.

V praktiku jste snad urCovali elektricky odpor linearniho vodice
pomoci Ohmova zakona — méfili jste zavislost proudu na napéti. Ta
by méla vyhovovat linearnimu modelu. Gratem by méla byt ptimka,
jejiz smérnici je praveé meéieny odpor. Ale bude to opravdu tak?
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Ortogonalni projekce — aplikace - 11

Experiment:
V praktiku jste pracovali se zapojenim jisté podobnym obrazku.

Voltmetr méfi napéti U na rezistoru s odporem
—®— R, které kontrolované ménime potenciometrem.
R Ampérmetr sice méti proud | rezistorem s jistou
nepresnosti odpovidajici tomu, ze Cast proudu
CAD ,,odtéka“ do vétve s voltmetrem. Ten viak ma
velky odpor, a tak pro naSe ucely chybu
\ zanedbame. Pro tzv. linearni vodi€ plati Ohmuv
N zakon: U = R . Pfi n méfenich dostavame n
| rovnic pro neznamou R:

U,=Rl,, ... U =Rl

Ale co s nimi, kdyz neznama je jen jedna?
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Ortogonalni projekce — aplikace - 111

Mame tedy n linearnich rovnic o jedné neznamé. Vzpomenete si na
podminku nutnou a postacujici k tomu, aby soustava n rovnic 0 m
neznamych (v naSem pripade je m = 1) vibec méla feSeni? A kolik
m-tic bude feSeni obsahovat?
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Ortogonalni projekce — aplikace - 111

Mame tedy n linearnich rovnic o jedné neznamé. Vzpomenete si na
podminku nutnou a postacujici k tomu, aby soustava n rovnic 0 m
neznamych (v naSem pripade je m = 1) vibec méla feSeni? A kolik
m-tic bude feSeni obsahovat?

Nevzpomenete? Tak pozor — teorie reSeni soustav linearnich rovnic
je take otazka typu ,,nahla smrt*.
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Ortogonalni projekce — aplikace - 111

Mame tedy n linearnich rovnic o jedné neznamé. Vzpomenete si na
podminku nutnou a postacujici k tomu, aby soustava n rovnic 0 m
neznamych (v naSem pripade je m = 1) vibec méla feSeni? A kolik
m-tic bude feSeni obsahovat?

Nevzpomenete? Tak pozor — teorie reSeni soustav linearnich rovnic
je take otazka typu ,,nahla smrt*.

Tak si to rychle pfipomenme: Soustava ma feSeni prave tehdy, je-li
hodnost h matice soustavy stejna jako hodnost rozsifené matice. A
feseni tvori vektorovy prostor dimenze d = m — h . Pokud jste to
opravdu zapomn¢li, nalistujte v M 1I/1 strany 34-39, nebo M |
odstavec 1.1.2.
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Ortogonalni projekce — aplikace - 1V

Nase ,,fyzikalni“ soustava U, =Rl;, ... U =Rl nepochybné reseni
nema. To by totiz hodnoty napéti a proudu musely byt zméreny
uplné presné. Z kazdi z rovnic miizeme sice vypocitat odpor, ale z
kazde rovnice vyjde mirn¢€ odliSna hodnota.
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Ortogonalni projekce — aplikace - 1V

Nase ,,fyzikalni“ soustava U, =Rl;, ... U =Rl nepochybné reseni
nema. To by totiz hodnoty napéti a proudu musely byt zméreny
uplné presné. Z kazdi z rovnic miizeme sice vypocitat odpor, ale z
kazde rovnice vyjde mirn¢€ odliSna hodnota.

Co s témi hodnotami Ry, ... , R, mame ud¢€lat? Zprimérovat je? To
by asi nebylo to nejlepsi. Je zde vSak znama numericka metoda —
metoda neymensich Ctverctl, v naSem pripadé linearni regrese.
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Ortogonalni projekce — aplikace - 1V

Nase ,,fyzikalni“ soustava U, =Rl;, ... U =Rl nepochybné reseni
nema. To by totiz hodnoty napéti a proudu musely byt zméreny
uplné presné. Z kazdi z rovnic miizeme sice vypocitat odpor, ale z
kazde rovnice vyjde mirn¢€ odliSna hodnota.

Co s témi hodnotami Ry, ... , R, mame ud¢€lat? Zprimérovat je? To
by asi nebylo to nejlepsi. Je zde vSak znama numericka metoda —
metoda neymensich Ctverctl, v naSem pripadé linearni regrese.

Spociva v myslence, ze ,,nejlepsSi® hodnota neznamé R je ta, pri
které je soucet druhych mocnin (Ctvercl) odchylek méfenych
hodnot od linearniho zavislosti U = Rl minimalni, tj. pf1 niZ funkce

(R)= Y, (U; —RI,)? ... minimélni
=1
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Ortogonalni projekce — aplikace — V

VasSe znalosti analyzy vam jist€ umozni pomoci této podminky
neznamou R urcit. Zkusme ji vSak interpretovat algebraicky.
Predstavme si, ze n-tice (U)=(U,,...U,), (I)=(l;,...1,) pfedstavuji
sloZzky vektoru napéti a vektoru proudu v néjake ortonormalni bazi
n-rozmérneho eukleidovském prostoru.
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Ortogonalni projekce — aplikace — V

VasSe znalosti analyzy vam jist€ umozni pomoci této podminky
neznamou R urcit. Zkusme ji vSak interpretovat algebraicky.
Predstavme si, ze n-tice (U)=(U,,...U,), (I)=(l;,...1,) pfedstavuji
sloZzky vektoru napéti a vektoru proudu v néjake ortonormalni bazi
n-rozmérneho eukleidovském prostoru.

Zkuste piijit na to, co v tomto pojeti znamena veli¢ina o(R). Je to
poznat z obrazku.

7 2 2
|U—)/I|=j§l(Uj—7/|j) >|U —RI |
L L=l

o(R) =U —RI P= _ﬁl(uj ~RI)’
-
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Ortogonalni projekce — aplikace — VI

Vsimli jste si, jaka je geometricka interpretace, veli¢iny o(R)? Je to
kvadrat vzdalenosti mezi koncovymi body vektoru U a yl, pro rizne
hodnoty y — v predchozim obrazku jsou vyznaceny ¢arkovang.

Tato vzdalenost je nejmensi, je-li vektor yl ortogonalnim pramétem
vektoru U na podprostor L=[| I [], tj.yl =U, —y=R.
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Ortogonalni projekce — aplikace — VI

Vsimli jste si, jaka je geometricka interpretace, veli¢iny o(R)? Je to
kvadrat vzdalenosti mezi koncovymi body vektoru U a yl, pro rizne
hodnoty y — v predchozim obrazku jsou vyznaceny ¢arkovang.

Tato vzdalenost je nejmensi, je-li vektor yl ortogonalnim pramétem
vektoru U na podprostor L=[| I [], tj.yl =U, —y=R.

Ted’ chvile pocitani — zase pocitejte spoleCné se mnou na papir a
sami se pak dopracujte az k vyjadreni hodnoty R.

L=[lul], u = T I)...normovanébézevL,dimL=1
1 NS

C= (I I, - 1), BL=(p), P =——, U )=U)R,
(.1 > 12

=1
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Ortogonalni projekce — aplikace — VII

Poradime s1 1 se situaci, kdy linearni zavislost mezi mérenymi
veli¢inami zavisi na vice neznamych parametrech? Zkuste zapsat,
jak takova zavislost vypada pro pripad, kdy veli¢ina Y zavisi
linearné na veli¢inach Xy, ..., X, , k <n, a jak vypada odpovidajici
soustava rovnic pro neznameé parametry, provadime-li n méteni.
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Ortogonalni projekce — aplikace — VII

Poradime s1 1 se situaci, kdy linearni zavislost mezi mérenymi
veli¢inami zavisi na vice neznamych parametrech? Zkuste zapsat,
jak takova zavislost vypada pro pripad, kdy veli¢ina Y zavisi
linearné na veli¢inach Xy, ..., X, , k <n, a jak vypada odpovidajici
soustava rovnic pro neznameé parametry, provadime-li n méteni.

Povedlo se?
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Ortogonalni projekce — aplikace — VII

Poradime s1 1 se situaci, kdy linearni zavislost mezi mérenymi
veli¢inami zavisi na vice neznamych parametrech? Zkuste zapsat,
jak takova zavislost vypada pro pripad, kdy veli¢ina Y zavisi
linearné na veli¢inach Xy, ..., X, , k <n, a jak vypada odpovidajici
soustava rovnic pro neznameé parametry, provadime-li n méteni.

Povedlo se?
At tak C1 tak, zde je odpovéd’, resp. kontrola:

Y=AX;++AX, (X)=(Xs,...., XD, )=, ...,Y"
Y = AX -+ A X, oo YI=AXT 4+ 4+ A X]
je to soustava n linearnich rovnic pro neznamé A, ..., A, je

preurcena (vice rovnic nez neznamych) a nebude mit reseni
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Ortogonalni projekce — aplikace — VI1lI
Myslenka, jak urCit nejlepsi hodnoty neznamych parametru, je
stejna: docilit co neymensi hodnoty veliiny

(A ... A)= é(w ~ AX{ —- = A X2

Znamena to ortogonaln¢ promitnout vektor Y na podprostor
generovany vektory X, , ..., X, . PakKY = A X, ..., AL X,.
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Ortogonalni projekce — aplikace — VI1lI
Myslenka, jak urCit nejlepsi hodnoty neznamych parametru, je
stejna: docilit co neymensi hodnoty veliiny

(A ... A)= é(w ~ AX{ —- = A X2

Znamena to ortogonaln¢ promitnout vektor Y na podprostor
generovany vektory X, , ..., X, . PakKY = A X, ..., AL X,.

Zda se ale, Ze tu bude problém: v L potfebujeme
ortonormalni bazi, tak Ze musime soubor generujicich
vektoril ortogonalizovat a normovat.
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Ortogonalni projekce — aplikace — VI1lI
Myslenka, jak urCit nejlepsi hodnoty neznamych parametru, je
stejna: docilit co neymensi hodnoty veliiny

(A ... A)= é(w ~ AX{ —- = A X2

Znamena to ortogonaln¢ promitnout vektor Y na podprostor
generovany vektory X, , ..., X, . PakKY = A X, ..., AL X,.

Zda se ale, Ze tu bude problém: v L potfebujeme
ortonormalni bazi, tak Ze musime soubor generujicich
vektoril ortogonalizovat a normovat.

A co kdyz ne? Tieba se miizeme té nepiijemne a jisté
zdlouhave praci nachylné k chybam vyhnout. Pojd'me dal.
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Ortogonalni projekce — aplikace — IX

Predpokladejme, Ze slozky vSech zadanych vektort jsou vyjadieny
v n¢jake ortonormalni bazi — pak se bude skalarni sou¢in dobte
pocitat, nebot’ G = E.
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Ortogonalni projekce — aplikace — IX

Predpokladejme, Ze slozky vSech zadanych vektort jsou vyjadieny
v n¢jake ortonormalni bazi — pak se bude skalarni sou¢in dobte
pocitat, nebot’ G = E.

A ted’ pouzijeme ,.fintu, kterou uz zname (poslouzila nam pii
odvozovani tvaru matice ortogonalni projekce): (Y, X)) = (Y, X,).
Vynasobime rovnici pro Y postupné vektory X, , ..., X, .

(Y, X)) = AKXy, X))+ + AKXy, X))

(Y, X)) = AlXy, X))+ AKX

Dostali jsme soustavu normalnich rovnic pro neznamé A, , ... , A, .
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Ortogonalni projekce — aplikace — IX

Priklad nakonec:
Y =AXi+ AKX,
(X)=(1,23,4), (X,)=(2,3,4,5), (Y)=(2,3,5,8).
Urcete konstanty A, , A,.
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Ortogonalni projekce — aplikace — IX
Priklad nakonec:
Y = AX, +AX,,
(X)=(1,23,4), (X,)=(2,3,4,5), (Y)=(2,3,5,8).

Urcete konstanty A, , A,.
30A +40A, =55

Soustava normalnich rovnic a vysledky: 40A +54A, =73
A =25 A =05
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Ortogonalni projekce — aplikace — IX
Priklad nakonec:
Y = AX, +AX,,
(X)=(1,23,4), (X,)=(2,3,4,5), (Y)=(2,3,5,8).

Urcete konstanty A, , A,.
30A +40A, =55

Soustava normalnich rovnic a vysledky: 40A +54A, =73
A =25 A =05
Vyslo? Gratuluji.

PriSti téma: Vlastni vektory a vlastni hodnoty linearnich operatort.



