Linearni a multilinearni algebra
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Motivace a stru¢né opakovani — linearni zobrazeni

Jedno stru¢né opakovani z podzimniho semestru jiz mame za
sebou — byla mu vénovana prvni ptednaska jarniho semestru. To

-----

hlavni jesté jednou zopakujeme.

Sami si v8ak zkuste vybavit nebo vyhledat zakladni pojmy:

> vektorovy prostor kone¢né dimenze nad C, nebo R,
reprezentace vektori v bazich

» vektorové podprostory a jejich vlastnosti,

» linearni obal souboru vektor(, prinik a soulet vektorovych
podprostorti, doplnék, ...

> linearni zobrazeni ¢ : V,, — W,,, jadro a obraz, reprezentace
v bazich, projekce.
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Dvoji motivace: Uvedeme dva diivody, pro¢ se zabyvat
problémem vlastnich vektordi a hodnot linedrnich operatorti
(zobrazeni V,, do sebe) — divod algebraicky a divod fyzikalni.

» diagonalni reprezentace linedrniho operatoru: bylo by dobrym
zjednodusenim, kdyby k danému operatoru existovala ve V,, baze, v
niz by byl tento operator reprezentovan diagondlni matici,

> méreni fyzikalnich veli¢in a jeho principidlné mozné vysledky v
kvantové fyzice — ukazuje se, Ze pro matematicky popis fyzikalnich
veli¢in v kvantové fyzice se hodi linedrni operatory ve vektorovém
prostoru stavii dané fyzikdlni soustavy a hodnoty veli¢iny, které Ize
naméf¥it, jsou pravé tzv. vlastnimi hodnotami p¥islusného operatoru
a odpovidaji jim tzv. vlastni stavy soustavy.
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DEFINICE: Linedrni zobrazeni

Zobrazeni ¢ : V, 3 a — ¢(a) € W, vektorového prostoru V), do
vektorového prostoru W, (oba nad C, nebo oba nad R) se nazyva
linedrni, jestlize pro kazdé a, b € V,,, a, § € C, nebo R plati

p(aa+ pb) = ap(a) + Bp(b).

Pro W,, = V,, hovofime o linedrnim operatoru ve V,,.

P¥ipomeiite si nejjednodussi priklady linedrnich operator(: identita,
nulovy operator, projekce na vektorovy podprostor p¥i zadaném
dopliiku.

A vzpomenete si, co je to jadro, resp. obraz linedrniho operatoru a
co plati pro jejich dimenze (defekt d, resp. hodnost h)?
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VETA: Z3kladni v&ta o linedrnich zobrazenich

Lineadrni zobrazeni ¢ : V, 3 a — ¢(a) € W, je jednoznaéné
uréeno obrazy (libovolné) baze vektorového prostoru V,.

Dokazat tuto vétu je velmi jednoduché, jak jsme vidéli v
pfednasce. Ale zrekapitulujme si podrobnéji, co znamena:
P¥edpokladejme, Ze (e, ..., ep) je libovolnd baze ve V,,. Zvolime
ve W,, libovoln& vektory ci, ..., ¢, a hleddme linedrni zobrazeni
v Vp — Wy, tak, aby platilo ¢; = ¢(e;), 1 < i < n. V&ta ¥ika, Ze
takové zobrazeni existuje, a to pouze jedno.

A jak potom pfifadime obraz libovolnému vektoru a € V,,?
Jednodusge:

aca'e, pak p(a) = alc.
Pozor: vektory ¢;j € W,, nemusi byt linedrné nezavislé, dokonce by
mohly byt vSechny nulové — jaké by v takovém p¥ipadé bylo
zobrazeni p?
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Reprezentace vektorli v bazich

Jak vime, je kazdy vektor a € V), reprezentovén v dané bazi

(jednozn&né) svymi slozami. V bazich (eq, ..., e,), resp.
(él, ey én), je
a=a'e=a'g, a...(a} ..., a") =(a),

- ' j < 1

&=rle, e=o0lg, T=(7),S=T"=(0),
jsou matice prechodu mezi bazemi. Pro slozky vektoru v rlznych
bazich plati transforma&ni vztahy, které uvadime jak v p¥ehledném
maticovém zapisu, tak v Einsteinové symbolice:

(@)=(@)T, (a)=()T1, o=ar, a= ajaj.

R
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Reprezentace linedrnich zobrazeni v bazich

K ¢&iselné reprezentaci linedrniho zobrazeni potfebujeme bazi v
prostoru vzor( V/,, i v prostoru obsahujicim obrazy W,,. Ozname
(e1, ..., en), resp. (f, ..., f) bazi ve V,, resp. ve W,,. Vime, Ze
linedrni zobrazeni ¢ : V,, — W), je jednoznaéné& uréeno vektory
c=p(er), ..., cn=p(en) € Wy, ziskanymi jako obrazy vektori
baze (e1, ..., e,). Ty jsou linedrnimi kombinacemi vektorti baze
(fl, Ce fm), tj.

G =77f 1<i<n 1<B<m

Koeficienty (7”) tvo¥ matici A typu n/m. Pro slozky (b', ..., b™)

1
obrazu b = ¢(a) € W,, libovolného vektoru a € V,, dostaneme

p(a) = p(a’e) = alci = (a'7f3), tj. b =a') = (B) = (a)A
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P¥echod mezi bazemi

P¥i pfechodech mezi bazemi

(1 v en) T (8L, ooy @)y (A ) M (R )

Oznatili jsme A matici, kterd reprezentuje zobrazeni ¢ v prvni
dvojici bazi, jako A oznaéme reprezentujici matici vztahujici se k
druhé dvojici bazi. Plati

(B) = (0)A=(a)TA, (B) = ()M = (a)AM — A= TAM™L.

V ptipadé linedrniho operdtoru ¢ : V,, — V,, vyjadfujeme
samozfejmé vzory i obrazy v téZe bazi. P¥i pfechodu mezi bazemi
tak plati

A=TAT .

Linedrni a multilinearni algebra Téma 2: Problém vlastn:



Vlastni vektory a vlastni hodnoty linedrniho operatoru

DEFINICE: Vektor b € V,, b # 0y, se nazyva vlastni vektor
linedrniho operatoru ¢ : V,, — V,,, kde V,, je vektorovy prostor nad
C, resp. nad R, jestlize existuje &islo A € C, resp. R, takové, Ze
plati

©(b) = Ab.

Cislo A se nazyva vlastni hodnota operatoru pfislusna vektoru b.

POZNAMKY: V&mn&me si definice podrobnji.

> Vlastni vektor operdtoru je hodné specidlni. Jeho obraz je totiz
kolinedrni se vzorem (X # 0), nebo je nulovy (A = 0).

> Definice nepfipousti nulovy vektor jako vlastni. Vite pro¢?

» KaZdému vlastnimu vektoru p¥islusi pravé jedna vlastni hodnota,
jedné vlastni hodnot& miiZe pFisluset vice vlastnich vektorl. Pozdé&ji
uvidime, kolik, a jakou strukturu tvofi.
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Hledani vlastnich vektort

UkdZeme postup, jak najit vlastni vektory a vlastni hodnoty
linedrniho operatoru ve slozkach ve zvolené bazi (ey, ..., e,).
Matici operatoru v této bazi oznaéme A = (fyj’) 1<i,j<n,
hledany vlastni vektor b m4 slozky (3) = (8%, ..., B") a spliiuje
defini¢ni vztah (8)A = A(5). Ten predstavuje soustavu rovnic

"R oA

VoY o
B ...oBM =B ... 8"
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Jednd se o homogenni soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych
slozkach vektoru b o matici (A — AE)". (Na transpozici pozor!
Pokud na prvni pohled nevidite, Ze matici soustavy skute¢né nenfi
(A — AE), ale matice transponovand, pfepiste si maticovy zapis do
rovnic a preved'te v3e na levou stranu.)

Nezndamou veli¢inou je i hodnota A, kterou uréime na zakladé
poZzadavku, aby soustava méla i jind YeSeni, nez trividlni. (Trividlni
feSeni predstavuje nezadouci nulovy vektor.) Homogenni soustava
n rovnic o n neznamych ma, jak zndmo, netrividlni ¥eSeni pravé
tehdy, ma-li jeji matice sniZenou hodnost, tj. nulovy determinant,

det (A —XE)" =det (A—\E) =0.
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Vy¢islenim determinantu zjistime, Ze je polynomem stupné n
promé&nné X, jeho anulovanim ziskdme v8echny mozné hodnoty .
Pfechodem do jiné baze dostaneme

det (TAT 1 — AE) = det (TAT 1 — TAET 1) =

= det[T(A— AE)T 1] = det (A — \E).

Tento polynom ma tedy v kaZdé bazi stejny tvar. Nazyva se
charakteristicky polynom operatoru ¢, jeho kofeny pak
charakteristické koteny.

Charakteristické kofeny jsou obecn& komplexni. Pokud je prostor
V., konstruovan nad C, poslouZi vSechny jako vlastni hodnoty
operdtoru. Pro V,, nad R ma charakteristicky polynom sice redlné
koeficienty, ale miZe mit i dvojice komplexné sdruzenych ko¥ent.
Ty oviem musime ,zahodit".
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VETA: Vlastni hodnoty

Vlastnimi hodnotami linedrniho operatoru ve vektorovém prostoru
nad C jsou pravé vSechny jeho charakteristické kofeny. Vlastnimi
hodnotami linedrniho operatoru ve vektorovém prostoru nad R jsou
pravé jeho realné charakteristické ko¥eny.

PRIKLAD: OtoZeni v roving V,

Sledujme obrazek. Matici ototeni v (euklidovské) rovin& o thel
a € [0, 27) ziskdme pomoci obrazi bize (e;, e2).

e, p(e)=ecosa+e,sina

o(e,) .
o(e,)=—¢sina +e,cosa

7CY)

A cosa  Sina
e -sina  cosa
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Vzhledem ke geometrické interpretaci linedrniho operdtoru uvaZzujme tak,
Ze se jedna o vektorovy prostor nad R. Charakteristicky polynom a jeho
kofeny jsou

coso — \ sin o
det = (cosa — \)? +sin’a,
—sina cosa — A

A12 = cosa £isina.

Obecné jde o dvojici komplexné sdruzenych kofen(, redlné jsou pouze v
pripadé o = 0 (i) je identita, nebo oo = 7 (i) je stfedova inverze. Pro

a = 0 je vlastni hodnotou &islo A =1, pro a =7 je A= —1. V obou
p¥ipadech jsou viechny vektory prostoru V5 ji p¥islusnymi vlastnimi
vektory.

Vyteste dlohu formaln& i pro p¥ipad, Zze V; je vektorovy prostor nad C.
Vysledek: Pro A\; = cosa +isina, a # 0, 7, jsou vlastnimi vektory
viechny (komplexni, nenulové) ndsobky vektoru b; = (1, —i), pro

A1 = cosa — isina jde o ndsobky vektoru b, = (1, i). Pro o = 0, nebo
«a = 7 plati stejny vysledek jako pro V, nad R.
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Z teorie soustav linedrnich rovnic (v naem pfipadé jde o soustavu
homogenni) vime, Ze jejich YeSeni tvofi vektorové prostory. Budou
tedy vlastni vektory operdtoru tvofit né&jaké vektorové podprostory
ve V,,? OkamZita odpovéd asi bude zdpornd, protoZe soubory
vlastnich vektor(i pf¥islusnych jednotlivym vlastnim hodnotdm
neobsahuji nulovy vektor (ten je vylouZen samotnou definici.)
Podivejme se v8ak na problém trochu hloubégji:

UvaZujme o dvou libovolnych vlastnich vektorech b; a by
pFislusnych téze vlastni hodnoté A a vS§imnéme si z pohledu
problému vlastnich vektoril jejich libovolné linedrni kombinace.
Plati

gp(albl + 042b2) = alcp(bl) + azgo(bg) = )\(albl + azbz).
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Jakakoli linedrni kombinace vlastnich vektorl pFislusnych téze
vlastni hodnoté je také vlastnim vektorem pFislusnym téze
hodnoté! Kdyz k souboru v8ech takovych vektord doplnime nulovy
vektor, dostaneme vektorovy podprostor, oznaéme jej L.

A co miZeme zjistit o vlastnich vektorech pfisludnych rliznym
vlastnim hodnotdm? Je to jednoduché. Ozna&me L; a L vektorové
podprostory pfisluiné riiznym vlastnim hodnotdm Ay a A; a
poloZme si otazku, co je jejich prinikem. Oznatme ¢ € L1 Nty, tj.
c€liacely. Plati

e(c) = Aic, ¢(c) =Xc = (A1 — X2)c =0y, = c=0y,.

Na zaklad& takto snadno zjisténych vlastnosti mizZzeme vyslovit
dileZitou vétu.
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VETA: Podprostory vlastnich vektorii

» VSechny vlastni vektory linedrniho operatoru ¢, po doplnéni
nulovym vektorem, tvoFi vektorovy podprostor ve V.

» Necht A1, ..., A, r < n, jsou vdechy navzajem riizné vlastni
hodnoty operdtoru ¢ a Ly, ..., L, jim p¥islusné podprostory
vlastnich vektorii (viz vyse). Necht by, ..., b, jsou libovoln&
vybrané vlastni vektory operdtoru ¢ pfislusné po radé
uvedenym vlastnim hodnotam. Pak vektory by, ..., b, jsou
linedrné nezavislé.

Druha vlastnost uvedena ve vété p¥imo vyplyva z toho, Ze
Ly Lg={0y,} pro libovolné A\, # Aq, 1 < p, g <.
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Soubor vlastnich hodnot linedrniho operdtoru, véetné& ndsobnosti,
se nazyva spektrum operdtoru. Jsou-li charakteristické kofeny
operatoru jednondsobné, jde o jednoduché spektrum.

Jak je to s dimenzemi podprostori Ly, ..., L,? Ty zatim umime
urcit jen tak, Ze pFislusnou konkrétni tlohu vyfe$ime. Obecné
pravidlo zatim nemame — to pfijde pozdé&ji. Co v3ak je jiz v tuto
chvili zfejmé, Ze

dim L1+ -+ +dim L, < n,

Plati také samoz¥ejma rovnost vyplyvajici ze zndmych vlastnosti
polynomii: ki + --- + k, = n, kde kp jsou ndsobnosti jednotlivych
(obecné& komplexnich) charakteristickych ko¥eni.

A jesté dva tkoly: Co lze ¥ict o dimenzich podprostord Ly, ..., L,
prostoru V, nad C v p¥ipadé jednoduchého spektra? Plati
dim L+ -- - 4dim L, = dopliite.
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PRIKLAD: Problém vlastnich hodnot a vektorii prakticky
Pro linedrni operator ve V3 v bézi (e, e, e3) plati

1 -1 0
A= 0 1 —4 |, det(A-XE)=—-X—6124+9\ = —\(\-3)°.
-1 0 4

Charakteristické kofeny jsou A\; =0 (ky = 1) a Ay =3 (ko = 2).

1 0 -1 1 0 -1
A-\)"=| -1 1 0 |~[0 1 -1 | = L=][11)]
0 -4 4 00 O
-2 0 -1 12 0
A-X)"=| -1 =2 0|~ 0 4 -1 | = L=[(-21,34),
0 —4 1 00 0

dim L;4+dim L, =2 < 3 (symbol + znamend pfimy souet)
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Diagonalni reprezentace linedrniho operdtoru

Vime uZ, Ze linedrni operator je v riiznych bazich, napt. e, ..., e,
aé, ..., e reprezentovdn &tvercovymi maticemi, mezi nimiz je
vztah A= TAT !, kde T je matice prechodu. (Takové matice se
nazyvaji podobné.)

Jist& vas pravé napadlo, Ze by bylo pohodIné, kdyby existovala
bdze, v niz by byl operdtor reprezentovan diagonalni matici. A taky
to, Ze vlastni vektory by vzhledem ke své defini¢ni vlastnosti byly
vhodnymi adepty k tomu, aby takovou bazi vytvorily. Skute¢n& —
predstavme si, Ze by baze (eq, ..., e,) byla tvofena vlastnimi
vektory operdtoru, tj.

pler) = Ae1, p(e2) = Xex ... p(en) = Anen.

Linedrni a multilinearni algebra Téma 2: Problém vlastn:



Matice operatoru je v tomto pfipadé diagondlni, diagondla je
tvofena vlastnimi hodnotami A1, ..., A, (zde nutné& nejsou
navzajem rizné). Jednodude jsme tak ,odvodili* vétu, kterd ma
zasadni vyznam:

VETA: O diagonalizaci operatoru

Linedrni operator ¢ je v bazi (ey, ..., e,) je reprezentovan
diagonalni matici prdvé tehdy, je-li tato baze tvorena vlastnimi
vektory operatoru .

Vyznam véty: Je-li soubor vSech vlastnich vektorii operatoru ¢
takovy, Ze z néj lze sestavit bazi, pak v libovolné takové bazi je
operator reprezentovan diagonalni matici a v diagondle jsou vlastni
hodnoty (v&etn& ndsobnosti). Zatim vSak nemame dost znalosti k
tomu, abychom p¥edem ur¢ili, zda bude moZné bazi z vlastnich
vektor(i sestavit. V predchozim ptikladu jsme vidéli situaci, kdy to
zrovna mozné neni.
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Ulohy k procviceni

> Lze diagondlné reprezentovat operator s jednoduchym spektrem?
Zdlvodnéte. Vysledek: Nad C ano, nad R pravé tehdy, jsou-li
v8echny charakteristické kofeny realné.

> Linedrni operator ve vektorovém prostoru polynomi proménné x
stupné nejvyse n nad R je definovdn tak, Ze polynomu P(x) p¥iradf
jeho derivaci. Zapi$te matici tohoto operadtoru ve standardni bazi
(1, x, x2, ..., x") a Yedte problém vlastnich hodnot a vektord.

» Rozhodnéte, zda nasledujici linedrni operatory ve V3 maji diagondlni
reprezentaci. VZdy urlete vektorové podprostory odpovidajici
jednotlivym vlastnim hodnnotdm:

01 1 1 -1 0 4 40
a) [2 0 2], )0 1 4], -1 00],
2 2 0 0 0 1 2 4 2

Vysledky: a) Ne, A\; =0, k = 3, Ly = [|(—=2, —1, 1)|], b) Ne,
)\1 = 1, kl = 3, Ll = [I(O7 07 1) ], C) Ne, )\1 = 2, kl :3,
Ly =1](1,2,0), (1,0, )]
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