
Lineárńı a multilineárńı algebra
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Motivace a stručné opakováńı – lineárńı zobrazeńı

Jedno stručné opakováńı z podzimńıho semestru již máme za
sebou – byla mu věnována prvńı p̌rednáška jarńıho semestru. To
hlavńı ještě jednou zopakujeme.

Sami si však zkuste vybavit nebo vyhledat základńı pojmy:

I vektorový prostor konečné dimenze nad C, nebo R,
reprezentace vektor̊u v báźıch

I vektorové podprostory a jejich vlastnosti,

I lineárńı obal souboru vektor̊u, pr̊unik a součet vektorových
podprostor̊u, doplněk, ...

I lineárńı zobrazeńı ϕ : Vn →Wm, jádro a obraz, reprezentace
v báźıch, projekce.
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Dvoj́ı motivace: Uvedeme dva důvody, proč se zabývat
problémem vlastńıch vektor̊u a hodnot lineárńıch operátor̊u
(zobrazeńı Vn do sebe) – důvod algebraický a důvod fyzikálńı.

I diagonálńı reprezentace lineárńıho operátoru: bylo by dobrým
zjednodušeńım, kdyby k danému operátoru existovala ve Vn báze, v
ńıž by byl tento operátor reprezentován diagonálńı matićı,

I mě̌reńı fyzikálńıch veličin a jeho principiálně možné výsledky v
kvantové fyzice – ukazuje se, že pro matematický popis fyzikálńıch
veličin v kvantové fyzice se hod́ı lineárńı operátory ve vektorovém
prostoru stav̊u dané fyzikálńı soustavy a hodnoty veličiny, které lze
namě̌rit, jsou právě tzv. vlastńımi hodnotami p̌ŕıslušného operátoru
a odpov́ıdaj́ı jim tzv. vlastńı stavy soustavy.
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DEFINICE: Lineárńı zobrazeńı

Zobrazeńı ϕ : Vn 3 a → ϕ(a) ∈Wm vektorového prostoru Vn do
vektorového prostoru Wm (oba nad C, nebo oba nad R) se nazývá
lineárńı, jestliže pro každé a, b ∈ Vn, α, β ∈ C, nebo R plat́ı

ϕ(αa + βb) = αϕ(a) + βϕ(b).

Pro Wm = Vn hovǒŕıme o lineárńım operátoru ve Vn.

Připomeňte si nejjednoduš̌śı p̌ŕıklady lineárńıch operátor̊u: identita,
nulový operátor, projekce na vektorový podprostor p̌ri zadaném
doplňku.

A vzpomenete si, co je to jádro, resp. obraz lineárńıho operátoru a
co plat́ı pro jejich dimenze (defekt d , resp. hodnost h)?
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VĚTA: Základńı věta o lineárńıch zobrazeńıch

Lineárńı zobrazeńı ϕ : Vn 3 a → ϕ(a) ∈Wm je jednoznačně
určeno obrazy (libovolné) báze vektorového prostoru Vn.

Dokázat tuto větu je velmi jednoduché, jak jsme viděli v
p̌rednášce. Ale zrekapitulujme si podrobněji, co znamená:
Předpokládejme, že (e1, . . . , en) je libovolná báze ve Vn. Zvoĺıme
ve Wm libovolně vektory c1, . . . , cn a hledáme lineárńı zobrazeńı
ϕ : Vn → Wm tak, aby platilo ci = ϕ(ei ), 1 ≤ i ≤ n. Věta ř́ıká, že
takové zobrazeńı existuje, a to pouze jedno.

A jak potom p̌rǐrad́ıme obraz libovolnému vektoru a ∈ Vn?
Jednoduše:

a ∈ αi ei , pak ϕ(a) = αici .

Pozor: vektory ci ∈Wm nemuśı být lineárně nezávislé, dokonce by
mohly být všechny nulové – jaké by v takovém p̌ŕıpadě bylo
zobrazeńı ϕ?
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Reprezentace vektor̊u v báźıch

Jak v́ıme, je každý vektor a ∈ Vn reprezentován v dané bázi
(jednozněčně) svými složami. V báźıch (e1, . . . , en), resp.
(ē1, . . . , ēn), je

a = αiei = ᾱi ēi , a . . . (α1, . . . , αn) = (α),

ēi = τ ji ej , ei = σji ēj , T = (τ ji ), S = T−1 = (σji ),

jsou matice p̌rechodu mezi bázemi. Pro složky vektoru v r̊uzných
báźıch plat́ı transformačńı vztahy, které uvád́ıme jak v p̌rehledném
maticovém zápisu, tak v Einsteinově symbolice:

(α) = (ᾱ)T , (ᾱ) = (α)T−1, αi = ᾱjτ ij , ᾱi = αjσij .
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Reprezentace lineárńıch zobrazeńı v báźıch

K č́ıselné reprezentaci lineárńıho zobrazeńı poťrebujeme bázi v
prostoru vzor̊u Vn i v prostoru obsahuj́ıćım obrazy Wm. Označme
(e1, . . . , en), resp. (f1, . . . , fm) bázi ve Vn, resp. ve Wm. V́ıme, že
lineárńı zobrazeńı ϕ : Vn →Wm je jednoznačně určeno vektory
c1 = ϕ(e1), . . . , cn = ϕ(en) ∈Wm, źıskanými jako obrazy vektor̊u
báze (e1, . . . , en). Ty jsou lineárńımi kombinacemi vektor̊u báze
(f1, . . . , fm), tj.

ci = γβi fβ, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ β ≤ m.

Koeficienty (γβi ) tvǒŕı matici A typu n/m. Pro složky (b1, . . . , bm)
obrazu b = ϕ(a) ∈Wm libovolného vektoru a ∈ Vn dostaneme

ϕ(a) = ϕ(αiei ) = αici = (αiγβi fβ), tj. bβ = αiγβi ⇒ (β) = (α)A
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Přechod mezi bázemi

Při p̌rechodech mezi bázemi

(e1, . . . , en) T−→ (ē1, . . . , ēn), (f1, . . . , fm) M−→ (f̄1, . . . , f̄m)

Označili jsme A matici, která reprezentuje zobrazeńı ϕ v prvńı
dvojici báźı, jako Ā označme reprezentuj́ıćı matici vztahuj́ıćı se k
druhé dvojici báźı. Plat́ı

(β) = (α)A = (ᾱ)TA, (β) = (β̄)M = (ᾱ)ĀM =⇒ Ā = TAM−1.

V p̌ŕıpadě lineárńıho operátoru ϕ : Vn → Vn vyjaďrujeme
samožrejmě vzory i obrazy v téže bázi. Při p̌rechodu mezi bázemi
tak plat́ı

Ā = TAT−1.
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Vlastńı vektory a vlastńı hodnoty lineárńıho operátoru

DEFINICE: Vektor b ∈ Vn, b 6= 0Vn se nazývá vlastńı vektor
lineárńıho operátoru ϕ : Vn → Vn, kde Vn je vektorový prostor nad
C, resp. nad R, jestliže existuje č́ıslo λ ∈ C, resp.R, takové, že
plat́ı

ϕ(b) = λb.

Č́ıslo λ se nazývá vlastńı hodnota operátoru p̌ŕıslušná vektoru b.

POZNÁMKY: Všimněme si definice podrobněji.

I Vlastńı vektor operátoru je hodně speciálńı. Jeho obraz je totiž
kolineárńı se vzorem (λ 6= 0), nebo je nulový (λ = 0).

I Definice nep̌ripoušt́ı nulový vektor jako vlastńı. V́ıte proč?

I Každému vlastńımu vektoru p̌ŕısluš́ı právě jedna vlastńı hodnota,
jedné vlastńı hodnotě může p̌ŕıslušet v́ıce vlastńıch vektor̊u. Později
uvid́ıme, kolik, a jakou strukturu tvǒŕı.
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Hledáńı vlastńıch vektor̊u

Ukážeme postup, jak naj́ıt vlastńı vektory a vlastńı hodnoty
lineárńıho operátoru ve složkách ve zvolené bázi (e1, . . . , en).
Matici operátoru v této bázi označme A = (γ ij ), 1 ≤ i , j ≤ n,

hledaný vlastńı vektor b má složky (β) = (β1, . . . , βn) a splňuje
definičńı vztah (β)A = λ(β). Ten p̌redstavuje soustavu rovnic

(β1 . . . βn)



γ11 γ21 . . . γn1

γ12 γ22 . . . γn2

. . . . . . . . . . . .

γ1n γ2n . . . γnn


= λ(β1 . . . βn)
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Jedná se o homogenńı soustavu n lineárńıch rovnic o n neznámých
složkách vektoru b o matici (A− λE )T . (Na transpozici pozor!
Pokud na prvńı pohled nevid́ıte, že matićı soustavy skutečně neńı
(A− λE ), ale matice transponovaná, p̌repǐste si maticový zápis do
rovnic a p̌reved’te vše na levou stranu.)

Neznámou veličinou je i hodnota λ, kterou urč́ıme na základě
požadavku, aby soustava měla i jiná řešeńı, než triviálńı. (Triviálńı
řešeńı p̌redstavuje nežádoućı nulový vektor.) Homogenńı soustava
n rovnic o n neznámých má, jak známo, netriviálńı řešeńı právě
tehdy, má-li jej́ı matice sńıženou hodnost, tj. nulový determinant,

det (A− λE )T = det (A− λE ) = 0.
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Vyč́ısleńım determinantu zjist́ıme, že je polynomem stupně n
proměnné λ, jeho anulováńım źıskáme všechny možné hodnoty λ.
Přechodem do jiné báze dostaneme

det (TAT−1 − λE ) = det (TAT−1 − TλET−1) =

= det [T (A− λE )T−1] = det (A− λE ).

Tento polynom má tedy v každé bázi stejný tvar. Nazývá se
charakteristický polynom operátoru ϕ, jeho kǒreny pak
charakteristické kǒreny.

Charakteristické kǒreny jsou obecně komplexńı. Pokud je prostor
Vn konstruován nad C, poslouž́ı všechny jako vlastńı hodnoty
operátoru. Pro Vn nad R má charakteristický polynom sice reálné
koeficienty, ale může ḿıt i dvojice komplexně sdružených kǒrenů.
Ty ovšem muśıme

”
zahodit“.
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VĚTA: Vlastńı hodnoty

Vlastńımi hodnotami lineárńıho operátoru ve vektorovém prostoru
nad C jsou právě všechny jeho charakteristické kǒreny. Vlastńımi
hodnotami lineárńıho operátoru ve vektorovém prostoru nad R jsou
právě jeho reálné charakteristické kǒreny.

PŘ́IKLAD: Otočeńı v rovině V2

Sledujme obrázek. Matici otočeńı v (euklidovské) rovině o úhel
α ∈ [0, 2π) źıskáme pomoćı obraz̊u báze (e1, e2).
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Vzhledem ke geometrické interpretaci lineárńıho operátoru uvažujme tak,
že se jedná o vektorový prostor nad R. Charakteristický polynom a jeho
kǒreny jsou

det

 cosα− λ sinα

− sinα cosα− λ

 = (cosα− λ)2 + sin2 α,

λ1,2 = cosα± i sinα.

Obecně jde o dvojici komplexně sdružených kǒrenů, reálné jsou pouze v
p̌ŕıpadě α = 0 (ϕ) je identita, nebo α = π (ϕ) je sťredová inverze. Pro
α = 0 je vlastńı hodnotou č́ıslo λ = 1, pro α = π je λ = −1. V obou
p̌ŕıpadech jsou všechny vektory prostoru V2 j́ı p̌ŕıslušnými vlastńımi
vektory.

Vy̌rešte úlohu formálně i pro p̌ŕıpad, že V2 je vektorový prostor nad C.
Výsledek: Pro λ1 = cosα + i sinα, α 6= 0, π, jsou vlastńımi vektory
všechny (komplexńı, nenulové) násobky vektoru b1 = (1, −i), pro
λ1 = cosα− i sinα jde o násobky vektoru b2 = (1, i). Pro α = 0, nebo
α = π plat́ı stejný výsledek jako pro V2 nad R.
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Z teorie soustav lineárńıch rovnic (v našem p̌ŕıpadě jde o soustavu
homogenńı) v́ıme, že jejich řešeńı tvǒŕı vektorové prostory. Budou
tedy vlastńı vektory operátoru tvǒrit nějaké vektorové podprostory
ve Vn? Okamžitá odpověd’ asi bude záporná, protože soubory
vlastńıch vektor̊u p̌ŕıslušných jednotlivým vlastńım hodnotám
neobsahuj́ı nulový vektor (ten je vyloučen samotnou definićı.)
Pod́ıvejme se však na problém trochu hlouběji:

Uvažujme o dvou libovolných vlastńıch vektorech b1 a b2
p̌ŕıslušných téže vlastńı hodnotě λ a všimněme si z pohledu
problému vlastńıch vektor̊u jejich libovolné lineárńı kombinace.
Plat́ı

ϕ(α1b1 + α2b2) = α1ϕ(b1) + α2ϕ(b2) = λ(α1b1 + α2b2).
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Jakákoli lineárńı kombinace vlastńıch vektor̊u p̌ŕıslušných téže
vlastńı hodnotě je také vlastńım vektorem p̌ŕıslušným téže
hodnotě! Když k souboru všech takových vektor̊u doplńıme nulový
vektor, dostaneme vektorový podprostor, označme jej L.

A co můžeme zjistit o vlastńıch vektorech p̌ŕıslušných r̊uzným
vlastńım hodnotám? Je to jednoduché. Označme L1 a L2 vektorové
podprostory p̌ŕıslušné r̊uzným vlastńım hodnotám λ1 a λ2 a
položme si otázku, co je jejich pr̊unikem. Označme c ∈ L1 ∩  L2, tj.
c ∈ L1 a c ∈ L2. Plat́ı

ϕ(c) = λ1c , ϕ(c) = λ2c =⇒ (λ1 − λ2)c = 0Vn =⇒ c = 0Vn .

Na základě takto snadno zjǐstěných vlastnost́ı můžeme vyslovit
důležitou větu.
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VĚTA: Podprostory vlastńıch vektor̊u

I Všechny vlastńı vektory lineárńıho operátoru ϕ, po doplněńı
nulovým vektorem, tvǒŕı vektorový podprostor ve Vn.

I Necht’ λ1, . . . , λr , r ≤ n, jsou všechy navzájem r̊uzné vlastńı
hodnoty operátoru ϕ a L1, . . . , Lr jim p̌ŕıslušné podprostory
vlastńıch vektor̊u (viz výše). Necht’ b1, . . ., br jsou libovolně
vybrané vlastńı vektory operátoru ϕ p̌ŕıslušné po řadě
uvedeným vlastńım hodnotám. Pak vektory b1, . . ., br jsou
lineárně nezávislé.

Druhá vlastnost uvedená ve větě p̌ŕımo vyplývá z toho, že
Lp ∩ Lq = {0Vn} pro libovolné λp 6= λq, 1 ≤ p, q ≤ r .
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Soubor vlastńıch hodnot lineárńıho operátoru, včetně násobnosti,
se nazývá spektrum operátoru. Jsou-li charakteristické kǒreny
operátoru jednonásobné, jde o jednoduché spektrum.

Jak je to s dimenzemi podprostor̊u L1, . . ., Lr? Ty zat́ım uḿıme
určit jen tak, že p̌ŕıslušnou konkrétńı úlohu vy̌reš́ıme. Obecné
pravidlo zat́ım nemáme – to p̌rijde později. Co však je již v tuto
chv́ıli žrejmé, že

dim L1+̇ · · · +̇dim Lr ≤ n,

Plat́ı také samožrejmá rovnost vyplývaj́ıćı ze známých vlastnost́ı
polynomů: k1 + · · ·+ kr = n, kde kp jsou násobnosti jednotlivých
(obecně komplexńıch) charakteristických kǒrenů.

A ještě dva úkoly: Co lze ř́ıct o dimenźıch podprostor̊u L1, . . . , Ln
prostoru Vn nad C v p̌ŕıpadě jednoduchého spektra? Plat́ı
dim L1+̇ · · · +̇dim Lr = doplňte.
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PŘ́IKLAD: Problém vlastńıch hodnot a vektor̊u prakticky

Pro lineárńı operátor ve V3 v bázi (e1, e2, e3) plat́ı

A =

 1 −1 0
0 1 −4
−1 0 4

 , det (A−λE ) = −λ3−6λ2+9λ = −λ(λ−3)2.

Charakteristické kǒreny jsou λ1 = 0 (k1 = 1) a λ2 = 3 (k2 = 2).

(A−λ1)T =

 1 0 −1
−1 1 0

0 −4 4

 ∼
 1 0 −1

0 1 −1
0 0 0

 =⇒ L1 = [|(1, 1, 1)|],

(A−λ2)T =

 −2 0 −1
−1 −2 0

0 −4 1

 ∼
 1 2 0

0 4 −1
0 0 0

 =⇒ L2 = [|(−2, 1, 4)|],

dim L1+̇dim L2 = 2 < 3 (symbol +̇ znamená p̌ŕımý součet)
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Diagonálńı reprezentace lineárńıho operátoru

V́ıme už, že lineárńı operátor je v r̊uzných báźıch, nap̌r. e1, . . . , en
a ē1, . . . , ēn reprezentován čtvercovými maticemi, mezi nimiž je
vztah Ā = TAT−1, kde T je matice p̌rechodu. (Takové matice se
nazývaj́ı podobné.)

Jistě vás právě napadlo, že by bylo pohodlné, kdyby existovala
báze, v ńıž by byl operátor reprezentován diagonálńı matićı. A taky
to, že vlastńı vektory by vzhledem ke své definičńı vlastnosti byly
vhodnými adepty k tomu, aby takovou bázi vytvǒrily. Skutečně –
p̌redstavme si, že by báze (e1, . . . , en) byla tvǒrena vlastńımi
vektory operátoru, tj.

ϕ(e1) = λ1e1, ϕ(e2) = λ2e2 . . . ϕ(en) = λnen.
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Matice operátoru je v tomto p̌ŕıpadě diagonálńı, diagonála je
tvǒrena vlastńımi hodnotami λ1, . . . , λn (zde nutně nejsou
navzájem r̊uzné). Jednoduše jsme tak

”
odvodili“ větu, která má

zásadńı význam:

VĚTA: O diagonalizaci operátoru

Lineárńı operátor ϕ je v bázi (e1, . . . , en) je reprezentován
diagonálńı matićı právě tehdy, je-li tato báze tvǒrena vlastńımi
vektory operátoru ϕ.

Význam věty: Je-li soubor všech vlastńıch vektor̊u operátoru ϕ
takový, že z něj lze sestavit bázi, pak v libovolné takové bázi je
operátor reprezentován diagonálńı matićı a v diagonále jsou vlastńı
hodnoty (včetně násobnosti). Zat́ım však nemáme dost znalost́ı k
tomu, abychom p̌redem určili, zda bude možné bázi z vlastńıch
vektor̊u sestavit. V p̌redchoźım p̌ŕıkladu jsme viděli situaci, kdy to
zrovna možné neńı.
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Úlohy k procvičeńı

I Lze diagonálně reprezentovat operátor s jednoduchým spektrem?
Zdůvodněte. Výsledek: Nad C ano, nad R právě tehdy, jsou-li
všechny charakteristické kǒreny reálné.

I Lineárńı operátor ve vektorovém prostoru polynomů proměnné x
stupně nejvýše n nad R je definován tak, že polynomu P(x) p̌rǐrad́ı
jeho derivaci. Zapǐste matici tohoto operátoru ve standardńı bázi
(1, x , x2, . . . , xn) a řešte problém vlastńıch hodnot a vektor̊u.

I Rozhodněte, zda následuj́ıćı lineárńı operátory ve V3 maj́ı diagonálńı
reprezentaci. Vždy určete vektorové podprostory odpov́ıdaj́ıćı
jednotlivým vlastńım hodnnotám:

a)

 0 1 1
2 0 −2
2 2 0

 , b)

 1 −1 0
0 1 −4
0 0 1

 , c)

 4 4 0
−1 0 0
−2 −4 2

 ,

Výsledky: a) Ne, λ1 = 0, k1 = 3, L1 = [|(−2, −1, 1)|], b) Ne,
λ1 = 1, k1 = 3, L1 = [|(0, 0, 1)|], c) Ne, λ1 = 2, k1 = 3,
L1 = [|(1, 2, 0), (1, 0, 1)|].
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