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operátory
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Speciálńı operátory pro fyziku

Již v́ıckrát jsme si ukázali, že lineálńı algebra má zásadńı význam
pro fyziku v řadě situaćı. Předkládané téma se vztahuje i k těmto
situaćım. Budeme uvažovat o operátorech ve vektorových
prostorech vybavených skalárńım součinem, tj. v unitárńıch, resp.
euklidovských prostorech nad C, resp. nad R. Vzhledem ke
skalárńımu součinu, který p̌redstavuje jakési

”
nadstandardńı“

vybaveńı vektorového prostoru, jsme již ďŕıve definovali speciálńı
vlastnosti soubor̊u vektor̊u – ortogonalitu a normovanost. Obdobně
můžeme definovat také speciálńı vlastnosti lineárńıch operátor̊u v
těchto prostorech. Jedńım z typů lineárńıch operátor̊u užitečných
ve fyzice jsou tzv. unitárńı operátory v Un, resp. ortogonálńı
operátory v En. Jsou to regulárńı operátory, často s významem
soǔradnicových transformaćı.
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Unitárńı (ortogonálńı) operátor v Un (En)

Začneme rovnou definićı. Uvažujme obecně o unitárńım prostoru
(nad C), pojmy a výsledky týkaj́ıćı se euklidovského prostoru
dostaneme záměnou komplexńıch č́ısel za reálná.

DEFINICE: Unitárńı a ortogonálńı operátor

Lineárńı operátor ϕ v Un (resp. v En) se nazývá unitárńı, (resp.
ortogonálńı), jestliže pro každé dva vektory a, b ∈ Un, resp.
a, b ∈ En plat́ı

(ϕ(a), ϕ(b)) = (a, b).

Tato vlastnost má jednoduchou geometrickou interpretaci:
unitárńı, resp. ortogonálńı operátor zachovává skalárńı součin, tj.
skalárńı součin obraz̊u je shodný se skalárńım součinem vzor̊u.
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Reprezentace unitárńıho (ortogonálńıho) operátoru v báźıch

Speciálńı vlastnost operátoru jistě povede k nějaké speciálńı
vlastnosti jeho reprezentuj́ıćı matice. Název napov́ıdá, že by mohlo
j́ıt o unitárńı, resp. ortogonálńı matici. Ale v jaké bázi? Zkusme
zapsat definičńı vztah pro operátor v ONB pro Un:

a, b ∈ Un, a . . . (α), b . . . (β) v ONB (e1, . . . , en),

ϕ(a) . . . (α̃), ϕ(β) . . . (β̃) v téže ONB, α̃ = (α)A, β̃ = (β)A,

kde A je matice operátoru ϕ ve zvolené ONB. Plat́ı (poč́ıtejte)

(ϕ(a), ϕ(b)) = (a, b) =⇒ (α̃)(β̃)T∗ = (α)(β)T∗,

(α)A((β)A)T∗ = (α)AAT∗(β)T∗ = (α)(β)T∗ =⇒

=⇒ (α)(AAT∗ − E )(β)T∗ = 0 pro lib. a, b ∈ Un
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Jak máme interpretovat posledńı vztah na p̌redchoźım sńımku?
Každého jistě hned napadne, že zǎŕıdit jeho platnost pro libovolné
n-tice (α) a (β) nelze jinak, než že je nulová matice AAT∗ − E .
Nápad ale neńı důkaz, takže postupujme pečlivěji. Volme postupně
(α) = (0, . . . , 1i , . . . , 0), (β) = (0, . . . , 1j , . . . , 0), 1 ≤ i , j ≤ n,
tj. n-tice (α) má na i-té pozici jedničku, jinde nuly, obdobně n-tice
(β). Provedeme-li pro tyto n-tice maticové násobeńı (α)M(β)T∗

pro matici M = (µk` ), 1 ≤ k , ` ≤ n, dostaneme matici typu 1/1 s
prvkem µij . Plat́ı-li (α)M(β)T∗ = 0 pro všechny speciálńı n-tice

uvedeného typu (a tedy pro libovolné n-tice) je µij = 0⇒ M = 0.
V p̌ŕıpadě reprezentuj́ıćı matice unitárńıho operátoru je
M = AAT∗ − E = 0, odtud AAT∗ = E . Matice (AT∗ je inverzńı
matićı k matici A).
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VĚTA: Reprezentace unitárńıho, resp. ortogonálńıho operátoru

Unitárńı (ortogonálńı) operátor je v každé ONB reprezentován
unitárńı (ortogonálńı) matićı, tj. A−1 = AT∗ (A−1 = AT ).

Pozor! Ortonormálnost báze je důležitá! A co si mysĺıte o platnosti
následuj́ıćıho tvrzeńı?

VĚTA: Lineárńı operátor ϕ v Un (resp. v En) je unitárńı (resp.
ortogonálńı) právě když je alespoň v jedné ortonormálńı bázi
reprezentován unitárńı (ortogonálńı) matićı.

Tato věta opravdu plat́ı. V p̌redchoźıch úvahách jsme dokázali, že
unitárńı (ortogonálńı) operátor je reprezentován unitárńı
(ortogonálńı) matićı dokonce v libovolné ortonormálńı bázi. A ted’

obráceně: Předpokládejme, že operátor ϕ v Un je v jisté ONB
(e1, . . . , en) reprezentován unitárńı matićı. Uměli byste zdůvodnit,
že tento operátor je unitárńı (vlastnost nezávislá na bázi)?
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POZNÁMKA: Unitárnost =⇒ regularita

Všimli jste si, že unitárńı (ortogonálńı) matice je regulárńı? Unitárńı
(ortogonálńı) lineárńı operátor je tedy regulárńı. Co dokážete ř́ıct o jeho
jádru Kerϕ a obrazu Imϕ?

PŘ́IKLAD: Otočeńı v rovině E2

V euklidovské rovině uḿıme mě̌rit délky úseček a úhly mezi nimi.
Uvažujme o dvojrozměrném vektorovém prostoru E2 (nad R) tzv. volných
vektor̊u, tj. množin všech orientovaných úseček v euklidovské rovině,
lǐśıćıch se uḿıstěńım. (Sč́ıtáńı vektor̊u je definováno standardně pomoćı
vektorového rovnoběžńıka, násobeńı skalárem znamená vynásobeńı délky
a zachováńı směru, pro kladný, resp. záporný skalár se zachová orientace,
resp. změńı se na opačnou).

Skalárńı součin libovolných dvou vektor̊u a, b ∈ E2 je definován vztahem
(a, b) = |a| · |b| · cos γ, kde γ je úhel, který tyto vektory sv́ıraj́ı.
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Lineárńı operátor ϕ provede s každým vektorem otočeńı o daný úhel α.
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Z elementárńı geometrie v́ıme, že p̌ri otočeńı v rovině se zachovávaj́ı
velikosti i úhly, takže ani skalárńı součin libovolných dvou vektor̊u se
nezměńı. Otočeńı je tedy ortogonálńım operátorem. V libovolné ONB
(e1, e2) jej reprezentuje matice A, která je ortogonálńı (ově̌rte to
výpočtem inverzńı matice nebo pomoćı relaćı ortogonality).
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Diagonálńı reprezentace unitárńıch operátor̊u

V tomto odstavci uvid́ıme, že unitárńı operátory (v Un nad C) maj́ı
vždy diagonálńı reprezentaci. Jejich specifické vlastnosti totiž
zajǐst’uj́ı existenci báźı tvǒrených jejich vlastńımi vektory.

Vlastńı hodnoty unitárńıho operátoru

Předpokládejme, že a ∈ Un je vlastńı vektor unitárńıho operátoru
ϕ : Un → Un p̌ŕıslušný vlastńı hodnotě λ. Plat́ı ϕ(a) = λa. Z
definice unitárńıho operátoru dostaneme (ϕ(a), ϕ(a)) = (a, a), tj.

(λa, λa) = λλ∗(a, a) = (a, a) =⇒ |λ|2 = 1.

Vlastńımi hodnotami unitárńıho operátoru jsou tedy určité
komplexńı jednotky. Jsou tvaru λ = eiα, α ∈ [0, 2π).
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Vlastnosti vlastńıch vektor̊u unitárńıho operátoru

Dejme tomu, že a, resp. b je libovolný z vlastńıch vektor̊u
p̌ŕıslušných vlastńı hodnotě λa = eiα, resp. λb = eiβ, λa 6= λb, tj.
ϕ(a) = eiαa, ϕ(b) = eiβb. Tak poč́ıtejte:

(ϕ(a), ϕ(b)) = (eiαa, eiβb) = ei(α−β)(a, b).

Z definice unitárńıho operátoru, (ϕ(a), ϕ(b)) = (a, b), plyne
(ei(α−β) − 1)(a, b) = 0, ale ei(α−β) − 1 6= 0, nebot’ α 6= β. Pak
muśı být (a, b) = 0, takže vektory a a b jsou ortogonálńı.

V p̌ŕıpadě vektorového prostoru nad R znamená rovnost |λ|2 = 1
jen dvě možné vlastńı hodnoty ortogonálńıho operátoru, λ = ±1.
Pro E2 jsou možnosti: λ1 = λ2 = 1, resp. λ1 = λ2 = −1 (otočeńı o
úhel α = 0, resp. α = π), a dále λ1 = 1, λ2 = −1 (zrcadleńı).
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Diagonalizace unitárńıho operátoru

Označme λ1, . . . , λr navzájem r̊uzné vlastńı hodnoty (jsou to
komplexńı jednotky) unitárńıho operátoru ϕ a L1, . . . , Lr jim
odpov́ıdaj́ıćı podprostory vlastńıch vektor̊u. Tyto podprostory jsou
navzájem ortogonálńı, jak jsme dokázali. Jejich dimenze označme
q1, . . . , qr , kde q1 + · · ·+ qr = k ≤ n. Předpokládejme ostrou
nerovnost. Dokážeme, že to vede ke sporu. Všechny vlastńı vektory
operátoru ϕ lež́ı v podprostoru L = L1+̇ · · · +̇Lr . Označme dále
(f1, . . . , fk) ONB v L tvǒrenou vlastńımi vektory operátoru a
(fk+1, . . . , fn) ONB v ortogonálńım doplňku L⊥. V ONB
(f1, . . . , fn) v Un je operátor reprezentován blokovou matićı
(uvid́ıme za chv́ıli)

A =

(
D 0

0 B

)
.

D je diagonálńı matice typu k/k (v diagonále je hodnota λs
obsažena qs -krát), B je unitárńı matice typu n − k/n − k.
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Abychom se p̌resvědčili o tvaru matice A, zjist́ıme, jak operátor ϕ
zobraźı vektor b ∈ L⊥.

OTÁZKA: Co mysĺıte? Padne takový obraz do L, nebo zpět do L⊥?
Nebo to bude obecný vektor, který bude součtem svých ortogonálńıch
pr̊umět̊u do L a L⊥? Zkuste to vymyslet a terpve pak se pod́ıvejte dál.
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Operátor ϕ zobraźı vektory z L⊥ zpět do L⊥. Je to důsledkem toho, že
unitárńı operátor je regulárńı a zachovává skalárńı součin.
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Dokázali jsme tvar matice A a nyńı pokračujeme v důkazu sporem:

V́ıme, že charakteristický polynom operátoru je stejný ve všech
báźıch a má tvar (−1)n(λ−λ1)k1 · · · (λ−λr )kr , ks , 1 ≤ s ≤ r , jsou
násobnosti kǒrenů. (V p̌ŕıpadě prostoru nad C, který je nyńı ve ȟre,
jsou vlastńımi hodnotami právě charakteristické kǒreny.) Plat́ı tak

(−1)n(λ− λ1)k1 · · · (λ− λr )kr = det (D − λE ) · det (B − λE ) =

= (−1)k(λ− λ1)q1 · · · (λ− λr )qr · det (B − λE ).

Polynom det (B −λE ) má tedy charakteristické kǒreny λ1, . . . , λr ,
s násobnostmi ks − qs . L⊥ proto obsahuje vždy p̌rinejmenš́ım
jednorozměrný podprostor vlastńıch vektor̊u (po doplněńı nulou)
p̌ŕıslušný té hodnotě λs , pro kterou je ks − qs 6= 0. A to je ten spor
– p̌redpokládali jsme totiž, že všechny vlastńı vektory lež́ı v L.

Důsledek sporu: L⊥ = {0Un}, dim Ls = ks , 1 ≤ s ≤ r .
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Když ted’ shrneme výsledky sice jednoduchých, ale tak trochu
obsáhlých úvah o problému vlastńıch hodnot a vektor̊u unitárńıho
operátoru, dostaneme důležitou větu.

VĚTA: O diagonálńı reprezentaci unitárńıho operátoru

Necht’ ϕ : Un → Un je unitárńı operátor, λ1, . . . , λr jeho
navzájem r̊uzné charakteristické kǒreny (tj. vlastńı hodnoty),
k1, . . . , kr jejich násobnosti, L1, . . . , Lr jim p̌ŕıslušné podprostory
vlastńıch vektor̊u (po doplněńı nuly) o dimenźıch q1, . . . , qr . Pak:

I Všechny vlastńı hodnoty jsou komplexńı jednotky.

I Vektorové podprostory L1, . . . , Lr jsou navzájem ortogonálńı.

I Plat́ı qs = ks , 1 ≤ s ≤ r , a L1+̇ + · · · +̇Lr = Un.

I Operátor je v každé bázi svých vlastńıch vektor̊u
reprezentován diagonálńı matićı D, p̌ričemž každá z vlastńıch
hodnot vystupuje v diagonále tolikrát, kolik je jej́ı násobnost.
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POZNÁMKA: V́ıte co znamená vyjáďreńı, že dva vektorové

podprostory jsou navzájem ortogonálńı? Je to stejné, jako když jsou

ortogonálńı L a L⊥. Podprostory L1, L2 ⊂ Un se nazývaj́ı ortogonálńı, je-li

(a1, a2) = 0 pro libovolné a1 ∈ L1 a a2 ∈ L2.

PÁR OTÁZEK: Zkuste odpovědět a zdůvodnit, teprve pak p̌rejděte na
daľśı stránku:

I Které části věty o diagonalizaci unitárńıho operátoru obecně
plat́ı/neplat́ı pro ortogonálńı operátor (v En nad R)?

I Může se stát, že unitárńı operátor (v Un nad C) nemá žádné vlastńı
vektory? Pokud se to stát může, uved’te p̌ŕıklad.

I Může se stát, že ortogonálńı operátor (v En nad R) nemá žádné
vlastńı vektory? Pokud se to stát může, uved’te p̌ŕıklad.

I Je pravda, že ortogonálńı operátor (v En nad R) nelze nikdy
reprezentovat diagonálńı matićı? Neńı-li to pravda, uved’te p̌ŕıklad.

I Muśı být báze, v ńıž je operátor reprezentován diagonálńı matićı,
zásadně ortonormálńı?
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PÁR ODPOVĚDÍ: Odpovědi na snadné otázky jsou snadné.

I Prvńı vlastnost plat́ı v následuj́ıćım smyslu: pokud má ortogonálńı
operátor nějaké reálné charakteristické kǒreny, je to ±1. Druhá
vlastnost plat́ı. Třet́ı a čtvrtá vlastnost plat́ı jen v p̌ŕıpadě, že
všechny charakteristické kǒreny operátoru jsou reálné.

I Aby unitárńı operátor (v Un nad C) neměl žádné vlastńı vektory se
stát nemůže – dokázali jsme, že z nich lze vždy utvǒrit bázi.

I Může se stát, že ortogonálńı operátor (v En nad R) skutečně nemá
žádné vlastńı vektory. Př́ıkladem je ťreba otočeńı v E2 (viz výše).

I Neńı to pravda. Má-li ortogonálńı operátor reálné vlastńı hodnoty
(mohou to být pouze hodnoty 1, nebo −1 s r̊uznými násobnostmi),
lze jej vždy reprezentovat diagonálńı matićı.

I Nemuśı. Operátor je reprezentován diagonálńı matićı v každé bázi
tvǒrené jeho vlastńımi vektory. (To plat́ı pro jakýkoli lineárńı
operátor, z jehož vlastńıch vektor̊u lze utvǒrit v daném prostoru bázi
a dokonce v tom prostoru ani nemuśı být zaveden skalárńı součin.)
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Úlohy k procvičeńı

V následuj́ıćıch dvou úlohách pracujeme v prostorech se skalárńım
součinem (a, b) = |a| · |b| cosϑ, kde ϑ je úhel mezi vektory a a b a |a|,
|b| jsou jejich délky.

I Najděte diagonálńı reprezentaci operátoru
”
otočeńı“ v unitárńım

prostoru U2 o obecný úhel α (matice operátoru je na sńımku 9).
Nejprve určete vlastńı hodnoty a vlastńı vektory (nad C).

I Sestavte matici operátoru ϕ otočeńı v E3 (p̌revád́ı ortonormálńı bázi
(e1, e2, e3) opět v ortonormálńı bázi (ϕ(e1), ϕ(e2), ϕ(e3)).
(Ortonormálńı báze je tvǒrena jednotkovými vektory navzájem
kolmými, tj. sv́ıraj́ıćımi 90o.) Směrové úhly otočeńı jsou αij (úhel
mezi ei a ϕ(ej).) Jsou všechny směrové úhly nezávislé? Pokud ne,
uved’te vztahy mezi nimi. Je operátor ϕ ortogonálńı? Řešte otázku
jeho diagonálńı reprezentace.
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Daľśı dvě úlohy jsou obecněǰśı.

I Operátor ϕ v U4 je v ONB (e1, e2, e3, e4) reprezentován matićı

A =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 i
0 0 −i 0

 .

Rozhodněte, zda se jedná o unitátńı operátor.

I Lineárńı operátory ϕ a ψ v Un jsou unitárńı. Zjistěte, zda operátory
ϕ+ψ a αϕ, kde α ∈ C, a ϕ ◦ψ jsou také unitárńı. Pokud zjist́ıte, že
v p̌ŕıpadě některého z uvedených operátor̊u tomu tak obecně neńı,
stanovte podḿınky pro to, aby vlastnost unitárnosti byla splněna.

I Unitárńı, resp. ortogonálńı operátor jsme definovali podḿınkou
(ϕ(a), ϕ(b)) = (a, b) pro libovolné a, b ∈ Un, resp. a, b ∈ Un. Je
definičńı podḿınka (ϕ(a), ϕ(a)) = (a, a) pro libovolné a ∈ Un, resp.
a ∈ En ekvivalentńı?
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Výsledky:

I λ1 = cosα± i sinα, L1 =
[
|
(
− i√

2
, 1√

2

)
|
]
, L2 =

[
|
(

i√
2
, 1√

2

)
|
]
.

I A = (cosαij), plat́ı
∑3

k=1 cosαik cosαjk = δij , 1 ≤ i , j ≤ 3.
Operátor je ortogonálńı.

I Pro operátor plat́ı A−1 = AT∗, jedná se o unitárńı operátor. Lze
také ově̌rit relace ortogonality: A = (αi

j), αk
j α

i∗
k = δij , 1 ≤ i , j ≤ 4,

sč́ıtá se p̌res k (Einsteinova symbolika).

I Operátor ϕ+ ψ neńı unitárńı, operátory ϕ ◦ ψ a ψ ◦ ϕ jsou unitárńı,
operátor αϕ je unitárńı právě tehdy, je-li αα∗ = 1.

I Aplikaćı vztahu (ϕ(a), ϕ(a)) = (a, a) pro libovolný vektor z Un na
vektor a + b zjist́ıme, že se jedná o ekvivalentńı definici pouze v
p̌ŕıpadě ortogonálńıho operátoru v En (nad R), nebot’ zde plat́ı
(a, b) = (b, a), na rozd́ıl od Un (nad C), kde je (a, b) = (b, a)∗.
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