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Specidlni operatory pro fyziku

Jiz vickrat jsme si ukdzali, Ze linedIni algebra ma zdsadni vyznam
pro fyziku v Yadé situaci. Pfedkladané téma se vztahuje i k témto
situacim. Budeme uvaZovat o operdtorech ve vektorovych
prostorech vybavenych skaldrnim soudinem, tj. v unitarnich, resp.
euklidovskych prostorech nad C, resp. nad R. Vzhledem ke
skalarnimu soudinu, ktery predstavuje jakési ,nadstandardni*
vybaveni vektorového prostoru, jsme jiz d¥ive definovali specidlni
vlastnosti souboril vektorli — ortogonalitu a normovanost. Obdobn&
miZeme definovat také specidlni vlastnosti linedrnich operatori v
téchto prostorech. Jednim z typl linedrnich operator(i uzite¢nych
ve fyzice jsou tzv. unitdrni operatory v Uy, resp. ortogonalni
operatory v E,. Jsou to reguldrni operdtory, ¢asto s vyznamem
soufadnicovych transformaci.
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Unitdrni (ortogonalni) operator v U, (E,)

Zacneme rovnou definici. UvaZujme obecné o unitarnim prostoru
(nad C), pojmy a vysledky tykajici se euklidovského prostoru
dostaneme zaménou komplexnich &isel za redlna.

DEFINICE: Unitarni a ortogonalni operator

Linedrni operator ¢ v U, (resp. v E,) se nazyva unitdrni, (resp.
ortogonalni), jestlize pro kazdé dva vektory a, b € U, resp.

a, b € E, plati

(v(a), (b)) = (a, b).

Tato vlastnost ma jednoduchou geometrickou interpretaci:
unitarni, resp. ortogondlni operator zachovdva skaldrni soudin, tj.
skalarni soucin obraz( je shodny se skaldrnim soudinem vzor(.
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Reprezentace unitarniho (ortogondlniho) operdtoru v bazich

Specidlni vlastnost operatoru jist& povede k n&jaké specidlni
vlastnosti jeho reprezentujici matice. Ndzev napovidd, Ze by mohlo
jit o unitarni, resp. ortogondlni matici. Ale v jaké bazi? Zkusme

zapsat definiéni vztah pro operator v ONB pro Up:

a,be U, a...(a), b...(8) vONB (e, ..., en),

o(a) ... (@), ©(B)...(B) vtéze ONB, &= (a)A, J3=(B)A,
kde A je matice operdtoru ¢ ve zvolené ONB. Plati (potitejte)
((a), ¢(b)) = (a, b) = (&)(B)* = (a)(B) ™,
(@ABA)T = ()AAT ()T = () (B =
— ()(AA™* —E)(B)™* =0 prolib. a, b € U,
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Jak mame interpretovat posledni vztah na ptedchozim snimku?
Kazdého jisté hned napadne, Ze za¥idit jeho platnost pro libovolné
n-tice () a () nelze jinak, neZ e je nulovad matice AA™* — E.
Ndpad ale neni diikaz, takze postupujme petlivéji. Volme postupné
(@)=(0,...,1,...,0),(8)=(0,..., ¥, ...,0),1<ij<n,
tj. n-tice (o) md na i-té pozici jednitku, jinde nuly, obdobn& n-tice
(B). Provedeme-li pro tyto n-tice maticové nasobeni (a)M(B3)T*
pro matici M = (uéf) 1 < k, £ < n, dostaneme matici typu 1/1 s
prvkem uj’ Plati-li (a)M(B)™* = 0 pro viechny specialni n-tice
uvedeného typu (a tedy pro libovolné n-tice) je Mji' =0=M=0.
V ptipadé reprezentujici matice unitarniho operatoru je

M = AAT* — E =0, odtud AAT* = E. Matice (A™* je inverzni
matici k matici A).
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VETA: Reprezentace unitarniho, resp. ortogonalniho operatoru

Unitarni (ortogonalni) operator je v kazdé ONB reprezentovén
unitarni (ortogonalni) matici, tj. A=t = AT* (A~ = AT).

Pozor! Ortonormalnost baze je dileZital A co si myslite o platnosti
nasledujiciho tvrzeni?

VETA: Linedrni operator ¢ v U, (resp. v E,) je unitarni (resp.
ortogonalni) pravé kdyz je alespofi v jedné ortonormalni bazi
reprezentovan unitarni (ortogonalni) matici.

Tato véta opravdu plati. V pFedchozich dvahach jsme dokazali, Ze
unitarni (ortogondlni) operator je reprezentovan unitarni
(ortogonalni) matici dokonce v libovolné ortonormalni bazi. A ted
obracené: PYedpokladejme, Ze operdtor ¢ v U, je v jisté ONB

(e1, ..., en) reprezentovan unitdrni matici. Uméli byste zdtiivodnit,
Ze tento operdtor je unitdrni (vlastnost nezavisla na bazi)?
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POZNAMKA: Unitdrnost =—> regularita

V&imli jste si, Ze unitdrni (ortogonalni) matice je reguldrni? Unitarni
(ortogonalni) linedrni operator je tedy reguldrni. Co dokazete ¥ict o jeho
jadru Ker ¢ a obrazu Im ?

PRIKLAD: Otogeni v roving E,

V euklidovské roving umime mé&Fit délky dseCek a thly mezi nimi.
UvaZujme o dvojrozmé&rném vektorovém prostoru E; (nad R) tzv. volnych
vektor(, tj. mnoZin v8ech orientovanych tselek v euklidovské roving,
lisicich se umist&nim. (S&itani vektorl je definovdno standardn& pomoci
vektorového rovnobéznika, nasobeni skaldrem znamena vynasobeni délky
a zachovani sméru, pro kladny, resp. zdporny skalar se zachova orientace,
resp. zmé&ni se na opacnou).

Skaldrni soudin libovolnych dvou vektoril a, b € E, je definovan vztahem
(a, b) = |a| - |b| - cos~y, kde v je thel, ktery tyto vektory sviraji.
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Linedrni operator ¢ provede s kazdym vektorem otoceni o dany thel a.

p(e)) =€ cosa+e,sina
p(e,)=—€ sina+e,cosa

A cosa Sina
—Sina  cosa

Z elementdrni geometrie vime, Ze pfi otoleni v roviné se zachovavaji
velikosti i Uhly, takZe ani skaldrni soucin libovolnych dvou vektori se
nezméni. Otolenf je tedy ortogondlnim operdtorem. V libovolné ONB
(e1, e2) jej reprezentuje matice A, kterd je ortogonalni (ovéfte to
vypo&tem inverzni matice nebo pomoci relaci ortogonality).
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Diagonalni reprezentace unitarnich operatori

V tomto odstavci uvidime, Ze unitdrni operatory (v U, nad C) maji
vzdy diagonadlni reprezentaci. Jejich specifické vlastnosti totiz
zaji$tuji existenci bazi tvorenych jejich vlastnimi vektory.

Vlastni hodnoty unitarniho operatoru

Pfredpokladejme, Ze a € U, je vlastni vektor unitdrniho operdtoru
¢ : Up — U, pFisludny vlastni hodnot& \. Plati p(a) = Aa. Z
definice unitdrniho operdtoru dostaneme (¢(a), ¢(a)) = (a, a), tj.

(Aa, A\a) = A\ (a, a) = (a, a) = |N\?=1.

Vlastnimi hodnotami unitarniho operatoru jsou tedy uréité
komplexni jednotky. Jsou tvaru A = €', a € [0, 2).
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Vlastnosti vlastnich vektorl unitarniho operatoru

Dejme tomu, Ze a, resp. b je libovolny z vlastnich vektor(i
pFislugnych vlastni hodnot& X\, = €'?, resp. Ay = €8, X, # \p, tj.
¢(a) = e'%a, p(b) = e’ b. Tak potitejte:

(p(a), ¢(b)) = (¢*a, ¢¥b) = *"I(a, b).

Z definice unitarniho operatoru, (¢(a), ¢(b)) = (a, b), plyne
(ei(@=B) —1)(a, b) = 0, ale €(®=F) —1 £ 0, nebot a # 3. Pak
musi byt (a, b) = 0, takZe vektory a a b jsou ortogonalni.

V ptipad& vektorového prostoru nad R znamend rovnost |A|2 = 1
jen dvé& mozné vlastni hodnoty ortogonalniho operdtoru, A = +£1.
Pro E; jsou moznosti: A\ = Ap = 1, resp. A\; = A\» = —1 (otoleni o
dhel o =0, resp. a« =), a ddle Ay =1, A\ = —1 (zrcadleni).
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Diagonalizace unitérniho operdtoru

Oznalme A1, ..., A, navzdjem rizné vlastni hodnoty (jsou to
komplexni jednotky) unitdrniho operdtoru ¢ a Ly, ..., L, jim
odpovidajici podprostory vlastnich vektorli. Tyto podprostory jsou
navzdjem ortogondlni, jak jsme dokazali. Jejich dimenze oznacme
qi, ..., qr, kde g1 + - - - 4+ g, = k < n. Pfedpoklddejme ostrou
nerovnost. DokdZeme, Ze to vede ke sporu. V3echny vlastni vektory
operatoru o le#i v podprostoru L = Li+---+L,. Oznaéme déle

(1, .. fk) ONB v L tvofenou vlastnimi vektory operatoru a
(fk+1, ..., f,) ONB v ortogonalnim dopliiku L, . V ONB
(f, ..., fa) v U, je operdtor reprezentovdn blokovou matici
(uvidime za chvili)

-(318)

D je diagonalni matice typu k/k (v diagondle je hodnota A
obsaZena gs-krét), B je unitarni matice typu n — k/n — k
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Abychom se pfesvéd(ili o tvaru matice A, zjistime, jak operdtor ¢
zobrazi vektor b€ L .

OTAZKA: Co myslite? Padne takovy obraz do L, nebo zp&t do L7
Nebo to bude obecny vektor, ktery bude sou¢tem svych ortogonalnich
primé&tl do L a L ? Zkuste to vymyslet a terpve pak se podivejte dal.

L
bel aelL=>a=a+--+a,, a, €L,

ob) ™ ' bel,=(a,b)=0
obecné?\ \ p)el,? o@=p@)+ +p@)=ra+ +iacl
‘ \@(b) cl? 1) ¢ je regularni, proto obrazy ¢(a) vyplini L
- 2) (p(a), (b)) = (a,b) =0
L z1)a2)plyne p(b) e L,

Operator ¢ zobrazi vektory z L, zp&t do L . Je to disledkem toho, Ze
unitarni operator je reguldrni a zachovava skalarni soudin.
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Dokazali jsme tvar matice A a nyni pokraujeme v dilkazu sporem:

Vime, Ze charakteristicky polynom operdtoru je stejny ve viech
bazich a ma tvar (—1)"(A — A1)k - (A= X\)*, ks, 1 < s < r, jsou
nasobnosti kofenl. (V p¥ipadé prostoru nad C, ktery je nyni ve hfe,
jsou vlastnimi hodnotami pravé charakteristické koteny.) Plati tak

(—1)"(A = A" - (A= Ap)kr = det (D — AE) - det (B — AE) =

= (=D A = A)% - (A = A% - det (B — AE).

Polynom det (B — AE) ma tedy charakteristické kofeny A1, ..., A,
s ndsobnostmi ks — gs. L] proto obsahuje vzdy pfinejmensim
jednorozmérny podprostor vlastnich vektor (po doplnéni nulou)
pFislusny té hodnoté \g, pro kterou je ks — gs # 0. A to je ten spor
— predpokladali jsme totiz, Ze v8echny vlastni vektory leZi v L.

Dasledek sporu: L} = {0y, }, dimLs = ks, 1 <s <r.
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Kdy? ted shrneme vysledky sice jednoduchych, ale tak trochu
obsahlych dvah o problému vlastnich hodnot a vektor(i unitarniho
operatoru, dostaneme dileZitou vétu.

VETA: O diagonélni reprezentaci unitarniho operatoru

Necht ¢ : U, — U, je unitdrni operator, A1, ..., A, jeho

navzajem rizné charakteristické kofeny (tj. vlastni hodnoty),

ki, ..., k. jejich ndsobnosti, L1, ..., L, jim p¥islusné podprostory

vlastnich vektorid (po dopln&ni nuly) o dimenzich g1, ..., q,. Pak:
» VSechny vlastni hodnoty jsou komplexni jednotky.

» Vektorové podprostory L1, ..., L, jsou navzdjem ortogonalni.

» Platigs = ks, 1 <s<r,ali++---+L, = U,.

» Operétor je v kazdé bazi svych vlastnich vektor(
reprezentovan diagondlni matici D, pfi¢emz kazda z vlastnich
hodnot vystupuje v diagonéle tolikrat, kolik je jeji nasobnost.
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POZNAMKA: Vite co znamena vyjad¥eni, %e dva vektorové
podprostory jsou navzajem ortogonalni? Je to stejné, jako kdyz jsou
ortogonalni L a L. Podprostory L, L, C U, se nazyvaji ortogonalni, je-li
(a1, a2) = 0 pro libovolné a; € Ly a ap € Ls.

PAR OTAZEK: Zkuste odpov&dét a zdiivodnit, teprve pak prejd&te na
dal$i stranku:

> Které &asti véty o diagonalizaci unitdrniho operdtoru obecné
plati/neplati pro ortogondlni operator (v E, nad R)?

> MiiZe se stét, Ze unitdrni operdtor (v U, nad C) nema Zidné vlastni
vektory? Pokud se to stat miiZe, uved'te p¥iklad.

> MiiZe se stét, Ze ortogondlni operator (v E, nad R) nem3 23dné
vlastni vektory? Pokud se to stat miize, uved'te p¥iklad.

> Je pravda, Ze ortogondlni operator (v E, nad R) nelze nikdy
reprezentovat diagonalni matici? Neni-li to pravda, uvedte p¥iklad.

> Musi byt baze, v niZ je operdtor reprezentovdn diagondlni maticf,
zasadné ortonormalni?
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PAR ODPOVED:I: Odpov&di na snadné otdzky jsou snadné.

> Prvni vlastnost plati v nasledujicim smyslu: pokud ma ortogonalni
operator néjaké redlné charakteristické koteny, je to +1. Druhd
vlastnost plati. T¥eti a ¢tvrtd vlastnost plati jen v p¥ipadg, Ze
v8echny charakteristické kofeny operdtoru jsou realné.

> Aby unitarni operdtor (v U, nad C) nemél z4dné vlastni vektory se
stat nem(ze — dokdzali jsme, Ze z nich Ize vZdy utvofit bazi.

> MaiZe se stat, Ze ortogonalni operator (v E, nad R) skutetn& nem3
73dné vlastni vektory. P¥ikladem je t¥eba otoleni v E, (viz vyse).

» Neni to pravda. Ma-li ortogondlni operator redlné vlastni hodnoty
(mohou to byt pouze hodnoty 1, nebo —1 s rliznymi ndsobnostmi),
Ize jej vZdy reprezentovat diagonalni matici.

» Nemusi. Operdtor je reprezentovan diagondini matici v kazdé bazi
tvofené jeho vlastnimi vektory. (To plati pro jakykoli linedrnf
operator, z jehoZ vlastnich vektor( Ize utvoFit v daném prostoru bazi
a dokonce v tom prostoru ani nemusi byt zaveden skalarni sougin.)
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Ulohy k procviceni

V nasledujicich dvou dlohach pracujeme v prostorech se skalarnim
soutinem (a, b) = |a| - |b| cos ¥, kde ¥ je tihel mezi vektory a a b a |a|,
|b| jsou jejich délky.

> Najdé&te diagonalni reprezentaci operatoru ,otoeni v unitdrnim
prostoru U, o obecny thel « (matice operatoru je na snimku 9).
Nejprve urete vlastni hodnoty a vlastni vektory (nad C).

> Sestavte matici operdtoru ¢ otoceni v E; (pfevadi ortonormalni bazi
(e1, e, e3) opét v ortonormalni bazi (¢(e1), ¢(e2), ¢(e3)).
(Ortonormalni baze je tvofena jednotkovymi vektory navzdjem
kolmymi, tj. svirajicimi 90°.) Smérové thly otoceni jsou cj; (thel
mezi e; a p(ej).) Jsou viechny sm&rové thly nezdvislé? Pokud ne,
uved'te vztahy mezi nimi. Je operdtor ¢ ortogonélni? Redte otdzku
jeho diagondlini reprezentace.

Linedrni a multilinearni algebra Téma 3: Unitarni a orto:



Dalsi dvé& dlohy jsou obecnégjsi.

> Operator ¢ v Uy je v ONB (eq, e, €3, €4) reprezentovan matici

OO = O
O OO

. O O O
O~ O O

—1

Rozhodnéte, zda se jedna o unitatni operator.

> Linedrni operatory ¢ a ¥ v U, jsou unitarni. Zjistéte, zda operatory
p+1 aap, kde a € C, a po1) jsou také unitdrni. Pokud zjistite, Ze
v pfipad& nékterého z uvedenych operdtorli tomu tak obecné neni,
stanovte podminky pro to, aby vlastnost unitdrnosti byla spln&na.

» Unitarni, resp. ortogonalni operator jsme definovali podminkou
(¢(a), w(b)) = (a, b) pro libovolné a, b € U,, resp. a, b € U,. Je
definigni podminka (¢(a), ¢(a)) = (a, a) pro libovolné a € U, resp.
a € E, ekvivalentni?

Linedrni a multilinearni algebra Téma 3: Unitarni a orto



Vysledky:

>)\1:cosaj:isina,L1:{|< 5 f)q L, = U(ﬁ,%)@

> A= (cosa), plati Zi:l cos ajx cos v = 05, 1 < i, j < 3.
Operator je ortogonalni.

» Pro operator plati A= = AT* jednd se o unitérnl' operator. Lze
také ovefit relace ortogonality: A = (o), a alf = 5’ 1<, j <4,
stitd se pres k (Einsteinova symbolika).

» QOperator ¢ + 1 neni unitdrni, operatory ¢ o a 1) o ¢ jsou unitarni,
operator a je unitarni pravé tehdy, je-li aa® = 1.

> Aplikaci vztahu (p(a), ¢(a)) = (a, a) pro libovolny vektor z U, na
vektor a + b zjistime, Ze se jednd o ekvivalentni definici pouze v
p¥ipadé& ortogondlniho operdtoru v E, (nad R), nebot zde plati
(a, b) = (b, a), na rozdil od U, (nad C), kde je (a, b) = (b, a)*.
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