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Specidlni operatory pro fyziku

V dvodu kapitoly o unitdrnich a ortogonalnich operatorech jsme se
zminili o vyznamu nékterych specidlnich linedrnich operdtori v
prostorech se skaldrnim soudinem pro fyziku. V p¥ipadé unitarnich
a ortogonalnich operatori to byly zejména soufadnicové
transformace (unitarni a ortogonalni operatory jsou regularni).
Nyni pljde o dalsi operatory se zasadnim fyzikalnim vyznamem —
samoadjungované operdtory v unitdrnich rostorech U, a symetrické
operatory v euklidovskych prostorech E,. Nejprve si vi&imnéme
dvou fyzikalnich problém.
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Dielektrickd permitivita: Na stfedni Skole jste si uvadéli linearni
vztah mezi intenzitou E a indukei D elektrostatického pole,

D = €E, kde ¢ byla tzv. dielektrickd permitivita prostfedi. Tento
vztah plati v p¥fipadé&, Ze prosttedi je izotropni. Fyzikalné to
znamena, Ze pri vloZeni do elektrického pole E se prost¥edi
polarizuje ve sméru pole. (Je-li P vektor polarizace, je

D=E+ IS) JestliZe je prostfedi anizotropni, miize i tak mezi
vektory intenzity a indukce platit linedrni vztah, nebudou v3ak
obecné rovnob&zné, ale kazdd slozka indukce (v ONB) bude
linedrni kombinaci v8ech slozek intenzity,

D,'ZE,:,'EJ, maticové (Dl D> D3):(E1 E E3)(€).

Pouzili jsme Einsteinovu symboliku, i kdyZ jsou v&echny indexy
dole. Z fyzikdlnich divodi je matice (€), kterd fakticky
reprezentuje linedrni operdtor, tj. € : E — €(E) = D, symetricka.
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Stavy a veli¢iny v kvantové fyzice: V pfednasce z kvantové
mechaniky se sezndmite s jejim matematickym aparatem. Stavy
kvantové-mechanické soustavy budou reprezentovany prvky jistého
unitarniho prostoru, nap¥. tzv. vinovymi funkcemi, fyzikalni veli¢iny
pak linearnimi operdtory v tomto prostoru, vykazujicimi jisty prvek
symetrie (podobné& jako v p¥ipad& dielektrické permitivity). Uvidite,
ze hodnoty fyzikalnich veli¢in, které mizeme ziskat méfenim na
soustavé, jsou vlastnimi hodnotami takovych operdtor a mohou
byt kvantovany, vyznamnou roli hraji také vlastni stavy soustavy,
které jsou reprezentovany vlastnimi vektory operdtori fyzikalnich
veliéin.
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Samoadjungovany (symetricky) operétor v U, (E,)

Algebraickd definice samoadjungovaného operdtoru v U, (nad C),
resp. symetrického operdtoru v E, (nad R) je zde:

DEFINICE: Samoadjungovany a symetricky operator

Linearni operator ¢ v U, (resp. v E,) se nazyvd samoadjungovany,
(resp. symetricky), jestlize pro kazdé dva vektory a, b € U, (resp.
a, b€ E,) plati

(#(a), b) = (a, ¢(b))-

Tato definice je specidlnim p¥ipadem definice operdtoru ™
sdruzeného, neboli adjungovaného k operatoru ¢,
(¢(a), b) = (a, ¢Tb), kdy je pT = ¢.
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Reprezentace samoadjungovaného (symetrického) operatoru v
bazich
Zjistime, jaky vliv mad samoadjungovanost, resp. symetrie operdtoru

na jeho reprezentujici matici v ortonormalnich bazich. Zvolme
ONB (e1, ..., en) v Up,. Potitejte na papir:

a,be U, a...(a), b...(8) vONB (e, ..., en),
o(a) ... (@), ©(B)...(B) vtéze ONB, &= (a)A, J3=(B)A,
kde A je matice operdtoru ¢ ve zvolené ONB. Plati
(2(a), (b)) = (a, (b)) = (@)(B)™* = (a)(B) ",

(@AB) = (DA =
— ()(A—=AT*)(B)™ =0 prolib. a, b € U,.
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Stejnou tvahou jako v pfipadé€ unitdrniho operatoru dostaneme
A = AT* (samoadjungovana matice), resp. A= AT v prostorech
nad R (symetrickd matice).

VETA: Reprezentace samoadjungovaného, resp. symetrického
operatoru

Samoadjungovany operator v U, (resp. symetricky operator v E,)
je v kazdé ortonormadlni bdzi reprezentovdn samoadjungovanou
(resp. symetrickou) matici. (Plati i naopak.)

POZNAMKA: Samoadjungovany linedrni operétor se také nazyva
hermiteovsky. Tyto dva pojmy v prostorech kone&né dimenze splyvaji, v
prostorech nekonené dimenze je pojem samoadjungovaného operatoru
ponékud obecnégjsi.
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PRIKLAD: Uvedeme tfi geometricky ndzorné p¥iklady
samoadjungovaného a symetrického operatoru.

> Identita v U, (v E,) je jak samoadjungovanym (symetrickym), tak
unitdrnim (ortogonalnim) operatorem.

> Sttedova inverze v E,, tj. p(a) = —a pro libovolné a € E, je
symetricky operator.

> Operator ortogondlni projekce na podprostor L C U, (resp. E,)
dim L = k, 1 < k < n, je samoadjungovany (symetricky). V

libovolné ONB (ey, ..., e,) v U, je totiZ reprezentovdn matici
P=C™C, kde C=(9i),1<s<k, 1<i<n,jematice slozek
vektor( ortonormdlni baze v L, vyjadfenych v bazi (ey, ..., e,) — viz

téma 1. Platf
PT* — (CT*C)T* — CT*(CT*)T* _ CT*C — P, (nad R PT _ P)

Matice P je samoadjungovand (resp. symetricka) p¥i libovolné ONB
v Uy (resp. Ep) iv L.
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Diagonalni reprezentace samoadjungovanych operatori

V tomto odstavci uvidime, Ze také samoadjungované operatory (v
U, nad C), a dokonce i symetrické operatory (v E, nad R — na
rozdil od ortogonalnich) maji vzdy diagonalni reprezentaci.

Vlastni hodnoty samoadjungovaného operatoru

UvaZujme nyni o samoadjungovaném linedrnim operatoru

p: U, — U, a libovolném z jeho vlastnich vektor( pFislusnych
vlastni hodnot& A\, a € U, ¢(a) = Aa. Z definice
samoadjungovaného operatoru plyne, Ze

(p(a), a)—(a, ¢(a)) =0 = (Aa, a)—(a, Aa) = (A—X")(a, a) = 0.

Vlastni vektor nesmi byt (z definice) nulovy, proto (a, a) # 0, a
odtud A — \* = 0. V8echny vlastni hodnoty samoadjungovaného
operatoru jsou realné, i kdyZ operator plsobi v prostoru nad C!
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OTAZKA: Mizeme z pravé ziskané vlastnosti vlastnich hodnot
samoadjungovaného operdtoru zjistit néco o kofenech charakteristického
polynomu?

JistéZe. KdyZ jsme studovali problém vlastnich hodnot a vektori
libovolného operatoru, zjistili jsme, Ze vlastni hodnotou nemiZe byt nic
jiného neZ charakteristicky ko¥en (i kdyZ v prostorech nad R se komplexni
charakteristické koteny jako vlastni hodnoty neuplatni). Jestlize jsme ted
zjistili, Ze v8echny vlastni hodnoty samoadjungovaného operdtoru jsou
redlné, znamena to, Ze také vSechny jeho charakteristické kofeny jsou
redlné. TotéZ ovdem plati pro symetricky operator (v E, nad R). Z
hlediska vlastnich hodnot jsou na tom tedy samoadjungovany a
symetricky operator stejné — jejich charakteristicky polynom ma pouze
redIné kofeny a ty se v8echny uplatni jako vlastni hodnoty.
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Vlastnosti vlastnich vektorli samoadjungovaného operatoru

Ze vlastni vektory operatoru ¢ piislugné dané vlastni hodnot& tvoFi
(po dopln&ni nulovym vektorem) vektorovy prostor, plati pro kazdy
operator a Zadné dva z téchto podprostorii nemaji kromé nulového
vektoru spole¢né prvky. Podobné jako v p¥ipad& unitarniho
operatoru vyzkousime, zda pro vlastni vektory samoadjungovaného
(v E, symetrického) operatoru nedostaneme jest& specidln&jsi
vztah — totiZ ortogonalitu. Zvolme libovolny z vlastnich vektor(
odpovidajicich vlastni hodnot& \,, ¢(a) = A;a, a podobné
libovolny vektor b, p(b) = Apb, Ay # Ap. Z definice
samoadjungovaného operatoru plyne

(#(a); b)=(a, (b)) =0 = Aa(a, b)=A}(a, b) = (Aa=Ap)(a, b) = 0.

protoZe je \; # Ap, je (a, b) = 0, takZe vektory a, b # Oy, jsou
ortogonalni. Jasny zavér: podprostory L, a Lp: jsou ortogonalni.
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Diagonalni reprezentace samoadjungovaného operatoru

Dok4zat diagonalizovatelnost samoadjungovaného operdtoru ted
uz bude snadné — &ast lvah, jimiZ jsme se uZ , prokousali” u

unitarniho operatoru, bude obdobna. Oznalme zase A1, ..., A,
navzajem rizné vlastni hodnoty (jsou redlné), ki, ..., k, jejich
ndsobnosti, Ly, ..., L, odpovidajici podprostory a q1, ..., g, jejich

dimenze, déle pak L ortogonalni dopln&k k L = L+ + -+ +L,.
Podstatné bude zjistit, zda operdtor ¢ ,vraci” vektory z L zpét
do L. To bude jednoduché. Zvolme libovoln& a € L = ¢(a) € L.
Libovolng zvolme i b € L. Pak (a, b) = 0, ale také (¢(a), b) =0
Piste a uvazujte:

(a, (b)) = (¢(a), b) = 0. Protoze je viak ¢(a) € L, je ¢(b) € L.

Dalsi Gvaha je stejna jako u unitarniho operatoru. Je zde vSak néco
navic: je platnd i pro symetricky operator, na rozdil od
ortogonalniho operatoru.
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VETA: O diagonélni reprezentaci samoadjungovaného operatoru

Necht ¢ : U, — U, je samoadjungovany operdtor v U,, resp.

symetricky operator v Ej,, A1, ..., A, jeho navzdjem riizné
charakteristické koteny, ki, ..., k, jejich ndsobnosti, L1, ..., L,
jim p¥islusné podprostory vlastnich vektort (po doplnéni nuly),
jejich dimenze oznaéme g, ..., q,. Pak:

» VZechny charakteristické kofeny jsou redlné (a viechny tedy
jsou vlastnimi hodnotami i v p¥ipadé symetrického operatoru,
tj. v prostoru E, nad R).

» Vektorové podprostory L1, ..., L, jsou navzdjem ortogonalni.

» Platigs = ks, 1 <s<r,ali++---+L, = U,.

» Operétor je v kazdé bazi svych vlastnich vektor(

reprezentovan diagondlni matici D. V diagonale jsou vlastn{
hodnoty, kazda tolikrdt, kolik je jeji ndsobnost.
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OTAZKY: PoloZme si jest& par otdzek a odpov&zme si na n&, podobn&
jako u unitdrnich a ortogondlnich operatori.

» Musi byt baze z vlastnich vektor(, v niZ reprezentujeme operator
diagondlni matici, ortonormaini? Nemusi. Operator je reprezentovén
diagonalni matici v libovolné bazi tvorené vlastnimi vektory.

> Lisi se diagondlni matice D reprezentujici operdtor v rliznych bazich
tvofenych vlastnimi vektory operatoru? Lisi se jen uspofadanim
vlastnich hodnot podél diagondly. (Charakteristické ko¥eny ani jejich
nasobnost nezdvisi na bazi.)

> Je samoadjungovany (symetricky) operator reprezentovdn
samoadjungovanou (symetrickou) matici v kazdé bazi? Ne, obecn&
pouze v ONB (viz ditkaz). Pro pfechod od béze tvofené vlastnimi
vektory k obecné bazi, v niZ ma operator matici A, plati
A= TDT !, kde T je matice prechodu. AT* = (T~1)™*DTT* se
obecné nerovnd A.
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POZNAMKY: V&mnéme si zajimavych vlastnosti samoadjungovanych
a symetrickych operator( z hlediska kvantové fyziky.

> Samoadjungované operatory reprezentuji veli¢iny v kvantové fyzice.
Namé¥ené hodnoty téchto veli¢in jsou vlastnimi hodnotami
operatoru. To jde dobfe dohromady s tim, Ze vlastni hodnoty
samoadjungovaného operdtoru jsou realné.

» V kvantové fyzice dale plati, Ze m&fenim p¥ejde soustava do stavu
daného vlastnim vektorem odpovidajicim hodnotg&, kterou jsme
namé&Fili (tzv. vlastni stavy). Velitiny, které lze m&Fit soutasng, tedy
musi mit stejny soubor vlastnich vektori. Co to znamena pro
operatory? Ozname ¢ a 1) samoadjungované operatory, které maji
stejny soubor vlastnich vektor(i a sestavme z nich bazi (uy, ..., u,).
Plati p(uj) = Ajuj, ¥(uj) = pju;j. Plati:

o (u;) = @pjun) = pip(u;) = pidjuj = Np(uy) = Y(Aju;) = hop(y;).

Co plati pro bazi, plati obecn&. Operdtory ¢ a 1 komutuji. Veliciny,
jejichZ operdtory nekomutuji (tfeba poloha a hybnost), soutasn&
mé¥it nelze, plati pro né relace neurditosti.
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PRIKLAD: Operétor ortogonalni projekce

P¥ipomefime si operdtor ortogonalni projekce na podprostor L C U,

m: Upoa — m(a)=a €L, kde a=a; + a;, (jednozna¥ny rozklad).
Je opravdu samoadjungovany? Jisté Yeknete, Ze ano, protoZe je v kazdé
ONB reprezentovan samoadjungovanou matici projekce P = C™*C,

PT* = P (to u# jsme dokazovali, ale zkuste to kv(li procvi¢eni znovu).
Snadno se to dd dokdzat i nezdvisle na bazi. Politejte spolu na papir:
zvolme libovolné a, b € U,. Pak

(TF/_(a), b) = (a/_, b, + b[_L) = (a[_, bL), nebot (aL, b/_L) =0,

(a, m(b)) = (ar +ac,, br) = (ar, br) + (ac,, b) = (ar, br),

a odtud (m.(a), b) = (a, m.(b)), coZ je pravé defini¢ni vztah pro
samoadjungovany operator.

Uvédomte si tinnost algebry — pFedstavte si, Ze byste to méli dokazovat
pomoci elementarni &i analytické geometrie tfeba jen v E;.
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Obrazky v E; a Ez s mé&Fenim (hld a délek

Y

7 (a)

T

L

)

L,

”L(a) L

—docooad

7.(0)

P¥i standardni definici skaldrniho soutinu, (a, b) = |a| - |b| - cos o, kde «

je thel mezi vektory a a b, zkuste elementdrné dokdzat symetrii
operdtoru ortogonalni projekce, tj. (m(a), b) = (a, mr(b)). Pro obrdzek
vlevo je to jednoduché, horsi je to pro obrazek vpravo.
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PRIKLAD: Samoadjungovany operator v Uy

Samoadjungovany operator je v ONB (e1, €2, €3, €1) reprezentovan
matici A. Ukolem je uréit jeho diagonalni reprezentaci. Politejte na papir
a proved'te viechny mezivypocty.

01 00
[ 10 00 B oy 12 2
A=10 0 o i , det (A—AE)= (A =12\ +1)? =
00 —i 0
:>)\1:1,)\2:—17 ki = ko = 2.
-1 1 0 0 -1 10 O
B r_ 1 -1 0 o0 00 i —1
(A-ME)" = 0 0 -1 -—i 000 o0}
0 0 i -1 000 O
1

L =[(1,1,0,0,) (0,01, )] ~ {| (121200> (o,o, ﬂ\%> |].
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1 10 0 1100
B r 110 o 00 i1
(AA2E)_0011 000 0|
00 i 1 0 00O
L =|(1, -1,0,0,), (0, 0, 17 i) ~

-7 \f00>< 7))

V ortonormalni bazi vlastnich vektor(, které jsou generatory podprostor(i
Ly a Ly, ma operdtor diagonalni reprezentaci

0

coor
o or
\
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Spektralni reprezentace

Pojem spektralni reprezentace nasel sviij ndzev moZna opét ve
fyzice pro pfipad samoadjungovanych operatori: energie elektroni
v atomech (obecné& latkach) je kvantovdna a tomu odpovidaji
frekvence svétla, které tyto latky mohou vyzafovat — tedy
spektrum ve fyzice. Soubor v&ech vlastnich hodnot linedrniho
operatoru se také nazyva spektrum. Vime v8ak, Ze v pfipadé
samoadjungovaného operatoru spolu obé& , spektra® souvisi.
Uvidime, Ze v8ak ma vyznam pro jakykoli linedrni operator v U,,
ktery Ize reprezentovat diagonalni matici, tj. jehoZ soubor vlastnich
vektorll generuje cely prostor U,. Patfi sem tedy vedle
samoadjungovanych operdtor( i operatory unitdrni a napt. také
operatory s jednoduchym spektrem (jednondsobné charakteristické
kofeny). V prostorech E, (nad R) se tykd nap¥. viech symetrickych
operatorli a vSech operatorll s redlnym jednoduchym spektrem.
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Pro linedrni operator ¢ : U, — Uy, resp. ¢ : E, — E,, ktery ma
diagonalni reprezentaci, tj. v Uy, resp. v E, existuje bdze tvorend
jeho vlastnimi vektory, oznaéme opét A1, ..., A, vlastni hodnoty,
ki, ..., ke jejich ndsobnosti a L1, ..., L, odpovidajici podprostory
(dimenze jsou rovny ndsobnostem). Plati L1+ + -+ +L, = U, (E,).
Libovolny vektor a € U, (je souttem svych ortogondlnich primétd
do t&chto podprostoril) zobrazime operatorem ¢, tj.

a=ay, 4+ +a, =m,(a) 4+ (a)

pla) =p(a,) + -+ ¢(aL,) = Ma, +---+ Arag, =
= )\17TL1(3) —+ -+ )\,m,(a) =
= ()\171'/_1 + -+ Aerr)(a).

(Je vam jasnd posledni rovnost? Vzpomefite si na konstrukci
struktury vektorového prostoru na mnoZing linedrnich zobrazeni.)
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ProtoZe je vektor a libovolny, plati
©=MNT + -+ AT,

Operétor ¢ jsme vyjadfili jako linedrni kombinaci ortogonalnich
projekci na vektorové podprostory tvorené jeho vlastnimi vektory.
Koeficienty této linedrni kombinace jsou vlastni hodnoty operatoru.
Uvedeny rozklad se nazyva spektrdlni reprezentace operdtoru .

Otazka: Neni tu ndhodou problém? Spektralni reprezentaci jsme
sestavili pro jakykoli operator, ktery |ze reprezentovat diagonalni matici,
nejen pro operatory samoadjungované. Operatory ortogonalnich projekci
v8ak samoadjungované jsou a my vytvdfime pouze jejich nasobky a
soulet. Neni to n&jaky rozpor?

Soucet samoadjungovanych operatori je jisté také samoadjungovany
(dokaZte to). Jak je to v3ak s ndsobkem skaldrem?
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PRIKLAD: Nasobek samoadjungovaného operatoru

P¥edpokladejme, Ze ¢ je samoadjungovany operator v U, a a € C.
OvéFime, zda operdtor ap mize byt také samoadjungovany. Plati

(ap(a), b) = alp(a), b) = a(a, (b)) = (a, &”¢(b)).

Aby by operdtor ap samoadjungovany, tj. aby platilo
(ap(a), b) = (a, a*¢(b)), muselo by byt & = a*. Pouze redlné nisobky
samoadjungovanych operator( jsou rovnéz samoadjungované.

Takze tfeba unitdrni operator, jehoZ vlastni vektory také generuji cely
prostor U, m3 sice spektrélni reprezentaci (je linedrni kombinaci
ortogonalnich projekci na podprostory vlastnich vektori s vlastnimi
hodnotami jako koeficienty), ale neni obecn& samoadjungovany (jeho
vlastni hodnoty jsou komplexni jednotky).

Ale jakykoli operator, jehoZ vlastni vektory generuji cely prostor a jehoz
vlastni hodnoty jsou redlné je samoadjungovany. Toto zjisténi umoZiiuje
vyslovit vétu.
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VETA: O spektralni reprezentaci
Predpokladejme, Ze vlastni vektory linedrniho operatoru ¢ v U,
generuji cely prostor U,. Pak plati:

» Operator ¢ ma tvar spektralni reprezentace

Qo =MmL, + -+ Xomy,,

kde A1, ..., A, jsou navzdjem rlizné vlastni hodnoty operatoru
¢ am, ..., ™, operdtory ortogonadlnich projekci na
podprostory vlastnich vektor(i odpovidajici témto hodnotdm.

» Pokud m3 operator ¢ redlné spektrum (tj. vdechny jeho
vlastni hodnoty jsou redlné), pak je samoadjungovany.
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PRIKLAD: Nalezen spektralni reprezentace

Najdeme spektralni reprezentaci samoadjungovaného linedrniho operatoru
@ v Uy, ktery je v ONB (e, €2, €3, €4) reprezentovdn matici

01 00
10 00
A= 0 0 0 i
0 0 -1 O

Jeho vlastni hodnoty a vektory jiz mame (snimky 19 a 20). V3e poradné
sami propotitejte, teprve vysledky zkontrolujte.
@

1 1 1 i
)\1:1, k1:27 L1: |:| <\/§7 \/57070>7 (0707 %7 \/é)

1 1 1 i
A I*l, k :2, L, = = *77070 ; 07 07 A A
2 2 2 ['( 2 2 ) ( V2 ﬁ) ]
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Vektory generujici podprostory Ly, resp. L v nich tvofi ortonormalni
baze, zapsanim jejich slozek do ¥adki dostaneme matice C; a ;. Matice
ortogonalnich projekci na Ly, resp. Ly jsou Py = C*Cy, P, = Gl * G,

1
vz 0 11 00
1 0 1 1 9 90 iiOO
Po=| V2 v2 vz )= 2 2
o 5 0 0 L & 00 3}
0 - 00 —5 3
1
w0 1 -1 o0 o
N A S O S
Py = V2. v2oov2 i | = 22 1 i
0 L R 0 0% -
0o = o o i 1

Spektralni reprezentace operatoru je A = P; — P,. Matici P, jsme mohli
ur&it také pomoci vztahu Py + P, = E, tj. P, = E — P;. (Ové¥te to.)
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Ulohy k procviceni

Reste nasledujici dlohy. Vysledky &iselnych prikladii najdete v MII/2 na
str. 663 a 664.
» Necht ¢ a 9 jsou samoadjungované linedrni operatory v U,. Jsou

operatory ¢ + 1, p o 1), ¥ o ¢ rovn&z samoadjungované? Pokud
ano, dokaZte to, pokud ne, uved'te p¥iklad.

Vysledek: Operdtor ¢ + 1) je samoadjungovany, operdtory p o 1) a
1) o @ jsou samoadjungované, jestlize komutuji — diikaz p¥imo z
definice, tj. vypo&tem (nap¥. pro ¢ o 1))

(poip(a), b) =...=(a, Y op(b)).

> Urcete spektrdini reprezentaci samoadjungovanych operdtori ¢, 1 a
X v Us, které jsou v ONB (e, e, e3) reprezentovdny maticemi

1 1 3 1 0 —i 2 =2 0
1 511, 01 0], -2 1 -2
311 i 0 1 0 -2 0
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> Operator ortogonalni projekce 7 na podprostor L C U, je
samoadjungovany. ReSte obecné problém jeho vlastnich hodnot a
vlastnich vektor(.

Navod: Uvédomte si zdkladni vlastnosti ortogonalni projekce,
mpomy =7, mpomy, =m, om = 0yy,,u, (nulovy linedrni
operator), m + mp, = idy,. Zamyslete se také nad tim, jaké vlastni
hodnoty ma sloZeny operdtor, nap¥. ¢ o v, maji-li operatory ¢ a ¢
spoleény soubor vlastnich vektord a vlastni hodnotu A, resp. p.

Vysledek: Vlastni hodnoty jsou A\; =1, A = 0. Hodnoté \; =1
pFislusi podprostor vlastnich vektoril (jako vzdy po doplnéni
vektorem 0y, ), ktery je obrazem projekce, hodnot& A, =0
ortogonalni dopln&k L, ktery je jadrem projekce. (Pfipomeiite si
také operator projekce definovany obecné& i v prostorech bez
skaldrniho soutinu.)
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