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O co půjde v tomto tématu?

Dokážete napsat rovnici elipsy v kartézské soustavě soǔradnic v
rovině? Té vlevo určitě, s tou vpravo to bude hořśı. Přitom je to
pǒrád táž elipsa, jen jinak uḿıstěná. A co teprve plochy v prostoru?
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Pomohou nám k tomu vlastnosti symetrických lineárńıch operátor̊u.
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Bilienárńı a kvadratické formy

Bilineárńı forma je funkce dvou vektorových proměnných, která je
lineárńı v každé z nich. Jedná se tedy o zobrazeńı

B : Vn × Vn 3 (x , y) −→ B(x , y) ∈ R, s vlastnost́ı

B(αx1 + βx2, y) = αB(x1, y) + βB(x2, y),

B(x , αy1 + βy2) = αB(x , y1) + βB(x , y2),

pro libovolné x , x1, x2, y , y1, y2 ∈ Vn a libovolné α, β ∈ R,
p̌ričemž x = (x1, . . . , xn), analogicky ostatńı vektorové proměnné.

Kvadratickou formu κ p̌ridruženou k dané bilineárńı formě B
dostaneme dosazeńım y = x , tj.

κ : R 3 x −→ κ(x) = B(x , x) ∈ R.
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Jak zaṕı̌seme bilineárńı a kvadratickou formu explicitně pomoćı
jednotlivých složek vektorových proměnných? Pomoćı Einsteinovy
symboliky, resp. maticově, s koeficienty aij ∈ R, takto:

B(x , y) = aijx
iy j =

(
x1 . . . xn

)
a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann




y1

y2

. . .
yn



κ(x) = aijx
ix j =

(
x1 . . . xn

)
a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann




x1

x2

. . .
xn


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Jak p̌rǐradit kvadratické formě formu bilineárńı?

Přǐradit bilineárńı formě formu kvadratickou je jednoduché – stač́ı
dosadit x = y . Každé bilineárńı formě tak p̌ŕısluš́ı právě jedna
kvadratická forma. Ale co naopak? Lze ze zadáńı kvadratické formy
usoudit, jaká byla výchoźı bilineárńı forma? Zadaná bilineárńı froma
obsahuje kromě členů se stejnými indexy, nap̌r. a11x

1y1, také

”
sḿı̌sené členy“, typu nap̌r. a12x

1y2 a a21x
2y1, kde koeficienty a12

a a21 jsou jednoznačně dány a obecně jsou r̊uzné. Dosad́ıme-li
x = y , sḿı̌sené členy

”
splynou v jeden“, (a12 + a21)x1x2.

Je-li ovšem primárně zadána kvadratická forma κ(x), pak
koeficient b12 v členu b12x

1x2, p̌ripoušt́ı r̊uzné rozklady na součet
b12 = a12 + a21. Daná kvadratická forma tedy mohla vzniknout z
nekonečně mnoha r̊uzných bilineárńıch forem. Zpětné p̌rǐrazeńı
neńı jednoznačné.
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Co s t́ım? Dohodou p̌rǐrad́ıme kvadratické formě jednoznačně
formu bilineárńı tak, že koeficient b12 rozděĺıme na součet
a12 + a21 symetricky – provedeme symetrizaci a12 = a21 = 1

2b12.
Stejně pro ostatńı sḿı̌sené členy. Maticový zápis kvadratických
forem má tedy tvar

κ(x) = aijx
ix j =

(
x1 . . . xn

)
a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann




x1

x2

. . .
xn

 ,

kde A = (aij), 1 ≤ i , j ≤ n, je symetrická matice nad R, aij = aji .

T́ım se dostáváme k vektorovým prostor̊um a lineárńım operátor̊um
v nich. Matici A interpretujeme tak, že reprezentuje nějaký
symetrický operátor v prostoru En se skalárńım součinem,
vzhledem k němuž je báze, ve které vyjaďrujeme složky vektor̊u
x ∈ En a reprezentujeme operátory, ortonormálńı.
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Kanonický (normálńı) tvar kvadratické formy

S kvadratickou formou ted’ můžeme zacházet takto: V prostoru En

je dán symetrický lineárńı operátor ϕ , který je v jisté ONB
reprezentován (symetrickou) matićı A. Tato matice také
reprezentuje kvadratickou formu κ, jej́ıž vyč́ısleńı na vektoru x ∈ En

má tvar skalárńıho součinu obrazu ϕ(x) vektoru x a vzoru x ,

κ(x) = (ϕ(x), x) = (x)A(x)T .

Vzhledem k tomu, co v́ıme o symetrických operátorech, je nám
jasné, že v En existuje báze z vlastńıch vektor̊u operátoru ϕ, v ńıž
má reprezentuj́ıćı matice diagonálńı tvar D. V diagonále jsou
vlastńı hodnoty operátoru, každá tolikrát, kolik je jej́ı násobnost
jakožto charakteristického kǒrene. (Vzpomeňme si, že všechny
charakteristické kǒreny symetrického operátoru jsou reálné.)
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V ortonormálńı bázi vlastńıch vektor̊u operátoru ϕ má vektor
x ∈ En složky x . . . (x̄) = (x̄1, . . . , x̄n), kde (x) = (x̄)T , T je
(ortogonálńı) matice p̌rechodu od původńı ONB k ONB tvǒrené
vlastńımi vektory. Vztah mezi maticemi D a A je obvyklý,

D = TAT−1 = TATT .

Zápis kvadratické formy jako funkce vektorové proměnné
(x̄) = (x̄1, . . . , x̄n)

κ(x) = λ1(x̄1)2 + λ2(x̄2)2 + · · ·+ λn(x̄n)2,

kde některé vlastńı hodnoty mohou být samožrejmě stejné – podle
násobnosti, se nazývá kanonický, též normálńı tvar kvadratické
formy. Je určen jednoznačně až na pǒrad́ı vlastńıch hodnot v
diagonále matice D. Souviśı to s pǒrad́ım v označeńı vektor̊u báze
(soǔradnicových os).
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PŘ́IKLAD: Převod kvadratické formy na kanonický tvar

V E3 je zadána kvadratická forma, kterou máme p̌revést na kanonický
tvar a určit ONB, ve které je źıskanou diagonálńı matićı reprezentována:

2(x1)2 − 4x1x2 + (x2)2 − 4x2x3.

Matice této formy je  2 −2 0
−2 1 −2

0 −2 0

 .

Pokud jste řešili úlohy k procvičeńı k tématu 4 (posledńı matice v druhé
úloze), můžete p̌ŕıklad p̌reskočit. Vlastńı hodnoty jsou λ1 = 1, λ2 = 4,
λ3 = −2. Vlastńı vektory vyjdou rovnou ortogonálńı, jen je normujeme:

u1 =

(
2

3
,

1

3
, −2

3

)
,

(
2

3
, −2

3
,

1

3

)
,

(
1

3
,

2

3
,

2

3

)
Kanonický tvar kvadratické formy je κ(x̄) = (x̄1)2 + 4(x̄2)2 − 2(x̄3)2.
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Signatura kvadartické formy

V́ıme, že charakteristické kǒreny (a tedy i vlastńı hodnoty)
operátoru jsou invarianty, jsou nezávislé na bázi. S jejich znaménky
souviśı důležitá charakteristika kvadratické formy, jej́ı signatura.
Označme k počet kladných, resp. z počet záporných
charakteristických kǒrenů, vždy včetně násobnosti. Hodnost́ı formy
rozuḿıme počet nenulových charakteristických kǒrenů h = k + z .
Signatura je dvojice (k , z). Názvoslov́ı forem podle signatury:

signatura název podḿınka

(n, 0) pozitivně definitńı
(0, n) negativně definitńı
(h, 0) pozitivně semidefinitńı 0 < h < n
(0, h) negativně semidefinitńı 0 < h < n
ostatńı indefinitńı
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K čemu je signatura dobrá? Charakterizuje totiž množinu hodnot,
kterých forma κ(x) může v principu nabývat, dosazujeme-li do ńı
r̊uzné n-tice (x1, . . . , xn).

signatura hodnoty nulové pro

(n, 0) nezáporné jen x = (0, . . . , 0)
(0, n) nekladné jen x = (0, . . . , 0)
(h, 0) nezáporné x = (0, . . . , 0, xh+1, . . . , xn)
(0, h) nekladné x = (0, . . . , 0, xh+1, . . . , xn)
ostatńı všechny možné dle konkrétńı formy

Tabulka vyplývá p̌ŕımo z kanonického tvaru formy, n-tice v ńı
uváděné p̌redstavuj́ı složky odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u v bázi, v ńıž má
forma kanonický tvar. Pǒrad́ı vektor̊u báze, resp. č́ıslováńı
proměnných, se p̌redpokládá takové, že jako λ1, . . . , λh jsou
označeny nenulové kǒreny.
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PŘ́IKLADY: Kde se objevuje signatura

I Vlastnost skalárńıho součinu (a, a) ≥ 0 pro libovolný vektor a ∈ En,
s rovnost́ı právě pro a = 0En , jsme nazvali pozitivńı definitnost. Pro
vektor a ∼ (α) = (α1, . . . , αn) v bázi, v ńıž je skalárńı součin
reprezentován matićı G (je symetrická a pozitivně definitńı), je
(α)G (α)T . Skalárńı součin je tedy pozitivně definitńı kvadratickou
formou v proměnných (α1, . . . , αn).

I Kvadrát vzdálenosti dvou bodů X1 = (x11 , x
2
1 , x

3
1 ) a

X2 = (x12 , x
2
2 , x

3
2 ) v kartézských soǔradnićıch v

”
našem“

trojrozměrném prostoru R3 je

(x12 − x11 )2 + (x22 − x21 )2 + (x32 − x31 )2 = (x2 − x1)E (x2 − x1)T .

Je to pozitvně definitńı kvadratická forma, jej́ı matice je jednotková.
Nazývá se euklidovská metrika. Analogická je situace i v
n-rozměrném p̌ŕıpadě.
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I Ne každá metrika je euklidovská. V relativistickém čty̌rrozměrném
časoprostoru R× R3 jsou

”
vzdálenosti“ časoprostorových událost́ı

U = (x0, x1, x2, x3), x0 = ct, charakterizovány indefinitńı
kvadratickou formou, kvadrátem tzv. časoprostorového intervalu

∆s212 = c2(t2 − t1)2 − (x12 − x11 )2 − (x22 − x21 )2 − (x32 − x31 )2.

Matice této kvadratické formy je diagonálńı a jej́ı signatura je
(1, 3). Představuje tzv. Lorentzovu metriku

Euklidovská metrika v R3 Lorentzova metrika v R× R3

E =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , G =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


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I Kvadratické formy a jejich signatura maj́ı význam také v analýze,
ťreba p̌ri určováńı typu extrémů funkćı v́ıce proměnných. Jedna
taková je na obrázku. Tzv. stacionárńı body, tj. lokálńı maxima,
minima a daľśı typy (sedlové body) jsou určeny podḿınkou

fx(x , y) = ∂f (x, y)
∂x = 0 a současně fy (x , y) = ∂f (x, y)

∂y = 0.

      

4 4 2 2

2 2

1,2,3,4 1,2,3,4

2 2

2 2

( , ) 1000 ( ) 32( )

4 ( 16) , 4 ( 16)
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O typu stacionárńıho bodu (x0, y0) může (ale nemuśı) rozhodnout
kvadratická forma utvǒrená z druhých derivaćı

fxx =
∂2f (x , y)

∂x2
, fxy = fyx =

∂2f (x , y)

∂x∂y
, fyy =

∂2f (x , y)

∂y2
,

κ(ξ, η)|(x0,y0) = fxx(x0, y0) ξ2 + 2fxy (x0, y0) ξη + fyy (x0, y0) η2

VĚTA: Klasifikace stacionárńıch bodů

Necht’ f (x , y) má na otev̌rené množině D ⊂ R2 spojité parciálńı derivace
1. a 2. řádu a necht’ (x0, y0) ∈ D je jej́ı stacionárńı bod (fx(x0, y0) = 0,
fy (x0, y0) = 0). Pak plat́ı: Je-li v bodě (x0, y0) kvadratická forma κ(ξ, η)

I pozitivně (negativně) definitńı, jedná se o lokálńı minimum
(maximum),

I indefinitńı, jedná se o sedlový bod (neńı to lokálńı extrém).

I Jedná-li se o lokálńı maximum (minimum), je forma κ v tomto bodě
negativně (pozitivně) definitńı, nebo semidefinitńı, nebo je nulová.
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Pomoćı právě uvedené věty se pokuśıme o klasifikaci stacionárńıch
bodů funkce f (x , y) = 1000− (x4 + y4) + 32(x2 + y2), jej́ıž graf je
na obrázku. Zaṕı̌seme matice kvadratické formy κ ve stacionárńıch
bodech (vyč́ıslete druhé derivace funkce dosazeńım do obecných
vzorc̊u):

bod P = (0, 0) :

(
64 0

0 64

)
, lokálńı minimum

body M1,2,3,4 = (±4, ±4) :

(
−128 0

0 −128

)
, lokálńı maxima

body S1,3 = (±4, 0) :

(
−128 0

0 64

)
, sedlové body

body S2,4 = (0, ±4) :

(
64 0

0 −128

)
sedlové body
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Kuželosečky – ǩrivky druhého stupně v R2

Hned v úvodu jste si mohli p̌ripomenout rovnici kuželosečky
(konkrétně elipsy) se sťredem v počátku kartézské soustavy
soǔradnic a polosami a a b. Jistě byste si vzpomněli i na rovnici
hyperboly či paraboly. A jsou tu i daľśı možnosti (pr̊usečnićı roviny
s kuželovou plochou může být ťreba jen bod, nebo dvojice p̌ŕımek
– zkuste se nad t́ım zamyslet). V p̌ŕıpadě obecného uḿıstěńı
kuželosečky vzhledem k soustavě soǔradnic však z jej́ı rovnice na
prvńı pohled nepoznáme, o jakou kuželosečku se jedná, a zda se
v̊ubec jedná o kuželosečku.

A opět jsou tu symetrické lineárńı operátory a jejich vlastńı hodnoty
a vektory, aby nám proces poznáváńı kuželoseček usnadnily.
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DEFINICE: Kuželosečka

Kuželosečka je množina právě těch bodů v rovině R2, jejichž
kartézské soǔradnice (x , y) ∈ R2 (v soustavě soǔradnic
〈O; x , y〉 ∼ 〈O; e1, e2〉) splňuj́ı rovnici

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + b1x + b2y + c = 0,

kde alespoň jedno z č́ısel aij ∈ R, 1 ≤ i , j ≤ 2, je nenulové, a
bi , c ∈ R.

Kuželosečky se také nazývaj́ı ǩrivky druhého stupně, nebot’ jejich
rovnice obsahuj́ı kvadráty, resp. součiny soǔradnic. Všimněme si, že
levá strana rovnice kuželosečky je součtem kvadratické formy
κ(x , y), lineárńı formy `(x , y) a absolutńıho členu c . (Mı́sto
p̌redchoźıho označeńı proměnných (x1, x2) jako složek vektoru
jsme nyńı použili značeńı obvyklé v geometrii, (x1, x2) ∼ (x , y).)
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Explicitńı vyjáďreńı kvadratické formy κ a lineárńı formy ` v rovnici
kuželosečky je

κ(x , y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2, `(x , y) = b1x + b2y .

Matice kvadratické formy A = (aij), 1 ≤ i , j ≤ 2, je symetrická,
proto, jak v́ıme, lze naj́ıt takovou kartézskou soustavu soǔradnic
〈O; x̄ , ȳ〉 ∼ 〈O; ē1, ē2〉 (stejný počátek, nové soǔradnicové osy,
resp. vektory ortonormálńı báze), v ńıž má kvadratická forma
kanonický tvar. Matici p̌rechodu od báze (e1, e2) k bázi (ē1, ē2)
označ́ıme T . Je to ortogonálńı matice, tj. T−1 = TT . Jej́ı řádky
jsou tvǒreny složkami vlastńıch vektor̊u operátoru, z nichž jsme
sestavili ONB. Plat́ı D = TATT , kde D je diagonálńı matice. V
diagonále má vlastńı hodnoty (symetrického) lineárńıho operátoru
ϕ, který je v bázi (e1, e2) reprezentován zḿıněnou matićı A.
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Přechodem mezi bázemi (e1, e2) → (ē1, ē2) došlo pochopitelně
také k transformaci vyjáďreńı lineárńı formy `,

(x y)

(
b1
b2

)
−→ (x̄ ȳ)

(
b̄1
b̄2

)
.

Plat́ı (x y) = (x̄ ȳ)T , tj.

(x y)B = (x̄ ȳ)TB =⇒ B̄ = TB.

Vyjáďreńı rovnice kuželosečky v nové bázi má tzv. seminormálńı
tvar

λ1x̄
2 + λ2ȳ

2 + b̄1x̄ + b̄2ȳ + c = 0.

Daľśı transformace spoč́ıvá ve vhodném posunut́ı počátku O → Ō
p̌ri zachováńı báze (ē1, ē2). Ale to už ukážeme na p̌ŕıkladu.
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PŘ́IKLAD: Co je to za kuželosečku?

Na základě kartézské rovnice rozhodneme, o jakou kuželosečku jde:

6xy + 8y2 + 6x + 4y − 13 = 0.

Nejprve si uvědoḿıme, jak vypadá kvadratická forma a jej́ı matice A,
lineárńı forma a jej́ı matice B, a absolutńı člen:

κ(x , y) = 6xy + 8y2, A =

(
0 3
3 8

)
,

`(x , y) = 6x + 4y , B =

(
6
4

)
, c = −13.

Výpočet vlastńıch hodnot operátoru ϕ, jejž reprezentuje matice A:

det (A− λE )T = λ2 − 8λ− 9, λ1 = 9, λ2 = −1.

(Na pǒrad́ı č́ıslováńı vlastńıch hodnot nezálež́ı.) Vid́ıme, že kuželosečka
by mohla být hyperbola. Rozhodně to však nebude elipsa ani parabola.
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Výpočet vlastńıch vektor̊u:

(A− λ1E ) =

(
−9 3

3 −1

)
∼
(

3 −1
0 0

)
=⇒ ē1 =

(
1√
10
,

3√
10

)
,

(A− λ2E ) =

(
1 3
3 9

)
∼
(

1 3
0 0

)
=⇒ ē1 =

(
− 3√

10
,

1√
10

)
,

Vektory vyšly ortogonálńı (musely tak vyj́ıt – v́ıte proč?), jenom jsme je
normovali. Jejich složky tvǒŕı řádky matice p̌rechodu T .

Výpočet matice B̄:

B̄ = TB =

(
1√
10

3√
10

− 3√
10

1√
10

)(
6
4

)
= · · · =

(
18√
10

− 14√
10

)
.

Rovnice kuželosečky v soustavě soǔradnic 〈O; x̄ , ȳ〉 ∼ 〈O; ē1, ē2〉:

9x̄2 − ȳ2 +
18√
10

x̄ − 14√
10

ȳ − 13 = 0.
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Určeńı polohy sťredu kuželosečky:

Ze sťredńı školy si pamatujete rovnici elisy, nebo hyperboly se sťredem v
bodě S = (m, n),

(x −m)2

a2
± (y − n)2

b2
= 1.

Na takový tvar p̌revedeme naši kuželosečku tzv. doplněńım na úplný
čtverec – to taky uḿıte ze sťredńı školy:

9

(
x̄2 +

2√
10

x̄ +
1

10

)
−
(
ȳ2 +

14√
10

ȳ +
49

10

)
− 13 =

9

10
− 49

10
,

(
x̄ +

1√
10

)2

−1

9

(
ȳ +

7√
10

)2

= 1, a = 1, b = 3, S =

(
− 1√

10
, − 7√

10

)
.

Kuželosečka je hyperbola.
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Ale pozor! Soǔradnice jej́ıho sťredu, které jsme určili doplněńım na
čverec, se vztahuj́ı k soustavě soǔradnic 〈O; x̄ , ȳ〉 ∼ 〈O; ē1, ē2〉. Do
původńı soustavy 〈O; x , y〉 ∼ 〈O; e1, e2〉 je muśıme p̌repoč́ıtat:

S = (m̄, n̄) =

(
− 1√

10
, − 7√

10

)
, (m n) = (m̄ n̄)T

(m n) =

(
− 1√

10
− 7√

10

)( 1√
10

3√
10

− 3√
10

1√
10

)
= (2 − 1).

Sťred hyperboly má vzhledem k původńı soustavě 〈O; x , y〉 ∼ 〈O; e1, e2〉
soǔradnice (2, −1). Uḿıst́ıme-li do sťredu hyperboly nový počátek
soustavy soǔradnic Ō, a osy označ́ıme X , resp. Y , p̌ričemž X ‖ x̄ , Y ‖ ȳ ,
bude ḿıt hyperbola v soustavě 〈Ō; 〉 rovnici

X 2 −
(
Y

3

)2

= 1.
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Nakonec ještě doplńıme schematický obrázek.

 

x  

Y  

X  

2e  

2e  

1e  

y  

x  

1e  

1e  

2e  

y  

O  

O S  

asymptota  

asymptota  

hyperbola  

1  

2  

rovnice v 〈O; x , y〉 rovnice v 〈Ō; X , Y 〉

xy + 8y2 + 6x + 4y − 13 = 0 X 2 −
(
Y
3

)2
= 1
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PŘ́IKLAD: Taky kuželosečky

Rovnici kuželosečky vyhovuj́ı ťreba i takové p̌ŕıpady, jako jsou tyto:

I Množina bodů, jejichž soǔradnice vyhovuj́ı rovnici 2X 2 + 8Y 2 = 0
(což je podle definice rovnice kuželosečky) obsahuje na prvńı pohled
jediný bod, a to počátek soustavy soǔradnic 〈Ō; X , Y 〉. V jiné
soustavě soǔradnic, 〈O; x , y〉 má tato kuželosečka rovnici
5x2 − 6xy + 5y2 + 10

√
2x + 10

√
2y + 50 = 0. Z toho neńı na prvńı

pohled poznat nic.

I Rovnice x2 + 5y2 + 1 = 0 také vyhovuje definici kuželosečky.
Množina bodů, které ji splňuj́ı, je však prázdná.

I Z rovnice x2 − 9y2 − 4x + 6y + 3 = 0 také neńı hned nic moc
poznat, doplněńım na čtverec však dostaneme
(x −2)2− (3y −1)2 = 0, což p̌redstavuje rovnice dvou r̊uznoběžných
p̌ŕımek y = 1

3 [±(x − 2) + 1] s pr̊useč́ıkem v bodě
(
2, 1

3

)
.

Úplnou klasifikaci kuželoseček najdete v MII/1 na str. 204-205.
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Kvadriky – plochy druhého stupně v R3

DEFINICE: Kvadrika

Kvadrika je množina právě těch bodů v prostoru R3, jejichž
kartézské soǔradnice (x , y , z) ∈ R3 (v soustavě soǔradnic
〈O; x , y , z〉 ∼ 〈O; e1, e2, e3〉) splňuj́ı rovnici

a11x
2+2a12xy+2a13xz+a22y

2+2a23yz+a33z
2+b1x+b2y+b3z+c = 0,

kde alespoň jedno z č́ısel aij ∈ R, 1 ≤ i , j ≤ 3, je nenulové, a
bi , c ∈ R.

Kvadriky se také nazývaj́ı plochy druhého stupně. Levá strana
rovnice kvadriky je součtem kvadratické formy κ(x , y , z), lineárńı
formy `(x , y , z) a absolutńıho členu c . (I zde jsme použili označeńı
(x , y , z) ḿısto (x1, x2, x3).)
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Explicitńı vyjáďreńı kvadratické formy κ a lineárńı formy ` v rovnici
kvadriky je

κ(x , y , z) = a11x
2 + 2a12xy + 2a13xz + a22y

2 + 2a23yz + a33z
2,

`(x , y , z) = b1x + b2y + b3z .

Matice kvadratické formy A = (aij), 1 ≤ i , j ≤ 3, je symetrická,
takže i u kvadriky lze naj́ıt takovou kartézskou soustavu soǔradnic
〈O; x̄ , ȳ , z̄〉 ∼ 〈O; ē1, ē2, ē3〉 (stejný počátek, nové soǔradnicové
osy, resp. vektory ortonormálńı báze), v ńıž má kvadratická forma
kanonický tvar. Ortogonáńı matici p̌rechodu od báze (e1, e2, e3) k
bázi (ē1, ē2, ē3) označ́ıme jako vždy T , plat́ı T−1 = TT .
Zopakujme, že jej́ı řádky jsou tvǒreny složkami vlastńıch vektor̊u
operátoru, z nichž jsme sestavili ONB. Plat́ı D = TATT , kde D je
diagonálńı matice. V diagonále má vlastńı hodnoty (symetrického)
lineárńıho operátoru ϕ, který je v bázi (e1, e2, e3) reprezentován
matićı A.
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Transformačńı vztah pro lineárńı formu ` p̌ri p̌rechodu mezi bázemi
(e1, e2, e3) → (ē1, ē2, ē3) je opět analogický jako u kuželoseček:

(x y z)

 b1
b2
b3

 −→ (x̄ ȳ z̄)

 b̄1
b̄2
b̄3

 .

Plat́ı (x y z) = (x̄ ȳ z̄)T , tj.

(x y z)B = (x̄ ȳ z̄)TB =⇒ B̄ = TB.

Kvadrika má v nové bázi seminormálńı tvar

λ1x̄
2 + λ2ȳ

2 + λ3z̄
2 + b̄1x̄ + b̄2ȳ + b̄3z̄ + c = 0.

Posunut́ım počátku soustavy soǔradnic O → Ō p̌ri zachováńı báze
(ē1, ē2, ē3) p̌rejdeme opět k nejjednoduš̌śımu možnému tvaru
rovnice kvadriky. Př́ıklad následuje.
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PŘ́IKLAD: Poznejte kvadriku

Rozpoznáme kvadriku, která má v kartézské soustavě soǔradnic
〈O; x , y , z〉 ∼ 〈O; e1, e2, e3〉 rovnici

x2 + 4xy − 10xz − 2y2 + 4yz + z2 + 2x + 4y − 10z − 1 = 0, tj.

(x y z)

 1 2 −5
2 −2 2
−5 2 1

 x
y
z

+ (x y z)

 2
4

−10

− 1 = 0.

Poč́ıtejte podrobně na paṕır:

I vlastńı hodnoty: λ1 = 6, λ2 = −6, λ3 = 0

I vlastńı vektory: ē1 =
(
− 1√

2
, 0, 1√

2

)
, ē2 =

(
1√
3
, − 1√

3
, 1√

3

)
,

ē3 =
(

1√
6
, 2√

6
, 1√

6

)
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I seminormálńı tvar:

6x̄2 − 6ȳ2 − 12√
2
x − 12√

3
y − 1 = 0

I doplněńı na čtverec:

6

(
x̄ − 1√

2

)2

− 6

(
ȳ +

1√
3

)2

− 2 = 0

I normálńı tvar (po doplněńı na čtverec):

3X 2 − 3Y 2 − 1 = 0, hyperbolický válec

I soǔradnice nového počátku Ō soustavy soǔradnic
〈Ō; X , Y , Z 〉 ∼ 〈Ō; ē1, ē2, ē3〉, v ńıž má kvadrika normálńı tvar,
vzhledem k soustavě 〈O; x , y , z〉 ∼ 〈O; e1, e2, e3〉:

Ō =

(
1√
2
− 1√

3
0

) −
1√
2

0 1√
2

1√
3
− 1√

3
1√
3

1√
6

2√
6

1√
6

 =

(
−5

6
,

1

3
,

1

6

)
.
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Úlohy k procvičeńı

Určete signaturu a hodnost následuj́ıćıch kvadratických forem p̌revodem
na kanonický tvar.

I κ(x , y) = x2 + 2xy + y2

I κ(x , y , z) = 6x2 − 4xy − 4xz + 7y2 + 5z2

I κ(x , y , z) = x2 + 2xy + 6xz + 5y2 + 2yz + z2

I κ(x1, x2, x3, x4) = 2x1x2 + 2x1x3− 2x1x4− 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4

Výsledky:

I (1, 0), h = 1, forma je pozitivně semidefinitńı

I (3, 0), h = 3, forma je pozitivně definitńı

I (2, 1), h = 3, forma je indefinitńı

I (3, 1), h = 4, forma je indefinitńı
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Převed’te následuj́ıćı kuželosečky a kvadriky na normálńı tvar a
klasifikujte je podle názvoslov́ı v MII/1, str. 200-205.

I x2 + 2xy + y2 − 8x + 4 = 0 v R2

I 6x2 − 4xy − 4xz + 7y2 + 5z2 − 36 = 0 v R3

I x2 + 2xy + 6xz + 5y2 + 2yz + z2 − 2x + 6y + 2z = 0 v R3

I 4x2 + 4xy + y2 + 2x + y − 2 = 0 v R2

Výsledky – rovnice v soustavě soǔradnic

〈Ō; X , Y 〉 ∼ 〈Ō; ē1, ē2〉 v R2 a 〈Ō; X , Y , Z 〉 ∼ 〈Ō; ē1, ē2, ē3〉 v R3:

I parabola X 2 + 2
√

2Y = 0

I elipsoid 3X 2 + 2Y 2 + Z 2 − 12 = 0

I jednod́ılný hyperboloid 6X 2 + 3Y 2 − 2Z 2 − 1 = 0

I dvojice rovnoběžných p̌ŕımek 20X 2 − 9 = 0
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