Linearni a multilinearni algebra

Téma 6: Vsechno mozné o projekcich na

podprostory

Motto: Stacéi (porddné) umét prechody mezi bézemi.
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Néco na uvod

Budeme se zabyvat projekci obecng, ve vektorovém prostoru V,, (i bez
skaldrniho soutinu). Geometricka pfedstava:

T e =

T = |d\,3

A3
N
~
~
~

ag=my (@) >~ a = ()

Vo=L4L' 0y,
a=a +a = (a)+7(a) L

Na osamély strom sviti slune¢ni paprsky. Na zemi je jeho stin
(rovnob&zny priimét) stromu. Primé&tem stinu je zase tyZ stin.
Vicendsobné promitdni nedava nic nového.
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Obrazek nazorn& ukazal podstatu rovnobézného promitani. Pojem
projekce zobecnime na vektorové prostory libovolné koneéné dimenze.

P¥i vykladu budou kladeny otazky. Zkuste na né nejprve sami odpovédét
a teprve potom si spravnost odpovédi ovéfte. Vychazime ze zdkladnich
pojmi(, které nebudeme opakovat. Ujistéte se, Ze jim rozumite.

>

>

>

vektorovy prostor (axiomy, potitani s vektory),
linedrni zavislost a nezavislost vektorl, bize, dimenze,
vektorovy podprostor a generujici vektory, linedrni obal,

linedrni operdtor ve vektorovém prostoru a jeho reprezentace matici
v dané bazi, vypocet sloZek obrazu vektoru ze slozek vzoru,

pfedchody mezi bazemi (transforma&ni vztahy pro slozky
reprezentujici vektory a operdtory v riiznych bézich, maticovy zépis),

problém vlastnich vektor( a vlastnich hodnot operatoru.

OTAZKA: Umite dokazat, e slozky vektoru a € V, v dané bazi jsou
ureny jednoznalné?
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ODPOVED: Sporem: predpoklidejme, Ze slozky jsou dvoji, tj. pro vektor
ae V,vbazi (e, ..., ) je

alel+...+a"en:ﬁ1e1+...+ﬁ”em

(al — Bl)el +- 4 ("= BMe, =0y,.

Dostali jsme nulovou linedrni kombinaci linedrné& nezavislych vektord,
v8echny koeficienty proto musi byt nulové, tj. o' =4, 1 <i < n.

POZNAMKA: Zapomnéli jste Einsteinovu symboliku? Tady je —
zdvojeny index ,k¥izem" je s¢itaci:

A;B' znamen3 ZA,-B’ —AB'+... 1 A,B"
=1

C/ = AfB] znamens C/ =) AfB, = AlB[+---+ A"BJ.
k=1
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OTAZKY: Nékolik »opakovacich" otdzek (odpovidejte, zdlvodiiujte,
dokazujte na papi¥e, teprve pak postupte na dal3fi stranu k odpovédim):

>

>

Co je to doplnék vektorového podprostoru L C V, ve V,,?
Kolik existuje dopliikli k danému vektorovému podprostoru L C V,;?

V L je zaddna baze (u1, ..., ux), 1 < k < n. Jakymi vektory
generujeme rizné doplitky?

Lze libovolny vektor a € V|, rozloZit na soutet a = a; + a/, kde L’
je pevné zvoleny doplnék k L ve V,,? Jak?

Je rozklad a = a; + a;/ jednoznainy?
Jemi 1 Vo3 a— m(a)=a €V, lin. operdtor ve V,,?
Jemy Vo3 a— mp(a) =ap €V, lin. operdtor ve V7

Urcete: ML OTp L, T L O, ML O, WL pr + Mo g
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ODPOVEDI: Odpoviddme v potadi, jak byly kladeny otazky.

> Doplnék vektorového podprostoru L C V,, je vektorovy podprostor
L' C V, svlastnostmi L' +L=V,, I'NL=1{0y},tj. L+L' = V,.

» Nekone&né€ mnoho.

> Zvolime vektory uki1, ..., U, tak, aby (u1, ..., Uk, Ukg1, -« -y Un)
byla baze ve V,,. MoZnosti takové volby je nekone¢n& mnoho a
kazda generuje dopln&k L' = [|uks1, - .-, un|]. (RGznd dopln&ni

mohou generovat tyZ doplnék.)

» Zvolme bazi jako v pfedchozi odpovédi. Pak pro a € V,, je
a=aluy + -+ oFue + ak+1uk+1 + -+ a'uy, slozky o, ..., «
jsou uréeny jednozna&né (viz vyse). Plati a; = atuy + - - - + aXuy,

ayr = Oék+1Uk+]_ + -+ a"u,. Vektory a; a a;/ jsou jednozna&né.

n

> 7y i mp o jsou linedrni operdtory. Pro a, be V,, a, 5 €Cjev
bazi z predchozich odpovédi, tj. (u1, ..., Uk, Ukt+1s - -, Un),

WLyL/(aa + ﬂb) = (OzOll + ﬁﬁl)ul +---+ (aak + 55k)uk =

=a(atu + -+ o ) + B(B i + - + BAu) = aar + Bby.
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ODPOVEDI: PokraZovani.

» Postupné jednotlivé vztahy odvodime. Zvolme libovolny vektor
ac V,. Plati a= a; + a;/. Vime, Ze tento rozklad je jednozna&ny.
Déle je (z definice operdtord m; 1/ a 7/ 1)

m(a) = ar, e (me(a)) = me(a) = ac,
mr(a) = ar, m(m(a)) = m(aL) =0y,
(e +me)(a) =me(a) + 7 (a) = a + ap-
Plati tedy
T, O T, =T, apodobn& g ompy =m g,
mrpom =7 omr = 0gy,,v,) nulovy operdtor,
m L+ e =T + 7 =idy, identita.

OTAZKA: Uvédomili jste si, Ze smér svételnych paprski v Gvodnim
obrdzku znamena volbu doplitku k , projekéni roving"” L?

Linedrni a multilinearni algebra Téma 6: VSechno m



ZAVER: Zssadni vlastnost operétoru 7 1/

Libovolny potet ,opakovdni* linedrniho operdtoru m; s, tj. jeho
kompozic sama se sebou, je zase jenom operator m; ;. Obdobné to plati
pro operator s ;.

DEFINICE: Projekce na podprostor

Linedrni operator m; ;s se nazyva projekce na podprostor L (p¥i pevné
zvoleném doplitku L"). Vektor 7, ;/(a) = a; je primé&t vektoru a € V), na
podprostor L.

OTAZKA: Problém vlastnich hodnot vektor projekce na podprostor

Dokazete najit vlastni hodnoty a vlastni vektory operatoru m /7
Odpovézte a nezapomeiite zdiivodnit. Nejprve se snaZte samostatng,
teprve potom predjd&te na dal¥i stranu, kde najdete odpovéd'.
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ODPOVED: Na zéklad& geometrické predstavy jste jist& hned usoudili,
Ze vlastnim vektorem operdtoru m; ; je kazdy vektor leZici v L, protoZe
pro n&j je b= by, tj. w1 1/(b) = b. Odpovidajici vlastni hodnota je A = 1.
Pro vektory b’ € L’ zase plati b’ = bj,, proto m; 1/(b') = Oy,. TakZe i
viechny vektory leZici v L’ jsou vlastni, odpovidajici vlastni hodnota je

A" = 0. Ale nali jsme viechny vlastni vektory? Nebo jsou jet& jiné?

Predpoklddejme, Ze b € V), je vlastni vektor operdtoru m ;- a
odpovidajici vlastni hodnota je A. Pak plati

7,10 (b) = Ab, ale soutasné je m; /(b)) = by =

Ab = by, tj. )\(bL + bL’) =b = ()\ — l)bL + Abpr = 0y,.

Trochu zvlastni rovnice, ne? Pokud by byly vektory b; i by nenulové,
byly by nezdvislé, takZze by muselo platit A —1 =0 a zaroveri A =0. To
ale nejde. Jeden z vektorll b;, by tedy musi byt nulovy. Je-li to vektor
b/, je A=1a b= by €L, je-li nulovy vektor b;, je A =0 a

b= by, € L. Jiné moznosti nejsou. (UvEdomujete si, Ze tato dvaha
obsahuje i fakt, Ze vlastni vektor nesmi byt podle definice nulovy?)
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UKOLY: Ciselné tlohy na procviceni

» Lc V5, L=1]|(2, -1, 0), (1, —3, —2)|]. Urete dim L a dimenzi
libovolného dopliiku. Generujte alespori dva riizné dopliiky. Je
vektorovy podprostor L] =[|0, 5, 4|] doplitkem L ve V57 Je
podprostor L5 = [|(3, —1, 2), (—6, 2, —4)|] dopliikem L ve V3?

> Ve V, je v bdzi (e1, e, €3, e4) zaddn vektorovy podprostor
L=1|(1, -1, 0,0), (1, 1, 0, 0)]]. Zvolte libovolny dopln&k L’ a
rozlozte vektor a = (1, 1, 1, 1) do L a L', tj. urlete slozky vektori
a; a ap v bazi (e, e, €3, e4).

» Podprostor L C V,, je generovan k nezavislymi vektory uy, ..., ug.
Jejich slozky v bazi (ey, ..., e,) ve Vi, jsou us = (7L, ..., 47).
Formulujte podminku, kterou musi spliiovat slozky vektori
Ugg1, -« -5 Up, aby L' =[|uks1, - .., up]] byl doplitkem L ve V.
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VYSLEDKY UKOLU: P¥iklady mozné volby dopliikii

» dim L = 2. Dimenze kaZdého doplitku je 1. P¥iklady dopliika:
Ly =1(1, 0, 0)]], Ly = [|(0, 0, 1)[], obecn& L = [|(e, 5, 7)I]. tak,
aby matice T tvofend po ¥adcich slozkami generator( podprostort L
a L’ byla reguldrni (det T # 0). Podprostor L} = [|(0, 5, 4)|] neni
doplitkem, nebot vektor (0, 5, 4) € L. Podprostor L} je doplitkem L
(pozn.: jeho generatory jsou z&vislé).

> Nejjednodussi volba: L' = [|(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)|]. Pro ni jsou
matice T pfechodu od béze (e, e, €3, €4) k bdzi tvorené
generatory prostorti L a L’ a inverzni matice 71

1 -1 00 ; 500
|1 100 1 | -3 3 00
™l o o010} T°7 0 0 10

0 0 01 0 001

Slozky vektorli a; a a;» = a— ap v bédzi (e1, e, es3, e) jsou
aL = (Oa 17 17 l)v ay = (17 07 03 O)

» Determinant matice T tvofené slozkami vektor( uy, ..., Uk, Ukt1, ..., Up
mus{ byt nenulovy. Jinak jsou slozky vektori k1, ..., u, libovolné.
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Matice projekce na podprostor v dané bazi

PRIKLAD: Rozklad vektoru a na priméty a;, a;s graficky a algebraicky

Srovnani provedeme ve V. Ve vychozi bazi (er, ) je L = [|u1]],
= (1, 1), L' =[luw], ur = (2, 1). PoFadn& propotitdme spoletné.

21 -6 3
3 -1 .
e=(1 0)[_6 3):(3 -1) v bazi (u,,u,)

e =3u +(-1u,
e, =3u, =(3,1) vbazi (e, e,)
& =—U, =(-2, 1) vbazi (e, &)
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Na jednoduchém p¥ikladu, ktery lze Yeit i graficky (hori by to bylo s
vypottem metodami elementdrni geometrie), jsme vidé&li, Ze rozloZit
vektor do podprostoru L a jeho doplitku L’ ve V5, tj. aplikovat operator
projekce 7 1/, neni nic jiného neZ provést pfechod mezi bazemi.
Konkrétné %lo o pfechod od pilivodni baze (e, ) k bazi (u1, ),
tvoFené generdtory podprostoru L = [|u1]] a jeho doplitku L' = [|uo]]. Ve
vicerozmérnych prostorech je podstata rozkladu stejnd. Tady uz oviem
nemiZeme nic kreslit, grafickd metoda je nepouZitelnd. Zistava metoda
linedrni algebry, ale ta bezpe¢né& funguje pro libovolnou dimenzi.

PouZijeme znalost problematiky pfechodu mezi bazemi, abychom
sestrojili pfimo matici P ;- reprezentujici operdtor projekce 7y ;7 v
~zékladni* bézi (eq, ..., e,), v niZ jsme zadali generdtory podprostorl L
a L’. Kdyz budeme mit matici operdtoru, miZeme uZ snadno promitnout
libovolny vektor a € V), jehoZ slozky v bazi (e, ..., €,) zapiSeme do
¥adkové matice (o) = (o a? ... a"). Slozky primétu a, budou dany
fadkovou matici (o) = («) P -
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Dejme se do toho a postupujme v nasich tvahach po krocich.

» Necht L C V, je vektorovy podprostor ve V, dimenze 1 < k < n a
L' C V, zvoleny dopln&k. Jeho dimenze je n — k.

» Necht dale (ui, ..., ug) je libovolnd bdze v L a (uxy1, ..., Un)
libovolnd baze v L.

> Kompletni soubor (u, ..., u,) je bazi v prostoru V.

> Slozky vektoril této baze vyjadfené v plvodni bazi (e, ..., ;) a
nasklddané do ¥adkd vytvo¥i matici pfechodu T = (77),
1<i,j<n, od béze (ey, ..., e,) k bazi (u1, ..., up).

> S = (oJ,) 1<, j < n, je pak matice k T inverzni a je to matice
prechodu od baze (uy, ..., u,) k bazi (e, ..., e,).

> Transforma&ni vztahy mezi biazemi (vyjad¥eni vektoril jedné baze
jako linedrnich kombinaci druhé a naopak) jsou

ui =1l e, e=clu; (Einsteinova symbolika).

UKOL: Rozepiste transforma&ni rovnice tfeba pro n =6, us a es.
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VYSLEDEK UKOLU: Rozepsali jste? Ne? Tak to ud&lejte.
Us IT51€'1+T52€2+T53€3+T§€4+7‘5565+7‘56€6

1 2 3 4 5 6
€3 =03U; +03Uy+03U3+03Uy+ 03Us+ 03 Us

Zeleny index je tzv. ,volny" (na pravé i levé strané je stejny), Cerveny
index je s¢itaci probihd hodnoty od jedné do n.

Pokraéujeme v obecnych Gvahach.

> ZapiSeme vektor e; tak, aby byl p¥imo vid&t jeho rozklad do L a L.
PouZijeme znateni pomoci sum (divod uvidime, aZ to ud&lame).

el-:((T,;I'Ul+-"+U;(Uk)+(0;<+1uk+1+"'+al{1u”)'

OTAZKA: Jaky je smysl &erveného a modrého odliSeni ve vyjad¥eni
vektoru €7 (Tento rozklad je také divodem zdpisu pomoci sum.)
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ODPOVED: Spravné. To Zervené je ei.r (primét vektoru e; do
podprostoru L) a modré je e+ (primé&t vektoru e; do doplitku L').
Dal3i kroky sméfujici k nalezeni matice operdtoru m ;.

> Vzpomindte si na dileZitou v&tu, Ze linedrni zobrazeni (a tedy i
linedrni operator) je jednoznaZn& urceno obrazy kterékoli baze?

> Obrazy vektord bize (e, ..., e,) mame!l Jsou to vektory €, tj.
Cervené &asti jejich rozkladu do baze (uy, ..., u,). Konkrétng

K
e =m(e)= (of i+ -+ of w) = ZC’J, uj.
j=1

Vidime, Ze na tomto vyjad¥eni se podili viechny ¥adky matice S, ale
jen jejich prvnich k sloupcd.

> Ted jest& musime vektory e;; vyjadfit zase v ,zakladni* bazi
(e1, ..., en). Znamend to zapsat vektory (uy, ..., ux) jako linedrni
kombinace baze (ey, ..., e,):

uj:Z@-ses:T-1e1+~-~+Tfem 1<j<k
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UKOL: Dosad'te za uj pro 1 < j < k do vyjadreni vektoru

e, = 7 1(e;) a upravte vyraz tak, abyste dostali e;; jako linedrni
kombinaci vektorll e, ..., e,. Pro jednoduchost to mizZete zkusit nejprve
pro konkrétni hodnoty n a k, tfeba n =3 a k = 2, a pak uZ obecné.

OTAZKY: A? tkol spinite, uvidite, jak vypadaji koeficienty pozadované
linedrni kombinace. Zamyslete se nad otazkami:

> Jaky je vyznam koeficientl v linedrni kombinaci
ei,LZP,-le1+---—|—p,f’e,,, 1<i<n,

kterou jste pravé ziskali?

> Dokdzali byste zapsat ziskanou (&tvercovou) matici (p{)
1 <, j < n, jako soutin jistych (obdélnikovych) matic ziskanych z
matic p¥echodu T a S = T-1?

Jestli jste kol splnili a otazky zodpovédéli, pak gratuluji — odvodili jste
matici, kterd reprezentuje operator projekce 7y 1 v bazi (eq, ..., €,).
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VYSLEDEK UKOLU: Nejprve pro n = 3 a k = 2, pak obecng&
» Dosadimeza uy =71l ei + 2 ex+71iesam =711+ 75+ 75 e
e =mL(e) =0t u +0fup=
=ol(riea+metriea)to(meat+met+re)=

= (of7L +0im3)er + (0771 + 0773)ex + (0] 75 + 0775

)es.
) b3 — e n — n S [
> Ated obecn& uj =771+ -+ 7 e”_25:17-j e, 1 <j<k,
k k n n k
S s
er=mu(e)=Y cluy=> o (D e =Y D o e,
j=1 j=1 s=1 s=1 \ j=1

k
s 1 n s i _s
eiL=mL(e)=pies=pjer+---+ple, p;i= E O'fﬁ
Jj=1

Cerven& jsou vyznaZeny indexy, které nabyvaji hodnot pouze od
jedné do k = dim L.
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ODPOVEDI: Vyznam ziskaného vysledku

» Koeficienty p}, ..., p" jsou slozky obrazu i-tého vektoru baze
(e1, ..., ey) operdtorem 7y ;- op&t v bazi (ey, ..., e,). TvoF i-ty
tadek (Etvercové, typu n/n) matice Py . reprezentujici operdtor
7 v bazi (e, ..., ep).

> Matice P; ;s je soutinem matice [ typu n/k a matice C typu k/n:

1 K

U]i O']I_( ) )
n
o3 ... O} T T ... T

Pipw=T-C=
1 2 n
= > T Th o

O—n Un

Matice reprezentujici operator projekce na podprostor L p¥i doplitku L' v

bazi (e, ..., e,), nezdvislé na L a L’ je vytvoFena pouze z &3sti matic
prechodu mezi bazemi (e, ..., e,) a (u1, ..., Uk, Ukt1, .., Up), kde
(u1, ..., uk) je libovolnd béze v L a (ugy1, - .., up) je libovolnd baze v L.
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UKOLY: Matice reprezentujici operdtory 7y ;s a T

> Sestavte matici P/, kterd reprezentuje operator 7 ; ve vychozi
bazi (eq, ..., e,).

» V prikladu, ktery jsme ¥esili v ivodu tohoto odstavce, tj. ve V5,
baze (e1, &), L= [|(1, 3)|]. L' =[|(2, 1)]], sestavte matice P, ;s a
Py/,1 a porovnejte s feSenim ptikladu. Dale vypoctéte matice

Pior+Pog, Powy Py, Pog-Pre, Pop-Prr

a interpretujte vysledky. (Tetkou ,,-* jsme pro p¥ehlednost oznatili
nasobeni matic, tj. A- B je souin matic A a B.)

» S cilem ziskani praxe p¥i po&itani s maticemi provéfte vztahy pro
matice projekci pro pfipad obecnych dimenzi n a k.
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VYSLEDKY UKOLU: Pou¥ivime stejné znaceni jako v predchozich
tvahach.
> e =m(e) = (o*,Hl Uky1 + -+ - + ol up) (viz vy3e). Dosadime
prok +1<j<n u=3_ 7€, pak

n n n
j__s s
er=> | Y odr]e=> (p)e,
s=1 \j=k+1 s=1
k+1 n
U]f( 1 Ul 1 2
+ n n
, oy ... Oy Tiat Thkel - Tkat
Pp,=1-C=
T,} 72 T
k+1 n
Jn 0"
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> V zmifiovaném p¥ikladu bylo (¢erven& prvky T a C, mod¥e " a C')
3 -1

)os=( 3)

3 . 3 1

PL,L,:rcz(6)(1 1) (6 2),

PL,,L_r’C’_<é)(2 1)_(2 ;)

Vypoctéte nyni pozadované maticové vyrazy. Uvidite, Ze
Poip+Pro=E, Pop-Prip=Pri, Por-Pop=Py,,

Pro - Pro=Pr Prr=0ume2),

kde M(2,2) je vektorovy prostor matic typu 2/2. Vysledkim se
nedivime, odpovidaji vlastnostem operatorli projekci na podprostory.
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> Pro obecné prvky vyrazli z matic projekci dostdvame (lpravy petlivé
provadéjte a promysleje, a i kdyZ piseme sumy, uvédomujte si, které
indexy jsou stitaci, a sledujte meze sum). Pro souet Py 1 + Py je

k n
ZOJTJS—F Z OJT ZO‘{TJS = = PL,[_/—FPL/J_ =E.

1
j=k+1 j=1

Déle pro soutin (Pr 1/ - Prs,1); jeho obecny prvek (Pp i - P 1)3 je

PILICIED M Dt (Z am>=

=1 (=1 \ j=1 m=k+1
k n n k
_ { _m s m_s __
S Y () m=2 Y =0
Jj=1 m=k+1 =1 Jj=1 m=k+1

nebot indexy j a m nejsou nikdy stejné, takZe Kroneckerovo delta
0" nabyvd vZdy nulové hodnoty. Proto je P /- P = Opn2,2)-
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Jedté provétime soutin Pp ;s - Py /. Jeho obecny prvek je

n

n k
(PLo - Pru)i = ZP/ZPE = Z ZGJ,:Tf Z o' | =
=1 j

Kroneckerovo delta totiZz dosadi m = j a smaZe jednu sumaci,

obecné
k

Kk k _
WS W1
j=1 m=1 j=1
Dokazali jsme, Ze plati Pp ;s - Pr;» = Pp 1s. Podobné se dokadzou
zbyvajici vztahy.

Linedrni a multilinearni algebra Téma 6: VSechno m



Co znamend promitani na podprostor v praxi? Ukolem je promitnout
dany vektor na dany podprostor p¥i daném dopliiku. Realizace takového
tkolu metodami lineadrni algebry je jednoducha vypoletni zaleZitost v
nékolika krocich. Vychodiskem je zadani generator podprostoru L a
generdtorl jeho doplitku L' ve V, v jisté bazi (eq, ..., e,).

Pozor! Generatory nemusi byt zadavany nezavislé. O jaké kroky jde:

> Nalezeni baze (uq, ..., ux) v L a bdze (uks1, ..., u,) v L' (lpravou
pFisluiné matice ze slozek generator(i na schodovity tvar).

> Sestaveni matice T p¥echodu od baze (ey, ..., €,) k bazi
(u1, ..., up). (Jeji ¥adky jsou tvofeny slozkami vektor uy, ..., u, v
bazi (er, ..., e,). Ty mdme z pfedchoziho kroku).

N 24

» Vypolet inverzni matice S = T~ (nejotravn&j’i krok celé
procedury, ale n&které kalkulatky to umf).
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> Vypotet matic projekci P s a P/ j. (Stadi vypogist jen jednu,
druhou dostaneme odettenim té prvni od jednotkové matice.)

C
T=|———| P=TC P =T-C
C/

P¥ipomeiime typy matic: I ... n/k, " ... n/(n—k), C ... k/n,

C'...(n—k)/n.
» A miZeme promitat. Je-li vektor a € V,, v bézi (ey, ..., e,) zaddn
slozkami tvoFicimi ¥adkovou matici () = (a! ... "), ma jeho

primét a; na podprostor L (p¥i doplitku L') slozky dané matici (),
primét a;, na podprostor L' ma slozky dané matici (cv), pficemz

() = ()Prr, (ar) = ()P .
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PRIKLAD: Budeme postupovat presn& po vySe uvedenych krocich.

Zadéni: Vo, L=[|(1, 1,0, 0), (0, 1, 1, 0), (1, 0, 1, 0)][],
L' =1|(0, 0, 1, 1), (0, 0, =1, 1)|], v bazi (e1, ey, €3, 1)

> Dimenze a bize podprostori L a L’. A je vibec takto zadany L’
dopliikem L ve V4?7 Za chvili uvidime, Ze ano.

1100 1100
0110 |~[0110]| = dmL=2,
1010 0000

U1:(1,1,0,0), UQZ(O, 1, 1,0)
00 11 0011 o,

(0 0 -1 1)”(0 00 1>:>d“nL2’

us=(0,0,1,1), u=(0,0,0,1).

Ale jest& musime provéFit prinik LN L’. Nebo nemusime?
P¥emyslejte. Jaka je na prvni pohled hodnost matice sestavené ze
slozek vektorl uy, up, us a ug (po ¥adcich)?
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» Dal¥i dva kroky — uréeni matic T a S = T~ L.

1100 1 -1 1 -1
0110 0 1 -1 1
r= 0 01 1| 5= 0 0 1 -1
0 0 01 0 0 O 1

Matici S vypottéte z cviénych divodd sami (pfevodem T
elementarnimi Gpravami na jednotkovou matici a soub&znymi
Upravami jednotkové matice), nebo aspofi ovéfte, Ze je to ona.

> Vypotet matic projekci Pp s a P/ .

O O = =
(@)
I
I/~
O =
L
= O
o o
~
)
l‘
~
|
o O o
o oo
O O - =
o O oo
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A jest& P — pt¥imy vypolet Py =1T"-C'.

1 -1 00 10
|l -1 1 ,_ (00 11 o0 -1 0
r= 1 -1 ’C_(0001)’PL’7L_ 00 10

00 01

Provérte, zda ziskané matice projekci spliiuji vztah P, + P/ = E.

> Promitnuti vektoru a € V, zadaného v bazi (e1, e, e3, ) slozkami

(a?, &2, &®, a*), zapsanymi do ¥adkové matice (a) = (o' o? o° o*).

0 —

(ar) = ()P = (al o® ol a4)

o O o+
o O =

OO
o O O o

(af o} ai a})=(a' & —a' +a? 0).
A ted promitnéte vektor a € V, do podprostoru L’ (p¥i doplitku L) a
proved'te kontrolu: mé&lo by vyjit, Ze a; + a;» = a. A je¥t& ovéite, zda
vektor a; = (a!, o, —a' + a?, 0) skute¥né lezi v L (ov&Fite to t¥eba
pomoci hodnosti ur&ité matice — jaké?)
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Ortogonalni projekce na podprostor

Jde o projekci na podprostor L C U, v unitdrnim prostoru. Vybaveni
prostoru skaldrnim sou&inem a volba ortonormélnich béazi (vychozi ONB
je (e1, ..., ey)) p¥indsi zjednoduZeni vypotti.

» Necht L C U, je vektorovy podprostor dimenze k. | pro n&j miizeme
volit doplnék nekone&n& mnoha zplsoby, ale volime ho ortogonalni,
L, (to uZ zndte — vzpominejte, co to je a Ze je ur€en jednozna&ng).

> Ortogonalni projekci na podprostor L se rozumi operdtor mp = 7, .

» Bazi (Ul, ey Uk, Ukgt, oony u,,) v U,, kde L = HUL e Uk” a
L' =|ugs1, - - -, up]] volime ortonormiini.
» Matice ptechodu T a S=T71, (er, ..., e) < (u1, ..., uy), jsou

unitarni, tj. S = TT*. Pro matice [ a C v obecnych vztazich pro
matici projekce Py ;s tedy plati ' = CT*.

» Matice ortogonalni projekce na podprostor L pak je P, = CT*C,
kde C je matice typu k/n utvofend po ¥adcich ze slozek vektori
(u1, ..., uk) v bdzi (e, ..., ey).
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PRIKLAD: Ortogonalni projekce prakticky

V U, je zadan vektorovy podprostor (slozky zadany v ONB
(e1, €, €3, €1)) L =1|a1, a2|]] = [|(1, 1, 0, 0), (0, i, 1, 0)|]. Mame urtit
matici ortogonalni projekce na L. Postup:

> Dimenze L je 2, bdze v ném neni ortonormalni. Budeme
ortogonalizovat (to umite, tak jen stru¢n&):

bl = (17 17 Oa 0)’ (b17 bl) = 2’

(a2, b1)
(b1, b1)

i 3
- <2a 5) 1; 0> ) (b2, b2) - 5

+a = _l(lv 17 07 O) + (07 iv 17 0) =

by = — :

» Normovani:

a= (5 J500) m= (g e 30).

N
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> Ortogonalni dopln&k L, k nalezeni matice P, nepotfebujeme, je
uréen jednoznalné a je jedno, jak je v ném zvolena baze.

» Matice ortogondlni projekce na podprostor L:

1 i
? ﬁ 1 1 00
p—CcTc=| V2 B ( V2oV2 )
2 i i 2 ’
JE v v V3 0
0 0
2 1 i 0
1 1 2 -1 0
Pi=31 51 20
00 0O

OTAZKA: A mus se to opravdu délat takhle (tj. ortonormalizovat bazi

v L)? Nejde to s pivodnimi generatory prostoru L, které nebyly
ortogonalni ani normované?
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ODPOVED: Jde to. Umime p¥ece promitat na podprostor L obecng,
méame-li pevné vybrany jeho doplnék. V p¥ipadé ortogondlni projekce je
vybér doplitku definitoricky dany — musi to byt L, . M{Zeme se tedy
vyhnout nepfijemnému ortogonalizaénimu procesu v L, ale musime najit
(libovolné) generatory dopliiku L, . Vznikne oviem jiny nep¥{jemny
problém — vypocet inverzni matice k matici pfechodu od pivodné& zadané
baze (ey, ..., e,) k bazi vektord (u1, ..., Uk, Ukt1, ---, Upn), generujicich
Lal, (L=lu, .-, uk]], LL = [Juks1, - -, un]])-

Dokonce ani piivodni béze (ey, ..., e,) by nemusela byt ortonormalni.
JenZe to by uz byla dost velkd komplikace p¥i hledani L, . Museli bychom
totiz v bazi (eq, ..., e,) zadat matici G skaldrniho soutinu, ktery je v
prostoru U, zaveden. Podminka (a, b) = 0, charakterizujici ortogonalitu
libovolného vektoru a € L se slozkami (al, ..., a") ~ (a) v bazi

(e1, ..., en) a libovolného vektoru b € L, se slozkami

(BY, ..., B") ~ (B) rovn&z v bazi (ei, ..., e,), by pak méla tvar
(a)G(B)T* = 0. Soustava rovnic pro slozky generatorii prostoru L pfi

Yrv s

zadanych generatorech prostoru L by tak mohla byt sloZit&jsi.
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PRIKLAD POKRACUJE: Pokus a kontrola

Zkusme vypocitat matici ortogondlni projekce P, pro zadani pfedchoziho
p¥ikladu s tim, Ze budeme pracovat s obecnymi generatory prostorti L a
L, , ale vychozi bézi (e, ..., e,) zvolme p¥ece jen ortonormalni (pak
bude G = E).

» Nalezeni vektorli generujicich L, : Generujici vektory jsou typu
c=(a, B,7,9), kde (c, a1) =0, (¢, a2) =0,

O‘+ﬂ:07 715"’7:0 = C:(fﬂa Bv 16> 5)3
LL = [|(_17 17 i) 0)7 (Oa O? 0? 1)”’

» Matice pfechodu T a S = T!: Matice T je tvofena sloZkami
vektor( generujicich L a L), matici S krok za krokem vypotitejte
obvyklym zplisobem.
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1100 2 i -1 0
0 i 10 1 1 —i 10
T= -1 1 i 0}’ =3 -i 2 - 0
0 0 01 0 O 01

> Matice projekce P; =T - C. Ovéfte, zda dostanete tutéZ matici Py,
kterou jsme ziskali pfedtim. JistéZe to vyjde, ale zacvilte si.

2 i
1 1 —i 1 1 00
r_§ —i ’ C_<O i1 0)
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Ulohy k procviceni

> Co je jddrem (Kerm /) a obrazem (Imm ;/) operdtoru 7y /7

> Ve V, je v bdzi (e1, e, e3, e4) zaddn vektorovy podprostor
L=1|(1,1,0,0), (0,1 1,0), (0, 0,1, —i)|]. Zvoleny dopln&k je
L' =[|(1, =1, —i, —i)|]. Urete matici P, ;- operatoru projekce
L vV bazi (el, €, €3, 64).

> PYedchozi tlohu modifikujeme takto: prostor je unitdrni, bazi
(e1, €2, €3, €4) volime ortonormalni.
(a) PYesv&dtte se, Ze L' je ortogondini dopln&k k L (slozky vektord
generujicich L a L’ jsou stejné jako v tloze pfedchozi, jen jsou ted
vztazeny k ONB.)
(b) Zkonstruujte ONB v L (pomoci Grammova-Schmidtova
procesu), ze slozek jejich vektoril sestavte matici C a urlete matici
ortogonalni projekce P, na podprostor L jako P, = CT*C.

» PYedem si rozmyslete, jaky vysledek méme olekdvat, pokud jde o
matici P ;s z druhé a matici P, z t¥eti Glohy.
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Vysledky dloh
> KG‘I‘ﬂ'L,[_/ =1, Im7r1_71_/ =L
> Nejprve k &tvrté lloze: JestliZze jste pochopili podstatu projekci na

podprostory, mé&li byste o¢ekavat stejny vysledek, tj. matice P ;/ z
druhé ulohy je rovna matici P, z tfeti dlohy.

> K druhé dloze: Nevyhneme se bohuZel vypoltu inverzni matice k

matici pfechodu T od béze (e, e, e3, e4) k bazi tvorené vektory
generujicimi podprostory L a L'.

1 1 0 0 32 -1 1
0 i 1 0 11 -2 1 -1
T=lo o i «i|"°Ta| 4 2 -i » PLv =
1 -1 —i —i -2 3 i
32 -1 3.1 i i
11 -2 1 é 11 (1) g 1 13 —i —i
T4l -2 0 0 i i 4 -1 i 3 -1
-i 2 3 -i i -1 3
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» K tFeti tloze: Ortonormalni baze v L je tvofena nap¥. vektory

1 1 i i 2
i = T T 07 0 , U= T T =y T a9 0 )
' (ﬁﬁ > i <\@\£ 3 )

11 i iv3
us = - ) 9 sy T T A .
’ 2v3 2y3 23 2

Matice C je typu 3/4 a je tvoFena jejich slozkami po ¥adcich.
Vypottéte P, = CT*C a dostanete matici Pr,1 z druhé dlohy. A
taky na to mizeme jit ,trikem". Ortogondlni dopln&k
L, =1|(1, =1, —i, —i)|] (ové&fili jste ortogonalitu?) je pouze
jednorozmérny, sta&i generujici vektor normovat. Dostaneme matici
Cy typu 1/4, vypotteme matici P;, = CI* C, a odetteme ji od
jednotkové matice, nebot P, + P, = E.
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OTAZKA: Jests néco k premysleni na zavér

> V druhé tloze $lo o projekci na podprostor L p¥i konkrétné& zvoleném
dopliiku L’. V prostoru nebyl zadan skaldrni sou&in, viechny pouZité
bdze tedy byly obecné. Matice projekce P i/ vy3la
samoadjungovana.

> Ze vy¥la matice P, samoadjungovana ve druhé tloze, prekvapujici
neni. Nemé&lo by to tedy byt p¥ekvapujici ani v druhé tloze, nebot
vime, Ze matice Py ;- v prvni a matice P; v druhé tloze musely vyjit
stejné.

> PF¥itom je jasné, Ze matice projekce na podprostor L p¥i doplitku L’
obecn& samoadjungovana nebude — o tom se presvédiite, kdyZ se
vratite k nékterym d¥ivéj$im p¥ikladim.

> Je tedy to, Ze v druhé tloze vySla matice P, ;» samoadjungovang,

n&jaka zcela zvladstni ndhoda? Nebo pfi tom, jak jsme prostory L a
L’ zadali, to tak dopadnout muselo? Troufnete si na to pfijit?
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