Linearni a multilinearni algebra

Téma 7: Vsechno mozné o projekcich obecné

Motto: Opakovana projekce je zase jen projekce.
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/Zase néco na uvod

Zatim jsme (v tématu 6) hovofili o ,projekci na podprostor p¥i daném
dopliiku®, kdy se pFisludny operdtor projekce vztahoval ke konkrétnimu
podprostoru L C V,, a jeho pfedem libovolnég, ale pevné zvolenému
doplitku L’. V odstavci o ortogondini projekci na podprostor jsme se zase
opirali o skaldrni sou¢in a vedle zaddni podprostoru L jsme byli vazani
»povinnou volbou" dopliiku, jimZ byl ortogonalni dopln&k L, . Operator
projekce v3ak lze definovat jen pomoci jeho jediné zdsadni vlastnosti,
nezdvisle na daldich moZnych strukturach ve vektorovém prostoru, kde
tento operdtor pisobi.

Tou zdsadni vlastnosti je ta, kterou mély operdtory 7 ;/: opakovand
aplikace operatoru projekce nepfinese nic nového oproti té prvni.
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Zatneme, jak to ob&as délavame, rovnou definici. PYemyslejte, jak byste
matematicky zapsali vlastnost ,,opakovand aplikace operdtoru projekce
nepfinese nic nového oproti té prvni*. Z definice to bude zfejmé.

DEFINICE: Projekce
Linedrni operdtor ¢ : V,; 2 a — p(a) € V, s vlastnosti ¢ o ¢ = ¢ se
nazyva projekce. Operator projekce je takzvané idempotentni.
OTAZKY: Jaké dal¥ vlastnosti m4 obecn3 projekce spole¢né s 7y ;7
» Co tfeba problém vlastnich vektorii a vlastnich hodnot?
» Miize byt operator projekce regularni?

> Lze obecnou projekci interpretovat jako projekci na podprostor
(jaky?) s danym dopliikem (jakym?)
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ODPOVEDI: V&e odvodime z vlastnosti o ¢ = .

> Ptedpoklddejme, Ze b € V,, je vlastni vektor projekce, tj. ¢(b) = Ab.
Aplikujeme na tuto rovnici operator ¢ a dostaneme

o(p(b)) = ¢(b) = Ab,

a soucasné
p(p(b)) = p(Ab) = Ap(b) = A%b.

Odtud (A2 — A\)b = 0y,,. Vlastni vektor z definice nesmi byt nulovy,
proto A2 — \ = 0.

Jedinymi vlastnimi hodnotami operatoru projekce jsou A =1 a
N =0, stejn& jako u operdtoru 7, 1/. K vlastnim vektorim se
dostaneme za chvili.

> Zvolme libovolng vektor a € V. Plati ¢(¢(a)) = ¢(a), tj.
o(p(a) — a) = 0y, proto ¢(a) — a € Ker . Jadro regularniho
operatoru v3ak obsahuje jedin& nulovy vektor, takZe p(a) = a.
Projekce je tedy reguldrni pravé tehdy, je-li to identita.
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> Rovnost ¢(b) = 0y, definuje jadro operatoru (kazdého). Znamend
to, Ze vlastnimi vektory operdtoru projekce ¢ pFislusnymi hodnot&
A = 0 jsou pravé& viechny prvky jadra Ker . Jakd je role obrazu
Im ¢? Prov&me priinik Ker ¢ N Im . Necht ¢ € Ker ¢ N Im .
Protoze ¢ € Ker ¢, je ¢(c) = 0y,. ProtoZe je ¢ € Im ¢, existuje
ae V,tak, ze c = p(a) = ¢(c) = p(p(a)) = ¢(a) = c. Odtud
¢ = Oy,. Vekorové podprostory Ker ¢ a Im ¢ maji spole¢ny jen
nulovy vektor, z v&ty o dimenzi pak plyne Ker¢ + Imp = n. Jadro
a obraz projekce ¢ jsou navzajem doplitkové podprostory.

Zvolme ted libovolny vektor b € Im . Pak existuje vektor a € V,
takovy, Ze ¢(a) = b. (Dokonce takovych vzorii existuje nekone¢ng
mnoho. Maji tvar a = b+ ¢, kde ¢ € Ker je libovolny vektor z
jadra.) Zobrazme rovnost ¢(a) = b operdtorem . Dostaneme
¢(ip(a)) = ¢(b), ti. (a) = ¢(b) (nebot p o ¢ = p). Zarovei je
©(a) = b, takZe nakonec p(b) = b. Kazdy vektor b € Tm ¢ je
vlastnim vektorem operdtoru ¢ pfislusnym vlastni hodnoté \ = 1.
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VETA: Viechno o projekcich v souhrnu
Vlastnosti linedrniho operétoru projekce ve V, (p : V, = V,, pop = p):

> Vektorové podprostory L =Im ¢ a L' = Ker ¢ jsou navzajem
doplitky ve V), (Im ¢ je doplitkem Ker ¢ a naopak.)

>  je operdtorem promitani na vektorovy podprostor Im ¢ C V,, p¥i
dopliiku Ker ¢ C V;, tj. ¢ = Tmg, Kere-

» Jeho vlastni hodnoty jsou pravé &isla A =1 a X =0, jejich
ndsobnosti jsou k = dimImy a n — k = dim Ker .

» Vlastni hodnot& A = 1 odpovida podprostor vlastnich vektorii
L = TIm ¢, vlastni hodnot& \' = 0 podprostor L' = Ker .

> V libovolné bazi (u1, ..., Uk, Uki1, - .-, Uy), kde
[lug, .o, ue]] =Imep a [|uks1, - ., uy|]] = Ker ¢ ma diagonalni
tvar, diagonala obsahuje k hodnot 1 a (n — k) hodnot 0.

> Je reguldrni pravé kdyz je identitou, tj. Imp = V,, (Ker¢ = {0y, }),
je nulovy pravé kdyz Im ¢ = {0y, } (Kerp = V,,).
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Rozklady do podprostort

Jakymsi ,,zlatym h¥ebem” tohoto tématu bude zobecnéni spektralni
reprezentace, kterou jsme se zatim zabyvali v tématu 4 jen pro specidlni
p¥ipad — samoadjungované, resp. symetrické operatory v prostorech se
skalarnim sou&inem, v unitarnim U, nad C, resp. v euklidovském E, nad
R. Slo tam o (ortogonlni) rozklad obecného vektoru a € U,, resp.

a € E, a jeho obrazu ¢(a) do (navzdjem ortogonalnich) vektorovych
podprostorti Ly, ..., L, generovanych vlastnimi vektory operatoru
pFislusnymi navzajem rtiznym vlastnim hodnotam Ay, ..., A\,. Ve
vysledku pak o rozklad operdtoru ¢ do tvaru linedrni kombinace
operator(i ortogonalnich projekci na tyto podprostory,

80:)\17TL1+"'+)\r7rL,~

Navic jsme pocitali vyhradn& v ortonormalnich bazich. Je to &asto
vyhodné zejména s ohledem na prakti¢nost a potfebné aplikace v
geometrii a fyzice (vice jich pozndte ve fyzikdlnich pfedmétech).
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Rozklad operatoru do podprostorti generovanych jeho vlastnimi vektory,
tak jak jsme jej zapsali na pfedchozim snimku, existuje v daleko
obecnéjSim pojeti, a to pro kazdy linedrni operdtor ¢ : V,, — V,,, ktery
.lze diagonalizovat”, tj. pro ktery existuje ve V), baze tvofend jeho
vlastnimi vektory. Jinou specifickou vlastnost operator mit nemusi.
Poznamenejme pFitom, Ze diagonalizovatelnych operatori je , vétSina“ —
Fekneme-li to dost nematematicky.

UvaZujme obecng, v prostoru V,, nad C, tj. i bez skaldrniho sou&inu, a
tedy i bez ortonormalnich bazi. Budeme-li pot¥ebovat bazi, bude vychozi
baze (ey, ..., e,) libovolnd. A zase zkusme dospét k zav&rim pomoci
otazek a odpovédi.
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OTAZKY: Rozklady do podprostorti

» PYedpokladejme, nejprve bez vztahu k néjakému operatoru, Ze pro
vektorové podprostory Ly, ..., L, ve V, plati Li4Lo+--- 4L, = V,,
tj. podprostrory generuji cely prostor a plati Lj N L; = {0y, } pro
i # j. Lze kaZdy vektor a € V), rozloZit na soutet a =a;, +---+ a1
kde a;;, € L;? Pokud ano, jak to udélat prakticky?

r

> A je takovy rozklad jednoznainy?

> Lze (v p¥ipad& p¥edchozich kladnych odpovédi) povaZovat zobrazeni
7, Vpda — m,(a) =ay, € Li CV, za projekci v obecném
smyslu, resp. ve smyslu projekce na podprostor p¥i n&jakém
(jakém?) dopliiku?

> Je-li odpovéd na predchozi otdzku kladnd, jak bude vypadat matice
takové projekce ve vychozi bazi (e, ..., e,)?

Vsechno mozné
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ODPOVEDI: Postupujeme po jednotlivych otazkach

> Ano, lze. Za&neme rovnou prakticky: Je-li dim L; = k;, je
ki + -+ k, = n. Zvolme v jednotlivych podprostorech libovolné
baze takto: Ly ... (u1, -+ Uk )y Lo oo (Ukgt1y -« Ukgtky)y < - o0
L, ... (Uky4.. +k_qs - -, Un). Libovolny vektor a € V,, Ize
samozfejmé rozloZit do této baze,

a=aluy 4+ +au, =

1 k ki+1 k1+k:
= (@tur+ o) F (@ g+ T )

P
o (@R e A uy)

Vypada to nesympaticky, ale jednd se jen o rozepsani stru¢ného
zapisu a = aluy + - -- 4+ au, podrobnd&ji a uzavorkovani jeho Easti
tak, Ze je vidét rozklad a =a;, +a;, +---+ a;,, kde

(@ug+ -+ ahuy)=a, €Ly

ki+-+k,— —
(a/2 Yootk oo+ u,) =ap, € L.
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» Rozklad a = a;, + a;, +--- + a1, je jednoznakny, protoZe slozky
vektoru v dané bazi jsou uréeny jednoznaZn& (to jsme si dokazovali
nékde na zatatku vykladu). Vyjad¥eni vektoru jako linedrni
kombinace vektor(i baze je rozkladem do jednorozmérnych
podprostorii prostoru V|, generovanych jednotlivymi vektory baze.

» Zvolme napfiklad L = Ly, dim L; = k;. Podprostor
Ly = Ly+---+L,, dim L’ = n — k; je jeho doplitkem ve V,,.
Zobrazeni

T, - V,2a — 71'[_1(3):3[_1 el CV,

je operdtorem projekce na podprostor Ly pfi doplitku L. Obecné& je
kaZdé zobrazeni

T V,2a — m,.(a) =a € L C V,,

(pro 1 < i < r) operatorem projekce na podprostor L; p¥i dopliiku
L!, kterym je p¥imy soulet ostatnich podprostord.
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> Pro vétsi jednoduchost zdpisu si v§imnéme matice operatoru
projekce na podprostor Ly p¥i doplitku L} = Ly+---+L,. Matici
p¥echodu od béaze (ey, ..., e,) k bazi uy, ..., u, oznatme jako vzdy
T, matici inverzni S. Pro matici P, operdtoru m;, plati P, =11,
kde matice 'y je typu n/k; a je tvofena prvnimi k; sloupci matice
S, matice C je typu ki/n a je tvofena prvnimi k; ¥adky matice T,

1 2 k1
o; o7 ... G'i . ,
1 2 n
oy 05 ... Oy Tll 7'12 R it
n
T- T T
P, = 2 T 2
1

1 2 n
Tkl Tkl Tkl

1 2 k-

U" O-I'I O-I'Il

Nakonec zndzornime matice takto definovanych projekci graficky —
schematickym obrazkem.
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N&sobi se matice stejné barvy. Poet sloupcti matice I'; a pocet ¥adki
matice C; je roven dimenzi podprostoru L;.

s=T11 T

K rozkladu na podprostory sta&i tedy jedind v&c — vypolet inverzni matice
k matici p¥echodu od baze (ey, ..., e,) k bazi (uy, ..., u,) tvorené
bdzemi v podprostorech. A pak uz jen nasobit matice: P, = I;C;.

Linedrni a multilinearni algebra Téma 7: echno mozné



PRIKLAD: Rozklad na podprostory prakticky

Ve V, jsou dany vektorové podprostory

Ly = [Jur, w|] =|(1, 1,0, 0), (0, 1, i, 0)[], L2 = [us]] = [|(0, O, 1, §)]],
L3 = [lug|]] = [|(—1, 0, 0, 1)]]. (Slozky jsou zadany v bazi (e, e, €3, €4).)
Najdeme ptedpis, jak rozloZit obecny vektor a € V,, do podprostorti

Ly, Ly, L3, tj. a= a1, + a1, + ar,.

Matici pfechodu od vychozi baze (e;, e, €3, e1) k bazi (u1, up, us, us),
vytvoFenou z vektorii generujicich podprostory Ly, Ly a L3 sestavime tak,
Ze slozky vektorli uy, uy, us, us zadané v bazi (e, e, €3, e4)
nnaskladdme" do ¥adkid. A pak musite bohuZel vypocitat inversni matici.

1 100 1 —i -1 i

B 01 10 [ N R T R |
r= 0 0 1 i , S=T ) 1 —-i 1 -
—i 0 0 1 i 1 - 1
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Inversni matici mame, takze uz stadi jen postupovat podle schematického
barevného obréazku:

A | CREE.
i1 i _1
SER Bl EEEE
I |
2 "2 2z —2| 0011
i1 i 1|
2 2 "2 2)\7 001
- Lo 3o
-5 (1 i 00y |-+ 110
S S
L 1010 1 9@
A 2 020

Matice projekce Py, na podprostor L; reprezentuje operdtor 7, ve
vychozi bazi (e1, e, €3, e1).

Vsechno mozné
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Matice operator( projekci na podprostory L, a L3 jsou

. 0 0 -4 -4
PL2=_§(001i)=gg_E %
z 2 00 3
P, = j (500 1)= _Li g g j

Sami uZ pro kontrolu ovéfte vlastnosti t&chto matic, konkrétn&
PL1 + PL2 + PL3 =E, PL1 PLz = OM(4’4), atd. Mné& to vy§|o.

Vsechno mozné
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Nakonec jesté rozloil'me obecny vektor a € V, o slozkach
(a) = (at, a?, a3, a*) do podprostorli Ly, Ly a L.

1 01 0
1 —-i 2 10
_ (12 3 4y 1 _
(ah)_(a)Ph_(a o« a) 2 1 01 0
i 0 i 0
L1 . 3, 4 2 1, :.2 3, 4
:E(a —ia® 4+ o’ +ia" , 2a° , o +ia"+ o’ +ia" , 0)=
L1 .o 3, 4 .
:§(oz —ie®+a’+ia")(1 i 0 0)—
—%(al—l—ia2+a3+ia4)(0 1 i 0)=~ ++°w,
1 .
7 =35(a! —ia? +a® +ia?), 7P = —5(a' +ia® +a +ia®).

Ostatni priiméty uz vypoct&te analogicky sami.
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Spektralni reprezentace podruhé

S pojmem spektralni reprezentace jsme se setkali u samoadjungovanych
operatorti v U, resp. symetrickych operdtori v E,, Jsou to operatory v
prostorech se skaldrnim sou¢inem definované vlastnosti

(¢(a), b) = (a, ¢(b)). P¥ipomeiite si, o co tam jde (piste odpovédi na
papir):

OTAZKY: Vlastnosti samoadjungovanych, resp. symetrickych operator(i

» Jakou matici je samoadjungovany (symetricky) operator ¢
reprezentovdn v ONB?

» Jakou specifickou vlastnost maji vlastni hodnoty operatoru?

> Jakou algebraickou strukturu tvofi v U, (E,) vlastni vektory
operatoru p¥islusné téze vlastni hodnot& (po pfidani nulového
vektoru)?

» Cemu je roven skalarni souéin livobolnych dvou vektor(
pt¥islusejicich riiznym vlastnim hodnotam?

> Existuje v U, (E,) béze z vlastnich vektorii operatoru?
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ODPOVEDI: Mate napsano? Tak kontrolujme:

>

>

Samoadjungovanou A = AT* (symetrickou A = AT).
Jsou redlné (i v p¥ipadg, Ze jde o U, tj. vektorovy prostor nad C).

Vektorovy podprostor, jehoZ dimenze je rovna nasobnosti p¥isluiné
vlastni hodnoty jakoZto charakteristického kofene operdtoru.

Nule (p¥islusi-li vlastni vektor by, resp. by vlastni hodnot& A;, resp.
A2, kde A1 # Ay, jsou vektory by a b, ortogonalni).

Ano. A v této bazi ma matice operdtoru diagonalni tvar. V
diagonale je kaZda vlastni hodnota tolikrat, kolik je jeji ndsobnost.

Spektralni reprezentaci operatoru ¢ je rozklad (existenci jsme dokazovali)

@:A1WL1+..-+/\,7TLr, A:AlPLl‘i‘"'—‘r)\rP/_,

kde A1, ..., A, jsou navzdjem rdzné vlastni hodnoty operdtoru a

TLyy -

., w1, operatory ortogondlnich projekci na odpovidajici podprostory

vlastnich vektordi, Py, ..., Py, matice t&chto projekci ve vychozi ONB.
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Ted se pustme do obecnych tvah. Na vektorovy prostor V,, (obecn& nad
C) neklademe z4ddné pozadavky. Pokud jde o obecnost dvah, nebudou se
tykat v8ech linedrnich operatord, ale jen té&ch, které maji diagonalni
reprezentaci, tj. kdy existuje takova baze, v niZ je operator reprezentovan
diagondlni matici. Vime, Ze takovymi bazemi jsou pravé ty, jeZ jsou
tvofeny vlastnimi vektory operatoru.

Necht tedy ¢ : V,, — V, je diagonalizovatelny operator, A1, ..., A, jeho
navzajem rtizné vlastni hodnoty s ndsobnostmi ky, ..., k,,

ki+---+k =n,aly, ..., L, vektorové podprostory prostoru V,
generované vlastnimi vektory operdtoru ¢ pfislusnymi viastnim hodnotdm
A1, « .-y Ar. Jejich dimenze jsou ki, ..., k. a jejich pfimym souétem je
cely prostor V.

PRIPOMENUTI: HovoFime-li o p¥fimém souttu (n&kolika) podprostoril,
automaticky plati, Ze prinikem kazdych dvou z nich je pouze trividlni
podprostor {0y, }.
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V3e je pfipraveno. Umime kaZdy vektor a € V), rozloZit do podprostori a
diikladn& jsme to procvitili. Ted ukdZeme, %e budeme umét
diagonalizovatelny operdtor rozloZit na operatory projekci do podprostort
generovanych jeho vlastnimi vektory. Zvolme libovolny vektor a € V,, a
rozloZzme jej do podprostord Ly, ..., L,, a totéZ pak udélejme s jeho
obrazem:

a=ay,+--+a,, a,€ly,...,a, €l

p(a) =(ar, +--+a) =w(an) + - +e(a,) = May, +--- + Aray,.
Prot to tak je? PYece proto, Ze kazdy (nenulovy) vektor leZici tfeba v

podprostoru Ly je vlastnim vektorem operatoru ¢ p¥islusnym vlastni
hodnot& A1, tj. ¢(ar,) = A1ar,. A podobn& pro dal3i vektory ay,, ..., ap

Vime ov8em, Ze kazdy vektor aj; je obrazem vzoru a € V), operdtorem
Ly tj. ap, = 7TL,-(3)-
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Rozklad obrazu ¢(a) proto miizeme zapsat také takto:
p(a) = Mm(a) + -+ + A, (a).
ProtoZe tento vztah plati pro kazdy vektor a € V,, plati pro operatory
p=MTL AT,

Dostali jsme rozklad operatoru ¢ ve tvaru linedrni kombinace operator(i
projekci na podprostory generované vlastnimi vektory operdtoru ¢ s
koeficienty rovnymi odpovidajicim vlastnim hodnotdm.

DEFINICE: Spektralni reprezentace

Vyse uvedeny rozklad linedrniho operdtoru ¢ : V,, — V, se nazyvd
spektralni reprezentace tohoto operatoru.

VETA: Spektrélni reprezentace diagonalizovatelného operatoru

Kazdy diagonalizovatelny linedrni operdtor ¢ : V, 2 a — ¢(a) € V,, ma
spektralni reprezentaci.
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PRIKLAD: Schvélng jednoduchy, aby vynikl postup

Linedrni operdtor o : V33 a — p(a) € Va je v bazi (e, e, €3)
reprezentovan matici

i i 0
A= i i 0
0 0 2

Mdme zjistit, zda je diagonalizovatelny a v kladném p¥ipadé& najit jeho
spektralni reprezentaci.

Nejprve najdeme vlastni hodnoty a vektory operatoru:

i—\ i 0
det (A — \E) = det i 0 | = —-A(\—2i)2
0 0 2i—2\

M=2, k=2, M\=0, k=1.

Pro jednotlivé vlastni hodnoty ted vyFre§ime soustavu rovnic pro vlastni

vektory (8, 32, %) = (8), ti. soustavu (8)(A — AE) = (0).

Vsechno mozné
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P¥i vypottu sloZek vlastnich vektorl upravujeme matici (A — AE)7.
(POZOR! P¥i nadi konvenci — zépis slozek vektord do ¥adkové matice —
nezapoméiite na transpozici. Zde je sice matice ndhodou symetricka, ale
obecn& ne.) Pro A; = 2i a A\ = 0 dostaneme postupn&

-i i 0 1 -1 0
(A—ME)T = i -i 0]~|l0 00,
0 0 —i 0 00
i 10 110
A-XME)'=| i i 0]~ 001
0 0 2 000

Regenim t&chto dvou soustav jsou vektorové podprostory
Ly =[lur, w]] =[I(1, 1, 0), (0,0, 1)[], Lz = [Jus]] =[I(1, =1, O)[].

Operiétor je diagonalizovatelny, baze z vlastnich vektoril je (u1, uo, u3) a
pro matici D, kterd v ni operator reprezentuje, je diag D = {2i, 2i, 0}.

Vsechno mozné
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Ted najdeme matice operatorii projekci na podprostory L a L. Matice
prechodu T od bdze (e;, e, e3) k bazi (u1, up, us) a inversni matice S
jsou (inversni matici sami pro kontrolu vypotitejte)

1 1 0 1 1 0
T=10 01 ,5:5 1 0
1 -1 0 0 2
1 1 0 110 1 1 10
0 2 0 0 2
1 1 -1 0
PL, -1 0)=2( -1 10
0 0 0

Sami op&t ovéfte, zda plati Py, + P, = E a P, P, = PP, = Oz 3)-
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Dostavame se k zapisu spektralni reprezentace operatoru ¢ v bazi
(€1, &2, e3):

1 1 1 0 1 1 -1
A:)\1PL1+>\2PL2:21~§ 1 1 0 +0§ -1 1
0 0 2 0 0

o O o

Pro kontrolu vypo&téte pravou stranu do konce a dostanete matici A.

N3asledujici dkol vam ukaZe, zda jste nejen dob¥e zvladli vypoletni rutinu,
ale také pochopili podstatu véci. V takovém p¥ipad€& totiz nemusite vibec
nic poditat, napisete rovnou vysledek. Zkuste nad tkolem nejprve
premyslet a teprve pak se podivejte na dalsi stranku.

UKOL: Zapiste spektralni reprezentaci operatoru v bazi (u1, w2, u3).
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VYSLEDEK UKOLU: Jednoducha myzlenka — trochu ji rozebereme

Z3kladem spektralni reprezentace je rozklad vektordl do podprostort (Ze
jsou to podprostory generované vlastnimi vektory n&jakého operdtoru,
neni pro pochopeni myslenky tkolu podstatné). Pro vyjdd¥eni matic

operdtor( projekci na podprostory ve vychozi bazi (ey, ..., e,) je tfeba
provést prechod k bazi (uq, ..., u,) z vektord generujicich tyto
podprostory, tj. zapis matice T a vypolet matice S = T 1. Matice
operdtorl projekci pak dostaneme ve vychozi bidzi (eq, ..., e,).
PoZadavek vyjad¥eni projekci v bazi (uy, ..., u,) oviem znamend, Ze
povazujeme bazi (uy, ..., up) za vychozi a zarovefi je taky bazi

vyslednou. Matice pfechodu T,5 mezi takto stanovenou vychozi a
vyslednou bazi jsou tedy jednotkové. V nasem pFikladu dostaneme v bazi

(U1> u, U3)
2i 0' 0 . 10 10 0 0
0 21 0 =2i 0 1 +0 0 ( 0 0 1 )
01 0
0 0 O 0 O 1

4

Nasobeni matic dokonZete. Ze jsou matice projekci €4stmi jednotkové
matice, jist& neprekvapi.
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Ulohy k procviceni

> Ve vektorovém prostoru V,, je dan operdtor projekce . Oznatme
1 = idy, — ¢. Urlete jddro a obraz operdtoru 1. Je operdtor ¢
rovn&Z projekce? Urlete jeho vlastni hodnoty a vlastni vektory.

» Operator ¢ je projekce ve V. DokaZte, Ze pro jeho matici A v
libovolné bazi (ey, ..., e,) plati A2 = A.
(Ndvod: Co plati pro matice A, B kompozice operatorii ¢ o x?)

» Ve V, jsou dany vektorové podprostory
L= [|u1v u2|] = [|(17 1,0, 0)5 (07 1,1, O)Hv
L = [Jusf] = [1(0, 0, 1, (], Ls = [Juall = [[(~1, 0, 0, 1)[]. (Slozky
jsou zadany v bazi (e1, e, e3, e4).) RozloZte vektory této baze do
podprostordl Ly, Ly, L3, tj. nap¥. e; = ey, + €11, + €1,1,. (Slozky
pramétl vyjddiete v bazi (e, e, €3, €1).)
(Postup: Provétte, ze Viy = [Ju1, w2, us, us]] @ 2e LiNL; = {0y, } pro
i # j. Sestavte ze slozek vektoridl vy, up, us, ug matici T a vypottéte
S = T~1. Vypottéte matice Py, P.,, P., podle schematu na
barevném obrazku. Promitnéte vektory e;, e, €3, e do Ly, Ly, L3.)
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Vysledky

» Operdtor 1 je rovn&? projekce. Proved'te kompozici
(¥ o) = (idv,—¢) © (idy, — ) a uvidite. Plati Ker ¢ = Im ¢,
Im ¢ = Ker ¢. Vlastni hodnoty operatoru i jsou A\; = 1, podprostor
generovany odpovidajicimi vlastnimi vektory je Im, A =0
podprostor generovany odpovidajicimi vliastnimi vektory je Ker ).

> Jsou-li ¢ a x linedrni operatory ve V,, je jejich kompozice ¢ o x
rovnéz linedrni operator ve V,. Oznacime-li A, resp. B matici
reprezentujici operator ¢, resp. 1 v dané bazi, pak operator ¢ o x
reprezentuje matice BA (ano, poradi je takové). Je-li ¢ projekce, tj.
pop =, pak A2 = A.

v -

» Po fadé jsou uvedeny matice Py, P, a Py,:

1 0 -1 0 00 1 1 10 0 -1
1 12 10 1100 -1 -1 1] -1 0 0 1
21 -1 0 10’200 1 1|2 10 0 -1

1 0 -1 0 00 1 1 -1 0 0 1
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