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Literatura: Matematika pro porozuměńı i praxi III/3, VUTIUM, Brno
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Úvod – když operátor nemá diagonálńı reprezentaci

Z p̌redchoźıch prezentaćı v́ıme, že lineárńı operátor ϕ : Vn → Vn, z
jehož vlastńıch vektor̊u lze sestavit ve Vn bázi, má v takové bázi (a ve
všech báźıch tvǒrených jeho vlastńımi vektory) diagonálńı tvar. V
diagonále pak stoj́ı vlastńı hodnoty, každá tolikrát, kolik je jej́ı násobnost
jako charakteristického kǒrene operátoru. V́ıme také toto:

I Je-li Vn nad C, jsou vlastńımi hodnotami právě charakteristické
kǒreny operátoru.

I Je-li Vn nad R, jsou vlastńımi hodnotami právě reálné
charakteristické kǒreny operátoru.

I Vlastńı vektory p̌ŕıslušné dané vlastńı hodnotě generuj́ı ve Vn

vektorový podprostor. Je-li operátor diagonalizovatelný, je dimenze
tohoto podprostoru rovna násobnosti p̌ŕıslušné vlastńı hodnoty.

I Pr̊unikem vektorových podprostor̊u L1, L2 p̌ŕıslušných vlastńım
hodnotám λ1 6= λ2 je pouze triviálńı podprostor {0Vn}.
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Na p̌ŕıkladech jsme zjistili, že existuj́ı situace, kdy operátor
”
nemá dost

vlastńıch vektor̊u“ na to, aby vytvǒrily ve Vn bázi. To může nastat i v
p̌ŕıpadě, že Vn je nad C a všechny charakteristické kǒreny operátoru jsou
proto vlastńımi hodnotami. A co teprve, když je prostor nad R a
komplexńı charakteristické kǒreny nemohou být vlastńımi hodnotami.
Anebo ťreba jsou všechny charakteristické kǒreny reálné a p̌resto vlastńı
vektory nevygeneruj́ı celý prostor. Obecně je dimenze vektorového
podprostoru generovaného vlastńımi vektory p̌ŕıslušnými dané vlastńı
hodnotě nanejvýš rovna jej́ı násobnosti.

PŘ́IKLAD: Jen narychlo – operátor, který nemá diagonálńı reprezentaci

Operátor ϕ ve V2 je v bázi (e1, e2) reprezentován matićı

A =

(
−1 + i 1
−1 1 + i

)
.

Má dvojnásobný charakteristický kǒren λ = i, který je zároveň jeho
vlastńı hodnotou. Odpov́ıdaj́ıćı vektorový podprostor generovaný
vlastńımi vektory p̌ŕıslušnými této hodnotě je jen jednorozměrný,
L = [|(1, −1)|]. Jistě to sami snadno ově̌ŕıte.
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Jordanova matice

I když operátor nemá diagonálńı reprezentaci, p̌rece jen může existovat
jiná jednoduchá reprezentace, která je diagonálńı

”
skoro“. Je to Jordanův

normálńı tvar operátoru. V prostorech nad C existuje vždy, v prostorech
nad R právě tehdy, jsou-li všechny charakteristické kǒreny reálné. Tuto
jednoduchou rerezentaci p̌redstavuje bloková matice, zvaná Jordanova.

DEFINICE: Jordanova submatice

Jordanovou submatićı řádu s p̌ŕıslušnou hodnotě λ0 ∈ C, resp. R
rozuḿıme matici typu s/s

J(s)(λ0) =


λ0 1 0 0 . . . 0
0 λ0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 λ0 1 0
0 0 0 0 λ0 1
0 0 0 0 0 λ0

 .
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DEFINICE: Jordanova matice

Jordanova matice je bloková matice, v jej́ıž diagonále jsou bloky tvǒrené
Jordanovými submaticemi.

PŘ́IKLAD: Jordanova matice

Následuj́ıćı matice je tvǒrena Jordanovými submaticemi r̊uzných řádů
p̌ŕıslušnými r̊uzným hodnotám v diagonále.

 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

3

3

3

5

5

5

1

5

1

3

1

1

J

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

hodnota počet řády 

1 3   1 2q   
11

12

3

1

k

k




 

2 5   2 2q   
21

22

2

2

k

k




 

 

Tabulka uvád́ı hodnoty λ, počet jim p̌ŕıslušných submatic a jejich řády.
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Taková tabulka jako v p̌redchoźım p̌ŕıkladu se bude později hodit.
Protože, jak se ukáže, na uspǒrádáńı blok̊u podél diagonály Jordanovy
matice nezálež́ı (bude to znamenat jen jiné pǒrad́ı vektor̊u báze),
navrhneme systematické uspǒrádáńı takto:

hodnota λ počet submatic řády submatic
sestupně sestupně

λ1 q1 k11 ≥ k12 ≥ · · · ≥ k1q1
λ2 q2 k21 ≥ k22 ≥ · · · ≥ k2q2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λr qr kr1 ≥ kr2 ≥ · · · ≥ krqr

Navzájem r̊uzné hodnoty λ1, . . . , λr p̌ritom také č́ıslujeme tak, aby počty
odpov́ıdaj́ıćıch submatic byly řazeny sestupně, tj. q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qr .
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Hledáńı Jordanovy reprezentace – řet́ızky z rovnic

To, že pro každý operátor ve vektorovém prostoru nad C lze naj́ıt bázi, v
ńıž bude reprezentován Jordanovou matićı, jsme si řekli p̌redem bez
důkazu. Vezměme nyńı jako fakt, že tomu tak skutečně je, a položme si
otázku, jak takovou bázi naj́ıt. V bázi (e1, . . . , en) je lineárńı operátor
ϕ : Vn → Vn reprezentován matićı A. Hledáme bázi (f1, . . . , fn), v ńıž je
reprezentován matićı J (Jordanovou). Mezi maticemi A a J je tedy vztah

podobnosti matic, tj. J = TAT−1, kde T = (τ ji ), 1 ≤ i , j ≤ n, je matice

p̌rechodu od báze (e1, . . . , en) k bázi (f1, . . . , fn), tj. fi = τ ji ej pro
1 ≤ i ≤ n (Einsteinova symbolika, index j je sč́ıtaćı).

POZNÁMKA: Je diagonálńı matice také Jordanovou matićı? Jistě ano –
to v p̌ŕıpadě, že všechny jej́ı Jordanovy submatice jsou řádu jedna.

Ponechme pro tuto chv́ıli stranou jak poznáme, zda dvě zadané čtvercové
matice, řekněme A a B jsou podobné, tj. zda existuje regulárńı matice T
tak, že plat́ı B = TAT−1.
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Co to znamená, že operátor je v bázi (f1, . . . , fn) reprezentován
Jordanovou matićı? Právě to, že každý obraz ϕ(fi ) je lineárńı kombinaćı
vektor̊u báze (f1, . . . , f2), p̌ričemž koeficienty této lineárńı kombinace
jsou prvky i-tého řádku reprezentuj́ıćı Jordanovy matice. Vyjáďreńı
obraz̊u ϕ(f1), . . . , ϕ(fn) je tedy mimǒrádně jednoduché, protože řádky
Jordanovy matice obsahuj́ı

”
skoro samé nuly“. Zkusme to pro výše

uvedený p̌ŕıklad operátoru ve V8.
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Když z obrázku odstrańıme všechny zbytečné nuly, bude vypadat takto:
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Všimli jste si? Označme ťreba Λ1 = [|f1, f2, f3|] a zvolme lib. a ∈ Λ1,
a = α1f1 + α2f2 + α3f3. Plat́ı ϕ(a) = α1ϕ(f1) + α1ϕ(f2) + α3ϕ(f3) ∈ Λ1.

Operátor
”
vrát́ı“ obraz každého vektoru z Λ1 zase do Λ1. A tak je to se

všemi bloky. Nav́ıc – posledńı vektor každého bloku je vlastńı.
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DEFINICE: Necht’ ϕ : Vn → Vn je lineárńı operátor. Vektorový
podprostor L, pro který plat́ı ϕ(a) ∈ L pro každý vektor a ∈ L, se nazývá
invariantńı podprostor operátoru ϕ.

Invariantńımi podprostory jsou nap̌ŕıklad vektorové podprostory
generované vlastńımi vektory operátoru p̌ŕıslušnými téže vlastńı hodnotě.
Invariantńı je také každý jednorozměrný vektorový podprostor generovaný
kterýmkoli vlastńım vektorem, nebot’ pro vlastńı vektor b ∈ Vn plat́ı
ϕ(b) = λb ∈ [|b|].

PŘ́IKLAD: Vrat’te se k barevné tabulce na p̌redchoźım sńımku. Uvid́ıte
tam hned několik invariantńıch podprostor̊u:

I p̌redevš́ım invariantńı podprostory generované vektory báze, které
p̌ŕısluš́ı jednotlivým blok̊um, Λ1 = [|f1, f2, f3|], Λ2 = [|f4, f5|],
λ3 = [|f6|], Λ4 = [|f7, f8|],

I invariantńı podprostory generované vlastńımi vektory p̌ŕıslušnými
navzájem r̊uzným vlastńım hodnotám, konkrétně λ1 = 3 . . .
L1 = [|f3, f6|], λ2 = 5 . . . L2 = [|f5, f8|].
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Uvažujme o dvou r̊uzných invariantńıch podprostorech Λp a Λq. Co je
jejich pr̊unikem? Vzhledem k tomu, že jsou generovány r̊uznými
skupinami vektor̊u báze – lépe řečeno nemaj́ı žádný generuj́ıćı vektor báze
společný, je jejich pr̊unikem nulový vektor. A to má daľśı důsledek:

PŘ́IKLAD: Znovu k barevné tabulce. Všimněme si:

I na konci každého bloku je vlastńı vektor,

I každý invariantńı podprostor náležej́ıćı určitému bloku obsahuje
právě jeden jednorozměrný podprostor generovaný vlastńım
vektorem, konkrétně [|f3|] ⊂ Λ1, [|f5|] ⊂ Λ2, [|f6|] ⊂ Λ3, [|f8|] ⊂ Λ4,

I vlastńı vektory zauj́ımaj́ıćı posledńı ḿısta v bloćıch jsou lineárně
nezávislé (i když ťreba paťŕı do podprostoru odpov́ıdaj́ıćıho stejné
vlastńı hodnotě) – je to žrejmé z toho, že pr̊unikem invariantńıch
podprostor̊u daných r̊uznými bloky je triviálńı podprostor {0Vn}.

Závěr: q1 = 2 . . . dva bloky s λ1 = 3, opov́ıdaj́ıćı invariantńı podprostory
Λ1 (dimΛ1 = 3), Λ2, (dim,Λ2 = 1), q2 = 2 . . . dva bloky s λ2 = 5, Λ3

(dim,Λ3 = 2), Λ4 (dim,Λ4 = 2).
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Jestliže jsme p̌ri řešeńı problému vlastńıch vektor̊u a hodnot nedokázali
obecně ř́ıci, jaké jsou dimenze podprostor̊u generovaných vlastńımi
vektory p̌ŕıslušnými téže vlastńı hodnotě, ted’ už to uḿıme – tedy za
p̌redpokladu, že vě̌ŕıme dosud nedokázanému tvrzeńı, že v p̌ŕıpadě Vn

nad C má každý lineárńı operátor Jordanovu reprezentaci:

VĚTA: Necht’ ϕ : Vn → Vn, pro Vn nad C je lineárńı operátor, λ jeho
vlastńı hodnota (násobnosti k), L podprostor generovaný vlastńımi
vektory p̌ŕıslušnými hodnotě λ a J jeho Jordanova matice. Pak
dim L = q ≤ k , kde q je počet Jordanových submatic v matici J
odpov́ıdaj́ıćıch hodnotě λ.

V p̌ŕıpadě prostoru nad R plat́ı věta rovněž, jsou-li všechny
charakteristické kǒreny operátoru reálné (pak také existuje Jordanova
reprezentace). Dále je žrejmé, že Jordanova matice je diagonálńı právě
tehdy, když všechny bloky jsou matice typu 1/1.
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Zbývá jen, abychom uměli bázi, v ńıž je operátor reprezentován
Jordanovou matićı, naj́ıt. Znamená to řešit soustavy rovnic vyplývaj́ıćı
opět z barevné tabulky. Uvažme v našem p̌ŕıkladu ťreba prvńı blok:
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Jako (ε11, . . . , ε
8
1), (ε12, . . . , ε

8
2), (ε13, . . . , ε

8
3), jsme označili hledané

složky vektor̊u f1, f2, f3 ve výchoźı bázi (e1, . . . , e8), v ńıž je operátor ϕ
reprezentován matićı A. Pro prvńı blok tak máme ťri soustavy rovnic po
osmi rovnićıch, každá pro osm neznámých. Posledńı soustava (ta dole) je
homogenńı a je soustavou pro složky vlastńıho vektoru, dvě soustavy nad
ńı jsou nehomogenńı. Nejprve tedy najdeme vlastńı vektory operátoru (to
uḿıme) a pak postupně dosazujeme do daľśıch soustav. Nejlepš́ı bude
ukázat to na praktickém p̌ŕıkladu.
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PŘ́IKLAD: Lineárńı operátor ve V4 je v bázi (e1, e2, e3, e4)
reprezentován matićı

A =


3 1/2 0 −1/2
0 7/2 1 1/2
0 −1/2 3 1/2
0 1/2 0 5/2

 =
1

2


6 1 0 −1
0 7 2 1
0 −1 6 1
0 1 0 5

 .

Úkolem je naj́ıt nějakou bázi (f1, f2, f3, f4) (nebo obecně všechny báze),
v ńıž je operátor reprezentován Jordanovou matićı a určit tuto matici.
Úlohu budeme řešit jako obvykle v postupných kroćıch.

I Vlastńı hodnoty:

det (A− λE ) = det


3− λ 1/2 0 −1/2

0 7/2− λ 1 1/2
0 −1/2 3− λ 1/2
0 1/2 0 5/2− λ

 =
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= (3− λ)det

 7/2− λ 1 1/2
−1/2 3− λ 1/2

1/2 0 5/2− λ

 =

(3−λ)

[(
7

2
− λ
)

(3− λ)

(
5

2
− λ
)

+
1

4
− 1

4
(3− λ) +

1

2

(
5

2
− λ
)]

=

(3− λ)2
[(

7

2
− λ
)(

5

2
− λ
)

+
1

4

]
= (3− λ)4.

Charakteristickým kǒrenem je λ = 3, jeho násobnost je k = 4.

I Jak může vypadat Jordanův normálńı tvar operátoru? Jen na
základě vlastńıch hodnot, pokud nejsou jednonásobné, to nemůžeme
rozhodnout. Možnosti: (1) jeden blok 4. řádu, (2) jeden blok ťret́ıho
řádu a jeden blok prvńıho řádu, (3) dva bloky druhého řádu, (4)
jeden blok druhého řádu a dva bloky prvńıho řádu, (5) čty̌ri bloky
prvńıho řádu.
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Možnosti JNT – která to bude?
3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

 ,


3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 0
0 0 0 3




3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3

 ,


3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

 ,


3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3


Abychom mohli rozhodnout, poťrebujeme naj́ıt podprostory
vlastńıch vektor̊u a invariantńı podprostory odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým
blok̊um, tj. řešit žretězené soustavy rovnic typu (i), (ii), (iii), ... jak
jsou znázorněny na posledńım obrázku, pro neznámé složky
(ε1i , ε

2
i , ε

3
i , ε

4
i ) vektor̊u báze (f1, f2, f3, f4). (Na rozd́ıl od obrázku je

nyńı n = 4.)
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I Nalezeńı vlastńıch vektor̊u: (α β γ δ)(A− 3E ) = (0 0 0 0) . . .
úprava matice (A− 3E )T na schodovitý tvar:

(A− 3E )T =
1

2


0 0 0 0
1 1 −1 1
0 2 0 0
−1 1 1 −1

 ∼


1 0 −1 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Obecné řešeńı odpov́ıdaj́ıćı soustavy rovnic: (α, 0, γ, −α + γ), kde
α a γ jsou volné neznámé.

I Čty̌rnásobné vlastńı hodnotě λ = 3 odpov́ıdá dvojrozměrný
vektorový podprostor, generovaný nap̌r. takto:
L = [|(1, 0, 0,−1), (0, 0, 1, 1)|]. Z toho, co jsme zjistili obecně,
vyplývá, že JNT obsahuje dva bloky. Zbývaj́ı tedy možnosti (2) a
(3). Která to bude?

I V prvńım kroku jsme řešili homogenńı soustavu rovnic typu (i) pro
vlastńı vektory. Obecné řešeńı (α, 0, γ, −α + γ) poslouž́ı jako
sloupec pravých stran v prvńı nehomogenńı soustavě rovnic typu (ii).
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(u v w t)(A− 3E ) = (α β γ δ), (A− 3E | B̄1)T=

1

2


0 0 0 0 2α
1 1 −1 1 0
0 2 0 0 2γ
−1 1 1 −1 −2α + 2γ

 ∼


1 0 −1 1 −γ
0 1 0 0 γ
0 0 0 0 α
0 0 0 0 0


Soustava má řešeńı jen pro α = 0. V takovém p̌ŕıpadě je jej́ı obecné
řešeńı tvaru (u, γ, w , −γ − u + w), kde u, w a γ jsou volné
neznámé.

I Už ted’ je vidět, vzhledem k tomu, že řešeńı obsahuje volné
neznámé, že báze (f1, f2, f3, f4) neńı určena jednoznačně.
(Jednoznačné jsou podprostory vlastńıch vektor̊u a invariantńı
podprostory odpov́ıdaj́ıćı blok̊um, které hledáme.) Až na uspǒrádáńı
blok̊u podél diagonály je jednoznačný také JNT.
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I Obecné řešeńı soustavy typu (ii) se nyńı stane sloupcem pravých
stran soustavy typu (iii)

(p q r s)(A− 3E ) = (u v w t), (A− 3E | B̄2)T =

=
1

2


0 0 0 0 2u
1 1 −1 1 2γ
0 2 0 0 2w
−1 1 1 −1 −2γ − 2u + 2w

 ∼

∼


1 0 −1 1 2γ − w
0 1 0 0 w
0 0 0 0 u
0 0 0 0 0


Soustava má řešeńı jen pro u = 0. V tom p̌ŕıpadě je jej́ı obecné
řešeńı

(p, q, r , s) = (p, w , r , 2γ − w − p + r),

kde p, w , r a γ jsou volné neznámé.
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Toto posledńı obecné řešeńı (obecné řešeńı soustavy typu (iii))
p̌redstavuje složky vektoru f1 v bázi (e1, e2, e3, e4). Předposledńı
řešeńı (obecné řešeńı soustavy typu (ii)) je vektor f2, vektorem f3 je
vlastńı vektor (0, 0, γ, γ). Vektory f1, f2, f3 generuj́ı trojrozměrný
invariantńı podprostor Λ1. Jemu p̌ŕıluš́ı v Jordanově matici blok
ťret́ıho řádu.

I Vlastńı vektor f4 = (α, 0, ϑ, −α + ϑ), kde α 6= 0 a ϑ jsou volné
neznámé, generuje invariantńı podprostor

”
zbývaj́ıćı“ dimenze 1,

Λ2 = [|f4|].

POZNÁMKA: Co by se stalo, kdybychom pokračovali v řešeńı
řet́ızku soustav rovnic daľśım krokem, s obecným řešeńım
(p, w , r , −2γ − w − p + r) jako sloupcem pravých stran?
Nepochybně by vznikl nějaký spor. Zkuste to. A proč jsme volnou
neznámou ϑ ve vyjáďreńı vektoru f4 neoznačili γ, jako na začátku,
když jsme vy̌rešili soustavu (i)?
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I Složky vektor̊u f1, f2, f3 a f4 uspǒrádané do řádk̊u tvǒŕı matici
p̌rechodu od báze (e1, e2, e3, e4) k bázi (f1, f2, f3, f4).
Nejednoznačnost báze (f1, f2, f3, f4), v ńıž je operátor reprezentován
Jordanovou matićı, je dána možnostmi volby volných neznámých.

T =


p w r 2γ − w − p + r
u γ w −γ − u + w
0 0 γ γ
α 0 ϑ −α + ϑ

 , α, γ 6= 0,

kde α, γ, ϑ, u, w , p, r jsou volné neznámé. (Uḿıte zdůvodnit
podḿınku α, γ 6= 0?)

Pro ilustraci a částečnou kontrolu zvolme volné neznámé co
nejjednoduš̌seji, protože poč́ıtáńı inversńı matice je pěkná otrava:

α = 1, γ = 1, ϑ = 0, u = w = 0, p = r = 0.
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Pro matici T a matici inversńı p̌ri této volbě dostaneme

T =


0 0 0 2
0 1 0 −1
0 0 1 1
1 0 0 −1

 , T−1 =


1/2 0 0 1
1/2 1 0 0

−1/2 0 1 0
1/2 0 0 0


A ted’ zkontrolujte, zda plat́ı TAT−1 = J, tj.

0 0 0 2
0 1 0 −1
0 0 1 1
1 0 0 −1




3 1/2 0 −1/2
0 7/2 1 1/2
0 −1/2 3 1/2
0 1/2 0 5/2




1/2 0 0 1
1/2 1 0 0

−1/2 0 1 0
1/2 0 0 0

 =

=


3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 0
0 0 0 3

 . Mně to po několika pokusech vyšlo.
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PŘ́IKLAD JEŠTĚ JINAK Rovnou konrétńı řešeńı

Př́ıklad jsme řešili tak, že jsme v každé fázi hledáńı podprostor̊u vlastńıch
vektor̊u a invariantńıch podprostor̊u pracovali s obecným řešeńım.
Početně podstatně jednoduš̌śı je, neklademe-li si za ćıl popsat všechny
báze, ve kterých má operátor JNT, ale stač́ı nám některá z nich a
pochopitelně samotný tvar JNT (ten je, jak v́ıme, až na uspǒrádáńı blok̊u
invariantńı).

Zjistili jsme, že vlastńı vektory operátoru generuj́ı ve V4 dvojrozměrný
podprostor vlastńıch vektor̊u, L = [|(α, 0, γ, −α + γ)|]. Pomoćı dvou
nezávislých verźı konkrétńı volby volných neznámých, nap̌r. α = 1, γ = 0,
resp. α = 0, γ = 1, dostaneme L = [|(1, 0, 0, −1), (0, 0, 1, 1)|]. Každý z
těchto dvou vlastńıch vektor̊u nálež́ı určitému bloku, tj. JNT obsahuje
dva bloky. (Už v této chv́ıli vid́ıme, že hledaná báze neńı určena
jednoznačně, záviśı na konkrétńı volbě volných neznámých.)
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Za sloupce pravých stran nehomogenńıch soustav v řet́ızku rovnic ted’

postupně dosad́ıme konkrétně vybrané vlastńı vektory, tj.
B̄1 . . . (0, 0, 1, 1) a B̄ ′1 . . . (1, 0, 0, −1).

(A− 3E | B̄1)T =

=
1

2


0 0 0 0 0
1 1 −1 1 0
0 2 0 0 2
−1 1 1 −1 2

 ∼


1 0 −1 1 −1
0 1 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Obecné řešeńı je (u, 1, w , −1− u + w) s volnými neznámými u a w .
Zvolme ťreba u = 0, w = 0, pak B̄2 = (0, 1, 0, −1) Toto řešeńı dosad́ıme
opět do soustavy rovnic (A− 3E | B̄2)T jako sloupec pravých stran:

(A− 3E | B̄2)T =

=
1

2


0 0 0 0 0
1 1 −1 1 2
0 2 0 0 0
−1 1 1 −1 −2

 ∼


1 0 −1 1 2
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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Obecné řešeńı této soustavy je

(p, q, r , s) = (p, 0, r , 2− p − r)

Nejjednoduš̌śı volba volných neznámých je p = r = 0. Řešeńım je pak
vektor (0, 0, 0, 2).

POZNÁMKA: Zvažte, k čemu by došlo, kdybychom za volné neznámé u
a w zvolili jiné hodnoty? Snadno uvid́ıte, že pro u 6= 0 by soustava
neměla řešeńı – je to vidět hned v prvńım řádku.

V tuto chv́ıli máme zcela konkrétńı vektory f1, f2, f3:

f3 = (0, 0, 1, 1), f2 = (0, 1, 0, −1), f1 = (0, 0, 0, 2).
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Nyńı dosad́ıme vlastńı vektor (1, 0, 0,−1):

(A− 3E | B̄ ′1)T =

=
1

2


0 0 0 0 1
1 1 −1 1 0
0 2 0 0 0
−1 1 1 −1 −1

 ∼


1 0 −1 1 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .

Aniž bychom museli cokoli poč́ıtat, vid́ıme, že tato soustava nemá řešeńı
(hodnosti matice soustavy a matice rozš́ıžené nejsou stejné).
Nedostaneme tedy již nic jiného, než vlastńı vektor (1, 0, 0 − 1). Tomu
odpov́ıdá blok prvńıho řádu a invariantńı podprostor
Λ2 = [|f4|] = [|1, 0, 0 − 1)|].

Jedna z možných báźı, v nichž je operátor reprezentován Jordanovou
matićı, je (f1, f2, f3, f4). JNT obsahuje dva bloky, oba p̌ŕıslušné hodnotě
λ = 3. Prvńı z nich je řádu 3, druhý řádu 1. Toto pǒrad́ı blok̊u odpov́ıdá
zvolenému pǒrad́ı č́ıslováńı vektor̊u báze.
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Matice p̌rechodu od báze (e1, e2, e3, e4) k bázi (f1, f2, f3, f4), která
odpov́ıdá konkrétńı volbě volných neznámých po každém kroku v řešeńı
žretězených soustav rovnic, je

T =


0 0 0 2
0 1 0 −1
0 0 1 1
1 0 0 −1

 .

V jej́ıch řádćıch jsou složky vektor̊u f1, f2, f3 a f4 v bázi (e1, e2, e3, e4).
Je to táž matice, kterou jsme źıskali z obecného řešeńı celého souboru
soustav rovnic dosazeńım konkrétńıch hodnot volných neznámých až na
konci celé procedury řešeńı.
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