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V druhé casti stejnojmenného prispévku se vénujeme vyznamné situaci, kdy analyticky postup vede
K ditkazu ¢i objasnéni algebraickych vysledku, a situaci, kdy je soucinnost linedrni algebry a
analyzy nejen ucinnd, ale pro praktické resent fyzikalniho probléemu nezbytna. Priklad se tyka
souvislosti algebry a teorie funkci komplexni proménné.

A naopak — analytické postupy v algebi-e

Pti feseni fyzikalnich uloh ¢asto automaticky pouzivame algebraicka tvrzeni, aniz se
zamyslime nad jejich podstatou ¢i diikazem Jednim z nich je tzv. zdkladni veta algebry, podle
niz ma kazdy polynom n-tého stupné s obecné komplexnimi koeficienty prave n kotend
vcetné nasobnosti. Bereme to jako samoziejmé zjeveni a jako jediny problém se obvykle jevi
nalezeni kofentl. Fyzikalnich aplikaci této véty je fada, naptiklad hledani vlastnich hodnot
linearnich operatort a vlastnich vektorii nejen v kvantové (vlastni hodnoty a stavy
hamiltonianu a dalSich operatorti), ale 1 v klasické mechanice (hlavni momenty setrvacnosti
téles a hlavni osy, hodnoty dielektrické permitivity a indexu lomu u anizotropnich latek,
apod.)

Jak se ale zakladni véta algebry dokazuje? V historii matematiky najdeme fadu jejich
dikazi, spojenych se jmény slavnych matematikli (Gauss — viibec prvni ditkaz 1799, Euler,
Lagrange, Liouville). Dikazy jsou algebraické, analytické a dokonce topologické (i kdyz tyto
kategorie samoziejmeé nejsou zcela disjunktni). Vskutku velmi pékny a ziejme i vyCerpavajici
ptehled o nich najde zajemce v praci [1], v niz autorka ptinasi 30 dikazu této dulezité véty.
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geometrie.

Velmi efektivni jsou nékteré z diikazli vyuZzivajici pravé poznatki teorie funkci komplexni
proménné. Dnesni studenti nejspise znaji standardni ditkaz pomoci tzv. Liouvilleovy véty',
jenz je natolik znamy, Ze se jim zde zabyvat nebudeme. Ctenaf najde znéni Liouvilleovy véty
1jeji diikaz prakticky v kazdé ucebnici analyzy v komplexim oboru, jichZ je nepteberné
mnozstvi. Zde odkazujeme na vynikajici a matematicky zcela korektni studijni text [2], viz
napt. také [3], [4] a [5]. Elegantni a stru¢ny, avSsak méné citovany dikaz poskytuje Rouchéova
veta. Je 1 sama o sobé vyznamna. Pro studenta tfeba i dobie obeznameného s matematickou
analyzou v realném oboru muze byt i piekvapiva, pokud se jeho znalost v oboru komplexnim
pohybuje jen v oblasti prvotniho zakladu. K ptedstaveni dikazu zakladni véty algebry
vyuzijeme praveé této véty. Jeji podstatou je tvrzeni o kofenech (nulovych bodech) dvou

! Tvrzeni s nazvem Liouvilleova véta je vice. Ta, o niZ je zde fe€, spada do oblasti teorie funkci komplexni proménné. Jiz
sama tato véta je piikladem ,,sily analyzy funkci komplexni proménné: Je-li funkce komplexni proménné v komplexni
roving ohrani¢ena a ma v kazdém jejim bod¢ derivaci, pak je konstantni.


mailto:pavla@physics.muni.cz
mailto:janam@physics.muni.cz

holomorfnich funkci komplexni proménné, které jsou si v jistém smyslu ,,dostatecné blizké™.
Piitom vsak ta ,,blizkost* ve skutecnosti nemusi byt tak uplné ,,tésna*, jak za chvili uvidime.
Véta — velmi zhruba — tika, ze Vv jisté oblasti (oteviené souvislé mnozin¢) komplexni roviny
maji, za specifikovanych podminek, takové ,,blizké* funkce stejny pocet kotenti. Prakticky to
znamena, ze zname-li pocet kofent jedné z téchto funkeci, kterd je tfeba hodné jednoducha,
ur¢ime pocet kotent jiné funkce, kterd uz tak jednoducha neni. A kdyz hovoiime o
polynomech, nejjednodussim polynomem n-tého stupné s komplexnimi koeficienty je

polynom P, (z) =z". Ten m4, jak je z jeho jednoduchého vyjadieni ziejmé, v komplexni
roving pravé n-nasobny koten nula. Jde tedy o n kotend, i kdyz jsou stejné. A z Rouchéovy
véty plyne, e obecny polynom n-tého stupné Q,(z)=z"+A 2" +---+ A,z + Az+ Ayma
v komplexni roviné také pravé n kofent véetné nasobnosti. Ze je to skoro neuvéfitelné? A jak
je to s tou ,,blizkosti* funkci, kdyZ ten polynom je libovolny?

Formulujeme nejprve Rouchéovu vétu a pak ji vysvétlime a dokazeme. Aby jeji formulaci a
,uspornému dukazu student porozumél, budeme piedpokladat, ze poznal a pochopil
nejnutnéjsi pojmy a tvrzeni zékladu analyzy v komplexnim oboru: holomorfni funkce (tj.
funkce s derivaci) a vztahy mezi jejich realnou a imaginarni ¢asti (Cauchyovy-Riemannovy
podminky), lokalni Cauchyova véta (nulovy integral z holomorfni funkce po uzaviené, po
castech hladké rektifikovatelné? kiivee leZici v jednoduse souvislé oblasti), Tayrolova fada
holomorfni funkce, Laurentova fada funkce se singularitami, reziduova véta.

Navic jen pripomenuti znamého

I kdyz jsme vyslovili pfedpoklad, Zze étenai Cauchyovu vétu zna, zopakujeme ji i v jeji
globalni verzi. Pro tu je dulezité, ze integral 1 z holomorfni funkce po kiivce, ktera obiha
néjaké oblasti, v nichZ funkce nemusi byt holomorfni a tfeba ani definovana (napft. izolované
body — tzv. singularity), nemusi byt nulovy. A po nazorném ptikladu pfipomeneme i vétu o
reziduich.

Cauchyova véta

Integral z funkce holomorfni v jednoduse souvislé® oblasti D po uzaviené po &astech hladké
rektifikovatelné kiivce (obr. 4 vlevo) lezici v této oblasti je nulovy. Pokud oblast neni nutné
jednonasobné souvisla, mize byt integral nenulovy. Plati vSak, Ze integraly po kiivkach, které
,,obihaji diru‘ v oblasti (v€etné€ orientace) stejnékrat, jsou shodné.
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Obr. 1: K vykladu Cauchyovy véty.

? Rektifikovatelnou se rozumi, zhruba feceno, kiivka, jejiz délka, definovana integralem prvniho druhu z délkového
elementu, ma kone¢nou hodnotu.

3 Jednoduse souvisla oblast je takova, jejiz dopln&k v C ma pravé jednu komponentu. Struéné: jednoduse souvisla oblast je
spojité ,,staZitelna do bodu®, neboli neni ,,dérava“. (Na obr. 1 vpravo je D étyfnasobné souvisla.)



Priklad: Zvolme funkci f (z) =(z-2,)", n € Z, a pocitejme jeji 1ntegral I po kruznici K 0

poloméru r, obihajici bod zyk-krat v kladném smyslu, z(t) =z, +r e'eC, te [0, 2kx], k € N.
[(z-12)"d ZT” "e'M(ire")dt = r™t e 1.P 1j
=((z-z z= [ r"e™(ire =r"m-——— — —pronz-1.Pron=-1je
n = 2Tk ) i) ’
|, =k-(27i).

Integral z funkce f(z)=z",neZ, je tedy nulovy pro vSechny celé mocniny proménné z,

s vyjimkou n=-1. Tento vysledek bychom diky Cauchyové véte ¢ekali pro vSechna
nezaporna n, pro néz je funkce holomorfni v celé komplexni roving. Integral je vSak nulovy i
pro zaporna n rizna od —1, piestoze pro né neni funkce definovana v nule a integra¢ni kiivka
pfitom bod z,obiha. Pti kazdém obéhu se ,,naintegruje” hodnota 27zi . Bude v tom tedy néco
hlubsiho — a tim je pravé platnost véty o reziduich. Nez ji (pro potiebu diikkazu Rouchéovy
veéty) pfipomeneme, vyuzijme piedpokladu, ze ¢tenat vi, co je rozvoj funkce komplexni
proménné v (absolutné a stejnomémé konvergentni) Laurentovu fadu v okoli bodu z;,.

f(2)= i c,(z—2,)" = Z c,(z—12,)" +Z ¢, (z—12,)" = rozklad na hlavni a regularni cast.

N=—0 N=—c0
Cleny hlavni ¢asti nejsou v bodé z, deﬁnovany, funkce v ném ma izolovanou singularitu.
Vyjadfeni funkce touto fadou plati v otevieném kruhu P(z,,R) ={zeC|0<|z-z,|<R}
(tj. s vyjmutym stfedem v bod¢ z,,), v némz je funkce holomorfni*. Zintegrujeme-1i fadu ¢len
po ¢lenu (to je mozné diky stejnomérné konvergenci) po uzaviené kiivce, ktera k-krat obiha
singularitu, dostaneme v souladu s uvedenym ptikladem vysledek k- (27i)-c_, . Koeficient
c_, tedy ur€uje, ndzorné feceno, jakousi ,,zbytkovou hodnotu* oproti Cauchyové véte, tedy
reziduum funkce v bodé z,, c_, =res f(z;). Pocet ob&hi kiivky kolem bodu z, opatieny
znaménkem podle orientace je tzv. index bodu z,vzhledem ke kiivce C, znacime jej

Indc (z,) Véta o reziduich v jeji nejjednodussi podobeé ted’ jiz snad bude nazorna.

Véta o reziduich
Piedpokladejme, ze funkce f (z) je v oblasti D holomorfni s vyjimkou spoc¢etné mnoha

singularit z, z,, ..., Z;, ..., pficemz mnozina singularit miize mit hromadné body nejvyse na

hranici oblasti D. Pro integral z funkce f (z) po uzaviené po ¢astech hladké rektifikovatelné
kiivce C lezici v oblasti D plati

jf(z)dz_ZmZ Indc(z;)-res f(z;),kde Ind (Z)_%jgdgz
c

Z vyse uvedené formulace je ziejmé, ze i kdyz singularit mize byt v oblasti D i nekone¢né
mnoho (i kdyz ,,jen spocetné), kfivka C jich ve skutecnosti obihé jen konecny pocet — to
proto, ze se singularity podle pfedpokladu mohou, ndzorn¢€ feceno, ,,hromadit* az na hranici
oblasti D. Samoziejmé to Ize snadno korektné dokazat. V piipadé singularit v praktickych
vypoctech nejcastéjSiho typu, tzv. poli, existuji 1 praktické vztahy pro vypocet rezidui, které
v§ak pro diikaz Rouchéovy véty nepotiebujeme. Ctenaf, ktery se dostal az sem, se oviem
nemuze domnivat, ze zvladl cely zaklad problematiky funkci komplexni proménné. Jisté vSak

* Ma-li funkce singularit vice, rozdgli se jimi komplexni rovina na oteviena mezikruzi se stfedem v bod¢ z;, v nich je funkce

holomorfni.



nahlédl, ze vlastnosti funkci komplexni proménné z = X + iy se V mnohém lisi od vlastnosti

funkci dvou realnych proménnych X a y, jsou mnohem silnéjsi. A tak lze text tohoto odstavce
chapat tieba i jako inspiraci pro studium velmi zajimavé oblasti matematiky.

Rouchéova véta a zakladni véta algebry

Rouchéové véte predchazi jesté jedno tvrzeni o kofenech funkce. Pro obé formulujme
spolec¢né predpoklady:

Predpokladejme, ze C je uzaviena (po Castech hladka a rektifikovatelnd) kiivka lezici

v oblasti D a neobiha Zadny z bodi v této oblasti nelezicich (nazorné fe¢eno, neobiha diry).
Dale piedpokladejme, ze pro kazdy bod mnoziny D \ C plati, Ze jej kiivka obiha jednou

Vv kladném smyslu (Ind; (z) =1), nebo vibec Ind;(z) =0). Ozna¢me jako

D,={zeD\C|Ind.z =1}.

Véta o korenech funkce
Necht funkce f(z)je holomorfni v D av D, méa pravé N; kofent (nulovych bodl) véetné

nasobnosti, & necht’ nema nulové body na kiivce C. Pak plati

1 . f'(2)

N =2at f(2)

dz=1Ind; - (0).

Zamyslime-li se nad touto vétou, hned vidime, Ze opét nemusime integral pocitat. Staci zjistit,
kolikrat kiivka, ktera je obrazem kiivky C funkei f, ob&hne pocatek®. A po praktické strance je
vysledek zajimavy a uzite¢ny i tim, ze integrand ma tvar logaritmické derivace funkce f(z).

Piiklad: Jednoducha ukéazka funkcnosti véty o kotenech je na obr. 2 vpravo. Jedna se o funkci
f(z) = 2> +1, holomorfni v D = C. Jejimi jednonasobnymi koteny jsou body z =iaz, =—i.
Ktivkou C (modra) je kladné orientovana kruznice se sttedem v bod¢ z; a polomérem r < 2, tj.

z=i+re", te[0, 27], kterd kofen Z, obiha jednou. Ktivka f o C (Cervena) je

foC= (i + re't) —1=2ire" +r?%e® = (-2rsint+r?cos2t)+i(2r cost +r?sin 2t) . Ta obiha
jednou bod nula.

f'(z)

Diikaz véty o kofenech: Uvazujme rovnou o funkci g(z) = m . Kazdy koten (nulovy bod)
z

funkce f (z) je zaroven tzv. polem funkce g(z) (singularitou, ktera ,,vyrabi“ nulu ve
Jmenovateli). Predpokladejme, Ze z, je takovym bodem, takze v jistém kruhu®
B=B(z,,r)={zeCl|lz—z< r}plati f(z)=(z-2,)"" (z), kde m(z,) je ndsobnost
korene (stejny pojem jako naptiklad u polynomu) a ¢(z) je holomorfni funkce v B a plati
@(z,) #0. (Faktor (z— Zo)m(ZO) , ktery je zodpovédny za koten, lze takto explicitné

,,vycClenit®.) Situaci pfiblizi schematicky obr. 2 vlevo a konkrétni piiklad vpravo. Vyjadiime-li
nyni funkci g(z), dostaneme (Ctenar jist¢ snadno derivaci i podil provede)

> Tohle vypada jednoduse, praktické zjisténi poctu ob&hi kiivky f o C kolem pocatku vsak jednoduché zdaleka byt nemusi.
Jde tedy spiSe o zajimavost.

svnr



m(z !
g(z)= ( 0)+¢(Z)

-2y ¢(2)
predstavuje hlavni ¢ast Laurentovy fady funkce g(z) v B a druhy jeji regularni ¢ast, pricemz

. Z toho, co jsme fekli o funkci ¢(z), je zfejmé, Ze prvni zlomek

res g(z,) = m(z,). Integral, o ktery nam jde, je podle reziduové véty roven souctu rezidui
funkce g(z) v pdlech, které kiivka C obiha, zapoc¢tenych véetné nasobnosti a vynasobenych
poc¢tem ob¢hu. Téchto polu je ovsem tolik, kolik je kofent funkce f(2), tj.

1@ 4, — 27N, Daleje Ind, o (@)=~ | Y=t 1By,

¢ f(2) 2rine £ 27i¢ F(2)
f(z)=2z°+1 Imz
Ind (i) = Ind;  (0)
C:z=i+18e"

te[0, 27]

dalsi nulové body

Obr. 2: K vé

Rouchéova véta
Necht’ jsou splnény predpoklady uvedené vyse. Navic uvazujme o funkci h(z), ktera je

rovnéZ holomorfni v oblasti D a plati pro ni |h(z) — f(z)|<| f(z)| pro kazdy bod z leZici na
kiivce C. Pak plati N, = N .

Je vidét, ze je to silna véta. Nerovnost |h(z) — f(z)| <] f (z) |charakterizuje odliSnost dvou
funkci na kiivce C, ptitom nespecifikuje nic dal$iho. Funkce se tedy mohou lisit i dost
vyznamné a ptesto maji v D, ={z € D\C|Ind.z =1} stejny pocet kofenil (véetné nasobnosti).

Ditkaz": Uvazujme o kiivkach yi = foC a y, =hoC . (Parametrické vyjadreni kiivky C je
[a, B]>t—C(t) = (xC(t), yC(t)) €C.) Vime, ze N¢ =Ind, (0), N, =Ind, (0).Dale

zvolme kiivku y s parametrickym vyjadifenim y(t) = Vh ('f[) . Plati (te¢ka znaci derivaci)
vt
NOIAOEIAGIAAC / / 7¢ (t
dy(t) )= 7n(®7+ ( )2 a7 (1) | ateolyy(t) NACIRAY, Odtud pak
dt 75 (1) AOR AR

" Dikaz, ktery uvadime, neni, stejné jako u jinych vét z oblasti funkci komplexni proménné, jediny mozny. Nevyzaduje vSak
kromé zakladnich znalosti, které jsme vyse specifikovali, dalsi pfedchozi tvrzeni.
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dt=Ind, (0)~Ind, (0).

7 (t) 1
Vi

Z nerovnosti | h(z) - f(z)|<| f(2)]| platné na kiivce C plyne <l=|y(t)-1<1.

Kiivka y tedy lezi v otevieném kruhu o poloméru 1 se stiedem v bod¢ 1 na realné ose a
neobiha proto bod 0. Dostavame tak Ind, (0) = Ind " (0)-— Indyf (0) =0, ¢imz jsme Rouchéovu

vétu (s vyuzitim véty o kotenech) dokazali.

Zakladni véta algebry
Polynom jedné proménné stupné n s komplexnimi koeficienty ma v C pravé n kotenti véetné
nasobnosti.

Diikaz:
Diikaz této velmi dilezité a pro praktické vypocty nepostradatelné véty jako ptimy disledek
Rouchéovy véty je az neuvétitelné jednoduchy. Ozna¢me polynom n-tého stupné

h(z)=2"+a, ;2" +a, ,2" % +--+a,2’ +az+a,, a,...,a,,C, f(z)=2".
Funkce f(z)=2z"ma n-nasobny kofen (nulu). Snadno dokéazeme, Zze funkce f(z) a h(z)

spliuji ptedpoklady Rouchéovy véty: Predevsim je zfejmé, Ze ob€ jsou holomorfni v C.
Pocitejme podil

n-1 n-2 2
|h(z)— f(z)| _ a,4Z " t+a,,z "+t ayz +alz+a0‘ _ an—1+an—2 - a +@ -
| (2)] 2" z  z° AR A
< an—1|+an—2|+...+ ol |+ﬁ
7 | 72 Zn—1| 7"

Jako kiivku C vystupujici v Rouchéove vété zvolme kruznici se sttedem v bodé¢ z, =00
poloméru R=1+|a, ,|+|a, ,|+--+|a|+|ay|. Pro zeC je (pro libovolné hodnoty
koeficientti polynomu |h(z)|)

h@-f@ . lal &
1T (2)| I+|ag o |+---+|ag | (1+|an_1|+~--+|ao|)n

<1 = |h@) - f(2)|<|f ().

Tato nerovnost bude zachovana pro libovolnou hodnotu R' > R, tj. pro libovolné velkou
kruznici lezici v komplexni rovin€. Funkce f(z)a h(z) maji tedy v komplexni roving stejny
pocet kofent, tj. n véetné néasobnosti®.

Algebra, analyza a fyzika

Uvedli jsme typickou ukazku dulezitého algebraického vysledku, ktery se nejsnaze dokazuje
analyticky a navic je hojné vyuzivan ve fyzice. (Ptiklady jsme uvedli v prvni ¢asti.) Neni

8 I kdyz se véta o kotenech funkce a na ni zalozena Rouchéova véta jevi jen jako podplrna tvrzeni pro dikaz tzv. zakladni
véty algebry, jsou samy o sobé¢ i pikladem algebraickych vysledkl zalozenych na analytickych postupech. V principu tfeba
umoziuji urcit oblasti, v nichz zadana funkce nema zadné koteny (naptiklad miize jit o kofeny jmenovatele lomené funkce).
Prili§ praktické by to vSak jisté nebylo.



jednoduché nachazet natolik vyhranéné situace, kdy lze k analytickym vysledktim dospét
algebraicky, ¢i naopak, zato v§ak kombinace algebry a analyzy vstupuje do fyziky neustale —
vzdyt' v podstaté vSechny objekty definované na euklidovskych prostorech, nebo prostorech
S obecnéjsim metrickym tenzorem (napt. Minkowského), tj. vektorova a tenzorova pole
potfebnych vlastnosti maji algebraicky zéklad. Uvedeme alesponi jeden ptiklad ,,prolnuti
analytického a algebraického aspektu pti feSeni konkrétni fyzikalni alohy. Jde jen o ukazku
efektivity matematického aparatu, proto necht’ ¢tenai neocekava podrobné feseni
experimentalné i teoreticky netrividlni, byt , klasické* fyzikalni tlohy.

Priklad: \V prvni ¢asti jsme se pouze zminili o konvoluci dvou funkci jako specifickém
linearnim integralnim vztahu mezi nimi a moznosti jejiho pfevedeni na iméru, tj. linearni
algebraicky vztah mezi jejich Laplaceovymi obrazy’. O co jde a jaka je souvislost s fyzikou:
Optickou odezvu pevné latky Ize v oblasti viditelnych frekvenci popsat praveé jako konvoluci.
Uvazme nejjednodussi situaci, kdy mezi intenzitou elektrického pole elektromagnetické viny
a polarizaci izotropni latky plati pfi¢inny lokéalni vztah ve tvaru

t 0
Pt)= | at-t)E({")dt= [ a(r) E(t—7)dz, kde vzhledem k ptedpokladu lokalnosti

- 0
nevypisujeme prostorové soutfadnice a vzhledem k izotropii latky nevyznacujeme vektorovy
charakter. Odezvova funkce « , zvana polarizovatelnost, zprostiedkuje vztah mezi polarizaci
v okamziku t a intenzitou ve vSech okamzicich minulych.

Jednostranna Laplaceova transformace
Uvazme zobrazeni, které obecné komplexni funkci f (t) jedné realné proménné (v naSem

ptipadé¢ Casu), spliiuje-1i potfebné podminky, piifadi obraz — komplexni funkci komplexni
proménné vztahem Lf (z) = [ f(t)e™dt. V oblasti, kde Laplaceiiv obraz existuje (tj. kde
0

pFislusny integral konverguje), je Lf (z) holomorfni funkci®®.

AniZ bychom se dopodrobna zabyvali existenénimi podminkami, ukazme jen, Ze v ptipadé
tzv. absolutn¢ integrabilni funkce na intervalu [0, ) existuje Lf (z) v celé horni poloroviné
komplexni roviny. Provedeme odhad s dosazenim z = X+iy:

T f(t)edt
0

<] £ 1€ dt = [] &) [e™|dt < [| F(£) |dt <copro y > Oa libovolné x.
0 0 0

Absolutni integrabilita funkce f (z) s vyznamem fyzikalni veli¢iny je realisticky pozadavek.
Laplaceovy obrazy polarizace a intenzity jsou pak spojeny prostou umérou: Oznacme
P(z) = LP(z), E(z) = LE(2), @(z) = La(z) . Pak plati

B(z) = | P(t)e™dt = T[Ta(r) E(t —r)df}e‘“ dt = | (a(r)e™ )(E(t-7)e™ ) )drdt = a(2) - E(2).
0 00

oLo
Pro holomorfni funkci &(z) lze pak snadno prokazat souvislost mezi jeji redlnou a imaginarni
casti na redlné ose, znamé Kramgr§ovy-Kronigovy relace — priklad je na obr. 3. (Snadny a
nazorny vyklad viz také napt. v CCF — [6]). A jesté otazka: Jak ,,zptistupnit™ funkci a(z)
experimentalné? V principu, bez vysvétleni detaili zprostiedkovanych méfeni a zpracovani
vysledki, takto: Pfedstavme si monochromatickou elektromagnetickou vinu

® Tato vlastnost se vyuziva napiiklad pti feSeni diferencialnich rovnic (at’ jiz z fyzikalnim vyznamem ¢&i bez n&j) K jejich
prevodu na rovnice algebraické.
10 Ctenar znaly Cauchyovych-Riemannovych podminek snadno provéii jejich platnost jednoduchym pfimym vypoctem.



E(t,w)=E,e". Pak P(t,w) = Ta(f) E,e” " dr=E, e_i“’tofa(r)ei“” dz =a(w) E(t, ®).
0 0

Vysledkem je opét uméra mezi polarizaci latky a intenzitou pole, v niz je faktorem imernosti
praveé Laplacetv obraz polarizovatelnosti na realné ose. Polarizace se samoziejmé piimo (ve
skute¢ném experimentu) nezjist'uje, méfi se napiiklad odrazivost vzorku (relativni odrazena
intenzita), faze koeficientu odrazivosti se ziska z odpovidajicich Kramersovych-Kronigovych
relaci. A pak jiz existuji postupy pro zjisténi realné a imaginarni ¢asti veli¢iny a(z), jez jiz
1ze porovnavat s mikroskopickymi modely.

de de
dw dw
0,6 - 11
0.4 ] 0,8 -
0.2- Ly
hUJ [eV] 0.4 1
0 T T T 3
P 2.2 2.4
—0,2- 0,2 1
hw [eV]
—0,4 0 T : .
2 2.2 2.4

Obr. 3: Grafy realné (vlevo) a imaginarni (vpravo) ¢asti derivace veli¢iny &(w) = @(w)+1,
splitujici Kramersovy-Kronigovy relace. Relativni jednotky. Prevzato z [5]".

Zavér
Linearni algebra i matematickd analyza nejsou jen ,,technickym aparatem* fyziky. Jsou jeji

soucasti. Jsou s ni pevné svazany a jsou provazany i navzajem. A také by se tak ve studiu
fyzikalnich obori na vysokych skolach mély vyucovat.
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1 Vypodet pro kriticky bod 3DM, sdruzené hustoty stavii odpovidajici pfimému mezipasovému piechodu elektronu
z valen¢niho do vodivostniho pasu modelové latky, energie pfechodu 2,1 eV, rozsifeni 0,05 eV. Struktura samotné veli¢iny
a(w) neni vyrazna, proto je ukazka prezentovana pro derivaci, ktera rovnéz splituje odpovidajici K-K relace.
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