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Témata matematické analyzy a linedrni algebry a geometrie (jakozto dvou zasadnich
matematickych predmeétii ve vysokoskolském studiu fyziky a ucitelstvi fyziky napriklad na
Prirodovedecké fakulte Masarykovy univerzity) byvaji v univerzitnich studijnich programech
takrka ,,striktné* oddélena (stejné jako odpovidajici tematickeé celky v predmétu Matematika na
Skolach nizsich stupnu — pokud jsou prislusna témata do vyuky vitbec zarazena). Nesleduje se
vetsinou jejich propojeni ¢i navaznost, vyucuji je riizni ucitelé, jimiz na univerzitach byvaji
profesionalni matematikové, kteii nemivaji blizko k jejich aplikacim ve fyzikdlnich vilohdach
(wjimkou je vyuka linedrni algebry na Prirodovédecké fakultée MU). Pri reseni fyzikalnich
problémii od nejjednodussich po komplexni, zasahujicich tieba i do nékolika fyzikalnich oblasti, se
v§ak obé discipliny uplatiuji zdaleka ne jen oddélené. Prolinaji se. Casto Ize algebraické postupy
efektivne vyuZzit pri reseni analytickych fyzikalnich uloh a také naopak. O prikladech takovych
situaci a zejména o uplatneni obojiho ve fyzice pojednadva tento prispévek ve dvou castech. Prvni
cast je algebraicka a je doplnénd experimentem.

Uvodem: ,,Vyuka matematiky a vyuka fyziky* versus ,,vyuka matematiky
a fyziky*

Nézev tohoto tivodniho odstavce se jevi jako nesmyslny jen zdanlive. Jednou z velkych
,bolistek* vyuky fyziky na Skolach vSech stupni je (podle naseho nazoru vyplyvajiciho ze
zkuSenosti) jeji odtrZzenost od vyuky matematiky — jako by to ¢asto byly dvé zcela odlisné
discipliny. Na zékladni Skole samoziejmé nelze n¢jaké velké propojeni ocekavat, tam si
predstavujeme, Ze by vyuka fyziky méla byt zalozena spiSe na experimentech (provadénych
ovSem pred studenty piimo — fyzicky — nikoli prostfednictvim internetovych videi) a jejich
kvalitativnim rozboru. Na stfednich skolach by vsak propojeni vyuky fyziky s matematikou
mélo byt predepsanymi plany rtiznych typti (RVP, SVP) p¥imo pozadovano. Ze tomu tak neni
nejen ,,na papiie* (v planech), ale bohuzel zejména ve skutecnosti, se projevi hned v prvnich
tydnech prvniho semestru univerzitniho studia vSech fyzikalnich specializaci, véetné
specializace Fyzika se zamétenim za vzdélavani, smétujici ke studiu ucitelstvi fyziky.

Tak naptiklad: prvnim fyzikalnim pfedmétem, s nimz se studenti fyziky na vysoké Skole
setkaji, je pfedmét Mechanika. O potiebnosti prace s vektory v mechanice neni jisté pochyb.
JenZe studenti o vektorech z vyuky matematiky, z niz tfeba i maturovali, védi snad jen to, Ze
jsou to né&jaké ,,Sipky*, v lepSim piipadé ,,orientované Gsecky*, ale pracovat s nimi vétSinou
neuméji. Dovedou sice skladat a rozkladat sily pomoci grafickych postupti — pekny rozbor viz
napt. v [1] — a n€ktefi si i vzdalené a po napoveéde poukazujici pravé na matematiku
vzpomenou na Pythagorovu, sinovou a kosinovou vétu z matematiky a dovedou tak 1 néco
vypocitat, ale tim vzpominka na sty¢né body stfedoSkolské matematiky a fyziky vétSinou
kon¢i — ve znalost a dovednost v pocitani se slozkami v bazich nelze doufat. (Samoziejmé —
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automaticky se ptedpoklada, ze studenti zvladaji pouziti béznych rutinnich matematickych
postupt, k nimz patfi napt. uprava algebraickych vyrazl, sestaveni kartézskych ¢i
parametrickych rovnic rovinnych linearnich a kvadratickych utvarti, feSeni linedrnich a
kvadratickych rovnic a jejich soustav, apod., ale i1 tento piedpoklad ¢asto neni splnén —
studenti se s uvedenymi postupy &asto doslova potykaji'.)

Alespon jeden piiklad tésné souvislosti fyzikalniho problému s jeho matematickym
zdzemim za mnohé: Typickou otazkou z mechaniky, na niz studenti odpovidaji bud’ chybné,
nebo si viibec neuvédomi jeji mozné tskali, je problém nalezeni vyslednice soustavy sil a
jejiho umisténi, ktera by danou soustavu sil nahradila z hlediska prvni i druhé impulsové véty,
tj. z hlediska translaéniho i rota¢niho pohybu. ZkuSenost ukazuje, ze studenti jsou vesmes,
tedy skute¢né bez vyjimky, ptesvédceni, Ze takovou vyslednici 1ze nalézt vzdy. K omylu
dospivaji proto, Ze se ve stiedoskolské fyzice setkali pouze se soustavou sil lezicich (véetné
jejich plisobist’) v jedné rovin€. Viibec je nenapadne (mj. proto, Ze je k takovym uvaham
vyuka fyziky a ani matematiky nevede), Ze soustava linearnich rovnic pro nalezeni plisobisté
vyslednice nemusi mit feseni. Fyzikalni tloha a odpovidajici uloha z linearni algebry se tedy
pii vyuce vibec ,,nepotkaji®. Disledny rozbor tohoto problému mé ovSem jednak pomérné
zasadni vyznam pro hlubsi porozuméni zakoniim mechaniky (ob¢& impulsové véty), jednak
linedrni algebry — teorii soustav linearnich rovnic. Této tiloze vSak bohuzel neni ve
vzdélavacich textech vénovana pozornost — jako by si autofi bud’ neuvédomili, Ze nemusi byt
resitelna, nebo jeji feSeni povazovali za prilis trividlni, nez aby se ji vénovali, a ptivedli tak
k tomuto dojmu nechténé i ¢tenare).

Tedy konkrétné (viz také rozbor v [2]): Uvazujme o soustavé sil Ifl, ..., IfN pusobicich
na téleso v bodech o polohovych vektorech 1}, T, , ..., I . Jejich vyslednici, kterd soustavu
nahrazuje z hlediska translaéniho pohybu (tj. z hlediska prvni impulsové véty) je jejich
vektorovy soucet F =B+ Fy +...+ Fy ~ (F,, F,, F,), kde jsme jako F,, F,, F, oznacili
slozky vyslednice v pfedem zvolené kartézské soustavé souradnic (bézi)z. Otazkou zlistava,
jak zvolit umisténi (pasobisté) I ~ (X, Yy, z) vyslednice, aby jeji moment

M =M;+M,+..+ My ~(M,,M_,M,), kde M; =F xF,, i=1,2,...,N, vzhledem ke
zvolenému vztaznému bodu byl stejny jako soucet momentt sil soustavy vzhledem k témuz
bodu. (Tato otazka, jak se zda, neni ve sttedoskolské fyzice viibec kladena, nebot” studenti
neznaji pojem vektorového souéinu a s momentem sily vzhledem k bodu se nesetkavaji — viz

napf. [3]. Pfedklada se jim pouze ne dost obecny pojem momentu sily vzhledem k 0se, a to
pomoci slovni definice.) Matematicky znamené problém nalezeni plisobisté vyslednice feSeni
soustavy linearnich rovnic T x F=M, tj. yF,—zF, =M,, zF, -xF, =M, xF, —-yF, =M, 0
neznamych X, Y, Z. Na urovni stfedni Skoly (tj. bez znalosti teorie soustav linearnich
algebraickych rovnic) mize student snadno dospét (tfeba tak, ze bude soustavu rovnic fesit)

k zdvéru, Ze ma-li mit soustava feSeni, musi byt M, F, + M F, +M,F, =0 (podminka nutn).
Kdyby jesté k tomu znal skalarni soucin vektora, hned si pfedstavi tuto podminku jako
kolmost (v zobecnéném smyslu ortogonalitu, zahrnujici i piipady F = 0,M = 6) vyslednice
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Jako zdanlivé humornd, av§ak poucna, i kdyz tak trochu smutna ukazka poslouzi ptihoda: Po vykladu ucitele o konkrétnich
prikladech nezastupitelné role matematiky ve fyzice a ptirozeném propojeni téchto disciplin, zaznélo z lavic: ,,Ale ja el
studovat fyziku, protoze matematika je mi protivna!)

2 Symbol ,,vlnovka“ mezi vektorem a jeho slozkami (napf. F~ (Fy, Fy , F,) ) nezna¢i v nasem piispévku piimou

umérnost, ale skutecnost, ze vektor jakozto geometricky objekt nezavisi na volbé baze, zatimco jeho slozky ano. Proto
k vyjadieni vektoru pomoci slozek nepouzivame rovnitko.



sil a jejich vysledného momentu. Ta je koneckoncii zfejma jiz z vychozi rovnice
FxF=M po jejim skalarnim vynasobeni vektorem F, tj. 0=F-(FxF)=M-F=F 1M,
popiipadé F=0neboM =0. (Typickym ptikladem nulové vyslednice a nenulového

momentu mize byt tzv. dvojice sil, jejiz vyslednice je nulova.) Pokud si lohu propojime se
znalostmi z linearni algebry a sestavime matici a rozSifenou matici této soustavy rovnic.

0 F -F | M,
B=(AIB)=|-F, 0 F | M|
FF-F, 0 | M,

kde B je sloupec pravych stran rovnic, zjistime, Ze determinant matice soustavy A je nulovy,
jeji hodnost je tedy snizend, h(A) =2 (pfipad h(A) =1 nastat nemuze, piipad
h(A) =0 odpovida nulové vyslednici), zatimco hodnost rozsitené matice B muze byt i
maximalni, tj. rovna tfem. V takovém piipadé nema soustava feSeni a ptisobisté vyslednice sil
neexistuje. Naopak, je-li h(A)=h(B), ma soustava nekone¢né mnoho feseni. Konkrétné pro
h(A) = h(B) = 2 leZi vSechna ptipustna pisobisté vyslednice na pfimce kolmé k vyslednému
momentu soustavy sil a rovnobézné s vyslednici sil. Na stiedni Skole si ov§em student nejen
takové otazky neklade, ale ani se s nimi nesetka. Sttedoskolské ucebnice totiz fesi pouze
otazku soustavy sil jako vazanych vektort leZicich v jedné roving, kdy uloha feSeni vzdy ma
az na jedinou vyjimecnou situaci, kdy je vyslednice sil nulova a vysledny moment nenulovy.
Ucebnice se timto piipadem v podstaté nezabyvaji. Student pak mize nabyt dojmu, Ze
vyslednici soustavy sil a jeji vhodné plisobisté 1ze najit za vSech okolnosti. I proto si
neuvédomi, k ¢emu pfi feSeni takové tlohy potfebuje matematiku, v tomto ptipadé linearni
algebru. (Na situaci, kdy je F = 0aM = 0sice upozoriuje ucebnice [1] pro ptipad tzv.
dvojice sil, nerozebira ji vSak v obecnosti. Absence podrobného rozboru na tirovni stiedni
Skoly je ovSem pochopitelna a opak by mohl byt spiSe kontraproduktivni.)

Cilem naSeho pfispévku ovSem neni (jen) samotné vyuZiti linearni algebry pii feSeni
fyzikalnich uloh, jak by se z jeho ivodniho odstavce mohlo zdat. Odstavec slouzi pouze
k motivaci piesvédCeni o nutnosti t€sné provazanosti fyzikalnich tloh s matematickymi
disciplinami jak pii vyuce fyziky (kde se to obc¢as d&je), tak pii vyuce matematiky (kde se to
skoro nikdy ned¢je). V nasledujicich ¢astech piispévku predkladame ptiklady, kdy lze
fyzikalni ulohy povazované za typicky analytické fesit pomoci algebry, a naopak (v jeho
pokracovani), kdy je urcité zakladni tvrzeni algebry bézné ve fyzice pouzivané dokazovéano
analytickymi metodami.

Metoda nejmensich ¢tverci — linearni regrese — ,,tradi¢né*

Uloha ovéfeni linearniho vztahu mezi fyzikalnimi veli¢inami a nalezeni nékterych parametri
linearniho modelu pomoci tzv. metody nejmensich ctverci je zcela bézna — je to dokonce
typicka Skolska uloha, pfinejmensim v ramci univerzitniho studia fyziky (na PfF MU
fyzikalni praktikum — viz [4], obdobny predmét je jisté realizovan ve studiu fyziky a ucitelstvi
fyziky 1 na jinych univerzitach), mize se vSak objevit 1 v dobfe vedené vyuce fyziky na
stfedni Skole.

Jednou ze snadno realizovatelnych uloh fyzikalniho praktika na stfedni, ale mozna i na
zékladni skole, je zjisténi odporu linedrniho vodice, rezistoru, méfenim napéti na ném a
proudu jim protékajiciho a aplikaci Ohmova zdkona. Bézna schémata zapojeni Ize nalézt
Vv béznych ucebnicich fyziky. Jednoduché schéma, které bylo pouzito 1 pfi nasem ukazkovém
méfeni, je na Obr. 1. Namétené hodnoty uvadéné v tabulce nevyzaduji opravu na vnitini
odpor ampérmetru, ktera je v obecném piipad¢ pottebna (viz komentar k méteni nize).
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Obr. 1: Uspotadani pro mé&feni odporu rezistoru.

j | UVI | HeAL | RIMQ] j U] | 1Al | RIMQ]

1 | 4,996 0,5 9,992 7 | 34,958 3,48 10,045
2 | 9,9823 0,99 10,083 8 | 39,948 3,97 10,062
3 | 14984 1,49 10,056 9 | 44,958 4,47 10,058
4 | 19,972 1,99 10,036 10 | 49,956 4,97 10,052
5 | 24,972 2,48 10,069 11 | 54,953 5,46 10,065
6 | 29,961 2,98 10,054 12 | 59,944 5,96 10,058

Primér R=10,052 MQ

Prestoze cilem piispévku je ukazat jednoduchost a ndzornost algebraické metody zpracovani
dat v ptipad¢ linearniho modelu metodou nejmensich ¢tvercd, nikoli méfeni odporu jako
takové, bylo konkrétni méteni provedeno.

Popis méieni: Jako méfeny rezistor byl pouzit 10+1% MQ rezistor HR4 (viz Obr. 2). Jedna

se 0 dratem vinuty teplotné stabilni rezistor vétsiho rozméru. Méfeni napéti i proudu bylo
provedeno pristrojem MTX3292. Vysledky méteni uvadi tabulka. Nejistota na rozsahu do 1
mA je urcena jako 0,1% z absolutni hodnoty ¢teného tdaje plus 150 nA. Na tomto rozsahu je
vnitini odpor ampérmetru 170 Q, coz je vici odporu 10 MQ rezistoru zanedbatelna hodnota.
Pro méfené hodnoty proudu je na ampérmetru napéti do 1 mV. Méfené napéti na sériové
kombinaci ampérmetru s rezistorem tedy neni vnitinim odporem ampérmetru ovlivnéno.
Nejistota méfeni napéti je pro rozsah do 100V urcena jako 0.03% z ¢tené hodnoty napéti
+8mV. Multimetr MTX 3292 byl v pouzitém rozsahu métenych hodnot otestovan na
reprodukovatelnost pomoci kalibra¢niho zdroje proudu Time Electronics 1048 s ttidou
presnosti 0.05%. Zjisténa reprodukovatelnost byla lepsi, nez 10 nA u dvou stejnych
exemplait MTX 3292. Ctené hodnoty byly stabilni a reprodukovatelné. Ohiev rezistoru je
zanedbatelny. Méfené hodnoty v tabulce jsou umysiné nezaokrouhlené.



Obr. 2: Rezistor HR4 10+1% MQ .

Vsimnéme si nyni jednotlivych fadku tabulky z algebraického hlediska. Mame pro jednu
nezndmou R soustavu n (v tabulce n = 12) rovnic I;R=U;, j=1,...,n, kterd pochopiteln&

nema feseni. Hodnost (sloupcové) matice soustavy, uréené n hodnotami proudu, je totiz
h(A) =1, zatimco hodnost rozsifené (dvousloupcové) matice, dané n hodnotami proudu a n
hodnotami napéti, je h(B) =2. A takova uloha nema podle Frobeniovy véty feseni. Jednou
z moznosti, jak ziskat odpor rezistoru, je vypocitat R z kazdé rovnice, tj. R; =U;/1;aza
hodnotu odporu prohlasit jejich aritmeticky pramér. Dostaneme R = (10,052 +0,007) MQ2.

(Vypoctené podily U/l v tabulce jsou zaokrouhleny na tfi desetinna mista. Smérodatna
odchylka aritmetického praméru je 0,006s.)

Zavislost proudu I[pA] na napéti U[V]
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Obr. 3a: Graf zavislosti proudu rezistorem na napéti
podle tabulky namétfenych hodnot.



Jednou z metod stanoveni parametri linearniho modelu (v nasem piipadé smérnice piimky
predstavujici graf zavislosti U =RI, R=1tg «) je tzv. metoda nejmensich ¢tverct — linearni
regrese, ktera minimalizuje odchylku souboru experimentalné zjisténych bodi

{Uj , IJ-}, j=1,...,n,jako celku od linecarniho modelu U=RI , resp. | = RU Oznatme

tedy hodnotu odporu jako parametr R. Soucet druhych mocnin, tedy ,,¢tverci* odchylek
méfeni zavisle proménné (v naSem piipad¢ proudu) od hodnot vypoctenych pomoci modelu
linearni zavislosti z méfenych hodnot nezavisle proménné (napéti) je funkci tohoto parametru,

n
tj. cs(R™M) =3 (I i~ RU j )? . Extrém této funkce je dan nulovosti derivace
=1

do(R™") / dR*jako nutnou podminkou, tedy

: Y
YU (I;-RU)=0=R =12
=1 3

(Napéti jsme pti tomto vypoctu volili jako nezavisle proménnou, byt je to pro vypocet méné
obvyklé, vzhledem k tomu, Ze je mé&fenim uréeno piesnéji oproti piesnosti méfeni proudu.)
Snadno se presvédéime, Ze druhd derivace funkce o(R™) je kladna, predchozi podminka

tedy charakterizuje minimum této funkce. V piipadé nasich méteni je vysledek ziskany
metodou nejmensich ¢tverci R = (10,057 +0,003) MQ (Smérodatna odchylka je 0,0023. V

obou piipadech zpracovani dat je smérodatna odchylka vycislena pomoci nezaokrouhlenych
hodnot a poté zaokrouhlena.)

O ptesnosti méfeni vypovida az kombinovana nejistota, tedy nejistota typu C, ve které je
zahrnuta nejen statistika méfeni, ale i pfistrojova nejistota. Prace se zabyva pouze statistikou
namétenych dat a predpoklada se, Ze je prevazné zpiisobena jinymi vlivy, nez pouzitymi
multimetry.

Jako ukazku uvadime pro danou experimentalni situaci (dle tabulky) grafy zavislosti napéti na
proudu a proudu na napéti, ziskané pomoci QTI-plotu, moderniho software pro grafy a
analyzu dat.

Zivislost elektrického napéti U (V) na proudu I (pA)
0 | 2 3 B : ) /

Zavislost elektrického proudu I (pA) na napéti (V)
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Obr. 3b, c: QTI-plot: zavislost napéti na proudu (vlevo) a zavislost proudu na napéti (vpravo).
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V piedchozim odstavci jsme odpor linearniho vodice urcili metodou nejmensich ¢tverct
pomoci hledani stacionarniho bodu (minima) souc¢tu kvadrati odchylek méteni od modelu
jako funkce hledaného odporu, tedy analyticky. V tomto odstavci odhalime podstatny rys této
metody — jeji geometrickou ndzornost a odpovidajici algebraické feSeni. Derivovat viibec

nepotiebujeme. Predstavme si N naméfenych hodnot napéti jako slozky jistého vektoru V]
V n-rozmérném vektorovém prostoru se skalarnim soucinem, a podobné n namétrenych hodnot

proudu jako slozky jistého vektoru | v tomto vektorovém prostoru. Situaci si student jist& ze
zkuSenosti dovede nazorn¢ geometricky piedstavit v trojrozmérném prostoru, tj. v situaci, kdy

bychom napéti a proud méfili jen tiikrat. Slozky jsou zadany v ortonormalni bazi (€, €, ,€;).
Kdybychom méfili napéti i proud naprosto piesné, byly by vektory U a I rovnob&zné, nebot
idealns je U = RI (pro vektory U = RI ). M&feni jsou oviem zatiZena chybou, a tak budou
vektory U a I obecng linearn& nezavislé. Situaci ukazuje schematicky Obr. 4.

o L=[U]

F~(1y, 15, 15)
U~ (U, U,,Uy)

&
Obr. 4: Geometricka piedstava metody nejmensich ¢tverct.

Vektor U (nezéavisle promé&nna) generuje v obecné n-rozmémém vektorovém prostoru
jednorozmérny vektorovy podprostor L. N&§ problém spociva v tom, Ze hledame ,,nejlepsi

mozny* vektor 1, , ktery vystihne linedrni model 1, = R™U v souladu s Ohmovym zakonem.
Nazorné fe¢eno — ,,vzdalenost* d koncovych bodu vektori I a I1 musi byt co nejmensi.
Vektor I1 tak musi byt kolmym primétem vektoru I do sméru vektoruU . V trojrozmérném
ptipadé je zjisténi vektoru I1 velmi snadné s trochou geometrie a znalosti skalarniho soucinu:
TL = konst-U (konstanta timé&rnosti je vodivost, tedy pievracena hodnota hledaného odporu),
nebot” vektory Il aUu maji byt rovnobézné. Soucasné pro slozku vektoru |1 ve sméru U plati
U LU +1L,U,+1U,

u? UZ+U2+U2

I, =lcosa=R'U=1Ucosa=RU?=R*'=

Vyjadiime-li uvedenou minimalni vzdalenost naméfenych hodnot proudu (zavisle proménné)
a zatim neznamého R™*- nasobku namé&fenych hodnot nap&ti (nezavisle proménné) jako funkci
parametru R jiz pro zobecnéni na n méfeni, dostaneme

dRY =3 (I,-—IL,;)2 =3 ('j‘RflUi)Z’

= =

tedy odmocninu z vyse jiz zminéné ,,sumy ¢tverca.



,» Trojrozmérnou’ geometrickou piedstavu nyni pfevedeme do obecné ,,n-rozmerné*
algebraické rutiny. V linearni algebfe se vektory pro jednoduchost jiz neoznacuji Sipkami
(obecné to nemuseji ani byt orientované n-rozmérné usecky, které podporovaly nazornou
piredstavu v piipadé jedno-, dvou- a trojrozmérnych prostorti). Vyhovime tedy standardu a
nebudeme nad vektory psat Sipky. Kolmé promitani neboli ortogonalni projekce na vektorovy
podprostor je linearni zobrazeni (pramét linearni kombinace vektort je totéz jako linearni
kombinace jejich priméta s tymiz koeficienty). V bazich je proto reprezentovano matici, tzv.
matici (ortogonalni) projekce P, n-tého fadu, konkrétné

(Tea Tig oon Iin)=(l 1y o 1)R,

kde prava strana predstavuje sou¢in fadkové a ctvercové matice. Matici P, , ktera ,,vyrabi*

ortogonalni priméty vektorti na dany vektorovy podprostor L, ziskame docela jednoduse.
Ozna¢me symbolem (u, v) skalarni soucin libovolnych dvou vektort. Pro vektory

ortonormalni baze plati (&, €;) = &; (Kroneckerovo delta), j=1,2,...,n. Uvazme libovolny

vektor wnaseho n-rozmérného prostoru. Ten je linearni kombinaci baze, v nasem piipadé
W=We +---+W,e,. V prostoru je definovan skalarni soucin a naSe baze je ortonormalni. Pak

(W, e;)=wy(e,e;)+---+w;(e;,e;) +W,(e,, ;) =w;.

To je dulezity zapis — j-ta slozka libovolného vektoru v dané ortonormalni bazi je dana jeho
skalarnim souéinem s j-tym vektorem baze.

Vektorovy podprostor L, obecné dimenze k, 1<k <n, je generovan bazi (u, ...,u,), 0
niz ptredpokladame, ze je rovnéZz ortonormalni (ziskame ji z obecné baze béZnym
ortogonalizanim procesem a naslednym normovanim). Slozky vektort u,, ..., U, v zakladni
ortonormalni bazi (e, ...,e,), U, =¥ ,1€ + ...+ 7,8, @ =1,..., K, uspofadame do
(obdélnikové) matice typu k/n, za chvili uvidime, k ¢emu poslouzi:

a Y2 e T
C= 7?1 7?2 7?n
e k2o e+ Ykn

Potfebujeme vektor w ortogonalné promitnout do L, tedy rozlozit jej na soucet primétu do
podprostoru L a jeho ortogonalniho dopliku L, (ten obsahuje vSechny vektory kolmé ke

kazdému vektoru z L). Tedy w=w, +w,_ . Tento rozklad je jednoznacny. Plati

W, =W 18 +---+W .6 = (W ,u,)=(W-w_,u,)=(w,u,), nebot (w_,,u,)=0(kolmé
vektory). Tim jsme ziskali slozky primétu w, € L v bazi (u,, ..., u,) podprostoru L.
Potiebujeme je vSak vyjadtit v pivodni bazi (e, ..., e,). To uz nevyzaduje velké pfemysleni
— hlavni ,,trik“ spo¢iva v rovnosti (w,_ ,u,)=(w,u,), kterd znamena, ze skalarni soucin
hledaného primétu w, s kazdym vektorem lezicim v L je stejny jako skalarni sou¢in znamého

vektoru ws dotyénym vektorem lezicim v L. Nasleduje uz jen rutinni vypocet, jehoz postup
usnadnime barevnym odliSenim:



k k k n n
W = z (WL ’ ua)ua = Z (W' ua)ua = z (W’ z yajej) Z Vai® =
a=1 a=1 j=1 =1

a=1

K
Vysledek je slozity jen zdanlive. Soucet py; = 3 7,,7,;, V némz jsme oznacili 7,, =7, e
a=1

totiz prvek matice P, = C'C stojici v jejim £ -tém Fadku a j-tém sloupci. Pak, uvédomime-li

si, ze (W, €;) =W;, dostdvame

n n
W = Z(_ 1Wj pszef =W, € = (W g Wpe o W p) = (W Wy W) P

£=1\_j=

Zavérecné vyjadieni slozek primétu jsme zapsali pomoci maticového nasobeni.

S pouzitim odvozeného obecného postupu jiz snadno vyiesime problém uréeni odporu
z méfenych hodnot napéti a proudu. V nasem piipadé je n=12 a k =1. Jednorozmérny

podprostor L je generovan vektorem I, jehoz normovanim dostaneme

Uy, uu,
uu, uUuU
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Ziskali jsme dle ocekavani stejny vysledek jako minimalizaci souctu druhych mocnin

odchylek méfeni od modelu pomoci derivovani.

V naSem az pfili§ jednoduchém ukazkovém piikladu se algebraicky postup samoziejmeé
miize jevit oproti analytickému pfili$ zdlouhavy (a to mozna i kdybychom vypustili

n

n

n

odvozeni). Neocenitelny je vSak diky své nazornosti v ptipad¢, ze uréita méfena veliina Y je

linearni kombinaci méfenych velicin X;, X,,..., X, , tj. Y =AX;+AX,+ A X,, pficemz
meéfeni provadime n-krat, k <n. Slozky vSech vektorti opét vyjadiujeme v ortonormalni bazi.
Jist¢ by bylo moZné postupovat podle obecného vzoru pomoci matice P, ortogonalni projekce

na vektorovy podprostor L generovany vektory X, X,,..., X, . JenZe ty nemusi byt dokonce

ani ortogonalni a museli bychom z nich v L sestrojit ortonormalni bazi ortogonalizacnim

procesem. To by mohlo byt zbytecné pracné. Nastésti miizeme skalarni soucin, ktery je podle

piedpokladu v naSem prostoru zaveden, vyuzit daleko jednoduseji.

Z rovnice pro Y dostaneme postupné skalarnim nasobenim vektory X,, X,,..

soustavu k linearnich rovnic o Kk neznamych A, A, , ..., A,

e



(Y, X)) =AX, X)) +A (X, X))+t A(Xy, X))
(Y, X2) = A(Xy, X))+ A (Xy, X))+ + A(Xy, Xy)

(Y, X)) =A(Xy, X))+ A (X, X))+t AKX, Xy)

Soustavu téchto tzv. normalnich rovnic vytesime. Poznamenejme, ze pro skalarni souciny
plati (za pfedpokladu, Zze naméfené hodnoty dané veli¢iny interpretujeme jako slozky
odpovidajiciho vektoru v ortonormalni bazi) jednoduché vztahy

n n
(Xa,xﬂ)ijzllanXﬂj, (Y, XIB):E]_YJXﬁJ’ a:].,...,k.

Nabizi se otazka, zda tento postup vede k témuz vysledku, jako obvyklé ,,analyticka“ metoda
nejmensich ¢tverct. Soucet druhych mocnin odchylek méfeni od modelu, tj. ,,n-rozmérna
vzdalenost* koncového bodu vektoru Y od k-rozmérného podprostoru L je

2

oA Ay Ak):j%l(Yj _Aixlj _A2X2j - "'_Akxkj )

Nutnou podminkou stacionarniho bodu této funkce k proménnych A, A, ,..., A je nulovost
parcialni derivace podle kazdé z nich, tj. oo (A, A,,..., A)/0A, =0, a=1,..., k. Odtud

0o(A Ay, A) n
e :—2j21Xaj(Yj—A1X1j—A2X2j—---—Aanj):0
n n n
= zlYJXaJIA&zlxljan-i-----i-AkZlX“XaJ:>
i= j= =

= (Y, X,)=AX, X)) +-+A (X, X,).

Dostali jsme pravée a-tou ze soustavy normalnich rovnic. Také v tomto pfipadé dava
analyticka metoda nejmensich ¢tverct totéz jako algebraicky ptistup, ktery je ovSem
geometricky nazorngj$i, nevyZaduje derivovani ani ovéteni typu stacionarniho bodu (je to
minimum) pomoci druhych derivaci, konkrétné by §lo o sestaveni kvadratické formy

zZ druhych derivaci funkce o (A, A, ,..., A) a ovéfeni jeji signatury.

Linearni algebra jako nepostradatelny aparat fyziky

V ptfedchozim textu jsme ukazali, jak je hlubsi chdpani linearni algebry dileZzité pii formulaci
fyzikalnich zavéra (problematika plsobisté vyslednice soustavy sil), a také vyuziti linedrni
algebry pti feSeni tloh chapanych spise jako analytické (zpracovani experimentalnich
vysledkt pfi oveéfovani linearnich modeltl — metoda nejmensich ¢tverct, linearni regrese).
Nejde samoziejme jen o ojedinélé ukazkovée situace. Linearni algebra je ve fyzice
nepostradatelna. Skoro bychom mohli fici, Ze fyzika je linearni algebrou prosycena. Fyzikalni
veli¢iny, standardné zavislé na ¢asoprostorovych soutfadnicich, jsou z matematického hlediska
tenzorovymi poli. (I skalarni a vektorové veli€iny jsou, obecné vzato, tenzorovymi poli —
nultého a prvniho fadu.) Zakladem pro préci s tenzory je linearni algebra, s jejich zavislostmi
na Casoprostorovych soufadnicich pak samoziejmé pracuje matematicka analyza. Naméatkou
uved’'me jen neékolik ptikladi se strucnym vykladem bez podrobného rozboru.

= Mechanika tuhych téles: moment setrvacnosti, setrvacniky. Zakladem je linearni vztah
mezi momentem hybnosti a thlovou rychlosti



(L)=(w)Jd, kde (L)=( L, L), (@) =(@, o, ;) jsou matice slozek momentu
hybnosti a thlové rychlosti, J je matice reprezentujici tenzor (linearni operator)
momentu setrvacnosti. Naptiklad pro nalezeni hlavnich os momentu setrvac¢nosti
V télese, tj. os, kolem nichz rotuje téleso tak, ze moment hybnosti je rovnobézny
s thlovou rychlosti, je podstatné fesit algebraicky problém — hledat vlastni hodnoty a
vektory linearniho operatoru.

= Mechanika kontinua: tenzorovy charakter napéti a deformace, elastické moduly a
elastické konstanty. Napéti a deformace kontinua se charakterizuji (kartézskymi)
tenzory druhého tadu, elastické moduly a konstanty pak tenzory ¢tvrtého fadu.

= Relativita: Geometrické vlastnosti prostorocasu jsou popsany Minkowského tenzorem
(druhého tadu).

= Klasicka elektrodynamika: Antisymetricky tenzor elektromagnetického pole, tenzor
energie-hybnosti. Dale také materialové vztahy v anizotropnich prostiedich, vlastnosti
opticky anizotropnich prostiedi jsou nejcastéji rovnéz linearni, naptiklad vztah mezi
intenzitou elektrického pole a polarizaci (resp. elektrickou indukci), zprosttedkovany
tenzorem (operatorem) dielektrické susceptibility (resp. permitivity). Jeho vlastni
hodnoty pak informuji napt. o tom, zda je latka opticky izotropni, opticky jednoosa, ¢i
opticky dvouosa.

= Linearni nelokalni a nesynchronni materialové vztahy a ptevod analytickych vyjadieni
na algebraické (zde je potieba i funkce komplexni proménné): Pficinny nesynchronni

vztah mezi elektrickou intenzitou elektromagnetického pole E(t) jako podnétu a

polarizaci P(t) jako odezvy (pro jednoduchou predstavu uvadime pouze vztah pro
casove zavislosti a homogenni prostfedi ve skalarnim tvaru) ma tvar

t
konvoluce P(t) = [a(r)E(t—7)d7, kde a(7r)je odezvova funkce (elektricka
0

susceptibilita). Vyznam tohoto vztahu je nazorny: Polarizace v okamziku t zavisi na
intenzité elektrického pole ve vSech okamzicich minulych. Tento vztah mize byt
modifikovan 1 pro anizotropni prostfedi. Analyza (konkrétné analyza funkci
komplexni proménné) pak dokdze pomoci tzv. Laplaceovy transformace pievézt vztah
konvoluce redlnych veli€in na algebraicky vztah jejich komplexnich Laplaceovych
obrazil.

= Kvantova mechanika a jeji matematicky aparat: stav objektu (soustavy) je
reprezentovan prvkem jistého vektorového prostoru3 se skalarnim souc¢inem (s
dodate¢nou vlastnosti uplnosti), tzv. Hilbertova prostoru, fyzikalni veliiny jsou
linedrni samoadjungované operatory, méfenim dané veli¢iny ziskavame vlastni
hodnoty ptisluSného operatoru, pticemz soustava piejde do stavu popsaného vlastnim
vektorem tohoto operatoru.

Ke kazdému z uvedenych ptikladl by bylo napsat samostatny pfispévek se zajimavym
rozborem. A bylo by mozné uvést i piiklady dalsi.

Podékovani

Dékujeme recenzentovi za velice peclivé a kritické procteni ptispévku a fadu namétu k jeho
vylepSeni myj. i pro komfort ¢tenait.

v

3V tzv. soufadnicové reprezentaci znam&ji pod ndzvem vinové funkce.
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