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Uvod

Tento text, ktery se rozrostl na 174 stranz, byl pivodné zamyslen predevsim
pro ty vysokoskolské ucitele matematiky, ktefi museji mimo jiné prednéset teorii
ODR, pricemz se odborné obycCejnymi rovnicemi nezabyvaji. Pribyla vSak velmi
dlouhé kap. 11, ktera se zabyva okrajovymi problémy ODR druhého iddu z hlediska
funkciondlni analyzy (a kromé toho obsahuje struény kurz metody koneénych prvku
v RY), takze ptivodni zamér této knizky ustoupil trochu do pozadi.

S kurzem obycejnych DR je spojena tato nepfijemnost: Existencni véty se
vétsinou v prednaskach nedokazuji; a co je horsi, nejsou ani dokazany ve skriptech ¢i
v nékterych knihéch (jako napi. [ST], kde je dokézéna pouze Picardova véta; zbytek
se nedokazuje, nebo je §patné; totéz se da iici o [CZ]; v [Rel] se nic nedokazuje).
Z kurzu obycejnych DR se tak stava “kuchaika” na lepsi ¢i horsi urovni.

Puvodné jsem se zaméfil na téchto 6 témat (vysel jsem hlavné ze [St]):

(1) Picardova véta o existenci a jednoznacnosti poc¢atecniho problému 3y’ = f(z,y),
y(zo) = Yo

(2) Peanova véta o existenci pocateéniho problému ¢y’ = f(x,y), y(zo) = yo-

(3) Veéta o existenci a jednozna¢nosti poc¢atecniho problému soustavy n diferencidlnich
rovnic prvniho fadu

(4) Véta o existenci a jednoznac¢nosti poc¢ateéniho problému
y™ = f@y 0, y"), y(@o) = vo, v (w0) = v,y =y

(5) Véta o existenci a jednoznacnosti pocatecniho problému soustavy n linedrnich
diferencialnich rovnic prvniho radu

(6) Véta o existenci a jednoznaénosti pocateéniho problému

Y™ + a1y 4+ any = f(3), y(o) = yo, ¥ (w0) = Y1,y =Yooy

Ackoliv v (1) — (6) jde o 6 existencnich vét, staci dokdzat véty (2), (3) a (5).
Dukaz véty (4) plyne z véty (3) a ekvivalence dané rovnice n-tého fadu se specidlni
soustavou n rovnic prvniho fddu. Dukaz véty (6) plyne z véty (5) a ekvivalence
dané linearni rovnice n-tého fadu se specidlni soustavou n linedrnich rovnic prvniho
fadu. Koneéné, dukaz véty (1) je specidlnim piipadem dukazu véty (3). // Kromé
téchto témat jsem pridal dalsi ¢tyti kapitoly, které souviseji s pocatecnimi problémy
ODR a obvykle se v zdkladnim kurzu prednéseji (co se tyce jejich nazvu, viz Obsah).
Vétsi zdjem by mohla vzbudit kap. 8 ¢i kap. 9.

Jedenacta kapitola méla mit puvodné sedm casti. Ale pii promysleni pod-
kap. 11.7 jsem si uvédomil, ze se teorie okrajovych problémt ODR obvykle vyklada
pouze “klasicky”, tj.bez uziti teorie Sobolevovych prostori, které se za¢nou sys-
tematicky probirat az s teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic, kde se cely vyklad
zamlzi problematikou popisu hranice oblasti v R? a R3.



Protoze v R! hranice ohrani¢ené oblasti (tj. koneéného intervalu) sestdva pouze
ze dvou bodu, mnoho komplikaci technického razu odpada. Navic se nékterd témata
daji vyklddat bez ohledu na dimenzi prostoru RY (protoze nezaviseji na popisu
hranice oblasti, jako napi.regularizace a s ni souvisejici dikaz hustoty C§°(2)
v L2(Q), resp. spojitost podle stiedu funkei v prostoru Ly (€2)). Toho jsem vyuzil a
tato témata zpracoval. V polozkach 11.7.36a—11.7.36¢ je vénovana velka pozornost
absolutné spojitym funkecim, které tvoif nadmnozinu Sobolevova prostoru H!([).

Rozhodl jsem se, ze vSechny véty vyslovené v kap.11 dokazu (s vyjimkou vét
citovanych z [Na] a [Ja]). Tim se sice knizka rozrostla asi o dvacet stran, ale i
tak neni prilis dlouhd. Text jsem na mnohych mistech doplnoval, takze Sobolevovy
prostory Wk(Q) a H*(Q) jsou téméi soubézné vykladany s prostory W¥(I) a H*(I),
kde I je kone¢ny interval.

V kap.12 jsou obé Picardovy véty z kap.1 a 3 dokdzany pomoci Banachova
principu pevného (BPPB). Zvlasté prvni dukaz je navzdory své strucnosti elegantni
a prehledny. Aplikovat BPPB na pocatecni problém soustavy linearnich ODR

#(t) = A()z + g(t)

kde A(t) a g(t) jsou spojité na <a, b>, neni vhodné, protoze v tomto piipadé feseni
existuje na celém intervalu <a, b>, ptricemz BPPB d&a pouze lokalni feSeni.

Kap. 13 je “un bonbon en plus” k tém ¢astem kap. 11, ve kterych jsem se zabyval
kvadratickym funkciondlem celkové potencidlni energie v R!. V kap.13 jsou tyto
vysledky nejprve zobecnény v R?, &m7 se mimo jiné ziskaji Eulerovy rovnice
varia¢niho poc¢tu tohoto kvadratického funkciondlu nestandardnim zpusobem. V dal-
Si casti kap. 13 jsou potom tyto Eulerovy rovnice varia¢niho poctu odvozeny jak
v R!, tak v R? standardnim zptsobem.

Bez kap. 14, kterd je vénovana Sobolevovym prostorum na ohranicené oblasti
Q C RY (N > 2), by tato knizka nebyla tiplna. Sobolevovy prostory H*(I), kde I
je koneény interval, jsou totiz podmmozinami prostoru AC?(I) absolutné spojitych
funkci na uzavieném intervalu I. Prostory H¥(I) majf tak dosti vyluénou strukturu,
protoze analogie ¢i zobecnéni absolutné spojitych funkei v RY (N > 2) neexistuje.
Beppo Leviho prostor BLy(2) pak déva do souvislosti Sobolevovy prostory W# ()
a H*(Q) s mnozinami funkci, které jsou absolutné spojité na téméf vsech pifmkéch
rovhobéznych se soufadnymi osami.

Kap. 15 o pfibliznych fesenich pocatecnich problému ODR, resp. pocatec¢nich-
okrajovych problému PDR je vzhledem ke svému tématu dosti kratka. V piipadé
ODR se zde vénuji hlavné Eulerové explicitni a implicitni formuli. O dalsich
dulezitych metodach (jako napf. o Runge -Kuttové metodé) uvadim jenom zakladni
fakta bez dikazu. V piipadé rovnice pro vedeni tepla kombinuji zpétnou diferenci
v ¢ase s metodou koneénych prvka v R, V pifpadé vlnové rovnice pak kombinuji
druhou zpétnou diferenci v ¢ase s MKP v R!.

Titul knizky K zdkladim teorie diferencidlnich rovnic jsem zvolil tak, abych mél
jakési alibi. Nepisi o zdkladech, ale vyjadiuji se k zdkladum, takze jsem leccos
podstatného mohl vynechat.



1. Picardova véta

1.1. Véta (Picard). Je dana diferencidlni rovnice

y' = f(z,y(x)) (1.1)

s pocatecni podminkou
y(zo) = yo.- (1.2)

Necht jsou splnény tyto dva predpoklady: B
a) Funkce f(x,y) je definovand a spojitd na dvojrozmérné uzaviené oblasti R ve
tvaru obdélniku

RZ{(ZIZ’,Z/) w0§$§$0+a, yo—bgygyo_}_b}’
5. emistuge

M = max|f(z,y)|. (1.3)
R

b) Funkce f(x,y) md v kazdém bodé uzaviené oblasti R parcidlni derivaci Of /Dy,
kterd je ohranicend na R, tj. plati

’g—g(m,y)’ < L pro vsechny body (z,y) € R (L = const > 0).

Potom existuje jediné reseni pocdtecniho problému (1.1), (1.2), které je defino-
vané a spojité v intervalu <m0, xo + 5>, kde

d = min (a, %) : (1.4)

Dukaz. Podle Lagrangeovy véty o prirustku plati

f(z,y1) = f(x,y2) = g—]yf(flf,??)(m —Y2),

kde 1 je vhodné ¢islo lezici mezi y; a yso, takze z predpokladu b) plyne

|f(x7y1)_f(x7y2)| SL|y1_y2| V(.’L’,yz) E}_%' (15)

Tato nerovnost (zvand Lipschitzova), kterda byla poprvé publikovana v roce 1876
(viz [Li]), bude mit v dukazu velky vyznam. // Definujme posloupnost funkei
(zvanou posloupnost Picardovych aproximaci) tvaru

yo(z) = yo,
y1() —y0+/ f(t,yo)d

—yo+/ f(t,(t



O této posloupnosti dokazeme, ze pro n — oo stejnomérné konverguje k hledanému
feSeni na intervalu <x0, To + 5>. Dukaz rozdélime do péti ¢ésti:

1. Nejprve dokdzeme, ze jednotlivé Picardovy aproximace lezi v obdélniku R,
takze pro x € <:U0, :U0+(5> jeyr(x) € <y0—b, y0+b>. Dtikaz provedeme matematickou
indukef: Pro yo(z) tvrzeni plati. Necht y,_1(x) lez{ v R. Potom vzhledem k (1.3)

a (1.4) plati
[ al-
Zo

:M\x—x0|§M5:Mmin<a,%) <b.

[Yn(z) — yo| =

/ :fu,yn_l(t»dt' <M

Prvni nerovnost pfitom plyne z (1.3), posledni rovnost z (1.4).

2. Matematickou indukci dokazeme, ze plati

M n— n
[Yn () — yn—1(x)| < gL Yo —zo|™. (1.6)

Pro n =1 mame
ly1(z) — yo| = ’/ f(t,yo)dt' < M|z — x|
To

Predpokladejme, ze dokazovany vztah (1.6) plati pro n — 1. Pfredevsim je

x

(@) = 1) = [ [Ftsma(0) = £t paafe))] .
xo

Podle ¢édsti 1 1ze na posledni integrand uzit Lipschitzovu nerovnost (1.5), ktera

implikuje

LM L"‘Q‘

(n—1)!

druh& nerovnost ptritom plati podle indukéniho predpokladu. Dostavame tedy

|f(t yn-1(t) = f(t yn—2(t)| < Llyn—1(t) — yn—2(t)| < t—xo" T

MLt T ML
() — Y <= | |t—mxe"tdt = — z0|™.
) a0 < gy [l ol

Odtud plyne, ze vztah (1.6) plati pro vSechny indexy n.

3. Dokézeme, ze Picardova posloupnost konverguje pro vsechna x € <x0, xo+90 >
stejnomérné k néjaké funkci y = Y (), kterd je na intervalu <x0,m0 + 5> Spojita.
Uvazujme proto funkéni fadu

yo +[ya(x) —yol + [2(z) — (@) + - + [yu(@) =g (@] +... . (1.7)

Podle (1.6) je majorantou této fady ¢iselnd fada
1 M
yO+M5+§M52L---+—'5”L”—1+... ,
n!

bt



ktera podle limitniho podilového kritéria konverguje. Je totiz
sntipr !
T | = 6L lim

Gnt1 .
(n + 1)! onn-1 n—oon + 1

2%

=0.

= lim
n—oo

lim
n—oo

Podle Weierstrassova kritéria konverguje fada (1.7) stejnomérné pro vSechna = €
<3:0, o+ 5>. Protoze ¢leny fady (1.7) jsou na tomto intervalu spojité funkce, je jeji
soucet, ktery oznacime Y (z), také spojitou funkci na <x0, xo + 5>.
Pro ¢éstecny soucet s, (x) fady (1.7) plati
Sn(x) =yn(x) (n=0,1,2,...),
takze podle definice souctu funkéni rady

lim y,(z) =Y (x). (1.8)
4. Nyni ukdzeme, ze takto urCend funkce Y (x) vyhovuje dané diferencidlni

rovnici (1.1) a poc¢ateéni podmince (1.2). Ptredevsim, konvergence (1.8) je stejno-
meérna, takze

Y (z) —yn(z)| <e V€ (zg,z0+6), VYn>N(e).
Déle podle (1.5)
(5, Y (@) = £ gn(@)] < LIV (2) — ga(2)].
Spojenim obou ziskanych vztaht dostavame
|f(2,Y(2)) = f(z,yn(2))| < Le Va € (xg,z0+6), VYn> N(e).
Odtud . .
’ / FLY () dE — / F(t (D)) dt’ < Le.

Protoze ¢islo € je libovolné, dostavame

i [ f(t () df = /mf(t,Y(t))dt. (1.9)

—
n oo Zo

Prejdéme ve vztahu
xX

Yn(x) =yo+ [ ft,yn—1(t))dt

o
k limité pro n — oco. Potom podle (1.8), (1.9) plati
V(o) =t [ f6Y(0)dt. (1.10)
@

Integrand na pravé strané (1.10) je spojitou funkei. Proto piislusny integral ma
derivaci podle z (viz derivaci integralu jako funkce horni meze), kterd je rovna
f(z,Y(z)). Je tedy
Vi(z) = f(z,Y(2)),

takze funkce Y'(z) spliiuje rovnici (1.1). Polozime-li v (1.10) z = xz(, potom
dostaneme Y (xg) = yo, takze Y (x) spliuje (1.2).

5. Nakonec dokazeme jednoznacnost feseni. Predpokladejme, Ze existuje spojita
funkce Z(x), pro kterou plati

Z(z) :yo+/x f(t, Z(t))dt, (1.11)

6



tj. vyhovuje vztahum (1.1), (1.2). Necht Y (z) # Z(z). Bez tjmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze hodnoty x, pii kterych plati Y (x) # Z(z), jsou napravo
od xq v libovolné blizkosti bodu xg; jinak bychom za bod zq vzali ten bod = > xg,
v jehoz libovolné blizkosti si hodnoty Y (x) a Z(x) prestavaji byt rovné; v takovém
ptipadé totiz plati

V(@) - 2) = [ 170.Y() ~ 0 Z@)]

x

Dokéazeme, ze nas predpoklad vede ke sporu. Zvolime néjakou malou konstantu
e > 0, konkrétneé X
0<e< . (1.12)
Podle pfedpokladu neni v uzavieném intervalu xop < x < xzo+¢ vsude Y (z) = Z(x);
kladna funkce |Y (z) — Z(x)| nabyva tedy v nékterém bodé £ tohoto intervalu své
nejvétsi hodnoty 9 > 0, pficemz je £ # ¢ protoze pro = = g je Y (xg) = Z(z0) =
yo. Odectéme (1.11) od (1.10), dosadme za x hodnotu ¢ a uzijme Lipschitzovu
podminku (1.5):

¢ ¢
IY(é)—Z(§)|=19§/ |f(t,Y(fE))—f(t,Z(fE))|dt§L/ Y (t) — 2(t) dt.

Posledni nerovnost bude tim spiSe splnéna, jestlize za integracnim znamenim na-
hradime rozdil |Y(z) — Z(x)| jeho nejvétsi hodnotou ¢ a jestlize integrujeme po
intervalu (xg, o +¢), ktery je nadintervalem intervalu (zg, §). Dostaneme 9 < Led).
Protoze predpokladdme 9 > 0, plyne odtud podle (1.12)

1< Le <1,

coz je spor. Tedy predpoklad, ze by existovalo jiné feseni Z vyhovujici téze pocatecni
podmince jako Y, vede ke sporu. [

Stejnym postupem se dokdze tato véta, ktera se lisi od véty 1.1 pouze umisténim
bodu (zg,y0) v oblasti R:

1.1bis Véta (Picard). Necht jsou splnény tyto dva predpoklady:
a) Funkce f(x,y) je definovand a spojitd na dvojrozmérné uzaviené oblasti R ve
tvaru obdélniku

R={(z,y): zo—a<z<z0+a, yo—b<y <yo+b}
tJ. existuje

M = max |f(z,y)|.
R

b) Funkce f(x,y) md v kazdém bodé uzaviené oblasti R parcidlni derivaci Of /Dy,
kterd je ohranicend na R, tj. plati
0 _
la—f(a:,y)’ < L pro vSechny body (z,y) € R (L = const > 0).
Y

Potom existuje jediné reseni pocdtecniho problému (1.1), (1.2), které je defino-
vané a spojité v intervalu <:U0 —0,x0 + (5>, kde

0 = min (a, %) )

7



1.2. Poznamka. Podle Lagrangeovy véty o prirustku plati

F(ay) — flayys) = §—§<x, n) (1 — va)

kde 71 je vhodné ¢islo lezici mezi y; a ys, takze z predpokladu b) plyne

\f(:c,y1)—f(:c,y2)\ SL‘yl_y2‘ V(l',yz) €R. (15>

Nerovnost (1.5) jsme uzili v dukazu véty 1.1 celkem tiikrat (v ¢astech 2, 4 a 5),
kdezto predpoklad b), ze kterého tato nerovnost plyne, jsme piimo vubec neuzili.
Nerovnost (1.5) se nazyva Lipschitzova podminka a véta 1.1 se ¢astéji vyslovuje tak,
ze predpoklad b) je nahrazen nerovnosti (1.5). Takovy tvar véty 1.1 je obecnéjsi.

Napi. funkce
fxy) = Va2 +y?

nemd v pocatku (0,0) derivaci 0f/dy, spliuje viak v kazdém okoli bodu (0,0)
Lipschitzovu podminku (1.5). // Splnéni Lipschitzovy podminky geometricky zna-
mena, ze ‘smérnice”
f($,y1) B f(l',yg)
Y1 — Y2

primky spojujici dva body (x,y1, f(x,y1)), (z,y2, f(z,y2)) grafu funkce f je v ab-
solutni hodnoté omezena ¢islem L.

1.3. Poznamka. Je tieba zduraznit, ze tvrzeni Picardovy véty ma lokalni chara-
kter vyjadifeny podminkou (1.4), ze které plyne, Ze existence feSeni je zarucena
pouze v néjakém okoli bodu z,

1.4. Prodlouzeni feSeni. Dokazali jsme pouze existenci a jednoznac¢nost feSeni
v uzavieném intervalu xo —h < z < xg + h, kde h = § je dédno vztahem (1.4).
Pokud a < &, je existence a jednoznac¢nost fesen{ po¢éteéniho problému (1.1), (1.2)
zarucena na celém intervalu <:c0 —a, w0+a>. Necht tedy a > %. Potom je existence
a jednoznacnost naseho problému zarucena pouze na intervalu <x0 — %, xo + %>
Protoze jsme vSak pfitom nevysli z vnitiku uzavieného obdélnika R, kde funkce
f(x,y) je definovana a spojita (a vyhovuje Lipschitzové podmince), nalezené resent
miiZe byjt prodlouzeno: Necht yél) je hodnota nalezeného feSeni pro :Uél) =20+ h;

bod (z§",y") lezi v obdélniku R. Potom lze nalézt uzavieny obdélnik
Ri: Jo—ai’|<ar, |y—us" <bi,

ktery jesté cely lezi v obdélniku R.! Oznacime-li M, = maxg, |f(x,y)| a zvolime-li

pocateéni podminku y(:cél)) = yél), potom podle dokédzané véty 1.1 (resp. 1.1bis)

vidime, Ze existuje feSeni rovnice (1.1) v intervalu I; = <mgl) — hl,xél) + h1>, kde
pro ¢islo hy plati h; = min(aq, ]\b/[—ll) Stied intervalu I; splyva s pravym koncem
uzavieného intervalu I; v tomto bodé obé nami sestrojend teseni maji stejnou

hodnotu y(()l), takze podle jednoznacnosti téchto feSeni obé feseni splyvaji v I N I;.

1Kazdy vnitini bod obdélniku R je v ném podle své definice obsazen i s néjakym svym okolim;
za takové okoli muzeme zvolit dostate¢né maly obdélnik.
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. s 1) . e r g o .
Protoze prava ¢ast (:U(() ),:cé )+h1) intervalu I lezi vné I, iikdme, Ze feSeni nalezené

v této casti je prodlouzenim teSeni obdrzeného v intervalu I.

Podstatna je tato skutecnost: Plati My < M, protoze M je maximum funkce
|f(z,y)| na ptivodnim obdélniku R, kdezto M; je maximum téze funkce pouze na
obdélnfku R; C R. Nechf dale ¢ je priinik svislé pifmky vedené bodem (2", y{")
s obdélnkem R. Pofadnice 3\ déli tuto tisecku na dvé ¢ésti. Nechi by je délka
kratsi casti. Neni-li by < b, tak muze byt % = ]&—11 a ziskané prodlouzeni je
podstatné.

Je-li 4 hodnota fesent v bode 27 := 2" +hy alezi-li bod (2, y{?) jests v ob-
lasti R, miizeme uréit feseni pomoci poéateéni podminky y(:c(()Q)) = y(()2) v uzavie-
ném intervalu Is, jehoz leva ¢éast lezi v I;. V této spolecné ¢asti nové reSeni splyva
s predchozim; v pravé Casti (m((f),acéf) + hg) intervalu Iy dostaneme prodlouzeni
vySetfovaného teseni. Obdobna konstrukce se da provést také pro ubyvajici hod-
noty x.

Lze dokézat, ze takovymi prodlouzenimi se muzeme dostat do libovolné blizkosti

hranice R oblasti R. To je provedeno na str. 67-69 ve [St]. O
Véta 1.1 (resp. 1.1bis) mé tento dusledek:

1.5. Dasledek (Existence a jednoznaénost feSeni pocatecni tlohy). Pred-
poklddejme, Ze 1) funkce f(x,vy) je definovand a spojitd v oteviené mnoZiné Q C R?
a 2) v kazdém bodé této mnoziny spliiuje Lipschitzovu podminku (vzhledem k y).
Potom pro kazdy bod (xo,yo) € Q md pocdteéni uloha (1.1), (1.2) prdvé jedno
resend.

Diukaz tohoto tvrzeni je velmi snadny: Protoze (xo,yo) je vnitinim bodem
oteviené oblasti {2, mé kladnou vzdalenost od jeji hranice 0f2, takze muzeme do §2
vepsat uzavieny obdélnik R (se stranami rovnobéznymi se soutradnymi osami) tak,
ze bod (z0,%0) lezi bud na levé svislé strané tohoto obdélnika, nebo je stiedem R.
— V prvnim pfipadé uzijeme vétu 1.1, v druhém vétu 1.1bis. [

1.6. Poznamka. Obvykle se funkce f(z,y) uvazuje na uzaviené oblasti. Ale
nyni je moderni (viz napt. [Ci]) uvazovat ji v oteviené oblasti.

1.7. Véta (o odhadu neptesnosti Picardovych aproximaci). Necht v sym-
bolice véty 1.1 (resp.1.1bis) plati L6 < 1. Potom

Ms (Lo
(n+1)!'1— L3’
kde Y (z) je presné tesent problému (1.1),(1.2) a y,(x) n-td Picardova aprozimace.

Dokazme to: Plati podle (1.7)

yn(@) = yo + > (v(x) — yr-1(2)),

k=1

Y(z) = yn ()| < (1.13)

Y(x)=yo+ Y (ys() — yr-1(2)),
k=1

takze (uzijeme také odhad (1.6))

oo

Y(2) =ya(@)] < D lyk(@) —ye-s(@)] <

k=n+1

9



s+l Ls (L5)2
< ML"™ 1
= (n+1)!( +n—|—2+(n+3)(n+2)+ ) <

I M§  (LS)"
ML" (L .
< n+1‘]; o)* T (n+ D115

1.8. Piiklad (Picardovy aproximace v konkrétnim pi#ipadé). Uvazujme
pocatecni problém
; 2y

y=— y(1) = o. (1.14)

Funkce f(z,y) = 2y/x je spojité v oblasti (g, 00) x (0, 00), kde € > 0. Pro Picardovy
aproximace problému (1.14) plati

9
y1(z) = yo + = d§ = yo +2yoInz,

€
1 3 1 §
= yo + 2yo Inx + 4yo In® (1.15)

n
1
(@) = o+ Bl +4g0 Y+ 1o
k=2

protoze

(In&)™ / / 1 +1
= [(In&)"(1 = In&)" ™.
/ £ de= [ g (ng) de = - (ng)
Podle véty 1.1, resp 1.1bis, plati na segmentu <1, (5>

lim y,(z) = yoxr® stejnomérné na <1, 5>,

n—oo
cili
1
Yo + 2yo Inx + 4o Z e In* 2 = yg2?  stejnomérné na <1, 5>, (1.16)
k=2
kde y(z) = yox? je fesenf problému (1.14). Zajimavy vysledek.
1.9. Piiklad (o prodlouzeni). Pro fddné prozuméni teorii je nutné existenéni
véty poradné “ohmatat”. Toto ohmatani nespociva pouze v prostudovani dukazu,
ale také k ovéreni predpokladu a tvrzeni na konkrétnich piikladech.

Vime, ze podminka x € <:c0 — 0,20 + (5>, kde § = min(a, %), zarucuje, ze grafy
postupnych Picardovych aproximaci lezi v oblasti

R={(z,y): zo—a<z<wzo+a, yo—b<y<yo+Db}

(pfipadné nékteré body tohoto grafu lezi i na hranici OR).
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Uvazujme pocatecni problém
y =1+y* y(0)=0. (1.17)

Je to rovnice se separovanymi proménnymi, jejiz feSeni je vzhledem k pocatecni
podmince tvaru
y(r) =tanz, z € (—m/2,7/2). (1.18)

Odhlédnéme od toho, ze zname presné feseni (1.18) a podivejme se na problém
z hlediska véty 1.1bis. Cisla a,b vystupujici v definici oblasti R miuzeme zvolit
libovolné velkd; polozme napiiklad

a = b= 1000. (1.19)
Potom (zg = yo = 0)
R = ( —1000,1000) x ( — 1000, 1000), (1.20)

takze M = 1000001 a § = 1000/1000001 ~ 0.001. V tomto piipadé jsme se na ose x
prilis daleko nedostali, a i kdyz budeme nase feSeni prodluzovat, budeme postupovat
velmi pomalu. Snazme se proto vertikdlni rozméry dané oblasti optimalizovat.

Obecné plati
b b
— =F(b) = :
M (b) 1402
Najdéme extrémy funkce F(b): Plati F/(b) = (1 —b?)/(1 + b?)?, takze F'(by) = 0
pro by = +£1. Snadno se ovéii, ze F"'(by) < 0, takze v bodech by = +1 nastava
maximum funkce F'(b), pro které plati max F'(b) = F(by) = F(1) = 0.5.
NasSe nova oblast tedy bude

(1,21)

Ry = ( —1000,1000) x ( —1,1) (1.22)

a protoze 69 = F(1) = 0.5 podle véty 1.1bis, médme podle této véty zarucenu
existenci a jednoznatnost fesen{ y(x) problému (1.17) na intervalu ( — 0.5,0.5).

Dostali jsme se podstatné dal nez v predchozim pripadé, ale opét ne dosti daleko.

Zacnéme proto ziskané feseni prodluzovat. Nyni musime vyuzit toho, Ze na intervalu
< — 0.5, 0.5> zname piesné Feseni problému (1.17), které je y(z) = tanz. Polozme

2V i= 20+ 6=0405=05, 3" =yl") =y(0.5) = tan(0.5) = 0.5463025
(pocitano na kapesni kalkulacce). Polozme nyni
by :=b—y{"” =1 —0.5463025 = 0.4536975
a definujme uzavienou oblast
Ri={(—a+dp,a—0d)x (y" —br,y" + 1) = (—999.5,999.5) x (0.092605, 1).

Na této oblasti je
My =1+b=1+1=2,
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takze

b1
01 = — = 0.2284876
1 M,

a prodlouzené feseni y;(z) = tanz je definovdno podle véty 1.1bis na uzavieném
intervalu

(2 = 81,28 +6,) = (0.2731514,0.7268487).

Na levé casti <x(()1) — 01, m0> tohoto intervalu splyva toto prodlouzeni s ¢asti reseni
problému (1.17), na pravé ¢asti (xo, :cél) + 91) definuje skute¢né prodlouzeni feseni

problému (1.17). Je

1 (8 + 61) = tan 0.7268487 = 0.8892584. (1.23)

Pokud provedeme nékolik dalsich prodlouzeni, jsme schopni maximalné dosahnout
toho, ze :U(()n) = :L'(()n_l) +0p-1 = 7 —€=0.7853981 —¢, kde € > 0 je libovolné malé.
Pokud chceme prodlouzit feseni na interval < -5+e5— €>, musime se vratit

k oblasti (7.4) ¢ néjaké jeji uzaviené nadoblasti. [

2. Peanova véta

V této kapitole uvadim existenéni Peanovu vétu, k jejimuz dukazu je zapotiebi
Arzela-Ascoliova véta. (Pii zpracovani kap. 2 jsem pouzil [KF], §17.)

2.1. Definice. Funkce z mnoziny {¢(z)}, kde 2 € (a, b) se nazyvaji stejnomérné
ohranicené, existuje-li takové ¢islo K, ze

lp(z)| < K Vrxe <a,b> Vo € {p(x)}.

Funkce z mnoziny {¢(z)}, kde z € (a,b) se nazyvaji rovnomocné spojité, jestlize
ke kazdému € > 0 lze najit takové d(e) > 0, ze nerovnost

lp(z1) — w(z2)] <€

je splnéna pro vSechna z1,x2 € (a,b) takovd, ze |z1 — x| < §(¢), a pro viechna
v € {p(x)}.

2.2. Véta (Arzela). Z kazdé posloupnosti stejnomérné ohranicenijch a rovno-
mocné spojitych funkci na intervalu <a, b> lze vybrat posloupnost funkci, kterd stej-
nomérné konverguje na interalu <a, b>.

Modernéjsi formulace (Arzela-Ascoli). Aby mnoZina spojityjch funkct, které
jsou definovdny na segmentu <a, b>, byla kompakini v C<a, b>, je nutné a staci, aby
tato mnozina byla stejnomeérné ohranicend a rovnomocné spojita.

Dukaz AA véty. Nutnost. Necht mnozina {¢(x)} je kompaktni v C{a,b).
Potom ke kazdému € > 0 existuje konecna %-sif ©1, P2, ..., pr. Kazda z funkel ¢;
splnuje

protoze je na segmentu <a, b> spojita. Polozme M = max M; + £. Podle definice

$-sité existuje ke kazdé funkci ¢ € {¢(x)} alesporin jedna funkce @; z této sité, ze

g
o(, pi) = max |p(z) — @i(r)] < 3
12



Odtud . .
|¢‘§|@i\+§§Mi+§§M,

takze mnozina {¢(z)} je stejnomérné ohranicens.
Déle, protoze kazda z funkci ;, které tvoii %—Sl’f, je spojité, a tedy stejnomérné
spojita na <a, b>, ke kazdému § > 0 existuje takové §; > 0, ze

€
lpi(x1) — pi(z2)| < 3 pro |x; — xa| < é;.

Polozme § = min §;. Kdyz potom pii |1 — 2| <  vybereme pro libovolnou funkeci
@ € {p(x)} funkci p; tak, ze o(p, ¢;) < §, bude platit:

lp(x1) — w(z2)] =
[p(w1) — @i(@1)| + [p(z1) — @i(T2) + @i(T2) — p(22)| <
< p(z1) = @i(x1)] + [p(x1) = wi(z2)| + [@i(T2) — p(22)] <

<t4o4i=e
3 3 3 7

Odtud plyne rovnomocnd spojitost funkei mnoziny {¢(x)}.

Dostatecénost. Necht funkce mnoziny {ip(z)} jsou stejnomérné ohraniéené a rovno-
mocné spojité. Potom staci dokazat, ze pro tuto mnozinu existuje v C<a,b> pri
kazdém e > 0 koneén4 e-sit. Necht

lp| < M pro viechna ¢ € {p(z)}

a vyberme § > 0 tak, ze
lo(z1) — p(z2)| < %, kdyz |x; — x| < ¢ pro vSechny funkce ¢ € {p(z)}.

Rozdélme tsecku <a, b> body x¢o = a, x1,x2,...,2x, = b na ¢asti mensi nez J a ved-
me témito body kolmice k ose x. Usecku < — M, M > na ose y rozdélme body
Yo = —M,y1,y2,---,ym = M na casti o délce nanejvys rovné ¢ a vedme témito
body vodorovné piimky. Timto zpusobem jsme rozdélili obdélnik <a, b> X <— M, M >
na obdélniky s vodorovnou stranou < ¢ a svislou stranou < % Piifadme nyni kazdé
funkei ¢ € {p(z)} polygon ¢ (x) s vrcholy v bodech (zk,y;), tj. v uzlech sestrojené
sité, ve kterych se lis{ v bodech z od funkce ¢ méné nez o ¢ (existence takové
polygonélni ¢ary je ziejmé). Tedy plati

p(ar) = vlaw)l < 7,
(i) = laren)l < .
fp(@r) — plar)] < 7.

takze \
€
[Y(ar) = d(@re)] <+

13



Protoze mezi uzlovymi body vytvorené obdélnikové sité je polygon ¢ (z) linedrni,

plati
Yon) = 9@ < T Vo € (o, zien)

Zvolme nyni x € <a, b> libovolné a necht xj je nejblizs{ uzlovy bod zleva. Potom

lo(z) — ¥(x)| < lp(x) — o(zr) |+
+Ho(wr) — P(or)| + [h(wr) — P(z)] < e.

Tedy polygondlni ¢ary 1 (z) tvoif vzhledem k mnosiné {¢(x)} e-sit. Pocet téchto
funkci () je konetny, protoze obecné je mozné prolozit konetnym poctem bodu
jenom kone¢ny pocet lomenych ¢ar. Tedy mnozina {¢(z)} je totdlné ohrani¢end. [J

2.3. Véta (Peano). Méjme diferencidlnd rovnici

y' = fz,y(@)). (2.1)

Je-li funkce f(x,y) spojitd v néjaké dvojrozmeérné uzaviené oblasti G, potom kazdym
vnittnim bodem (xo,y0) € G této oblasti prochdzi alespon jedna integrdlni kiivka
rovnice (2.1).

2.4. Poznamka. Existence feSeni je zarucena v uzavieném intervalu <a, b>, ktery
ziskdme takto (viz také ditkaz Peanovy véty): Vedme bodem (z¢, yo) piimky o smér-
nicich M a —M. Daéle vedme svislé pifimky 2 = a a z = b tak, aby vzniklé
dva trojihelniky se spoleénym vrcholem (zg,y0) celé lezely v oblasti G. Pokud
pfimka z = a je co nejvice nalevo a pfimka x = b co nejvice napravo, aby vzniklé
dva trojihelniky jesté lezely v oblasti GG, ziskali jsme segment <a, b>, ve kterém je
zarucena existence reSeni Peanovou vétou.

Dukaz Peanovy véty. Protoze funkce f(z,y) je spojitd na uzaviené oblasti, je
na ni ohranicené:

|f(z,y)| < M V(z,y) €R.

Vedme bodem (zg, o) pifmky o smérnicich M a —M. Vedme déle svislé piimky
x = a a x = b tak, aby vzniklé dva trojihelniky se spole¢nym vrcholem (zg,yo)
celé lezely v oblasti G. Tato dvojice trojihelnikii tvoii uzavienou mnozinu A.

Nyni pro danou rovnici (2.1) sestrojime Fulerovy lomené ¢dary takto: Z bodu
(z0,10) vedme pifmku se smérnici f(zg,70). Na této piimce zvolme né&jaky bod
(z1,y1) a vedme jim pifmku se smérnici f(x1,%1). Na této pifmce opét zvolme
néjaky bod (z2,72) a vedme jim pifmku se smérnici f(z2,2), atd. Méjme nyni
posloupnost takovych Eulerovych lomenych ¢ar L1, Lo, ..., Lg, . . ., které prochazeji
bodem (xg,yo) a takovych, ze délka nejvétsi ze stran lomené ¢ary Ly konverguje
k nule pro k — oo. Necht ¢}, je funkce, jejimz grafem je lomend ¢dra Lj;. Funkce
©1, 02, - -+, Pk, - .. Mmaji tyto vlastnosti:

1. jsou definovany na uzavieném intervalu <a, b>,

2. jsou stejnomérné ohranicené na <a, b>,

3. jsou rovnomocné spojité na <a, b>.

Na zékladé Arzelovy véty lze z posloupnosti {pr} vybrat stejnomérné konver-
gentni posloupnost. Necht je to posloupnost ¢, o2 . o®*) . Polozme

plx) = lim o™ ().
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Protoze v8echny lomené ¢ary Ly, Lo, ..., Ly, ... prochdzeji bodem (xg, o), plati

¢(x0) = Yo.

Zbyva ovérit, ze funkce ¢(z) splituje v intervalu (a,b) diferencidlnf rovnici (2.1).
K tomu je tfeba dokazat, ze pro libovolné ¢islo £ > 0 je

AT AT e < (2:2)

je-li rozdil |z — 2’| dostateéné maly. K tomu vSak sta¢i dokazat, ze pro dostateéné
velka prirozend cisla k plati

() (7 — oK) ("
()| (23)

jakmile je rozdil |z — 2’| dostatecné maly.
Protoze funkce f je spojita na oblasti G, 1ze ke kazdému ¢islu € > 0 najit takové
¢islon > 0, ze

f@ ) —e < fla,y) < f@y)+e (¥ = @), (2.4)
jestlize
|z —a'[ < 2n, |y—y'| <AMn. (2.5)

MnoZina bodii (z,y) € G, které vyhovuji nerovnostem (2.5), je obdélnik; oznaéme
jej Q. Necht ¢islo K je tak velké, ze pro vSechna piirozend &isla k > K plati

lp(x) — go(k)(:c)| < Mn Vze <a, b>

a ze vSechny strany lomené ¢dry Ly maji délku mensi nez n. Potom pro |z—z'| < 27
viechny Eulerovy polygony ¢*®), pro néz k > K, celé lezi v obdélniku Q.

Dale necht [ag,bol, [a1,b1],. .., [@ni1,bns1] jsou vrcholy polygonu Ly (tj.jeho
body zlomu), pficemz

ap <2’ <a;<ay<---<a, <2’ <api
(pro urcitost predpokldaddme, ze ' < x””; obdobné se vysetiuje piipad z” < z’).
Potom pro odpovidajici funkci o) plati

™ (a1) — o) (2") = f(ao, bo) (a1 — '),
e (aiy1) — ™ (a;) = flai, bi)(aip1 —a;) (i=1,2,...,n—1),

¢(k)($/,) - go(k)(an) = f(an, bn) (2" — ay).
Odtud a z nerovnosti (2.4) dostaneme pro |z” — 2’| < 7, protoze ve (2.4) muzeme
postupne pOIOZit (.CE,y) = (a()vbO)v (.fC,y) = (ai7bi> (Z = 1727 sy 1)7 (.fC,y) =
(An,bn) :

[f (@', 0(2') = l(ar — ') < W (ar) — (@) < [f(2',(2")) + €] (a1 — 2');
(2, o(2) = el(air1 — ai) < o™ (air1) — o (a;) <
< [f(m’,gp(x'))—l—&:](aHl —CL,‘) ('L: 1,...,71-1),
[ (@, p(2') =€)z — an) < o) (2") = ¢W(an) < [f(2',0(2")) + €] (2" — an).
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Z téchto nerovnosti plyne

[f(z"), p(2)) — €] (=" — 37/) =
=[f(@),p(z") = ell(@” — an) + (an — ap—1) + -+ (ag — a1) + (a1 — 2')] <
< ™ (@) — o™ (@n)] + [p™ (an) — * (an_1)] + -+
+o®) (az) — SO(k)( D]+ o™ (a1) — o™ (2")] =
®) (2 — w(k)(ﬂf')
< [f(@), (")) +e][(z" — an) +(an —ap_1) + -+ (a2 —a1) + (a1 — 2')] =
p(x

— ) pa) + el o).
e AN () — o)
Fatola!)) - e < P 2P0 e et 4

coz je nerovnost (2.3), kterou jsme chtéli dokdzat. O

Ruzné posloupnosti vybrané z posloupnosti Eulerovych polygoni mohou kon-
vergovat k ruznym feSenim rovnice (2.1). Proto feSeni rovnice y' = f(x,y) jdouct
bodem [zg, yg] neni obecné jediné.

Jiz jsem uvedl, ze pfedpoklad b) Picardovy véty lze ruznymi zpusoby oslabit,
nelze jej vSak vynechat. Jestlize tak uc¢inime, mame Peanovou vétou zarucenu exis-

tenci teSeni, nikoliv vSak jeho jednoznacnost. Tuto skutecnost ilustruji obvykle
Priklady 2.5 a 2.6.

2.5. Priklad. Uvazujme pocatecni problém
y = fla,y) =3y*°, (2.6)

y(zo) = Yo (2.7)

Protoze funkce f(x,y) = 3y*/® je spojitd v kazdém obdélniku R o stfedu (0,0)
a stranach rovnobéznych se soufadnymi osami, ma pocatecni problém (2.6), (2.7)
pro libovolné hodnoty xg, yo alespori jedno feseni (viz vétu 2.3). Protoze

g—g(w,y) =2y

2/3

~1/3
)

nenf derivace 0 f /0y v obdélnicich R obsahujicich body (z,0) ohrani¢end a ani nenf
splnéna Lipschitzova podminka. (Skute¢né: Zvolme L > 0 libovolné velké a necht
A je takové, ze L = 2/ A/3. Potom podle Lagrangeovy véty o prirustku existuje
0 <n < Atak, ze f(z,\) — f(z,0) = 8y Liz,m)\ = 1/3)\ > LA. Stejné dokazeme,
ze v pripadé, kdyz se blizime k pfimce y = 0 zespodu, tak derivace g—£ neomezeneé
klesd k —00.)? V takovych obdélnicich nemdme zaruéenu jednoznaénost feseni.

20becné plati v disledku Lagrangeové véty o pifriistku: Necht funkce f(y) je spojitd na
uzavieném intervalu <a,b> a necht ma v otevieném intervalu (a,b) spojitou derivaci f/(y), pro
kterou limy—q f'(y) = co. Potom ke kazdému velkému L > 0 existuje ¢islo A = A(L) > 0, ze pro
y € (a, A\) plati f(y) — f(a) > L(y — a). = Tedy nerovnost |0f/0y| < L je nutnou podminkou pro
platnost Lipschitzovy podminky.
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Podivejme se nyni na celou situaci z vypocetniho hlediska. Za predpokladu y # 0
muzeme provést separaci proménnych

dy
3y2/3

= dz

a integraci této rovnice dostaneme y'/% =z + C ¢ili
y = (x+O)>. (2.8)

Ziskali jsme tak formalné soustavu kiivek (tzv. kubickych semiparabol), které tvori
obecny integral rovnice (2.6). // Vsimnéme si nyni piipadu

y=0. (2.9)

Funkce (2.9) je také feSenim rovnice (2.6). Protoze je nelze ziskat z (2.8) zddnou
volbou konstanty C, je to vyjimecné teSeni, které splnuje pocatecni podminku

y(zo) =0 (x0 libovolné). (2.10)

Dalsi vyjime¢nd feseni (je jich nespoc¢etné mnoho) muzeme posklddat ze soustavy
kiivek (2.8), (2.9) tak, Ze uvedend fesen{ riizné napojujeme: Necht a, b € R (a < b)
jsou dvé libovolna redlna ¢isla. Potom funkce

(r —a)® prox<a,
y(x) =< 0 pro z € {a,b), (2.11)
(x —b)3 prox>b
je také vyjimecné teSeni rovnice (2.6).
Vsechny tyto tivahy se pohybuji v ramci Peanovy véty, kterd zarucuje existenci
feSeni, ale ne jeho jednoznacnost.
Vratime-li se k podminkam véty 1.1, tj. hleddme-li feSeni pocatecniho problému

(2.6), (2.7) jen v obdélniku R, ktery je nad nebo pod osou x, potom takové feseni
je pouze jedno.

2.6. Priklad. Uvazujme diferencialni rovnici
W) +y*=1 (2.12)

¢ili
Y =+V1-y2. (2.13)

Tato rovnice ma dveé soustavy feseni

y=sin(z+C) (—7n/2<z+C <7/2), (2.14a)
y=sin(—x+C) (—7/2<—z+C <7/2). (2.14b)
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Jsou to proti sobé posunuté sinusoidy; Redeni (2.14a), resp.(2.14b) vzniklo po-
sunutim

y=sinz (—7w/2<zx<m7/2), resp. y=sin(—z) (—7/2<—x<7/2).
Nés v tomto okamziku zajimé skutecnost, ze v okoli piimek
y=1, y=-1 (2.15)
neni splnéna Lipschitzova podminka
F@,y") = fa, £ < Lly* — (#1)] Y@,y (@, £1) € D = (—00,00) x ( —1,1).

Dokazme to: Zvolme L > 1 (protoze 3—5 je na D neohranicend, muze byt L libovolné

velké) a vezméme 0 < \ < 1 tak, aby L = \/117 Potom je \ = \/1-L|—T Protoze

f(x,1) =0, z Lagrangeovy véty o prirustku plyne

Ui

)= Fwn-1 = Lo, A<y<n<t

> _ A n
Protoze L = e < S

v okoli piimky y = 1 funkce f(z,y) = /1 — y? nespliuje Lipschitzovu podminku.
(Ze tato funkce nespliiuje Lipschitzovu podminku také v okoli pifmky y = —1,
se dokaze stejnym zpusobem.) — Dokézali jsme tak ve specidlnim piipadé opét
nutnost podminky z Lemmatu 2.7 (jehoz dostateénd podminka je dokézana v Poz-
namce 1.2):

=, je f(z,y) > L(1 —y), y € (\, 1), coz znamend, Ze

2.7.Lemma. Necht funkce f(x,vy) je spojitd na uzaviené oblasti R. Postacugici
podminkou pro Lipschitzovu podminku vzhledem k y je existence ohranicené g—i

na celé oblasti R. Nutnou podminkou pro Lipschitzovu podminku vzhledem k y
je ohranicenost 3—5 (ve vsech bodech, kde existugje).

Tento vysledek implikuje, ze v pfipadé rovnice (2.13) neplati obecné Picardova
véta. Protoze vSak jsou funkce f(z,y) = £4/1 —y? v oblasti (—oo,00) x ( —1,1)
spojité a ohranicené (M = 1), plati Peanova véta. Obé funkce (2.15), tj. y = 1
a y = —1, spliuji rovnici (2.13), ale nelze je realizovat zddnou volbou konstanty C'
v obecnych feSenich (2.14a), (2.14b). Jde o feseni singuldrni, protoze tyto piimky
jsou tecnami grafu kazdého partikularniho feSeni. Pomoci nich a obecného teseni
lze vytvofit nespo¢etné mnoho singuldrnich Feseni: KazZdd ze sinusovek (2.14ab)
muze v bodé dotyku k jedné z tecen y = £1 prejit v tuto teé¢nu a v libovolném dalsim
bodé dotyku opét v jednu z obou sinusovek.
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3. Existence a jednoznacnost reseni pocatecniho
problému soustavy ODR 1.71adu

Dokézeme vétu o existenci a jednoznacnosti pocatecniho problému soustavy n di-
ferencidlnich rovnic prvniho fadu

yi = fl(‘r?yl?yQu"'?yn)?
yé = f2(377y17y2, .. '7yn)7

(3.1)
Yn = fulT, 91,92, Yn)
s pocatecnimi podminkami
0 0
vi(x0) = 1", y2(w0) = 93" yn(wo) = w0, (3.2)
kde bod (0) (0) (0) 7 Gt 1A 5L af . o
v (zo,yy ), (0, Ys ")y (o, yn ') lezi na “svislé” ¢asti hranice 02 uzavie

né (n + 1)-rozmérné oblasti 2 tvaru

§:{<xvy17~-~7yn):x0§$§$0+avy§0)_b1 Syl §y§0)+b17'~'7
yg)) - bn < Yn < y7(10) + bn} = (33)
= <IL’0,$O +a> X <y§0) - bluyg()) + b1> X X <y7(10) - bnuyg)) +bn>

3.1. Véta (zobecnéna Picardova). Nechi funkce f; = fi(x,y1,...,yn) (kde
i=1,...,n) spliuji tyto dva predpoklady:

a) jsou definované a spojité na (n + 1)-rozmérné uzaviené oblasti Q C R+
tvaru (3.3), kde kladnd ¢isla a, by, ..., by, jsou libovolnd;

b) na oblasti Q (tj. v kazdém bodé P € Q) emistuji parcidlni derivace Of;/Oyx
a jsou tam ohranicené, tj. g—?f;(P)’ <LVPeQ(i,k=1,...,n).

Potom v intervalu <m0, To + 5>, kde

: b b
0 = min <a, Ml’ cee M”), M = mﬁax\fi(a:,yl, e Yn)ls (3.4)
existuje pravé jedno reseni y1; = y1(x), ..., yn = yn(x) soustavy (3.1), které spliuje

pocdteéni podminky (3.2). Posloupnost Picardovych postupnych aprozimaci stejno-
mérné konverguje na intervalu (zo,z0+0) k presnému resent problému (3.1), (3.2).

3.2. Poznamka. Predpoklad b) se d4 nahradit slabsim predpokladem, ze funkce
f(z,y1,...,yn) spliiuje na  Lipschitzovu podminku vzhledem k y1,. .., y,.

Dukaz Veéty 3.1. Dukaz je zobecnénim postupu uvedeného v dukazu Picardovy
véty 1.1. Podle véty o prirustku plati:

* * & 0 *
f(w7y17"'7yn)_f(w7y17"'7yn>:Za—i(nlw"vnn)(yk_yk)?
k=1
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kde yr < m < y;. Podle druhého predpokladu véty 3.1 odtud plyne
@y, eyn) = F@yf, oy S LY e — vil, (3.5)
k=1

coz je Lipschitzova podminka pfipomenuta v Pozndmce 3.2. Lipschitzovu podminku
(3.5) nekolikrat v dukazu vyuzijeme.

Uzijeme opét metodu Picardovych postupnych aproximaci. Za pfibliznou hod-
notu nultého fadu vezmeme hodnoty pocatecnich podminek:

V(@) =y, O (2) =y (3.60)

pomoci téchto aproximaci definujeme aproximace prvniho fadu:

(@) =y + / A& v, y) de,
....................... (3.61)
() —y£0)+/ Fa&ut” w8yl de.
Zo
Déle definujeme druhé aproximace
0w =+ [ (.80 () e
....................... (3.62)

WV-WP+/L&¢WO(W&WWW©N&

obecné jsou m-té aproximace definovany pomoci aproximaci (m — 1)-ho fadu:

y™ (2) —y?>(/Lf5yml“@»§m*kawuw$’”@»%;

y#M—w9+/ﬁ@¢mW&@WW&uwa@ma

1. Je ziejmé, ze funkce (3.6¢) a (3.61) jsou spojité. Déle plati: prvni aproximace
nevyjdou z oblasti 2. Vskutku (podle definice ¢isla 6 a ohranic¢enosti funkei f;)

i (@) - 4] = / L&y s, yD) de| < Mla — wo| < M6 < by,
kde 1 = 1,2,...,n. Predpokladame-li ze (m — 1)-ni aproximace jsou spojité funkce

proménné z, vidime, ze m-té aproximace, jakozto neurcité integrdly spojitych
funkci, jsou rovnéz spojité.
)
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Lehce se dokéze, ze pokud (m—1)-nf aproximace nevyjdou z oblasti Q pro |z —x¢| <
9, pak totéz plati pro m-té aproximace. Skutecné, podle predpokladu o (m —1)-nich
aproximacich plati

il ™D Y ) <M pro o —ap| <6 (i=1,2,...,m),
takze vztahy (3.6,,) daji

b =4 =

/ Filw, g™y g DY de| < Mx— ol < M6 < by

Protoze tato nerovnost byla dokazana pro m = 1, je spravna pro kazdé piirozené
m. Tedy: vsechny postupné aprowimace (3.6,,) ndlezeji do oblasti Q, jestlize se
argument x méni v intervalu ro < x < xo+4d. // Tim jsme dokonéili analogii ¢asti
1 dukazu véty 1.1. Dokazeme nyni zbyvajici ¢asti.

2. V této ¢ésti dokdzeme, ze pro libovolné m = 1,2,... plati odhad (3.7,,).
Podle (3.61) muzeme psat:

M () — o) = / Fi6 ™y dS’SMIm—xo;
dale
92 (z) — 4 ()] =
€@ ) = FE st <

]/ 6y ©), . i) — file, y<°>...,y;°>|d§'.

Na zakladé Lipschitzovy podminky a jiz ziskaného odhadu pro |y§1)(ac) — y§0)| je

2 (@) — oM ()] <

] / Ly =y @)+ 4 [y =y O] da| <

|z — x0]?

g’/ MnL\E—:c0|d£':MnL (1=1,2,...,n).
To

Predpoklddejme, ze jsme jiz ziskali odhad pro rozdil yz-(m_l)(:c) — ygm)(:c) ve tvaru:

m—1
m— m— m—2|T — X .
;" (@) —y" Y (@)] < M(nL) ﬁ (i=1,2..,n). (3Tm-1)

21



Dokézeme, ze pro dalsi rozdil plati obdobny odhad, ve kterém pouze misto m — 1
stoji m. Skutecné,

™ (@) — 9" V()] =

[fz(é‘ gDyl Y pe Ry 2)y) df' <

/ N S ) B A T L NV ) |d5' (3.7,m)
<] [t - ?lae] < aruayr| [TEZ e
o i=1 ‘ ’ o o (m_]_)'
m— |x_x0|m
= M(nL)™! —

Tim jsme dokézali, ze odhad (3.7,,) plati pro kazdé ptirozené m.

3. Nyni dokéazeme, ze n posloupnosti Picardovych postupnych aproximaci tvori
konvergentni posloupnosti, které konverguji pro vsechna x € <:c0, xo+0 > stejnomérné
k néjakym funkcim y; = Y;(z) = limy,— o y(m)( ) (1 =1,2,...,n), které jsou na
intervalu <:U0, xo + (5> spojité. Stejné jako v piipadé jediné funkce (viz dukaz véty
1.1) vyjdeme od fad

v+ (1@ =) + (1P @ - V@) +- o+

(3.8)

(1@ =y V@) + o (=1,200m),
Absolutni hodnoty ¢lenu téchto fad po¢inaje druhym ¢lenem jsou odhadnuty v ne-
rovnosti (3.7,,). Vsimneme-li si dale, ze |z — z¢| < ¢, vidime, Ze vSechny ¢leny Fad
(3.8) (poc¢inaje druhym) jsou co do absolutni hodnoty nanejvys rovny odpovidajicim
clenum ciselné rady s kladnymi cleny

o0 6m
> ML)yt —
m=1 ml!

Tato posledni fada je konvergentni, takze rady (3.8) konverguji podle Weierstrassova
kritéria stejnomérné pro z € (xg,zo + 0); protoze jejich ¢leny jsou spojité funkce,

jsou také jejich soucty spojité funkce, které oznacime Y;(z) (i =1,2,...,n), takze
0 k—1
—¢>+§j —u @) = Jim g™ ().
4. Dokazeme, ze funkce Yi(z), Ya(x),..., Y, (z) ddvaji hledanou soustavu teseni

diferencidlnich rovnic (3.1): Podle samotné definice funkeci y( )(a:) (viz (3.6,)) je

™ (20) = y!”; platf tedy

lim y{™ (x0) = Yi(zo) = y”,

m—0o0

tj. limitni funkce Y;(z) (i = 1,2,...,n) vyhovuji poédtecnim podminkdm.
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Nyni dokazeme, ze funkce Y;(z) vyhovuji soustavé (3.1). Na zdkladé (3.6,,)
muzeme psat:

y™(@) = 4@ + /{fzﬁy(m D),y ()

CFAEYA(E), ., Yal€))} dE + / LEVE), . Yy B

(i=1,2,...,n).

Odhadneme absolutni hodnotu prvniho integralu v (3.9):

/ g™ D), .yl 1><§>>—fi<§,Y1<£>,...,Yn<£>>}d§] <
é]/ (&m0, Ly ”(5))—fi(é,m(&),...,Yn(£>>|ds]s (3.9%)
<L]/ 10 (E) — Ya(©)] + - + [y () - n<§>|}d§]

(posledni nerovnost plyne z Lipschitzovy podminky). Protoze funkce ygm_l)(a:)
(m = 1 2,...) konverguji v intervalu (xo,zo + 0) stejnomérné k funkcim Y;(z)
i=1, ...,n), muzeme k libovolné zvolenému £ > 0 najit takové N(eg), ze je-li

Y
m— 1 N (e), jsou pro viechna x z vySetfovaného intervalu splnény tyto nerovnosti:

(m—1) . € :
BV Vi) < e (1=12,0m)

na pravé strané volime ——, aby nam na pravé strané (3.10) vyslo ¢), takze pro
b nLd y p

prvni integral ve vztahu (3.9) vychazi z nerovnosti (3.9%) pro |z — xg| < J tento
odhad:

] J e 00, DO) - HE VO, ValO) e <

g
— nL§ = 1
< —nli=e. (3.10)

Nyni dokazeme:
2) =50 + /{f,syl Y e)de (i=12....n).  (311)

Pro m — oo je limita integralu (3.10) rovna nule. Podle jiz dokdzaného je

takze vztahy (3.9) daji v limité (3.11).

Diferencujme obé strany vztahu (3.11) podle x. Derivace levé strany existuje,
protoze existuje derivace pravé strany (derivace integralu ze spojité funkce podle
horni meze). Dostaneme tak identitu:




tj. funkce Y;(z) vyhovugi soustavé (3.1).3

5. Konecné dokazeme, ze nalezené reseni je jediné resent, které vyhovuje poca-
tecnim podminkam. Predpokladejme naopak, ze kromé feseni Y7 (x), ..., Y, (x) exis-
tuje jesté jedno feseni Z;(x), ..., Z,(z), pricemz Y;(xo) = Z;(xg) = yZ(O) (kde opét
i =1,2,...,n), ale ze kazdé Z; neni identicky rovno Y;. Potom podle naseho
predpokladu neni spojita funkce

p(r) = V1i(x) = Z1(2)] + [Ya(z) = Zo(@)| + -+ + [Yo(z) — Zn(2)] (3.12)

identicky rovna nule v intervalu (xg,z¢ + ). Bez Ujmy na obecnosti muzeme
predpoklddat, ze p(x) # 0 pro jakési hodnoty x libovolné blizké k zy (kdyby pro
x € (xg,x1) bylo p(z) = 0 a kdyby nastala nerovnost pro hodnoty vétsi nez x;
a libovolné blizké tomuto ¢&fslu, pak bychom v dalsich tivahdch zaménili zg za 1).4
Vsimnéme si intervalu (zg,zo + hi1), kde hy je libovolné kladné ¢islo mensi nez
9 nebo jemu rovné. Podle predpokladu funkce ¢(x) nabyva hodnot ruznych od
nuly (tedy kladnych) v intervalu (zq, zo + h1) pro hodnoty z libovolné blizké ¢islu
Zo, tj. pro libovolné mald hy. Podle znamé vlastnosti spojitych funkei, funkce (3.12)
nabude kladného maxima 9 v intervalu (zg, xo+h1) pro néjakou hodnotu x = £, kde
o < & < g + hy. Protoze nase funkce Y;(x) a Z;(x) vyhovuji podle predpokladu
soustave (3.1), plati identity

dY; dZz;
Y ey, v, 2

z nichz plyne
d(Y; — Z;)
dz

Integraci (3.13) v intervalu (zg,z), kde x je proménnd, kterd probihd interval
(o, o + §), dostaneme:

= fi(x, Z1(x), ..., Zp(x)),

= fi(x,Y1(x),...,Yu(z)) — filz, Z1(2),. .., Zn(x)). (3.13)

x

Yi(w)—Zi(SU)Z/ (fi(€. Y1(8), - - - Ya(§)) — fi(§, Z1(8), - - -, Zn(€))) A&

Zo

(i=1,2,...,n).

Odhadnéme levé strany téchto rovnosti uzitim Lipschitzovy podminky a toho, ze
hodnoty funkce (3.12) jsou v intervalu (zg, zo + J) nanejvys rovny ¢. Obdrzime:

Yi(z) — Zi(z)| <
=< L/ {Y1(6) = Z1(&)] + Y2(§) = Z2(E)[ 4 - - + [Ya(§) — Zn(§)[} dE <

<L19/ dé =LYz —x9) (i=1,2,...,n).

0

3Lipschitzova podminka je v této ¢asti dikazu zavedena pouze pro jednoduchost odhadu in-
tegralu ve vztazich (3.8); konvergence tohoto integrdlu pfi m — oo plyne z pouhého predpokladu
spojitosti funkci f; argumentl yi,...,yn a ze stejnomérné konvergence funkci ygm_l)(;c) k li-
mitnim funkcim Y;(z). Dukaz neuzivajici Lipschitzovu podminku byl podén v kap.II knihy [St]
v pripadé jedné diferencidlni rovnice.

4Mnozina [ téch = z (xo,z0 + &), pro kterd je spojitd funkce ¢(x) rovna nule, je uzaviens
mnozina; za bod z; mizeme vzit kterykoliv bod mnoziny E hromadny pro mnozinu komple-
mentéarni; takovy bod nutné existuje, jestlize & nesplyne s celym intervalem (xo,zo + &), ale
v tomto poslednim piipadé plati jednoznacnost.
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Sectéme posledni nerovnosti pro ¢ = 1,2,...,n; dostaneme tento vysledek: Pro
kazdé x € (xg,xo + h1) plati

Yi(z) — Zi(z)[ + - 4 [Yalz) — Zn(z)] < -
<nLy(x —x9) < nLih;. (3:14)
Zvolime-li nyni hodnotu = = &, potom leva strana (3.14) bude rovna ¢, takze
dostaneme nerovnost ¥ < nLdh;. To vede ke sporu, protoze (jak vime) h; muze
byt zvoleno libovolné malé; zejména muzeme vzit hy < ﬁ; potom prava strana
bude <9 a dostaneme ¥ < ¢J. Tento spor dokazuje jednoznacnost feseni. []

Poznamka A. Opét lze zkonstruovat prodlouzZeni naseho teseni. Takové prod-
louzeni je vzdy mozné, dokud nedojdeme libovolné blizko ke hranici uzaviené
oblasti, ve které jsou funkce f; spojité a splnuji Lipschitzovu podminku. (Viz
[St], str. 151.)

Poznamka B. Pokud prava strana rovnice (3.1) nespliiuje Lipschitzovu podmin-
ku, potom muzeme dokazat existenci reSeni, ale ne jeho jednoznacnost. (Obdoba
Peanovy véty.) To je poznamendno v [St] na str. 160 v pozndmce pod Carou.

Poznadmka C (o odhadu neptesnosti). Je-li nLd < 1 potom plati

Mé  (nLo)™
(m+1)!'1—nLé

Y;(2) — 4™ (2)] < (i=1,2,...,n). (3.15)

Dokazme to: Plati

y" (x) =y Z — D (2)),
_y§o>+z ) () — %D (),

takze (uzijeme také odhad (3.7,,))

o

i)~y @) < Y P @) - u V(@) <
k=m++1
6m—|—1

5 , 52
7(m—l—1)!<1+an—|— D e +>

m 5m+1 - Mé§  (nLo)™
< M(nL) ‘;nLa B m+1)!1—nL(5'

< M(nL)™

Podobné jako v kap.1 uvedeme kromeé véty 3.1 jesté vétu 3.1bis, kterou opét ne-
dokazujeme, protoze jeji dukaz je doslovnym opakovanim diukazu véty 3.1:
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3.1bis. Véta. Necht funkce f; = fi(z,y1,..-,yn) (i = 1,2,...,n) spliugi tyto
dva predpoklady:

a) jsou definované a spojité na (n + 1)-rozmérné uzaviené oblasti Q C R*H!
tvaru

Q= <:c0 —a,xo+ a> X <y§0) — by, y§°) + bl> X e X <y£LO) — bn, yéo) + bn> (3.3bis)

kde kladnd cisla a, by, ..., b, jsou libovolnd;

b) v oblasti Q (tj. v kazdém bodé P € Q) existuji parcidlni derivace O f; /0y a jsou
tam ohranicené, tj. ’gg; (P)’ <LVPeQ(i,k=1,...,n).

Potom v intervalu <m0, To + 5>, kde

: b b
0 = min <a, Ml’ cee M”), M = mﬁax\fi(a:,yl, e Yn)ls (3.4)
existuje pravé jedno reseni y1 = y1(x), ..., yn = yn(x) soustavy (3.1), které spliuje

pocdteéni podminky (3.2). Posloupnost Picardovych postupnych aprozimaci stejno-
mérné konverguje na intervalu (zo,z0+0) k presnému resent problému (3.1), (3.2).

4. Véta o existenci a jednoznacnosti reseni
pocatecniho problému ODR n-tého radu

Nyni budeme vysetfovat ODRn v normélnim tvaru

y ™ = f(z,y,9,...,y" V). (4.1)

Pfipomenme, ze pocdtecnim problémem pro rovnici (4.1) je tloha nalézt Feseni
rovnice (4.1), které vyhovuje n poc¢dteénim podminkam

y(vo) = &0, Y (x0) =&, - Ly (20) = &t (4.2)

kde bod (g, &0,&1,--.,&n—1) lezi v defini¢nim oboru funkce f.
4.1.Véta. Necht funkce f = f(x,y1,...,yn) spliiuje tyto dva predpoklady:

a) je definovand a spojitd na néjaké (n+1)-rozmérné uzaviené oblasti Q C R+
obsahugjici bod (xg,&0,&1,...,&n—1) ve svém vnitiku;

b) v oblasti Q (tj. v kazdém bodé P € Q) emistuji parcidlni derivace Of /Oyy a jsou
tam ohranicené, tj. %(P)’ <LVYPcQ(k=1,...,n).

Potom v jistém intervalu <m0 —0,xg + 5> existuje prdavé jedno teseni y = y(x)
rovnice (4.1), které spliuje pocédtecni podminky (4.2).

4.2. Poznamka. Predpoklad b) se dd nahradit slabsim ptedpokladem, ze
funkce f(z,y1,...,yn) splituje na Q vzhledem k y1, ..., y, Lipschitzovu podminku.

Diikaz Véty 4.1. V [CZ] je pouze uvedeno, ze dikaz je zobecnénim postupu
uvedeného pri dukazu Picardovy véty 1.1bis. Myslenka tohoto zobecnéni spociva
podle [St] (kap.IV) v tomto: Rovnici (4.1) nahradime ekvivalentni soustavou n
diferencidlnich rovnic pruniho radu s n nezndmymi funkcemi. Proto zavedeme vedle
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hledané funkce y jesté n — 1 pomocnych neznamych funkei yq,y2,...,y,—1, které
jsou mezi sebou a s y spojeny vztahy:

Y=y, Yi=Y2, ey Yoo = Yn-1. (4.3)

Ze vztaht (4.3) vyplyva, ze yp = y® (k = 1,2,...,n — 1). Tedy y™ = ¢/
a rovnice (4.1) pfejde na tvar

Yn—1 = F(@, 9,01, Yn—1) - (4.3%)

Kdyz misto y,y1,¥2, ..., Yn—1 zavedeme oznaceni yi,ya,...,Yn, tak rovnice (4.3),
(4.3*) dostanou tvar

YL=Y2, Yo = Y3, -y Yno1 = Yn, (4.4)

Y = (@, 91,92, Un) (4.4%)

coz je specialni piipad soustavy (3.1), pro jejiz po¢atecni problém méame k dispozici
vety 3.1 a 3.1bis. Tim je véta 4.1 dokézana. [

5. Existence a jednoznacnost reSeni pocatecniho
problému soustavy linearnich ODR 1. tradu

5.1. Véta. UvaZujme soustavu n linedrnich diferencialnich rovnic pruniho radu

vy + ann(@)yr + arn(@)y2 + - + arn(@)y1 = f1(z),
yh + a1 (x)y1 + aga()y2 + -+ + agn(x)y1 = fo(z),

(5.1)
Yn + an1(@)y1 + an2(2)y2 + -+ + ann(@)y1 = fu(2),
s pocatecnimi podminkamsi
yilzo) =4\ (i=1,2,...,n). (5.2)
Necht funkce a;j(z), fi(x) (i,j =1,2,...,n) jsou definované a spojité na uzavieném

intervalu (segmentu) S = <:c1,:c2>, pricemZxg € S. Potom pocdtecni problém (5.1),
(5.2) md prdvé jedno teseni na celém segmentu S a Picardovy postupné aprozimace
stegnomérné konvergugi na tomto segmentu.

Diikaz. Necht L je horni hranice absolutnich velikosti po¢éteénich hodnot
(0) ;
ly, | <L (i=1,2,...,n)

a necht K ohrani¢uje absolutni hodnoty koeficienti a;;(z) a pravych stran f;(x)
rovnic (5.1), tj.

laij| <K (i,j=1,2,...,n), |fil<K (i=1,2,...,n).
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1. Necht se x méni v uzavieném intervalu Sy = xo < x < To, tj. v pravé ¢éasti
segmentu S. Budeme definovat postupné Picardovy aproximace y(o)( ), ygl)(x), cee

gm)( ),-.. (i=1,2,...,n) pocatecniho problému (5.1), (5.2) a dokazeme o nich, ze
viechny ndlezeji do oblasti ), jestlize x € Sz, a Ze stejnomérné konverguji na tomto
segmentu k jistym funkcim y;(x) (i = 1,2,...,n). (Tim se ziroven vypoirdddme
s analogii bodu 2 a 3 dukazu vét 1.1 a 3.1.) Podle definice Picardovych aproximaci
pro rovnici y; = Fi(x,y1,. .., yn) plati

y (@) =y (i=1,2,...,m),
yzgl)(x> = yz(O) _/ (ain y§ )+az yém +- +amy(0) —fi)ydz (i=1,2,...,n),
o
z ¢ehoz

M (@) =y < (nKL+K) /m dz = K(nL+1)(z—z) (i=1,2,...,n) (5.31)

Zo

pro v8echna x € (xg, x2). Déle podle téze definice Picardovych aproximaci
2 0 ¢ 1 .
yz( )( )= yf) /(az y§)+az y§)+ 4 apmyV — f;)dz (i=1,2,...,n).
Zo

Odhadnéme absolutni velikost rozdilu |y(2)( ) — yl(l)( )|:

92 (z) — M ()] =

/ lai (7 (@) = ) + -+ aim (P (2) — ¥ @) dz| <

S/ (Jaa| - |17 (@) = 92 + - + Jam| - [y (z) — 4 O)) dz
o

Uzijeme-li toho, ze |a;x| < K, a nahradime-li pod integraénim znamenim vyrazy
|y7(11)(ac) - y»,(LO)|) jejich odhady (5.31), dostaneme:
(@)~ o) < KL+ [ (o= o) do =
o (5.32)

2
(& = 2o)” (i=1,2,...,n).

:nK-K(nL—i—l)( 175

Podobné

9 () — 4 ()| =

/ lain (1 — )+ aim (P — D)) da| <
xo

/ (laa| - [92 = g+ -+ |ain] - [y2) = D)) dz <
o

x . 2
< (nK)*K(nL + 1)/ @=20)f 4, _
b 12
_ 3
— (nK)2K (nL + 1)% . (5.33)
Metodou tuplné indukce snadno dokazeme:
5™ @) — " V@) < )KL+ ) ETE 5

m!
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Tedy kazd4 z n tad
v+ =y P =y ™ =y L (=1,2,.0,0) (5.4)

je majorizovatelna konvergentni ¢iselnou fadou

— nk m!

kterou jsme ziskali tim, ze jsme nahradili vyraz x — xo hodnotou zo — . (O kon-
vergenci uvedené ciselné fady se lze presvédcit stejné jako v dukazu véty 1.1 po-
moci limitntho d’Alembertova (podilového) kritéria.) Tedy fady (5.4) konverguji
stejnomérné na segmentu <3:0, x2> a definuji spojité funkce y1(x),y2(x), ..., yn(x).

Tim jsme dokéazali obdobu ¢asti 1, 2 a 3 dukazu Picardovy véty. V dalsi ¢asti
dikazu ukazeme, ze tyto funkce vyhovuji soustavé rovnic (5.1) a tvoii jediné Feseni
této soustavy, které vyhovuje pocateénim podminkdm (5.2). Obdobnymi uvahami
se dokaze existence a jednoznacnost feSeni v levé ¢asti segmentu 5, tj. na segmentu
Sl = <x1, x0>.

Prozatim jsme definovali Picardovy postupné aproximace

M@ (i=1,2,...m m=12..)

a dokézali o nich, ze jsou spojité a ze posloupnosti {y;(z)}2°_; (i = 1,2,...,n)
konverguji pro x € <3:0, x2> stejnomeérné k funkeim y;(z):

W}Lmooylg _ yz(()) Z (k) _ (k—l)) = y;(z) Ve <~T07372>, (5.5)
kdei=1,2,....n
4. Dokazeme, ze funkce y1(x),y2(z), ..., ym(x) ddvaji hledanou soustavu teseni

diferencidlnich rovnic (5.2): Podle definice funkeci yz-( )( ) je yf )(a: ) = yz( ), plati

tedy

lim y( )(xo) =y;(zg) = yz( )

m—00

tj. limitni funkce y;(z) (i = 1,2,...,n) vyhovuji poédteénim podminkdm.
Nyni dokézeme, ze tyto funkce vyhovuji soustavé (5.1). Na zakladé rovnosti

() =y - / (anyy™ ™ + anmyd™ ™V + - amy(mY — £) do
o
(i=1,2,...,n).
muzeme psat:
yi(m)(m) (O) / {lai yl - + azQ?ng Y +oee amy(m b fil—
—lainy1(z) + apya(x) + - + ainyn(x) — fi]} do+

—/ [ai1y1(x) + aipye(z) + - - + ainyn(z) — fi] da

0

(5.6)



Odhadneme absolutni hodnotu prvntho integrélu v (5.6):

/ { azlyl - + aio y(m 2 +---+ amy(m D fz]_

—[ailyl (SIZ’) -+ CLiQ’yQ(SIZ’) + -4 amyn(:c) — fz]} dz S (57)
K[ [ A" =gl 4o+ ) =yl de
Zo
Protoze funkce y(m_l)(m) ( =1,2,...) konverguj{ v intervalu (z¢, z2) stejnomérne
ky;(x) (i=1,2,...,n), muzeme k hbovolne danému € > 0 najit takové N (), ze pro

m—1> N(e) jsou pro vSechna x z vySetfovaného intervalu splnény tyto nerovnosti:

|y(m 1)—y,-(av)|< (i=1,2,...,n),

£
nKh
takze pro prvni integrél ve vztahu (5.6) vychazi z nerovnosti (5.7) pro |z — xg| < h
tento odhad:

/ {aay™ ™" + awmyd™ ™ + -+ amy(™ Y — fi]-

—[any1(x) + anye(z) + - - + amyn(z) — fi]} do| <

Nyni dokazeme:
o _ [°
() =" — [ 0 (o) + ama(e) + -+ ainga(@) ~ flde. (59
xo
Pro m — oo je limita integralu (5.8) rovna nule. Podle jiz dokdzaného je
lim_y™(z) = yi(2),
takze vztahy (5.6) daji v limité (5.9).
Diferencujme obé strany vztahu (5.9) podle x. Derivace levé strany existuje,
protoze existuje derivace pravé strany (derivace integralu ze spojité funkce podle

horni meze). Dostaneme tak identitu:

dy;
dzx

= —ap(0)y1 — ai2(2)y2 — -+ — awm(T)y1 + filz) (i=1,2,...,n),
tj. funkce y;(x) vyhovuji soustavé (5.2).

5. Zbyva dokézat, ze nalezené resent je jediné resent, které vyhovuje pocateénim
podminkdm. Predpoklddejme naopak, ze kromé feseni y; (z), . . ., y,(x) existuje jesteé
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jedno teseni Zp(x),...,Z,(x), pricemz y;(xg) = Z;(xg) = ygo) (1t =1,2,...,n),

ale ze neni kazdé Z; identicky rovno y;. Potom podle naseho predpokladu neni
(spojita) funkce

p(x) = |y (x) = Z2(@)| + ly2(2) = Za(@)| + - - - + [yn (@) — Zn(2)] (5.10)

identicky rovna nule v intervalu (xg—h, zo+h). Ze tento piedpoklad vede ke sporu,
se doslova dokéze stejné jako v ¢asti 5 dukazu véty 3.1. [.

Poznamka 5.1. Jetlize koeficienty a;; a pravé strany f; jsou spojité v otevrreném
intervalu (a,b) (kde muze byt a = —oo, b = +00), potom vysSe provedené tvahy
dokazuji existenci a jednozna¢nost fesSeni soustavy (5.1) v libovolném wuzavreném
intervalu (a, 3), ktery lezi uvnitt (a,b): Vezméme posloupnost uzavienych inter-
valu (aq, B1),(a2, B2), ... ,{an, Bn), - .., kde kazdy ndasledujici interval obsahuje ve
svém vnitiku kazdy predchazejici, pricemz lim, .. o, = a, lim, . 6, = b. Po-
tom muzeme definovat feseni v libovolném intervalu (o, 8,); tedy podle jedno-
znacnosti také v jejich sjednoceni, tj.v celém otevieném intervalu (a,b). Ziejmeé
funkce déavajici feseni budou spojité a budou vyhovovat soustavé (5.1) v celém in-
tervalu (a, b); v libovolném uzavieném intervalu (o, 3) obsazeném v (a,b) jsou tyto
funkce stejnomérné spojité a tedy postupné aproximace ygm)(ac) (i =1,2,...,n)
konverguji stejnomérné pro m — oo.

6. Véta o existenci a jednoznacnosti reSeni
pocatecniho problému linearni ODR n-tého radu

Linedrni diferencidlni rovnice n-tého radu

je ekvivalentni se soustavou linearnich diferencidlnich rovnic 1.7adu specialniho

tvaru: . , ,
y—y1=0, y1—v2=0, ..., Yy o—Yn-1=0,

y;L_l + aA1Yn—1 + ag2Yn—2 +---+ an—-1Y1 + any = f({l})
Uzijeme-li vétu 5.1, dostaneme tento vysledek:

6.1. Véta. Pocdtecni problém linedrni rovnice n-tého tddu s koeficientem pri
nejuyssi derivact rovnygm jedné mad spojitda a n-krdat diferencovatelnd resent v kazZdém
uzavreném intervalu, ve kterém jsou koeficienty i prava strana dané diferencidlni
rovnice spojité funkce. Toto TeSeni existuje prdave jedno.
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7. Véty o resSenich linearni ODR n-tého radu
A. Obecna homogenni LODRn
Obecna homogenni LODRn, tj. rovnice tvaru
An(@)y™ + An 1 (2)y™ T 4 4 Ag(2)y + Ao(a)y = 0, (7.1)
ma fadu dulezitych vlastnosti, které ostatni ODRn nemaji.

7.1. Véta. Jsou-li funkce y1 = y1(x),y2 = y2(x),...,yx = yr(z) TeSenimi
rovnice (7.1), potom také funkce

y=Cry1 + Cay2 + - - - + Cyys, (7.2)
kterou nazgvame linedrni kombinaci TeSent y1,ya, . . ., Yk, je Tesenim rovnice (7.1).
Diikaz. Jsou-li yi, ...,y feSenimi rovnice (7.1), potom

An @)y 4+ ALYy 4+ Ao(@ys =0 (i=1,..., k).
Nasobenim i-té rovnice konstantou C; dostaneme
An(@)Ciy™ + - 4+ A1 (2)Citf, + Ao(2)Ciys =0 (i=1,...,k).

Sectéme ziskané vztahy od i = 1 do i = k:

k k k
An () Z Ciyl™ + - + Ai(2) Z Civf + Ao() Z Ciyi = 0. (7.3)
=1 =1 =1
Podle (7.2) je

k k k
V=S G =3 Ct oy =t
i=1 i=1 i=1
Dosazenim téchto vztaht do (7.3) dostaneme rovnici tvaru (7.1), kde y mé vyznam dany vztahem
(7.2). U
V teorii LODRn hraje velkou dulezitost pojem linedrné nezdvislych funkci.

7.2. Definice. Necht yi(z),y2(x),...,yn(z) jsou realné, popt. komplexni
funkce realné proménné z, které jsou definovany na intervalu I. Rikame, ze uvedené
funkce jsou na intervalu I linedrné nezdvislé, jestlize vztah

Ciy1(z) + Coya(z) + - - - + Cryn(z) =0, xel, (7.4)

kde C1,Cs, ..., ), jsou konstanty, plati pouze v piipadé C; = Cy =--- = C,, = 0.
V opacném piipadé (tj. kdyz alespon jedno Cj # 0) fikdme, ze uvedené funkce
jsou linedarné zdavislé na intervalu I.

Uvedeme nyni obecnou metodu, jak zjistit, zdali danad n-tice funkci

y1(@); y2(2), - -, yn (@), (7.5)

které jsou na intervalu I alespon (n — 1)-krat spojité derivovatelné, tvoii n linedrné
nezavislych funkci na intervalu 1.

7.3. Definice. Necht funkce yi(x),y2(),...,y,(x) jsou na intervalu I alespon
(n — 1)-krat spojité derivovatelné. Potom determinant

y1(x) ya2(z) o Yn(@)
Wy | U@ () @) -
e TG L e

se nazyva wronskidn nebo Wronského determinant funkei (7.5).
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7.4. Véta. Nechi funkce yi(x),y2(x),...,yn(x) jsou na intervalu I alespor
(n — 1)-krdt spojité derivovatelné. Pak yi(x),y2(x),...,yn(x) jsou linedrné zdvislé
na I, kdyz a jen kdyz

W(z)=0 pro vsechna x € I.

Diikaz. Derivujme (n — 1)-kradt vztah (7.4). Dostaneme tak n vztahu

Cryi(z) + Coya(z) + - -+ + Cryn(x) =0,
Cryi(z) + Cayy () + - - - 4 Cryy, (z) =0,

Clygnfl)(x) + C’gyénil)(x) + -+ C’nyslnfl)(x) =0.

Ziskali jsme pro kazdé z soustavu n homogennich linedrnich rovnic s nezndmymi Ci,...,Ch.
Z algebry vime, Ze tato soustava mé nenulové Feeni (tj. existuje alespon jedno Cy # 0) tehdy
a jen tehdy, kdyz determinant této soustavy je roven nule, tj. W (z) = 0 pro vSechna x € I. O

Dale budeme predpoklédat, ze funkce (7.5) tvoii néjaky systém partikuldrnich
feseni rovnice (7.1), coz je silngjsi pozadavek nez predpoklad véty 7.4. Potom plati
toto tvrzeni:

7.5. Véta. Necht funkce yi(x),y2(x), ..., yn(x) jsou partikuldrnimi Fesenimi
homogenni LODRn (7.1), kde A,(z) # 0 pro vSechna x € I. Potom jsou tyto
funkce linedrné nezdvislé na I, kdyz a jen kdyz

W(z)#0 pro vsechna x € I. (7.7)

Dikaz. Tvrzeni véty dokdzeme v pripadé n = 2. Podle predpoklada véty 7.5 plati

Az(z)yy + A1 (x)yy + Ao(x)y1 =0, (7.8)
Ag(x)yy + A1 (x)yy + Ao(z)y2 = 0. (7.9)

Nésobme rovnici (7.8) funkci —y2 a rovnici (7.9) funkef y; a ziskané vztahy seétéme. Dostaneme
Az(2)[y1yy — y2yi'] + A1 (@) [y1ya — y2y1] = 0. (7.10)

Pomoci (7.6) 1ze vztah (7.10) pfepsat na tvar
A (z)W'(z) + A1(z)W (z) = 0. (7.11)

Vztah (7.11) je separovatelnd ODR1 pro funkci W(z). Integrujme ji v intervalu <x0,:v>, kde
xo,x € I. Dostaneme

—J; (@A (@) da

W(z) = W(xog)e (7.12)

Podle véty 7.4 jsou feSeni yi1(z), y2(x) linedrné nezivisld na I tehdy a jen tehdy, kdyz existuje
alespon jeden bod Z takovy, ze W(Z) # 0. Polozime-li ve vztahu (7.12) g9 = %, pak snadno
vidime, ze W (&) # 0 pravé tehdy, kdyz W (x) # 0 pro vSechna x € I, tj. plati (7.7).

V piipadé obecného n nebudeme vétu 7.5 dokazovat, protoze k dukazu je potieba jistd znalost
z teorie determinantd. [

Poznamka. V piipadé obecného n se véta 7.5 nazyva Liouvilleova. V tomto

ptipadé plati vztah

Joo Joy (An-1@)/An@) do

W (z) = W (o (7.12%)
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S pomoci véty 7.5 nyni dokazeme hlavni vysledek této podkapitoly.

7.6. Véta. Necht y,(z), y2(),. .., yo(z) jsou partikuldrni veseni homogenni
LODRn (7.1), kde Ay, (x) # 0, které jsou linedrné nezdvislé na intervalu I. Potom
kazdé tesend y(z) této rovnice lze psdt jednoznacéné ve tvaru

y(z) = Cryi(z) + Coya(x) + - - + Cryn (), (7.13)

kde C1,Cs5, ..., C, jsou vhodné konstanty.
Driikaz. Dukaz provedeme pro jednoduchost zdpisu pro n = 2, tj. pro rovnici
Az (z)y" + A1(z)y’ + Ao(x)y = 0. (7.14)

Podle véty 7.1 je funkce
y(z) = Ciy1(z) + Cay2(2) (7.15)

také feSenim rovnice (7.14). Uk&zeme, Ze se touto funkci d& pfi vhodné volbé konstant Cq, Ca
vyjadiit kazdé partikuldrni feSeni rovnice (7.14). (Tim zdroven dokdzeme, ze vektorovy prostor
vSech FeSeni homogenn{ rovnice Az(z)y” + Ai(z)y’ + Ao(z)y = 0 md dimenzi rovnou dvéma.)
Zvolme tedy partikularni feSeni predepsanim pocatecnich podminek

y(zo) = &0, ¥'(x0) = &1, (7.16)
kde zo, £o, &1 jsou tfi libovolnd pevnd ¢isla, pficemz zo € I. Dosazenim (7.15) do (7.16) dostaneme

Cry1(zo) + Cay2(zo) = &o,

7.17
Cry (w0) + Coyy(z0) = &1 (7.17)

Vztahy (7.17) tvoif soustavu dvou linedrnich algebraickych rovnic pro nezndmé Ci, Ca, jejichz
hodnota bude zaviset na zvolenych ¢islech zg, &, £1. Jeji determinant

W (zo) = y1(z0)yz(z0) — y2(x0)y} (zo)

je podle véty 7.5 ruzny od nuly pro kazdé xzg € I, takze konstanty Cp, C2 jsou urteny jednoznacné
pii kazdé volbé trojice xg, &o, &1. U

7.7. Poznamka. Vztah (7.13) je soucasné vyjadfenim obecného feSeni rovnice
(7.1). Vétu 7.6 lze tedy volné formulovat tak, ze k urceni obecného feSeni rovnice
(7.1) staci nalézt n linearné nezavislych partikularnich feseni dané rovnice.

B. Nehomogenni LODRn

Jde o rovnici
an(2)y™ + ap_1(2)y™ Y + - g (2)y + ao(x)y = f(z), (7.18)

kde ao(z),a1(x),...,an(x) a f(x) jsou dané nenulové funkece.
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7.8. Véta. Obecné tesend rovnice (7.18) lze psdt ve tvaru

Y=1Yn + Yp » (719)
kde yn, = yn(z,C1,...,Cy) je obecné teseni homogenni LODRn prislusné k rovnici
(7.18), tj. splnuje rovnici

an(@)ys” + a1 @y + -+ @@y + ao(@yn =0, (720)

a yp je libovolné partikuldrni resend rovnice (7.18), tj. plati
an ()Y + an_1(2)yS " + -+ ar(2)y) + ao(@)y, = f(2). (7.21)
Diikaz. Dosadme (7.19) do levé strany rovnice (7.18). S pomoci (7.20) a (7.21) dostaneme

an (@) (yn + yp) ™ + an—1(@)(yn + yp) " + -+ a1 (@) (n + vp) + a0 (@) (yn + yp) =

= an(@)y" + an—1@)y" " + - + a1 (@)y), + ao(x)yn +

g

=0

Fan(@)ys” +an-1(@)yS" " + -+ ar(@)yl, + aol@)yp = f(2),

= f(=)

coz jsme chtéli dokézat. [

8. Regularni, singularni a vyjimecna
reSseni ODR

Ruzni autofi pristupuji k témto pojmum ruzné. Stépanov [St] definuje singuldrni
feSeni jako integrdlni kiivku, jejimz kazdym bodem muze prochéazet alespon jesté
jedna integralni kiivka. V opacném piipadé hovoii o regularnim teSeni.

V souladu s knihou [ST] budu uzivat tyto ¢tyfi pojmy: (1) obecny (reguldrni)
integral ODR n-tého fadu (resp.n ODR 1.tadu); tj. funkce, kterd vyhovuje dané
ODR a obsahuje n na sobé nezavislych konstant C1, ..., Cy; (2) partikuldrnd (regu-
ldrni) integrdl ODR n-tého tadu; tj. feSeni, v némz jsou konstanty Ci,...,C,
vyjadieny konkrétnimi ¢isly (vétsinou v dusledku predepsanych pocateénich pod-
minek); (3) singuldrni integral ODR n-tého fadu; tj. feSeni, dané ODR, které se
neda vyjadrit zadnou volbou konstant C1,...,C), v obecném feSeni, pficemz graf
tohoto Teseni ma alespon jeden bod spoletny s bodem nékterého partikularniho
integralu; (4) vyjimecny integral ODR, n-tého fadu; tj. teSeni dané ODR, které
se neda vyjadiit zadnou volbou konstant C7,...,C, v obecném feSeni, pficemz
graf tohoto feseni nema zadny spolecny bod s grafem kteréhokoliv partikularniho
integralu.

8.1. Priklad. Jako v Piikladu 2.5 uvazujme pocatecni problém
y = flz,y) =3y, (8.1)

y(zo) = Yo (8.2)
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Protoze funkce f(z,y) = 3y*/3 je spojitd v kaZdém obdélniku R o stiedu (0,0)
a stranach rovnobéznych se souradnymi osami, ale nesplnuje na ném Lipschitzovu
podminku (viz Piiklad 2.5), mé poc¢atecni problém (8.1), (8.2) podle Peanovy véty
2.3 nejméné jedno feSeni pro libovolné hodnoty zq, yo: Za predpokladu y # 0

miuzeme provést separaci proménnych

dy

I

a integraci této rovnice dostaneme y'/3 = z + C ¢ili
y = (x+O)>. (8.3)

Ziskali jsme tak formélné soustavu kfivek (tzv. kubickych semiparabol), které tvoii
obecny integral rovnice (8.1). // Poc¢atec¢ni podminku (8.2) spliiuje integralni kiivka

y=(x+ yé/?’ — x0)3. // Vsimnéme si nyni pifpadu

y=0. (8.4)

Funkce (8.4) spliuje také rovnici (8.1), ale nelze ji ziskat z (8.3) zadnou volbou
obecné konstanty C. Podle nasi klasifikace je to singuldrni feSeni, protoze ma
spoleény poca tek (0,0) s partikuldrnim fesenfm y = 23 a bod (—C*, 0) spartikular
nim feSenim y = (x+C*)3, kde C* je libovolné zvolené &islo. Kazdé dalsf singuldrn{
feseni (je jich nespocetné mnoho) muzeme poskladat ze soustavy kiivek (8.3), (8.4)
tak, ze uvedend fesen{ riizné napojujeme: Necht a, b € R! (a < b) jsou dvé libovoln4
realnd cisla. Potom funkce
(r —a)® prox<a,
y(z)=4¢ 0 pro z € <a, b>, (8.5)
(x —b)3 prox>b
je také singuldrni Feseni rovnice (8.1). // VSechny tyto uvahy se pohybuji v rdmci
Peanovy véty, kterd zarucuje existenci reSeni, ale ne jeho jednoznacnost.
Vratime-li se k podminkdm véty 1.1bis, tj. hleddme-li Teseni pocatecntho pro-
blému (8.1), (8.2) jen v obdélniku R, ktery je bud nad osou x, nebo pod ni, potom
takové Teseni je pouze jedno, protoze v téchto ptripadech je parcidlni derivace 3—5 =

y_% ohrani¢end ve vSech bodech R, takze funkce f(x,y) splituje na R Lipschiutzovu
podminku vzhledem k .

8.2. Priklad. Stejné jako v Piikladu 2.6 uvazujme diferencidlni rovnici
) +y*=1 (8.6)

¢ili
y =41 —y2. (8.7)

Tato rovnice ma dveé soustavy feseni

y=sin(zx+C1) (—7/2<z+C<7/2), (8.8a)
y=sin(—x+ C2) (—7m/2< —z+C <m/2). (8.8b
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Jsou to proti sobé posunuté sinusoidy: Resenf (8.8a), resp. (8.8b) vzniklo posunutim
y=sinz (—7w/2<zx<m7/2), resp. y=sin(—z) (—7/2<—z<m/2).
Rovnici (8.6), resp. (8.7) vyhovuji jesté piimky
y=1, y=-1 (8.9)

Protoze funkce /1 — y2 nespliiuje Lipschitzovu podminku (dukaz viz v Piikladu
2.6), pohybujeme se v ramci Peanovy véty 2.3, takze piimky (8.9) jsou dvé sin-
guldrni feSeni rovnice (8.6): Obé funkce (8.9) spliuji rovnici (8.6), ale nelze je
realizovat zddnou volbou konstanty C' v obecnych fesenich (8.8a), (8.8b). Rovnice
(8.6) ma nekonecné mnoho singuldrnich feseni: KaZdd ze sinusovek (8.8ab) miize
v bodé dotyku k jedné z tecen y = 1 prejit v tuto tec¢nu a v libovolném dalsim bodé
dotyku opét v jednu z obou sinusovek.

8.3. Piiklad. Uvazujme diferencialni rovnici
W) +yy —ay—a®=0. (8.10)
Tuto rovnici muzeme napsat ve tvaru
' —2)y +y+z)=0,
takze dostavame dvé diferencidlni rovnice
y =z, (8.11)

y =—y—uz. (8.12)

Pravé strany obou rovnic (8.11), (8.12) jsou spojité v celé roviné R? a maji v nf
ohranic¢enou parcialni derivaci podle y. V obou ptipadech muzeme tedy uzit Picar-
dovu vétu 1.1bis, podle které obecné feseni rovnice (8.11) ma tvar

x2

(@) =5+ (8.13)
a obecné feSeni rovnice (8.12) tvar
yg(x) = C’ge_m —x + 1. (814)

Funkce (8.13), (8.14) tvoii dvé soustavy reguldrnich Feseni rovnice (8.10).

8.4. Poznamka. Mezi piiklady 8.2 a 8.3 je jasny rozdil, pokud si v§imame in-
tegralnich kiivek nejen lokélné (tj.v okoli kazdého bodu, ve kterém jsou splnény
podminky existencni véty), ale v celém jejich prubéhu: V Piikladu 8.3 definovala
rovnice (8.10) dvé soustavy integralnich kfivek, které nemély nic spoleé¢ného (jednou
je to soustava algebraickych kiivek, podruhé transcendentnich); tyto dvé soustavy
jsou mechanicky spojeny v jedinou rovnici: Obecné muzeme vyjit ode dvou uplné
libovolnych diferencidlnich rovnic tvaru

y/_f('x?y):()? y/—sﬂ(ﬂf,y):o
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Vynasobime-li levé strany mezi sebou, dostaneme diferencialni rovnici prvniho fadu,
ale druhého stupné vzhledem k y’:

W) = [f(z,y) + oz, 9y + f(z,y)e(z,y) =0,

kterd je ekvivalentni se dvéma puvodné danymi rovnicemi; pole integralnich kiivek
v roviné R? vznikne prostou superpozici poli obou rovnic, piicemz tato dvé pole jsou
obecné zcela nezavisld jedno na druhém. // Jinak je tomu v Piikladu 8.2: kazdym
bodem nékteré oblasti prochazeji sice opét dvé integralni kiivky, ale muzeme je
vSechny povazovat za cleny jediné soustavy. Vysvétlit kofeny tohoto hlubokého
rozdilu (poznamenava Stépanov) nelze ucinit prostiedky, kterymi disponujeme; je
tfeba vzit na pomoc aparat teorie analytickych funkci (analytické teorie diferen-
cidlnich rovnic).
Stépanov uvadi pouze kone¢ny vysledek: Jestlize leva strana rovnice

F(z,y,y") =0, (8.15)

(o které predpokladdme, zZe je to mnohoclen v 3’ s raciondlnimi koeficienty vzhledem
k y) se d& rozlozit na ¢initele nizsich stupnu vzhledem k ¢, které jsou raciondlni
v y a jednoznaéné v x v celém svém definiénfm oboru,® potom rovnice (8.15) je
mechanickym sjednocenim rovnic, které dostaneme, kdyz anulujeme jednotlivé ire-
ducibilni ¢initele; druhy piipad nastane, kdyz 3’ je iraciondlni (algebraickd) funkce
y; jinak teceno, kdyz F(x,y,y’) je ireducibilni mnohoélen vzhledem k y’ v oboru
racionalnosti y.

e Nasledujici dva priklady ukazuji, ze je vhodné zavést vedle singularniho feseni
také pojem wvijimecné Teseni:
8.5. Piiklad. Resme diferencidln{ rovnici

y =952 (8.16)

Pro y # 0 dostavame z (8.16) vztah

% = dx.
Odtud integraci
% =z+C
¢ili obecny integral rovnice (8.16) ma tvar
y = ﬁ. (8.17)
Funkce y = 0 je také feSenim rovnice (8.16) a protoze se nedostane z (8.17)

pro zadnou (kone¢nou) hodnotu konstanty C, je to vyjimecny integral. Ze neni
singuldrnim integralem, plyne z toho, ze ostatni integralni kiivky (8.17), které
znazornuji obecny integral, se piimky y = 0 nikde nedotykaji, ani ji neprotinaji.

5V tomto pifpadé fikame, ze leva strana diferencidlni rovnice (8.15) je reducibilni mnohoclen
vzhledem k 3’ v oboru racionélnosti proménné y.
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8.6. Priklad. Resme diferenciilni rovnici

(2zy — y) dy + 42*y dz = 0. (8.18)
Za predpokladu, ze
y#0, 2x—1+#0, (8.19)
ji muzeme upravit na tvar
2% et ay—0
x =0.
27— 1 Y

Plati

42 4x2—1+ 9+ 1 4
= = 4T
20 — 1 20 — 1 20 — 1 20 — 1’

takze integraci predchozi rovnice dostaneme

1
:c2+a:+§ln|2:c—1|+y:(7
a hledané obecné feSeni muzeme psat ve tvaru
1
y:C—mQ—x—iln|2m—1| (8.20)

Zbyva vysettit situace, kdy neni splnén predpoklad (9.19): a) y = 0 spliiuje rovnici
(8.18), takze je jejim vyjimeénym Fesenim; b) v piipadé 2z —1 = 0 je prvni séitanec
v (8.18) anulovan; druhy je anulovan také, protoze dx = 0, takze x = % je také
vyjimeénym Fesenim rovnice (8.18).

8.7. Piiklad. Resme tuto Clairautovu rovnici
1
T =it+ —. (8.21)
T
Jako obvykle pii feseni Clairautovy rovnice, zderivujme rovnici (8.21) podle t:

rT=It+1r— —

2’
takze dostaneme )
0=t )
¢ili
i =0, (8.22a)
1

t——5=0. (8.22b)
Formalné dvoji integraci rovnice (8.22a) ziskdme jeji feSeni

x=Ct+D. (8.23)

Protoze v8ak hleddme feSeni rovnice (8.21), ktera je prvnitho fadu, musime kon-
stantu D vylou¢it. Dosazenim (8.23) do (8.21) dostaneme
1
Ct+D=Ct+ —
+ + 5
¢ili D = % a obecné FeSenf rovnice (8.21) mé tvar

2(t) = Ct+ é , (8.24)

ve kterém vystupuje pouze jedna obecna konstanta C. // V rovnici (8.22b) polozme
v := & a totéz provedme v rovnici (8.21), takze dostaneme

1
t=—

5, T=vt+—.
v v
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Vylou¢enim parametru v z téchto dvou rovnic dostaneme (jak za chvili ukdzeme)
singuldrni feseni rovnice (8.21) (z prvni rovnice ziskame v = i%, coz dosadime do
druhé):

T =42Vt (8.25)

¢ili 22 = 4t. Je to rovnice paraboly s vodorovnou osou t a vrcholem v bodé (0, 0).
V pripadé rozboru pocateéni podminky

z(to) = xo (8.26)

budeme rozlisovat nékolik ptipadi:
(a) Bod (tg,xo) lezi v levé poloroving, tj. ty = —t,, kde t, > 0. Dosazenim do
obecného feseni (8.24) potom dostaneme
1

To = _Cta + 57

z ¢ehoz vynasobenim C' ziskdame kvadratickou rovnici pro C":
t,C?* 4+ 20C —1=0 (t, > 0). (8.27)

Musime rozlisit dva ptipady:
(aa) Bod (tg,x0) = (—ta,x0) lezi na ose t, tj. xo = 0. Potom z rovnice (8.27)

plyne tento vyraz pro C":
1

N

a vztah (8.24) pro obecné feseni dostane tvar

C==

t
Via

Je to rovnice dvou tecen k parabole (8.25), které vychazeji z bodu (—t,,0) (t, > 0).
Je tfeba zduraznit, ze z kazdého bodu (—t,,0) vychdzeji dvé te¢ny. Ze to jsou
vskutku tecny, se presvédcime takto: Hledejme ¢islo t*, které splnuje

t*
i\/t_*:i\@(t—H).

o(t) = £—— £ i, cli a(t) = i\@(ti + 1). (8.28)

Podélme tento vztah vyrazem #+/t, a vysledek povySme na druhou. Dostaneme

(t*/t, — 1) = 0 ¢ili t* = t,. // Polozme nyni t = t, v (8.28), takZe dostaneme

x(ty) = £2¢/1q, tj. bod (ta, 24/t4), resp. bod (tq, —24/t4) je spoleénym bodem piimky
t

(1) = \/E(t— + 1) (8.29)

a

a horni ¢ésti paraboly (8.25), resp.piimky x(t) = —v/ta(;= + 1) a dolni casti
paraboly (8.25). Musime se jesté presvedcit, ze bod (t4,2v/t,) je pouze bodem

t
dotyku (a ne prisecik): Dosadme t4 = to +4 do (8.29), resp. do (8.25). Dostaneme

4
x1(ty) = 2v/ty + 7, resp. a(ty) = 24/t + 4.
a

Protoze t, > 0, povySenim obou vyrazu na druhou zjistime, ze xz1(t4) > x2(t4),
takze z kazdého bodu (—t,,0) vychézeji dvé teény paraboly (8.25).
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(ab) Bod (to, zp) = (—ta,xo) lezi mimo osu t, tj. xg # 0. Potom z rovnice (8.27)
plyne tento komplikovany vyraz pro C":

—xo £+ /22 + 4t,
Chop= —OEVIGEHa ). (8.30)
’ 2%,

Zvolme v (8.24) napt. C' = (1, takze partikularni feSeni rovnice (8.21) bude mit
tvar

1
w(t) = Cit + (8.31)

a zkoumejme, zdali mé tato pifmka spoleény bod s hornim obloukem 24/t paraboly
(8.25), tj. hledejme t, které spliuje vztah

2Vt = Cit + cil
Vynéasobenim tohoto vztahu ¢islem C, dostaneme kvadratickou rovnici
(CA(VH)? =201Vt +1=0
cili
(C1vt—1)* =0,

odkud plyne

Vie L

1,

Ci —xg+ VaZ +at,

Protoze t, > 0, je jmenovatel tohoto zlomku kladny a piimka (8.31) se dotyka
horniho oblouku paraboly (8.25) v bodé, ktery ma t-soufadnici

2
. 2,
—xo 4+ 2Z+4t, )

pricemz z-ova soufadnice bodu dotyku (hodnota funkce (8.25)) je

xr =

4t,
—x0 + \/x(z) + 4ta'

(b) Bod (tg,x0) lezi na ose x mimo pocatek, tj.to = 0, zo # 0. Dosazenim do
obecného feseni (8.24) potom dostaneme

1
== = (C=—
0 C Zo
¢ili Feseni (8.24) ziskava tvar
t
z(t) = — + xo. (8.32)

Zo

Opét zkoumejme, zdali v piipadé zo > 0 ma tato pfimka spole¢ny bod s hornim
obloukem 24/t paraboly (8.25), tj. hledejme ¢, které spliiuje vztah

t
2\/%2 — + xp.
Zo
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Vynésobme tuto rovnici ¢islem zg; po malé tpravé dostaneme
(\/Z - ZC())Q = 07

odkud

ty = 3. (8.33)
Bod t; je t-soutadnici bodu, ve kterém se piimka (8.32) dotyka horniho oblouku
paraboly (8.25), pficemz x-ova souradnice bodu dotyku je

Tr1 = 233'0
(a ziskdme ji jak dosazenim (8.33) do (8.32), tak dosazenim (8.33) do (8.25)).

(c) Vytvorit piimky (8.24) urc¢ené pocatecni podminkou z(tg) = 0 (o > 0)
(tj. s bodem (tg,0) lezicim uvnit¥ paraboly (8.25), resp.s bodem (tg, zo) lezicim
rovnéz uvniti paraboly (8.25)) nelze, protoze v tomto piipadé by C' nebylo redlné
¢islo. V pripadé ¢y > 0 ¢islo C' bude realné, kdyz predepiseme z(tg) > 24/to, resp.
x(to) S —2\/%

e Na obrézku (viz [MM], Obr.7.10 na str.466) jsou modie nakresleny piimky
s poc¢atetnimi hodnotami z(—tg) = 0 (kde to > 0) v bodech (—tp,0) vné vrcholu
paraboly % = 4t. Kazd4 z téchto pifmek je tetnou této paraboly. — Vyjdeme-li
z néjakého bodu (—tg, 0) (tg > 0) a postupujeme k parabole, muzeme v bodé dotyku
prejit na parabolu, postupovat po ni a v libovolném jejim dalsim bodé ptejit opét
na jinou teénu, kterd vychézi z bodu (—t1,0), kde —t; < —to. Takovym zptsobem
muzeme ziskat nespo¢etné mnoho vijjimeéngch reseni rovnice (8.21).

8.8. Vztah mezi singularnim a vyjimeénym fedenim. Casto byva vyjimec-
né feSeni zaroven singuldrnim fesenim. Tak je tomu vzdy u feSeni, které predstavuje
obdlku obecného Tesent, tj.obalku soustavy prislusnych integralnich kiivek. (Viz
predchozi Piiklad 8.7.) Tato obdalka totiz predstavuje feSeni pfislusné diferen-
cidlni rovnice, nebot ve vSech svych bodech m4 s korespondujicimi integralnimi
kiivkami spoleénou tecnu. (Pokud tato obdlka nepatii do soustavy integralnich
kiivek, zndzornujicich obecny integral, jde o vyjimecny integrdl.) Kazdym bodem
tato obalka v tomto bodé dotyka. Proto obdlka predstavuje také integrdl sin-
gularni. Obecné vSak neni vyjimecny integral identicky se singuldarnim integralem
(viz Piiklad 8.5 a Piiklad 8.6; v obou piikladech vystupuji vyjimecné integraly,
které nemaji nic spolecného se singularnim integralem, ktery v téchto piikladech
neexistuje).

8.9. O Clairautové rovnici obecné. Obecné mé tato rovnice tvar
x =it + g(&), (8.34)
kde g je dvakrat spojité diferencovatelna funkce. Na zacatku jejiho feSeni ji zderivu-
jeme podle ¢:
t=it+a+g ()7
cili
0=2(t+g'(2)).
Zavedeme-li oznaceni
vI= T, (8.35)
nabude posledni rovnice tvar
o(t+g'(v)) =0,
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takze se rozpada na dvé rovnice
=0, t+4g(v)=0. (8.36)

Integraci (8.36); dostaneme v = C, coz dosazeno do (8.34) spolu se zavedenym
oznacenim (8.35) da obecné feseni Clairautovy rovnice (8.34) ve tvaru

z(t) = Ct+ g(C). (8.37)
Z rovnice (8.36)2 plyne
t=—g(v). (8.387)
Dosadime-li (8.38;) spolu s (8.35) do puvodni rovnice (8.34), dostaneme

x = —vg' (v) + g(v) (8.383)

Rovnice (8.381) a (8.383) jsou parametrickym vyjadienim vyjimeéného feseni Clair-
autovy rovnice (8.34).

Obecné feseni Clairautovy rovnice (8.34) je tvofenou soustavou piimek (8.37).
Vyberme jednu z nich volbou C' = C*; je to piimka

z.(t) = C*t + g(C™). (8.39)
Volbou v = C* vybereme na kiivce (8.381), (8.382) bod
[t*,2"] = [=¢'(C™), =C"g'(C") + g(C™)]. (8.40)

Ovéfme, ze piimka (8.39) prochéazi bodem (8.40): Dosadime-li do levé strany (8.39)
x=uz"=—-C"¢'(C*)+g(C*) a do pravé strany (8.39) t = t* = —¢'(C*), dostaneme
identitu, takze bod [t*, x*] lezi na piimce (8.39).

Smérnice piimky (8.39) je C*. Ovéfme, ze smérnice tecny ke kiivce (8.381),
(8.383) v bodé [t*,x*] je k* = C*. Pro smérnici k* plati

dx

k* = —
dt

v=C*

Vypoc¢téme pravou stranu tohoto vztahu. Z (8.382) plyne

dz = —¢'(v) dv — vg" (v) dv + ¢’ (v) dv = —vg” (v) dv

z (8.38,)
dt = —g"(v) dv,
takze q "w)d
x  —vg"(v)dv

A S A 8.41

dt —g"(v) dv v (8.41)
Odtud q

k* _ _ZC _ C*,

de v=C*

coz znamena, ze primka x.(t) = C*t + g(C*) je tecnou krivky (8.381), (8.382),
které se dotgkd v bodé [t*,x*] = [—¢'(C*),—C*¢'(C*) + g(C*)]. = Obecné teseni

Clairautovy rovnice (8.34)) (tj. soustava primek x(t) = Ct + g(C)) ma jako obdlku
singuldarni resent (8.381), (8.382).
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8.10. Poznamka. Kdo nemd rad vypocet derivace i(t) pomoci podilu diferen-
cidli dz a dt, muze vyjit pitimo z definice derivace funkce (zde pujde o derivaci
funkce dané parametricky):

o) — iy R 4 g0+ 1)~ [ug'(0) + g(0)] _ 0
h—0 —g'(v+h)+g'(v) 0

Dostali jsme neurcity vyraz typu 0/0, takze musime v dalsim vypoctu uzit I’'Hospi-
talovo pravidlo (kde derivujeme ¢itatel i jmenovatel posledniho “velkého” zlomku
podle h):

#(t) = lim —vg"(v+h)—g'(v+h)—hg"(v+h)+ g (v+h) -
- h—0 —g”(v + h) =
_ —vg"(0) —g'(v) + 9'(v)

—g"(v)
Dostali jsme stejny vysledek jako v (8.41). (Protoze jsme v odst. 8.9 predpoklddali,
ze druhd derivace g” (v) je spojitd, mohli jsme pii limitnim prechodu pti h — 0 prejit
k limité v argumentu, tj. limy_o ¢’ (v+ h) = ¢'(v), limp_o g” (v + h) = g"(v).)

8.11. Poznamka. Aplikujme vysledky z odst. 8.9 na zadani Piikladu 8.7 a kon-
frontujme ziskané vysledky. V tomto piipadé

takze vztah (8.40) mé tvar

o= (01>'<>2’C* (01*)2 + ) = [ﬁ o)

Odtud plyne, ze

r* = 12Vt

coz je ve shodé se vztahem (8.25). [

8.12. Piiklad. Reste tuto diferencidlni rovnici (pievzato z [MM], str. 441)

T =2zx— 22 (8.42)

Nejprve ji upravime na tvar
T
1—(x—1)2

=1. (8.43)

Prava strana f(t,z) = y/1 — (x — 1)? puvodni rovnice (8.42) je spojitd ve vsech
bodech (t,x) uzaviené mnoziny D = (—00,00) X <0, 2>, takze podle Peanovy véty
2.3 existuje na mnoziné D feSeni diferencidlni rovnice (8.42), resp. (8.43). A protoze
plati % = \/ﬁ, je parcidlni derivace % v okoli piimek z = 0 a z = 2
neohranic¢end, takze na téchto pfimkach muze byt poruSena jednoznacnost feSeni,
protoze zde neni splnéna Lipschitzova podminka.
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Levé strana upravené rovnice (8.43) je derivaci funkce arcsin(x—1), takze FeSenim
rovnice (8.42) jsou v8echny funkce tvaru

zo(t)=1+sin(t+0C), te(-C—-Z,-C+Z), (8.44)

kde C je obecnd konstanta. // ReSenimi diferencidlni rovnice (8.42) jsou také
funkce x1(t) = 0 a x2(t) = 2, kde ¢t € (—00,00), coz jsou podle ndmi zavedeného
nazvoslovi singularni feseni, s pomoci kterych muzeme poskladat libovolné dalsi
singularni feSeni. Kazdé feseni (8.44) lze totiz rozsitit na interval (—oo, 00) takto:

zo(t) =0, te(—o0,—C+7F),
zo(t)=1+sin(t+C), te(-C-%,-C+3),
ro(t) =2, te(—C+ 73, 00).

Takovych rozsifenych feseni x¢(t) je nespocetné mnoho, protoze C' je obecnd kon-
stanta.

9. Nejjednodussi problém vlastnich hodnot
a jeho aplikace
Uvazujme tento nejjednodussi problém vlastnich hodnot: Necht o(x) > 0, kde

x € (0,4), je dand funkce. Mame najit vSechny hodnoty A\ (tzv. vlastni hodnoty),
pro které existuje nenulové feSeni okrajového problému

X"+ XX =0, X(0)=X{)=0 (9.1)

a tato Teseni, kterd se nazyvaji vlastni funkce, najit.
Tento problém se nazyva nejjednodussi, protoze diferencidlni rovnice uvedena
v (9.1) je nejjednodussim moznym piipadem rovnice

d% [p(@ d)d(f)] + q(x) X (2) + NoX (z) = 0. (9.17)

9.1. Véta. Vsechny vlastni hodnoty problému (9.1) jsou redlné a kladné.

Dikaz. Dokézeme nejprve, ze vSechny vlastn{ hodnoty problému (9.1) jsou redlné. Predpoklé-
dejme naopak, ze existuje komplexni vlastni hodnota

A=a+iB, B#0. (9.2)
Protoze A = X" /(0X), bude prislusnd vlastni funkce tvaru
X(z) =v(z) +iw(z), funkce w(z) neni identicky rovna nule. (9.3)
Pfejdéme v rovnici (9.1) ke komplexné sdruzenym hodnotam:
X" +X0X =0 (0>0), (9.4)

kde

X =v—iw, \=a—if. (9.5)
Tedy ) je také vlastni hodnota problému (9.1) a X vlastni funkce. Nésobme (9.1); funkei X

XX" 4+ XXX =0 (9.6)
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a rovnici (9.4) funkei X:
XX+ XoXX =0. (9.7)

Odectéme (9.7) od (9.6). Protoze A — A = 2i3, XX = |X|?, dostaneme:
X"X - XX +2iBo|X|? =0. (9.8)

Integrujme (9.8) v intervalu (0, £) a prvni dva integraly upravme integraci per partes:
L L 14
[(X'X]5 —/ X'X do — (XX +/ X'X dx—}-iﬁ/ o/ X|?dz =0. (9.9)
0 0 0
Protoze jak X (z), tak X (z) spliuji okrajové podminky (9.1)z2, z (9.9) plyne

L
,6/ o X[Pde =0, B#0; o(x) >0, z € (0,0),
0

coz je spor, protoze X (x) je vlastni funkce, tj. X (x) je spojitd funkce, kterd neni identicky rovna
nule na (0,¢). Predpoklad (9.2) tedy neplati, takze musi byt 8 = 0, tj. vSechny vlastn{ hodnoty
jsou realné.

Nyni dokazeme, Ze pro libovolnou vlastni hodnotu plati A > 0. Ptredpokladejme nejprve, ze
A =0 je vlastn{ hodnota. Problém (9.1) se pak redukuje na problém

X"(z)=0, X(0)=X{¥)=0.

Obecné feSeni této rovnice je X (x) = c1z + c2. Z okrajovych podminek plyne, ze ¢; = ¢ = 0,
takze X (x) = 0 je jediné feSeni problému (9.1) pii A = 0, coz je spor s pozadavkem nenulovosti
vlastni funkce. Tedy A = 0 nenf vlastni hodnota. // Nésobme rovnici (9.1) vlastni funkei X;
dostaneme:

X"X 4+ XoX?%2=0. (9.10)

Rovnici (9.10) integrujme v intervalu (0, £) a prvni integral upravme integraci per partes:

0 J4
(X' X6 — / (X" dx + )\/ oX?%dx = 0. (9.11)
0 0
Vzhledem k okrajovym podminkdm (9.1)2 je prvni vyraz na levé strané (9.11) roven nule, takze

_ Jy(X7)? da

A £
fo 0X2dx

, o(x) >0, z€(0,0). (9.12)
Tedy A > 0. Pifpad A = 0 jsme jiz vylougéili, takze A > 0. [
9.2. Poznamka. Z dukazu véty 9.1 plyne, ze pro piipad o(z) < 0, z € (0,£) se tvrzeni véty

zméni takto: VSechny vlastni hodnoty problému (9.1) jsou redlné a zdporné.

9.3. Véta. Viastni hodnoty problému (9.1), kde o(x) > 0, jsou jednoduché,
kladné a tvori posloupnost, kterd diverguje k +00: 0 < Ag < A1 < A9 < -+ — +00.

Tuto vétu uvadim bez dukazu, protoze kap.9 vznikla na zdakladé mého ziapisu prednédsek
prof. MiloSe Zlamala, které jsem poslouchal na pfelomu zimniho a letniho semestru ve sk. r. 1957/58;
Zldmal tehdy dukaz neuvedl a j& jsem po ném zatim v literatufe piili§ nepdtral. Pomoci vyhle-
dévace Google jsem tuto vétu nasel opét bez diukazu. (Je tfeba poznamenat, ze v pfipadé o(x) < 0,
x € {0,£) se tvrzeni véty zméni takto: 0 > Ag > A1 > Ag > --+ — —00.)
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9.4. Véta. Posloupnost { X, (x)} vlastnich funkci problému (9.1) je v intervalu
(0,¢) ortogondlni s vahou o(x), tj. plati

¢
/0 o(x) X, (2)Xs(z)dx =0 (r #s), (9.13)

¢
/0 o(x)X2(x)dx #0. (9.14)

Tato véta plati nezavisle na tom, je-li o(x) > 0 nebo o(x) < 0 pro x € (0,1).

Diikaz. Vztah (9.14) je ziejmé splnén, protoze z vlastnosti funkci o, X, plyne, Ze soucin o X2
neméni v (0, £) znaménko a nenf v tomto intervalu identicky roven nule.
Necht Am # An jsou dvé vlastni hodnoty problému (9.1) a X (z), Xn(x) k nim piislusné
vlastni funkce:
XV 4+ AmoXm =0, X +AoXn=0. (9.15)

Rovnici (9.15)1 ndsobme X, rovnici (9.15)2 ndsobme X,, a vzniklé rovnice od sebe odectéme:
X! Xp — X X! + Om = An)oXmXn = 0. (9.16)

Vztah (9.16) integrujme v intervalu (0, £) a prvni dva integrdly upravme integraci per partes:

L J4 0
[(X], Xn]§ — / X! X! de — [Xm X116 +/ X! X dx 4+ (Am — An)/ 0XmXndz=0.
0 0 0

Protoze vlastni funkce X;,, Xy spliiuji okrajové podminky (9.1)2, posledni vztah se zjednodusi:

V4
(Am — )\n)/ oXmXndr=0.
0

Podle predpokladu je A, — Ap, # 0, tedy foe 0XmXndz =0, coz jsme chtéli dokdzat. [

Praveé uvedené vysledky pro nejjednodussi problém vlastnich hodnot se daji zobecnit pro mno-
hem komplikovanéjsi problémy vlastnich hodnot, jako napf. Sturm-Liouvilleuv problém vlastnich
hodnot:

—[k(@)X') + q(z)X = Xo(z)X (k(z) >0, o(z) > 0 pro z € (0,£)) (9.17)

a1 X(0)+B81X'(0) =0, a2X(¥)+B2X'(4)=0. (9.18)
9.1. ResSeni vlnové rovnice metodou vlastnich funkci
Omezime se na vypocet vlastnich kmitu struny upevnéné na koncich. Z matematického hlediska

jde o TeSeni tohoto pocatecniho-okrajového problému vlnové rovnice: Najit funkci u(zx,t) které
spliiuje homogenni vlnovou rovnici

0w ,0%u
— =a"—, 9.1.1
o2~ a2 (®-L1)
homogenni okrajové podminky
u(0,t) =u(l,t) =0 (9.1.2)
a pocatecni podminky
ou
u(w,0) = (), S (@,0) = g(). (91.3)

kde funkce f(z), g(z) jsou spojité v (0, ¢) a maji tam po ¢astech spojitou derivaci. (Funkce f(z)
ma fyzikdlni vyznam pocatec¢ni vychylky a funkce g(x) vyznam poc¢édtecni rychlosti.)

Abychom problém (9.1.1) — (9.1.3) vyfesili, feSme tuto pomocnou dlohu: Najit FeSeni rovnice
(9.1.1), ktera nejsou identicky rovna nule, vyhovuji okrajovym podminkdm (9.1.2) a které lze psét

ve tvaru

w(z,t) = X(2)T(t), (9.1.4)
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kde X (z) je funkci pouze x a T'(t) funkci pouze t. Dosadme (9.1.4) do (9.1.1) a vznikly vztah
podélme vyrazem a?XT, takze dostaneme:
T//(t) B X//(ZC)
a?T(t)  X(z)

(9.1.5)

Levd strana (9.1.5) je funkci pouze t, pravd strana funkci pouze xz. Ménime-li pfi néjaké pevné
zvolené hodnoté x proménnou ¢ (nebo naopak), vidime, ze pravd i levd strana rovnice (9.1.5)
zachovava pii zméné proménnych x, t svou hodnotu:

T//(t) B X//(x) _
a?T(t)  X(z)

-, (9.1.6)

kde X je konstanta, pifed kterou ddvame kvuli dal§im vypoctum znaménko minus, aniz ¢inime
predpoklad o jeji hodnoté. Ze vztahu (9.1.6) dostdvame dvé LODR2:

X"(x) +AX(z) =0, (9.1.7)

T"(t) + a*AT(t) = 0. (9.1.8)
Pfiberme nyni{ do svych tvah okrajové podminky. Z (9.1.2) a (9.1.4) plyne
X0)T(t)=0, XT(t)=0.
Protoze hleddme fesen{ u(zx,t) = X (z)T(t), kterd nejsou identicky rovna nule, nen{ T'(¢t) identicky

rovno nule, takze
X0)=X)=0. (9.1.9)

Okrajovy problém (9.1.7), (9.1.9) je nas zndmy problém vlastnich hodnot (9.1), kde o =1 > 0.
Podle véty 9.1 je tedy A > 0. Proto obecné feSen{ rovnice (9.1.7) je tvaru

X(x) = e1sin V Az + e2 cos V Az (9.1.10)
Z okrajové podminky X (0) = 0 plyne ca = 0, takze (9.1.10) se redukuje na tvar
X(z) = ¢y sinVAz. (9.1.11)
Funkei (9.1.11) podrobime druhé okrajové podmince X (£) = 0; dostaneme:
c1sin(vVAl) =0. (9.1.12)
Protoze X (z) je vlastn{ funkce, musi byt c¢1 # 0, takze z (9.1.12) plyne
K\/X:mr, n=12,....

Vztahu (9.1.12) vyhovuje i n = 0, ale pak by podle (9.1.11) bylo X = 0, coz nelze. Vlastni
hodnoty jsou tedy dany predpisem

2
An = (%) , o n=1,2,... . (9.1.13)

Vlastni funkce Xy, (x) pfislusnd k vlastni hodnoté A, je pak podle (9.1.11) a (9.1.13) dédna vztahem
Xn(x):sinn%x, n=1,2,.... (9.1.14)

Multiplikativni konstantu jsme pro jednoduchost polozili rovnu jedné, protoze kX, kde k # 0 je
libovolné ¢islo, je také vlastni funkce.
Nyni se budeme zabyvat Fesenim rovnice (9.1.8). Dosadme do ni za A ze vztahu (9.1.13) a pisme
ji ve tvaru
Tan

T (t) + (7>2Tn(t) =0, (9.1.15)
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kde indexem n u T vyjadiujeme, zZe jsme do (9.1.8) dosadili n-tou vlastni hodnotu. Obecné Fesen{
rovnice (9.1.15) muZeme psat ve tvaru

T (t) = Ay cos W%Hanin %nt. (9.1.16)
Dosadime-li vztahy (9.1.14) a (9.1.16) do (9.1.4), dostaneme:
un (z,t) = sin %x(An cos %t—i—Bn sin %t) . (9.1.17)

Mnozina funkci {un(z,t)}5° | pfedstavuje tplné feSeni naseho pomocného problému: Kazda
funkce un(z,t) (n = 1,2,...) vyhovuje rovnici (9.1.1) a okrajovym podminkdm (9.1.2) a nen{
identicky rovna nule.

Fyzikalni vyznam funkci un, (z,t) je jasny: jsou to stojaté vlny na struné, pricemz ui(zx,t) je
prvni harmonickd, uz(xz,t) druhd harmonickd, atd.

Uzijeme nyni princip superposice, tj.feseni problému (9.1.1) — (9.1.3) budeme hledat ve tvaru

o0
u(z,t) = Zun(oc,t)
n=1
éili
o0
u(z,t) = Zsin n%;c(Ancos %t—i—Bn sin %t) . (9.1.18)
1

n—=
Konstanty An, Bn (n =1,2,...) uréime tak, aby byly splnény pocdteéni podminky (9.1.3). Podle
(9.1.18) plat{

o
0
a—?(x,t) = Z ij sin ?w( — Ap sin ﬂ-;ﬂt + By, cos ﬂ-;ﬂt> . (9.1.19)
n=1
7 (9.1.3), (9.1.18) a (9.1.19) plyne
oo
f@) =) Ansin %x, (9.1.20)
n=1
g(z) = %an sin n%x. (9.1.21)
n=1

Rady (9.1.20) a (9.1.21) jsou Fourierovy fady funkci f(x) a g(x). Dostali jsme je formalné; protoze
ale f(x) a g(z) jsou podle predpokladu spojité a maji po ¢astech spojitou prvni derivaci, rovnajf
se tyto funkce svym Fourierovym fadam.

Néasobme vztahy (9.1.20) a (9.1.21) funkci sin(mm/€)x a integrujme vzniklé vztahy pres interval
(0,¢). Podle véty 9.4 dostaneme:

4 0
f(z)sin M7 e dz = Am sin2 % 2 dg , (9.1.22)
0 ¢ 0 ¢
¢ mm Tam ¢ mm
g(z)sin —axdz = B sin? —z dx. (9.1.23)
14 14 L
0 0
Protoze
¢ mm 4
sin? —zdzr = = ,
0 ¢ 2
dostavame z (9.1.22) a (9.1.23)
2 ¢ nm 2 ¢ nm
Ap == f(x)sin —xzdx, B, =-man g(z)sin —ax dz. (9.1.24)
¢/, 14 L o 14

Resen{ problému (9.1.1) — (9.1.3) jsme dostali ve tvaru (9.1.18), (9.1.24).

Poznamka. Pravé uvedené metodé vlastnich funkci pro feseni PDR se nékdy také ik Fourierova
metoda pro feseni PDR.
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9.2. ReSeni rovnice pro vedeni tepla
metodou vlastnich funkci

Méjme tento pocatecni-okrajovy problém rovnice pro vedeni tepla v jedné dimenzi

ou 0%u
a(t)a = b(w)@ (a(t) > 0, b(z) > 0) (9.2.1)
pfi téchto podminkach:
u(0,t) =0, w(f,t)=0, t>0, (9.2.2)
u(z,0) = f(x) Vz € (0,4), (9.2.3)

kde f(z) je spojitd funkce s po ¢dstech spojitou a ohrani¢enou derivaci na (0, £).

Pfi feSeni problému (9.2.1) — (9.2.3) za¢neme opét s touto pomocnou ulohou: Najit FeSeni
rovnice (9.2.1), kterd nejsou identicky rovna nule, vyhovuji okrajovym podminkdm (9.2.2) a které
lze psat ve tvaru

u(z,t) = X (z)T(t). (9.2.4)

Dosazenim (9.2.4) do (9.2.1) a podélenim ziskaného vztahu sou¢inem XT dostaneme (zduvodnéni
je zcela stejné jako v podkapitole 9.1):

a(t)j;((:)) = b(w));/(f)) S (9.2.5)
kde M je konstanta, jejiz hodnotu je tfeba urcit. Polozme
a(t) == % B(z) = le). (9.2.6)
Z (9.2.5) potom dostdvame tyto dvé LODR:
T (t) + Aa(t)T(t) = 0, (9.2.7)
X" (z) + AB(z)X (z) =0. (9.2.8)

Dosadime-li (9.2.4) do (9.2.2), potom pozadavek netrividlnosti feseni ve tvaru (9.2.4) d4
X(0)=0, X()=0. (9.2.9)

Dostali jsme nejjednodussi problém vlastnich hodnot ve tvaru (9.2.8), (9.2.9). Protoze 8(x) > 0,
z véty 9.3 plyne, Ze posloupnost vlastnich hodnot je tvofena kladnymi ¢isly a diverguje k +o0:

0<A <A< <A <-or — +00. (9.2.10)

Necht {X,,(x)} je posloupnost vlastnich funkef pifslugnd k posloupnosti (9.2.10). Podle véty 9.4
jsou tyto funkce ortogonalni s vahou B(z). Ortonormujme je, tj. ndsobme vlastni funkci X, (x)

¢islem (foe B(z)X2(x) dx) / a ozna¢me vzniklou funkci symbolem X,,. Potom

1 prom =n.

£
/ B(2) X (2) Xn(z) da = { 0 prom#n, (9.2.11)
0

Abychom nds pomocny problém vyfesili, zbyva nalézt ke kazdé vlastni hodnoté A, funkci
Ty (t). Budeme tedy Fesit rovnici

T'(t) + Ma(t)Tn(t) = 0.

Separujme proménné:
dT,

= —Apa(t)dt.

n
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Odtud .
To(t) = Cpe " Jo etras. (9.2.12)
Podle (9.2.4) médme
un (z,t) = Tn(t) Xn(x).

Reseni problému (9.2.1) — (9.2.3) hledejme podle principu superposice ve tvaru
o t
—An ds
u(z,t) = Z Che Jo o) "X (z). (9.2.13)
n=1

Funkce (9.2.13) spliuje rovnici (9.2.1) a okrajové podminky (9.2.2). Aby byla splnéna i poc¢dteén{
podminka (9.2.3), musime vhodné uréit koeficienty C,. Podle (9.2.3) a (9.2.13) plati

f(z) = Z CnXn(z), (9.2.14)

coz je Fourierova fada pro funkci f(x). Nasobme (9.2.14) vyrazem ,B(x)gm (z), integrujme vznikly
vztah pres interval (0, ¢) a uzijme (9.2.11). Dostaneme

Com :/ﬂ(x)f(x)f(m(x)dx, m=1,2.... (9.2.15)

Resen{ problému (9.2.1) — (9.2.3) jsme ziskali ve tvaru (9.2.13), (9.2.15).

Poznamka. Pokud b(z) = 1 a tedy také B(z) = 1, potom FeSeni problému (9.2.8), (9.2.9)
zname z podkapitoly 9.1:

2 = 2
An:<n77r> , Xn(x)zzsin%x.

10. Soustavy ODR 1.1radu

Pii vykladu soustav ODR 1.fadu je nutné zduraznovat tyto dvé skutecnosti:

(1) Dukazy obou existen¢nich vét v pripadé soustav 1.7adu jsou prehlednym zobec-
nénim dukazu Picardovy véty a z jejich tvrzeni bezprostiedné plynou dukazy
existen¢nich vét pro ODR n-tého Fadu. (Viz kap.3 a 5, resp.4 a 6, kde jsou
prislusné teorémy vysloveny a dokézany.)

(2) Libovolnd ODR n-tého fadu, resp. libovolnd soustava ODR libovolnych fadu
(z nichz kazdd je normovand, tj. ma koeficient u nejvyssi derivace roven jedné)
se da prevést na ekvivalentni soustavu ODR 1.7adu. To je duvodem, ze staci
studovat soustavy 1.tadu.

10.1. Piiklad. Celd mechanika hmotného bodu a tuhého télesa (vcetné pii-
buznych obort) je vybudovéna na II. Newtonové zdkonu, ktery mé obecné tvar
soustavy t¥i nelinearnich ODR druhého tadu:

§t) =Y (t,2(t), y(t), 2(1), &), y(1), (1)) o, (10.1)

kde teckou znacime derivaci podle casu t a kde
X(t,Sl,SQ . .,86), Y(t,Sl,SQ . .,86>, Z(t,81,82 . .,86)
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jsou dané funkce. Pocdtecni podminky jsou tvaru
.CE(to) = Xy, y<t0> = Yo, Z(t()) = 20, (102)

@ (to) = uo, Y(to) = vo, £(to) = wo, (10.3)
kde to, o, Yo, 20, U0, Vo, Wp jsou dana cisla.

Problém (10.1) — (10.3) pfevedeme na pocatecni problém sesti ODR 1.fadu takto:
Polozime

u(t) = @(t), v(t) == g(t), w(t) == i(t). (10.4)

Potom lze psat rovnice (10.1) ve tvaru

NS (10.5)

K témto tfem rovnicim pfipojime vztahy (10.4), které napiseme formélné trochu

jinak:
(t) = u(t)
y(t) =v(t) o . (10.6)
£(t) = w(t)

Poc¢éatecni podminky (10.2), (10.3) 1ze nyni psat takto:

(10.7)

z(to) = wo, y(to) = yo, 2(to) = 2o
’LL(to) = Ug, 'U(to) = Vo, w(to) = Wo .

Rovnice (10.5), (10.6) tvori SODR1 pro Sest nezndmych funkei u, v, w, z, y, z.
10.2. Poznamka. Je tfeba zduraznit, ze nelinedrni problémy (10.1) — (10.3)
a (10.5) — (10.7) jsou ekvivalentni. V piikladu 10.1 jsme dokéazali implikaci
(10.1) — (10.3) = (10.5) — (10.7).
Dtukaz opacéné implikace

(10.5) — (10.7) = (10.1) — (10.3)

je také snadny: do pravych stran (10.5) dosadime z rovnic (10.6) a derivace u(t),
0(t), w(t) na levych strandch (10.5) vyjadiime pomoci (10.6), tj.

Tim ziskame soustavu (10.1). Po¢dtecni podminky (10.2) jsou prvni tfi podminky
(10.7); podminky (10.3) dostaneme, kdyz levé strany poslednich ti{ podminek (10.7)
vyjadiime pomoci (10.6). O

Na FSI VUT se hlavné prednaseji a cvi¢i linearni SODR1; s nekonstantnimi koe-
ficienty kvuli procviceni variace konstant, s konstantnimi koeficienty kvuli seznameni
s vlastnimi ¢isly matic.
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10.1. Soustava linearnich obycejnych diferencialnich
rovnic prvniho fadu (SLODR1)

Je to soustava rovnic tvaru

y1 = an(®)y1 + arz(z)y2 + - + a1 (@)yn + f1(z)

Yo = a21(2)y1 + a22(T)y2 + -+ + @20 (2)yn + f2(v) (10.1.1)

Y, = an1(2)y1 + an2(T)y2 + - + @ (@) yn + fr(2)

kde vSechny koeficienty a;;(x) a funkce fi(x) jsou spojité a ohrani¢ené na nékterém
intervalu (a, b), pficemz muze byt a = —oo, b = 400 (proto nehovoiime o uzavieném
intervalu I = <a, b>) a kde yr = yi(x) jsou hledané funkce (k = 1,...,n; i,j =
1,...,n). // V piipadé nekonstantnich koeficienti nebudeme argument x u funkef
a;;(x) vynechavat.

10.1.1. SLODR1 v maticovém tvaru. Polozme

aHEx; alggwg . alngwg
Alr) = 21 22 cee o G2y |
a1 () an2(z) ... app(x)

resp. v pripadé konstantnich koeficientu

aix a2 ... Qin
a21 Q22 ... Q2n
A= ,
n1 Gn2 ... QAnn
a zavedme sloupcové vektory
Y1 Y fi(z)
/
Y2 Ys fo(z)
y=| .|, ¥=] 15 f@= )

Potom muzeme soustavu (10.1.1) psat strucné ve tvaru
y = A(2)y + f(z) (10.1.2)
a SLODRI s konstantnimi koeficienty ve tvaru
y' = Ay +f(z). (10.1.3)

Pro tsporu mista budeme psat sloupcové vektory ve tvaru transponovanych fadkovych
vektoru; napft.
y = (y17y27' . '7yn>T'

Zavedeme-li konstantni vektor
b = (by,ba,...,b,)7,
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kde b; jsou pravé strany pocatecnich podminek

y1(wo) = b1, y2(zo) = b2, ..., Yn(x0) = by, (*)

pricemz xq € I je libovolny, ale pevny bod, potom muzeme psat poc¢atecni podminku
(*) ve vektorovém tvaru

y(zo) =Db. (10.1.4)

Z kap.5 a predpokladu o funkcich a;;, fi(x) plyne tato véta o existenci a jedno-

znacnosti feSeni SLODRI1:

10.1.2. Véta. Pro kazdy bod xg € (a,b) existuje prdvé jedno teSeni problému
(10.1.2), (10.1.4).

Dale plati tato véta (opét dusledek vysledku kap. 5):

10.1.3. Véta. Necht g je dané ¢islo a b konstantni vektor. Potom existuje
pravé jedno teseni ' y = y(x) homogenni soustavy y' = Ay s konstantnimi ko-
eficienty, které je definovdno na intervalu (—oo,00) a pritom spliuje pocdteéni
podminku y(zg) = b.

10.2. Struktura reSeni homogenni SLODR1
10.2.1. Véta. a) Je-li vektor y resenim soustavy
y = A(2)y (10.2.1)

na wntervalu I, potom také vektor cy, kde c je libovolnd konstanta, je resSenim
soustavy (10.2.1) na intervalu I.

b) Jsou-li vektory y1, yo Tesenim soustavy (10.2.1) na intervalu I, potom také
jejich soucet y1 + yo je resenim této soustavy na intervalu I.

c) Jsou-li vektory y1, y2, ..., Yr 7esenim soustavy (10.2.1) na intervalu I, potom
také jejich jejich linedarni kombinace
y = Ciy1 + Coyz + -+ + Ciy (10.2.2)

je resenim této soustavy na intervalu I.
Diikaz. a) Protoze derivace konstanty je nula, plati
(cy) =cy' = cA(x)y = A(z)(cy)-
b) V druhém piipadé je
(v1+y2) =y1 +y5 = A2)y1 + A(z)y2 = A(z)(y1 +y2).
c) Treti piipad je diisledkem obou piedchozich pifpadi. [
10.2.2. Definice. Polozme

Vi = Y1k Y2ky - - Ynk) " - (10.2.3)

Jsou-li vektory yq,...,y, linedrné nezavislé na intervalu I a jsou-li feSenimi sou-
stavy (10.2.1), potom fikdme, Ze tvoii fundamentdlni systém soustavy (10.2.1) na
intervalu I. Fundamentdlni matici soustavy (10.2.1) potom nazyvame matici

Y11 Y12 .-+ Yin

Y21 Y22 ... Yon
Y=Y(@)=[yi,....yal = | . (10.2.4)

Ynl Yn2 .- Ynn
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10.2.3. Véta. Twori-li vektory y1,yo,...,¥n fundamentdlni systém homogenni
soustavy (10.2.1) na intervalu I, potom kazdé teSeni této soustavy lze psat pri
vhodngch konstantdch C1,Cs, ..., C, ve tvaru

y=Ciy1 +Coya + -+ Cryn . (10.2.5)

Polozime-li
c:=(C,Cy,...,C)7T, (10.2.6)

potom lze psdt (10.2.5) strucné ve tvaru
y=Yc=c"YT, (10.2.7)
kde Y je fundamentdlni matice (10.2.4).
Diikaz. Zvolme libovolné é&islo z¢ € I = (a, b) a pocateéni podminku
y(zo) =b = (b1,...,bn)7. (10.2.8)

Vzhledem k (10.2.7) lze psat (10.2.8) ve tvaru

Y (zo)e=Db. (10.2.9)
To je soustava n linedrnich algebraickych rovnic pro n slozek Ci,...,Cy, vektoru c. Protoze Y
je fundamentdln{ matice, je determinant éiselné matice Y (zo) ruzny od nuly. Odtud plyne, ze
soustava (10.2.9) mé prévé jedno feseni C1,...,Ch.

10.2.4. Poznamka. Vzhledem k tomu, ze vektor (10.2.5) obsahuje n nezavislych
konstant, je obecnym fesenim homogenni soustavy (10.2.1).

10.3. Eulerova metoda reSeni homogenni SLODR1
s konstantnimi koeficienty

Hledejme partikularni feseni soustavy
y =Ay (10.3.1)

ve tvaru
y = e h = e (hy,..., hy)7T, (10.3.2)

kde je tfeba uréit nezndmé veliciny A € R a h = (hy,...,h,)T € R" (h # o, kde o
je nulovy vektor, o = (0,...,0)T). Dosazenim (10.3.2) do (10.3.1) dostaneme

Ae*h = A(e*h) = eMAh.

Azr

Po zkraceni nenulovym vyrazem e** ziskdme rovnici

Ah=)h. (10.3.3)

Ta cisla A, pro kterd ma rovnice (10.3.3) nenulové feseni h # o, tj. vektor h, ktery
m4é alespon jednu slozku ruznou od nuly, nazyvame vlastni éisla (viastni hodnoty)
matice A. Konstantni nenulové vektory h, které pro danou vlastni hodnotu A
vyhovuji rovnici (10.3.3), se nazyvaji vlastni vektory matice A piislusné vlastni
hodnoté A. Nasledujici vétu uvadim bez dukazu:
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10.3.1. Véta. Ke kazdé vlastni hodnote \ prislusi alespon jeden vlastni vektor
h matice A.

Nejprve uvedeme, jak lze zjistit vSechny vlastni hodnoty ctvercové matice A:
Uzitim vztahu h = Eh, kde E je jednotkova matice (tj. ¢tvercova matice, ktera
mé na hlavni diagondle jednicky a mimo hlavni diagondlu nuly), dostaneme ze
vztahu (10.3.3) vztah A h = AEh ¢ili

(A-—XE)h=o0, (10.3.4)
kde o := (0,...,0)T je uz zminény nulovy vektor. Z algebry vime, ze homogenn{
soustava (10.3.4) ma nenulové feseni h = (hy,...,h,)T (ne jediné!), kdyz a jen

kdyz determinant této soustavy je roven nule:

det(A — AE) = 0 (10.3.5)
ili
aip — A ai2 . Q1n
U (10.3.5%)
Anl An2 e Qpp — A

Rovnice (10.3.5%) se nazyva charakteristickd rovnice soustavy (10.3.1). Je to al-
gebraicka rovnice stupné n pro nezndmou A. Napfi.pro n = 2 je to kvadraticka
rovnice

aip — A ai2
a1 ag — A

=A% — (a11 + az2) A + a1a22 — agza91 = 0.
Postup pfi feseni soustavy (10.3.1) je zhruba tento:

1) Nalezneme vSechny kofeny A charakteristické rovnice.

2) Ke kazdému vlastnimu ¢islu A nalezneme vlastni vektor h.

3) Pokud jsou vSechna vlastni ¢isla navzdjem ruzna, nalezli jsme n linedrné
nezavislych partikuldrnich feseni soustavy (10.3.1), tj. fundamentalni systém Y.
Pokud jsou nékterd vlastni ¢isla A ndsobnymi kotfeny charakteristické rovnice nebo
jejimi komplexnimi kofeny, musime uzit dodatecné obraty.

e Podrobnosti se obvykle vysvétluji na pifkladech (viz napi.[Ze], str.80-83, nebo
[CZ], str. 149-154).

10.4. Reseni nehomogenni SLODR1 metodou
variace konstant

10.4.1. Véta. Méjme soustavu

y = A(x)y + f(2) (10.4.1)

a necht y1,ya,...,Yn jsou linedrné nezdvisld partikuldrni Feseni pridruZené ho-
mogenni soustavy

y =A(x)y. (10.4.2)



Necht
Y (z) = [y1(7), y2(2), - ., yu(2)] (10.4.3)

je prislusnd fundamentdlni matice soustavy (10.4.2). Potom obecné reseni soustavy
(10.4.1) lze psdt ve tvaru

y(z) = Zn: ( / %’((;)) dz + cj) vi(@), (10.4.4)

Jj=1

kde D(x) = det Y (z) a D;(x) je determinant matice Y j(x), kterou ziskdme z matice
Y (z), kdyz jeji j-ty sloupec nahradime sloupcovym vektorem f(x).

Dikaz. Hledejme obecné feseni soustavy (10.4.1) ve tvaru
y(z) = Y(2)k(z), k(z)= (ki (z),..., kn(x))7T, (10.4.5)

kde funkce kq(x),...,k,(z) je zapotiebi ur¢it. Protoze Y (z) je fundamentélni
matice soustavy (10.4.2), plati

Y'(z) = A(x)Y (z). (10.4.6)
Dosadme (10.4.5) do (10.4.1) (na levé strané derivujeme soucin Y (z)k(z)):
Y'(2)k(z) + Y(2)k' () = A(2)Y (2)k(z) + f(x)

¢ili

[Y'(z) - A@) Y (2)]k(z) + Y (2)K (z) = £(z).

Podle (10.4.6) je matice v hranatych zavorkach nulovou matici, takze

Y (2)k'(z) = f(z) . (10.4.7)
Soustava (10.4.7) je soustavou pro nezndmé kj(x),..., k. (x). Podle Cramerova
pravidla v kazdém bodé x plati
D;(x) .
() = =2 =1,...,n). 10.4.
o) = B =L (10.4.8)
Integraci (10.4.8) dostaneme
D.
kj(x) :/ DJ((;; dz + Cj . (10.4.9)

Dosazenim (10.4.9) do (10.4.5) dostaneme (10.4.4). O
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11. Okrajové problémy ODR 2.radu

Zatimco jsem psal kapitoly 1 — 6 se zvidavosti, kapitoly 7 — 10 s rutinou, tak kapitolu 11 jsem
psal s laskou.

Okrajové problémy ODR 2.7adu se v zakladnich kurzech ODR neprobiraji.
Vidim pro to hlavné tyto dva duvody: (1) Okrajové problémy ODR 2.7ddu ne-
nalézaji v aplikacich ptilis velké uplatnéni. (2) Piislusné teorie je zcela odlisna
od teorie pocatecnich problému ODR a je dosti komplikovana z hlediska trovneé
zékladniho kurzu. Pfesto se budu okrajovymi problémy ODR 2.t7adu zabyvat,
protoze jejich teorie je jednodussi nez teorie okrajovych problému PDR 2.tadu,
takze tvori piipravu k teorii PDR.

Uvazujme nejprve tento okrajovy problém ODR2 s homogennimi okrajovymi
podminkami:

_i(p(;c)d_) = f(z) Vze(0,0), (11.1)
=u(f) =0. (11.2)

Klasické teSeni problému (11.1), (11.2) musi spliiovat tyto predpoklady: (a) feseni
u je spojité na uzavieném intervalu (0, ¢), (b) spliuje okrajové podminky (11.2),
(c) prvni a druhd derivace v/, u” jsou spojité v otevieném intervalu (0, /). Navic
plati: (d) funkce p(x), f(z) jsou spojité v (0,¢), piicemz funkce p(x) ma v (0,£)
spojitou derivaci p’(x).

Pozadavky (a) — (d) jsou pfilis silné. Proto se v aplikacich spokojujeme hledanim
slabého teSeni problému (11.1), (11.2). Heuristicky k jeho formulaci dospéjeme
takto: Uvazujme libovolnou funkci v(x), ktera je spojitd na <O, £>, spliiuje okrajové
podminky

v(0) =v(¢) =0 (11.3)

a ma v (0,4) spojitou prvni derivaci v'(x). Predpoklddejme, ze pozadavky (a) az
(d) jsou splnény, nésobme rovnici (11.1) funkei v(z) a vysledek integrujme ptes
interval (0, ¢). Dostaneme

_/Ogé(p(x)%)v(m) dx:/ogf(ac)v(m) d. (11.4)

Levou stranu vztahu (11.4) nyni integrujme per partes, takze (11.4) transformujeme
s pomoci okrajovych podminek (11.3) na tvar®

¢ du dv ¢
/Op(x)aadmz/o f(x)v(z)dz. (11.5)

Dostali jsme vztah, ktery budeme nazyvat zobecnénym (nebo abstraktnim) principem
virtudlni prdce. Podrobnosti o tomto principu viz podkap. 11.9.

Nejprve si vSimnéme, co sta¢i k platnosti vztahu (11.5) pozadovat: (a) Funkce
p(x) je spojitd na (0,¢), tj. p € C°(0,¢). (b) Funkce f(z) je kvadraticky inte-
grovatelnd na (0,¢), tj. f € L2(0,£). (c) Plati u € H(0,¢), v € H}(0,£), pficemz

6Tentyz vysledek (11.5) dostaneme i v piipadé, kdyz jsou piedepsény misto (11.2) nehomogenni
okrajové podminky w(0) = a, u(£) = b, protoze i v tomto pfipadé o tzv. testovacich funkcich v(z)
predpokladdme, ze spliuji (11.3).
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symbol Hg(0,¢) oznatuje mnozinu {w} funkef spojitych na (0,¢), které spliuji
okrajové podminky w(0) = w(¢) = 0 a maji na (0, ¢) kvadraticky integrovatelnou
derivaci w’(z). Pozdéji v podkap.11.7 o zobecnénych derivacich pojmy prostoru
H}(0,0), resp. H'(0,¢) uptesnime, kde funkce u € H(0,¢) D H}(0,¢) nemusf
spliovat (11.2).

Hledani slabého feseni okrajového problému (11.1), (11.2) spoéiva v tomto:
Hleddme funkci u € H}(0,¢), kterd pro vSechny testovaci funkce v € Hg(0,¥)
spliiuje vztah (11.5).

Dtive nez se zacneme zajimat otédzkou existence a jednoznacnosti slabého feSeni
okrajového problému (11.1), (11.2), ukazme, jak definujeme piiblizné feseni slabé
formulace (11.5) problému (11.1), (11.2) pomoci metody kone¢nych prvkua(MKP).
Pomoci bodu (vétsinou stejné vzdalenych od sebe)

Dy, : $0:0<ZC1<$2<"'<ZC”_1<$n<$n+1:€, (11.6)

kde h je délka nejvétsiho intervalu <xi, m,-+1>, rozdélme uzavieny interval <0, €> na
n+1 dilki. Tomuto déleni piifadme n-rozmérny prostor ﬁ& (0,¢0) C H}(0,£) funkei,
které jsou po useckdch déleni (11.6) linedrni a v koncovych bodech intervalu <O, €>
rovny nule. Bézi prostoru 1/1\7&(0, ?) tvoii funkce ¢1(x), ..., pn(x), pro které plati

ei(z;) =6i; (i,j=1,...,n), (11.7)

kde §;; je Kroneckerovo delta (6;; = 1 pro i = j a §;; = 0 pro ¢ # j). Pfibliznym
fesenim slabé formulace (11.5) je funkce

Zaj% e H}(0,0), (11.8)

ktera splnuje

¢
du dv
_— H 11.
/Op( da:d:cd /f r)dr Yo € H(0,4), (11.9)

Vzhledem k (11.7) a (11.8) vztah (11.9) vede na soustavu n linearnich algebraickych
rovnic pro neznamé soutadnice ay, ..., «, funkce u:

n 0 do: d ; J4 .
Zaj/o p(m)%d—i;dm:/o f@)pi(x)de (i=1,...,n). (11.10)
j=1

Nyni zbyva dokazat, ze soustava (11.10) méa pravé jedno feSeni. // Abychom
mohli soustavu (11.10) fesit na pocitaéi, integraly vystupujici v (11.10) se vypoétou
priblizné pomoci kvadraturnich formuli.

Tolik jako tvod k feSeni okrajovych problému ODR 2.7adu. V nésledujicich
podkapitolach se pokusim vylozit zaklady teorie téchto okrajovych problému z hle-
diska metody kone¢nych prvka. I kdyz se ke ¢teni této kapitoly predpokladaji
pouze zakladni znalosti funkcionalni analyzy, vSechny véty v této rozsahlé kapitole
dokazuji. Teorie neni z hlediska funkcionalni analyzy nijak ochuzena, protoze kom-
plikace, které vznikaji v R? a R3, jsou spojeny s popisem hranice 9 vicerozmérné
oblasti €.

59



11.1. Formalni ekvivalence okrajového problému
a slabé formulace

11.1.1. Véta. a) Nechi problém (11.1), (11.2) md klasické reseni u. Potom
funkce u je resenim slabé formulace.

b) Necht slabd formulace md 7eseni w. Md-li u spojité a ohraniéené derivace u'
au” v(0,) ape CH0,L), potom slabé reseni u splituje rovnici (11.1) témer vsude

v (0,0).

Dikaz. a) Implikace (11.1), (11.2) = (11.5) byla dokazéna na str. 57.
b) Protoze u m4 spojité a ohranicené derivace u’ a u” v (0,£) a p € C(0,¢),
muzeme vztah (11.5) upravit pomoci per partes a podminek (11.3) na tvar

¢
d d
/0 {@ (p(w)d—Z) + f(:c)}v(a:) der =0 Yve H}(0,7). (11.11)
Stac¢i nyni dokazat, ze z (11.11) plyne

w = % (p(:c)%) + f(x) =0 témeér vsude v (0, ¢) (11.12)

[ e
llwl|o := / w?dx =0, (11.12%)
0

kde integrél je bran v Lebesgueové smyslu. Pii dukazu (11.12) uzijeme mimo jiné
toto lemma, které bude dokazano pozdéji v prubéhu kapitoly 11:

Lemma A. Prostor H}(0,£) je husty v Ly(0,£), tj. ke kazdé funkciv € Ly(0, )
ezistuje takovd posloupnost {v,} C HL(0,£), Ze

lim ||lv, —v|lo =0. (11.13)

n—oo

¢ili ekvivalentné

Uzijeme déle toto lemma:

Lemma B (Schwarz-Bunakovského nerovnost). Necht vy,vs € L(0,£).
Potom

< [[v1llol[vallo- (11.14)

i
|(v1,v2)] = ‘/ v dx
0

Nyni jiz snadno dokdzeme (11.12*): Vztah (11.11) muzeme napsat ve tvaru
(w,v) =0 Yov € H)(0,0). (11.11%)
Podle lemmatu A lze najit takovou posloupnost {w,} C H}(0,¢), ze

lim ||w, —wl|p = 0.
n—oo

Podle (11.11%) je
(W, w) = 0.

Odtud podle lemmatu B

lwl[§ = (w, w) = |(wn, w) = (w,w)| = [(wn — w,w)| < [Jwy —wllo|lwllo — 0,
¢ili ||w||o = 0, coz jsme potiebovali dokazat. [

Poznamka. Tvrzeni b) plati i za predpokladu, ze u € H?(0, /), kde H*(0,¢) C

L5(0, ) je prostor funkei s prvni a druhou zobecnénou derivaci.
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11.2. Existence a jednoznac¢nost slabého reseni
Nésledujici véta, jejiz podrobny dukaz je napt. v [Re2, str. 404 - 407], mé zasadni
vyznam pro uvahy v této podkapitole.

11.2.1. Véta (Lax-Milgram). Nechi H je Hilbertiv prostor se skaldrnim
soucinem (z,v) a necht B(z,v) je bilinedrni forma (tedy linedrni jak v z, tak ve v)
definovand pro z,v € H a takovd, Ze plati

|B(z,v)| < M||z|| - ||v]| Vz,v e H, (11.15)

B(v,v) > Bllv||* Vv e H, (11.16)

kde ||v]| = /(v,v) a konstanty M > 0 a > 0 nezdviseji na z a v. Potom lze kaZdy
linearnt funkciondl F', ktery je definovany a ohraniceny na H, vyjadrit ve tvaru

F(v) = B(w,v) Yv e H, (11.17)

kde w je prvek prostoru H jednoznacné urceny funkciondlem F'.

11.2.2. Poznamka. Bilinedrni forma B(z,v) nemusi byt symetrickd; proto na
rozdil od skaldrniho souc¢inu v ni zalezi na poradi u, v.

11.2.3. Oznaceni. Polozme

¢
dv dz
= ——d 11.1

atv.) = | pla) G do. (11.18)

¢
Lv):= [ f(x)v(z)de. (11.19)

0

Potom muzeme vztah (11.5) psat ve tvaru

a(u,v) = L(v) Yo € Hy(0,£). (11.20)

S pomoci Véty 11.2.1 nyni dokdzeme existenci a jednoznacnost slabé formulace.

11.2.4. Véta (o existenci a jednoznaécnosti reSeni slabé formulace). Je-
li bilinedrni forma a(z,v) ohraniéend na Hg(0,£) x H}(0,1), tj.

la(z,v)| < M| z|li||lvlli  Vz,v € Hy(0,£) (M = const), (11.21)

o]l = \//Oé {v2 + <j—;>2}d$ (11.22)

a(v,v) > Bllv||? Yv e H}(0,£) (8= const>0), (11.23)

kde

a H}(0,0)-eliptickd, tj.

a je-li linedrni forma L(v) ohranicend na H}(0,7), t.
IL(v)| < K|lv|li Yo € Hj(0,£) (K = const), (11.24)
potom ezistuje prdavé jedna funkce u € H}(0, 1), kterd spliuje vztah (11.20).
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Dukaz. V piipadé homogennich okrajovych podminek (11.2) je tvrzeni véty 11.2.4
okamzitym disledkem Lax-Milgramovy véty, ve které staéi polozit”

H = H}(0,¢), B(z,v)=a(z,v), F()=L(v).

Pro lepsi orientaci tento samoziejmy dukaz provedme.

a) Bzistence. Z predpokladu (11.21), (11.23) plyne, Ze jsou splnény predpoklady
(11.15), (11.16) Lax-Milgramovy véty, ve kterych klademe®

B(z,v) = a(z,v), || = vl

V Lax-Milgramové vété dale polozime®

F(v) = L(v) Yo € Hy(0,0). (11.25)

Podle (11.24) je funkcionél F'(v) ohranic¢eny, takze jsou splnény vsechny predpoklady
Lax-Milgramovy véty. Podle této véty existuje pravé jedna funkce w € Hg(0,£)
tak, ze plati

F(v) = a(w,v) Y€ H0,0). (11.26)

Kdyz polozime u := w, plyne z (11.26) a (11.25)
a(u,v) = L(v) Yov € Hy(0,0),

coz je vztah (11.20). Existence slabého feseni je dokazana.

b) Jednoznacnost slabého feseni plyne opét z Lax-Milgramovy véty, ve které vy-
stupuje jednozna¢né urceny prvek w € H = H}(0,£). Ten v pifpadé homogennich
okrajovych podminek je slabym fesenim, tj. mizeme polozit u = w. [

Zbyva nalézt postacujici podminky, které zarucuji platnost (11.21), (11.23),
(11.24). Napied jesté jedno lemma:

11.2.5. Lemma (jednorozmérny piipad Friedrichsovy nerovnosti). Plati

¥4 2
d
Jull? < Co/0 (d—Z) dz = Colul} Vu € Hy(0,¢), (11.27)

kde kladnd konstanta Co nezdvisi na funkci v € HJ(0,7).

Diikaz. Dukaz prozatim provedeme v piipadé u € Cl<0,€>. (Obecny dukaz je
v podkap. 11.8.) Oznacme

(11.28)

cili u = gv. (11.29)

"Pifpad nehomogennich okrajovych podminek u(0) = a, u(£) = b bude probran v samostatné
podkapitole.

. , . . e 2
8Skal4rni souéin (z,v), ktery vystupuje v Lax-Milgramové vété, ma zde tvar (z,v) = fo (zv +

%%) dz, takze pro normu ||v|| = 4/ (v, v) plat{ vztah (11.22).

9V pifpadé nehomogennich okrajovych podminek bude mit funkciondl F(v) tvar F(v) =
L(v) — a(w,v), kde funkce w € H'(0,£) souvisi s okrajovymi podminkami vztahy w(0) = a,
w(f) = b a H'(0,¢) je prostor viech funkci spojitych na < 0,¢ >, které maji na (0,¢) kvadraticky
integrovatelnou prvni dervivaci. V piipadé homogennich okrajovych podminek (11.2) je w = 0,
takze z bilinearity a(z,v) plyne F(v) = L(v) — a(0,v) = L(v), coz je vztah (11.25).
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Ziejmé plati
(u)? = ((gv)")? = ¢*(V') 2 +2v0'gg’ +v2(g)* = ¢*(v')* + (v3gg’) —v3gg”, (11.30)

takze

(v*gg") —vgg” < (u')*. (11.31)
Integrujeme-li (11.31) v mezich od 0 do ¢, dostaneme
¢ ¢
[vzgg'}g —/ vigg” dz < / (u')? da. (11.32)
0 0
Ale podle (11.28) je
2
7 ™
== 11.33
g 62 ( )
takze
Yo = T g = (11.34)
v = —— = = —— .
99 = "162" ¥ T T 162
Koneéné podle (11.2)
¢ / £ / V4
[ngg’}o = [vQng—} = [uzg—} = 0. (11.35)
910 91lo
7 (11.32), (11.34) a (11.35) plyne
2 £ ) £ )
— [ uwdz < / (u')? du. (11.36)
1662 J, ;

Pficteme-li k obéma strandm (11.36) vyraz fg%@\%, dostaneme po jednoduché
tipravé nerovnost (11.27), kde Cy = 1+ 16/?/72. O

11.2.6. Véta. Nechi p € C(0,4) a f € Ly(0,€). Necht ddle
p(x) >p>0 Vze(0,0). (11.37)
Potom ma slabd formulace prdvé jedno resent.

Diikaz. Je tieba ovérit platnost nerovnosti (11,21), (11.23), (11.24).
a) Polozme M = maxye<os> |p(z)]. Potom s uzitim Schwarz-Bunakovského
nerovnosti dostaneme

’/ dvdw
a(v,w)| =

§M|v| |w|1 < Mol ||w||1-

b) Opét s uzitim Schwarz-Bunakovského nerovnosti dostaneme

x)dx

< [Ifllollvllo < Kjvll1,

kde jsme polozili K = ||f||0.
c) Podle (11.37) a potom (11.27) plat{

¢ 2
dv
afveo) = [ o) (52 do = ulelt = Go/Colloll = Bl
kde jsme polozili = u/Cy. O
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11.3. Véta o minimu kvadratického funkcionalu

Definujme kvadraticky funkcional vztahem
II(v) = 3a(v,v) — L(v), (11.38)

kde bilinearni forma a(v, z) je ddna na H'(0,¢) x H(0,¢) vztahem (11.18), takze
je symetricka:
a(v,z) = a(z,v) Yov,z € HY(0,/). (11.39)

V RY vztah (11.39) obecné neplati, protoze zde a(v, z) = > Jo kijg_;i ;sz dz. Pro
platnost (11.39) je nutné a staci k;; = kj;. // Aby nase tvahy zde mély obecnéjsi

charakter, zavedme pro tyto tcely oznaceni
V := Hy(0,0). (11.40)

Potom slaba formulace (odpovidajici homogennim okrajovym podminkam (11.2))
bude znit: Najit u € V tak, aby platilo

a(u,v) = L(v) YveV. (11.41)

Na str.61 jsem v poznamce 9 pod carou poznamenal, ze okrajové podminky, ve
kterych plati alespon jeden ze vztahu u(0) = a, u(f) = b, jsou pii slabé formulaci
charakterizované funkei w # 0, pro kterou w € H'(0, £), pficemz w(0) = a, w(f) = b.
(V piipadé (11.2) plati w = 0.) Poznamendvam dale, ze v piipadé w # 0 slabd
formulace zni takto:

Obecna forma slabé formulace. Najit funkci

uEW+V (11.42)
tak, aby platil vztah (11.41) (ktery zde opakuji)
a(u,v) = L(v) YveV. (11.41)
Pritom
w+V={we H(0,0): w=w+v YweV} (11.43)

kde H'(0,£) je podprostor prostoru Lo(0,£) s kvadraticky integrovatelnymi pronimi
derivacems.

V nasledujici obecné formulaci véty 11.3.1 si pro jednoduchost muzete myslet,
ze prostor V je definovan vztahem (11.40) a ze w = 0. Formy a(v, z) a L(v), které
jsme definovali v Oznaceni 11.2.3, mohou mit v této obecné vété jiny tvar. (Napft.
a(w, z) = f(f(pw’zq—qwz) dx — viz podkap. 11.10.) // Véta 11.3.1 plati v R¥Y; proto
je v ni uveden predpoklad (11.39).

11.3.1. Véta (o minimu kvadratického funkciondlu). Nechi bilinedrni
forma a(v,w), kterd vystupuje ve slabé formulaci, je symetrickd, tj. plati (11.39).
Je-li dale V -eliptickd, tj. plati

a(v,v) > B|v||? Vv eV, (11.44)

potom funkce u € H'(0,¢) je jedingm vesenim slabé formulace (11.42), (11.41),
kdyz a jen kdyz ostre minimalizuje funkciondl (11.38) na mnoziné w + V, tj.

I(u) <II(v) Yvew-+YV, (11.45)
kde znameni rovnosti plati pouze pro v = u.
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Dukaz. Mnozina w + V muze byt psana ve tvaru
wH+V={weH": v=ut+w YAcR! VwecV}.
Necht v € w + V. Potom podle (11.38) a (11.39) plati

II(u+ Aw) — O(u) = 2a(u+ Adw,u+ Aw) — L(u + Aw)—
—La(u,uw) + L(u) = 1 ha(u, w) + $ha(w, u) + 3X%a(w, w) — AL(w) =
= Ma(u,w) — L(w)} + 1 Xa(w,w) Yw € V. (11.46)

Nyni se dikaz rozpadé do dvou ¢asti:

a) Nechf u je jediné feSen slabé formulace (11.42), (11.41). Potom podle (11.41)
a (11.46) plati

O(u+ Mw) — II(u) = I\ %a(w,w) Yw V.

Tento vysledek a V-elipti¢nost formy a(v,v) implikuji, ze funkce u ostfe minimali-
zuje funkciondl II(v) na mnoziné w + V.

b) Nyn{ dokéZzeme opacnou implikaci: Necht funkce u ostfe minimalizuje funkcio-

nal II(v) na mnoziné w + V, tj.plati (11.45). Jestlize existuje funkce wy € V, pro
kterou plati

1
2

a(u, wg) # L(wp), (11.47)
potom, zvolime-li A = —{a(u, wp) — L(wg) } /a(wo, wp), dostaneme ze vztahu (11.46)
(u + Mwg) — II(w) = —{a(u, wy) — L(wo)}?/{2a(wg, wo)} < 0,

protoze podle (11.44) je a(wg,wp) > 0. (Funkce wy nemuze byt ekvivalentni nule;
jinak by neplatil predpoklad (11.47).) To je vSak spor s predpokladem, ze plati
(11.45). Tedy (11.47) nemuze platit, takze u spliuje (11.41), tj. u je jediné reSeni
slabé formulace. [J

11.4. Existence a jednoznacnost priblizného reSeni
slabé formulace

Ptipomenme si, ze jsme definovali déleni intervalu <0, €> na n + 1 dilkit pomoci
bodu (vétsinou stejné vzdalenych od sebe)

Dy, : .CC():O<£U1<£C2<"'<£Un_1<£lj'n<aj'n+1:£ (11.6)

Tomuto déleni jsme prifadili n-rozmérny prostor f[& (0,¢) C HE(0,¢) funkei, které
jsou po useckdch déleni (11.6) linedrni a v bodech zy a z,4; rovny nule. Bézi
prostoru H}(0, £) tvoii funkce

P1(2), .- on(2),
pro které plati
vi(z;)=10;; (i,5=1,...,n), (11.7)
kde 9;; je Kroneckerovo delta (6;; = 1 pro i = j a §;; = 0 pro ¢ # j). Ptibliznym
fesenim slabé formulace (11.5) je funkce

u(z) = Zajgoj(m) e HX(0,0), (11.8)
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ktera splnuje

£ dudo RN ~ 51
/Op(m)aadx—/o f(@)v(z)dz Vv e Hy(0,4), (11.9)

Vzhledem k (11.7) a (11.8) vztah (11.9) vede na soustavu n linedrnich algebraickych
rovnic pro neznamé soufadnice aq, ..., a, funkce u:

n ¢ d d ; l .
Zaj/o p(m)%d—i;dm:/o f@)pi(x)de (i=1,...,n). (11.10)
j=1

Tolik opakovani ze str.58. Poznamenejme jesté, ze diky Oznaceni 11.2.3 muzeme
linedrni algebraické rovnice (11.10) napsat struénéji takto:

n
> ajales, ) = Ligs) (i=1,...,n), (11.48)
j=1

kde a(y;, i) a L(g;) jsou dana ¢isla. Neznamé jsou oznaceny symboly o, .. ., ou,.

Aby nasSe znaceni bylo konzistentni s obvyklou kone¢néprvkovou symbolikou,
zavedme struc¢ny symbol

Vi, = HL(0,0), (11.49)

kde h mé vyznam délky nejvétsiho podintervalu déleni (11.6), které stru¢né znacime
Dy,. Kromé symbolu V}, se v metodé koneénych prvku uzivaji v ptipadé po prvcich
(podintervalech) linedrnich funkef dalsf dva symboly X, = X'V a W}, = WV
definované takto:

Xp, ={we H'(0,¢): w je spojitd funkce linedrni na prvcich déleni Dy}, (11.50)

Wp={we Xp: w(zg) =w(0) =a, w(wyr1)=w(l)=>}, (11.51)

jsou-li v koncovych bodech intervalu <O, €> predepsany nehomogenni okrajové pod-
minky u(0) = a, u(f) = b.

Prostor V}, je m-rozmérny, prostor X je (n + 2)-rozmérny a plati V;, C Xj,.
Symbol W}, neoznacuje prostor, ale n-rozmérnou podmnozinu prostoru X;. Plati-li
a=>b=0v (11.51), potom W}, = V},. Nyni muzeme definovat ptiblizné feseni slabé
formulace (s obecné nehomogennimi okrajovymi podminkami) pomoci MKP:

11.4.1. Definice. Pfiblizné feseni uy, slabé formulace (doposud jsme uzivali
znaceni u) je definovano jako Feseni tohoto problému: Najit funkci uy € Wy, pro
kterou plati

a(up,v) = L(v) Yv €V}, (11.52)

11.4.2. Véta (o existenci a jednoznaénosti pfFiblizného feseni slabé
formulace). Nechi bilinedrni forma a(v,w) je V-eliptickd, tj.

a(v,v) > B|v]j1 Yv e V.

Potom problém formulovany v Definici 11.4.1 md prdvé jedno teseni up € Wy,.
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Dukaz. Jiz vime a v podkapitole 11.5 podrobnéji uvidime, ze (11.52) neni nic
jiného nez soustava linearnich algebraickych rovnic pro parametry oy = up(x1),.. .,
an = up(xy,), které jednozna¢né urcuji spolu s parametry up(zo) = up(0) = a,
Up(Tnt1) = up(€) = b funkei up(z) ve tvaru

n+1

up(x) = Zuh(a:j)cpj(a:). (11.53)

J=0

Tedy staci dokéazat, ze determinant piislusné soustavy linedrnich algebraickych
rovnic je ruzny od nuly. Jinymi slovy, stac¢i dokazat jednoznac¢nost problému z De-
finice 11.4.1.

Dukaz povedeme sporem. Predpokladejme tedy, ze kromé funkce u;, € Wy, kterd
spliiuje vztah (11.52), existuje funkce u;, € W, tak, ze

a(up,v) = L(v) VY€ V. (11.54)

Odecteme-li (11.54) od (11.52), dostaneme vzhledem k tomu, ze forma a(v,w) je
bilinearni,

a(up, —up,v) =0 Yo € V. (11.55)
Ze vztahu (11.49) a (11.51) plyne, ze up, —up, € V3. Tedy ve vztahu (11.55) mtzeme
polozit v = wuy, — up. Uzijeme-li navic V-elipti¢nost formy a(v,w), dostaneme

vzhledem k inkluzi V}, C V
0 = a(uh — ﬁh,uh — ’ljh) Z ﬁHuh — ﬁh”l .

Odtud plyne, ze up = up témér vsude v (0,£), a protoze up mé tvar (11.53), tak
vsude v <O,€>. O

11.4.3. Poznamka. Necht plati predpoklady véty 11.3.1. Z dikazu této véty
snadno vidime, ze up € W}, spliuje vztah (11.52), kdyz a jen kdyz uj, ostfe mini-
malizuje kvadraticky funkcional I1(v) na W,

11.5. Priblizné reSeni slabé formulace je reSenim
soustavy linearnich algebraickych rovnic

Prozatim nezndmé funkéni hodnoty pfiblizného feseni up(x) v uzlovych bodech
Z1,..., Ty 0znatme symboly ag, ..., a,. Protoze u, € Wy, plati podle (11.51)

up(xo) = up(0) = a, up(Tpt1) =up(f) =0, (11.56)

takze muzeme psat
un(®) =Y ajp;(@) + apo() + bpnya (). (11.57)
j=1

Vztah (11.49) definujici prostor V}, a vztahy ¢;(z;) = d;; davaji
vilx) eV, (i=1,...,n). (11.58)
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Dosadme (11.57) do (11.52), tj. do vztahu
a(up,v) = L(v) Yv €V},

apolozmev = ¢; (i = 1,...,n), coz jsme vzhledem k (11.58) opravnéni. Dostaneme

n

Z CL(ng, cpi>o‘j = L(@'L) - a(@O? 302'>0J - a(gon-i-lv 901>b (2 = 17 RN n) (11'59>

V R! je bilinearnf forma a(v, w) vzdy symetrickd, takze

CL(QDj, SOZ) = a(@i? @])
a vztahy (11.59) mohou byt psdny také ve tvaru

n

Z CL((P'L'? @j)aj = L(@'L) - a(@O? 302'>0J - a(gon-i-lv 901>b (2 = 17 RN n) (11'60>

V obou piipadech (11.59) a (11.60) jsme ziskali soustavu n linedrnich algebraickych

rovnic pro n nezndmych ai,...,a,; pricemz v RY bud s nesymetrickou matici
{a(¢j, i)}, nebo se symetrickou matici {a(p;, p;)}. Podle Véty 11.4.2 kazda
z téchto soustav ma pravé jedno feseni aq, ..., an,.

11.6. Konvergence pribliznych reseni

11.6.1. Véta (abstraktni odhad chyby). Necht u € H'(0,¢) je resent slabé
formulace, ve které vystupuje V -eliptickd a ohranicend bilinedrni forma a(v,w).
Potom plati

— <(C inf — 11.61
Ju—wnlls <€ inf fu—els, (11.61)
kde C' je konstanta nezdvisla na h, u a v.

Diikaz. Zvolme v € W, libovolné. Podle (11.40) a (11.51) plati, ze up, — v € Vj,.
Uzitim inkluze V;, C V, podminky V-elipti¢nosti, bilinearity formy a(w, v) a vztahu
(11.40), (11.41) postupné dostaneme

Bllun —v||F < alup — v, un —v) = alup, up, —v) — alv,up —v) =

= Lun —v) — alv, up — v) = a(u, w, — v) — (v, u, — v) =
=a(u—v,up —v). (11.62)

Podle ptedpokladu o slabé formulaci je forma a(v, w) ohranic¢end, takze plati
la(u —v,up — )| < M||lu—v|1]|up — v||1. (11.63)

Zkombinujeme-li (11.62) a (11.63) a vysledek podélime vyrazem (| up, — v||1, dosta-
neme za predpokladu, ze ||up —v||; > 0,

M
|lup — vl < ?HU_UHL (11.64)
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Tato nerovnost spolu s trojihelnikovou nerovnosti
lu—unlly < flu—olls + un — vl (11.65)
implikuje
M
lu —upl1 < 1+? lu —vl1. (11.66)

Pokud ||up, — v|j1 = 0, potom (11.64) plati bez tvah spojenych s (11.62) a (11.63),
takze s pomoci (11.65) opét dostaneme (11.66).

Piejdeme-li v (11.66) k infimu vzhledem k v € Wj, dostaneme (11.61), kde
C=1+M/p. O

Véta 11.6.1 ma dva dilezité dusledky:

11.6.2. Véta (o maximalni rychlosti konvergence). Necht bilinedrni forma
a(v,w) je V-eliptickd a ohranic¢end a necht u € H?(0,/), kde u je Feseni slabé for-
mulace a H?(0,) C Lo(0,£) je podprostor funkci s kvadraticky integrovatelnou proni
a druhou derivaci. Potom

|lu —up|ls < Chlula Vh € (0;1), (11.67)

kde konstanta C' nezdvisi na h a u a kde seminorma |u|2 je definovand vztahem
¢
fuls = / ()2 da.
0

Diikaz. Necht I}u je interpolace funkce u € H?(0,¢) spojitou funkci, kterd je po
prvcich déleni Dy, (viz (11.6)) linedrni. Protoze I}u € W}, vztah (11.61) implikuje

lu = unlly < Cllu — Tyullr.

Vysledek (11.67) nyni plyne z interpola¢niho teorému pro jednorozmérné konecné
prvky s linedarni nasadou (viz vétu 11.15.4). Tvrzeni tohoto teorému ma tvar:

lu — Thully < Chlula. O (11.68)

11.6.3. Véta (obecna véta o konvergenci metody koneénych prvka).
Necht jsou splnény predpoklady véty 11.4.2 o existenci a jednoznacnosti resent slabé
formulace. Potom

lim ||lu — uplls =0, (11.69)
h—0

kde u € H'(0,¢) je Feseni slabé formulace.
Také Véta 11.6.3 bude dokazana v podkap. 11.15.

Véta 11.6.3 zarucuje konvergenci metody koneénych prvki za podminek, které
staci k existenci a jednoznaé¢nosti presného reseni u € H1(0, £) slabé formulace. Je-li
navic pfesné feseni dostatecné hladké, tj. u € H2(0, /), potom véta 11.6.2 zarucuje
rychlost konvergence O(h), za predpokladu linedrni kone¢néprvkové nasady. Je-li
tato ndsada po prvcich kvadratickd a u € H3(0,£), potom rychlost konvergence je
O(h?), atd.
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11.7. Zobecnéné derivace a Sobolevovy prostory.
Inkluze H(I) c AC°(])

Touto podkapitolou mél vyklad kap. 11 zacit. Nechtél jsem vSak ctenate odradit
prilisSnou abstrakci, takze jsem se dopustil metodické nepiesnosti. Napted strucné
opakovani potfebnych pojmu a vysledku z funkciondni analyzy.

11.7.1. Definice (realného linearniho prostoru). Mnozina S = {z,y,z2,...}
se nazyva redlnym linedrnim prostorem — strucné RLP, jsou-li splnény nasledujici
podminky:

I. K libovolnym dvéma prvkum z,y € S je jednoznacné piifazen tieti prvek
x4y €S, ktery se nazyva jejich souctem, pricemz

plati e +y =y +ax (komutativni zdkon),

2)plati 4+ (y + 2) = (x +y) + 2 (asociationd zkon),

3) existuje takovy prvek 6 € S, ze x+60 = z pro vSechny prvky x € S (existence
nulového proku);

4) ke kazdému z € S existuje takovy prvek —z € S, ze 4 (—x) = 0 (existence
opacného proku).

II. Ke kazdému realnému éislu o € R a kazdému prvku = € S je definovan prvek
ax € S (tzv. ndsobek prvku x € S redlngm &islem o € RY), piicemz

1) a(fe) = (aB)e (o, 3 € RY),

2)1-z=u.

III. Obeé operace (tj. s¢itani prvku a ndsobeni prvku redlnym ¢islem) jsou spojeny
témito dvéma distribuc¢nimi zakony:

1) (a+ B)z = av + Bz,

2) a(x +y) = az+ ay.

RLP budeme strucné nazyvat linedl.

1.7.2. Definice (normy). Necht M je linedl. Je-li kazdému prvku u € M
prifazeno ¢islo [|ul| s vlastnostmi

|lu|| > 0, pricemz ||ul]| =0< u=0v M, (11.70)
|lau|| = |a| - ||ul]| pro kazdé redlné a, (11.71)
|lu+v| <|lu| +|lv|| Vu,v e M, (11.72)

potom ||u|| nazyvame normou prvku u € M. Nerovnost (11.72) se nazyva trojihel-
nikovd nerovnost. Lineal M, na némz je definovana norma, nazyvame linedrni
normovany prostor — strucné LN P.

11.7.3. Definice (B—prostoru). Uplny linedrni normovany prostor nazyvame
Banachovym prostorem.

11.7.4. Definice (skalarniho souc¢inu a unitarniho prostoru). Rikdme, ze
na linedlu M je definovan skalarni soucin, je-li ke kazdé dvojici u,v € M pfitazeno
realné ¢islo (u,v) s témito vlastnostmi:

(u,v) = (v,u), (11.73)

(cruy + coug,v) = ¢1(ug,v) + ca(ug,v), c1,c0 € RY, (11.74)
(u,u) >0, (11.75)

(u,u) =0 & u=60v M. (11.76)

Lineal M, na némz je definovan skalarni soucin, se nazyva unitdrni prostor.

70



11.7.5. Definice (H—prostoru). Uplny unitdrni prostor se nazyva Hilber-
tovym prostorem.

11.7.6. Poznamka. Piikladem Banachova prostoru je prostor Ls([); obecnéji
kazdy Hilbertuv prostor s normou |lu|| = \/(u, ).

11.7.7. Definice (C*°(I), suppu, C°(I)). Oznaéme symbolem I otevieny
interval kone¢né délky. Necht C>°(R!) je linedl funkef u(x), které jsou spojité véetné
derivaci viech 4di v celém prostoru R!. Symbolem C°(I) budeme znaéit lineal,
ktery dostaneme restrikci funkef z C*°(R!) na uzavieny interval I. // Uzdveér
mnoziny téch bodu intervalu I, v nichz je u(z) # 0, nazyvadme nosi¢em funkce
u(z) a znacime suppu. // Oznatme déle symbolem C§°(I) linedl vsech funkeci
s kompaktnim nosiéem v intervalu I, tj. mnozinu téch funkci z C°°(I), pro néz
plati u(z) = 0 v ur¢itém okoli koncovych bodu intervalu I (v obecném piipadé jsou
tato okoli rizna pro ruzné funkce z C§°(7)). Pro kazdou funkci v € C§°(I) je supp u
uzaviend mnozina a suppu C I, takze suppu ma od koncovych bodu intervalu I
urcitou kladnou vzdalenost. — Tedy ¢V (a) = ) (b)) =0 (j = 0,1,2,...) v kon-
covych bodech a, b intervalu I v piipadé ¢ € C§°(1).

11.7.8. Piiklad (funkce z C§°(I)). Necht I = (—2,2). Ptikladem funkce
s kompaktnim nosicem v I je funkce

{ /1= pro 2?2 < 1,
u(x) =
0 jinde v I.

Pfimym vypoctem (s pouzitim matematické indukce) se dd dokazat, ze tato funkce
mé v I derivace vSech tadu, takze je predné u € C*°(I). Déle suppu = < -1, 1>,
takze u € C§°(I). Vice viz podkap. 11.17 (Dodatek B).

11.7.9. Véta (Schwarzova nerovnost!®). Nechi M je unitdrni prostor se
skaldrnim soucinem (u,v). Potom pro libovolné proky u,v € M plati

|(u, 0)[ < lull - [lof],

kde ||u|| = /(u,u).

11.7.10. Definice (husté mnoziny v LNP). Necht S je linedrn{ normovany
prostor s normou || -||s. Rikdme, ze mnozina M C S je husta v S, jestlize pro kazdy
prvek u € S lze najit posloupnost {u, } C M takovou, ze lim, .~ ||u, — uls = 0.

11.7.11. Véta. Linedl C3°(I) je husty v Lo(1), tj. podle definice 11.7.10 lze pro
kazdyg prvek u € Lo(I) najit posloupnost {u,} C C§°(I) takovou, Ze

lim |lu, —ullo = lim |Jup —ul[z,q) = lim \//(un —u)?2dx =0.
n— o0 n— 7

n—oo o0

Dukaz této dulezité véty je dlouhy a komplikovany, takze je uveden v samostatné
podkapitole 11.14.

10Zvan4 také Schwarz-Bunakovského nebo Cauchy-Buiiakovského nerovnost.
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11.7.12. Véta. Necht u, — u v La(I) av € La(I). Potom (un,v) — (u,v).

Dikaz. 7 (11.74) a ze Schwarzovy nerovnosti plyne
[(un, v) = (u,0)] = [(up =, v)[ < flun —ullo]lv]o-

Protoze podle predpokladu véty ||u,, — ullg — 0, jde leva strana ziskané nerovnosti
k nule. 0O

11.7.13. Véta. Necht mnoZina M je hustd v Ly(I) a necht (u,v) = 0 Vv € M,
kde u € Lo(I) je pevny prvek. Potom u =0 v Ly(I).

Diikaz. Podle definice husté mnoziny (viz definici 11.7.10) lze najit posloupnost
{un} C M takovou, ze limwu,, = uv La(I), tj. lim ||u, —ullp = 0. Podle predpokladu
véty je (un,u) = 0. Odtud a z véty 11.7.12 plyne, ze lim (u,,u) = (u,u) = 0. Tento
vysledek a vztah (11.76) implikuji, ze u =0 v Lo(I). O

11.7.14. Lemma. Vztah
k

U. v _ w9 (209 () dx )
(u, )i 2_;/ ()0 (z) d (11.77)

definuje na linedlu C>(I) skaldrni soucin.

Diikaz. Prvni dvé vlastnosti (11.73) a (11.74) skaldarniho souc¢inu plynou z vlast-
nosti integralu a derivaci:

/u(j)(m)v(j)(x) dr = /U(j)(x)u(j)(x) dz,

1 1

/(am + bug) Do) dz = a/ugj)v(j) dx+b/ugj)v(j) dz.
I I I

Co se tyce treti vlastnosti (11.75), je podle (11.77)

: i)
(u, u)p,s = Z:O/I(u ()% dz > 0. (11.78)

Zaroven je vidét, ze vztah (u,u)g,; = 0 plati pravé tehdy, kdyz kazdy ze sc¢itanct
v (11.78) je roven nule; odtud zejména plyne

/qu:c:O,
I

¢iliu(x) = 0v I (protoze u € C°(I)), takze i ctvrtd vlastnost (11.76) je splnéna. [

11.7.15. Definice. Zavedeme-li v linedlu C°°(I) skaldrni souéin (u,v)s r po-
dle vztahu (11.77), dostaneme unitérni prostor, ktery oznac¢ime S*¥(I) (obsirnéji
Sk2(I)). Normu v S*(I) definujeme obvyklym zptisobem

[l =4/ (w,u)p s Yu € S*(I) (11.79)
a vzdalenost (metriku) vztahem

o(u,v) = |lu—v|pr Yu,ve SHI). (11.80)
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Poznamka. (a) Unitdrni prostor S¥(I) je také linedrnfm normovanym pro-
storem a metrickym prostorem. Mnozinové jsou prostory S¥(I) identické pro
vechna celd nezapornd k. (b) Pro k = 0 dostdvame skaldrni sou¢in, normu a me-
triku prostoru Lo (1), tj.

(u,v)o,r = (u,v) oy Yu,v € C®(I)  atd. (11.81)

Jesté trochu funkciondlni analyzy:

(1) Necht R je metricky prostor a M C R. Symbolem [M]g zna¢ime uzdvér mnoziny
M v metrice prostoru R. // Necht M C Ly(I). Symbolem [M]y znaéime uzdvér
mnoziny M v normé prostoru Ly(I). // Necht M c S*¥(I). Symbolem [M],
znaéime uzdvér mnoziny M v normé prostoru S*(I).

(2) Necht R je libovolny metricky prostor. Uplny metricky prostor R* nazyvame
ziplnénim prostoru R, jestlize: (a) R je podprostorem prostoru R*; (b) prostor
R je husty v R*, tj. [R]g~ = R*. (Zde [R] g+~ oznacuje uzavér prostoru R v R*.)

(3) Necht S je LNP, resp. metricky prostor. Posloupnost {u, } C S se nazyva cauchy-
ovskd v prostoru S, kdyz

lm  |Juy, —unlls =0, resp. lim (U, uy) =0.
m,n— oo m,n—oo

(4) LNP, resp. metricky prostor S se nazyva uplny, kdyz kazda cauchyovska posloup-
nost {u,} C S ma v S limitu, tj. existuje takovy prvek u € S, ze

lim ||u, —ulls =0,resp. lim p(uy,u) =0.
n—oo n—oo

(5) Véta o zuplnéni metrického prostoru (viz napi. [KF1]): Kazdy metricky
prostor R ma zuplnéni a vSechna jeho ziplnéni jsou izometricka.

(6) Fischerova véta (viz napf.[Na, kap. VIII]): Prostor Lo(I) je dplny, tj. kazda
cauchyovska posloupnost {u,} C Lo(I) md limitu u € Lo(I). Obsirnéji feceno,
uplnost prostoru Ly () znamend toto: Pokud

lim Hun —um|]L2(1) :O,
m,n— o0

potom existuje takova funkce u € Ly(I), ze

Jim Jun, = ul[ Ly = 0-

11.7.16. Véta. a) Posloupnost {u,} konverguje v normé prostoru S*(I) k proku
u € S*(I) prdvé tehdy, konverguje-li posloupnost {u,} a posloupnosti derivaci
{uﬁf)} (kde j = 1,...,k) k funkci u a jejim derivacim u'9) v normé prostoru Lo(I).

b) Posloupnost {u,} je v prostoru S¥(I) cauchyovskd prdvé tehdy, jsou-li vsechny
posloupnosti {ug)} (kde j =0,1,...,k) cauchyovské v prostoru Lo(I).

Diikaz. a) Z (11.79) a (11.78) plyne pro u € S*(I)

k k
fulfts = 3 [ @ @) do =3 [0 - (11.82)
j=0 j=0
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Konvergence v prostoru S¥(I), tj. lim, .o u, = u v S*(I), tedy znamena, 7e

k
Jim flun —ullf = lim ) flu? = aZ, 0 = 0.
=0

Odtud plyne prvni tvrzeni véty.
b) Je-li posloupnost {u,} cauchyovska v S*(I), potom podle (11.82) plati

k
e —wnllfy =m0 ) = u Iz, = 0.
) ’ ]:0

Odtud plyne druhé tvrzeni véty. O

D4 se ukdzat pifkladem, Ze prostor S*(I) nenf tiplny. S pomoci Véty 11.7.16b
a faktu, ze prostor Lo(I) je uplny (tj. kazdd cauchyovska posloupnost ma v Lo(7)
limitu — viz Fischerovu vétu na str.72), lze vSak prostor S¥(I) ziplnit. Ziskany
tiplny prostor oznaéime W¥(I) (obsirnéji W*2(I)). Toto nyni provedeme.

Uvazujme libovolnou posloupnost {u,} cauchyovskou v S*¥(I). Jsou mozné tyto
dva piipady:

a) Posloupnost {u,} je v prostoru S*(I) konvergentnf, tj. existuje u € S*(I), ze

lim ||u, —ulkr=0.
n—oo

Podle Véty 11.7.16a posloupnost {u,} a posloupnosti {ugf )} piislusnych derivaci
konverguji v Lo(I) k funkci v a k jejim derivacim u().

b) Posloupnost {u,} neni v prostoru S¥(I) konvergentni. Podle Véty 11.7.16b
je vsak kazda z posloupnosti {ug)} (j=0,1,...,k) cauchyovskd v Lo(I), a protoze
Lo(I) je uplny prostor, ma v ném kazda z téchto posloupnosti uréitou limitu, coz

je funkce, kterou oznaéime v pifpadech j =1, ...,k symbolem D7u,
lim v = Diu v Ly(I) (j=1,...,k) (11.83)
cili _ _
lim [[u$) — Diul|p,y =0 (j=1,...,k). (11.83%)

Pro j = 0 oznac¢ime piislusnou limitu symbolem wu:

lim u, =u= D% v Ly(I). (11.84)
cili
lim |up —ullp,) = 0. (11.84%)

O funkcich Diu, 1 < j < k, nemuzeme tvrdit, Ze jsou derivacemi limitni funkce
u, protoze o funkci u zatim vime jen to, Ze patif do La(I). O funkcich D7u vsak
ukézeme, ze maji viechny vlastnosti derivaci u9) funkce u € S*(I), které se projevi,
kdyz tyto derivace vystupuji v integralnich vztazich.
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Od tohoto mista za¢neme uplatiiovat Vétu 11.7.11 o hustoté C§°(I) v La(1).
11.7.17. Lemma. Necht u € S¥(I). Potom plati

/u% dx:(—l)j/ugo(j) de G=0,1,....k) VoeCr(I).  (11.85)
I I

Dukaz. Integraci per partes

protoze ¢ = 0 v koncovych bodech intervalu I. Tim je vztah (11.85) dokazan
v pripadé 5 = 1. Déle v piipadé j = 2 plati

/, W (@)p(e) de = [ () ()]’ — / o (2)/ () d = — / W (2)/ (z) do =
= (@) (@) + / w(z)e (z) dz = / u(z)¢" () de,

protoze ¢ = ¢’ = 0 v koncovych bodech intervalu I — viz 11.7.7. Ziskali jsme vztah
(11.85) pro j = 2. (Jak se postupuje v obecném piipadé, je jiz zitejmé.) O

11.7.18. Véta. Limitni funkce u € La(I), D’u € Lo(I), které vystupuji ve
vztazich (11.83) a (11.84) spliuji vztahy

/chju dx = (—1)j/ug0(j) dz Ve Cy*(I), 1<j<k. (11.86)
I I

Diikaz. Protoze u, € S*(I) pro kazdé n = 1,2, ..., plati podle lemmatu 11.7.17
prol <j<k

/uglj)go dr = (—l)j/unSO(j) dz Vo e Cg°(I) (j=1,....k).
I I

Ptiejdéme v tomto vztahu k limité

lim [ oude = (-1 lim [ u,Wdz Ve e (). (11.87)

n—oo I n—oo I

Podle (11.83), (11.84) a Véty 11.7.12 implikuje (11.87) vztah (11.86). O

11.7.19. Véta. Funkce DI jsou jednoznacné uréeny funkcei u (ve smyslu pros-
toru Lo(I), tj. aZ na mnoZinu miry nula).

Diikaz. Piedpokladejme, ze dvé posloupnosti {u,}, {t,} cauchyovské v S*(I)
maji tutéz limitu v Lo(]),

lim u, = lim w, =u v Lo(I), (11.88)
tj.
lim ||u, —ullo = lim |[u, —uljo=0. (11.88%)
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Oznac¢me o .
D’u:= lim D’u, v Lo(I), 1<j<k, (11.89)

n—oo

tj. funkce Diy, splnuje _
lim || D%, — D’ullp =0, (11.89%)

a zjistéme, jaky je vztah mezi Diu a Diu.
Stejnym postupem jako jsme ziskali (11.86) dostaneme ze vztaht (11.88) a (11.89)

/goﬁju dr = (—l)j/ugo(j) dr Vo e Cgo(I), 1<j<k. (11.90)
I I

Odec¢téme (11.90) od (11.86) (pro libovolné 1 < j < k). Dostaneme
/(Dju—ﬁju)gp dz =0 Ve e C5o(I). (11.91)
I

Protoze linedl C§°(I) je husty v Lo(I) (viz Vétu 11.7.11), plyne z (11.91) podle
Vety 11.7.13 ~
D’u=Du v Lo(I)

pro vSechna 1 < j < k, coz jsme chtéli dokdzat.!! O

11.7.20. Definice. Funkce D’/u nazveme zobecnénymi derivacemi funkce u
a budeme je znacit (stejné jako klasické derivace) symbolem u) (nékdy vsak D7u).

Nahradime-li D7u v (11.86) symbolem u), dostaneme vztah, ktery je forméalné
totozny se vztahem (11.85). (Vztah (11.86) ovSem plati pro §irsi mnozinu funkei.)
To je hlavni duvod zavedené definice 11.7.20. Ze tato definice mé dobry smysl, plyne
z Véty 11.7.19, kterou nyni muzeme vyslovit takto: Zobecnéné derivace funkce u
jsou touto funkci jednoznacéné urceny.

Ozna¢me symbolem W¥(I) uzévér linedrniho prostoru S*(I) v jeho normé ||-||x.r:

WH(I) = [S¥(D)], - (11.92)

Z konstrukce mnoziny W¥(I) pifmo plyne tvrzeni této dilezité véty:

11.7.21. Véta. Linedrni prostor C*(I) je husty v mnoziné W*(I) vzhledem
k norme

k
v = u (x))? dz . .
ol g / (u)(2)*d (11.93)

Véta 11.7.21 o hustoté linedrniho prostoru C*°(I) v prostoru W*(I) nepotiebuje
diikaz, protoze je soucasti konstrukce W¥(I); symbolicky ji lze vyjadiit takto:

[C>(D)], =W*(1). (11.94)

UText “Diu = Diu v Ly (I)? znamena: Eju(x) = DJu(x) pro témét véechny body = € I.
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Naésledujici tii véty budou dokazany v podkap.11.13.
11.7.22. Véta. Mnozina WE(I) je linedrni prostor.
11.7.23. Véta. Vyraz

- (7) (7)
(uw”ﬂ:;/lu ()oY (z) dx (11.95)

je skaldrnim souc¢inem v linedrnim prostoru W*(I).

Z véty 11.7.23 plyne, ze vyraz

kJ =

o] /I(u<j>(:c>)2dx Vu € W (I) (11.96)

k
Jj=0

je norma v prostoru W¥(I).

11.7.24. Véta. WF(I) je Hilbertiv prostor, tj. W¥(I) je 1iplny unitdrni pros-
tor (cozZ znamend, Ze i cauchyovské posloupnosti sestavajici z limitnich prokid (viz
(11.83)) jsou konvergentni v normeé || - ||x.1)-

11.7.25. Definice. Hilbertv prostor W*(I), ve kterém je skaldrn{ soucin defi-
novan vztahem (11.95), se nazyva Soboleviv prostor. Norma je v tomto prostoru
definovana standardnim zpusobem:

kot =/ (u, W)k Yu € WF(i). (11.97)

|

Z této definice plyne, ze Lo(I) = WO(I) D Wi(I) D W*(I) ... .12
Véta 11.7.21 muze byt nyni reformulovana:

11.7.26. Véta. Linedrni prostor C=(I) je husty v Sobolevové prostoru WE(I)
pro kazdé k € N. (V pripadé k = 0 Soboleviiv prostor koinciduje s Lebesgueovgm
prostorem Lo(I)).

Lze ukézat, ze prostor W*(I) je separabilni. Piikladem spocetné mnoziny husté
v W¥(I) je mnozina vSech polynomt s raciondlnimi koeficienty.

Vyvrcholenim tdvah této podkapitoly je Véta 11.7.27, kterda oduvodnuje smér
téchto ivah a dava do souvislosti zde zavedenou definici Sobolevovych prostoru
s jejich pfirozenou definici (viz (11.98)), ve které vztah (11.86) je definici a ne
tvrzenim (tvrzenim je v piipadé prostortt W*(I)):

11.7.27. Véta (W* = HF)13. Necht Diw € Lo(I) znacéi j-tou zobecnénou
derivaci funkce w € Lo(I),'* tj. necht funkce Diw spliuje vztah (11.86). Méjme
LNP

H*(I)={w € Ly(I): D'we Ly(I) (j=1,...,k)} (11.98)

12Napf. stupiiovitd funkce patif do La(I), ale nendlezi do W¥(I) (k= 1,2,...).

13Symboly W* a HF jsou standardné uzivany pro uvedené dva typy Banachovych prostorii.
Clének [MS] Meyerse a Serrina s ndzvem H = W byl, je a zustane ¢ldnkem s nejkrat$im nadpisem.
Kdysi vzbudil velkou pozornost. Symboly H a W maji v [MS] opa¢ny vyznam nez zde.

14Kazd4 klasickd derivace je soucasné zobecnénou derivaci.
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S normou

k
lwlik,r = ([ lwl2, 0 + D 1DIwl2, 4 -
j=1

Potom prostor H*(I) je iplny a plati*®

H(I) = Wk(I) . (11.98%)

Diikaz viplnosti. Uvazujme posloupnost prvki {u,} prostoru H*(I), kterd je
cauchyovska v normé || - ||,;. Potom posloupnosti {u,}, {u,},..., {u%k)}, kde u’
je j-té zobecnénd derivace funkce u,, jsou cauchyovské v normeé || - ||o,; prostoru
Lo(I), takze maji v Lo(I) limity w,wq,...,wk. Ukdzeme, Ze limity wq,...,wy jsou
zobecnénymi derivacemi funkce u. Plati (podle definice zobecnéné derivace)

/uﬁf)sodx = (_1)j/un¢(j) dz Yy e C°(I),
7 I

takze po limitnim pfechodu pro n — co dostaneme podle Véty 11.7.12

/wjgodm = (—1) /ugo(j) dz Ve e Cy(I),
I I

coz znamena, 7e w; = DIu (j = 1,...,k). (Vzhledem k (11.98*) a dplnosti prostoru
W*(I) nebylo tfeba tiplnost prostoru H*(I) dokazovat.) [

K rovnosti H*(I) = WF¥(I). Necht u € W*(I). Potom existuji zobecnéné
derivace Diu € Lo(I) (j = 1,...,k), které jsou podle Véty 11.7.19 jednoznacné
uréeny funkei u. Tedy u € H*(I) ¢ili W*(I) ¢ H*(I). // Opaénou inkluzi
H*(I) € W¥*(I) 1ze dokézat tak, ze dokazeme hustotu linealu C>°(I) v prostoru
H*(I) (viz Dodatek C, kde jiz budeme mit vybudovany potiebny matematicky
apardt). Zbytek dikazu je pak jednoduchy: Ke kazdé funkci u € H*(I) vybereme
posloupnost {u, } C C>(I) tak, Ze [|u—uy ||k, < L. Odtud lim, e [[u—up |k =0,
takze u € W¥(I) podle definice prostoru W¥*(I) (posloupnost {u,} je cauchyovska
v normé prostoru W¥(I) a ma limitu u € H*(I)). Tedy H*(I) c W*(I). O

11.7.27a. Poznamka. Je tieba zduraznit, ze zatimco v pripadé prostoru
Wk(I) je vztah (11.86) tvrzenim ddvajicim do vzajemnych souvislost{ limitn{ funkce,
které vznikly v disledku uzévéru (11.92), je v p¥ipadé prostorit H*(I) vztah (11.86)
vychozim vztahem, kterym definujeme zobecnéné derivace D/u. Tyto zobecnéné
derivace uzivame v definiénim vztahu (11.98) Sobolevova prostoru H*(I). e V pros-
toru Wk(I) je linedl C>°(I) husty definitoricky; v prostoru H¥(I) se musi hus-
tota linealu C>°(I) dokézat, protoze v piipadé prostoru H¥(I) pouze vime, ze
C>(I) c H*(I). ee V3e, co jsme doposud vyslovili v podkap. 11.7, zlistdva v plat-
nosti, kdyz nahradime interval I vicerozmérnou ohrani¢enou oblasti 2. (Co se tyce
textu pred Vétou 11.7.27 v piipadé N = 2, viz téz kap. 14, zejména ¢ast 14.3).

15V pifpadé N > 2 lze rovnost H*(Q) = WF(Q) dokdzat za predpokladu, Ze hranice 9
ohrani¢ené oblasti © je po &astech hladka a spojitd (symbolicky Q € C%9). To je zaroven pod-
minka hustoty C>®(Q) v H*(Q).
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11.7.28. Dusledek. H*(I) = {w € Ly(I) : Diw € Ly(I) (j =1,...,k)} je
Hilbertiv prostor a linedrni prostor C°°(I) je v ném husty (vzhledem k || - ||Hk(1)).

Velmi dulezita je tato véta, jejiz dikaz je uveden v podkap. 11.12:

11.7.29. Véta (Sobolevova véta o vnofeni prostoru H'(I) do prostoru
spojitych funkci). Necht u € HY(I). Potom je funkce u spojitd na intervalu I
(tj. uw e C°I)), pricem? plati

lullgozy < Cllullmay  Yu € HY(I). (11.99)

Plati dokonce vice: Funkce u je hélderovsky spojitd na I s kvocientem A\ = % (.
w e C%2 (1)), pricemz plati

u(z) —u
—Nullgogy + sup AN oy vae HD),

[l
z,ye€l, v#y |9U - y|

3 (1)
(11.100)
kde v obou pripadech kladnd konstanta C' nezdvisi na funkci u.

Stejné dulezité jsou nasledujici dvé polozky 11.7.30 a 11.7.31, které plati vSak
pouze v H'(I) a jsou pro prostor H'(I) charakteristické:

11.7.30. Véta (Newton-Leibnizova formule v H'(I)). Necht u € H(I),
kde I = (a,b). Potom pro z,y € I plati

u(y) —u(z) = /y o' (t) dt. (11.101)

Diikaz. Zvolme € > 0 libovolné malé. Protoze linedrni prostor C* (I) je husty
v HY(I), 1ze nalézt u. € C>(I) tak, Ze

(11.102)

[ = well1,r <

€
2C 4+ max{1,vb —a}’

kde C' je konstanta ze Sobolevovy nerovnosti (11.99). Uzijeme-li klasickou Newton-
Leibnizovu formuli pro funkei u. a potom Vétu 11.7.29 (podle niz |u(x) — u.(x)| <
||u—u€||CO(7) < C|lu—wuel1,1) a Schwarzovu nerovnost, dostaneme s uzitim (11.102)

uly) —u(w) - [
)~ ute) - [

)~ vely) — ule) +uete) — [ () - <t>> dt}
< {20+ Vy—z}|lu—ucl1,r <e.

Vzhledem k libovolnosti € > 0 odtud plyne vztah (11.101). O

11.7.31. Absolutni spojitost funkci z H'(I). Kazda funkce u € H'(a,b) je
na koneéném intervalu (a, b) absolutné spojitd, tj. ke kazdému ¢ > 0 existuje takové
d > 0, ze pro libovolny koneény (resp.spocetny) systém navzajem disjunktnich
intervalu (ay,b1),..., (an,b,) lezicich v (a,b), které spliuji levou stranu implikace
(11.103), plati

Y

?L’(t)(it‘ <

ue(y) — ue(w) —

+

s
/() dt — (u5<y> = uea) - )} _
<

n

Z(bi —a;) = Z lu(b;) — u(a;)| < e. (11.103)

=1
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Dokazme to. Podle Véty 11.7.30 a Schwarzovy nerovnosti plati

/ W (z) de| < / o (@)] dz < Vo — o | a0

k2 K2

}u(b,) — u(ai)} =

Tento vysledek sectéme od jedné do n a uzijme Cauchy-Bunakovského nerovnost
pro soucty, kterd ma tvar > |4;| - |B;| < v/>_ A?4/>_ B%. Dostaneme

5 futt) ~ u(e)] < XV = ol sy < (00 ) )l

1

Aby byla splnéna implikace (11.103) stacf zvolit § = &?/[ul31 (, 5. Vidime, ze kazda
funkce u € H'(a,b) je na I = (a,b) absolutné spojitd. // Mnozina AC°{a,b) ab-
solutné spojitych funkci na uzavieném intervalu <a, b> je relativné izkou mnozinou

funkci, ve které vystacime s klasickou matematickou analyzou (viz 11.7.36a—36¢).
Tim vice je zajimavé, ze H'(a,b) C AC%(a,b).

11.7.32. Poznamka. (a) Pokud u € C%*(a,b), coz je struény zépis faktu, ze
spojita funkce u(x) spliuje na <a, b> Lipschitzovu podminku

lu(z1) — u(za)| < Llzy — 22| Vi, z2 € {(a,b),

potom je funkce na <a, b> také absolutné spojita, pricemz § = ¢/L.
(b) Z nerovnosti (11.100) plyne hélderovskd spojitost s exponentem A = 1 funkef
ue H(I):
u(z) —u(y)| < OVl —yllullr Vue HY(I).

Tuto nerovnost, kde nyni C' = 1, lze ziskat z Newton-Leibnizovy formule (11.101):
Y
u(y) —ulae) = [ o)t < VG ulis < VT Tl
x

(c) Funkce u € H'(I) je na intervalu I = (a,b) také stejnomérné spojita:
Polozime-li § = */||ul|? ;, potom pro |z — y| < & plati |u(z) — u(y)| <e.

(d) Funkce f(x) = \/z (parabola z = y? s vrcholem v pocatku) nespliiuje Lip-
schitzovu podminku na <O,€>; nicméné f(x) € ACO<O,€> (je-li € < 1, stagi polozit
6 = €?). Plati (f'(z))? = 1/z; odtud f(z) ¢ H*(0,¢), takze AC°(0,¢) > H*(0,¢).
// Funkce f(x) = /7 je také stejnomérné spojitd na I = <O,£> s § opét 6 = &2.

11.7.33. Piiklad. a) Funkce u € H*(I) nemaji obecné spojitou derivaci. Nej-
jednodussim piikladem takové funkce je “stiiska” na intervalu (0, ¢)

@w pro z € (0, %€>,
u(@) = V3 s
¢ — %2z jinde.
Je to funkce z H}(0,¢).
b) Obecnéjsim piikladem funkce v € HE(0,¢) je “nekoneénd pila s vyskami
zubu, které konverguji k nule”: Rozpulime interval (0,¢) a na jeho levé poloviné
definujeme stiisku
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o

x pro z € (0, 1£),
— @x pro x € <i€, %E);

~

u(x) = { L

zbyvajici ¢st (1€,¢) rozdélime bodem [3¢,0] na dvé &sti a nad jeho levou &dsti
sestrojime stiisku, ktera spolu s tseckou <%€, %€> tvori rovnostranny trojuhelnik,
jehoz plosny obsah je roven jedné c¢tvrtiné plosného obsahu rovnostranného troj-
uhelnika nad useckou <0, %£> Zbyvajici cast (%E, ) opét rozpulime a nad jeho levou
¢asti sestrojime rovnostranny trojuhelnik, atd. // Timto spocetné nekoneénym
procesem vyvoiime “pilovitou” funkei u(z), pro kterou plati

takze u € H}(0, /).
c¢) Kdyz nad stejnym délenim zleva uzavieného intervalu <0, ?) sestrojime “pilu”,

jejiz zuby maji stejnou vysku, pak f(f(u'(:c))2 dx = 400, takze u ¢ H'(0,£).
11.7.34. Priklad. Uvazujme funkci

u(z)=1-+1-22 z€(0,1).

Jejim grafem je prava dolni ¢tvrtina kruznice s polomérem r = 1 a stfedem v bo-
de [0,1]. Dokdzeme, ze u ¢ H'(0,1). Pfesvédéime se o tom pifmym vipoctem
integrdlu fol (W (z))?dz: Je o' (x) = /1 — 22, takze

/Ol(u’(w))zdx:/ol% d:z::/o1 (—1+2(11_x) +2<11$>)dx:+oo.

Tedy v ¢ H(0,1). // Avsak funkce u je jak absolutné, tak stejnomérné spojitd
na (0,¢) = (0,1). Abychom to dokdzali, zvolme libovolné ¢ > 0 a definujme .
vztahem € =0 — (¢ — \/0? — 22) = \/¢? — 22. Potom z. = V{2 — €2 a my muzeme
definovat § = () = £ — x. = £ — V4?2 — &2, coz vyhovuje jak definici absolutn{
spojitosti, tak definici stejnomérné spojitosti. // Tento piiklad a piiklad uvedeny
v Pozndmce 11.7.32(d) ukazuji, ze absolutné spojité funkce, jejichz grafy maji body
vratu, nepatif do H'(0,¢). (Derivace u/(x) je v téchto bodech nekone¢nd.) [

Nésledujici tvrzeni je okamzitym dusledkem nerovnosti (11.99) ze Sobolevovy
véty o vnoreni; vzhledem k jeho dulezitosti jej vSak formuluji v samostatné vété:

11.7.35. Véta (o stopach v RY). Nechiu € H(I), kde I = (a,b) je konecny
interval. Potom pro kaZdé & € <a, b> plati:

u(©)] < [ullosias = mas [u(z)| < Cllul.r (11.104)

Tato nerovnost ma zejména vyznam v krajnich bodech intervalu I:
u(a)] < Cllullir,  u®)] < Cllullyr- (11.105)
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Souctem obou nerovnosti (11.107) dostdavame “iplnou” vétu o stopdch:

lu(a)] + Ju(b)| < 2C|ull1,r- (11.106)

Tato R'-analogie véty o stopach z RY, kterd mé tvar 1Ful| Loy < Cllulla o)
(' € 09, measy_1I' > 0, N > 2), je pouze specidlnim piipadem nerovnosti ze
Sobolevovy véty o vnoteni, kdezto v RY (N > 2) je véta o stopach samostatnou
vétou, protoze Sobolevova véta o vnoieni plati v R az pro funkce u € H*(2), kde
k> 2 (viz 11.7.37).

V 11.7.34—11.7.36h nyni gvedu nejdulezitéjsi vysledky (1) o monoténnich funk-
cich, (2) o funkcich s konecnou variaci a (3) o absolutné spojitych funkcich, které
jsem ptevzal z [Na, kap. VIII, §2 a §3 a kap.IX, §2]. Tyto vysledky pomohou ¢tenéii
lépe porozumnét Véte 11.7.36h.

11.7.34. Véta (Lebesgue). Je-li f(x)monoténni funkce,'® kterd je zadand na
segmentu <a,b>, potom témer ve vSech bodech x € <a,b> ma konecnou (klasickou)
derivaci f'(xz). Tato derivace je méritelnd na <a, b>, pricemz

b
/ f(2) de < f(b) — f(a),

takze f'(x) je lebesqueovsky integrovatelnd.'”
11.7.36b. Definice. Necht na segmentu <a, b> je dana konec¢nda funkce f(z).
Rozdélme <a, b> na casti body

To=a<x1<---<x,=0b

a sestavme soucet

V= i |f(wra1) — flzr)|
k=0

Supremum vSech moznych souc¢tu V' nazyvame totdlni variaci funkce f(x) na seg-
mentu {a,b) a znacime V.(f). Pokud

VI(f) < 400,

potom fikame, ze funkce f(z) md na <a, b> konecénou variaci.
11.7.36¢c. Véta. Monotonni funkce je funkci s konecnou variaci.

11.7.36d. Veéta. Soucet, rozdil a soucin dvou funkci s koneénou variaci je
funkce s konecénou variaci. (Toto turzeni plati také pro podil f/g, je-li g # 0).

11.7.36e. Véta. Aby funkce f(z) byla funkci s koneénou variact, je nutné
a staci, aby se dala vyjddrit ve tvaru rozdilu dvou neklesajicich funkci. (Bud f1— fa,

nebo fa — fi.)
Z této véty a z Lebesgueovy véty 11.7.34 plynou dva dusledky:

16 Je vhodné si véimnout, Ze neni vysloven piedpoklad o spojitosti funkce f(z).
17"Kdyby derivaci f’(x) neexistovala témét vsude, nebyla by lebesgueovsky integrovatelna.
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11.7.36f. Dusledek. Md-li funkce f(x) konecénou variaci na <a, b>, potom v té-
mér kazdém bodé x € {(a,b) existuje koneénd (klasickd) derivace f'(x), kterd je
lebesqueovsky integrovatelnou funkct.

11.7.36g. Dusledek. Mnozina bodi nespojitosti funkce s koneénou variact je

nanejvys spocetnd. V kazZdém bodé nespojitosti x; existuji obé limity

flz;+0)= lim f(z) (z>=x;), f(x;—0)= lim f(z) (z<wz;). (11.107)

r—T; T—T;

11.7.36h. Véta. Absolutné spojitd funkce f(x) zadand na <a,b> md na <a,b>
konecénou variaci, takZe md v témer vsech bodech x € <a,b> konecnou (klasickou)
deriwaci f'(z), kterd je na (a,b) lebesqueovsky integrovatelnou funkct.

Diikaz. Najdéme takové 6 > 0, ze pro kazdou soustavu disjunktnich intervala
{(ak, bx)}, které spliuji >, _, (b — ax) < J, bude

> 1F (k) = flaw)| < 1.
k=1

Vzhledem k tomu, ze f(z) je absolutné spojita, lze takové § > 0 najit. Rozdélme
<a, b> body
cqp=a<c<cp<---<cy=b

na casti, které splnuji
ck+1—ck<(5 (k’ZO,l,...,N—l);

zde N zavisi na 6 > 0. Potom pti kazdém rozkladu segmentu <ck, ck+1> na takové
¢asti, ze soucet absolutnich prirustku na téchto ¢astech je mensi nez jedna, bude

Vo) <1,

takze
Vi(f)< N

¢ili f(z) ma na <a, b> kone¢nou variaci. Zbytek tvrzeni véty plyne z pfedchozich
castia—h. O

Jesté zustanu u absolutné spojitych funkei a pfipojim dalsi véty opét z [Nal;
tentokrat z [Na, kap IX, §4] o neur¢itém Lebesguové integralu, ktery je dan vztahem

O(z) = C+/ F(t) dt, (11.108)
kde C € R! je libovolna konstanta a f(z) lebesgueovsky integrovatelna funkce.
Z [Na, kapIX, §4] vybirdm prvni dvé véty a ¢tvrtou:

11.7.36i. Véta. Neurcity Lebesgueuv integrdl ®(z) je absolutné spojitou funkct.
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11.7.36j. Véta. Derivace neurcitého integrdlu (11.108) je témér vSude rovna
integrandu f(x), tj. ®'(x) = f(x) cili

= [ s a= s

11.7.36k. Véta. Je-li bod x € (a,b) bodem spojitosti funkce f(t), potom md
funkce ®(x) v tomto bodé (klasickou) derivaci.

Véta 11.7.36i je pouhym dusledkem véty o absolutni spojitosti Lebesgueova in-
tegralu (viz Vétu P.1 na str.114), kdezto dukaz Véty 11.7.36j je v [Na] téméf na
tTi strany.

Vypoc¢téme nyni zobecnénou derivaci funkce (11.108). Z Vét 11.7.36i a 11.7.36h
plyne, Ze funkce ®(z) md v témér vech bodech = € (a, b) koneénou klasickou deri-
vaci ®'(z). Necht derivace ®'(x) neexistuje v bodech z1,2,...,Zp,.... Tedy pfi
nasem vypoctu zobecnéné derivace funkce ®(x) muzeme psat (pocitdme zobecnénou
derivaci na I):

/ab P (2)¢ () do = /; ®(z)¢ (z) dz + Z/“ (x)dz.  (11.109)

Na intervalech (a,z1), (z1,22),... ma funkce ®(z) ve vSech bodech klasickou
derivaci, takze na téchto intervalech muzeme uzit riemannovskou integraci per
partes (uzivame zde také Vétu 11.7.36j, podle které ®'(x) = f(x)):

/%iﬂ O(2)¢' (x) d = [®(2)p(x)], " — /%iﬂ f(@)p(z) dz . (11.110)

Secteme-li vztahy (11.110) pfes vSechna ¢ a uzijeme-li toho, ze p(a) = ¢(b) = 0,
dostaneme z (11.109) a (11.110) vysledek

b
/q)(:c) /f x)de Ve e C(I). (11.111)

Tedy funkce f(x) je zobecnénou derivaci svého neurcitého integralu ®(z) daného vz-
tahem (11.108), kterd je rovna klasické derivaci. Je-li funkce f(x) v tomto vztahu
spojita (nebo aspon po ¢astech spojitd), potom na pravé strané (11.108) je Rie-
mannuv integral (¢i soucet Riemannovych integralu).

Posledni véta o absolutné spojitych funkcich je zobecnénim Newton-Leibnizova
vzorce

F(z) = F(a) + /m F'(t) dt. (11.112)

ktery se pouziva pii integrovani spojité diferencovatelnych funkci v elementarni
matematické analyze. Tento vysledek, ktery prebirdm z [KF2, str.378], jsem pro
funkce v € H'(I) dokdzal ve Vété 11.7.30. Véta 11.7.36¢ vsak plati v ACY(I) D
HY(I):

11.7.36/. Véta (Lebesgue). Derivace F' absolutné spojité funkce F, defino-
vané na intervalu <a,b>, je lebesgqueovsky integrovatelnd na tomto intervalu a pro
kazdy bod x € <a, b> plati

/ F'(t) dt = F(x) — F(a). (11.113)
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Véta 11.7.36¢ vlastné také tvrdi, ze mezi vSemi funkcemi s konec¢nou variaci
pravé jen u absolutné spojitych funkci je derivace v obvyklém smyslu totozna se
zobecnénou derivaci (¢i s derivaci ve smyslu distribuci).

Veéty 11.7.36i a 11.7.36¢ ukazuji, ze pravé jen absolutné spojité funkce jsou
neurcitymi Lebesgueovymi integrély (s pfesnosti az na integra¢ni konstantu) své
derivace.

11.7.37. Poznamka. V piipadé N = 2 a N = 3 plati tato Sobolevova véta o
vnoteni: Necht hranice OQ oblasti Q md lipschitzovsky spojitou hranici. Potom (je-
li funkce u pripadné vhodné zménéna na mnoziné miry nula) plati H*(Q)) C C°(Q),
pricemz ||u||co(§) < C||ul| 2(q) pro vSechny funkce u € H*(). // Protoze tuto vétu
nebudeme uzivat, neobjasnuji pojem lipschitzovsky spojité hranice. Uvadim tuto
vétu proto, aby byl vidét velky rozdil mezi N =1 a N > 2 v ptipadé Sobolevovych
prostoru.

11.7.38. Piiklad (funkce In(r—!) v RV, kde N = 1,2,3). Necht
Krp={[x1,...,on] 125 +-- -+ 2% <R* 0<R<1}.
Polozme pro strucnost r = /27 + - - - + x3. Plati
ln% € H'(Kpg) pro N = 3, ln% € Ly(KR) pro N = 2. (11.114)

Pro N = 1 neni funkce In(1/7) na intervalu K vubec definovdna. // Ovérme
relaci (11.114) v piipadé N = 3. Transformaci do sférickych soutadnic

x1 = pcospsind, 1wy = psingsind, x3= pcosd,

kde o € <O, R>, pE <O, 27r>, ¥ e <O,7r>, snadno zjistime, ze

112 R 27 T 1\ 2
Hln—” = lim {/ {/ <ln—> g%inﬁ‘dﬁ}dg@}dg.
r10,Kr e—0+ e 0 0 Q

Pro o € (0, R) je % > 1, takze (m%)? < 4». Odtud

102 R 27 T
Hm— </ {/ {/ sinﬁdﬁ}dgp}dg:élﬂ}%.
r0,Kr 0 0 0
Dale,
9 <ln1)—— 9 lnr——1 or _ T
0x; r) Oz  r oz r2’
takze

[z (mh)] -+ -

Pro N = 3 odtud plyne transformaci do sférickych souradnic
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3 2 R 27 T

1
E ‘ 0 <ln—> :/ {/ {/ sinﬁdﬁ}dgp}dgzélﬁR.
-1 Ox; " o,Kkr 0 0 0

Tim jsme ovéfili (11.114) pro N =3. // Pro N =2 z (11.114) plyne transformaci
do polarnich soutadnic

2
takze In 1 ¢ Hl(/CR) kde jsme v pfipadé N = 2 polozili Kr = K. Déle

R 27
. 1 : 2
oxn 51—1>%1+ i { /0 <ln E> ngp} do =27 51—1%14—/6 o(lng)“do.

Dvoji integraci per partes snadno zjistime, ze

R

=27 lim —do — o0,
e—=0+ /.

In -

8:@

Hm

2 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2
Protoze . .
1 n- —0-%
lim poln— = lim TQ — lim fQ =0,
0—0+ 0 o—0+ = 0—0+ — =
e 4

dostdvéme z piedchoziho In L € LQ(ICR) Je viak In L ¢ H'(Kg), protoze

33w

Ruzné vysledky (11.114); 5 vysvétluje N-rozmérnd véta o stopach: Kruh Kg mu-
zeme interpretovat jako prunik koule Kg s rovinou xz = 0, takze ln =€ Ly(KRr) je
stopa funkce ln € HY(KRg) v roviné z3 = 0. V tomto pifpadé m4 Veta o stopach
obecné tvar ||Tu||L2(,CR) < Cllull g1 (k, ), kde Tu je stopa funkce u, tj. Tu = wulic,.

R

=271 lim — do — 0.
0,Kr =0t Jo 0

ln

ox;

Vidime, ze nase vysledky jsou v souhlasu s vétou o stopéch: ln% € H'(Kg),
T(Inl) € Ly(Kg). O

11.8. Jesté Friedrichsova nerovnost v pripadé N = 1
V podkap. 11.2 jsem uvedl Lemma 11.2.5, které zde opakuji jako Lemma 11.8.1:
11.8.1. Véta (Friedrichsova nerovnost v H{(0,¢)). Plati

l 2
d
WMS%A(%)M:%M§WG%@A (11.116)

kde kladnd konstanta Cy nezdvisi na funkci v € Hg(0,£).

Toto lemma jsem v podkap. 11.2 dokazal za predpokladu, ze u je spojita funkce
se spojitou derivaci u’. Tento dukaz nyni rozsitim na piipad pilovité funkce z Pti-
kladu 11.7.33b a vSechny ostatni funkce z HJ (0, /) (jsou totiz vsechny absolutné
spojité). Dikaz je pFitom snadny: Uvedme opét vztahy (11.28), (11.29):

T
~ cos ¥ 11.28
o) = cos 7. (11.28)
v=" &liu=go. (11.29)
g
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Nésledujici vztah (11.30) ziejmé plati ve vSech bodech, kde existuje derivace nasi
pilovité funkce u(x) (v téchto bodech také existuje derivace v'(x))

(u)? = ((gv)")? = ¢*(v')* + 200" g9’ +v*(¢')* = g*(v')? + (v’ gg') —v?gg”, (11.30)
takze v téchto bodech plati

(v*g9") —v?gg” < (u')?. (11.31)

Vztah (11.31) neplati pouze ve spo¢etné mnoha bodech, které tvoii vrcholy trojihel-

nikovych zubu nasi pily. Proto muzeme podle véty 11.7.36h integrovat nerovnost
(11.31) v mezich od 0 do ¢. Dostaneme

¢ ¢
[vzgg'}g —/ vigg” da §/ (u')? dz. (11.32)
0 0

Zbytek dukazu je uz stejny jako na str.63; presto jej pro ucely této podkapitoly
zopakujeme: Podle (11.28) je

=——— 11.33
g 62" ( )
takze
2 N 7T2 2 2 7T2 2 (11 34)
v =———0°g° = ———u”. .
99 = "162" I T T 16
Koneéné podle (11.2)
, 71 71"
[v?99'], = [vQQQ—} = [uz—} =0. (11.35)
9 1lo 91lo
7 (11.32), (11.34) a (11.35) plyne
w [ 2 ‘ 2
— | u dmg/ (u')? du. (11.36)
1642 J, 0

Piicteme-li k obéma strandm (11.36) vyraz fg%mﬁ, dostaneme po jednoduché
tipravé nerovnost (11.116), kde Co = 1 + 16/%/7%. O

Tim jsme se vyrovnali s Friedrichsovou nerovnosti v ptipadé Sobolevova prostoru
H}(0,0). (Jiny ptistup k Friedrichsovym nerovnostem viz v zavéru podkap. 11.15.)

11.8.2. Lemma. Nechi u € HY(I), kde I = (a,b) je konecny interval. Kdyz
u(a) =0, tak
u(®)|* < (b—a)luli ;. (11.117)

Kdyz u(b) =0, tak
lu(a)|? < (b—a)|u|i,. (11.118)

Diikaz. Dukaz vedu v pripadé a = 0 a b = ¢, abych mohl v dikazu véty 11.8.3
navazat na text uvedeny na predchozi strané. Kdyz u(0) = 0, tak podle Véty
11.7.30 (Newton-Leibnizova formule v H'(I)) plati
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Povysme tento vztah na druhou a uzijme Schwarzovu nerovnost:

u2(0) = (/Oéu'(:c) d:c)Q < /Oé 12 da:/oé (o (2))* da = €|uf? ;.

Tim jsme dostali vztah (11.117). Kdyz u(¢) = 0, tak podle Véty 11.7.30 plati

Povysenim na druhou dostaneme nyni pomoci Schwarzovy nerovnosti (11.118). O

11.8.3. Véta (Friedrichsova nerovnost). Nechf v € H*(I), kde I = (a,b)
je konecny interval. KdyzZ v jednom z krajnich bodu je funkce u rovna nule, potom

lulli s < Clulf ;. (11.119)

Diikaz. (a) Necht u(0) = 0 (kde a = 0). Navdzeme na text z predchozi strany,

ktery koné¢i vztahem (11.34). Protoze —i; = — 7 tan 77, misto (11.35) nyni mame
g1 T
2 2
= — ). 11.35%*
[u g]o Tk () ( )

7 (11.32), (11.34) a (11.35%) plyne
Ll 2 ‘ "2 T2
— dr < d f). 11.36*
e Ou :c_/o(u) x+4£u() ( )

Uzitim prvni ¢asti Lemmatu 11.8.2 nyni z (11.36*) dostaneme

2
torlullg,r < (L+ Pluli;

Pficteme-li k obéma strandm této nerovnosti vyraz %Z”uﬁ, dostaneme (11.119).
(b) Necht nynf u(¢) = 0 (kde b = £). Potom misto funkce (11.28) uvazujeme

funkei
w(x — )

4
Vsechny vztahy az do (11.34) véetné zustdvaji beze zmény. Misto (11.35) (resp.
(11.35*)) dostaneme

g(x) = cos (11.28%)

e
29} T o9 K%
u*=| =——u*(0). (11.35*%)
[ 91, u
Z (11.32), (11.34) a (11.35%*) plyne
2 L ) Y4 ) T
— | u d:cﬁ/ (u')*dz + —u?(0). (11.36**)
1602 J, . Y,

Uzitim druhé ¢asti Lemmatu 11.8.2 nyni opét snadno dostaneme (11.119). O
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11.8.4. Poznamka. Vratme se k dikazu Lemmatu 11.8.2: Necht 0 < & < /
a necht u € H(0, /), pficemz u(a) = 0. Potom podle Véty 11.7.30 plati

PovySme tento vztah na druhou a uzijme Schwarzovu nerovnost:

u?() = (/05 o (z) dx)Q < /Oe 12 dm/og (o (2))* da = €|uf? .

Tim jsme dostali specidlni ptipad Sobolevovy véty o vnoteni v podprostoru Vas; =
{u e H'(0,£) : u(0) = 0} prostoru H*(0, £):

w(©)] < Veuli,r V€ €(0,0).

Tenty7 specialni ptipad plati v podprostoru Vyre = {u € H*(0,¢) : u(¢) = 0}.

11.9. Jesté k zobecnénému principu virtualni prace
Uvazujme okrajovy problém ODR2, ktery je zobecnénim problému (11.1), (11.2):

_ 4 <p(x)%) +q(z)u = f(z) Yz e (0,0), (11.120)
u(0) =u(f) =0. (11.121)

Predpokladdme, ze g € CO<0,€> aq(x) >0Vr e <O,€>. Stejnym zpusobem jako
jsme ziskali vztah (11.5) dostaneme

¢ ¢ ¢
/ p(:c)d—Ud—Z dz +/ q(z)uv dz = / f(zx)v(z)dx Yo e H)(0,0). (11.122)
0 0 0

Funkci u € HJ(0,£), ktera splituje vztah (11.122), opét nazyvame slabym Fesenim
okrajového problému (11.120), (11.121).

Vztah (11.122) budeme nazyvat jako vztah (11.5) zobecnéngm (nebo abstraktnim)
principem virtualni prace. Na zacatku kap. 11 jsem slibil, ze podrobnosti o tomto
principu uvedu v podkap. 11.9, tj. zde.

Nejprve uvedeme ODR typu (11.120) pro zavéseny pruzny drét, jehoz prufez
ma plochu S. Na element driatu délky Az pusobi podle principu akce-reakce dvé
sily —F(z) a F(xz + Ax); prvni na horni fez o soufadnici z, druhd na dolni fez
o soutadnici z + Az (oba tyto fezy jsou zdkladnami naseho elementu). Na element
pusobi déle jeho tiha f(z)Az a distribuovana pruzna sila T}, = —q(x)u(z) [Nm™1].
Soucet vSech sil, které pusobi na element, je roven nule:

—F(z) + F(x 4+ Ax) — q(z)ulx + f(z)Axz = 0. (11.123)
Piedpokladame-li, ze F'(x) je diferencovatelna funkce, plati

dF(x)

F(x 4+ Ax) = F(x) + e

Az + O(Az?). (11.124)
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Dosadme (11.124) do (11.123) a vysledek podélme Az. Dostaneme

dF(zx)
Cdz

+ q(x)u(z) = f(z). (11.125)

Ptredpokladame, ze napéti o je rovnomérné rozlozeno na kolmém fezu dratu S.
Potom o = F/S. Podle Hookova zékona plati o = Ee, kde E' je modul pruznosti
dratu v tahu a ¢ = du(z)/dx je deformace dratu. Tedy

dF(z) d(So) d (Esdu)

dz  dx _dx dzx

Dosazenim tohoto vyrazu do (11.125) dostavame tuto ODR2 pro funkeci u(x):

d du
FE = f. 11.12
dx( ST )+qu f ( 6)

Srovndnim s rovnici (11.120) dostdvame tento fyzikalni vyznam funkce p: p(x) =
ES. Rovnice (11.122) bude pak mit tvar

/ S%% dm—/ f@)v(z)dz Vv ey, (11.127)
0 dz dx

kde Y je prostor testovacich funkci, ktery v ptipadé okrajovych podminek (11.121)
mé tvar Y = HE(0,£). V ptipadé téchto okrajovych podminek hleddme feseni u
také v H1(0,0).

Proberme ostatni ptipady okrajovych podminek. (1) Piipad

u(0) =a, wu(l)=m", (11.128a)

kde alesponi jedno z ¢isel a, b je rizné od nuly. Zde opét Y = H}(0,£) a feSeni u
hledame ve varieté

W ={we H0,0): w(0) =a, w(l) =b}. (11.128Db)

Okrajové podminky (11.121), resp. (11.128a) nazyvame hlavnimi okrajovymi podmin-
kami (anglicky obvykle essential boundary conditions).

(2a) Pripad, kdy je pouze v jednom krajnim bodé (z = 0 nebo = = ¢) pfedepsana
hlavn{ okrajové podminka. Nechf pro urcitost u(0) = a, kde a € R (tj.a muze
byt rtizné od nuly, nebo rovno nule). Necht v bodé x = / je predepsina sila

= ESu/({), kterd jako vektor lezi na ose x. Potom rovnice vyjadiujici princip
virtualni prace ma tvar

/ (ESd—uﬁ—F ) dx—/ f@)v(x)dz + Fov(f) YveY, (11.129a)
0 dx d

kde prostor testovacich funkci je tvaru
Y = {ve H'Y(0,0): v(0) =0} (11.129b)
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a feSeni u hleddme ve varieté

W ={we H"0,¢): w(0) = a}. (11.129c¢)
Poznamka: Odvodime vztah (11.129a). Vyndsobime rovnici (11.126) testovaci
funkei v € Y a prvni ¢len na levé strané ziskaného vztahu integrujeme per partes:

¢ ¢
—/ (ESu')v dz = —[ESu’v]é +/ ESu'v' dz.
0 0

Protoze ESu'(¢) = Fy a v(0) = 0, dostavdame odtud vztah (11.129a).

(2b) Necht je nynf hlavni okrajovd podminka pfedepsdna v bodé x = £, tj.
u(f) = b, kde b € R!. Necht v bodé z = 0 je pfedepsdna sfla Fy = ESu/(0), ktera
jako vektor lezi na ose x. Potom rovnice vyjadiujici princip virtualni prace ma tvar

¢
/ (ESd—uﬁ +q(z ) dz —/ f(x)v(z)dr — Fyu(0) Yo €Y, (11.130a)
0

kde prostor testovacich funkci je tvaru
Y ={ve H(0,0): v(t) =0} (11.130b)
a feSeni u hleddame ve varieté
W ={we H'(0,0): w(t) =0b}. (11.130c)

(3) Necht neni pfedepsédna Zadnd hlavni okrajovd podminka. Necht v bodé
x = 0, resp.x = ¢ je predepsana sila Fy, resp. Fy; obé sily jako vektory lezi na
ose z. Necht kone¢né funkce g(x) nenf identicky rovna nule. (Protoze funkce q(x)
je spojita, existuje bod z, € (0,¢), v jehoz okoli je g(xz) > 0.) Potom rovnice
vyjadiujici princip virtudlni prace ma tvar

/o ( S%% ) d$_/ f(@)v(z) dz — Fov(0) + Fpo(f) Vv €Y,

(11.131a)
kde prostor testovacich funkci je tvaru

Y = HY(0,), (11.131b)
a feSeni u hleddme ve stejném prostoru
W =Y =HY0,/). (11.131c)

Poznamka: Vztahy, kterymi jsou v krajnich bodech ptfedepsany sily Fj a Fp,
tj. vztahy
ESu'(0) = Fy, ESu'(¢) = Fy,

se nazyvaji prirozené okrajové podminky (natural boundary conditions). Pokud
je sila predepsana pouze v jednom krajnim bodé, hovoiime o prirozené okrajové
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podmince predepsané v tomto bodé, protoze hodnota feSeni u se v tomto bodé
“nastavi” prirozenym zpusobem.

(4) Necht jsou v obou krajnich bodech 2 = 0 a # = £ opét predepsdny pfirozené
okrajové podminky ESu'(0) = Fy a ESu/(¢) = F, a necht navic q(x) = 0. Potom
rovnice vyjadiujici princip virtudlni prace ma tvar

¢ ¢
/ ESd—uﬁ dz = / f(z)v(z)dz — Fou(0) + Fpu(l) Yv e, (11.132a)
0 dr dz 0

kde opét Y = H'(0,£). V tomto piipadé musi zadané sily spliiovat tuto rovnici
rovnovahy

J4
F,— Fy+ / flz) dz =0, (11.132b)
0

kterd plyne z (11.132a), protoze v = K = const nalezi do H'(0,£). V tomto pifpadé
fesenf u € H'(0, ) je uréeno az na libovolnou konstantu, kterd vyjadiuje posunuti
tuhého telesa jako celku.

11.10. Neumannovy okrajové podminky

V predchozi podkapitole jsme si vS§imli Neumannovych okrajovych podminek,
kterym se nékdy tika silové, protoze reprezentuji pusobici sily; ¢astéji se vSak o nich
mluvi jako o prirozenych (resp. nestabilnich) okrajovych podminkach. Nyni tyto
podminky zanalyzujeme dukladné. // Uvazujme obecnou ODR, 2. Fadu

_% (p(w)%) +q(z)u= f(x) Vxe(0,0), (11.133)

na uzavieném intervalu <O,£>, kde ¢ < +o0o0. (Dany interval neznacime <a,b>,
protoze symboly a, b vyuzijeme jinak.) O funkcich p(x), ¢(z) predpokladame

p(@) >po >0, q(x)>qo>0 Ve (070). (11.134)

pricemz p € Cl<0,€> aq € CO<O,€>. Dale ptredpokldddame, ze f € Ly(0,4).
Predepisme nehomogenni Neumannovy okrajové podminky tvaru

p(0)u'(0) = Fo,  p(£)u'(0) = Fy, (11.135)

kde Fy a Fy jsou dand redlnd ¢isla. Z predpokladu (11.134) plyne, ze symetrickd
bilinearni forma

¢
a(w,v) = / (p(z)w'(z)v'(z) + q(z)w(z)v(z)) dz (11.136)
0
je jak H(0,¢)-elipticka, tak V-eliptick4, kde jako obvykle zna¢ime
V := Hy(0,0).
Dokéaze se to snadno:
a(w,w) > pollw'||3 + gollwllj > min {po, go }|lw]3.
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Daéle: linearni forma
V4
L(v) := / v(z)f(z) dz — Fov(0) + Fpu(f) (11.137)
0

je ohrani¢end na H'(0, /), protoze

v)| = ’ / ) dz — Fou(0) + Fpu(0)] <

< [Ifllollvllo + (1Fo] + [Fel) max fv(z)] < [[fllollvlly + (1Fo] + [Fe)llvll;

posledni odhad plyne z Véty 11.7.29 (coz je Sobolevova véta o vnofeni prostoru
H' (0, ¢) do prostoru spojitych funkef C%(0,¢)):

_max_|o(@)] = Jollcocoss < Clloll.

Po téchto ptripravnych ivahéach zvolme prostor testovacich funkci
My = H(0,0), (11.138)

nasobme rovnici (11.133) libovolnou funkei v € My a vysledek integrujme pies
interval <O,€>:

¢ , Y
/O { = (p(x)u/ () v(z) + q(a)u( }dx—/o v(z)f(z) da. (11.139)

Prvni ¢len na levé strané (11.139) integrujme per partes a potom uzijme zadané
Neumannovy okrajové podminky (11.135):

V4
= =F() + F0) + | oy (@' (@) da.

Dosadime-li tento vysledek do (11.139) a uzijeme-li (11.136) a (11.137), dostaneme
slabou formulaci okrajového problému (11.133), (11.135) ve standardnim tvaru:
Najit u € My = H*(0,¢) tak, aby platilo

a(u,v) = L(v) Yv &€ My, (11.140)

kde formy a(u,v) a L(v) jsou dadny vztahy (11.136) a (11.137). Jiz vime, Ze symet-
rické bilinearn{ forma a(w, v) je v dusledku (11.134) H'(0, £)-eliptickd a 7e linearn{
forma L(v) je ohranicend na H'(0, ). Pro nase tcely zbyva dokdzat, Ze bilinearn{
forma a(w, v) je ohrani¢end na Hl(O ¢) x H*(0,£). To neni obtizné:

’/qudm <

< Ipllco<o,es 1w’ ||0||U lo + llgllco<o,es[[wllollv]lo <

la(w, v)| < pw o da| +

< max {||pllco<o,e>, lallcoco,e> Hlwlh vl

Jsou tedy splnény vSechny predpoklady néasledujici véty, kterd je obdobou Véty
11.2.4:
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11.10.1. Véta (o existenci a jednoznaénosti feSeni slabé formulace
s Neumannovymi okrajovymi podminkami). Je-li bilinedrni forma a(z,v)
ohraniéend na H(0,0) x H(0,7), tj.

la(z,v)| < M| z|l1||lvlly Vz,v € HY(0,£) (M = const), (11.141)

o]l = \//Oé {v2 + (%)2}@ (11.142)

a(v,v) > Bllv||? Yve HY(0,0) (8= const>0), (11.143)

kde

a HY(0,0)-eliptickd, tj.

a je-li linedrni forma L(v) ohrani¢end na H'(0,£), tj.
IL(v)| < K|lv|li Yv e HY0,0) (K = const), (11.144)

potom existuje prdvé jedna funkce u € H'(0, ), kterd spliiuje vztah (11.140).
Diikaz. Stejné jako v piipadé véty 11.2.4 je tvrzeni véty 11.10.1 okamzitym
dusledkem Lax-Milgramovy véty (viz 11.2.1), ve které staci nyni polozit

H=HY0,¢), B(z,v)=a(z,v), F()=L(v).

Pro lepsi orientaci tento samoziejmy dukaz provedme.

a) Fxistence. Z predpokladu (11.141), (11.143) plyne, Ze jsou splnény predpoklady
(11.15), (11.16) Lax-Milgramovy véty, ve kterych klademe!®

B(z,v) = a(z,v), |vll = [lv]1.
V Lax-Milgramoveé vété dale polozime
F(v) = L(v) Yve HY(0,0). (11.145)

Podle (11.144) je funkcionél F'(v) ohranic¢eny, takze jsou splnény vsechny predpokla-
dy Lax-Milgramovy véty. Podle této véty existuje prave jedna funkce w € H*(0, /)
tak, ze plati

F(v) = a(w,v) Y€ HY0,0). (11.146)

Kdyz polozime u := w, plyne z (11.145) a (11.146)
a(u,v) = L(v) Yve HY(0,),

coz je vztah (11.140), protoze My = H'(0,¢). Existence slabého feSeni je dokdzana.
b) Jednoznacnost slabého feseni plyne opét z Lax-Milgramovy véty, ve které vy-

stupuje jednoznaéné uréeny prvek w € H = H'(0, ). Ten v pifpadé Neumannovych

okrajovych podminek je slabym feSenim, tj. mizeme polozit u = w. [

4
18GQkal4rni soucin (2,v), ktery vystupuje v Lax-Milgramové vété, ma zde tvar (z,v) = fo (zv+
%%) dz, takze pro normu ||v|| = 4/ (v, v) plati vztah (11.142).
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11.10.2. Poznamka. Je tieba zduraznit (coz jsem v podkapitole 11.3 neucinil),
ze jsme pomoci Lax-Milgramovy véty nejen dokazali existenci a jednoznacénost
feseni slabé formulace; my jsme pomoci Lax-Milgramovy véty slabou formulaci
primo zkonstruovali (nezdvisle na okrajovém problému (11.133)—(11.135)). Takto
zkonstruovana slaba formuluce je zcela nezavisly matematicky objekt.

Protoze jsme dokézali Vétu 11.10.1 o existenci a jednoznacnosti feSeni slabé
formulace, muzemem nyni aplikovat vétu o minimu kvadratického funkcionalu (viz
11.3.1), kterou pro ucely této podkapitoly preformulujeme:

11.10.3. Véta (o minimu kvadratického funkcionalu). Nechi bilinedrni
forma a(v,w), kterd vystupuje ve slabé formulaci (11.140) je H?'(0,£)-eliptickd,
ty. plati

a(v,v) > Bllv||? Yve HY(0,0) (8= const). (11.147)

Potom funkce u € H*(0,¢) je jedinym vesenim slabé formulace (11.140), kdy? a jen
kdyz ostre minimalizuje funkciondl

II(v) = 1a(v,v) — L(v) (11.148)
na prostoru My = H'(0,7), tj.
M(u) <H(v) Yo e HY(0,4), (11.149)

kde znameni rovnosti plati pouze pro v = u.

Diikaz. Dukaz je nepatrnou obmeénou dukazu véty 11.3.1, ktery je na str.65:
Misto variety w + V uvazujeme prostor My = H(0, ), ktery vyjadifme ve tvaru

My={veH(0,0): v=u+Iw VYAER', vVwe H(0,()},

kde wu je TeSeni slabé formulace (11.140). Nyni se muze cely dukaz véty 11.3.1
zopakovat; misto V-elipti¢nosti bilinearn{ formy a(w,v) uzivame jeji H'(0, £)-elip-
ticnost. [

Podle Véty 11.10.3 a vztahu (11.136), (11.137) budeme fesit tento variacni
problém: Najit funkci u € My, ktera na My minimalizuje kvadraticky funkcionél

¢
1(e) = [ {p(a)(0/ (@) + gla) (o))} d—
. (11.150)
—/ v(z) f(z) dz + Fyv(0) — Fpo(l).
0
Pfi pfiblizném fesSeni uzijeme metodu kone¢nych prvku. // Zopakujme, co je MKP
v R': Rikdme, zZe je d4n koneény prvek, pokud definujeme tyto tii skuteénosti:

(1) uzavieny interval (x;, ziy1) (—00 < &; < Tip1 < +00);

(2) typ funkce (obvykle polynom stupné s); tato funkce je omezena na interval
<$z‘, $i+1>;

(3) parametry (tj. hodnoty, které jednoznaéné urcuji dany typ funkce); je-li to poly-
nom stupné s, potom je dano s+ 1 hodnot, které jednoznac¢né urcuji tento poly-
nom. ProtoZe chceme, aby definovany koneény prvek byl alespoii C?-element,
tj. generoval napojenim kone¢nych prvku na sebe koncovymi body (jako

e U <xi7$i+1> U <£Ui+1,ilj'i+2> U.. )
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spojitou funkci na <:U0,:cn+1>, jejimz grafem je “pila s nepravidelnymi zuby”,
musi byt pfedepsany v koncovych bodech kazdého intervalu <xi, m,-+1> funkéni
hodnoty w(z;) a w(z;y1). Protoze parametry jsou libovolnad redlnd ¢isla, je
kone¢ny prvek vektorovym prostorem; v tomto piipadé (s+ 1)-rozmérnym. Nej-
jednodussi C°-koneény prvek je polynomem 1. stupné, ktery je jednoznaéné uréen
funkénimi hodnotami w(z;) a w(x;41) v koncovych bodech intervalu (z;, z;41).
Budeme uzivat pouze tento koneény prvek.!?

Protoze jde o zékladni popis MKP, rozdélme interval <O,€> na n + 1 stejnych

dilka body z1,...,x, € (0,/), takze dostaneme n + 2 uzlovych bodu

SIZ’OZO<ZE1<ZC2<"'<ZC7~L<ZE”+1:€. (11151)

Necht u; (), ..., u,(z) jsou spojité a po useckdch (z;, ;11 ) linedrn{ bzové funkce
s vlastnostmi

ui(x;)) =1, wui(z;)=0 (i#7,i=1,...,n;5=0,1,...,n+1). (11.152)

Kazda z bazovych funkci u;(x) (i = 1,...,n) je kladnd v otevieném intervalu
(zi—1,7i+1); grafem této funkce nad <m,-_1 , xi+1> jsou dvé usecky; prvni mé koncové
body [z;-1,0], [zi,1], druhd koncové body [z;, 1], [x;+1,0], takze plati pro i =
1, ...,n

0 prozo <z < x;_1,

TTTiz1 < e <
() = § momen PROTEL=E ST (11.153)

Ti41—X
21—z, Pro i <z < Ty,
0 Pro Tit1 <o < Ty

Koneé¢né definujeme jesté dvé bazové funkce ug(x) a u,11(x), které jsou opét spojité
a po useckach <£Ij'i, :c2~+1> linearni, pricemz plati

uo(zo) =1, uo(z;)) =0 (i=1,2,...,n+1);

. 11.154
Unt1(Tn+1) =1, Upti1(z;) =0 (j=0,1,...,n). ( )
To znamen4, ze
A=t proxg <z <,
uo () :{ nmwy  PIOTO =T =M (11.155)
0 pro r1 < < Tpy,
0 pro xo < x < Ty,
U T) = _ 11.156
n+1( ) { xfﬂix_nxn pro , S T S Tpil. ( )

Resme nynf pfiblizné variaéni problém kvadratického funkciondlu (11.150) pomoci
MKP tim, Ze minimalizujeme tento funkciondl na (n + 2)-rozmérném prostoru

n+1
My = {w(:c) =) cui(z), ¢; €R' (i=0,1,...,n+ 1)}. (11.157)
1=0

197ajimavy je Cl-prvek definovany pomoci polynomu 3.stupné, ktery je jednoznaéné uréen
parametry w(z;), w’(z;), w(zi+1), W' (Tit1).
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Dosadme w € My do (11.150); dostaneme

-3 [ {(§E ) () o

Vi n+1 n+1 n+1
_/ (chul)f dx—Fchiui(aEnJrl)+FOZciui(x0). (11158)
0

i=0 i=0 i=0
Pritom je
n+1 n+1
F()ZC,"LLZ'(IL’Q) = C()FQ, Fchiui(mm_l) = Cn_|_1Fg. (11159)
i=0 i=0
Abychom nasli hodnoty parametri ¢y, ¢, - . . , Cn, Cnt1, Pii kterych nabyva funkcionél

(11.158) minima, vyjdeme z nutné podminky extrému

on_ . .
a—(co,cl, cesCnyCnr1) =0 (=0,1,...,n,n+ 1), (11.160)
&)
ktera vede na soustavu n+2 linearnich algebraickych rovnic. V piipadés=1,...,n

plati

aﬁ Y n+1 n+1
gz\/\ ( Zch]u +uqucJu]) d:c—/ u;fde (i=1,...,n). (11.161)
( 0

Kromeé toho ze vztahu (11.157), (11.158) plyne

8ﬁ Y n+1 n+1

a—coz/ (quchu +u0q2c3u3) d:c—/ uo f dx + Fy,
8ﬁ ¢ n+1 n+1 Y4

S = / (u;Hchju; +un+1chjuj) d:c—/ uof do — Fy.
n+1 0 n

=0 =0 +
(11.161ab)
Polozme
~ s~ ~ o +1 +1
Cc= (607017"'7Cn70n+1)7 S_{S’L] :Lj =0 _{S]’L :L,j:07

£
Sij = / (puju + quiu;) d,
0
£
gN :(907917"'79717971—1-1)7 g():/ U()f dx—FO,
0

J4 J4
gi = / uzf dz ('L =1,.. '7”)7 In+1 = / uTH—lf dz + Fy.
0 0

Potom ze vztahu (11.160), (11.161) a (11.161ab) dostaneme tuto soustavu n + 2
linedrnich algebraickych rovnic pro nezndmé ¢y, ¢y, . . ., Cn, Cnt1

¢S=gyn. (11.162)
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e Zeslabme nyni predpoklady (11.134) tim, ze o funkci g(z) pouze predpoklddame
q(z) > 0, (11.163)

pricemz funkce g(x) neni na intervalu <O, €> identicky rovna nule. Musime dokazat,
ze plati

¢
/ {p(v')? + qv*} dz > C?||v||} Vv € My. (11.164)
0
Jako specidlni pifpad v R! z [Ne, str. 22, Exercise 1.5] plyne, Ze pro libovolny, ale

pevny interval <c, d> kladné délky, ktery lezi uvniti <O,£>, existuje takové ¢islo
2 > 0 nezavislé na funkcich prostoru My, ze plati

¢ d
Jv]|F < %(/ (v")? dx +/ v? dx) Vv € My. (11.165)
0 c

Necht tedy plati (11.163), takze existuje bod T € (0, £) takovy, ze ¢(T) > 0. Protoze
funkce q(z) je podle predpokladu spojita v <O,£>, musi g(z) spliovat v nékterém
intervalu <c, d>, ktery lezi v <O, €> a obsahuje bod 7, tuto nerovnost

q(z) >m >0 Ve (cd). (11.166)

Z nerovnosti (11.165) potom plyne (protoie je p(x) > po >0 Vzx € <O,€>)

V4 V4 d
[ ot +atyae 2 [0 dr+m [C0 > o,
0 0 c
kde zrejmé staci polozit
w X

C? = min (@, T),

takze jsme dokdzali nerovnost (11.164). // Nyni jiz sta¢i mirné modifikovat text
této podkapitoly, ktery konéi rovnici (11.162)
e Zbyvé probrat pripad ¢(z) = 0, takze uvazujme rovnici

—(pu) = f(x) Yz €(0,0) (11.167)
s okrajovymi podminkami (které jsou zde pro vétsi jednoduchost homogenni)
w'(0)=0 u'(¢)=0. (11.168)

Snadno je vidét, ze v piipadé f(x) = 0 neméd okrajovy problém pouze trividln{
feseni. Staci polozit u = K, kde K € R! je libovolna konstanta. Tedy neplati
f(f p(v")?dx > C?||v||3 Vv € My a predchozi tivahy nelze obecné aplikovat.
Existuje vSak specidlni piipad: Ptredpokladejme, ze okrajovy problém (11.167),
(11.168) ma feSeni a integrujme rovnici (11.167) od nuly do ¢. Dostaneme

—/Oe(pu)’d:c:/oef(a:) dz.
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Podle (11.168) vsak plati

l
- [ oy da = ~[pu); <o

takze méa-li problém (11.167), (11.168) feSeni, je nutné

/Zf(m) dz = 0. (11.169)
0

V nasem piipadé je tedy vztah (11.169) nutnou podminkou existence feseni okra-
jového problému (11.167), (11.168). // Pokud uvazujeme misto (11.168) neho-
mogenni Neumannovy okrajové podminky

p(0)u'(0) = Fo, p(O)u'(L) = Fy, (11.170)

zadané s rovnici (11.167), potom integraci (11.167) dostavame

¥/ ¢ ¢
/ f(x) de = - / (pu) dz = —[pi/]’ = —Fy + o,
0 0

takze nutnou podminkou existence Feseni problému (11.167), (11.170) je vztah

y4
/ f(z) dz + Fy — Fy = 0. (11.171)
0

Tento vztah je identicky se vztahem (11.132b), ktery je uveden v zdvéru pod-
kap. 11.9.

11.11. Dirichletovy a smiSené okrajové podminky

Uvazujme opét ODR 2. tadu

_% (p(w)%) +q(x)u= f(x) Vze (0,0, (11.172)

na intervalu <0, €>, kde ¢ < 4+00. O funkcich p(z), ¢(x) nyni predpokladdame
p(z) >po >0, gq(z)>qg>0 Ve 0,0). (11.173)

Co se tyce okrajovych podminek, budeme v této podkapitole uvazovat tyto tii
moznosti (takze budeme mit tii nezavislé teorie, které maji nékteré spoleéné vlast-
nosti):

u(0) =a, wu(l)=0", (11.174D)
uw(0) =a, p)u'(l)=Fy, (11.174S1)
p(0)u'(0) = Fy, u(f) =b. (11.174S2)

Uvazujeme tedy jednak (obecné nehomogenni) Dirichletovy okrajové podminky
a potom dva typy smiSenych okrajovych podminek, které se od sebe lisi pouze
pozici Dirichletovy okrajové podminky.
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Ke kazdému typu téchto okrajovych podminek prislusi jiny prostor V' testovacich
funkei:

V=Vp={weH(0,0): w(0)=0, w(t)=0}, (11.175D)
V =Vs1 ={weH (0,0 =0}, (11.175S1)
V =Vsy={we H (0,0 =0}. (11.17552)

Index u symbolu V' prostoru testovacich funkci nebudeme psat, kdyz bude jasné,
o ktery prostor jde. // Standardnim postupem ziskdme tyto t¥i slabé formulace:

Slaba D-formulace. Najit funkci u € H'(0,¢), pro kterou

12 4
/ (p(z)u/ (z)v'(z) + q(v)u(z)v(z)) dz = / v(z)f(z)dz YveVp
0 0
(ap(u,v) = Lp(v) Vv e Vp),

(11.176D)

U —wp € VD, (11.177D)

kde funkce wp € H'(0, ) spliiuje wp(0) = a, wp(£) = b.
Slaba S1-formulace. Najit funkci u € H'(0,¢), pro kterou

¢ ‘
/0 (p(2)u/ (2)v'(z) + q(v)u(z)v(z)) dz = /0 v(x)f(x) de+ Fpo(l) Yv e Ve
(11.176S1)
(a51(u,v) =Lgi1(v) Yve V51),

w—ws1 € Vay, (11.177S1)
kde funkce wg1 € H'(0, ) splituje wg1(0) = a.
Slaba S2-formulace. Najit funkci u € H1(0,¢), pro kterou

l 12
/0 (p(z)u/ (z)v' (z) + q(v)u(z)v(z)) do = /0 v(z)f(z) de — Fyv(0) Vv € Vg
(11.176S2)
(CLSQ(U,’U) = Lga(v) Vv € ng),

U —wgs € Vg, (11.17782)
kde funkce wgo € H'(0, £) splituje wga(£) = b.

Poznamka. Podle Sobolevovy véty o vnofeni (viz 11.7.29) je kazda funkce
z H(0, /) spojitd na <O,€>, takze definice funkei wp,ws1, wse maji smysl.

Vétu o formalni ekvivalenci okrajového problému a slabé formulace dokdzeme na
konci této podkapitoly. Nas pfedevsim zajimé existence a jednoznacnost slabého
feSeni.

11.11.1. Véta (o existenci a jednoznac¢nosti slabého feSeni). Je-li bi-
linedrni forma a(v, w) ohrani¢end na H(0,0) x H(0,£), tj

la(v,w)| < M|lv|j1||w|]; Yv,w e H(0,£) (M = const), (11.178)
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a V-elipticka, .
a(v,v) > Bllv||? YveV (8= -const>0), (11.179)

kde prostor V.C HY(0,4) je definovdn v (11.175), a je-li linedrni forma L(v)
ohranic¢end na H(0,£), t.

IL(v)| < K|v|ly Vv € H0,¢) (K = const), (11.180)

potom existuje prdvé jedna funkce uw € HY(0,/), kterd spliuje vztahy (11.176),
(11.177), tj. vztahy
u—weV, (11.181)

a(u,v) = L(v) YveV. (11.182)

Dikaz. a) Existence. V dukazu existence feSeni vSech tii slabych formulaci

pouzijeme Lax-Milgramovu vétu (viz 11.2.1), kde za prostor H zvolime prostor V.

To lze, protoze V je podprostor prostoru H'(0,£), tedy je Hilbertovym prostorem
s metrikou prostoru H(0, £).

Z ptredpoklada (11.178) a (11.179) plyne, Ze jsou splnény piedpoklady (11.15),
(11.16) Lax-Milgramovy véty 11.2.1:

la(t,v)| < M||t||1||v]. Vt,v eV c HY(0,4), (11.183)
a(v,v) > Bllv||7 Yo eV c HY0,¢). (11.184)

V prostoru V' uvazujme funkciondl
F(v) = L(v) —a(w,v) YveV, (11.185)

kde w € H'(0, /) je pevna funkce z piislugné slabé formulace (viz véechny tii vztahy
(11.177)).

Funkcional (11.185) je zfejmé na prostoru V' linedrni. Dokazeme-li, ze je na V
také ohraniceny, budeme mit ovéreno, ze jsou splnény vSechny pfedpoklady Lax-
Milgramovy véty. Z (11.185), (11.180) a (11.178) plyne

[F(v)] < [L()] + |a(w, v)| < K[y + M][w[l1]lv]ly =

= (K + M|w||)|jv]l; VveV. (11.186)

Protoze w € H'(0, /) je pevny prvek, je vyraz K + M||w|; konstanta nezdvisld na
v € V. Tedy F(v) je ohrani¢eny funkciondl na V.
7 Lax-Milgramovy véty 11.2.1 tedy plyne, ze existuje prdavé jedna funkce w € V
tak, ze plati
F(v) =a(w,v) YveV, (11.187)

tj. ze plati (dosadili jsme do (11.187) za F(v) z (11.185))
a(w,v) = L(v) — a(w,v) YveV. (11.188)
Protoze forma a(t,v) je linedrni v obou argumentech, muzeme psat
a(w,v) + a(w,v) = a(w + w, v). (11.189)
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Polozime-li tedy
U =W+ w, (11.190)

z (11.188) a (11.189) plyne
a(u,v) = L(v) Yv eV,
coz je rovnice (11.182). Protoze podle (11.190) je zaroven
u—w=weV,

coz je inkluze (11.181), spliiuje funkce u obé podminky (11.176) a (11.177) (zde ve
tFech vydénich), které jsou kladeny na feSeni vSech tii slabych formulaci. Tim je
existence dokazana.

b) Jednoznacnost. Vime, Ze existuje pravé jedno w € V tak, ze plati vztah
(11.188). Toto jediné w vystupuje spolu s danou funkef w € H'(0,/) ve vztahu
(11.190), kterym definujeme fesenf u. Tedy pro dané w € H!(0,/) existuje prave
jedno TeSeni u slabé formulace. [J

Platnost predpokladu (11.178) a (11.180) o ohranicenosti forem a(v,w), resp.
L(v) na HY(0,€) x H'(0,£), resp. H'(0,£) jsme jiz ovéfili pii jinych piflezitostech
v predchozich podkapitolach. Zbyva dokazat V-elipti¢nost forem a(v, w), tj. nerov-
nost (11.179). K tomu poslouzi Friedrichsova nerovnost uvedena ve Vétach 11.8.1
a 11.8.3; pro nase ucely ji zapiSeme ve tvaru:

¥ < Cllt VveV,

kde pro prostor V' mame tyto moznosti: V = Vp, nebo V = Vg1, nebo V = Vgs.
Ze vsech predchozich vysledku plyne hlavni véta této podkapitoly:

11.11.2. Véta. Reseni viech ti1 slabyjch formulaci této podkapitoly (tj. D, SI
a S2) existuje a je pouze jedno.

V nésledujici vété o minimu kvadratického funkciondlu symbol w znamend bud
wp, nebo wg1, nebo wgs. Je vidy jasné, ktery ze ti{ vyznamu funkce w € H'(0, /)
ma. Stejné je jasné, ktery ze tii vyznamu Vp, Vg1 a Vg ma v této vété symbol V.
Také u cislovani (11.176) a (11.177) vynechavame koncovky D, resp.S1, resp. S2.
Koneéné u funkcionalu II(v) a forem a(v,v) a L(v) jsou vynechany indexy D, S1
a S2.

11.11.3. Véta (o minimu kvadratického funkcionalu). Nechi bilinedrni
forma a(v,w), kterd vystupuje ve slabé formulaci, je V -eliptickd, tj. plati

a(v,v) > Bllv|li Yo eV (8= const).

Potom funkce u € H'(0,4) je jedingm vesenim slabé formulace (11.176), (11.177),
kdyz a jen kdyz ostre minimalizuje funkciondl I1(v) = 1a(v,v) — L(v) na mnoziné
w+V, t.

I(u) <II(v) Yvew-+YV,
kde znameni rovnosti plati pouze pro v = u.
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Diikaz této véty je ve vSech tfech piipadech D, S1 a S2 formalné stejny jako
dukaz Véty 11.3.1. Proto jej vynechavam. [J

(A) Resme nyni pfiblizné problém (D) pomoci MKP tim, ze minimalizujeme
funkcional

¢ ¢
M(w) = %/0 {p(w)? + qu*} dz —/0 wf dx (11.191)

na n-rozmeérné varieté

Mp = {w(m) = fj ciuq(z) + aug(x) + bun+1(m)}.

=1

Dosadme w € Mp do (11.191); dostaneme

Y n 2 n 2
I(w) = % / {p (au6 + bu;ﬂrl + Z czu;> + q(auo + bup 1 + Z ciui) } dz—
0

i=1 i=1
¢ n
_/ (auo + by + Z ciui>f dx. (11.192)
0 i=1

Kvadraticky funkcional II(w) dany vztahem (11.192) je kvadratickou funkei parame-
tra ¢y, ..., cn, (w) =1(cy,. .., ¢,), a proto nabyva v pravé jedné n-tici ¢, ...,¢,
svého minima. Tato n-tice spliiuje nutnou podminku extrému

~

oIl ,__ R .
a—Ci(cl,...,cn):O (t=1,...,n). (11.193)
Plati R ,
o1l -
. = /0 ulp (au() + buy, 1 + ; cju;») da+
, . , (11.194)
+/ U;q (auo + buyyq + Z CjUj) dzr — / u; f dx.
Polozme

Y4
Cc= </C\1, Ce ,/C\n>, S = {Sij}ijl = {Sji}?,jzlv Sij = / (pu;u; + quiuj) d.fE,
0

)
gp =(91,--,9n), Gi= / {(f + aquo + bqun1)u; + (GP% + bpu;ﬂ)ué} dz.
0

Potom ze vztahu (11.193) a (11.194) dostaneme tuto soustavu n linedrnich alge-
braickych rovnic pro nezndmé ¢y, ..., ¢,

ES:gD.

(B) Nyni fesme ptiblizné problém (S1) pomoci MKP tim, ze minimalizujeme
funkcional

L

4
II(w) = %/0 {p(w")? + qu*} dz —/0 wf dx — Fpw(f) (11.195)
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a (n + 1)-rozmérné varieté

n+1
MSlz{ (z) = aup(x +Zc,u2 }

Dosadme w € Mg do (11.195); dostaneme

]ﬂmzélq:e%+§5q) +4@m+gim0?¢%

=t (11.196)
n+1 n+1
_/ (au0+Zcz )f dm—Fchiui(mnH) — aFpup(Tpns1)-

=1

Pritom je
n+1
Fy Z cithi(Xpt1) = Frent1, aFpuo(xpe1) = 0.
i=1
Abychom nasli hodnoty parametru ¢y, ..., ¢, Chi1, pii kterych nabyvé funkcional

(11.196) minima, vyjdeme opét z nutné podminky extrému

omn . .
8—(01,...,cn,cn+1)20 (i=1,...,n,n+1), (11.197)
Ci

ktera tentokrat vede na soustavu n + 1 linearnich algebraickych rovnic. Plati

aﬁ Y n+1 n+1
gz/ (szcJu +uzq2c3u3)dw—/ wifde (i=1,...,n),

aﬁ Y n—+1 n+1 Vi
e :/ (u;hLlchju; +un+1q2cjuj) da:—/ Upt1f dz + Fy.
(11.198)

Polozme
C=(C1,. - CnyCnp1), S =A{Si ¥ = {802,
¢
Sij - / (pu;u; + quzuj) dZC, gs1 = (91, .. '7gnvgn+1>7
0
¢ V4
9i :/ uifde (i=1,...,n), gn+1 :/ Unt1 f dx + Fy.
0 0

Potom ze vztahu (11.197) a (11.198) dostaneme tuto soustavu n + 1 linedrnich

algebraickych rovnic pro nezndmé ci, ..., ¢p, Chi1
cS=gs1.

(C) Konecneé fesme piiblizné problém (S2) pomoci MKP tim, ze minimalizujeme
funkciondl

l ¥4
i %/0 {p(w')2+qw2} dm_/o wf dx—f—Fo’lU(O) (11.199)
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a (n + 1)-rozmérné varieté

Mgy = {w(:c) = bty 41 () + gciui(w)}.

Dosadme w € Mg do (11.199); dostaneme

V4 n 2 n 9
M(w) = 3 /0 {p (bu;ﬂr1 + Z czu;) + Q(bun+1 + Z Ciui> } do—
i=0

, . . =0 (11.200)
_ / (bun_H + Z ciui) f dx + F() Z Cilg (513'0) + bFoun+1(£L'0).
0 i=0 i=0
Pritom je
Fo Z Ciui($0> = F()Co, bFoun+1(:c0) =0.
Abychom nasli hodnoty parametru cg,cy,...,¢,, pri kterych nabyva funkcional

(11.200) minima, vyjdeme opét z nutné podminky extrému, kterd mé nyni tvar
o, . .
g(co,cl,...,cn)zo (i=0,1,...,n), (11.201)
7

takze vede na soustavu n + 1 linearnich algebraickych rovnic. Plati

oll ¢ n n ¢

e, =/0 (@LQPchu}Jruichjuj)dm—/o wifde (i=1,....n),
j=0 7=0

o1l A ) n ¢

a_CO: i uopzcjuj+u0q20juj dz — ; ug f dx + Fy.
Jj=0 j=0

Polozme

(11.202)

~

C:(EO,/C\l,...,En), S_{SZ]}’L_] =0 — {Sﬂ} 1,j=01

¢
Sij = / (pU;U; + quiuj) dz,  gs2 = (90,915, Gn);
0

¢ ¢
goz/uofd90+F0, giZ/Uifdm(i:L---,n)~
0 0

Potom ze vztaha (11.201) a (11. 202) dostaneme tuto soustavu m + 1 linedrnich
algebraickych rovnic pro nezndmé ¢y, ¢, ..., Cp

cS=gs2.

Poznamenejme, ze Dirichletovy okrajové podminky se nazyvaji hlcwm (nebo sta-
bilni); ; jejich pravé strana (a, resp. b) se vyskytuje v definici variety Mp (resp. M, 51,
resp. M, 52) na které minimalizujeme ptislusny funkciondl I1. Neumannovy okrajové
podminky se nazyvaji prirozené (nebo nestabilni); jejich prava strana (Fy, resp. Fy)
se vyskytuje v definici funkcionalu, ktery minimalizujeme, a piislusné parametry
Co, ¢y se ziskaji pii FeSeni rezultujici soustavy linearnich algebraickych rovnic.
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11.11.4. Véta (o formdlni ekvivalenci okrajového problému a slabé
formulace). a) Nechi okrajovy problém (11.172) — (11.174) md klasické resent u.
Potom je tesenim slabé formulace (11.176), (11.177).

b) Necht slabd formulace (11.176), (11.177) md Fesend u. Jestlize u € H?(0, )
ap € CYI) (nebo pouze (pu') € Lo(I)), potom u spliiuje rovnici (11.172) témér
v§ude v I a Neumannovu okrajovou podminku (11.174) v bodé x = 0, resp. © = ¢,
jde-li o problém (S1), resp. (52). Vzhledem k inkluzi u —w € V je tedy u teSenim
problému (11.172) — (11.174).

Dikaz. Omezime se na piipad S1. a) Od okrajového problému k slabé formulaci
prejdeme opét standardnim zpusobem.

b) Pro vétsi jednoduchost zapisu piredpoklddejme, ze q(x) = 0. Protoze (pu')’ €
Lo(I), muzeme vyraz pro a(u,v) upravit pomoci integrace per partes takto:

l
du dv
= —— dx
atw0)= [ plo)

¢
= v({)p(£)u' () — v(0)p(0)u'(0) — /0 dic ( ;h;)v dx. (11.203)

Podle definice Vg1 je v(0) = 0 Vv € Vg, takze ze vztahu (11.176S1) a (11.203)
plyne

_/(f{ d‘i( j“) _|_f}v dz + {p(O)u/ () — F}o() =0 Yv e Vg, (11.204)

Protoze H}(0,/) C Vg1, mizeme uvazovat (11.204) pouze pro funkce v € H} (0, £).
Potom dostaneme

/0‘{ di <p ju> t f}” de =0 Vv e Hy(0,0). (11.205)

Prostor Hi(0,¢) je husty v L2(0,£). (Plyne to z véty 11.7.11 a toho, ze C§°(0,£) C
H}(0,0).) Tedy podle véty 11.7.13 vztah (11.205) implikuje platnost rovnice (11.172)
témer vsude v I = (0, 7).

Protoze rovnice (11.172) plati témét vsude v (0,¢), redukuje se vztah (11.204)
na tvar

{p(Ou'(€) — Fy}v(l) =0 Yov € Vs1. (11.206)
Vztah (11.206) lze pfepsat takto:

{p(O)u' () — Fo}v(l) =0 Vo(l) € R, (11.207)

protoze podle Sobolevovy véty o vnofeni je kazds funkce v € H'(0, /) spojitd na
(0,€). Z (11.207) tedy plyne p(0)u'(¢) = F,. O

Pomoci dvojice implikaci “Véta 11.11.3 implikuje Vétu 11.11.4, kterda implikuje
okrajovy problém (11.172)—(11.174)” jsme ziskali Eulerovy rovnice kvadratického
funkciondlu II(v) nestandardnim zptsobem.
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11.12. Dukaz Sobolevovy véty o vnoreni

11.12.1. Véta (Sobolev). Necht uw € H(I). Potom je funkce u spojitd na
intervalu I (tj. uw € C°(I)), pricemZ plati

lullgozy < Cllullay  Yu € HY(I). (11.208)

Plati dokonce vice: Funkce u je hélderovsky spojitd na I s kvocientem A\ = % (.
we C%2 (1)), pricemz plati

|u(z) — u(y)]

Uu 1 - = ||u -+ sup ——— < Cllul|g: Yu € HY(I).
(11.209)

kde v obou pripadech kladnd konstanta C' nezdvisi na funkci u.

Diikaz. (A) V této ¢ésti dukazu dokdzeme nerovnosti (11.208), (11.209) pro li-
bovolnou funkci v € C(I), kde T = <a, b>, pricemz —oo < a < b < 400.

Uvazujme otevieny interval I = (a,b) a v ném dva libovolné od sebe rizné body
Yy1,Y2 € I, y1 < y2. Polozme

o=v2—y1, I = {(y1,92),

)=y +ty—w), yel, (11.210)

Potom

u(2(0)) = ulyr), u(z(1)) =uly),

takze

) = ulm) = [ duz0) = [ G+ — ) —w)a

a odtud

du
@(91 +t(y—y1))‘dt. (11.211)

|M@—u@MggA

Utvoime nyni absolutni hodnotu rozdilu vyrazu é fyyf u(y) dy, ktery mé vyznam
stfedni hodnoty funkce u na intervalu I,, a funkéni hodnoty u(y;):

'1 /yy u(y) dy — u(y1)

0 Jy
1 Y2
<3
le

Pravou stranu (11.212) odhadneme pomoci (11.211):

1 Y2 Y2 1
2/ we [
0 Jy Y1 0

= ’%/f (u(y) — ulyr)) dy’ <

1

dy. (11.212)

u(y) — u(y1)

u(y) — u(y1) %(yl +t(y—y1))’dt} dy = I*. (11.213)
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Integral oznaceny symbolem I* nyni odhadneme. Ptedné podle Fubiniovy véty
(o zdméné potadi integrace)

r= AL

Pro vnitini integral na pravé strané vztahu (11.214) je t pevné ¢islo; t € <O, 1>.
S timto pevnym ¢ definujme transformaci

¢ =Fily) =vy1 +ty —v1); (11.215)

du

E(yl +t(y—y1))'dy} dt. (11.214)

k ni je inverzni transformace

y=F10 =y +t(—n) (11.216)

Vnitin{ integrél na pravé strané vztahu (11.214) transformujme pomoci substituce
(11.215). Podle (11.216) plati
% — ¢ L.

d¢
podle (11.215) dostavame pro meze (; a (2 vyrazy

G=Cy1)=y1, G@=Cy2)=y1+tly2—y1) =1 +to

takze y i tto
2 du 1 ! du
— t(y — dy = - — dc.
/y1 dz<y1+ (y yl))' Y t/y1 dz(O’ ¢
Pro integral I* tedy plati
1 vitte | g
I :/ t—l{/ d—“(g)’ d(} dt. (11.217)
0 n <

Vnitin{ integrdl v (11.217) odhadneme pomoci Schwarz-Bunakovského nerovnosti

vitte | qu vitte | qu 2
[ | acsvizy [ 0] dcs Vel a1
Y1 z Y1 z
Vztahy (11.217) a (11.218) implikuji
1 1
I < \/E/ tzdt HuHHl(I) = 2\/5 HuHH1(I) (11.219)
0

Ze vztahu (11.212)—-(11.214) a (11.219) déle plyne

1 Y2
[t av = atw)| < 2va o, (11.220)
Y1
Stejné dostaneme
1 Y2
[t ay - )| < 2l (11.220%)
N
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Vztahy (11.220), (11.220*%) a o = yo — y1 davaji tento diléi vysledek:

lu(yr) —u(yz)| < E /y2 u(y) dy — u(yy)|+
Ho [ ) ay - | < VBT Nl (1220

Podle ptedpokladu vysloveného na zacatku dukazu plati vztah (11.221) pro li-
bovolnou dvojici rtiznych bodii y1,y2 € I. Necht nynf x # y, z,y € I. Protoze

ju(@)] < [u(@)] + () — u@)l, |z -yl <b—a,
podle (11.221) plati
u(e)] < [u(w)| + 4/ TT =9l ullmrry < Ju)| + 45— alullmqy.  (11.222)
Integrujeme-li nerovnost (11.222) pies I vzhledem k y, najdeme
u(@)I(b— ) < Jullzycr) + 40— ) 2ulln 1. (11.223)

Protoze

b
fullzacny = [ futo)l dy < VE=a lullns
nerovnost (11.223) implikuje
lu(z)| < Chllull g (py, (11.224)

kde C; > 0 nezavisi na u € C°°(I). Z nerovnosti (11.224) plyne

HUHCO(T) = mg%c\u(a:)\ < Cyllullgrn), (11.225)
Protoze () W
u(z) — u(y
HUHCOJ\(T) = HUHCO(T) + Sup T,
z,yel, z#y |:c y‘
dostavame podle (11.225) a (11.221)
lull og 7y < Cllwllaray Vue c>°(1). (11.226)

(B) Nyni dokézeme nerovnost (11.226) pro libovolnou funkci u € H'(I). Nejprve
pripomeneme nékteré véty o konvergencich posloupnosti funkei:

(a) (Rieszova véta) Konverguje-li posloupnost {un(:c)}zozl na intervalu I k funkci
u(z) podle miry, potom existuje podposloupnost {u,, (z)} C {u,(z)}, kterd
konverguje k funkci u(x) témér vsude (tj. pro téméf vsechny body x € I).

(b) Konverguje-li posloupnost {un(m)}(::l k funkci u(z) v Ly(I), potom konverguje
na intervalu I k funkci u(x) podle miry.

(c) Konverguje-li posloupnost {uy, (ac)}zozl k funkci u(x) na intervalu I stejnomeérné,
potom konverguje na intervalu I k funkci u(x) podle miry.
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(d) Konverguje-li posloupnost {un(a:)}zo:l k funkci u(x) v prostoru C°(I), potom
konverguje na intervalu I k funkci u(x) stejnomérné.
Piikroé¢me k samotnému dukazu nerovnosti (11.226) pro libovolnou funkci u €
HY(I). Zvolme u € H'(I). Podle Véty 11.7.21 o hustotée C>°(I) ve W¥*(I) a podle
Veéty 11.7.27 (W = H) existuje takova posloupnost {un(ac)}zozl c C>=(I), ze

lim Hun - uHHl(I) =0. (11.227)

n—oo

Podle (11.226) a (11.227)

lttn ~ el .y 7, < Clltn — sty =0 pro m,m — oo,

Tedy {Un}zo:l je cauchyovskd posloupnost v CO’%(T). Uplnost prostoru CO’%(T)
implikuje existenci takové funkce w € C%2 (1), ze

lim ||u, —wl|| (11.228)

c*y@ ~ 0
Vztah (11.227) implikuje podle (b) a (a) existenci podposloupnosti {u,, }, ktera

konverguje k u témét vsude v I. Podle (11.228)

tedy vzhledem k (d), (c) a (a) existuje podposloupnost {unk]. }, kterd konverguje

k w témér vsude v I. Avsak tataz podposloupnost konverguje v I témér vsude k u.

Tedy
w(x) =u(z) pro témér vsechny body = € I. (11.229)

Podle (11.226)

lunll o4 7y < Cllwnllar - (11.230)

Piejdeme-li v (11.230) k limité pro n — oo a uzijeme-li (11.229), dostaneme

coz jsme chtéli dokazat. [J

11.12.2. Poznamka. V pifpadé RV (N > 2), kdy se dokazuje vnoieni prostoru
H?(Q) do prostoru spojitych funkei, je ¢dst (A) ditkazu velmi podobné; tivahy se
véak provadéji na krychli (—1,1)Y. Pted ¢ast (B) je nutné vlozit ¢ést, ve které se
vysledky ziskané na (—1, 1)" transformujf na jednotlivé ésti pokryt{ zadané oblasti
Q, coz je dosti komplikované. Samotna ¢ast (B) je pak jiz beze zmény.
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11.13. Dukazy vét 11.7.22, 11.7.23 a 11.7.24

11.7.22. Véta. Mnozina W*(I) = H*(I) je linedrni prostor.

Diikaz. a) Necht u,v € HF¥(I). Dokdzeme, 7e u +v € HF(I). Podle véty
11.7.26 (o hustoté C>°(I) ve W¥(I)) kazdé funkci z € H*(I) = W¥(I) koresponduje
tiida Z C H*(I) cauchyovskych posloupnosti, které konverguji k prvku z € H*(I)
v normé || - ||g.7. (Pokud z € S*(I), potom tato tifda sestdvéd z jedné staciondrni
posloupnosti {z,2,...,2,...}.) Necht nyni {u,} C S*(I), resp. {v,} C S*(I) jsou
cauchyovské posloupnosti konvergujici k prvkium wu, resp. v. Definujme posloupnost
{2,} = {un + v, } a ukazme, Ze je to cauchyovskd posloupnost v S*(I):

|2m — ZnHHk(I) = ||um + vm — (un + UTL)HH’C(I) <
< Nt — wn |l ey + |vm — o) | gery — 0 pro m,n — oo.
Tato cauchyovska posloupnost spliiuje
lu4v = zn| ey = llu+v = (un +vp) | ey <

< lw = unll gy + v —va) ey — 0 pro m,n — oo;

tedy u +v € H*(I).

b) Necht v € H*(I), a € R'. Dokazeme, ze au € H*(I). Necht {u,} c S¥(I)
je cachyovska posloupnost, kterd koresponduje prvku u. Potom {au,} C S*(I) je
také cauchyovska posloupnost:

|atin — atm || g 1y = l|a(tn —vm) || mx(r) = |al-||tn —tm| gy — 0 pro m,n — oo.
Tato cauchyovska posloupnost spliiuje
laun — aull ey = [la(un —w)|[zery = lal - lun — ullgrgy — 0 pron — oco.

Tedy au € H*(I).
c) Je ziejmé, ze obé tyto operace spliuji vSech osm axiomu linedrniho pros-
toru. [

V dukazu Véty 11.7.23 o skalarnim soucinu uzijeme toto lemma:

11.13.1. Lemma. Zobecnéné derivace prvki prostoru W*(I) = H*(I) spliuji

D’ (au + bv) = aD’u+bD'v  VYu,v € H¥(I), Ya,be R, j=1,... k.

Dukaz. Podle Véty 11.7.18 (vztah (11.86) na str.75) a podle vlastnosti integralu
plati

/goDj(au +bv)de = (—1) /(au +bv)DVpdx =
I I

= a(—l)j/ungodx+b(—1)j/ijgpd:c =
I I

:a/ngjudx+b/goDjvdx:/(aDju+bDjv)g0da:,
I I I

coz jsme méli dokazat. [
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11.7.23. Véta. Vyraz
k . .
(u, 0 = Z/Dju(x)DJv(x) dz  Yu,v € WH(I) = H*(I) (11.231)
j=0"1

je skaldrnim soucéinem v linedrnim prostoru W*(I) = H*(I).
Dikaz. a) Uzitim ziejmého vztahu
/ (D7) (D7v) da = / (D7v)(Diu) dz
I I

dostavame z (11.231) komutativni zdkon
(u, )1 = (v,u)kr Vu,v € Hk(I).
b) Uzitim Lemmatu 11.13.1 mtZeme psét pro viechna a,b € R! a vSechny funkce
uy,ug,v € H(T)

/Dj(aul —I—bu2)Djvdx:a/Djulevdx—l—b/DquDjvdx.
I I I

Odtud a z (11.231) plyne linearita skaldrniho soucinu:

(aur + bug, )k, 1 = a(u1, v)g,r + b(u, v)k 1.

c) Vztah (11.231) implikuje

k
(w,u)p 1 = Z/(Dju(x))de >0 Yue HMI), (11.232)
j=0"1

coz je treti vlastnost skalarniho soucinu.

d) Necht u = 0. Potom z (11.232) plyne (u,u)g,; = 0. // Necht nyni naopak
(u,u)k,;r = 0. Potom vSechny integraly na pravé strané (11.232) jsou rovny nule,
protoze jsou nezaporné. Odtud také plyne

/qum:(),
I

coz dava u(x) = 0 v Lo(I). To je ¢tvrta a posledni vlastnost skalarniho sou¢inu. O
11.7.24. Véta. WF(I) = H*(I) je Hilbertiv prostor.

Dukaz. Protoze Hilbertuv prostor je uplny unitarni prostor, stac¢i dokazat, ze
prostor W¥(I) = H¥(I) je dplny. (Na str.78 jsem celkem struéné dokazal, Ze
prostor H*(I) je tiplny. Nyni dokézeme tiplnost W*(I), tj. Ze libovolnd cauchyovska
posloupnost {u,} € W¥(I) (tj.ne pouze {u,} C S¥(I)) je konvergentni v normé
- 1lx.1-)

Necht {u,} € W¥(I) je cauchyovska posloupnost, tj.

lim |ty — wn|lwr(r) = 0. (11.233)

m,n— 00
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a) Zvolme libovolnou funkci v € W¥*(I) a libovolné ¢ > 0. Ukdzeme, ze hustota
C>(I) ve Wk(I) umoziiuje nalézt z € C(I) tak, ze

H?J—Z”Wk([) < €. (11.234)

Skutecné, protoze linearni prostor C*°(I) je husty ve W*(I) (viz Vétu 11.7.26),
existuje takova posloupnost {v,} C C*°(I), ze

lim [jv, —v|lwey = 0. (11.235)

n—oo

(Pokud v € C>(I), tak posloupnost {v,} je staciondrni, tj. v, = v.) Vztah
(11.235) znamend, ze ke kazdému ¢ > 0 existuje takovy index N = N(g) > 0, ze

|vn —vllwry <& Vn > N(e). (11.236)

Jako prvek z € C>°(I), ktery spliiuje (11.234), mtzeme zvolit kteroukoliv funkci
v, € C°(I), kterd vystupuje v (11.236). B
b) Z ¢asti a) plyne, ze ke kazdému n € N existuje takové funkce z, € C*°(I), ze

= znllwe ) < = (11.237)
Pomoci vztaht (11.233), (11.237) a trojihelnikové nerovnosti dostaneme
|2m — ZnHW’“(I) = [|zm — 2n + (Un — Un) + (Um — um)”W’ﬂ(I) =

= [[(zm — um) + (Um — un) + (up — zn)”W’f(I) <
< |lzm — um”W’f(I) + lum — un”W’ﬂ(I) + [lun — zn”W’f(I) <
< % + |t — unllwr iy + % — 0 prom,n — oo.
Tedy posloupnost {z,} € S*(I) (tj. v C*(I) s normou || - |lyyx(p)) je cauchyovské
posloupnost v S*(I). Konstrukce prostoru W¥*(I) zarucuje existenci funkce z €

Wk(I), pro kterou
lim ||z, — 2|k = 0. (11.238)

n—oo

Vztahy (11.237), (11.238) a trojihelnikové nerovnost implikuji
[un = 2llwey < llun = znllweay + 120 = 2llwe@y — 0 pron — oco.

Tedy prostor W¥(I) je tiplny, protoze cauchyovsks posloupnost {u,,} ma limitu. [

Visechny tii dokdzané véty a jejich dikazy nezaviseji na dimenzi prostoru RY,
takze jsme misto symbolu I mohli psat symbol €2, ktery se uziva v ptipadé N-roz-
mérnych oblasti.
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11.14. Regularizace. Hustota Cg(I) v prostoru Ly(I)

Tato podkapitola je vyjimeéné provedena v RY, protoze rozdily mezi R! a RY
nejsou v tomto piipadé velké. Na zacatku uvadim pét pomocnych vét, které jsou
oznaceny P.1-P.5. Prvni dvé jsou prevzaty z Natansonovy knihy [Na|, takze
dukazy neuvadim. Dukazy vét P.3 a P.4 jsou uvedeny v Dodatku A. Véta P.5 je
prevzata z [Jal.

P.1. Véta (o absolutni spojitosti integralu). [Na, kap. V1,82, Th.8] Necht
E C RY je ohranicend méritelnd mnozina a f(X) integrace schopnd funkce na E.

Potom ke kazdému n > 0 existuje takové § > 0, Ze pro kaZdou podmnoZinu e C E
s mirou mensi nez & plati

/|f<X>| X <.

e

P.2. Véta (Lebesgueova véta o limitnim piechodu za integraénim zna-
menim). [Na,kap. V1,83, Th.1] Necht{f,(X)} je posloupnost méritelnijch funkci
na meéritelné mnoziné  C RN a necht tato posloupnost konverguje pro témér
vSechna X € Q k méritelné funkci F/(X):

lim f,(X)=F(X) témér vsude v Q.
n—oo
Ezistuje-li takovd funkce g s koneé¢nym Lebesgueovym integrdlem pres ), Ze

[fn(X)]<g(X) VneN, VX €Q,

potom f, (n=1,2,...) a F maji koneéné Lebesqueovy integrdly a plati
lim [ fp(X) dX = / F(X)dX = [ lim f,(X) dX.

P.3. Véta. Funkce f(X) md v bodé Xy limitu A, kdyz a jen kdyz posloupnost
{f(Xn)} konverguje k ¢islu A v pripadé kazdé posloupnosti { X, }, kterd konverguje
k bodu Xo (|| - || znaci euklidovskou normu v RY):

lim | X = Xol =0 = lim f(X,)=A. O
e Necht funkce f je definovand téméi vsude v oblasti . Pokud bude nutné,

prodlouzime funkci f nulou vné €, tj.zavedeme novou funkci f definovanou pro
témét véechny body X € RY vztahem

_ F(X), kdyz X € Q,
f(X) = }
0, kdyz X & Q.
Namisto f(X) budeme ¢asto jednoduse psat f(X) pro X ¢ €.

Definice. Necht f € Lo(2). O funkci f tikdme, Ze je spojitd podle stredu,
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje takové § = d(e) > 0 , ze

([urocen- f<X>12dX)1/2 <e

za piedpokladu ||h|| < &, kde h = [hq, ..., hy] € RY. Zde a vSude jinde symbol || - ||
znadi euklidovskou normu v RV, tj.

Il = /B3 + -+ B3,
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P.4. Véta. Necht Q je ohranicend oblast v RN (kterd maiZe bijt vicendsobné
souvisld). Potom kazdd funkce f € Lo(Q)) je spojitd podle stiedu.

Definice. Necht zobrazeni f : RV — R je definovdno vztahy

T = fl(Sl,...,fN),...,LL’l = fN(éi,---;fN)-
Rikéme, ze zobrazeni f : R” — R je reguldrni na mnoziné G C RN, kdyz

a) G je oteviend mnozina,;

b) derivace 0f;/0¢&; (i,j =1,...,N) jsou konecné a spojité v G;

c) J(&)=D(fr...,fn)/D(&1,...,EN) # 0 VE € G, kde J znadi jakobian.

P.5. Véta (o substituci v Lebesgueové integralu). [Ja,kap.VI] Necht
zobrazeni £ : R™ — RYN je injektivni (tj. jednoduché a do) a reguldrni na mnoZiné
G C RN, Necht D = £(G) a F : R® — R! je libovolnd funkce méritelnd na D.
Potom

| Feoax = [ Pe@lela
D
za predpokladu, Ze alespori jeden z téchto integrdli existuje.

11.14.1. Funkce ¢g. Necht symbol S znaé¢i mnozinu vSech funkei g, které
splnuji

©o € CC (RN, (11.239a)
0o(X)>0 VX eRY, (11.239b)
/ po(X)dX =1, (11.239¢)
RN
supp o = {X e RY: || X| < 1}. (11.239d)

Nejprve ukdzeme, ze mnozina S neni prazdna: Klasickym ptikladem funkce, ktera
nalezf do C§°(RY) je funkce (podrobné viz Dodatek B)

p(X) = fIXI? - 1),

kde
e/t kdyzt <0,

f<t>:{o, kdyz ¢ > 0.

Ziejmé ¢ > 0 a navic ¢ je rovna nule i se svymi v8emi derivacemi pro | X || > 1 (viz
opét Dodatek B). Nasobime-li funkci ¢ konstantou

([, enax)

dostaneme prvek mnoziny S, takze mnozina S neni prazdna.

11.14.2. Definice. Necht ! C RY je ohrani¢end oblast, jejiz hranice sestava
z koneéného poétu hladkych ¢4sti.2® Necht ¢ > 0 a necht g je funkce spliujici
vztahy (11.239a)—(11.239d). Polozme pro u € L1(2)

)= [ XY

€
Zobrazeni R. dané vztahem (11.240) nazyvame regularizace (nebo mollifier) a funkce
wo((X —Y)/e) je jeji regqularizujici jadro (nékdy téz zhlazujici jdadro — anglicky
smoothing kernel).

>u(Y) ay’, (11.240)

20To znamen4, ze fezy a body vratu jsou povoleny.
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11.14.3. Véta. Necht Q C RN je ohranicend oblast, jejiz hranice sestdvd z ko-
necného poctu hladkijch édsti. Necht v € L1(Q2). Potom

R.u € C°(RY), (11.241)

(DO‘REU)(X):5_N/QD§‘(¢O<¥)U(Y) dy, (11.242)

kde DS wo((X —Y)/e), resp. Dgo((X —Y)/e) oznacuje derivaci vzhledem k X,
resp. vzhledem k'Y .

Diikaz. (A) V této casti dokazeme spojitost funkce R.u. Necht X(© ¢ RN
je libovolny, ale pevné zvoleny bod. Podle definice spojitosti je funkce (R.u)(X)
spojita v bode X (©) = [:c(lo), . ,wg\?)], kdyz

i (Ra)(X) = (Ra)(X©).

Podle Véty P.3 je funkce (R.u)(X) spojitéd v bodé X (¥, kdyz a jen kdyz

lim (Reu)(X™) = (Rou)(X©)

n—oo

pro kazdou posloupnost {X (1, kterd konverguje k bodu X kdyz n — oo (tj.
spliiuje lim || X — X ()| = 0); to znamen4, kdyz a jen kdyz

XM _y
(Reu)(X©) = &= lim ¢0(7>U(Y) dy
Q

n—oo £

pro kazdou posloupnost {X (™} konvergujici k bodu X (@, kdyz n — oo.

Polozme
XM _y X0 _y
R =) P ().

Potom skutecénost g € C§°(RY) implikuje

lim f,(Y)=F(Y) VY €Q.
Dale,
[fn(V)u(Y)] < Cleo)lu(Y)] VneN, VY € Q,

kde konstanta C(pg) > 0 zélezi pouze na . Jsou tedy splnény predpoklady
Véty P.2 (coz je Lebesgueova véta o limitnim ptechodu za integra¢nim znamenim;
anglicky: Lebesgue dominated convergence theorem); odtud plyne

X _y
g

_ E—N/ngo(g)um dY = (Rou)(X©)

e lim [ oo ( )u(Y) dY =
Q

n—oo
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pro kazdou posloupnost X — X () Podle postacujici podminky Véty P.3 je
funkce (R.u)(X) spojitéd v bode X (9,

(B) Pro vétsf jednoduchost se omezme na pifpad N = 2. Necht X(© ¢ R? je
libovolny, ale pevné zvoleny bod. Oznac¢me

0 X-Y
i G
I 13 X=Xx(0)

(11.243)

— lim 900(%[% - yl,xéo) - yz]) - QOO(%[HJ%O) - yl,méo) - yQ])

m1—>x§0) Xr1 — ng) .
Z existence derivace plyne (uzivdme nutnou podminku Véty P.3)
1r,.(n) 0) _ [0 0) _
i, S =0 ) 2680l )
n— 00 :L,(”) _ x(o)
1 1

pro kaZdou posloupnost {mgn)} splnujici x&n) — x&o). Pro struc¢nost polozme

wo (L —y1, 28 — yo]) — o (L[l — y1, 28 — 1))

fa(y1,y2) = ) . (11.245)
Ty — Iy

Podle (11.245) a (11.243), (11.244) plati

0) _
dim fu(Y) = gﬁ(X - Y) VY € R?; (11.246)
odtud
X0 _y
Jggoﬁx}ﬂu(Y)::gif< - >14yu témet viude v Q. (11.247)

Protoze g € C§°(RY), ze vztahu (11.246) plyne
[fn(Y)] < C;
odtud
lfn(u(Y)| < Clu(Y)] VneN, VY € Q (ue Li(Q)). (11.248)
Podle Véty P.2 vztahy (11.247) a (11.248) implikuji

<&w@@w9ww&wm@w9>:fN/am X0 -y
Q axl g

lim

u(Y)dY
n—oo ZCYL) _ Slj'go) )

pro kazZdou posloupnost {;cg”)} splnujici :c§”> — :cgo). Uzijeme-li postacujici pod-

minku Véty P.3, dostaneme odtud?!

0 (0) (0 —N/ Opo (X -V
prm— Y Y-
(8x1R€u> () 7,29 ) =€ s . uw(Y)d

21Poznamenejme, ze pro vétsf strucénost klademe

anp()(X(O)—Y) 9 <X—Y>’
-_— = — o .
Oz1 € ox1 € x=x(0)
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Tim je dukaz vztahu (11.242), kde o = (1,0), dokon¢en a spojitost derivace
DO R_y dokizana. V pifpadé o = (0,1) je ditkaz analogicky. (V pifpadé N > 2
miize byt spojitost derivace D109 R_y dokézéna stejnym zptisobem.)

(C) V piipadé derivaci vyssich fadi muzeme postupovat analogicky a dokoncit
dikaz véty matematickou indukei.

(D) V piipadeé dist (X, Q) > € podle (11.239d) plati (R.u)(X) = 0. Odtud plyne
vztah (11.241). O

11.14.4. Lemma. Necht Q C RY je ohranicend oblast, jejiz hranice sestdvd
z konecéného poctu hladkych ¢dsti. Polozime-li u(X) = 0 pro X ¢ Q, potom muzeme
psat
(Reu)(X) = / u(X —eY)po(Y)dY (11.249)
B(0,1)
kde B(O,1) = {Y e RN . |Y| < 1}. (B(O,1) je oteviend koule v RN se stredem
v pocdtku O = [0, ...,0] a polomérem rovnym jedné.)

Diikaz. Pro libovolny, ale pevné zvoleny bod X € RY polozme
I :z/ u(X —eY)po(Y)dY . (11.250)
B(0,1)

Oznaéme
X -7

3

Z=X-—-¢cY cili Y=

(11.251)
Protoze jsme zvolili X € RY pevné, ze vztahu (11.251) plyne

Y € B(O,1) & ZeB(X,e),
kde B(X,e) = {Z € RY : |X — Z| < &}. Jakobidn transformace (11.251)y

splituje |J(Z)| = e=¥, takze podle Véty P.5 (o substituci v Lebesgueové integralu)
dostaneme z (11.250)

X-Z
I=¢N / @0( >u(Z) dz . (11.252)
B(X,e) €

Protoze jsme polozili w(Z) = 0 pro Z ¢ 2, muzeme vztah (11.252) piepsat na
tvar

X-Z
I=¢N / <p0( >u(Z) dz . (11.253)
B(X,e)NQ €

Koneéné, protoze supp po = {Y € RV : ||Y]| < 1} = B(O, 1), plat{

go()(X;Z) =0 VZ¢ B(X,e).

Tedy vztah (11.253) muze byt prepsan takto:

I= 8_N/Qg00(X ; Z)u(Z) dz ,

coz jsme chtéli dokazat. [
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11.14.5. Véta. Necht Q C RN je ohranicend oblast, jejiz hranice sestdvd z ko-
necného poctu hladkijch édsti, a necht u € Ly(). Potom

ELirélJrHREu—u||L2(Q) =0. (11.254)
Dukaz. Podle vztahu (11.249), ktery vystupuje v Lemmatu 11.14.4, muzeme psat
(Rou)(X) — u(X) = / w(X — e¥)po (V) dY — u(X) =
B(0,1)

- / (X — £Y) — u(X)]po(Y) dY .
B(0O,1)

Pomoci Schwarzovy nerovnosti dostaneme

(Rew) (X) — u(X)]? = ( / X = 2Y) (o) dy) <

(11.255)
<[ wWPar [ X - ey) - u(X)Pay.
B(0,1) B(O,1)
Kdyz polozime
c= [ fe)Pay
B(0,1)
a integrujem nerovnost (11.255) pfes oblast €2, dostaneme
Rew =l <€ [ [ (X —e¥) —u(x)Pay ax =
@8O (11.256)

:C/B(o,l)/Q[U(X_d/)_U(X)] dxXdy,

kde rovnost v (11.256) je dusledkem Fubiniovy véty. Tvrzeni véty 11.14.6 nyni
dostaneme, kdyz uzijeme na vnitini integral na pravé strané vztahu (11.256) vétu
P.4 (o spojitosti v pruméru (¢i podle stiedu)) funkei f € Ly(2)). O

11.14.6. Lemma. Nechf u € L1(Q), D% € L1(Q), kde Q C RN je ohranicend
oblast, jejiz hranice sestdvd z konecného poctu hladkych casti. Zvolime-li € > 0,

potom za predpokladu
X €Q, dist(X,00)>¢ (11.257)

plati
(D*R.u)(X) = (R-D%u)(X) . (11.258)

Dukaz. Vztah (11.242), Véta 11.14.3 a fakt, ze

X-Y X -Y
D?(SOO(T) = (—1)|a|D§af§00(T),
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dévaji

@ _ —N/_ 1\|la o X-Y U
(DR.u)(X) = e V(-1 |/QDY¢)O( - ) (Y)dy . (11.259)

Abychom transformovali vztah (11.259) na tvar vhodny pro dukaz Lemmatu
11.14.6, uvédomme si, ze (11.257) v ptipadé funkce

vx(Y) = SOO(X — Y)

€
implikuje inkluzi supp ¥y x C Q: Skuteéné, necht Y € 9€2; potom

IX-¥I _,

dist(X,Y)=[|X-Y| >¢ a
5

Avsak, ¢o(Z) = 0 pro ||Z|| > 1, takze po(X=X) = 0.

g
Tedy muzeme uzit vztah, ktery vystupuje v definici zobecnéné derivace, podle

néhoz x_v
e_N(—1)|°‘|/ D%gpo(%)u(Y) dy =
Q

= e—N/Q%(¥>Dau(Y) dY = (R.D“u)(X).

Kombinaci vztaht (11.259), (11.260) dostaneme tvrzeni Lemmatu 11.14.6. O

(11.260)

Tedy (volné feceno) ve vnitiku oblasti 2 v dostatecné vzdélenosti od hranice
00 je regularizace R.u funkce u € L;(£2) hladkou funkei (ve smyslu spojitosti
klasickych derivaci).

11.14.7. Véta. Nechi Q, Q* jsou N-rozmérné ohranicené oblasti v RN, jejichz
hranice sestdvaji z koneéného poctu hladkych édsti, a necht uzdvér oblasti QO* spliiuje
O C Q. Necht u € La(2) a D*u € Ly(Q). Potom

51—1>I(§l+ | DY(Reu) — D%, 0+) = 0. (11.261)

Dukaz. 7Z Lemmatu 11.14.6 plyne, ze regularizace R.u funkce u je dobfie defi-
novand v oblasti Q* pro dostatetné mald ¢ > 0 (¢ > 0 musi byt tak malé,
ze dist (Q*,0Q) > ¢); zbyva tedy dokdzat, ze plati vztah (11.261). To je vsak
okamzitym dusledkem Lemmatu 11.14.6 a Véty 11.14.5, protoze pro dostatecné
mald € > 0 plati

HDO‘(Rgu) — Do‘u|]L2(Q*) = ”RE(DQ’U) — DauHLZ(Q*) O

V zavéru této kapitoly dokdzeme, ze linedrni prostor C3°(2) je husty v Lo(2)
(slibili jsme to v textu, ktery je uveden za Vétou 11.7.11). Za tim tucelem potiebu-
jeme dokéazat toto lemma:
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11.14.8. Lemma. Necht Q C RY je ohranicend oblast, jejiz hranice sestdvd
z koneéného poctu hladkiyjch casti. Je-li nosi¢ funkce u € L1(Q2) obsaZen v kompatni
podmnoziné K oblasti Q) a je-li ¢ < dist (K, 00), potom R.u € C§°(f?).

Dukaz. Musime dokazat, ze supp R-.u je kompaktni podmnozinou oblasti 2.
Necht X € supp R.u je libovolny, ale pevny bod; potom (R.u)(X) # 0. Podle
(11.249), X — Y € K pro nejaky bod Y € B(O, 1), coz znamen pro Y spliiujici
Y|l < 1. Tedy

dist (X, K) = inf ||X = Z|| < | X = (X —eY)| =<|lY] <.
S

Protoze predpokladdme, ze e < dist (K, 002), bod X nemuze lezet vné oblasti ;
tedy X € Q. Dokazali jsme, ze supp R.u C €.

Podle Definice 11.7.7 nosi¢ je uzaviend ohrani¢ena mnozina; tedy supp R.u je
kompaktni podmnozinou?? oblasti €2, takze R.u € Cg° (). O

11.14.9. Véta. Necht Q C RN je ohranicend oblast, jejiz hranice sestdvd z ko-
necného poctu hladkych ¢dsti. Potom mnoZina C3°(Q2) je hustd v prostoru Lo(€2).

Dikaz. Zvolme € > 0. Podle Véty P.1 (o absolutni spojitosti Lebesgueova in-
tegralu) muzeme najit § > 0 a kompaktni mnozinu K5 C €2 tak, ze meas(Q\ Ks) < 4,
pficemz

/Q\K [w(X)]?dX < ge2. (11.262)

Protoze Kjs je kompaktni mnozina, plati dist (Ks,92) > 0. Polozme w = u’Ké.

Podle Lemmatu 11.14.8 plati R,w € C§°(Q2) Vn < dist (Ks,012). Naleznéme n > 0
tak malé, ze soucasné plati

[Ryw — w7, k) < 367, (11.263)

/Q\K (Ryw)(X)]? dX < 12 (11.264)

Vztah (11.263) plati podle Véty 11.14.5 a vztah (11.264) plyne z vlastnosti funkce
R,w € C5°(Q) (funkce R,w je spojitéd a pro X € 0Q plati (R,w)(X) = 0). Vztahy
(11.262)—(11.264) spolu s identitou

| Ryw — UH%Q(Q) = [|[Ryw — UHQL2(Q\K5) + | Ryw — wH2L2(K5)
implikuji3
[ Ryw — ull L) < €5

protoze Ry,w € C§° (), je dikaz dokoncen. [

22Tj. ohrani¢enou a uzavienou podmnozinou, protoze €2 je N-rozmérnou oblasti, takze miizeme
uzit znamou vétu o ekvivalenci ohrani¢enosti a kompaktnosti mnozin v prostorech kone¢né dimenze.

23Vyraz ||Rnw—u||%2(Q\K6) odhadneme takto: ||Rnw—u||%2(Q\K5) = fQ\K(; (Rpw—u)?2dX <
[(Ryw)?dX + [w?dX + 2) [ (Ryw)udX
(11.264).

<2 [(Ryw)?dX +2 [u?dX < 2¢2 podle (11.262) a
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Poznamka. Uzitim (11.240) a (11.239d) lze Lemma 11.14.8 dokazat takto:
Necht X € supp R.u je libovolny, ale takovy pevny bod, Ze plati (R.u)(X) # 0.
Potom podle (11.240) existuje Y € K tak, ze | X — Y| < e. Tedy

dist(X,K) = inf | X -Z|| <[|[X-Y] <e.
ZeK
Zbytek dikazu probiha stejné jako v 11.14.8.

11.15. Poincaréova nerovnost. Bramble—Hilbertovo
lemma. Interpolace. Konvergence MKP

11.15.1. Véta (Poincaréova nerovnost). Necht u € H*(I), kde I = (a,b),
—o00 < a < b< +oo. Potom

Jullz < C{|u\i +§ </Iu(j)(:c) dx)z}, (11.265)

kde konstanta C > 0 nezdvisi na u.

Diikaz. (A) Necht u € C(I) a £,m € I. Potom

Povysme tento vztah na druhou
n 2
w2n) +2(6) = 2u(€utn) = [ v/a) ao)
g
a pravou stranu upravme pomoci Schwarz-Bunakovského nerovnosti:

(/;u’(m) dm)2§ '/;12 dz '/; (v (2))° da|,

ptricemz znaky absolutnich hodnot jsou zbytecné, je-li & < n. Z poslednich dvou
vztahu plyne

b

w0+~ 2u(u(n) < (0-a) [ (0(@)" s

a

Integrujeme-li tuto nerovnost v intervalu <a, b> nejprve podle ¢ pfi konstantnim 7
a potom podle n, dostaneme

b

<b—a>/ab (u(m)* dn+ (b — a) / (u(©)* s —2 | U(n)dn/abU(é)dis
<t-o° | (W @)? s
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cili
b

1 2
lullg < 50— a)?uli + ﬂ(/ u(x) dm) . (11.266)

Podle véty o hustoté C>°(I) v H'(I) vztah (11.266) plati pro véechna u € H'(I),
Pficteme-li k obéma strandm (11.266) vyraz |u|?, dostaneme vztah (11.265), kde
C =max (14 %(b—a),1/(b—a)).

(B) Stejnym zpusobem jako jsme dostali (11.266) odvodime

1
o < 30 - @Plu+ = ([

b 2
u' () dm) (11.267)
cili
b 2
luli < crlul3 +CQ</ (v (z)) dm) : (11.267*)
kde jsme pro stru¢nost polozili ¢; = 3(b—a)?, c; = 1/(b—a). Dosadime-li (11.267%)
do pravé strany vztahu

b

2
||U||3§(1+cl)|u|?+@(/ u(x) dx> : (11.266%)

ktery jsme ziskali v zavéru casti (A), dostaneme

ull? < (1+62){01|u|§+02</1u'(x) dx)Q} +02</Iu(m) dm)2.

Pficteme-li k obéma strandm tohoto vztahu |u|3, dostaneme (11.265) pro pifpad
k = 2. Matematickou indukei zobecnime tento postup pro libovolné k € N. (Pocho-
pitelné pfi kazdém kroku uzijeme vétu o hustoté linedrniho prostoru C*°(I) v So-
bolevové prostoru H*(I).) O

Lemma, které uvadim ve vété 11.15.2, je jednoduchou aplikaci Poincaréovy
nerovnosti; ma vSak vyznamné postaveni v analyze metody kone¢nych prvku.

11.15.2. Véta (Bramble-Hilbertovo lemma). Nechi I = (a,b), kde —oo <
a < b< +00. Necht F je linedrni ohraniceny funkciondl na H*(I),

|F(v)] < Chllvllws Yo € H(I), (11.268)

a necht
F(p)=0 YgePi(k—1), (11.269)

kde P1(k — 1) je mnoZina viech polynomi v R stupné nanejuys k — 1. Potom
|F(v)| < C1Cs|v|pr Yo € HF(I), (11.270)

kde konstanta Cy nezdvisi na funkci v a konstanta Cy zdvisi pouze na k a na inter-
valu 1.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze existuje pravé jeden polynom ¢ € Py (k — 1), ktery
splnuje vztahy

/I(v(w>+q(x>)(j) dr=0, j=01,... k—1. (11.271)
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To je snadné: Je-li
q(x) =co+crz+ - +ep1aF7t, (11.272)

potom pro j =k — 1 z (11.271) dostavame

C = — 1 'U(j)fL' xr
k-1 (k’—l)!(b—a)/f (z) d.

Tento vyraz dosadime do (11.272); odtud vypoéteme ¢*~2)(x) a dosadime do
(11.271), kde j = k — 2. Tim dostaneme rovnici pro ci_2, atd.

Z véty 11.15.1 potom plyne, Ze
v+ alle,r < Cofv +4qlk,1 = Co|vlk,r.
Pomoci vztahu (11.269), linearity funkciondlu F' a vztahu (11.268) dédle dostaneme
[F(v)| = [F(v) + Fg)| = |[F(v+ )| < Cillv+gll.s-

Odhadneme-li pravou stranu predchozim vysledkem, dostaneme nerovnost (11.270),
coz jsme chtéli dokazat. [J

11.15.3. Véta (Interpolaéni teorém). Nechi I = (a,b), —co < a < b < +00.
Necht uyny € P1(n) je interpolacni polynom funkce u jednoznacné definovanyj vztahy

Uit () = u(z;), To=a<z1 < <Tp_1<xp="0, (11.273)

pricemZ body x1 < -+ < x,_1 déli interval I na n — 1 stejné velkych ¢dsti. Necht
u € H*(I), pricemz
2<k<n+1. (11.274)

Potom pro 0 < s < k plati

lu = wing s, < CRF~*Ju

kI (11.275)
kde konstanta C' > 0 nezdvisi na funkci u a kde hy =b — a.

Dukaz. Poznamenejme, ze predpoklad £ > 2 zarucuje podle Sobolevovy véty
o vnofeni, ze u € C%{a, b), takze polynom ui,; muze byt definovén vztahy (11.273).24

Dikaz jednoznacnosti uréeni polynomu w;, (z) provedeme pro vétsi jednoduchost
v piipadé n = 3: Staci dokazat, ze ze vztahu ui,(z;) = 0 (¢ = 0,1,2,3) plyne
uint(z) = 0. Podle Rolleovy véty existuji body &; spliujici zp < & < 1 < & <
x9 < & < m3, ve kterych wuin(&;) = 0. Dalsim uzitim Rolleovy véty zjistime
existenci bodu n; splaujicich & < 9 < & < m < &2, ve kterych ull (ny) =
ull ((m) = 0. Tedy existuje bod ¢y tak, ze u{! ({p) = 0. Odtud uiy € P(2).
Protoze u{l(no) = 0, je uiny € P(1). Déle u{ (&) = 0 dava uin, € P(0) a protoze
uint(z0) = 0, tak plati ujn(z) = 0.

(A) Necht Iy = (0,1). Polozme

u (&) = u(x™(§)), (11.276)
kde transformace
z*(€)=a+hiE=a+ (b—a), &cly=(0,1), (11.277)
zobrazuje vzajemné jednoznacné interval Iy na interval I. Ptitom
zj=2"(j/n) (j=0,1,...,n). (11.278)

24y R dokonce staci k > 1.
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Zvolme funkci v € H5(Iy) libovolné, ale pevné, a definujme linedrni funkcional
F(u*) na H*(Iy) vztahem

Fu™) = (u" — (tint)",0)s,10 » (11.279)
kde polynom (ujn)* je dan vztahem
(int)™(§) = wint (2" (£)) (11.280)

a (w,v)s, 1, je skalarni souéin v prostoru H*(ly):

S
(w,0)sr, =Y | D'wDlv d¢. (11.281)
=010
Ovéime predevsim, ze F je linedrni funkciondl: Necht cp, ¢o jsou dvé libovolna

redlnd &fsla a w*, 2* € H*(Iy) dvé funkce korespondujici s funkcemi w, z € H*(I)
podle vztahu (11.276). Potom

Faw® + c2") = F((ciw + c22)") = ((aw + c22)" — ((cqw + ¢22)int) ™, V) 5,1, =

= (crw™+c22" —(C1Wint+C22int) ™, V) s, 1, = (Crw™ +c22™ —c1 (Wint ) 42 (2int) ", V) 5,10 =
=c1(w" = (Wint) ™, 0) 5,10 + c2(2" = (2int)*, V) 5.1, = A F (W) + 2 F(2%) .

(B) Nyni dokazeme, ze
[F(u)] < Cullolls o [u”llk,xo (11.282)
kde konstanta Cy nezavisi na v a u*. Vztah (11.279) implikuje

[F(u)] < flu” = (ting)”

sutol[Vlls,r0 < M0lls, 1o (1w k.16 + 1l (ine) [l z0) - (11.283)

Abychom dokazali (11.282), musime odhadnout ||(wint)*||x,7, pomoci ||u*||x 1,: Po-
dle (11.276), (11.278) a (11.280) plati

w (g/n) = w(@;),  (uin)"(G/n) = wins(2;) (5 =0,1,...,m), (11.284)
Vztahy (11.284) spolu se vztahy (11.273) davaji

(uint)"(3/n) = w(3/n), (G =0,1,...,n). (11.285)

Linedrnost transformace (11.277) a vztah (11.280) zarucuji, ze (uint)* € P1(n).

Podle (11.273) je tedy (uin)* interpolac¢nim polynomem funkce u* € H*(Iy). Od-
tud

(uine) (&) = Y u™(3/n)@; (8), (11.286)
5=0
kde bazové polynomy 7 € P1(n) (j =0,1,...,n) jsou jednoznatné urceny vztahy

125



Plati B
leiller, <K (j=0,1,...,n). (11.287)

Konstanta K zavist pouze na pevnych veli¢inach k, n, ¢, ..., ¢} a muze byt (po
jistém usili) vypoctena, coz vSak v tomto dukazu neni nutné. Odhad (11.287)
a vztah (11.286) implikuji

J=0

I (wint) e < > 1 G/m)] - 195 ke < K> Ju™(i/n)].
§=0

Protoze k > 2 (v R! pfitom sta¢i k > 1), ze Sobolevovy véty o vnoreni (viz vétu
11.7.29) plyne B
|u*(3/n)| < max[u®(§)] < K(o)l|lu"{|k.1, ,

0

kde konstanta K (Iy) zdvisf pouze na Iy. Kombinaci poslednich dvou odhadi se
vztahem (11.283) dostaneme odhad (11.282), kde C; = 1+ nK K (I).

(C) Nyni dokazeme, ze
Fu*)=0 Yu" € Pi(n). (11.288)
Podle (11.286) je polynom (uint)* € Pi(n) interpolaénim polynomem polynomu

u* € P1(n); odtud je (uint)* = u*. Tento vysledek a vztah (11.279) davaji (11.288).

(D) Podle (11.282) je F(u*) line4rni ohraniceny funkcional na prostoru H* (1)

s normou, kterd neni vétsi nez Ci||v||s,1,- Protoze podle (11.274) je k — 1 < n,
vztah (11.288) dava

Fu*) =0 Yu*ePi(k—1). (11.289)

Z (11.282) a (11.289) plyne, ze oba piedpoklady Bramble-Hilbertova lemmatu (viz
vétu 11.15.2) jsou splnény, takze plati

[F(u”)] < CrCellvlls ol kg, Yu™ € H"(Io), (11.290)

kde (jak uz bylo zminéno) C; = 1+ nKK(I,) a konstanta Cy zdvisi podle véty
11.15.2 pouze na k a I.

Protoze funkce v byla zvolena v H®(Ij) libovolné, vztahy (11.279) a (11.290)
dohromady davaji

(W — (uine)*, V)5, 10| < CrCol|vlls,z Uk, Vu™ € HY(Io), Vv € H*(lo).
Polozime-li v = u* — (ujnt)*, dostaneme odtud
|u* = (Uing)* || s,y < C1Co|u* |1,  Vu* € H*(Iy). (11.291)

(E) V zavérecné casti dukazu prejdeme od nerovnosti (11.291) k odhadu vyrazu
|4 — Uit || s,7 na intervalu I. K tomu uzijeme vétu 11.15.4: Polozime-li w = u — Uing,
dostaneme ze vztahu (11.296) (viz vétu 11.15.4 na str. 127) pro 0 < s < k

[ = winglls,r < Vhrhp®[lu” = (uing)*[|s,1- (11.292)
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Polozime-li w = u, dostaneme ze vztahu (11.297) (viz opét vétu 11.15.4)
0¥k, 1 < Ok (hr) ™ [ulg, 1. (11.293)

Zaver dukazu je nyni jednoduchy: Nasobme (11.291) vyrazem

Vhihy?

a odhadnéme levou stranu zdola pomoci (11.292) a pravou stranu shora pomoci
(11.293). Dostaneme

= winells,r < CCORYRS*[uli,z
coz je odhad vyjadfeny vztahem (11.275). [

Ve vété 11.15.4 odvodime vztahy (11.296) a (11.297). K tomu jesté potfebujeme
inverzni transformaci k transformaci (11.277), tj.

&(x)=h;"(x—a), z€l=(a,b), (11.294)
a vyjadreni funkce w*(§) pomoci funkce w(x) (je to opakovani vztahu (11.276)):
W (€) = wla*(€)). (11.295)

11.15.4. Véta. a) Nechi I = (a,b), kde b —a < 1, a Iy = (0,1). Je-li w €
C>(I), potom w* € C*(1y) a pro libovolnd celd ¢isla s, k € {0,1,2,...} plati tyto
vztahy, ve kterych znacime hy == b — a:

lwlls,r < V/hrhy*lw*|s,1, » (11.296)
| |k,1, = Wi (he) ™ Pl s - (11.297)

b) Jestlize w € H*(I), potom w* € H*(Iy) a plati vztahy (11.296), (11.297),
pricemz v (11.296) je 0 < s < k.

Diikaz. a) Protoze x*(£) € C°(R!), z piedpokladu w € C* (_T) a vztahu (11.295)
plyne (podle véty o derivovani slozené funkce), ze w* € C°°(Ip). Nyni dokdzeme
(11.296). Podle véty o transformaci integralu plati

o = ;/b (%)de = hfg/ol () (©))" de, (11.298)

[w

kde . _
(w)* (&) = w (z*(€)).

Abychom vyjadiili (w))* ve vhodném tvaru, pisme
w(x) = w* (£ (x)). (11.299)

Protoze £*(z) je linedrni funkce, dostaneme z (11.299) derivovédnim

dr  df dz  d€ By da? dz

dw  dw* d¢*  dw' 1 d*w  d (dw\1  dw* 1
d¢ Jhr  d€2 h?
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a obecné

dw d?w* 1

- = ——. 11.300
dxd d&7 m ( )
Pravé strana (11.300) je funkci pouze &, takze vyjadiuje (w?))*:
» dw\*  dw* 1
@) = ) = ——. 11.301
(™) ( dz? ) A&7 p] ( )

Dosazenim (11.301) do (11.298) a dale uzitim vztahu h;y < 1 dostaneme
- 1
lwlZr=hr) \w*@,mﬁ < hehp w12 4,
§=0 I

takze po odmocnéni dostaneme nerovnost (11.296).
e Nyni dokazeme (11.297). Protoze x* () je linearni funkce, dostaneme z (11.295)
a (11.277) derivovanim
a7 w* d/w
—() = ——
d¢’ da’

(z)hl. (11.302)

Prava strana vztahu (11,288) je funkei pouze z, takze vyjadiuje funkci (w*)\)
transformovanou z Iy na I; miizeme ji oznagit symbolem ((w*)V))®. Tedy

1 dk * 2 b dk 2
it = [ [G©] ae= [ [

Odmocnénim (11.303) dostaneme rovnost (11.297).

b) Nejprve dokézeme, ze w* € H"*(Iy), jestlize w € H*(I). Muzeme uzit vétu
11.7.21 (resp. 11.7.26) o hustoté linealu C>°(I) v Sobolevové prostoru H*(I) a ke
kazdé funkci w € H*(I) nalézt posloupnost {v;} € C>(I) takovou, ze

dg

| o= ol

dx
(11.303)

lim |lv; — wl|g,r = 0. (11.304)

Polozme
v; (§) = vi(z(£)) -

Stejné jako na zacatku casti a) plati, ze v € C*°(1y). Nyni dokdzeme, ze

H’U; - U:”k,h < (h[)_l/zH’Uj — 'Ui”k,l . (11305)

V rovnosti (11.303) polozme u* = v; — v}, zaménme symbol k symbolem m a se-

¢téme (11.303) od m = 0 do m = k; dostaneme

k k
i,[o = Z |vj — ”ﬂ%z,[o = hI_l Z h?mh’j - Ui|3n,] < h1_1||vj - Uz‘||i,[§

loj = vj

nerovnost plyne z predpokladu h; < 1. Odmocnénim této nerovnosti dostaneme
vztah (11.305).
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Podle (11.304) jde prava strana (11.305) k nule, kdyz i,j — oo. Tedy {v;}
je cauchyovska posloupnost v prostoru H¥(Iy). Tento vysledek spolu s tiplnosti
prostoru H*(Iy) implikuji existenci funkce w € H*(Iy), pro kterou plati

lim v} —wlk1, = 0. (11.306)

Protoze k > 1, podle Sobolevovy véty o vnofeni plati, ze w € C°(I). Odtud
a podle (11.295) je (vzhledem k linearité funkce z*(€)) w* € C°(Iy). Nyni

[v7 —w*{lo,1, = \//0 (v7 (§) —w*(£))?d€ = (11.307)

b
= (hﬁ_m\// (vi(2) = w(2))2d¢ = (hr)~?|lo; = wllo,r, — 0.

Vztahy (11.306), (11.307) a jednoznaénost limity v Lo(Iy) implikuji w = w*; odtud
w* € H*(Iy), coz jsme chtéli dokdzat. Piitom (dosadime-li w = w* do (11.306))

lim ||vj —w*|k,17, = 0. (11.308)

Ze vztahu (11.304) a (11.308) plyne

lim [jvsl[s,r = llwl[s,r,  dim [[v] |55, = [[w" 5,10 , (11.309)
11— 00 11— 00
lim [vils,r = wls,r,  lm [0]]s 1, = [w*[s 1, - (11.310)
11— 00 11— 00

Skutecéné, podle trojihelnikové nerovnosti a vztahu (11.304) plati

[ills,r = llvi +w —w

5,1 < [|w s, I T |vi _wHSJ - ||w||571.

Stejné lze dokazat zbyvajici tii vztahy vystupujici v (11.309) a (11.310).
Zbytek dikazu je jednoduchy: Protoze {v;} € C°(I), plati podle jiz dokdzané
¢asti a) této vety 11.15.4

vills,r < Vhibhy®||v]||s,5o » (11.311)
[0 k1o = By (he) ™2 Jvilks - (11.312)

Piejdeme-li k limité pro i — oo v (11.311) a (11.312), dostaneme pro funkci w €
H*(I) odhady (11.296) a (11.297). O

e Zbyva probrat posledni téma této podkapitoly: konvergenci MKP. Zopakujme
si véty 11.6.1, 11.6.2 a 11.6.3, které zde uvadim pod ¢isly 11.15.5, 11.15.6 a 11.15.7,
a provedme dikazy poslednich dvou vét, které nebyly v podkap.11.6 dokazany:

11.15.5. Véta (abstraktni odhad chyby). Nechi u € H' je reseni slabé
formulace, ve které vystupuje V -eliptickd a ohrani¢end bilinedrni forma a(v,w).
Potom plat?

— < C inf — 11.313
lu —unly < € inf Jlu—vl, ( )

kde C' je konstanta nezdvisla na h, u a v.
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11.15.6. Véta (o maximalni rychlosti konvergence). Nechi bilinedrni
forma a(v,w) je V-eliptickd a ohrani¢end a nechi u € H?(0, /), kde u je vesent slabé
formulace a H*(0,£) C L2(0,£) je podprostor funkci s kvadraticky integrovatelnygmi
pronimi a druhymi derivacemi. Potom

|lu —up|ls < Chluly Vh € (0;1), (11.314)

kde konstanta C' nezdvisi na h a u a kde seminorma |uls je definovand vztahem

‘
lule = / (u")? dz.
0

Diikaz. Necht I}u je interpolace funkce u € H?(0,¢) spojitou funkci, kterd je po
prvcich déleni Dy, (viz (11.6)) linedrni. Protoze I} € W}, vztah (11.313) implikuje

lu —uplls < Cllu— Lyull.

Vztah (11.314) nyni plyne z interpolaéniho teorému pro jednorozmérné konecné
prvky s linedrni nasadou: viz vétu 11.15.3, kde n = 1:

|u — Tiullr < Chluls. (11.315)
Tim je dukaz véty 11.15.5 dokoncen. [J

11.15.7. Véta (obecna véta o konvergenci metody koneénych prvki).
Necht jsou splnény predpoklady véty 11.4.2 o existenci a jednoznacnosti resent slabé
formulace. Potom

lim [Ju = unlly = 0, (11.316)

kde u € H(0,¢) je veseni slabé formulace.

Na zékladni ideu dukazu obecné véty o konvergenci metody konecnych prvku
jsem pfisel v r.1969 a publikoval o tom s M. Zldmalem ¢lanek [ZZ]. Po vydéni
tohoto clanku piislusny trik nezavisle publikovali v riznych casovych intervalech
mnozi dalsi matematici pracujici v MKP. Tento trik spoc¢iva na uziti véty o hustoteé
mnoziny C°°(Q) NV v testovacim prostoru V. (V piipadé N = 1 jde o mnozinu
C’°"<O,£> N V.) Solidni dikaz této véty o hustoté je v piipadé oblasti O c RV
(N = 2,3) komplikovany a dlouhy a pifslusnd véta mé tento tvar (viz [Ze2, kap. 26,
str. 272 - 296] nebo [DZ]):

11.15.8. Véta (o hustoté C*(Q) NV ve V). Necht Q je oblast s lipschit-
zovskou hranici a necht
V={ve H(Q): Tv=0naly, kde Ty C 99,
measy_1I'1 > 0 (N =2 nebo N = 3)},

kde Tv je stopa funkce v € HY(Q) na T'y. Potom mnozina C*(Q) NV je hustd
v prostoru V. C HY(Q) testovacich funkci.

Prostor H}(0,/) je R'-analogif prostoru V z véty 11.15.8, kdyz I'y = 9. Oba
prostory Vg1 a Vg testovacich funkei jsou analogiemi prostoru V' z véty 11.15.8,
kdyz I'y je pouze Casti hranice 9€). Je pritom

C>{0,¢) N Hy(0,£) = {v € C(0,£) : v(0) = v(¢) =0}, (11.317)
C>(0,0) N Vg1 = {w € C*(0,£) : w(0) =0}, (11.318)
C>(0,0) N Vsa = {w € C>(0,£) : w(f) =0}. (11.319)

130



11.15.9. Véta.
(a) Hg(0,0) je uzdver mnoziny {C°°(0,£) : v(0) = v(f) = 0} v normé prostoru
HY0,0):

Hj(0,0) = [ve C*{(0,£) : v(0) = v(£) = 0] (11.320)

L
(b) Vs1 je uzdvér mnoziny {C>(0,£) : v(0) = 0} v normé prostoru H*(0,£):

Vs1 = [v e C>(0,£) : v(0) = 0] (11.321)

L
(c) Vsa je uzdver mnoziny {C*>(0,€) : v(€) = 0} v normé prostoru H*(0,¢):

Vo = [v € C*®(0,£) : v(¢) = 0] (11.322)

1

Dikaz. Operacemi uzavéru vyjadienymi na pravych strandch vztahu (11.320),
(11.321) a (11.322) vzniknou uzaviené podprostory tiplného prostoru H'(0,¢), coz
znamend, ze vzniknou tiplné podprostory Sobolevova prostoru H1(0,¢). Piitom
v hranatych zavorkach [-]; na pravych strandch (11.320)-(11.322) jsou mnoziny
(11.317), (11.318) a (11.319); dokazujeme tedy hustotu mnozin (11.317), (11.318)
a (11.319) v pifslusnych testovacich prostorech Hg(0,¢), Vs1 a V.

Uzéveér definovany pravou stranou (11.320) neni nic jiného nez podprostor pros-
toru W1(0, £):

[v € C>(0,£) : v(0) = v(£) = 0], = W5 (0,), (11.323)

kde W3 (0,¢) je mnozina téch funkei z W1(0,£), které jsou rovny nule v koncovych
bodech intervalu <O, €>. (Jiz vime, Ze prvky prostoru W1(0, £) jsou absolutné spojité
funkce na intervalu <0,€>, takze ma smysl hovofit o funkénich hodnotach v kon-
covych bodech intervalu (0, £).) Protoze podle Véty 11.7.27 je H'(0,¢) = W*(0,¢),
mus{ byt Hg(0,¢) = W4 (0,£). // Stejné se dokdze:

Vs1 = W51’1(07£) = Hé’1<07£)7 Vsa = W.SI‘Q(()?K) = HéQ(()vg)v

kde vyznam symbolu je jasny. [
Vétu 11.15.9 uzijeme nyni v dikazu Lemmatu 11.15.10.
11.15.10. Lemma. Nechi I = (0,¢). Jsou-li predepsdny okrajové podminky

u(0) =a, wu(f)="0, (11.324)

potom klademe
h—

14

Je-li predepsana jedind okrajovd podminka

w(z)=a+-——"x, we00) (11.324%)
u(0) =a, resp. wu(f)="0, (11.325)

klademe
w(z) =a, resp. w(x)=>b Ve (0,0). (11.325%)
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Potom pro kazdou funkci v € H'(0,¢), kterd spliuje dané okrajové podminky
(11.324) mebo (11.325), a pro kazdé § > 0 mizeme nalézt vs € H?(0,) tak, Ze
vs splnuje dané okrajové podminky a plati

lo = I vsllv s <6 Vh € (0, hys) (11.326)

kdee I }(L")vg € W}(Ln) je interpolant funkce vs pri uzZiti interpolacniho polynomu n-tého
stupné na procich <m,~, xi+1>.
Dikaz. A) Polozme
w=0v—w. (11.327)
Potom w € V' a podle véty o hustoté mnoziny C'*° <0, E>ﬂV v testovacim prostoru V'
(tj. podle Véty 11.15.9) existuje pro kazdé § > 0 takové funkce ws € C°°<O,€> nv,

ze
lw — ws1,0 < 3. (11.328)

Pomoci interpola¢niho teorému 11.15.3 snadno zjistime, ze

lws — I ws 1.1 < CR™ws|pir.s-

Tedy muzeme najit takové h,, s, ze

lws — L™ wsll1.0 < & Vh € (0, hus). (11.329)
Nerovnosti (11.328), (11.329) implikuji
lw—IMwsllo <6 VA E (0, hys) (11.330)
B) Polozme
v = Ws + w. (11.331)
Plati
lw — I™wlly ;= 0. (11.332)

Oznacime-li h, 5 = hy,5, potom (11.326) plyne z (11.327), (11.330) - (11.332) a z li-

nearity operatoru [ ,(Ln). Protoze funkce vs spliiuje dané okrajové podminky, dukaz
je kompletni. [

Diukaz véty 11.15.7. Podle Lemmatu 11.15.10 muzeme ke kazdému 6 > 0
najit takovou funkci us € H2(I) a takové h, s > 0, Ze us spliiuje dané okrajové
podminky (11.324), resp. (11.325), a plati

lu— I usllip <6 Vh € (0, hys). (11.333)

Protoze I ,(Ln)u(s € W,En), mame

inf (o —vlr < Ju— 1" us

vew,"
Véta 11.15.5 o abstraktnim odhadu chyby a nerovnosti (11.333) a (11.334) implikuji
(11.316). O

Véta 11.15.7 zarucuje konvergenci metody konec¢nych prvku za podminek, které
staci k existenci a jednoznaé¢nosti presného reseni u € H1(0, £) slabé formulace. Je-li
navic piesné feseni dostateéné hladké, tj. u € H?(0,£), potom véta 11.15.6 zarucuje
rychlost konvergence O(h), za predpokladu linedrni kone¢néprvkové nasady. Je-li

tato ndsada po prvcich kvadratickd a u € H3(0,£), potom rychlost konvergence je
O(h?), atd.

"2 (11.334)
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11.15.11. Friedrichsovy nerovnosti jinak. Friedrichsovy nerovnosti lze také
odvodit pomoci Véty 11.15.9: Uvazujme w € H} (0, ). Potom podle Véty 11.7.36¢

takze je

wi(t) = (/Ox w (1) dt>2.

Uzijeme-li na pravou stranu tohoto vztahu Schwarzovu nerovnost, dostaneme
€T x
w?(z) < / 12dt - / (w')?(t) dt.
0 0

Protoze (w’)%(t) je v intervalu (0, ¢) nezdpornd, je tim spiSe

w?(z) < /Ox 12dt - /Oe(w’)Q(t) dt = x/og(w')Q(t) dt.

Integrujeme-li tuto nerovnost od nuly do ¢ a ptrejdeme-li k oznaéeni x misto ¢ pro
integrac¢ni proménnou, dostaneme

/é w?(z) do < 32 /é(w')Q(w) dzx
0 0
cili
lwllg < 5€%[wl.
Pfi¢téme k obéma stranam |w|3:
Jwl|f < (14 26)|w|] Yw € C*>(0,£) N Hy(0,0). (11.335)

Uzijeme nyni vétu o hustoté mnoziny C°°(0,¢) N Hy(0,£) v Hg(0,£). Zvolme v €
H} (0, ¢) libovolng, ale pevné. Necht {w,} C C>(0,¢) N H}(0,¢) je posloupnost,
pro kterou

lim ||w, —v|1 =0. (11.336)
Protoze podle (11.335) plati
w3 < (14 363 |w,|7 Vw, € C=(0,€) N Hy(0,0), (11.337)

limitnim pfechodem v (11.337) pro n — oo dostaneme vzhledem k (11.336) vztah
(11.116). O

Analogickou argumentaci muzeme pouzit pfi dukazech téchto Friedrichsovych
nerovnosti

[ollf < Blvli Vv e Vst (8= const >0),
[ollf < Blv]i Vv e Vsa (8= const >0),

kde

Vg1 ={w e H'(0,£): w(0)
Vo = {w € H'(0,0) : w(¢)

} (11.175S1)

0
0}. (11.175S2)

133



11.16. Dodatek A (Spojitost podle stiedu)

P.3. Véta. Funkce f(X) md v bodé Xo limitu A, kdyz a jen kdyz posloupnost
{f(Xn)} konverguje k cislu A v pripadé kazdé posloupnosti { X, }, kterd konverguje
k bodu Xg:

lim X, ~ Xo| =0 = lm f(X,)=A. O *)

Pro dikaz Véty P.3 je vhodné formulovat definici limity funkce takto:

Definice. Rikdme, ze ¢islo A je limitou funkce f(X) (X € RY) v bodé X,
pricemz piSeme

: — kk

A f(X)=4, (**)

jestlize ke kazdému okoli O.(A) bodu A existuje takové okoli Os(X) bodu X, ze
f(O5(Xo) \ {Xo}) C O=(A).

Dukaz véty P.3. Nutnost podminky je ziejma. Dokazeme jeji dostatecnost
(budeme pfitom uzvat pro ryzi okoli znaceni O(Xy) := O(Xo) \ {Xo}): Pokud
vztah (**) neplati, potom existuje takové okoli O.(A) ¢isla A, ze v libovolném
ryzim okoli 55(X0) muzeme nalézt body, jejichz obrazy nelezi v O.(A). Polozme
6 =1 (n=1,2,...) a zvolme v kazdém ryzim okol 01 (X,) bod X, takovym
zpusobem, ze f(X,) ¢ O:(A). Potom posloupnost {Xnn} konverguje k X, ale
vztah (*) neplati, coz jsme chtéli dokazat. (Negace pravé ziskané implikace zni:
Kdyz plati (*), potom ma funkce f(X) v bodé Xy limitu A.) Poznamenejme, ze
jsme v tomto dukazu uzili axiom vybéru. [

P.6. Véta (Luzin). Necht f = f(X), kde X = [z1,..., 2], je méritelnd
a témér vsude konecénd funkce zadand na ohranicené a méritelné oblasti @ C RY.

Potom k libovolnému 6 > 0 existuje takovd uzaviend mnozina Fs, Ze restrikce funkce
f(X) na Fs je spojitd na mnoziné Fs a measy (2 \ F5) < . (Dikaz viz [Ja].)

P.4. Véta. Necht Q je ohraniéend oblast v RN (muiize bijt vicendsobné souvisld).
Potom kazda funkce f € Lo(QY) je spojitd podle stiedu, tj. pro ||h| < 0 plati (kde
| - || je euklidovskd norma)

(/Q[f(X +h) — f(X)]QdX)1/2 <e. (A.1)

Diikaz. A) Necht ¢ > 0. Podle véty P.1 o absolutni spojitosti Lebesgueova in-
tegralu (viz podkap. 11.14) existuje takové nn > 0, Ze pro kazdou méfitelnou mnozinu
G € €, jejiz mira splnuje nerovnost measy G < 4n, plati

(/G[f(X)]QdX)l/Q < (A.2)

Mnozinu G vhodnou pro tento dikaz zkonstruujeme v ¢ésti B).
B) Ke kazdému 7 z ¢ésti A) existuje takové o > 0, ze

measy H, <7, (A.3)
kde
H,={X € Q:dist (X,00) < o}. (A4)
Polozme
Q, =Q\ H,. (A.5)
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Funkce f je evidentné méfitelnd na mnoziné §2,; tedy existuje podle Luzinovy véty
(viz P.6) takovd uzaviend mnozina Fnl C Q,, ze restrikce funkce f na Fnl je spojitou
funkci, pricemz (pro vétsi struénost budeme v tomto dikazu misto symbolu measy
uzivat pouze symbol meas)

meas (2, \ F,) <. (A.6)

Podle (A.3), (A.5) a (A.6) plati
meas(2\ Fnl) =meas((H, U Q,) \ Fnl) = meas(H,) + meas(£, \ Fnl) < 2n. (A.7)
Protoze mnozina Fnl je uzaviend a ohranic¢end, je funkce f stejnomérné spojit42°

na F,. Tedy existuje takové ¢ € (0, 0), ze

3

2+v/meas 2

pro vSechny dvojice bodu X, X+h € Fnl, kde h je libovolné, ale pevné ¢islo splnujici
nerovnost ||h|| < 0. (Je to ono h, které se vyskytuje ve formulaci Véty P.4, pricemz
|R|| je euklidovskd norma h € R¥Y; viz str. 114 dole.)

S uzitim h, které souvisi se vztahem (A.8) (tj. takové, ze ||h|| < 0 < p), definujme
translaci 7" pomoci

X =[z1,...,2,] =T"Y) = [T (1), ..., TR (yn)] = [y1 — 1, - .., yn — hnl.

[f(X+h) = f(X)] < (A.8)

Polozme
2 _ mphyply __mh . 1
F77 =T (Fn)—{X—T (Y).YEFU). (A.9)

Protoze F, C Q,, vztahy (A.4) a (A.5) implikuji F7 C Q. (Tato inkluze je
divodem, ze jsme definovali mnozinu H, a aplikovali Luzinovu vétu na mnoziné
Q,.) // Tedy vztah (A.9) muze byt zapsan ve tvaru

2 _ . 1
Fi={XeQ: X+heF,} (A.10)

Polozme
F,=F,NF;. (A11)

Mnozina F;, je uzaviend (protoze je prunikem dvou uzavienych mnozin). Protoze

meas Fnl = meas F,?

(dusledek invariance Lebesgueovy miry vzhledem k translaci), vztahq (A.7) imp-
likuje meas (Q\ F}?) < 27. Uzijeme-li nyni druhé de Morganovo pravidlo, nalezneme

meas(Q \ F,) = meas((2 Fnl) U2\ F,?)) < meas(\ Fnl) + meas(€ \ F,?) < A4n.

Tedy polozime-li G = Q \ F),, dostaneme z casti A)

(f mCe h>12dx)m +(f . [f(X)PdX)l/Q <

25Rikame, ze funkce f je stejnomérné spojitd na mnoziné M, kdyz ke kazdému € > 0 existuje
takové § = d(e) > 0, ze |f(X) — f(Y)| < e pro vSechny dvojice bodi X, Y € M, které spliuji
X —Y] <.

(A.12)

DO ™
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C) Z (A.10) je vidét, ze X + h € F, pro X € F,. Tedy vztah (A.8) plati pro
vSechny body X € F},, takze povySenim nerovnosti (A.8) na druhou a integraci pfes

F,, dostaneme

([ trecen - oo dx)m <

n

Kvuli strucnosti polozme
Aim [ FOCHR) - FOOP aX,
Q\F,

B ::/ F(X +h) — F(X))2 dX.
F,

n

Protoze A+ B < A+ B +2VAB = (VA + v/B)?, plati
VA+B<VA+VB.

Podle (A.14)
A+B:/Q[f(X+h)—f(X))]2dX.

Pomoci (A.14);, trojihelnikové nerovnosti v Ly (£2) a (A.12) dostaneme

VA<s.
Kone¢neé, vztahy (A.13) a (A.14), implikuji

VB<E.

| ™

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

Dosadime-li (A.16) do levé strany vztahu (A.15) a odhadneme-li pravou stranu

vztahu (A.15) pomoci (A.17) a (A.18), dostaneme

\//Q[f(X+h)—f(X>]2 ax <,

coz zakoncuje dukaz. [J

11.17. Dodatek B (Priklad funkce z C3(Q))

V tomto dodatku dokazeme, ze funkce

{ e /1=2=v") pro 22 4 y2 < 1,
u(x,y) =

0 jinde v Q

nalezi do linedrniho prostoru C§°(£2).
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Staci dokdzat tuto skutecnost: Je-li A = [za4,y4] C d(suppw) libovolny bod a blizime-li se k A
z vnittku D nosi¢e supp u po libovolné cesté, tj.

[$,y] - [xAyyAL [$,y] €D,

potom limita jak funkce u(x,y), tak vSech jejich parcidlnich derivaci libovolného faddu jsou nuly.
Pi{mym vypoctem najdeme, ze pro [z,y] € D plat{

1

u(x’y) = mv (B2)
ou 1 —2z Ou ! —2
du _ _ du _ . . (B3
8$ (%y) el/(l—x2—y2) (1 —7)2 _y2)2’ 8y ($,y) el/(l_w2_y2) (1 —$2 _y2)2 ( )

Abychom nasli vyrazy pro m-té parcidlni derivace funkce u(z,y), pisme jak % (z,y), tak g—Z (z,y)

ve tvaru souc¢inu ti{ funkeci

ou ou
5z &Y = filz ) fa(zy) fs(2), 8—y(w, y) = fi(@,y)fo(z,y) f3(y), (B.4)
kde 1
_ - - = —2¢. B.
fl(w7y) el/(17m27y2)’ f2($7y) (1—ac2 _y2)27 f3(£) 13 ( 5)
Uzijeme-li pravidlo pro derivaci slozené funkce, dostaneme odtud
82u( ) = 42 1 82 1 _
o2 DY) = (1 —22 —y2)del/(0—2?=y?) (1 — 22 —y2)3 ¢1/(1-22-y?) (B.6)
2 1 '
(1 — 22 — y2)2 el/(1—22—y2)’
0%u 4xy 1 8xy 1
_ — B.
dxdy (z,y) (1— 22— y2)4 ol/(1—a2—y2) (1— a2 —y2)3 ol/(1—a2—y2)’ (B.7)
a%( )= 492 1 8y? 1 3
a2 Y T A2 — ) G (1 - a2 — y?) /(e (B.8)

2 1
(1 — 22 —y2)2 g1/(A—a?—y?)’

Z (B.2),(B.3), (B.6)—(B.8) vidime, ze kazd4 parcidlni derivace (doposud pouze do druhého fddu
véetné) je souc¢tem kone¢ného poctu vyrazu tvaru

P(z,y) f1(z,y)Gm(z,y), (B.9)
kde
1

Play) =ka'y (g k€No), Om(ey) = m—g

(m e N), (B.10)

a ze funkce f1(z,y) je ddna vztahem (B.5);. Snadno vidime, ze kazd4 parcidln{ derivace je souctem
kone¢ného poctu vyrazu tvaru (B.9). Tedy staci dokdzat, ze

lim P(z,y)fi(z,y)Gm(z,y) =0 ([z,y] € D). (B.11)

[,y]—[za,y4]
Abychom dokézali (B.11), zavedme polarn{ soufadnice
r=rcosp, Y=rsiny, (B.12)

které ndm umozni zapsat pravou stranu vztahu (B.11) ve tvaru

o] li[m P(z,y) fi(z,y)Gm(z,y) = lir{1 {P(rcos p, rsin cp)Fm(r)}, (B.13)
T, Y| — [T A YA Tl
p—pa

137



kde L
Fon(r) = 3770 (B.14)

el—TQ

Podle (B.13), (B.14) plati

1
(1—r2)m

(T)}:P(cosgoA,singoA) lim ————.
2

r—1— el r

(B.15)

linlrl P(rcosy,rsinp)Fp,
r—1—

P—pa
Limita vystupujici na pravé strané vztahu (B.15) muze byt vypoctena pomoci I’Hospitalova
pravidla a matematické indukce. Nalezneme, ze

1
—_r2)ym
lim L= g (B.16)
r—l- 173
el—r

Vztahy (B.13) - (B.16) déavajf
im D*u(x,y) =0 V]a| € NU{0}.
[z, y]—=[za,yal
[z,y]eD
Tim je dikaz, Ze funkce (P.40) nélezi do C§°(€2) dokoncen. Ziskany vysledek lze zobecnit na
pifpad N = 3 uzitim sférickych soufadnic. V R! je naopak vypocet jednodussi. [

Poznamka. Stejnym zpusobem muzeme dokazat, ze funkce
e($2+y2)/($2+y2_1) pro w2 -+ y2 < 1,
u(z,y) = . -
0 jinde v
nélezi do C5°(€2). Funkce tohoto typu jsou casto uzivany. Byvaji psdny ve tvaru

(N znagi pocet proménnych)

- z|?
on(Z) = xh™N exp <”Z||||27|_hg) pro || Z|| < h,
0 pro [|Z] = h;
symbol || - || oznacuje euklidovskou normu a konstanta s je definovdna vztahem
/ W1<Z) dz = / wh(Z) dz =1
RN RN
z kterého dostaneme
1z
» = exp <7> dz
/RN 1Z]* =1

Prvni rovnost plyne ze skutecnosti, ze
1ZI2/( 2|17 = n2) = 11Z/h1? /(1 Z/n]* - 1),

a pomoci substituce Z = hX = [hxy, ..., hry], kterd implikuje dZ = A dX.

138



11.18. Dodatek C (Hustota C>(I) v HX(I))

11.18.1. Véta (o rozkladu jedniéky na intervalu). NechiI = (a,b) C R? je
konecnij interval. Necht ohranicené intervaly Uy, Uy, Uy pokrijvaji I tak, ze Uy C 1.
Potom existugi takové funkce p; € C(U;) (i =0,1,2), Ze

2
0<gi(x)<1Vrxel, ¢i(a)=pab) =1, ngz(a:) =1Vx el
i=0

Diikaz. Necht intervaly Go, Gy, Gy splijici G; C U; (i = 0, 1,2) také pokryvajf
1, piicemz
dist (GZ,GUZ) >h>0 (2 =0, 1,2), (Cl)
kde h > 0 je dostatecné malé. Uvazujme funkci

el/(2*=h*) " pro |z| < h,

(C.2)
0 pro |z| > h.

w(h,z) = {

Podle Dodatku B plat{ w(h, z) € C$°(R!). Kazda kompaktni mnozina G; mtize byt
pokryta intervaly Kihj o poloméru h a se stiedy y;; (j =1,2,...,n;) tak, ze stiedy
yi; intervali pokryvajicich 0G; lezi na 0G,;. Polozme

N4

pi(r) =Y wlh,z—yij). (C.3)

j=1
Vztahy (C.1) a (C.2) implikuji
w(h,z —yij) € C5°(Ui);
tedy podle (C.3)
Yi(z) € C5°(U;). (C.4)

Protoze G; C U Kihj awlh,x —y;;) >0, kdyz z € Kihj (tato skute¢nost plyne
j=1
z (C.2)), dostavame B
vi(x) >0, z€G;. (C.5)
Kazdy bod z € I nalezi alespoii do jednoho intervalu G;; tudiz (C.5) implikuje

2

> hi(z) >0 Vel (C.6)
=0
Podobné ,
Zw(m) >0, Yo(z) =0 Ve {a,b} (C.7)
Polozme
oi(z) == f& (i=0,1,2). (C.8)
;O%(ﬂf)

Vztahy (C.4), (C.6) a (C.7) implikuji, ze funkce (C.8) splituje tvrzeni Véty 11.18.1. [
139



11.18.2. Véta (o hustoté C(I) v H*(I)). Linedrni prostor C°°(I) je hustj
v HE(I).

Diikaz. A) Necht u € H*(I), kde I = (a,b), je libovoln4, ale pevna funkce. Necht
Uy a Us jsou disjunktni intervaly z Véty 11.18.1, které jsou okolimi koncovych bodu
a, b. Necht dale Uy je takovy interval, ze

2
UyC 1, UUTDT. (C.9)
r=0

Potom véta o rozkladu jednicky na intervalu (viz vétu 11.18.1) implikuje existenci
takovych funkci ¢, € C§°(I) (r = 0,1,2), ze supp ¢, C U, 0 < ,.(x) < 1, pficemz

2
Zcpr(a:) =1, zel. (C.10)
r=0
Definujme u(z) = 0 pro = ¢ I (tento obrat uzijeme v dukazu nékolikrét; je tfeba
zdiraznit, 7ze takto prodlouzend funkce u ziistava prvkem H*¥(I)) a polozme
up (1) := @ (x)u(z), zcR' (r=0,1,2). (C.11)
Je ztejmé, ze
u, € H*(I), suppu, C U,, suppu, \{a,b} C1I. (C.12)

Abychom dokézali, ze C>°(I) je hust4 podmnoZina normovaného prostoru H*(I),
staci dokéazat nasledujici tvrzeni:

(*) Existuje posloupnost takovych funkei ¢, € C5°(I) (n =1,2,...) Ze supp ¢ry
Cc U, (r=0,1,2), pficemz

lim ||u’l“ - r‘vb’l“'n k, — 0 (T = 07 ]-7 2)

Skutecné, vztahy (C.10), (C.11) implikuji

takze kdyz polozime
Un(x) = Z’@Dm(w)a
r=0

dostaneme z (*) pomoci trojihelnikové nerovnosti

2 2
||lu — lﬁnsz = H Zo(ur — Prn) ol < ZO ||y — ¢rn”k,] — 0, kdyz n — oc.
r= r=

Zvolme ¢ € (0,3 (b — a)) a definujme interval
Ie =(a—&b+¢). (C.13)
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Dale polozme
Urg(x) :=up(x+hy) (1<r<2; by =& hy=-E). (C.14)

Graf funkce uq¢, resp. uge, ziskdme translaci grafu funkce w1, resp. us, v zdporném,
resp. kladném sméru osy z o délku . Obé translace muzeme vyjadrit takto:

r=T(y)=y—hy, yeU. (C.15)
Inverzni transformace k (C.15) ma tvar
y=T"(x)=2+h,, z€T.(U,). (C.16)
Uzitim (C.16) muzeme psat vztahy (C.14) ve taru
urg (@) = u (T, (2)), €T (Uy). (C.17)
Konecné, budeme potiebovat vztahy
supp ure = T,-(suppu,), suppu, = T,7 ' (supp use) . (C.18)
Nyni muzeme uzit vétu P.5 o substituci v Lebesgueové integralu (viz zacitek
podkap. 11.14). Protoze pro jakobidan J(y) transformace (C.15) plati J(y) = 1
a protoze zobecnéné derivace funkei u,¢ a u, spliuji zfejmé vztahy
Diupe(z) = Dlu,(y), 0<j<k,

muzeme podle Véty P.5 psat

k
: 2
”urf”i,suppurg = Z (D(J)urg(-fﬁ)) dx =
j=0 ¥ SUPP Urg
k (C.19>
; 2
=3[ (PP ) = R g
j:O supp uw
Vztah (C.19) déva
||u7“£ k,suppure = ||’LL7~ k,supp wy (020)
tj.
Urg € H" (supp ure). (C.21)

Protoze suppu,e C I¢, kde I = (a — &,b+ &) (viz (C.13)), plati (pfipomindm,
ze u(z) = 0 pro X ¢ I; déle pfipomindm definici (C.14) funkce u,¢ a (konecneé)
vlastnosti nosice funkce)

ure € HY(I¢); (C.22)

odtud (protoze I C I)
upe € HY(I) . (C.23)

(Vztah (C.23) znamens, Ze restrikce funkce u,¢ na interval I nélezf do H*(I).)
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e Po tomto zdlouhavéjsim tdvodu prikro¢ime k samotnému jadru dukazu, ve kterém
budeme aplikovat vétu o spojitosti funkei z Lo podle stFedu (touto aplikaci ziskame
odhad (C.25) rozdilu u, — uy¢) a Vétu 11.14.9 z teorie regularizace, pomoci niz
ziskame odhad (C.26) rozdilu posunuti u,¢ a jeho zhlazeni R, (u,¢). Uzitim troj-
thelnikové nerovnosti potom dostaneme odhad (C.28). // K detailuim dukazu:
Podle (C.14)

D?up(z) — Dlupe(z) = DI (up(x) —up(z+ b)) (1<7r <25 hy =€, hy=—E).
(C.24)
Protoze u, € H¥(I) a u,e € H*(I), 1ze levou stranu (C.24) (a tedy i pravou)
kvadraticky integrovat ptes supp u..
Zvolme € > 0. Potom podle véty o spojitosti funkei u € Lo(I) (¢i obecné funkei
u € Lo(Q)) podle stredu (viz vétu P.4 z Dodatku A) a podle vztahu (C.24) muzeme
nalézt tak malé £ = £(e), ze

k
oo = el = {3 [10/n @) wte + nopax} <5 o)
§=0
kde 1 < r < 2, pficemz h; = £, hg = —§. Déle (vzhledem k (C.13), (C.22),
(C.23)) existuje podle Véty 11.14.9 takové ng > 0, ze pro 0 < n < 19 plati
1Ry (ure) — trell,r < 5. (C.26)
Pro dostatecné velké n (takové, ze 1 < n) polozme
Yrn () = R. (upe)(z), zel. (C.27)

Podle (C.25), (C.26) a trojihelnikové nerovnosti plati

IR (tre) = urlle,r < [[R1(trg) — trello,r + lure — urlle,r <e. (C.28)

Protoze podle (C.27) méame
(= ) () = () — Rt (1) (),
vidime podle (C.28)
[$rn = urllkr =[R2 (ure) = urllkr <e (1<r<2). (C.29)
Zbyva dokéazat, ze 1., C C3°(I), pficemz
supp r, C U, (1 <7r<2).

To vsak plyne z Véty 11.14.3, zejména z (11.241) a z ¢asti D dukazu této véty (vztah
(11.255)), kterd v naem piipadé zni: pokud dist (z, 1) > %, potom Ri(ure)(x) =0
podle (11.239d) (a také: jestlize dist (z,suppuye) > +, potom Ri(ure)(z,) =0
podle (11.239d)).

Prozatim jsme dokazali tvrzeni (*) pro 1 < r < 2. V piipadé r = 0 plati podle
Vety 11.14.9,

lim |lup — R (uo)llk,r = lim [Jug — R (uo)l[k,u, =0,
n—oo n n—oo n
coz je opét tvrzeni (*). Dukaz Véty 11.18.2 je dokoncen. [J
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11.18.3. Poznamka. Protoze oba hlavni néstroje dukazu Véty 11.18.2 (tj. véta
o spojitosti funkei u € Lo(2) podle stiedu a teorie regularizace) jsou v této knizce
dokazény v RY bez ohledu na dimenzi N, lze uvedeny ditkaz snadno modifikovat
pro libovolné N. Je tifeba jenom zobecnit uvodni ¢ast dukazu, kterda predchazi
znacce o. Misto symbolu I budeme psat €2, definice Iz bude zaménéna vztahem

Qe = {y e RY : dist (y,Q) < £} .

a hranici 02 oblasti § je tfeba pokryt m oblastmi U, pficemz s kazdou oblasti U,
je spojen lokalni soufadnicovy systém (z1...,xx) (podrobnosti viz [Ze2, kap. 4]).

11.19. Zavéry ke kapitole 11

Struktura Sobolevova prostoru H(I), kde I = (a,b) je konec¢ny interval, je
velmi jednoduchd, protoze kazda funkce v € H'(I) je absolutné spojitd (dikaz
viz v 11.7.31). To m4 za nésledek (viz kratky dukaz véty 11..7.36h, kterému vsak
predchézi teorie monotonnich funkci, jejiz vysledky jsou pouze citovany a obtizné
ditkazy vynechdny), Ze funkce v € H'(I) maji kone¢nou variaci, takze muZeme
(vzhledem k Vété 11.7.36e) aplikovat Vétu 11.7.34, ze které vyplyva, ze absolutné
spojité funkce maji témér ve viech bodech z € (a,b) koneénou derivaci v'(z), coz
je hlavni tvrzeni Véty 11.7.36h. (Dukaz fundamentdlni véty 11.7.34 je velmi dlouhy
a zabird vice nez pét stran; viz [Na, kap. VIII, §1].)

Zobecnéna derivace absolutné spojité funkce u € H!(I) je rovna klasické derivaci
této funkce (D'u = u') a pro absolutné spojité funkce plati zobecnéni Newton-
Leibnizova vzorce

/xul(t) dt = u(z) —u(a) Yu € H'(a,b). (11.113)

V pifpadé funkei u € H!(I) je toto zobecnéni dokdzano ve Véte 11.7.30. Tato
véta umoznuje dokéazat Friedrichsovy nerovnosti v piipadé riznych okrajovych
podminek. Tyto nerovnosti potom implikuji V-elipti¢nost forem a(w,v) vystupu-
jicich v slabych formulacich riznych okrajovych problému linedrnich ODR 2. fadu.
V-elipti¢nost zarucuje s dalsimi snadno dokazatelnymi postacujicimi podminkami
existenci a jednoznacnost feseni prislusné slabé formulace. Dukaz se pfitom provadi
pomoci Lax-Milgramovy véty.

Protoze hranice 0I koneéného intervalu I je dvoubodovd, 0I = {a, b}, platnost
fundamentalni Véty 11.7.27 s ndzvem WF = H* je univerzalni. Analogickd véta
v RY (N > 2) plati za piedpokladu, Ze hranice 92 vicerozmérné oblasti Q2 je spojita
podle Necase.

Vzhledem k relativné jednoduché struktuie prostoru H'(I) neexistuje v R!
samostatné tvrzeni, které by se dalo nazvat vétou o stopdch. Nerovnost, kterd ma
formalné stejnou strukturu jako véta o stopach v RV, je pouze specidlnim pifpadem
nerovnosti ze Sobolevovy véty o vnofeni (viz 11.7.35).

7 hlediska délky a obtiznosti dukazu vystupuje v této knizce do popfedi Sest
vysledku: (1) dukaz Sobolevovy véty o vnofeni v podkap. 11.12; (2) dukaz hustoty
linedrniho prostoru C5°(I) (resp. C5°(2)) v prostoru Lo (1) (resp. v prostoru Lo(€2))
(tato véta spolu se svym dukazem je nedilnou soucésti teorie regularizace, ktera je
probirana pifmo v RY a které je vénovana podkap. 11.14); (3) dikaz interpola¢niho
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teorému vysloveného ve Vété 11.15.3; (4) dukaz spojitosti funkei u € Lo(€2) podle
stfedu v podkap. 11.16; (5) dvojrozmérny piiklad funkce z C§°(€2) uvedeny v pod-
kap. 11.17; (6) ditkaz hustoty C>(I) v H*(I).

Polozky (2) a (4) jsou pifmo probirdny v R¥, polozka (5) v R2. Interpola¢ni
teorém 11.15.3 lze snadno zobecnit do R?, kdyz mdme k dispozici vétu o vzajemné
jednoznaéném zobrazeni jednotkového trojuhelnika Ty (ktery lezi v roviné £, a ma
vrcholy R;(0,0), R2(1,0) a R3(0, 1)) na obecny trojuhelnik, ktery lezi v roviné x, y,
a mame-li k dispozici zobecnéni véty 11.15.4 do R?.

Co se tyce polozky (1), jiz jsem se zminil v podkap. 11.12, Ze mezi ¢asti (A) a (B)
je v RN nutné vlozit ¢ast transformujici vysledek ziskany na (—1,1)" na oblast,
kterd je soucasti pokryti hranice 02 oblasti 2. Konecné, co se tyce polozky (6),
v Poznamce 11.18.3 jsem jiz uvedl, jak se lisi piislusny dikaz v RY od pifpadu v R'.
(Ditkaz Véty 11.18.1 o rozkladu jednicky v R je nepatrnou obdobou N-rozmérného
pripadu.)

Z tohoto rozboru plyne uzitetny zavér: Diive nez se pustime do studia Sobole-
vovych prostortt v RY, je vhodné zaéit s jejich studiem v R'. Nikdo to nedéls,
protoze prislusna literatura neni k dispozici.

12. Banachtv princip pevného bodu
v teorii ODR

12.1. Definice. Necht X je metricky prostor. Zobrazeni A : X — X prostoru
X do prostoru X se nazyva kontraktivni (nebo kontrakce), existuje-li takové éislo
0 < a < 1, ze pro libovolné dva body z,y € X plati nerovnost

o(Az, Ay) < ap(z,y). (12.1)

Bod x se nazyva pevny bod zobrazeni A, jestlize Ax = x. Jinak feceno, pevné body
jsou feSenimi rovnice Ax = x.

12.2. Véta. Kazdé kontraktivni zobrazeni je spojité.

Dukaz. Jestlize z,, — x, potom podle (12.1) také plati Azx,, — Ax. Tvrzeni Véty
12.2 nyni plyne z Véty P.3 uvedené na str. 134, resp. 114. U

12.3. Véta (BPPB). Kazdé kontraktioni zobrazeni definované v iplném me-
trickém prostoru md prdve jeden pevny bod.

Diikaz. Necht zg € X je libovolny bod. Polozme 1 = Axzg, z2 = Az = A%z, atd.; obecné je
Tn = Axpn_1 = A xg.

1. Ukézeme, ze posloupnost {zn} je cauchyovskd: Predpokldddme-li pro uréitost, ze m > n,
dostaneme podle (12.1)

o(Tn,xm) = 0(A"xo, A xo) < a"o(xo, A" ") = " 0(x0, Tm—n) <

<a” [Q(x()yxl) + Q($1,$n) +---+ Q(xm—n—ly xm—n)] <

amfn

1_
< a”o(zo,z1)(1+ ata® 4o 407" = a”o(wo, 21) ———— < a”o(wo, #1) T

Protoze o < 1, je tento vyraz pro dostatecné velkd prirozend ¢isla libovolné maly. Tedy posloup-
nost {xy} je cauchyovska.
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2. Vzhledem k tuplnosti prostoru X ma posloupnost, ktera je cauchyovska, v tomto prostoru
limitu. Polozme

z= lim z, vX, tj. lim o(zn,z)=0.
n—oo n—oo

Potom vzhledem k vétam 12.2 a P.3 plati

Az = A lim z, = lim Az, = lim zp4+1 =x.
n—oo n—oo n—oo

Tim jsme dokézali existenci pevného bodu. K dikazu jeho jednoznacénosti predpokladejme, ze

existuji dva body x,y, pro které

Z nerovnosti (12.1) potom plyne nerovnost
oz, y) < aelz,y),

odkud vzhledem k tomu, ze o < 1, plyne o(z,y) =0, tj. z =y. O

12.4. Véta (Picard). Méjme diferencialni rovnici

y' = f(z,y) (12.2)
s pocdtecni podminkou

y(zo) = o, (12.3)
pricemz funkce f je definovand a spojitd v néjaké rovinné oblasti G,%® kterd obsahuje

bod [z, yo] a spliiuje v této oblasti Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné y:

\f(:c,y1) - f(-fU,yz)‘ < L‘yl - y2‘ V(SE,yl), (l‘,y2>.
Potom v néjakém intervalu |x —xq| < § existuje pravé jedno reseniy = p(x) rovnice
(12.2), které splnuje pocdteéni podminku (12.3).

Dukaz. Rovnici (12.2) pfepiSeme v tomto dikazu na tvar

¢'(t) = f(t, 0(1)), (12.4)

zintegrujeme ji v intervalu <x0, m> a uzijeme pocatecni podminku (12.3) napsanou
pro funkci (1), tj. ¢(xg) = yo. Dostaneme integralni rovnici

o) =w+ [ " t(p(t)) d. (12.5)

Uzijeme-li vétu o derivaci integralu jako funkce horni meze, dostaneme z (12.5)
rovnici (12.4); polozime-li v (12.5) x = x, dostaneme (z¢) = yo. Tedy integralni
rovnice (12.5) je ekvivalentni s poc¢ate¢nim problémem (12.2), 12.3).

Necht G* je takové ohrani¢end oblast obsahujici bod [z¢, yo], Ze G* C G. Vzhle-
dem ke spojitosti funkce f existuje takova konstanta K > 0, ze plati

lf(x,y)| < K V]z,y] € G*. (12.6)

26 Oblast v metrickém prostoru X znamend otevienou souvislou mnozinu v tomto prostoru.
Rovinnou oblast{ rozumime oblast v prostoru R2.
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Zvolme nyni takové ¢islo § > 0, aby platily tyto dvé podminky:

1. Jestlize |z — x| < 0, |y — yo| < KJ, potom [z,y] € G*.

2. Lé < 1.
Oznacme symbolem C* metricky prostor spojitych funkei i (x) definovanych na
intervalu |z — 2| < & (tj. na intervalu (zg — 6,z + §)) a takovych, ze

[h(z) — yo| < K6; (12.7)
metriku na prostoru C* definujeme vztahem

o(r, o) = max  [¢r(x) — ().

TE wo—é,mo+6>

Plati C* C CO<:cO — 6,20 + (5>. Dokazeme, ze prostor C* je uzavieny v prostoru
Co<sc0—(5, :U0+(5>. Necht posloupnost {1,,} C C* je konvergentni v Co<sc0—(5, :C0+(5>,
tj. existuje funkce ¢ € CO<3:0 — 0,10+ 5> tak, ze ke kazdému € > 0 lze najit takové
N(e), ze
max |th1(x) —a(x)| <e Vn> N(e).
m€<m0—6,m0—|—6>

Protoze {¢,,} C C*, pro kazdou funkci v,, plati
[ (z) — 6| < K6 Va € {wo— 0,20+ 06).

Tedy
max [Y(z) = 0] < max |¢n(x) —P(x)[+
m€<m0—6,m0+6> $€<$0—6,:c0—|—6>

max | (x) — 0] < e+ K.
xe<x0—5,x0+5

Odtud plyne
max |Y(x) — 6] < K6,
me<m0—6,m0+5>

coz znamend podle (12.7), ze ¢(z) € C*. Protoze prostor C%{xg — §,z¢ + 6) je
tplny, ziskany vysledek znamend, ze C* je tiplny metricky prostor.2” // Necht
1 = Ap je zobrazeni definované vztahem

vie) =0+ | " () dt,

kde |z — x| < . Dokazeme, ze toto zobrazeni (1) zobrazuje uplny prostor C* do
prostoru C* a (2) je v ném kontraktivni: Necht ¢ € C*, |x — z9| < §. Potom podle
(12.6)

[9(x) — yol = ‘/9: f(t, o(t)) dt' < K§

2"Necht X je libovolny metricky prostor. Rikdme, ze mnozina M C X je uzaviend, jestlize
limita x kazdé posloupnosti {zy,} C M, ktera je konvergentni v X', ndlez{ do M, tj. x € M. Z této
definice plyne, ze kazdy metricky prostor je uzavieny (v sobé) a ze kazdd uzaviend podmnozina
uiplného metrického prostoru tvoii tplny metricky prostor. (Z toho totiz plyne, ze kazda posloup-
nost, kterd je cauchyovskd v M, mé limitu v M.) To jsme také dokédzali v pfipadé prostoru C*:
ukézali jsme, ze C* je uzaviend podmnozina tuplného metrického prostoru Co<xo —d,xz0 + §>,
takze C* je uplny metricky prostor.
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a tedy ¢ — Ap € C* (vlastnost (1)). Kromé toho je
[1(@) — o) <€, |F(E @1(t) — f(E (1)) dE <

<Ls max |pi(x) — p2(z)| = Lio(p1, p2).
xe<m0—5,x0+6>

Protoze Ly < 1 (ptedpoklad 2 na str.146 nahote), plyne odtud, ze zobrazeni A je
kontraktivni. // Tedy jsou splnény obé podminky BPPB. Podle tohoto principu
mé rovnice ¢ = Ay, tj. rovnice (12.5), v prostoru C* praveé jedno feseni. [J

Pokud je informace v [DM, str.93] spravna, vznikl BPPB tficet let po prvnim
dukazu Picardovy véty. S. Banach zil v letech 1892—1945, takze BPPB byl pravdé-
podobné dokazan v obdobi 1915—1920. // Dalsi Picardova véta se tyka poc¢atecniho
problému soustavy ODR prvniho fddu. Dukaz jsem prevzal z [DM, str. 93].

12.5. Véta (Picard). Nechi G je oteviend mnoZina v R x RN a necht
f:(tz,...,an) €G- RN
je spojitd funkce, kterd splnuje Lipschitzovu podminku

lf(t,z1, ..., xn) — f(t 2], ..., 2N)| < Lk_maXN\a:k — zy).

geees

Potom pro jakykoliv bod (tg, &) € G existuje takové § > 0, Ze rovnice
T = f(t,x) (12.8)
md v intervalu (tg — d,t0 + &) prdvé jedno Tesent, které spliuje pocdteéni podminku

2(to) = &o. (12.9)

Diikaz. Nejprve prepisme pocatecni problém (12.8), (12.9) na ekvivalentni problém
pevného bodu pro integralni operator, ktery je definovany vztahem

Fz) t—>£0+/t F(s,2(5)) ds, ¢ € (to—0,t0+ ). (12.10)

Ekvivalence obou problému se opét snadno ovéri. Abychom uzili BPPB, chceme
fesit rovnicl
F(x)==z
v néjakém uplném metrickém prostoru M. Za M zvolime uzavienou podmnozinu
Banachova prostoru C%(ty — 8,to + &) pro jisté malé § > 0.
Potiebujeme, aby platilo: (1) F zobrazuje M do M; (2) F je kontrakce na M.
Zvolme nejprve 6; > 0, A; > 0 tak, ze

Ry := <to — 01, to +51> x{z € RV : |z — ollry <A1} CG.
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Mnozina R4 je kompaktni, takze funkce f je na ni ohranicena a stejnomérné lip-
schitzovsky spojita; to znamena, ze existuji takové konstanty K, L, ze

1f (s 2)llev < K [[f(s,2) = fs,9)lrr < [l = yllew

pro vsechny body (s, z), (s,y) € R1. Polozme pro néjaké § < &,
M ={zeC%tyg—6,tg+6) : ||z(t) — &ollpy <Ay VEE (tg— 6,10+ 6)}.

Potom
sup ||[F(z(t)) — Sollry < 0K,
teELs

sup [|[F'(z(t)) — F(y(t))|lr~x < 0L sup [[z(t) — y(t)[[rn,

tels tels
kde Zs = <t0 —0,tg + 5>. Zvolime-li § > 0 tak malé, ze 6K < A; a dL < %, potom
F zobrazi M do sebe (podminka (1)) a bude kontrakei s & = 1 (podminka (2)).
Podle BPPB ma operator F' pravée jeden pevny bod, ktery je feSenim pocatecniho
problému (12.8), (12.9) na intervalu (to — &,t9 + ). O

12.6. Poznamka. Aplikovat BPPB na pocateéni problém soustavy linedarnich
ODR
(t) = A(t)x + g(t)

kde A(t) a g(t) jsou spojité na <a, b>, neni vhodné, protoze v tomto piipadé feseni
existuje na celém intervalu <a, b>, ptricemz BPPB d&a pouze lokalni feSeni.

13. Eulerovy rovnice kvadratického funkcionalu
nestandardné i standardné

V zavéru podkap. 11.11 jsme ziskali Eulerovy rovnice kvadratického funkcionalu
v R! nestandardnim zpiisobem, tj. bez uziti variaéniho poé¢tu. Hlavni roli pfitom
hraly dvé véty: Véta 11.3.1 o minimu kvadratického funkcionalu a Véta 11.14.9
o hustotée C§°(Q2) v La(Q2) (kterou jsme aplikovali pro €2 = I). Protoze obé véty
jsme dokézali v RN, zobecnime uvedeny postup pro N > 1; konkrétné v piipadé
N = 2. V pripadé N = 3 lze postupovat analogicky; pouze misto Greenovy véty
uzijeme Ostrogradského vétu. Nejprve uvedeme vSechny vysledky a potom vse
dokazeme.

13.1. Definice. Rikdme, Ze ohrani¢end oblast @ ¢ R? m4 po ¢dstech hladkou
hranici 0, jestlize v témér vSech bodech 0f) existuje vnéjsi normala k ) a jestlize
011 je sjednocenim kone¢ného poctu hladkych casti.

Poznamka. V ptipadé hranice 0f2 z definice 13.1 jsou vylouceny fezy do oblasti;
nejsou vS8ak vylouceny body vratu. Oblast ) muze také byt vicendsobné souvisla.

Necht oblast  C R? m4 po éastech hladkou hranici Q bez bodu vratu. Uva-
zujme tento okrajovy problém:

2

- i(kij@) =f vQ, (13.1)

o0x; ox;
ij=1 "7 '
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u=1u nal; C 0, (13.2)

0
Z kij—unj =q nalyC 01, (133)
= x;

1,j=1
kde (n1,n2) je jednotkovy vektor vnéjsi normély ke I'y C 092 a I'y, I's jsou dveé
(relativné oteviené) podmnoziny 052 takové, ze

I''NTy =0, meas;I'y + meas;'s = meas;9, meas;'; > 0. (13.4)

Navic predpokladame, ze I'y sestava z konecného poctu navzijem disjunktnich
oblouku. Nejjednodussi mozny piipad: €2 je jednoduSe souvisla oblast, I'y je je-
den oblouk a I'y také. Jejich koncové body A, B € 0f) nepatii ani do I'y, ani do
FQ, takze 0€) = Fl U FQ U {A, B}

Kvili snadnéjsimu vyjadfovani zavedme tyto tfi oznaceni:
V={veH(Q): Iv=0nal}. (13.5)

kde Tv znaci stopu funkce v (tento pojem je osvétlen v 13.13 a 13.14),

ow Ov
a(w,v) Z/ s B dx, (13.6)

2,7=1

L(v):/ﬂvf dX+/ vgds. (13.7)

I
Nyni muzeme definovat slabou formulaci okrajového problému (13.1)—(13.3):

13.2. Slaba formulace. Necht oblast  C R? ma po ¢astech hladkou hranici
0 bez bodu vratu. Necht uw € Ly(T'1) je takovd funkce, Ze existuje funkce z €
H1(Q), pro kterou Tz = w na I';. Necht k;; € C°(Q) (4,5 = 1,2), kde k;; jsou
funkce, které vystupuji v (13.6). Necht f € Ly(Q) a ¢ € Lo(I'2), kde f, g jsou
funkce, které vystupuji v (13.7). Problém zni takto: Naleznéte funkci u € H'(Q)
takovou, ze

u—zeV, (13.8)
a(u,v) = L(v) Yv €V, (13.9)

kde prostor V' je definovan vztahem (13.5) a formy a(u,v) a L(v) jsou definovany
vztahy (13.6) a (13.7).

13.3. Poznamka. a) Predpoklady slabé formulace 13.2, které se tykaji funkeci
ki;, f a q zarucuji, ze Lebesgueovy integraly definujici a(w,v) a L(v) jsou kone¢né
pro viechny funkce v, w € H'(Q).

b) Vztah (13.8) implikuje

Tu=7u téméf vsude na 'y, (13.10)

coz je okrajovd podminka (13.2) psand pro funkci u € H'(Q).
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13.4. Véta (o formadlni ekvivalenci okrajového problému a slabé for-
mulace). a) Nechi problém (13.1) — (13.3) md klasické reseni u. Potom je fesenim
slabé formulace 13.2.

b) Necht slabd formulace 13.2 md Feseni u. Jestlize u € H*(Q) a ki € C1(Q),
potom TeSeni u splriuge rovnici (13.1) témér vsude v Q a okrajovou podminku (13.3)
témer vsude na I'y.  Vzhledem k (13.10) je tedy u Tesenim okrajového problému
(13.1) — (13.3).

Véta 11.3.1 o minimu kvadratického funkcionalu zni v R? takto:

13.5. Véta (o minimu kvadratického funkcionalu). Necht bilinedrni forma
a(v,w), kterd vystupuje ve slabé formulaci, je symetrickd, tj. plati kio = koy. Je-li
dale V -elipticka, tj. plati

a(v,v) > Bllv||3 Yv eV, (13.11)

potom funkce u € HY(Q) je jedingm vesenim slabé formulace 13.2, kdyZ a jen kdyz
ostre minimalizuje funkciondl

II(v) = 5a(v,v) — L(v), (13.12)

N[

na mnoziné z +V, tj.

M(u) <I(v) Yvez+V, (13.13)
kde znameni rovnosti plati pouze pro v = u.
Z vét 13.4 a 13.5 plyne hlavni vysledek této kapitoly:

Véta 13.6. Funkce u € H?(Q), kterd na mnoZiné z + V minimalizuje kvadra-
ticky funkciondl (13.12) se symetrickou a V-eliptickou bilinedrni formou a(w,v),
je resenim smiseného okrajového problému (13.1) — (13.3). Tedy (13.1) — (13.3)
jsou Eulerovy rovnice kvadratického funkciondlu (13.12). Ziskali jsme je bez uZiti
variacniho poctu.

e Nyni dokdzeme a uvedeme vse, co je tfeba dokazat a uvést. Greenovu vétu
uvadim bez dukazu.

13.7. Véta (Green). Necht ohranicend dvojrozmérnd oblast Q md po édstech
hladkou hranici OS) bez bodi vratu. Necht P, Q jsou funkce spojité na S, které maji
spojité a ohranicené pruni derivace v ). Necht hranice OX) je orientovdna tak, Ze
pTi jejim probihani ve sméru orientace mame oblast €2 po levé ruce. Potom

/[ <@ - a_P) dady = /mp dz+Q dy, (13.14)

kde integrdly jsou brany v Riemannové smyslu.

13.8. Véta (divergencni tvar Greenovy véty). Nechi jsou splnény predpo-
klady véty 13.7. PoloZime-li P = — P, QQ = Py, potom

P P
// (3 L 8 2)d dy—/ (Piny + Pong)ds, (13.15)
o0

kde (ni,mn2) je jednotkovy vektor vnéjsi normdly k OS).

Ndért dukazu. Plati (zhruba Fec¢eno v prvni rovnosti)

d
/de+Qdy:/ (P—w+Q )ds:/ (Pcosa+ Qsina)ds =
o0 ds 09
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= / (Pysina — Py cos ) ds, (13.16)
o0

kde « je thel, ktery svira te¢na k 0) (orientovand shodné s 912) s kladnym smérem
osy x. Necht w je thel, ktery svird vnéjsi norméla k 0Q s kladnym smérem osy z.
Potom v bodé [z, y] plati

B 7r
oa=w+ bR
takze
cosa = —sinw = —ng, siha =cosw =ny. (13.17)
Dosazenim (13.17) do (13.16) a kombinaci ziskaného vztahu s (13.14), kde v levé
strané uzijeme znaceni P = —P,, Q = P, dostaneme vztah (13.15). O

13.9. Oznaceni. V dalsim budeme téz znacit
x1:=x, x9:=y (resp. 3= 2).

Misto [[, budeme psét [, a misto daedy jenom dX (= dxydzy). Vztah (13.15)

ma potom tvar
2 2
P,
Z/ Sl dX:Z/ Pyny ds. (13.18)
i /o 0Tk k=100

13.10. Véta (disledek Greenovy véty). Nechi jsou splnény predpoklady
véty 13.7. Potom plati

ou / 9y
—pdX = upn,; ds — / u— dX. 13.19
/Q d; 0 ’ o O; ( :

Diikaz. Polozme v (13.18) P; = up a P; = 0, kde ¢ # j, a uzijme pravidlo
pro derivovani sou¢inu. (Je tfeba poznamenat, ze vztah (13.19) plati i v pfipadé
Lebesgueovych integralu.) [O

13.11. Poznamka. Vztah (13.19) se da také dokazat v pfipadé trojrozmérné
oblasti . V tomto pfipadé pak symbol |, 90 Wpn; ds znamend plosny integral pres
plosnou hranici 0f2.

13.12. Definice. a) Necht Q C R? je oblast s po ¢astech hladkou hranici 99,
kterd nemé body vratu. Necht Si,...,S,, jsou hladké ¢4sti hranice 99, pficemz

x1 = i(t), x2=1;(t), te(a;by)

je parametrické vyjadieni ¢asti S;. Je-li na S; ddna funkce v(p;(t),1;(t)) métitelnd
na <aj, bj>, definujeme

/,

J

b

oz, 25) ds = / ooy (1O 23 (O + WP, (13.20)

aj

kde integral na pravé strané (13.20) bereme v Lebesgueové smyslu. (Pro spojité
a ohranicené funkce v(x1,x2) je tato definice shodnd s béznou definici kiivkového
integralu prvniho druhu v Riemannové smyslu.)
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b) Je-li kromé toho integrél

[ benaas= [t 00R g 0 + o a

J J

kone¢ny, fekneme, ze funkce v(z1,x2) je na S; integrovatelna s kvadratem (v Le-
besgueové smyslu). Je-li funkce v(z1,x2) integrovatelnd s kvadrdatem na S; pro
vSechna j = 1,...,m, fekneme, Ze je integrovatelnd s kvadratem na hranici 0f2

a klademe .
vids = / v?ds. (13.21)

c¢) Definujeme-li pro vSechny funkce u, v integrovatelné s kvadratem na hranici
0%} skalarni soucin

(u,v)a0 :z/ uvds, (13.22)
o2

dostaneme (jak lze bez obtizi dokézat) Hilbertuv prostor, ktery oznac¢ime Lo (0S2).
Norma je v tomto prostoru definovéana standardné vztahem

[ullzoo0) ==V (usu)an  Vu € La(012). (13.23)

d) Je tteba zduraznit, ze kiivkovy integrél [, F'(x1, z2) ds nezavisi na orientaci
hranice 992 (je to kiivkovy integral 1.druhu), kdezto kiivkové integraly 2.druhu
Joo F(z1,22) dz1 @ [, F(21,22) dzg na orientaci hranice 02 zéviseji.

13.13. Véta (o stopach). Necht Q) C R? je oblast s po édstech hladkou hranici,
ktera memd body vratu. Potom existuje pravé jeden linedrni ohraniceny operdtor

T: HY(Q) — Ly(09), (13.24)
ktery zobrazuge prostor HY(Q) do prostoru Lo(09Q) tak, Ze plati

(Tv)(z) =v(x) Yo e C>®(Q) Vred. (13.25)

Dikaz véty 13.13 je uveden v [Ne, str.15-16], resp. v [Ze2, ditkaz véty 11.6].

13.14. Poznamka. a) Linearita operdtoru (13.24) znamena
T(cru + cv) = c1Tu+ ca%v, c¢1,c0 €RY, w0 € HY(Q). (13.26)
Ohranicenost operatoru (13.24) znamena
1Z0]|L,00) < Clvlhie Yoe HY(Q), (13.27)

kde konstanta C' je zavisla pouze na oblasti 2.

b) Funkce Tu € Lo(99) se obvykle nazyva stopa funkce u € H'(2) na hranici
0f). Pokud nemuze dojit k nedorozumeéni, misto Tu piSeme strucné wu.

c) Z vlastnosti (13.25) plyne, Ze stopa funkce v € H(Q) je rozsifenim pojmu
“hodnota funkce u na hranici 0§27, ktery mé smysl v pifpadé funkce spojité na Q

(a tim spiSe v piipadé u € C*°(Q)).
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13.15. Véta (o hustoté stop). Mnozina T(H*(Q)) := {Tu:u € H(Q)} neni
identickd s celym prostorem Lo(0S2), je vsak v Lo(0NY) hustd.

Co se tyce ditkazu véty 13.15, viz napt. [KJF, dikaz véty 6.6.3], resp. [Ze2,
dukaz vety 11.7].

13.16. Dikaz Véty 13.4. a) Nasobme rovnici (13.1) libovolnou funkei v € V.
Po integraci pfes {2 dostaneme

- Z/ 3;,3]( ”ax) dX = /Qvf dX. (13.28)

i,7=1

Uijeme-li vétu 13.10 (dusledek Greenovy véty), prejde leva strana (13.28) na tvar

ou Ov
—Z/ 8%(% >dX Z/mvk”&r njds+2/ 55 5 0%

i,j=1 1,j=1 1,j=1
Podle (13.3) a (13.5) platl

f n,; ds—/ vq ds.
Z /BQ Jaxz ’ Iy

1,5=1

Tedy vztah (13.28) muze byt psan ve tvaru

ou Ov
Z/ e 7, X /vf dX+/F2 vgds (13.29)

éili podle (13.6), (13.7)
a(u,v) = L(v) Yv eV,

coz jsme potiebovali dokézat. _
b) Protoze u € H*(Q) a k;; € C*(Q), muzeme vyraz pro a(u,v) upravit pomoci

Veéty 13.10 takto:
ou Ov
§ ) dX =
/ J 8:1:Z 8:UJ

1,7=1

i i X. 13.
Z/agvkj&cznjds Z/a%( J@:c,) d (13.30)

1,7=1

Protoze Tv = 0 témeéf vSude na I'y (viz (13.5)), dostavame z (13.9) pomoci (13.6),
(13.7) a (13.30) vztah

2

0 ou
- —— (ki — X Z _
L[5 oerforef [ v

=1 2,7=1
(13.31)
Protoze HJ(Q) C V, muzeme uvazovat (13.31) pouze pro funkce v € Hj(Q), kde

Hi(Q) ={ve H(Q): Tv =0 na 00Q}.

Potom dostaneme
2

/ { > aﬂ (kijg—“> + f}v dX =0 Yo HYQ). (13.32)
o, Ly Li

i,j=1
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Prostor H}(Q) je husty v La(2). (Plyne to z hustoty C5°(Q) v L2(Q2) a toho,
ze C5°(Q) C HY(Q) C Ly(R2).) Tedy podle Véty 11.7.13 (kde misto intervalu I
vystupuje oblast Q) vztah (13.32) implikuje platnost rovnice (13.1) téméf vSude
v Q.

Protoze rovnice (13.1) plati témér vsude v Q, redukuje se (13.31) na tvar

/ { Z k”a - C]}vds -0 WweV. (13.33)

Vztah (13.33) lze prepsat takto:

/ { Z k”a q}vds =0 YueI(V), (13.34)

1,7=1

kde T(V) C Ly(I's) je mnozina stop vSech funkci z V' na I';. Podle Véty 13.15
je mnozina T(V) hustd v Ly(I's), takze z (13.34) podle Véty 11.7.13 (kde misto
I vystupuje I'y) plyne, ze okrajovd podminka (13.3) je splnéna téméf vSude na
. O

13.17. Poznamka. Je tieba zduraznit, ze dukaz Véty 13.4 je podstatnym
zobecnénim dikazu Véty 11.11.4 z R! do RY (N > 2). // Tim je nestandardn{
odvozeni Rulerovych rovnic kvadratického funkcionalu dokonéeno.

A. Eulerovy rovnice kvadratického funkcionilu v R! standardné

V zavéru podkap. 11.11 jsem na str. 106 dole stru¢né poznamenal: Pomoci dvo-
jice implikaci “Véta 11.11.3 implikuje Vétu 11.11.4, kterd implikuje okrajovy pro-
blém (11.172)—(11.174)” jsme ziskali Eulerovy rovnice kvadratického funkcionédlu
II(v) nestandardnim zptsobem.

Nyni odvodim Eulerovy rovnice v R! standardnim zpusobem. Kvadraticky
funkciondl IT korespondujici slabé S1-formulaci uvedené na str. 100 ma tvar (misto
q piseme nyni r):

0
=11 /{p +rw2}d:c—/0 wf dz —w(l)Fy, (13.35)

kde p = p(x),r = r(z), f = f(z),w = w(z),w’ = w'(z). Funkciondl (13.35) je
minimalizovnan na varieté
wg1 + Vsi,

kde funkce wg1 € H'(0, ) spliiuje podminku wg1(0) = a a prostor Vg; testovacich
funkel mé tvar (viz (11.175S1))

V=Vg ={we H(0,0): w(0)=0}. (13.36)
Ozna¢me
L=L(zx,u,u) {p (2)]? + r(z)[u (x)]Q} —u(x) f(x) (13.37)

a definujme funkci parametru a vztahem
¢
= / {L(z,u(z) + an(z), v (z) + an’(z) } dz — (u(l) + an(f)) F,, (13.38)
0
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kde u € C*(0,¢) minimalizuje funkcional (13.35) a n € C*(0,¢) splituje n(0) = 0.
Podle pravidla o derivaci slozené funkce plati

¢
Ir'0) = /0 {Z—i(a:, u, ' )n(x) + %(w, u, u')n'(w)} dz — n(0)F,.

Pomoci integrace per partes a vypoctem gf, podle (13.37) odtud dostaneme

o= [ {22 () e+ [ L] niom =

=0
_ / 4 {g—ﬁ -2 (g_ﬂ }n(@ do+ {p(O)u'(¢) = Fibn(0).  (13.39)

Vztahem
611 :=1I'(0)e (13.40)
definujeme variaci funkciondlu II. (Je to analogie diferencialu funkce.) Pozadujeme-
li
Ol = 0,

potom z (13.39) plyne

L
/0 {g—s — % <%) }n(x) dz+{p(0)u'(¢)— F;}n(¢) =0 V¥ne C'{0,£). (13.41)

Protoze
C5°(0,0) c C*0,¢),

podle (13.41) plati

/oé {g_i N % (%) }77(56) dr =0 vne Cg(0,0). (13.42)

Podle Véty 11.7.13 z (13.42) plyne

g_i’ _ % (%) —0 v Ls(0,0), (13.43)
¢ili podle (13.37) /
—(p(a)u' () + r(z)u(z) — f(z) = 0. (13.43%)

Uzitim (13.43) se (13.41) redukuje na vztah

{p(O)u'(¢) — Fe}n(€) =0 vne C0,0),

z kterého plyne
[P0 (0) = Bn(e) =0 wn(t) € R,
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Odtud

p(O)u'(£) = F. (13.44)
Vztahy (13.43*) a (13.44) jsou hledané Eulerovy rovnice kvadratického funkcionédlu
II(w) definovaného vztahem (13.35). Vztah (13.43*) je ODR 2.fddu a (13.44)
nehomogenni prirozend okrajova podminka Neumannova typu. Protoze funkcional
II(u(x)) minimalizujeme na varieté wg1 + Vg1, je tfeba pripojit k (13.43%), (13.44)
hlavn{ okrajovou podminku u(0) = a, a € R*.

e V piipadé, ze jde o problém minima kvadratického funkciondlu (11.150) na
str. 95, analogickym postupem dostaneme opét rovnici (13.43%), ale misto (13.44)
dvé ptirozené (Neumannovy) okrajové podminky (a zddnou hlavni okrajovou pod-
minku)

p(0)u'(0) = Fy, pl)u'(¢) = Fy. (13.45)
B. Eulerovy rovnice kvadratického funkcionilu v R? standardné

Na zavér odvodime standardnim zpusobem Eulerovy rovnice kvadratického funk-
ciondlu v R?, ktery ma obecné tvar:

ow OJw
ftw) = [ {452 kg 52 A0 EOR - 7000 fax -
—/ w(X)q(X)ds, (13.46)
I
kde 'y C 09Q2. Kvadraticky funkciondl (13.46) minimalizujeme na varieté
z+V,

kde Tz =una 1 =0Q\T2 a V = {v e H'(Q): Tv[, =0}. Necht u(X) € z+V
je minimalizujici funkce a u(X)+an(X) € z+V blizk4 funkce, kden € V a o € R!
je libovolné malé ¢islo. Polozme

(o) = 1 () + I2() + I3(a), (13.47)

2
ou 877 ou on
hile /{ ka( “Ox i)<5$j+aaxj>}dX’

1,7=1

kde

IQ(a):/gz{%(u+a77)2r_(u+a77)f}dX’ Ig(O{)Z—/F (u+ an)q ds.

Pisme pro strucnost

'(0) = [32( >L_o’ o= [il‘f( )L‘“'

Za predpokladu ki2(X) = ko1(X) VX € Q pro I{(0) plati (posledni rovnitko
ziskdme pomoci Véty 13.10):

on Ou Ou On Ou dn B
Z / (@xl 0x; + ox; ax]) dX = Z / g Oz; 6.90] dx =

3,7=1 3,7=1

= ) Bu
Z {/m 9. Znjn ds — /Q%(kij%)n dX}. (13.48)
: J 3
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Vypocet 15(0) a 15(0) je snadny:
I5(0) :/ (ru— f)n dX, I5(0) = —/ qn ds. (13.49)
Q G19)
7 (13.47) - (13.49) plyne:

2

o= f1- 3

ij=1

o (GO (X)) (00X = 30 fC0) x4

+/F2 { 2 kij(X)%(X)nj(X>n(X) ds — q(X>n(X)}ds Wi € V.(13.50)

Pro prvni variaci funkcionalu II plati §II = II'(0)e. Polozime-li I = 0, z (13.50)
plyne

223 7 ( gﬁl () + rCOuX) = £ fax) ax+

it
/ { 22_: X)nj(X) — C](X)}U(X) ds=0 VYneV. (13.51)

»J

Protoze C§°(§2) C V, ze vztahu (13.51) plyne

/Q{_ i %(kz‘j(X)g—;(X))—H“(X)u(X)—f(X)}n(X) dX =0 Vne ().

i,j=1
Podle Véty 11.7.13 (kde misto intervalu I vystupuje oblast §2) tedy v Lo(2) plati
tato Eulerova rovnice

2

- a%j(’fz‘j@)%@)) +r(X)u(X) = f(X). (13.52)

1,j=1

Dosadime-li (13.52) do (13.51), dostaneme

/ {Z ki (X X) j(X>—Q(X)}77(X)dS:0 Vn e V.
Z tohoto vztahu plyne
/ { Z kij (X X)n;(X) — q(X)}v(X) ds=0 YveZ(V), (13.53)

kde (V) C Lo(I'2) je mnozina stop vSech funkei z V na I's. Podle Véty 13.15 je
mnozina T(V) hustd v Ly ('), takze z (13.53) podle Véty 11.7.13 (kde misto inter-
valu I vystupuje oblouk I'y) plyne tato pfirozend (Neumannova) okrajova podminka

= q(X). (13.54)
s

> k()5 (Ony(X)
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14. Vztahy mezi Sobolevovymi prostory wi(Q) a H}(Q)
v pripadé dvojrozmeérné oblasti Q. Prostor BL. (1)

Necht 2 C R? je ohrani¢ens oblast s po éastech hladkou hranici (body vratu
nejsou vylouceny). Podobné jako v Definici 11.7.15 zavedeme v linedlu C'*°(£2)
skaldrn{ soucin (u, v) o a ziskany unitdrni prostor oznaéime S*(€2). Normu v S*(Q)

(kde 2 = int 2)) definujeme obvyklym zptisobem

ko =1/ (wuea Yue S(Q),

|

kde
> /Q D®u(X)D(X)dX.

(U, U)k,ﬂ =
[la| <K

V multiindexovém znaceni plati

olel
D“u:al—uaw
ox{" ...0z%y
kde
Oé:(Oél,...,OéN>, ‘C‘C‘:Oél—f—"'—}—OéN.

Symbolem W*(Q) budeme znacit uzavér linedrnfho normovaného prostoru S*(€2)
v jeho normé || - |

k,Q
W Q) = [S*(Q)], (14.1)

a nazyvat opét Sobolevuv prostor. Plati analogie Véty 11.7.18, podle které

/Qumw dX = (—1)lel /QuDago dX Ve C((Q), |al < k. (14.2)

Funkce u(® € Ly(Q) (la| < k) vystupujici na levé strané (14.2) se nazjvaji
zobecnénymi derivacemi funkce u € Lo(2), kterd je v integrandu na pravé strané
(14.2). Budeme je také znacit symboly D%u. Vztah (14.2) dokdzeme v ¢asti 14.3.

Nyni zobecnime definici Sobolevova prostoru H*(I) v piipadé RN (N > 2):

14.1. Definice. Necht € je ohrani¢ens dvojrozmérnd oblast, jejiz hranice
sestdva z konecného poétu hladkych ¢4sti.?® Symbolem H¥(€)) budeme znagit
linedrn{ normovany prostor funkef u € Lo (Q), které maji zobecnéné derivace u(®) =
Dy € Ly(f2) spliwujici pro viechna |a| < k vztah (14.2); norma || - ||x.0 je v H*(Q)
ddna opét vztahem |lu|? ¢, = (u,u)k . Tento prostor také nazyvame Sobolevovym
prostorem. 7

Je tfeba zdiraznit, e zatimco v pifpadé prostortt W¥(£2) je vztah (14.2) tvrzenim
davajicim do vzajemnych souvislosti limitni funkce, které vznikly v dusledku uzave-
ru (14.1), je v piipadé prostorit H¥(Q) vztah (14.2) vychozim vztahem, kterym
definujeme zobecnéné derivace.

28 Tedy nepozadujeme, aby 9 byla po &istech hladk4, tj. pfipoustime fezy do .
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V pifpadé oblasti 2 s po éastech hladkou hranici 99 plati jako v R!
WHQ) = H*(Q).

Dukaz je stejny jako dukaz Véty 11.7.27 (viz str. 78 a potom Dodatek C).

V R? mohou vsak byt v diisledku rozmanitych hranic 99 mezi prostory W1(Q)
a HY(Q) velké rozdily, jak ukazuje nasledujici piiklad:

14.2. Priiklad. Uvazujme otevieny ctverec se svislym fezem
Q=(-1,1) x (=1,1)\ {[0,y] e R*: 0 < y < 1}. (14.3)
Uzévérem Q oblasti (14.3) uzavieny étverec <— 1, 1> X <— 1, 1>. Necht ©; je z jedné
strany uzavieny obdélnik (—1,1) x (—1,0), Q9 otevieny ctverec (—1,0) x (0,1) a
sy otevieny ¢tverec (0,1) x (0,1). V oblasti Q definujme funkci

0 pro X € )y,
u(xy,x9) = —x2 pro X € Qo, (14.4)
o pro X € Q3.

(a) Predné dokéazeme, ze funkce u mé zobecnéné derivace D%u € Lo(f2) pro
la| <1, takze u € H'(Q): Zvolme ¢ € C§°(£2) libovolné, ale pevné a oznaéme

Ga(p) :=suppp Uz, G3(p) :=suppp U ;.
Podle (14.4) a vlastnosti nosice supp ¢ plati
u(X)p(X)#0 VX € Ga(p) UG3(p); u(X)p(X) =0 VX ¢ Ga(p) UG3(p).
Tedy
wW(X)p(X) =0 VX €dGa(p), u(X)p(X)=0 VX €dGs(p).  (14.5)

S pomoci (14.5) a Véty 13.10 zjistime, ze

/ua¢ dX:—/cpau dX VYoeCF(Q) (i=1,2), (14.6)

coz zarucuje inkluzi v € H1(Q): Je totiz

/u8¢dxz ua‘deJr/ W% ax -
o Ox; Galp) O Gs(p) O

3
-3 { [ ateomds- [ oot dx} [ opax,
= \Joc,(e) Gi(p)  OFi o 0z

coz je vztah (14.6).

<
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(b) V literatufe se ¢asto chybné pise, ze u ¢ W(2), kde funkce u je ddna vztahy
(14.4) (viz napf. [Ze2, str.50-51], nebo podobné nespravné [KJF, Example 5.5.3]).
Misto toho méa byt

ugé{v:v:w‘ﬂ, we W(intQ)}, (14.7)

kde int Q znaéi vnitfek uzaviené oblasti . V nasem pifpadé totiz je intQ O €.
Tato inkluze se skutecnosti, Ze fez {[0,y] € R*: 0 <y < 1} musi byt disjunktni
s nosici funkei ¢ € C§°(Q2), implikuje

C5° () C CF° (int Q).
Tudiz 1ze ocekévat, ze prostor H!(2) obsahuje vice funkei nez prostor W1 (int ),
coz skuteéné v nagem pifkladu nastdva (viz (14.7)). Dokazme (14.7): Necht Qo =

int g, kde Qy = Q3 UQ3, a necht ¢ € C5°(int Q) je takova funkce, Ze supp ¢ C Q.
Potom

/ w22 ax = ua—@dX—F/ w22 4x =
6561 Qs 8513'1 Qs 8513'1
¢ 9y
= — dX dX,
/ P00y T / 2 By
pricemz podle Véty 13.10 (dusledek Greenovy véty)

—/ To—— Op dX——/mggo-lds—l—/ %godX:—/mggo(xl,mg)ds,
Oxy L 0, 971 L

kde L = supp ¢ N {[0,y] € R% 0 <y < 1}. Podobné
/ Y ax = / xop - (—1)ds+0= —/ xop(x1,T2) ds.
8.’171 L

/ ago dX = —2/ xop(x1,x2)ds # 0,
Y 0w, L

takze defini¢ni vztah pro zobecnénou derivaci

Odtud

T ax = PAX Ve C5o(Q
| oo [ ugfax woeCr(o)
v tomto piipadé neplati, protoze g—x“l = g—if =0 v Ly(2). Tim jsme dokazali

(14.7). O

14.3. Diikaz vztahu (14.2) za pfedpokladu u € WX(Q). Pfedné pozname-
nejme, ze nekonecna podmnozina M normovaného prostoru X se nazyva kompaktni
(v s0bé), kdyz kazda posloupnost {z,} C M obsahuje podposloupnost konvergentni
v X (jejiz limita nélezi do M). Dokazuje se, ze mnozina M C X je kompaktni,
kdyz a jen kdyz kaZdé pokryti mnoziny M otevrenymi mozinami obsahuje konecné
podpokryti.?® Podle této nutné a postacujici podminky kazd4 kompaktni mnozina

29Tato podminka je ¢asto brana za definici kompaktni mnoziny. Takovéd definice kompaktni
mnoziny je axiomatizaci Heine-Borelovy véty.
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supp ¢, kde ¢ € C§°(§2), muze byt pokryta konetnym poctem otevienych kruhu
pokud dim 2 = 2 (nebo otevienych kouli, kdyz dimQ = 3) Kj,..., K,,, jejichz

uzdvery lezf v Q, K; C Q (j =1,...,m).3Y Oznacéme
m
Coverg @ 1= U K;. (14.8)
j=1

Ziejmé supp ¢ C coverg . Definice nosic¢e supp ¢ funkce ¢ implikuje, ze
©(X)=0 pro X € coverg ¢ \ suppy.

Navic hranice O(coverg ) mnoziny coverg ¢ je po ¢dstech hladkd a meobsahuje
body vratu. Tato skutetnost nam umozni dokdzat vztah (14.2) pomoci Véty 13.10
(dusledek Greenovy véty) i v piipadé, ze hranice 92 ma body vratu.

Podle vlastnosti nosice plati

/ eD%u dX = eD%udX ,
Q

coverg

kde coverg ¢ C € je uzaviend oblast definovana vztahem (14.8); jeji hranice
J(coverk ) je po ¢astech hladkd a neobsahuje body vratu. Tedy podle Véty 13.10
v piipadé N = 2 plati pro kazdé j, kde 1 < j < N (zde N = 2)

Qun iy Qun , qx —

Q 8:1:]' coverg ¢ 8:1:]'

protoze ¢ = 0 na d(coverg ¢). Stejné jako v dikazu 11.7.18 je {u,} C S*(Q)
cuchyovska posloupnost, takze limitnim prechodem pro n — oo odtud dostaneme
vztah (14.2) v piipadé |o| = 1a N = 2. // V piipadé N = 3 muzeme uzit dusledek
Ostrogradského véty; jinak je dikaz obdobny.

Protoze D*¢p = 0 na d(coverk ¢) pro |a| > 0, ziskdme vztah (14.2) v obecném
pripadé opakovanim uvedeného postupu. Napt., kdyz o = (1,1),

0?uy, Ou, ou,, 0
Un_,dx = igpnzds—/ n 92 gx =
Q 0x10z2 A(coveri ) Oz coverg ¢ Oz Oxg

_ _/ Oun Op
B coverg ¢ axl 8'7:2

0 62 62
:—/ un—(pnlds+/ Uy, 14 dX:/un 14 dX,
O(coverk ) 8513'2 coverg 65616562 Q 65616:62

coz po limitnim piechodu pro n — oo je vztah (14.2) pro a = (1,1). Obecny postup
je evidentni. [

dX =

30Protoze pokryti otevienymi mnozinami je libovolné, muzeme zvolit pokryt{ otevienymi kruhy
(koulemi), jejichz pruméry jsou mensi nez dist (9€2, supp ); tato skutecnost implikuje, ze K; C Q.
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14.4. Prostor Beppo Leviho BL3 (). V pifpadé RY (N > 2) existuje vedle
prostortt W1(Q) a H(2) jesté tfeti moznost, jak definovat prostor Sobolevova typu.
V tomto piipadé velkou roli hraji absolutné spojité funkce jedné proménné, které se
uzivaji se v konstrukci mnozin AC;(2) (i =1,...,N) (viz 14.5b), s jejichz pomoci
jsou Beppo Leviho prostory BL2(f2) (a obecné BL,(§2)) definovany.

14.5. Definice. a) Rikdme, ze funkce f(X) N proménnych je absolutné spojita
na oteviené mnoziné M, ktera je podmnozinou dané primky, je-li absolutné spojita
na kazdém kompaktnim podintervalu mnoziny M.

b) Rikdme, ze funkce f(X) N proménnych, kterd je definovdna pro X € Q C
R nélezi do mnoziny AC;(£2), je-li absolutné spojitd na témét vech mnozinach
I, = pNQ, kde p je libovolna pifimka, kterd je rovnobézna s osou z; a ma neprazdny
prunik s oblasti 2. [

Vysvétleme podrobnéji vyraz “na témeéf vSech mnozinach I,,” v piipadé z; = x;.
Uvazujme piimky p, které jsou rovnobézné s osou x; a maji neprazdny prunik
s oblasti €2. Tento prunik I, = p N Q je otevienou mnozinou na piimce; oznac¢me
jeji projekci na rovinu x; = 0 symbolem T (je to bod). Zajima nas (N —1)-rozmérna
mira téchto projekci. Funkce f(X) nalezi do AC1(€2), jestlize mira mnoziny vSech
projekci  mnozin I,, na kterych funkce f(X) neni absolutné spojitd, mé svou
(N — 1)-rozmérnou miru rovnu nule.

Pokud funkce f(X) nélezi do AC(f2), potom ma podle Véty 11.7.36h témeér
vsude v ) klasickou parcialni derivaci podle x;. Tuto klasickou parcidlni derivaci
budeme znacit symbolem [0f/0x1]. Jestlize funkce f(X) nalezi do mnoziny

N
[ AC:(Q) = AC1(Q) N AC2(Q) N... ACx(9)

=1

potom maé témeér vsude v 2 vSechny prvni klasické parcidlni derivace

BICRE

Protoze klasické derivace (14.9) existuji témét vsude v £, muzeme se pokusit in-
tegrovat p-té mocniny jejich absolutnich hodnot ptes 2. Pokud derivace (14.9)
nélezeji do L, (2), vede to k nasledujici definici:

14.6. Definice. Necht 1 < p < oo. Symbol BL,(Q) bude znag¢it mnozinu

N
v8ech funkei u € L, () takovych, ze k nim existuji funkce uw € (| AC;(Q?) splitujici
i=1

rovnost u = u témét vude v Q, pficemz [0u/0x;) € L,(Q) (i=1,...,N). Vyraz
[ ou
lullaz,@ =l + 3 | [ 5= ] (14.10)
i=1 tIL, (2)

definuje normu v linedrnim prostoru BL,(£2), ktery nazyvame prostorem Beppo
Leviho.
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14.6a. Poznamka. Stru¢né a jednoduse: Beppo Leviho prostor BL,(Q2) je
linearni prostor vsech funkci

u € Ly(Q) N () ACi(),

=1

jejichz prvni “klasické” derivace jsou lebesgueovsky integrovatelné s p-tou mocni-

BLp(Q):{ueL mﬂAc {;ﬂ ,{%}GLP(Q)}.

Norma v tomto prostoru je dana vztahem (14.10). O

V [Ze2, kap. 5] je dokézéno, ze
W (Q) = BLy(Q) &iobecngji WHP(Q) = BL,(9). (14.11)

Kdyz Q € C%Y (tj. v piipadé po ¢astech hladké hranice 992), potom W = H a vztahy
(14.11) mohou byt psény ve tvaru

H'(Q) = BLy(Q) & obecngji H'P(Q) = BL,(9Q). (14.12)

Vztahy (14.11) a (14.12) maji tento vyznam: Struktura “energetickych” prostoru
WP(Q) nebo H'P(Q) je identickd se strukturou prostortt BL,(£2). Tato struktura
je podle Definic 14.4 a 14.5 velmi jasnd. (Dukaz (14.11), resp. (14.12) je vSak dlouhy
a hodné komplikovany.)

14.7. Piiklad. Vratme se k Pifkladu 11.7.38 v pifpadé N = 2. Vidime, Ze
1
In ; e ACq (’CR) N ACQ(’CR), (14.13)

ale In1 ¢ H'(Kg), protoze

ai<1n1>

Vlastnost (14.13) je nutnou, ale ne postacujici podminkou pro to, aby ln% €
HY(KRr). (Stejny vysledek jsme dostali v R! v Pifkladu 11.7.34: Dana funkce
u(x) je tam absolutné spojitd, ale nepatii do H!(I), protoze u’ ¢ Lo(I).) Je tieba
poznamenat, ze ve shodé s vétou o stopach nemuzeme ocekavat vysledek ruzny od
(11.114); a (11.114)s.

14.8. Poznamka k Prikladu 14.2. Vysledek tohoto piikladu lze snadnéji
ziskat pomoci vztahu W!(K) = BLy(K). Prostor BLy(K) je tvofen funkcemi,
které jsou absolutné spojité na témeér vSech piimkach rovnobéznych se souradnymi
osami (zde x1 a x2). Avsak funkce u(z1, x2) je nespojitd na vsech ptimkach rovno-
béznych s osou x; a majicich neprdzdny primnik s tseckou {[0,y] € R%: 0 <y < 1}.

2

2

2 R
=27 lim — dp — 0. (14.14)
0,Kr e=0+ /. 0
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15. Priblizna reSeni pocatecnich a pocatecnich-okrajovych
problémia ODR a PDR

Prvni ¢tyti podkapitoly jsou vénovany Eulerové explicitni a Eulerové implicitni
formuli pro feSeni pocatecnich problému ODR. V paté podkapitole odvozuji iplné
diskrétni schéma pro pftiblizné feseni pocatecniho-okrajového problému rovnice
pro vedeni tepla a Sestd (posledni) podkapitola je vénovana uplnému diskrétnimu
schématu vlnové rovnice.

15.1. Eulerova explicitni formule

Uvazujme pocatecni problém

y' = f(z.y), (15.1)
y(a) = yo, (15.2)

kde yo je dand hodnota, a hledejme jeho priblizné diskrétni reSeni na intervalu
<a, b>, ktery rozdélime na N stejné velkych dila o délce h = (b — a)/N body

To=a<x1 <x9< - <ITN_1<ITN=D, (15.3)

kde z, = a+kh. O funkci f(z,y) predpokldadddame (stejné jako v Picardové vété),
ze je spojita a spliuje Lipschitzovu podminku

|f(@,y1) — f(z,y2)| < Llys — yo| Vz,y1,92 € {a,b). (15.4)

Rovnici (15.1) zintegrujme v intervalu (@, z;41)

jﬁmﬁdz/(w)da?=:/£m+1f(m,y(m))dm,

2 2

takze
Tit1

ymﬁo:ym»+/’ f(x,y(x)) de. (15.5)

z;
Integrél na pravé strané (15.5) vypoctéme pfiblizné jednobodovou kvadraturni for-
muli s uzlovym bodem z;:

Y(@ir1) =y(xi) + hf(zi, y(zs)). (15.6)

Tento vztah je vSak nepouzitelny, protoze hodnoty y(x;),y(z;+1) nezndme, ani je
nemuzeme nijak vypocitat. Navic se v tomto vztahu vyskytuje znaménko priblizné
rovnosti. Proto zaménime vyrazy y(z;), y(z;+1) ve vztahu (15.6) jejich pribliznymi
hodnotami u;, u;4+1 a znaménko ptiblizné rovnosti nahradime definitoricky znamén-
kem rovnosti. Z (15.6) tak dostaneme Eulerovu doprednou ¢ili explicitni formuli

kde podle (15.2) klademe
Uuo = Yo-. (158)

Postupnym uzitim rekurentni formule (15.7) dostaneme
up = Yo + hf(a7y0)7u2 =uy + hf(xl,’l,lq), ce UN = UN-—1 F hf(.’L’N_l,’LLN_l).
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Nyni dokazeme, ze po k krocich bude naakumulovand chyba metody
yr —ur =kO(R*) (k=1,...,N), (15.9)
kde pro stru¢nost klademe
ye =y(zr) (k=1,...,N). (15.10)
Podle Taylorova rozvoje
y(er + h) = y(ex) + hy' (zx) + 5h%y" (xr) + ...
a podle (15.1) a (15.10)

yior =y + hf @) + 202 fay@)| o+ (15.10)

dx

T=XT

Protoze plati (za dodateéného predpokladu ohrani¢enosti parcidlni derivace %)

L ee)

- [%(m,y(m)) + f(x,y(@)g—g(w(m))} = ¢

T=T T=T

muzeme piepsat (15.11) na tvar

Ykt1 = Yk + hf (Te, y) + O(R?). (15.12)

Pro k£ = 0 odtud plyne
y1 = yo + hf(a,y0) + O(h?)

¢ili podle (15.7), (15.8)
y1 —u1 = O(h?). (15.13)

Pro k =1z (15.12) plyne
y2 = y1 + hf(z1,51) + O(h?) = (15.14)
= w1 + hf(zr,u) + (1 —w) +h[f(z1,91) = flzr,wm)] + O(R?).
Podle Lipschitzovy podminky (15.4) a vztahu (15.13) plati
hlf(z1,y1) = f(z1,u1)| < hL|yy — u1| = O(K?). (15.15)
Dosadime-li (15.15) spoleéné s (15.13) do (15.14), dostaneme
Yo — ug = O(h?) + O(h*) + O(h?) = 20(h?), (15.16)

protoze vyraz O(h®) miizeme zanedbat. V tietim kroku dostaneme (stejnym zpii-
sobem jako vztah (15.14))

ys = y2 + hf(z2,52) + O(h?) = (15.17)
= ug + hf(x2,u2) + (y2 — uz) + hlf (2, y2) — f(22,uz)] + O(R?).
Pomoci Lipschitzovy podminky (15.4) a vztahu (15.16) zjistime, ze
hlf(z2,y2) — f(z2,u2)] = 20(}13)7
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coz dosazeno spolu s (15.16) do (15.17) davé
ys —uz = 20(h%) +20(h?) + O(h?) = 30(h?).
Predpokladejme nyni, ze po k krocich dostaneme odhad
yr — ur = kO(h?). (15.18)

Vyjdeme nyni ze vztahu

Ykt1 = Yk + hf (zh, yr) + O(h?) (15.19)

= up, + hf (xk,ur) + (Y — ur) + hlf(@r ye) — flaw u)] + O(R?).
Pomoci Lipschitzovy podminky (15.4) a vztahu (15.18) nyni zjistime, ze
hf (zr, y) — f(zr, up)] = kO(h?),
coz dosazeno spolu s (15.18) do (15.19) davé
Yka1 — g1 = EO(R?) + kO(h®) + O(h?) = (k + 1) O(h?), (15.20)

coz jsme chtéli dokazat.
Projdeme-li cely interval <a, b>, vyslednd globdlni chyba bude imérnda vyrazu

NO(h?) = NKh? = NKb]_Va

h=K(b—a)h=0(h). (15.21)

Poznamka: Misto Taylorova rozvoje a vztahu (15.11) jsme mohli ziskat vztah
(15.12) pomoci odhadu (viz [Rel, odst. 13.13])

[ @) de - 1 gte)) = 062), (15.22)

15.2. Eulerova implicitni formule

Integral na pravé strané (15.5) vypoctéme nyni piiblizné jednobodovou kvadra-
turni formuli s uzlovym bodem z;,1:

Y(Tit1) =y(@:) + hf(ziv1, y(ziv1))- (15.23)

Stejné jako v (15.22) plati
Ti4+1
[ re @) de = b ylwi) = 00), (15.24)

takze uzijeme-li v (15.5) jednobodovou kvadraturni formuli s uzlovym bodem z;41,
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dostaneme
Yir1 = Yi + hf(@ig1,yi41) + O(h?),
coz je vychozi vztah k ziskani chyby Fulerovy zpétné (¢ili implicitni) formule, ktera
mé podle (15.23) tvar (ze stejnych davodu jako v piipadé formule (15.7))
Ui41 = Uy + hf(.ilfi+1, ui+1). (1525)

V rozséhlejsich monografiich (jako napt. [Lal, [Vi]) se dokazuje, Ze globélni chyba
Eulerovy implicitni formule je opét O(h). I kdyz obé Eulerovy formule jsou stejné
presné, implicitni formule m4 tu velkou prednost, Ze je stabilni (viz podkap. 15.3).

Zatimco explicitni Eulerova formule (15.7) je ddna rekurentnim vzorcem, musime
pii aplikaci implicitni formule (15.25) na kazdém kroku feSit rovnici pro w;iq
(v pfipadé nelinearni rovnice vétsinou Newtonovou metodou).

Pro svou jednoduchost a stabilitu se implicitni Eulerova formule uziva v nu-
merickych vypoctech na pocitacich. Je ovSem vhodné spocitat nékolik prvnich

v evs

vou metodou ¢tvrtého fadu presnosti, kterd je dana formuli
Ujt1 = U; + %(lﬁ + 2ko + 2ks + ka)

kde
kl = f(miuui)a

ko = f(z1+ $h,u; + shkr),
kg = f(.fEl + %h,uz + %hk‘g),
k4 = f({l}l + h,’U,i + hkg)

15.3. Stabilita implicitni formule
Uvazujme pocatecni problém
v =Xy (A<0), y(0)=1. (15.26)

Jeho teseni je tvaru
y(z) = e, (15.27)

Protoze A < 0, z (15.27) plyne
y(z;) > y(xip1) >0 pro x; < xitq.

Proto je pfirozené pozadovat
U; > Uig1 > 0. (1528)

Explicitni (dopfednd) Eulerova formule dava
Uip1 = Ui + hAu; = u;(1 — |A|h).
Z pozadavku (15.28) v tomto pfipadé plyne (je totiz ug =1 > 0)
1>1—|Ah>0. (15.29)
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Levé nerovnost (15.29) je splnéna vzdy; prava pouze v piipadech, kdy

1
h< . (15.30)
A

Jestlize |A| > 1, je podminka (15.30) zna¢nym omezenim délky kroku h.
V piipadé implicitni (zpétné) Eulerovy formule plati

Uj+1 = U; + h)\uiﬂ = U; — h\)\\uiﬂ,

takze
U;
U1 = —————.
LS ST
Protoze up = 1, je tedy pozadavek (15.28) splnén bez jakéhokoliv omezeni na délku
kroku h.

15.4. Priklad: Vyjadreni Eulerova cisla e

V této podkapitole trochu odbo¢ime. V zdkladnim kurzu diferencidlniho poctu
bylo ¢islo e = 2, 7182818 ... (zéklad ptirozenych logaritmu) definovano vztahem

1 n
e= lim (1 + —) : (15.31)
n

n—oo

Ukézeme, ze k témuz vyjadieni (15.31) dospéjeme, Fesime-li numericky pocatecni
problém

y =y, (15.32)
y(0) =1 (15.33)

na intervalu <0, 1> pomoci Eulerovych formuli.
Obecné feseni rovnice (15.32) je y = Ce®. Uzitim pocateéni podminky (15.33)
dostaneme partikularni feseni
y(x) = e,
takze
y(l) =e. (15.34)

Rozdélme interval <O, 1> na n stejnych dilka o délce

1
h=—.
n
Protoze v pripadé rovnice (15.32) je f(x,y) = y, explicitni Eulerova formule (15.7)
ma tvar
1
n

Podle (15.33) je up = 1, takze (15.35) postupné dava

2 n
1 1 1
U/l:l—}—g, ’UQZ(l—'—E) ,,'U/n:(l—i—E) .
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Protoze =, = 1, je hodnota u,, pfibliznym vyjadienim piesné hodnoty y(1) = e.
Eulerova metoda konverguje, takze plati

1 n
e= lim u, = lim (1—}——) ,
n—oo n— oo n
coz je vztah (15.31).
Vztah (15.31) nyni odvodime pomoci zpétné (implicitni) formule. Postup je
vSsak v tomto ptripadé komplikovanejsi. Interval <O, 1> rozdélime na m stejnych
dilkt o délce

1
h=—.
m
Zpétna formule (15.26a) v tomto piipadé da
U; U;m
Ui+l = Ui + hui—|—1 = Uiyl = - = - (1536)

1-1/m m-—-1
Protoze Eulerova metoda je konvergentni, plyne odtud

2 m
. . U;—1TN . m
=1 =1 — —=...=1 —_— 15.37
© mg}})om— s (m—1)2 ma (m—1)m ( )

;TN

Abychom dostali vztah (15.31), zavedme substituci
m=n+1.

Potom z (15.37) plyne

o n—oo n”"’l o n—oo n n o

1 1 " 1\"
B N lim( +”) — lim (1+—) :
n—oo n n—oo n n—oo n

protoze lim(n + 1)/n = 1. Opét jsme ziskali vztah (15.31).

15.5. Rovnice pro vedeni tepla

Uvazujme tento pocatecni-okrajovy problém rovnice pro vedeni tepla v jedné
dimenzi

ou  0%u
- 15.
ot 0x? (15.38)
u(0,t) =a, wu(l,t)=05b, t>0, (15.39)
u(z,0) = up(z) VY € (0,7), (15.40)

kde ug(x) je spojita funkce s po ¢dstech spojitou a ohrani¢enou derivaci na (0, £)
(tj.up € H'(0,£)). Problém (15.38)—(15.40) budeme diskretizovat kombinac{ zpét-
né diference v ¢ase s metodou kone¢nych prvkia v R1.
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Podobné jako na str.58 rovnici (15.38) nejprve ndsobme libovolnou funkei v €
H{(0,£) a integrujme pfes interval (0, £):

£ 92
/—vdw—/@vdx.
o O0x?

Integral na pravé strané upravme pomoci integrace per partes a vztahu v(0) =
v(€) = 0, které splituje kazda funkce v € H} (0, ). Dostaneme:

/ 5V dz + / Ou Do d:c =0 Yve Hy(0,/). (15.41)

Stejné jako na str. 66 (viz vztahy (11.49)—(11.51)) zavedme koneénérozmérny pros-
tor Xy, varietu W;, C X}, a podprostor V;, C X} pomoci vztahu

X, ={we H'(0,¢): w je spojita funkce linedrni na prvcich délenf Dy}, (15.42)
Wh={we Xp: w(zg) =w(0)=a, w@py1)=w(l)=>}, (15.43)
Vi, ={w e X : w(zg) =w(0) =0, w(x,41)=w(l)=0}, (15.44)

kde Dy, je déleni intervalu <O, €> na n stejnych dilku:
Dy, : $0:0<ZC1<$2<"'<ZC”_1<$n<$n+1:€, (15.45)

Necht {¢o(), p1(2), ..., on(z), Pni1(z)} je baze (n + 2)-rozmérného prostoru Xj.
Potom kazdé funkce z variety W), ma tvar

apo(z) + Zam + bpnir(x) (o € RY). (15.46)

Nahradme v (15.46) redlnd ¢isla oy, libovolnymi funkcemi éasové proménné ay(t) €
CY(0,T) a definujme funkci

up(z,t) = apo(z) + Z a(t)er(z) + bpnii(x). (15.47)

Prostorovou semidiskretizaci naseho problému provedeme tak, ze ve vztahu (15.41)
nahradime hledanou funkci u(z,t) funkef uy(x,t) a testovaci funkce v € Hg(0,7)
testovacimi funkcemi v € Vj,:

Ouy, auh ov
—_— _— = . 15.4
/ vdr + ; 8:1:8:1:01 =0 Yoey, (15.48)

Od prostorové semidiskretizace (15.48) prejdeme k tuplné diskretizaci problému tak,
ze parcialni derivaci % nahradime zpétnou diferenci, kterou podélime ¢asovym

krokem At:
ouy, N up(x,t;) — up(z, t;—1)

o (@ti) = A
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Pro véts jednoduchost budeme psat U = U(x) = uy(z,t;), takze semidiskrétni
vztah (15.48) je nahrazen diskrétnim vztahem

¢ ¢ arri ¢
/ Ulv dz + At/ OU" OV 4 — At/ U~ wde Vo€V (15.50)
0 o Oz Ox 0

v piipadé i = 1 je na pravé strané vztahu (15.50) vyraz f(f ugv dzx, kde ug(z) je
funkce z pocateéni podminky (15.40). Kdyz dany ¢asovy interval <O, T>, na kterém
hledame priblizné feSeni, rozdélime na m c¢asti, potom casovy krok méa velikost
At =T /m. Je tieba poznamenat, Ze (15.50) mé& stejny tvar jako Eulerova implicitn{
formule. (Sta¢i zaménit indexy 7 na i + 1.) // Vztah (15.50) dédle zjednodusime:
Staci misto néj napsat n vztahu

¢ ¢ arri ¢
- oU" Oy ; -

Ulp; dz + At dz=At | U lpjdz (j=1,... 15.51
| Ve e ar [ TESE qr e ar [ 0Tt e =1 (1551)
kde 1, ..., ¢, jsou bazové funkce n-rozmérného prostoru V;,. Dale: Kazda funkce

Ut(x) m4 tvar
Ui(2) = ago(e) + bons1(2) + 3 onlt)pn(z) (i=1,...,m),  (15.52)

k=1

Dosadime-li (15.52) do (15.51), dostaneme po snadné tipravé soustavu n linearnich
algebraickych rovnic pro as(t;),...,an(t;), kde j =1,...,n:

n ¢
3 a(ts) / {o;(2)n(2) + At (2)gh(z)} da = (15.53)

k+1
L
= / (AtU™ — apo(x) — bpni1(x) — altpy(z) — bALY], 4 ()@, (z) dz.
0

Resfme postupné celkem m téchto soustav, protoze i = 1,...,m. Pfipomindm, ze
v piipadé i = 1 je U= (x) = wuo(x), kde ugp(z) je funkce z pocdteéni podminky
(15.40). // Numerickou analyzou se nebudu zabyvat. Uvadim bez dukazu, ze
metoda konverguje a ze maximalni rychlost konvergence tohoto diskrétniho problé-
mu je O(At + h); viz [Zel, Ch.49] nebo podrobnéji v [Ze3]. (V obou pifpadech je
analyzovan obecnéjsi probtém). e Protoze matice soustavy (15.53) je reguldrni, ma
tato soustava praveé jedno treseni aq(t;),...,a,(t;) pii kazdém i =1,...,m.

15.6. Vlnova rovnice

Uvazujme tento pocatecni-okrajovy problém vinové rovnice v jedné dimenzi

ZTS — % (p(x)%) = f(z,t) ((x,t) € (0,0) x (0,T>), (15.54)
w(0,6) =0 Vite (0,T), (15.55)
p(z)%(z, =0 Vte(0,T), (15.56)
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u(z,0) = ug(z) VY € (0,7), (15.57)

0

a—?(x,()) = wo(z) V€ (0,0), (15.58)
kde p(z) > pu > 0, up(z) € HY(0,£), vo(x) € HY(0,0), f(x,t) € La((0,£) x (0,T)).
Nasobme rovnici (15.54) libovolnou funkei w € H}(0,¢) a integrujme pies interval

<0,€>:
¢ 92 tp 9 ¢
; a—tgw dz —/O p (p(x)a—Z)w dz = /0 f(z, t)w(z) dz.

Druhy integrél na levé strané upravme pomoci integrace per partes a vztahu w(0) =
w(f) = 0, které splituje kazdd funkce w € H}(0, ). Dostaneme:

£ 92 £ L
0 u Ou dw
i 22 Y dzx +/0 p(x)%a dz = ; fz,t)w(x) dz. (15.59)

Necht {¢1(x),...,on(x)} je bdze n-rozmérného prostoru Vj, (viz (15.44)). Potom
kazd4a funkce z V;, ma tvar

w(z) =Y appr(z) (ax €RY). (15.60)
k=1

Definujme funkci

un(z,t) = Y o (t)gn(z), (15.61)
k=1
kde ay(t) € C1(0,T) jsou hledané funkce. Prostorovou semidiskretizaci naseho
problému provedeme tak, ze ve vztahu (15.59) nahradime hledanou funkei u(x,t)
funkef up (z,t) a testovaci funkce w € H} (0, £) testovacimi funkcemi w € Vj,:

¢ a2 ¢ ¢
0“uyp, Oup, dw
S w dx +/0 p(w)%a dz = i flx,t)w(x) de Yw e V. (15.62)

Od prostorové semidiskretizace (15.62) piejdeme k tplné diskretizaci problému
2
tak, ze druhou parcialni derivaci 88;‘; nahradime druhou zpétnou diferenci, kterou

podélime kvadratem At? ¢asového kroku At:

82uh< ,ti> - ('u,h(:L’, ti) — 'U,h(:L’, ti—l) — (uh(x,t,-_l) — uh(m, ti_2>) .

15.63
ot? At2 ( )
Pro vétsi jednoduchost budeme psat U® = U'(x) = up(x, t;), takze

02uy, AT AU - AUL Ui 2Uil 4 i

ot? (@, 4) At? At? At? (15.64)

a semidiskrétni vztah (15.62) je nahrazen diskrétnim vztahem
/ Ulw dz + AtQ/ p(z)(U")w' dox = AtQ/ QU™ — U™ ) w dz+
0 0 0
¢
—|—At2/ flx,t;)w(x) de Yw € V.
0
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Tento vztah ddle zjednodusime: Staci misto néj napsat n vztaht

¢ ¢ ¢
/ Ulp; dz + At2/ p(z)(U") ¢ da = At2/ QU™ —U"?)p; do+
0 0 0
¢
+At2/ flz, ti)pj(x)de (j=1,...,n), (15.65)
0

kde ¢1,. .., @, jsou bazové funkce n-rozmérného prostoru V. K (15.65) pfipojime
dvé pocatecni podminky, které ziskdme z (15.57) a (15.58):

U =wuy € Vj, (15.66)

U™t =wy — Atvg € V. (15.67)

Dale: Kazd4 funkce U*(z) méa tvar

Ulx) =Y aplti)er(z) (i=1,...,m), (15.68)
k=1
Dosadime-li (15.68) do (15.65), dostaneme po snadné tipravé soustavu n linearnich
algebraickych rovnic pro aq(t;),. .., a,(t;):
n ¢
S ault) [ {es@ono) + APpla)g @)} de = (15.69)
k=1 0

V4 ¢
:At?/ QU —U2)p, d:c+At2/ Fat)es(@) de (G=1,....n).
0 0

Resime postupné celkem m téchto soustav, protoze i = 1,...,m. V piipadé i = 1
uzijeme na pravé strané (15.69) obé poc¢atecni podminky (15.66) a (15.67). Nume-
rickou analyzou se nebudu zabyvat. Uvadim bez dukazu, ze metoda koverguje a ze
maximalni rychlost konvergence tohoto diskrétniho problému je O(At + h) (viz
[Zel, Ch. 50], nebo mnohem podrobnéji [KZ]). // Protoze matice soustavy (15.69)
je reguldrni, ma tato soustava praveé jedno feseni oy (t;), ..., (t;) piii =1,...,m.
e | kdyz aproximace druhé parcialni derivace % podilem AAQ—g, kde A2U? je druh4
zpétna diference, je korektni a zcela prirozend, nevyskytuje se prilis v literatute.
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