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07. Věty o řešeńıch lineárńı ODR n-tého řádu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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6. Vlnová rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
Literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

Úvod
Tento text, který se rozrostl na 174 stranz, byl p̊uvodně zamýšlen předevš́ım

pro ty vysokoškolské učitele matematiky, kteř́ı musej́ı mimo jiné přednášet teorii
ODR, přičemž se odborně obyčejnými rovnicemi nezabývaj́ı. Přibyla však velmi
dlouhá kap. 11, která se zabývá okrajovými problémy ODR druhého řádu z hlediska
funkcionálńı analýzy (a kromě toho obsahuje stručný kurz metody konečných prvk̊u
v R

1), takže p̊uvodńı záměr této kńıžky ustoupil trochu do pozad́ı.
S kurzem obyčejných DR je spojena tato nepř́ıjemnost: Existenčńı věty se

většinou v přednáškách nedokazuj́ı; a co je horš́ı, nejsou ani dokázány ve skriptech či
v některých knihách (jako např. [ŠT], kde je dokázána pouze Picardova věta; zbytek
se nedokazuje, nebo je špatně; totéž se dá ř́ıci o [ČŽ]; v [Re1] se nic nedokazuje).
Z kurz̊u obyčejných DR se tak stává “kuchařka” na lepš́ı či horš́ı úrovni.

Původně jsem se zaměřil na těchto 6 témat (vyšel jsem hlavně ze [St]):
(1) Picardova věta o existenci a jednoznačnosti počátečńıho problému y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.
(2) Peanova věta o existenci počátečńıho problému y′ = f(x, y), y(x0) = y0.
(3) Věta o existenci a jednoznačnosti počátečńıho problému soustavy n diferenciálńıch

rovnic prvńıho řádu
(4) Věta o existenci a jednoznačnosti počátečńıho problému

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(n−1) = yn−1.
(5) Věta o existenci a jednoznačnosti počátečńıho problému soustavy n lineárńıch

diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu
(6) Věta o existenci a jednoznačnosti počátečńıho problému

y(n) + a1y
(n−1) + · · · + any = f(x), y(x0) = y0, y

′(x0) = y1, . . . , y
(n−1) = yn−1.

Ačkoliv v (1) – (6) jde o 6 existenčńıch vět, stač́ı dokázat věty (2), (3) a (5).
Důkaz věty (4) plyne z věty (3) a ekvivalence dané rovnice n-tého řádu se speciálńı

soustavou n rovnic prvńıho řádu. Důkaz věty (6) plyne z věty (5) a ekvivalence

dané lineárńı rovnice n-tého řádu se speciálńı soustavou n lineárńıch rovnic prvńıho
řádu. Konečně, d̊ukaz věty (1) je speciálńım př́ıpadem d̊ukazu věty (3). // Kromě
těchto témat jsem přidal daľśı čtyři kapitoly, které souvisej́ı s počátečńımi problémy
ODR a obvykle se v základńım kurzu přednášej́ı (co se týče jejich názv̊u, viz Obsah).
Větš́ı zájem by mohla vzbudit kap. 8 či kap. 9.

Jedenáctá kapitola měla mı́t p̊uvodně sedm část́ı. Ale při promýšleńı pod-
kap. 11.7 jsem si uvědomil, že se teorie okrajových problémů ODR obvykle vykládá
pouze “klasicky”, tj. bez užit́ı teorie Sobolevových prostor̊u, které se začnou sys-
tematicky prob́ırat až s teoríı parciálńıch diferenciálńıch rovnic, kde se celý výklad
zamlž́ı problematikou popisu hranice oblast́ı v R

2 a R
3.
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Protože v R
1 hranice ohraničené oblasti (tj. konečného intervalu) sestává pouze

ze dvou bod̊u, mnoho komplikaćı technického rázu odpadá. Nav́ıc se některá témata
daj́ı vykládat bez ohledu na dimenzi prostoru R

N (protože nezávisej́ı na popisu
hranice oblasti, jako např. regularizace a s ńı souvisej́ıćı d̊ukaz hustoty C∞

0 (Ω)
v L2(Ω), resp. spojitost podle středu funkćı v prostoru L2(Ω)). Toho jsem využil a
tato témata zpracoval. V položkách 11.7.36a – 11.7.36ℓ je věnována velká pozornost
absolutně spojitým funkćım, které tvoř́ı nadmnožinu Sobolevova prostoru H1(I).

Rozhodl jsem se, že všechny věty vyslovené v kap. 11 dokážu (s výjimkou vět
citovaných z [Na] a [Ja]). T́ım se sice kńıžka rozrostla asi o dvacet stran, ale i
tak neńı př́ılǐs dlouhá. Text jsem na mnohých mı́stech doplňoval, takže Sobolevovy
prostory W k(Ω) a Hk(Ω) jsou téměř souběžně vykládány s prostory W k(I) a Hk(I),
kde I je konečný interval.

V kap. 12 jsou obě Picardovy věty z kap. 1 a 3 dokázány pomoćı Banachova
principu pevného (BPPB). Zvláště prvńı d̊ukaz je navzdory své stručnosti elegantńı
a přehledný. Aplikovat BPPB na počátečńı problém soustavy lineárńıch ODR

ẋ(t) = A(t)x+ g(t)

kde A(t) a g(t) jsou spojité na
〈
a, b
〉
, neńı vhodné, protože v tomto př́ıpadě řešeńı

existuje na celém intervalu
〈
a, b
〉
, přičemž BPPB dá pouze lokálńı řešeńı.

Kap. 13 je “un bonbon en plus” k těm částem kap. 11, ve kterých jsem se zabýval
kvadratickým funkcionálem celkové potenciálńı energie v R

1. V kap. 13 jsou tyto
výsledky nejprve zobecněny v R

2, č́ımž se mimo jiné źıskaj́ı Eulerovy rovnice
variačńıho počtu tohoto kvadratického funkcionálu nestandardńım zp̊usobem. V dal-
š́ı části kap. 13 jsou potom tyto Eulerovy rovnice variačńıho počtu odvozeny jak
v R

1, tak v R
2 standardńım zp̊usobem.

Bez kap. 14, která je věnována Sobolevovým prostor̊um na ohraničené oblasti
Ω ⊂ R

N (N ≥ 2), by tato kńıžka nebyla úplná. Sobolevovy prostory Hk(I), kde I
je konečný interval, jsou totiž podmnožinami prostoru AC0(I) absolutně spojitých
funkćı na uzavřeném intervalu I. ProstoryHk(I) maj́ı tak dosti výlučnou strukturu,
protože analogie či zobecněńı absolutně spojitých funkćı v R

N (N ≥ 2) neexistuje.
Beppo Leviho prostor BL2(Ω) pak dává do souvislosti Sobolevovy prostory W k(Ω)
a Hk(Ω) s množinami funkćı, které jsou absolutně spojité na téměř všech př́ımkách
rovnoběžných se souřadnými osami.

Kap. 15 o přibližných řešeńıch počátečńıch problémů ODR, resp. počátečńıch-
okrajových problémů PDR je vzhledem ke svému tématu dosti krátká. V př́ıpadě
ODR se zde věnuji hlavně Eulerově explicitńı a implicitńı formuli. O daľśıch
d̊uležitých metodách (jako např. o Runge -Kuttově metodě) uvád́ım jenom základńı
fakta bez d̊ukaz̊u. V př́ıpadě rovnice pro vedeńı tepla kombinuji zpětnou diferenci
v čase s metodou konečných prvk̊u v R

1. V př́ıpadě vlnové rovnice pak kombinuji
druhou zpětnou diferenci v čase s MKP v R

1.
Titul kńıžky K základ̊um teorie diferenciálńıch rovnic jsem zvolil tak, abych měl

jakési alibi. Neṕı̌si o základech, ale vyjadřuji se k základ̊um, takže jsem leccos
podstatného mohl vynechat.
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1. Picardova věta

1.1. Věta (Picard). Je dána diferenciálńı rovnice

y′ = f(x, y(x)) (1.1)

s počátečńı podmı́nkou

y(x0) = y0 . (1.2)

Nechť jsou splněny tyto dva předpoklady:

a) Funkce f(x, y) je definovaná a spojitá na dvojrozměrné uzavřené oblasti R ve

tvaru obdélńıku

R = {(x, y) : x0 ≤ x ≤ x0 + a, y0 − b ≤ y ≤ y0 + b},

tj. existuje

M = max
R

|f(x, y)| . (1.3)

b) Funkce f(x, y) má v každém bodě uzavřené oblasti R parciálńı derivaci ∂f/∂y,
která je ohraničená na R, tj. plat́ı

∣∣∣
∂f

∂y
(x, y)

∣∣∣ ≤ L pro všechny body (x, y) ∈ R (L = const > 0).

Potom existuje jediné řešeńı počátečńıho problému (1.1), (1.2), které je defino-

vané a spojité v intervalu
〈
x0, x0 + δ

〉
, kde

δ = min
(
a,

b

M

)
. (1.4)

D̊ukaz. Podle Lagrangeovy věty o př́ır̊ustku plat́ı

f(x, y1) − f(x, y2) =
∂f

∂y
(x, η)(y1 − y2) ,

kde η je vhodné č́ıslo lež́ıćı mezi y1 a y2, takže z předpokladu b) plyne

|f(x, y1) − f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| ∀(x, yi) ∈ R . (1.5)

Tato nerovnost (zvaná Lipschitzova), která byla poprvé publikovaná v roce 1876
(viz [Li]), bude mı́t v d̊ukazu velký význam. // Definujme posloupnost funkćı
(zvanou posloupnost Picardových aproximaćı) tvaru

y0(x) = y0 ,

y1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y0) dt,

y2(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y1(t)) dt,

.......................

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn−1(t)) dt,

.......................
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O této posloupnosti dokážeme, že pro n→ ∞ stejnoměrně konverguje k hledanému
řešeńı na intervalu

〈
x0, x0 + δ

〉
. Důkaz rozděĺıme do pěti část́ı:

1. Nejprve dokážeme, že jednotlivé Picardovy aproximace lež́ı v obdélńıku R,
takže pro x ∈

〈
x0, x0+δ

〉
je yk(x) ∈

〈
y0−b, y0+b

〉
. Důkaz provedeme matematickou

indukćı: Pro y0(x) tvrzeńı plat́ı. Nechť yn−1(x) lež́ı v R. Potom vzhledem k (1.3)
a (1.4) plat́ı

|yn(x) − y0| =

∣∣∣∣
∫ x

x0

f(t, yn−1(t)) dt

∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣
∫ x

x0

dt

∣∣∣∣ =

= M |x− x0| ≤Mδ = M min
(
a,

b

M

)
≤ b .

Prvńı nerovnost přitom plyne z (1.3), posledńı rovnost z (1.4).

2. Matematickou indukćı dokážeme, že plat́ı

|yn(x) − yn−1(x)| ≤ M

n!
Ln−1|x− x0|n . (1.6)

Pro n = 1 máme

|y1(x) − y0| =

∣∣∣∣
∫ x

x0

f(t, y0) dt

∣∣∣∣ ≤M |x− x0| .

Předpokládejme, že dokazovaný vztah (1.6) plat́ı pro n− 1. Předevš́ım je

yn(x) − yn−1(x) =

∫ x

x0

[f(t, yn−1(t)) − f(t, yn−2(t))] dt .

Podle části 1 lze na posledńı integrand už́ıt Lipschitzovu nerovnost (1.5), která
implikuje

|f(t, yn−1(t)) − f(t, yn−2(t))| ≤ L|yn−1(t) − yn−2(t)| ≤ LMLn−2

(n− 1)!
|t− x0|n−1 ;

druhá nerovnost přitom plat́ı podle indukčńıho předpokladu. Dostáváme tedy

|yn(x) − yn−1(x)| ≤ MLn−1

(n− 1)!

∫ x

x0

|t− x0|n−1 dt =
MLn−1

n!
|x− x0|n .

Odtud plyne, že vztah (1.6) plat́ı pro všechny indexy n.

3. Dokážeme, že Picardova posloupnost konverguje pro všechna x ∈
〈
x0, x0 + δ

〉

stejnoměrně k nějaké funkci y = Y (x), která je na intervalu
〈
x0, x0 + δ

〉
spojitá.

Uvažujme proto funkčńı řadu

y0 + [y1(x) − y0] + [y2(x) − y1(x)] + · · · + [yn(x) − yn−1(x)] + . . . . (1.7)

Podle (1.6) je majorantou této řady č́ıselná řada

y0 +Mδ +
1

2
Mδ2L · · · +

M

n!
δnLn−1 + . . . ,
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která podle limitńıho pod́ılového kritéria konverguje. Je totiž

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣
δn+1Ln

(n+ 1)!
· n!

δnLn−1

∣∣∣∣ = δL lim
n→∞

1

n+ 1
= 0 .

Podle Weierstrassova kritéria konverguje řada (1.7) stejnoměrně pro všechna x ∈〈
x0, x0 + δ

〉
. Protože členy řady (1.7) jsou na tomto intervalu spojité funkce, je jej́ı

součet, který označ́ıme Y (x), také spojitou funkćı na
〈
x0, x0 + δ

〉
.

Pro částečný součet sn(x) řady (1.7) plat́ı

sn(x) = yn(x) (n = 0, 1, 2, . . . ),

takže podle definice součtu funkčńı řady

lim
n→∞

yn(x) = Y (x) . (1.8)

4. Nyńı ukážeme, že takto určená funkce Y (x) vyhovuje dané diferenciálńı
rovnici (1.1) a počátečńı podmı́nce (1.2). Předevš́ım, konvergence (1.8) je stejno-
měrná, takže

|Y (x) − yn(x)| < ε ∀x ∈
〈
x0, x0 + δ

〉
, ∀n > N(ε) .

Dále podle (1.5)

|f(x, Y (x)) − f(x, yn(x))| ≤ L|Y (x) − yn(x)| .
Spojeńım obou źıskaných vztah̊u dostáváme

|f(x, Y (x)) − f(x, yn(x))| < Lε ∀x ∈
〈
x0, x0 + δ

〉
, ∀n > N(ε) .

Odtud ∣∣∣∣
∫ x

x0

f(t, Y (t)) dt−
∫ x

x0

f(t, yn(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ Lδε .

Protože č́ıslo ε je libovolné, dostáváme

lim
n→∞

∫ x

x0

f(t, yn(t)) dt =

∫ x

x0

f(t, Y (t)) dt . (1.9)

Přejděme ve vztahu

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn−1(t)) dt

k limitě pro n→ ∞. Potom podle (1.8), (1.9) plat́ı

Y (x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, Y (t)) dt . (1.10)

Integrand na pravé straně (1.10) je spojitou funkćı. Proto př́ıslušný integrál má
derivaci podle x (viz derivaci integrálu jako funkce horńı meze), která je rovna
f(x, Y (x)). Je tedy

Y ′(x) = f(x, Y (x)) ,

takže funkce Y (x) splňuje rovnici (1.1). Polož́ıme-li v (1.10) x = x0, potom
dostaneme Y (x0) = y0, takže Y (x) splňuje (1.2).

5. Nakonec dokážeme jednoznačnost řešeńı. Předpokládejme, že existuje spojitá
funkce Z(x), pro kterou plat́ı

Z(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, Z(t)) dt , (1.11)
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tj. vyhovuje vztah̊um (1.1), (1.2). Nechť Y (x) 6= Z(x). Bez újmy na obecnosti
můžeme předpokládat, že hodnoty x, při kterých plat́ı Y (x) 6= Z(x), jsou napravo
od x0 v libovolné bĺızkosti bodu x0; jinak bychom za bod x0 vzali ten bod x > x0,
v jehož libovolné bĺızkosti si hodnoty Y (x) a Z(x) přestávaj́ı být rovné; v takovém
př́ıpadě totiž plat́ı

Y (x) − Z(x) =

∫ x

x

[f(t, Y (x)) − f(t, Z(x))] dt .

Dokážeme, že náš předpoklad vede ke sporu. Zvoĺıme nějakou malou konstantu
ε > 0, konkrétně

0 < ε <
1

L
. (1.12)

Podle předpokladu neńı v uzavřeném intervalu x0 ≤ x ≤ x0 +ε všude Y (x) = Z(x);
kladná funkce |Y (x) − Z(x)| nabývá tedy v některém bodě ξ tohoto intervalu své
největš́ı hodnoty ϑ > 0, přičemž je ξ 6= x0 protože pro x = x0 je Y (x0) = Z(x0) =
y0. Odečtěme (1.11) od (1.10), dosaďme za x hodnotu ξ a užijme Lipschitzovu
podmı́nku (1.5):

|Y (ξ) − Z(ξ)| = ϑ ≤
∫ ξ

x0

|f(t, Y (x)) − f(t, Z(x))| dt ≤ L

∫ ξ

x0

|Y (t) − Z(t)| dt .

Posledńı nerovnost bude t́ım sṕı̌se splněna, jestliže za integračńım znameńım na-
hrad́ıme rozd́ıl |Y (x) − Z(x)| jeho největš́ı hodnotou ϑ a jestliže integrujeme po
intervalu (x0, x0 +ε), který je nadintervalem intervalu (x0, ξ). Dostaneme ϑ ≤ Lεϑ.
Protože předpokládáme ϑ > 0, plyne odtud podle (1.12)

1 ≤ Lε < 1,

což je spor. Tedy předpoklad, že by existovalo jiné řešeńı Z vyhovuj́ıćı téže počátečńı
podmı́nce jako Y , vede ke sporu. �

Stejným postupem se dokáže tato věta, která se lǐśı od věty 1.1 pouze umı́stěńım
bodu (x0, y0) v oblasti R:

1.1bis Věta (Picard). Nechť jsou splněny tyto dva předpoklady:

a) Funkce f(x, y) je definovaná a spojitá na dvojrozměrné uzavřené oblasti R ve

tvaru obdélńıku

R = {(x, y) : x0 − a ≤ x ≤ x0 + a, y0 − b ≤ y ≤ y0 + b},
tj. existuje

M = max
R

|f(x, y)| .

b) Funkce f(x, y) má v každém bodě uzavřené oblasti R parciálńı derivaci ∂f/∂y,
která je ohraničená na R, tj. plat́ı

∣∣∣
∂f

∂y
(x, y)

∣∣∣ ≤ L pro všechny body (x, y) ∈ R (L = const > 0).

Potom existuje jediné řešeńı počátečńıho problému (1.1), (1.2), které je defino-

vané a spojité v intervalu
〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
, kde

δ = min
(
a,

b

M

)
.
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1.2. Poznámka. Podle Lagrangeovy věty o př́ır̊ustku plat́ı

f(x, y1) − f(x, y2) =
∂f

∂y
(x, η)(y1 − y2) ,

kde η je vhodné č́ıslo lež́ıćı mezi y1 a y2, takže z předpokladu b) plyne

|f(x, y1) − f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| ∀(x, yi) ∈ R . (1.5)

Nerovnost (1.5) jsme užili v d̊ukazu věty 1.1 celkem třikrát (v částech 2, 4 a 5),
kdežto předpoklad b), ze kterého tato nerovnost plyne, jsme př́ımo v̊ubec neužili.
Nerovnost (1.5) se nazývá Lipschitzova podmı́nka a věta 1.1 se častěji vyslovuje tak,
že předpoklad b) je nahrazen nerovnost́ı (1.5). Takový tvar věty 1.1 je obecněǰśı.
Např. funkce

f(x, y) =
√
x2 + y2

nemá v počátku (0, 0) derivaci ∂f/∂y, splňuje však v každém okoĺı bodu (0, 0)
Lipschitzovu podmı́nku (1.5). // Splněńı Lipschitzovy podmı́nky geometricky zna-
mená, že “směrnice”

f(x, y1) − f(x, y2)

y1 − y2

př́ımky spojuj́ıćı dva body (x, y1, f(x, y1)), (x, y2, f(x, y2)) grafu funkce f je v ab-
solutńı hodnotě omezena č́ıslem L.

1.3. Poznámka. Je třeba zd̊uraznit, že tvrzeńı Picardovy věty má lokálńı chara-
kter vyjadřený podmı́nkou (1.4), ze které plyne, že existence řešeńı je zaručena
pouze v nějakém okoĺı bodu x0,

1.4. Prodloužeńı řešeńı. Dokázali jsme pouze existenci a jednoznačnost řešeńı
v uzavřeném intervalu x0 − h ≤ x ≤ x0 + h, kde h = δ je dáno vztahem (1.4).
Pokud a ≤ b

M , je existence a jednoznačnost řešeńı počátečńıho problému (1.1), (1.2)

zaručena na celém intervalu
〈
x0−a, x0+a

〉
. Nechť tedy a > b

M . Potom je existence

a jednoznačnost našeho problému zaručena pouze na intervalu
〈
x0 − b

M , x0 + b
M

〉
.

Protože jsme však přitom nevyšli z vnitřku uzavřeného obdélńıka R, kde funkce
f(x, y) je definovaná a spojitá (a vyhovuje Lipschitzově podmı́nce), nalezené řešeńı

m̊uže být prodlouženo : Nechť y
(1)
0 je hodnota nalezeného řešeńı pro x

(1)
0 := x0 + h;

bod (x
(1)
0 , y

(1)
0 ) lež́ı v obdélńıku R. Potom lze nalézt uzavřený obdélńık

R1 : |x− x
(1)
0 | ≤ a1, |y − y

(1)
0 | ≤ b1,

který ještě celý lež́ı v obdélńıku R.1 Označ́ıme-li M1 = maxR1
|f(x, y)| a zvoĺıme-li

počátečńı podmı́nku y(x
(1)
0 ) = y

(1)
0 , potom podle dokázané věty 1.1 (resp. 1.1bis)

vid́ıme, že existuje řešeńı rovnice (1.1) v intervalu I1 =
〈
x

(1)
0 − h1, x

(1)
0 + h1

〉
, kde

pro č́ıslo h1 plat́ı h1 = min(a1,
b1
M1

). Střed intervalu I1 splývá s pravým koncem
uzavřeného intervalu I; v tomto bodě obě námi sestrojená řešeńı maj́ı stejnou

hodnotu y
(1)
0 , takže podle jednoznačnosti těchto řešeńı obě řešeńı splývaj́ı v I ∩ I1.

1Každý vnitřńı bod obdélńıku R je v něm podle své definice obsažen i s nějakým svým okoĺım;
za takové okoĺı můžeme zvolit dostatečně malý obdélńık.
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Protože pravá část (x
(1)
0 , x

(1)
0 +h1〉 intervalu I1 lež́ı vně I, ř́ıkáme, že řešeńı nalezené

v této části je prodloužeńım řešeńı obdrženého v intervalu I.
Podstatná je tato skutečnost: Plat́ı M1 ≤M , protože M je maximum funkce

|f(x, y)| na p̊uvodńım obdélńıku R, kdežto M1 je maximum téže funkce pouze na

obdélńıku R1 ⊂ R. Nechť dále ℓ je pr̊unik svislé př́ımky vedené bodem (x
(1)
0 , y

(1)
0 )

s obdélńıkem R. Pořadnice y
(1)
0 děĺı tuto úsečku na dvě části. Nechť b1 je délka

kratš́ı části. Neńı-li b1 ≪ b, tak může být b
M

.
= b1

M1
a źıskané prodloužeńı je

podstatné.

Je-li y
(2)
0 hodnota řešeńı v bodě x

(2)
0 := x

(1)
0 +h1 a lež́ı-li bod (x

(2)
0 , y

(2)
0 ) ještě v ob-

lasti R, můžeme určit řešeńı pomoćı počátečńı podmı́nky y(x
(2)
0 ) = y

(2)
0 v uzavře-

ném intervalu I2, jehož levá část lež́ı v I1. V této společné části nové řešeńı splývá

s předchoźım; v pravé části (x
(2)
0 , x

(2)
0 + h2〉 intervalu I2 dostaneme prodloužeńı

vyšetřovaného řešeńı. Obdobná konstrukce se dá provést také pro ubývaj́ıćı hod-
noty x.

Lze dokázat, že takovými prodloužeńımi se můžeme dostat do libovolné bĺızkosti
hranice ∂R oblasti R. To je provedeno na str. 67–69 ve [St]. �

Věta 1.1 (resp. 1.1bis) má tento d̊usledek:

1.5. Důsledek (Existence a jednoznačnost řešeńı počátečńı úlohy). Před-

pokládejme, že 1) funkce f(x, y) je definovaná a spojitá v otevřené množině Ω ⊂ R
2

a 2) v každém bodě této množiny splňuje Lipschitzovu podmı́nku (vzhledem k y).
Potom pro každý bod (x0, y0) ∈ Ω má počátečńı úloha (1.1), (1.2) právě jedno

řešeńı.

Důkaz tohoto tvrzeńı je velmi snadný: Protože (x0, y0) je vnitřńım bodem
otevřené oblasti Ω, má kladnou vzdálenost od jej́ı hranice ∂Ω, takže můžeme do Ω
vepsat uzavřený obdélńık R (se stranami rovnoběžnými se souřadnými osami) tak,
že bod (x0, y0) lež́ı buď na levé svislé straně tohoto obdélńıka, nebo je středem R.
→ V prvńım př́ıpadě užijeme větu 1.1, v druhém větu 1.1bis. �

1.6. Poznámka. Obvykle se funkce f(x, y) uvažuje na uzavřené oblasti. Ale
nyńı je moderńı (viz např. [Ci]) uvažovat ji v otevřené oblasti.

1.7. Věta (o odhadu nepřesnosti Picardových aproximaćı). Nechť v sym-

bolice věty 1.1 (resp. 1.1bis) plat́ı Lδ < 1. Potom

|Y (x) − yn(x)| ≤ Mδ

(n+ 1)!

(Lδ)n

1 − Lδ
, (1.13)

kde Y (x) je přesné řešeńı problému (1.1), (1.2) a yn(x) n-tá Picardova aproximace.

Dokažme to: Plat́ı podle (1.7)

yn(x) = y0 +
m∑

k=1

(
yk(x) − yk−1(x)

)
,

Y (x) = y0 +
∞∑

k=1

(
yk(x) − yk−1(x)

)
,

takže (užijeme také odhad (1.6))

|Y (x) − yn(x)| ≤
∞∑

k=n+1

|yk(x) − yk−1(x)| ≤
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≤MLn δn+1

(n+ 1)!

(
1 +

Lδ

n+ 2
+

(Lδ)2

(n+ 3)(n+ 2)
+ . . .

)
<

< MLn δn+1

(n+ 1)!

∞∑

k=1

(Lδ)k−1 =
Mδ

(n+ 1)!

(Lδ)n

1 − Lδ
. �

1.8. Př́ıklad (Picardovy aproximace v konkrétńım př́ıpadě). Uvažujme
počátečńı problém

y′ =
2y

x
, y(1) = y0. (1.14)

Funkce f(x, y) = 2y/x je spojitá v oblasti (ε,∞)×(0,∞), kde ε > 0. Pro Picardovy
aproximace problému (1.14) plat́ı

y1(x) = y0 +

∫ x

1

2y0
ξ

dξ = y0 + 2y0 lnx,

y2(x) = y0 +

∫ x

1

2y1(ξ)

ξ
dξ = y0 +

∫ x

1

2y0(1 + 2 ln ξ)

ξ
dξ =

= y0 + 2y0 lnx+ 4y0 ln2 x,

......................................

yn(x) = y0 + 2y0 lnx+ 4y0

n∑

k=2

1

k
lnk x,

......................................,

(1.15)

protože ∫
(ln ξ)n

ξ
dξ =

∫
(ln ξ)n(ln ξ)′ dξ =

1

n+ 1
(ln ξ)n+1.

Podle věty 1.1, resp 1.1bis, plat́ı na segmentu
〈
1, δ
〉

lim
n→∞

yn(x) = y0x
2 stejnoměrně na

〈
1, δ
〉
,

čili

y0 + 2y0 lnx+ 4y0

∞∑

k=2

1

k
lnk x = y0x

2 stejnoměrně na
〈
1, δ
〉
, (1.16)

kde y(x) = y0x
2 je řešeńı problému (1.14). Zaj́ımavý výsledek.

1.9. Př́ıklad (o prodloužeńı). Pro řádné prozuměńı teorii je nutné existenčńı
věty pořádně “ohmatat”. Toto ohmatáńı nespoč́ıvá pouze v prostudováńı d̊ukaz̊u,
ale také k ověřeńı předpoklad̊u a tvrzeńı na konkrétńıch př́ıkladech.

Vı́me, že podmı́nka x ∈
〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
, kde δ = min(a, b

M ), zaručuje, že grafy
postupných Picardových aproximaćı lež́ı v oblasti

R = {(x, y) : x0 − a ≤ x ≤ x0 + a, y0 − b ≤ y ≤ y0 + b},

(př́ıpadně některé body tohoto grafu lež́ı i na hranici ∂R).
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Uvažujme počátečńı problém

y′ = 1 + y2, y(0) = 0. (1.17)

Je to rovnice se separovanými proměnnými, jej́ıž řešeńı je vzhledem k počátečńı
podmı́nce tvaru

y(x) = tanx, x ∈ (−π/2, π/2). (1.18)

Odhlédněme od toho, že známe přesné řešeńı (1.18) a pod́ıvejme se na problém
z hlediska věty 1.1bis. Č́ısla a, b vystupuj́ıćı v definici oblasti R můžeme zvolit
libovolně velká; položme např́ıklad

a = b = 1000. (1.19)

Potom (x0 = y0 = 0)

R =
〈
− 1000, 1000

〉
×
〈
− 1000, 1000

〉
, (1.20)

takže M = 1000001 a δ = 1000/1000001 ≈ 0.001. V tomto př́ıpadě jsme se na ose x
př́ılǐs daleko nedostali, a i když budeme naše řešeńı prodlužovat, budeme postupovat
velmi pomalu. Snažme se proto vertikálńı rozměry dané oblasti optimalizovat.
Obecně plat́ı

b

M
= F (b) =

b

1 + b2
. (1,21)

Najděme extrémy funkce F (b): Plat́ı F ′(b) = (1 − b2)/(1 + b2)2, takže F ′(b0) = 0
pro b0 = ±1. Snadno se ověř́ı, že F ′′(b0) < 0, takže v bodech b0 = ±1 nastává
maximum funkce F (b), pro které plat́ı maxF (b) = F (b0) = F (1) = 0.5.

Naše nová oblast tedy bude

R0 =
〈
− 1000, 1000

〉
×
〈
− 1, 1

〉
(1.22)

a protože δ0 = F (1) = 0.5 podle věty 1.1bis, máme podle této věty zaručenu
existenci a jednoznačnost řešeńı y(x) problému (1.17) na intervalu

〈
− 0.5, 0.5

〉
.

Dostali jsme se podstatně dál než v předchoźım př́ıpadě, ale opět ne dosti daleko.
Začněme proto źıskané řešeńı prodlužovat. Nyńı muśıme využ́ıt toho, že na intervalu〈
− 0.5, 0.5

〉
známe přesné řešeńı problému (1.17), které je y(x) = tanx. Položme

x
(1)
0 := x0 + δ0 = 0 + 0.5 = 0.5, y

(1)
0 = y(x

(1)
0 ) = y(0.5) = tan(0.5) = 0.5463025

(poč́ıtáno na kapesńı kalkulačce). Položme nyńı

b1 := b− y
(1)
0 = 1 − 0.5463025 = 0.4536975

a definujme uzavřenou oblast

R1 =
〈
− a+ δ0, a− δ0

〉
×
〈
y
(1)
0 − b1, y

(1)
0 + b1

〉
=
〈
− 999.5, 999.5

〉
×
〈
0.092605, 1

〉
.

Na této oblasti je
M1 = 1 + b21 = 1 + 1 = 2,
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takže

δ1 =
b1
M1

= 0.2284876

a prodloužené řešeńı y1(x) = tanx je definováno podle věty 1.1bis na uzavřeném
intervalu 〈

x
(1)
0 − δ1, x

(1)
0 + δ1

〉
=
〈
0.2731514, 0.7268487

〉
.

Na levé části
〈
x

(1)
0 − δ1, x0

〉
tohoto intervalu splývá toto prodloužeńı s část́ı řešeńı

problému (1.17), na pravé části (x0, x
(1)
0 + δ1〉 definuje skutečné prodloužeńı řešeńı

problému (1.17). Je

y1(x
(1)
0 + δ1) = tan 0.7268487 = 0.8892584. (1.23)

Pokud provedeme několik daľśıch prodloužeńı, jsme schopni maximálně dosáhnout

toho, že x
(n)
0 := x

(n−1)
0 +δn−1 = π

4
−ε = 0.7853981−ε, kde ε > 0 je libovolně malé.

Pokud chceme prodloužit řešeńı na interval
〈
− π

2
+ ε, π

2
− ε
〉
, muśıme se vrátit

k oblasti (7.4) či nějaké jej́ı uzavřené nadoblasti. �

2. Peanova věta
V této kapitole uvád́ım existenčńı Peanovu větu, k jej́ımuž d̊ukazu je zapotřeb́ı

Arzela-Ascoliova věta. (Při zpracováńı kap. 2 jsem použil [KF], §17.)

2.1. Definice. Funkce z množiny {ϕ(x)}, kde x ∈
〈
a, b
〉

se nazývaj́ı stejnoměrně

ohraničené, existuje-li takové č́ıslo K, že

|ϕ(x)| ≤ K ∀x ∈
〈
a, b
〉

∀ϕ ∈ {ϕ(x)}.

Funkce z množiny {ϕ(x)}, kde x ∈
〈
a, b
〉

se nazývaj́ı rovnomocně spojité, jestliže
ke každému ε > 0 lze naj́ıt takové δ(ε) > 0, že nerovnost

|ϕ(x1) − ϕ(x2)| < ε

je splněna pro všechna x1, x2 ∈
〈
a, b
〉

taková, že |x1 − x2| < δ(ε), a pro všechna
ϕ ∈ {ϕ(x)}.

2.2. Věta (Arzela). Z každé posloupnosti stejnoměrně ohraničených a rovno-

mocně spojitých funkćı na intervalu
〈
a, b
〉

lze vybrat posloupnost funkćı, která stej-

noměrně konverguje na interalu
〈
a, b
〉
.

Moderněǰśı formulace (Arzela-Ascoli). Aby množina spojitých funkćı, které

jsou definovány na segmentu
〈
a, b
〉
, byla kompaktńı v C

〈
a, b
〉
, je nutné a stač́ı, aby

tato množina byla stejnoměrně ohraničená a rovnomocně spojitá.

Důkaz AA věty. Nutnost. Nechť množina {ϕ(x)} je kompaktńı v C
〈
a, b
〉
.

Potom ke každému ε > 0 existuje konečná ε
3 -śı̌t ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk. Každá z funkćı ϕi

splňuje
|ϕi| ≤Mi,

protože je na segmentu
〈
a, b
〉

spojitá. Položme M = maxMi + ε
3
. Podle definice

ε
3 -śıtě existuje ke každé funkci ϕ ∈ {ϕ(x)} alespoňn jedna funkce ϕi z této śıtě, že

̺(ϕ, ϕi) = max |ϕ(x) − ϕi(x)| < ε

3
.
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Odtud
|ϕ| ≤ |ϕi| +

ε

3
≤Mi +

ε

3
≤M,

takže množina {ϕ(x)} je stejnoměrně ohraničená.
Dále, protože každá z funkćı ϕi, které tvoř́ı ε

3
-śı̌t, je spojitá, a tedy stejnoměrně

spojitá na
〈
a, b
〉
, ke každému ε

3
> 0 existuje takové δi > 0, že

|ϕi(x1) − ϕi(x2)| < ε

3
pro |x1 − x2| < δi.

Položme δ = min δi. Když potom při |x1 − x2| < δ vybereme pro libovolnou funkci
ϕ ∈ {ϕ(x)} funkci ϕi tak, že ̺(ϕ, ϕi) <

ε
3 , bude platit:

|ϕ(x1) − ϕ(x2)| =

|ϕ(x1) − ϕi(x1)| + |ϕ(x1) − ϕi(x2) + ϕi(x2) − ϕ(x2)| ≤
≤ |ϕ(x1) − ϕi(x1)| + |ϕ(x1) − ϕi(x2)| + |ϕi(x2) − ϕ(x2)| <

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Odtud plyne rovnomocná spojitost funkćı množiny {ϕ(x)}.

Dostatečnost. Nechť funkce množiny {ϕ(x)} jsou stejnoměrně ohraničené a rovno-
mocně spojité. Potom stač́ı dokázat, že pro tuto množinu existuje v C

〈
a, b
〉

při

každém ε > 0 konečná ε-śı̌t. Nechť

|ϕ| ≤M pro všechna ϕ ∈ {ϕ(x)}

a vyberme δ > 0 tak, že

|ϕ(x1) − ϕ(x2)| < ε

3
, když |x1 − x2| < δ pro všechny funkce ϕ ∈ {ϕ(x)}.

Rozdělme úsečku
〈
a, b
〉

body x0 = a, x1, x2, . . . , xn = b na části menš́ı než δ a veď-

me těmito body kolmice k ose x. Úsečku
〈
− M,M

〉
na ose y rozdělme body

y0 = −M, y1, y2, . . . , ym = M na části o délce nanejvýš rovné ε
5

a veďme těmito

body vodorovné př́ımky. T́ımto zp̊usobem jsme rozdělili obdélńık
〈
a, b
〉
×
〈
−M,M

〉

na obdélńıky s vodorovnou stranou < δ a svislou stranou ≤ ε
5 . Přǐraďme nyńı každé

funkci ϕ ∈ {ϕ(x)} polygon ψ(x) s vrcholy v bodech (xk, yi), tj. v uzlech sestrojené
śıtě, ve kterých se lǐśı v bodech xk od funkce ϕ méně než o ε

5
(existence takové

polygonálńı čáry je zřejmé). Tedy plat́ı

|ϕ(xk) − ψ(xk)| < ε

5
,

|ϕ(xk+1) − ψ(xk+1)| < ε

5
,

|ϕ(xk) − ϕ(xk+1)| < ε

5
,

takže

|ψ(xk) − ψ(xk+1)| < 3ε

5
.
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Protože mezi uzlovými body vytvořené obdélńıkové śıtě je polygon ψ(x) lineárńı,
plat́ı

|ψ(xk) − ψ(x)| < 3ε

5
∀x ∈

〈
xk, xk+1

〉
.

Zvolme nyńı x ∈
〈
a, b
〉

libovolně a nechť xk je nejbližš́ı uzlový bod zleva. Potom

|ϕ(x) − ψ(x)| ≤ |ϕ(x) − ϕ(xk)|+
+|ϕ(xk) − ψ(xk)| + |ψ(xk) − ψ(x)| ≤ ε.

Tedy polygonálńı čáry ψ(x) tvoř́ı vzhledem k mnošině {ϕ(x)} ε-śı̌t. Počet těchto
funkćı ψ(x) je konečný, protože obecně je možné proložit konečným počtem bod̊u
jenom konečný počet lomených čar. Tedy množina {ϕ(x)} je totálně ohraničená. �

2.3. Věta (Peano). Mějme diferenciálńı rovnici

y′ = f(x, y(x)). (2.1)

Je-li funkce f(x, y) spojitá v nějaké dvojrozměrné uzavřené oblasti G, potom každým

vnitřńım bodem (x0, y0) ∈ G této oblasti procháźı alespoň jedna integrálńı křivka

rovnice (2.1).

2.4. Poznámka. Existence řešeńı je zaručena v uzavřeném intervalu
〈
a, b
〉
, který

źıskáme takto (viz také d̊ukaz Peanovy věty): Veďme bodem (x0, y0) př́ımky o směr-
nićıch M a −M . Dále veďme svislé př́ımky x = a a x = b tak, aby vzniklé
dva trojúhelńıky se společným vrcholem (x0, y0) celé ležely v oblasti G. Pokud
př́ımka x = a je co nejv́ıce nalevo a př́ımka x = b co nejv́ıce napravo, aby vzniklé
dva trojúhelńıky ještě ležely v oblasti G, źıskali jsme segment

〈
a, b
〉
, ve kterém je

zaručena existence řešeńı Peanovou větou.

Důkaz Peanovy věty. Protože funkce f(x, y) je spojitá na uzavřené oblasti, je
na ńı ohraničená:

|f(x, y)| < M ∀(x, y) ∈ R.

Veďme bodem (x0, y0) př́ımky o směrnićıch M a −M . Veďme dále svislé př́ımky
x = a a x = b tak, aby vzniklé dva trojúhelńıky se společným vrcholem (x0, y0)
celé ležely v oblasti G. Tato dvojice trojúhelńık̊u tvoř́ı uzavřenou množinu ∆.

Nyńı pro danou rovnici (2.1) sestroj́ıme Eulerovy lomené čáry takto: Z bodu
(x0, y0) veďme př́ımku se směrnićı f(x0, y0). Na této př́ımce zvolme nějaký bod
(x1, y1) a veďme j́ım př́ımku se směrnićı f(x1, y1). Na této př́ımce opět zvolme
nějaký bod (x2, y2) a veďme j́ım př́ımku se směrnićı f(x2, y2), atd. Mějme nyńı
posloupnost takových Eulerových lomených čar L1, L2, . . . , Lk, . . . , které procházej́ı
bodem (x0, y0) a takových, že délka největš́ı ze stran lomené čáry Lk konverguje
k nule pro k → ∞. Nechť ϕk je funkce, jej́ımž grafem je lomená čára Lk. Funkce
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk, . . . maj́ı tyto vlastnosti:

1. jsou definovány na uzavřeném intervalu
〈
a, b
〉
,

2. jsou stejnoměrně ohraničené na
〈
a, b
〉
,

3. jsou rovnomocně spojité na
〈
a, b
〉
.

Na základě Arzelovy věty lze z posloupnosti {ϕk} vybrat stejnoměrně konver-
gentńı posloupnost. Nechť je to posloupnost ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(k), . . . . Položme

ϕ(x) = lim
k→∞

ϕ(k)(x).
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Protože všechny lomené čáry L1, L2, . . . , Lk, . . . procházej́ı bodem (x0, y0), plat́ı

ϕ(x0) = y0.

Zbývá ověřit, že funkce ϕ(x) splňuje v intervalu
〈
a, b
〉

diferenciálńı rovnici (2.1).
K tomu je třeba dokázat, že pro libovolné č́ıslo ε > 0 je

∣∣∣∣
ϕ(x′′) − ϕ(x′)

x′′ − x′
− f(x′, ϕ(x′))

∣∣∣∣ < ε, (2.2)

je-li rozd́ıl |x′′−x′| dostatečně malý. K tomu však stač́ı dokázat, že pro dostatečně
velká přirozená č́ısla k plat́ı

∣∣∣∣
ϕ(k)(x′′) − ϕ(k)(x′)

x′′ − x′
− f(x′, ϕ(x′))

∣∣∣∣ < ε, (2.3)

jakmile je rozd́ıl |x′′ − x′| dostatečně malý.
Protože funkce f je spojitá na oblasti G, lze ke každému č́ıslu ε > 0 naj́ıt takové

č́ıslo η > 0, že

f(x′, y′) − ε < f(x, y) < f(x′, y′) + ε (y′ = ϕ(x′)), (2.4)

jestliže
|x− x′| < 2η, |y − y′| < 4Mη. (2.5)

Množina bod̊u (x, y) ∈ G, které vyhovuj́ı nerovnostem (2.5), je obdélńık; označme
jej Q. Nechť č́ıslo K je tak velké, že pro všechna přirozená č́ısla k > K plat́ı

|ϕ(x) − ϕ(k)(x)| < Mη ∀x ∈
〈
a, b
〉

a že všechny strany lomené čáry Lk maj́ı délku menš́ı než η. Potom pro |x−x′| < 2η
všechny Eulerovy polygony ϕ(k), pro něž k > K, celé lež́ı v obdélńıku Q.

Dále nechť [a0, b0], [a1, b1], . . . , [an+1, bn+1] jsou vrcholy polygonu Lk (tj. jeho
body zlomu), přičemž

a0 ≤ x′ < a1 < a2 < · · · < an < x′′ ≤ an+1

(pro určitost předpokládáme, že x′ < x′′; obdobně se vyšetřuje př́ıpad x′′ < x′).
Potom pro odpov́ıdaj́ıćı funkci ϕ(k) plat́ı

ϕ(k)(a1) − ϕ(k)(x′) = f(a0, b0)(a1 − x′),

ϕ(k)(ai+1) − ϕ(k)(ai) = f(ai, bi)(ai+1 − ai) (i = 1, 2, . . . , n− 1),

ϕ(k)(x′′) − ϕ(k)(an) = f(an, bn)(x′′ − an).

Odtud a z nerovnost́ı (2.4) dostaneme pro |x′′ − x′| < η, protože ve (2.4) můžeme
postupně položit (x, y) = (a0, b0), (x, y) = (ai, bi) (i = 1, 2, . . . , n − 1), (x, y) =
(an, bn) :

[f(x′, ϕ(x′)) − ε](a1 − x′) < ϕ(k)(a1) − ϕ(k)(x′) < [f(x′, ϕ(x′)) + ε](a1 − x′);

[f(x′, ϕ(x′)) − ε](ai+1 − ai) < ϕ(k)(ai+1) − ϕ(k)(ai) <

< [f(x′, ϕ(x′)) + ε](ai+1 − ai) (i = 1, . . . , n− 1),

[f(x′, ϕ(x′)) − ε](x′′ − an) < ϕ(k)(x′′) − ϕ(k)(an) < [f(x′, ϕ(x′)) + ε](x′′ − an).
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Z těchto nerovnost́ı plyne

[f(x′), ϕ(x′)) − ε](x′′ − x′) =

= [f(x′), ϕ(x′)) − ε][(x′′ − an) + (an − an−1) + · · · + (a2 − a1) + (a1 − x′)] <

< [ϕ(k)(x′′) − ϕ(k)(an)] + [ϕ(k)(an) − ϕ(k)(an−1)] + · · ·+
+[ϕ(k)(a2) − ϕ(k)(a1)] + [ϕ(k)(a1) − ϕ(k)(x′)] =

= ϕ(k)(x′′) − ϕ(k)(x′) <

< [f(x′), ϕ(x′)) + ε][(x′′ − an) + (an − an−1) + · · · + (a2 − a1) + (a1 − x′)] =

= [f(x′), ϕ(x′)) + ε](x′′ − x′).

Odtud

f(x′, ϕ(x′)) − ε <
ϕ(k)(x′′) − ϕ(k)(x′)

x′′ − x′
< f(x′, ϕ(x′)) + ε,

což je nerovnost (2.3), kterou jsme chtěli dokázat. �

Různé posloupnosti vybrané z posloupnosti Eulerových polygon̊u mohou kon-
vergovat k r̊uzným řešeńım rovnice (2.1). Proto řešeńı rovnice y′ = f(x, y) jdoućı
bodem [x0, y0] neńı obecně jediné.

Již jsem uvedl, že předpoklad b) Picardovy věty lze r̊uznými zp̊usoby oslabit,
nelze jej však vynechat. Jestliže tak učińıme, máme Peanovou větou zaručenu exis-
tenci řešeńı, nikoliv však jeho jednoznačnost. Tuto skutečnost ilustruji obvykle
Př́ıklady 2.5 a 2.6.

2.5. Př́ıklad. Uvažujme počátečńı problém

y′ = f(x, y) = 3y2/3 , (2.6)

y(x0) = y0 . (2.7)

Protože funkce f(x, y) = 3y2/3 je spojitá v každém obdélńıku R o středu (0, 0)
a stranách rovnoběžných se souřadnými osami, má počátečńı problém (2.6), (2.7)
pro libovolné hodnoty x0, y0 alespoň jedno řešeńı (viz větu 2.3). Protože

∂f

∂y
(x, y) = 2y−1/3 ,

neńı derivace ∂f/∂y v obdélńıćıch R obsahuj́ıćıch body (x, 0) ohraničená a ani neńı
splněna Lipschitzova podmı́nka. (Skutečně: Zvolme L > 0 libovolně velké a nechť
λ je takové, že L = 2/λ1/3. Potom podle Lagrangeovy věty o př́ır̊ustku existuje

0 < η < λ tak, že f(x, λ) − f(x, 0) = ∂f
∂y

(x, η)λ = 2
η1/3λ > Lλ. Stejně dokážeme,

že v př́ıpadě, když se bĺıž́ıme k př́ımce y = 0 zespodu, tak derivace ∂f
∂y neomezeně

klesá k −∞.)2 V takových obdélńıćıch nemáme zaručenu jednoznačnost řešeńı.

2Obecně plat́ı v d̊usledku Lagrangeově věty o př́ır̊ustku: Nechť funkce f(y) je spojitá na

uzavřeném intervalu
〈
a, b
〉

a nechť má v otevřeném intervalu (a, b) spojitou derivaci f ′(y), pro

kterou limy→a f ′(y) = ∞. Potom ke každému velkému L > 0 existuje č́ıslo λ = λ(L) > 0, že pro

y ∈ (a, λ〉 plat́ı f(y)− f(a) > L(y− a). ⇒ Tedy nerovnost |∂f/∂y| ≤ L je nutnou podmı́nkou pro
platnost Lipschitzovy podmı́nky.
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Pod́ıvejme se nyńı na celou situaci z výpočetńıho hlediska. Za předpokladu y 6= 0
můžeme provést separaci proměnných

dy

3y2/3
= dx

a integraćı této rovnice dostaneme y1/3 = x+ C čili

y = (x+ C)3. (2.8)

Źıskali jsme tak formálně soustavu křivek (tzv. kubických semiparabol), které tvoř́ı
obecný integrál rovnice (2.6). // Všimněme si nyńı př́ıpadu

y = 0 . (2.9)

Funkce (2.9) je také řešeńım rovnice (2.6). Protože je nelze źıskat z (2.8) žádnou
volbou konstanty C, je to výjimečné řešeńı, které splňuje počátečńı podmı́nku

y(x0) = 0 (x0 libovolné). (2.10)

Daľśı výjimečná řešeńı (je jich nespočetně mnoho) můžeme poskládat ze soustavy
křivek (2.8), (2.9) tak, že uvedená řešeńı r̊uzně napojujeme: Nechť a, b ∈ R1 (a < b)
jsou dvě libovolná reálná č́ısla. Potom funkce

y(x) =





(x− a)3 pro x ≤ a,

0 pro x ∈
〈
a, b
〉
,

(x− b)3 pro x ≥ b

(2.11)

je také výjimečné řešeńı rovnice (2.6).
Všechny tyto úvahy se pohybuj́ı v rámci Peanovy věty, která zaručuje existenci

řešeńı, ale ne jeho jednoznačnost.
Vrát́ıme-li se k podmı́nkám věty 1.1, tj. hledáme-li řešeńı počátečńıho problému

(2.6), (2.7) jen v obdélńıku R, který je nad nebo pod osou x, potom takové řešeńı
je pouze jedno.

2.6. Př́ıklad. Uvažujme diferenciálńı rovnici

(y′)2 + y2 = 1 (2.12)

čili
y′ = ±

√
1 − y2 . (2.13)

Tato rovnice má dvě soustavy řešeńı

y = sin(x+ C) (−π/2 < x+ C < π/2), (2.14a)

y = sin(−x+ C) (−π/2 < −x+ C < π/2). (2.14b)
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Jsou to proti sobě posunuté sinusoidy; Řešeńı (2.14a), resp .(2.14b) vzniklo po-
sunut́ım

y = sinx (−π/2 < x < π/2), resp. y = sin(−x) (−π/2 < −x < π/2).

Nás v tomto okamžiku zaj́ımá skutečnost, že v okoĺı př́ımek

y = 1, y = −1 (2.15)

neńı splněna Lipschitzova podmı́nka

|f(x, y∗) − f(x,±1)| ≤ L|y∗ − (±1)| ∀(x, y∗), (x,±1) ∈ D = (−∞,∞) ×
〈
− 1, 1

〉
.

Dokažme to: Zvolme L > 1 (protože ∂f
∂y

je na D neohraničená, může být L libovolně

velké) a vezměme 0 < λ < 1 tak, aby L = λ√
1−λ2

. Potom je λ = L√
1+L2

. Protože

f(x, 1) = 0, z Lagrangeovy věty o př́ır̊ustku plyne

f(x, y) =
∂f

∂y
(x, η)(y − 1) =

η√
1 − η2

(1 − y), λ < y < η < 1.

Protože L = λ√
1−λ2

< η√
1−η2

, je f(x, y) > L(1 − y), y ∈ (λ, 1), což znamená, že

v okoĺı př́ımky y = 1 funkce f(x, y) =
√

1 − y2 nesplňuje Lipschitzovu podmı́nku.

(Že tato funkce nesplňuje Lipschitzovu podmı́nku také v okoĺı př́ımky y = −1,
se dokáže stejným zp̊usobem.) → Dokázali jsme tak ve speciálńım př́ıpadě opět
nutnost podmı́nky z Lemmatu 2.7 (jehož dostatečná podmı́nka je dokázána v Poz-
námce 1.2):

2.7. Lemma. Nechť funkce f(x, y) je spojitá na uzavřené oblasti R. Postačuj́ıćı

podmı́nkou pro Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k y je existence ohraničené ∂f
∂y

na celé oblasti R. Nutnou podmı́nkou pro Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k y
je ohraničenost ∂f

∂y
(ve všech bodech, kde existuje).

Tento výsledek implikuje, že v př́ıpadě rovnice (2.13) neplat́ı obecně Picardova

věta. Protože však jsou funkce f(x, y) = ±
√

1 − y2 v oblasti (−∞,∞) ×
〈
− 1, 1

〉

spojité a ohraničené (M = 1), plat́ı Peanova věta. Obě funkce (2.15), tj. y = 1
a y = −1, splňuj́ı rovnici (2.13), ale nelze je realizovat žádnou volbou konstanty C
v obecných řešeńıch (2.14a), (2.14b). Jde o řešeńı singulárńı , protože tyto př́ımky
jsou tečnami grafu každého partikulárńıho řešeńı. Pomoćı nich a obecného řešeńı
lze vytvořit nespočetně mnoho singulárńıch řešeńı: Každá ze sinusovek (2.14ab)
m̊uže v bodě dotyku k jedné z tečen y = ±1 přej́ıt v tuto tečnu a v libovolném daľśım

bodě dotyku opět v jednu z obou sinusovek.
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3. Existence a jednoznačnost řešeńı počátečńıho
problému soustavy ODR 1. řádu

Dokážeme větu o existenci a jednoznačnosti počátečńıho problému soustavy n di-
ferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn),

y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn),

.......................

y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn)

(3.1)

s počátečńımi podmı́nkami

y1(x0) = y
(0)
1 , y2(x0) = y

(0)
2 , . . . , yn(x0) = y(0)

n , (3.2)

kde body (x0, y
(0)
1 ), (x0, y

(0)
2 ), . . . , (x0, y

(0)
n ) lež́ı na “svislé” části hranice ∂Ω uzavře-

né (n+ 1)-rozměrné oblasti Ω tvaru

Ω = {(x, y1, . . . , yn) : x0 ≤ x ≤ x0 + a, y
(0)
1 − b1 ≤ y1 ≤ y

(0)
1 + b1, . . . ,

y(0)
n − bn ≤ yn ≤ y(0)

n + bn} =

=
〈
x0, x0 + a

〉
×
〈
y
(0)
1 − b1, y

(0)
1 + b1

〉
× · · · ×

〈
y(0)

n − bn, y
(0)
n + bn

〉
.

(3.3)

3.1. Věta (zobecněná Picardova). Nechť funkce fi = fi(x, y1, . . . , yn) (kde
i = 1, . . . , n) splňuj́ı tyto dva předpoklady:

a) jsou definované a spojité na (n + 1)-rozměrné uzavřené oblasti Ω ⊂ R
n+1

tvaru (3.3), kde kladná č́ısla a, b1, . . . , bn jsou libovolná;

b) na oblasti Ω (tj. v každém bodě P ∈ Ω) existuj́ı parciálńı derivace ∂fi/∂yk

a jsou tam ohraničené, tj.
∣∣ ∂fi

∂yk
(P )
∣∣ ≤ L ∀P ∈ Ω (i, k = 1, . . . , n).

Potom v intervalu
〈
x0, x0 + δ

〉
, kde

δ = min
(
a,
b1
M
, . . . ,

bn
M

)
, M = max

Ω
|fi(x, y1, . . . , yn)|, (3.4)

existuje právě jedno řešeńı y1 = y1(x), . . . , yn = yn(x) soustavy (3.1), které splňuje

počátečńı podmı́nky (3.2). Posloupnost Picardových postupných aproximaćı stejno-

měrně konverguje na intervalu
〈
x0, x0 +δ

〉
k přesnému řešeńı problému (3.1), (3.2).

3.2. Poznámka. Předpoklad b) se dá nahradit slabš́ım předpokladem, že funkce
f(x, y1, . . . , yn) splňuje na Ω Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k y1, . . . , yn.

Důkaz Věty 3.1. Důkaz je zobecněńım postupu uvedeného v d̊ukazu Picardovy
věty 1.1. Podle věty o př́ır̊ustku plat́ı:

f(x, y1, . . . , yn) − f(x, y∗1, . . . , y
∗
n) =

n∑

k=1

∂f

∂yk
(η1, . . . , ηn)(yk − y∗k),

19



kde yk ≤ ηk ≤ y∗k. Podle druhého předpokladu věty 3.1 odtud plyne

|f(x, y1, . . . , yn) − f(x, y∗1 , . . . , y
∗
n)| ≤ L

n∑

k=1

|yk − y∗k|, (3.5)

což je Lipschitzova podmı́nka připomenutá v Poznámce 3.2. Lipschitzovu podmı́nku
(3.5) několikrát v d̊ukazu využijeme.

Užijeme opět metodu Picardových postupných aproximaćı. Za přibližnou hod-
notu nultého řádu vezmeme hodnoty počátečńıch podmı́nek:

y
(0)
1 (x) = y

(0)
1 , . . . , y(0)

n (x) = y(0)
n ; (3.60)

pomoćı těchto aproximaćı definujeme aproximace prvńıho řádu:

y
(1)
1 (x) = y

(0)
1 +

∫ x

x0

f1(ξ, y
(0)
1 , y

(0)
2 , . . . , y(0)

n ) dξ,

.......................

y(1)
n (x) = y(0)

n +

∫ x

x0

fn(ξ, y
(0)
1 , y

(0)
2 , . . . , y(0)

n ) dξ.

(3.61)

Dále definujeme druhé aproximace

y
(2)
1 (x) = y

(0)
1 +

∫ x

x0

f1(ξ, y
(1)
1 (ξ), y

(1)
2 (ξ), . . . , y(1)

n (ξ)) dξ,

.......................

y(2)
n (x) = y(0)

n +

∫ x

x0

fn(ξ, y
(1)
1 (ξ), y

(1)
2 (ξ), . . . , y(1)

n (ξ)) dξ;

(3.62)

obecně jsou m-té aproximace definovány pomoćı aproximaćı (m− 1)-ho řádu:

y
(m)
1 (x) = y

(0)
1 +

∫ x

x0

f1(ξ, y
(m−1)
1 (ξ), y

(m−1)
2 (ξ), . . . , y(m−1)

n (ξ)) dξ,

.......................

y(m)
n (x) = y(0)

n +

∫ x

x0

fn(ξ, y
(m−1)
1 (ξ), y

(m−1)
2 (ξ), . . . , y(m−1)

n (ξ)) dξ;

(3.6m)

1. Je zřejmé, že funkce (3.60) a (3.61) jsou spojité. Dále plat́ı: prvńı aproximace
nevyjdou z oblasti Ω. Vskutku (podle definice č́ısla δ a ohraničenost́ı funkćı fi)

|y(1)
i (x) − y

(0)
i | =

∣∣∣∣
∫ x

x0

fi(ξ, y
(0)
1 , y

(0)
2 , . . . , y(0)

n ) dξ

∣∣∣∣ ≤M |x− x0| ≤Mδ ≤ bi,

kde i = 1, 2, . . . , n. Předpokládáme-li že (m− 1)-ńı aproximace jsou spojité funkce
proměnné x, vid́ıme, že m-té aproximace, jakožto neurčité integrály spojitých
funkćı, jsou rovněž spojité.
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Lehce se dokáže, že pokud (m−1)-ńı aproximace nevyjdou z oblasti Ω pro |x−x0| ≤
δ, pak totéž plat́ı pro m-té aproximace. Skutečně, podle předpokladu o (m−1)-ńıch
aproximaćıch plat́ı

|fi(x, y
(m−1)
1 , y

(m−1)
2 , . . . , y(m−1)

n )| ≤M pro |x− x0| ≤ δ (i = 1, 2, . . . , n),

takže vztahy (3.6m) daj́ı

|y(m)
i − y

(0)
i | =

∣∣∣∣
∫ x

x0

fi(x, y
(m−1)
1 , y

(m−1)
2 , . . . , y(m−1)

n ) dx

∣∣∣∣ ≤M |x− x0| ≤Mδ ≤ bi.

Protože tato nerovnost byla dokázána pro m = 1, je správná pro každé přirozené
m. Tedy: všechny postupné aproximace (3.6m) náležej́ı do oblasti Ω, jestliže se

argument x měńı v intervalu x0 ≤ x ≤ x0 + δ. // T́ım jsme dokončili analogii části
1 d̊ukazu věty 1.1. Dokážeme nyńı zbývaj́ıćı části.

2. V této části dokážeme, že pro libovolné m = 1, 2, . . . plat́ı odhad (3.7m).
Podle (3.61) můžeme psát:

|y(1)
i (x) − y

(0)
i | =

∣∣∣∣
∫ x

x0

fi(ξ, y
(0)
1 , . . . , y(0)

n ) dξ

∣∣∣∣ ≤M |x− x0|;

dále

|y(2)
i (x) − y

(1)
i (x)| =

=

∣∣∣∣
∫ x

x0

[fi(ξ, y
(1)
1 (ξ), . . . , y(1)

n (ξ)) − fi(ξ, y
(0)
1 , . . . , y(0)

n )] dξ

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ x

x0

|fi(ξ, y
(1)
1 (ξ), . . . , y(1)

n (ξ)) − fi(ξ, y
(0)
1 , . . . , y(0)

n )| dξ
∣∣∣∣.

(3.71)

Na základě Lipschitzovy podmı́nky a již źıskaného odhadu pro |y(1)
i (x) − y

(0)
i | je

|y(2)
i (x) − y

(1)
i (x)| ≤

≤
∣∣∣∣
∫ x

x0

L(|y(1)
1 − y

(0)
1 | + · · · + |y(1)

n − y(0)
n |) dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ x

x0

MnL|ξ − x0| dξ
∣∣∣∣ = MnL

|x− x0|2
2

(i = 1, 2, . . . , n).

(3.72)

Předpokládejme, že jsme již źıskali odhad pro rozd́ıl y
(m−1)
i (x) − y

(m)
i (x) ve tvaru:

|y(m−1)
i (x) − y

(m−2)
i (x)| ≤M(nL)m−2 |x− x0|m−1

(m− 1)!
(i = 1, 2, . . . , n). (3.7m−1)
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Dokážeme, že pro daľśı rozd́ıl plat́ı obdobný odhad, ve kterém pouze mı́sto m − 1
stoj́ı m. Skutečně,

|y(m)
i (x) − y

(m−1)
i (x)| =

=

∣∣∣∣
∫ x

x0

[fi(ξ, y
(m−1)
1 , . . . , y(m−1)

n ) − fi(ξ, y
(m−2)
1 , . . . , y(m−2)

n )] dξ

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ x

x0

|fi(ξ, y
(m−1)
1 , . . . , y(m−1)

n ) − fi(ξ, y
(m−2)
1 , . . . , y(m−2)

n )| dξ
∣∣∣∣ ≤

≤ L

∣∣∣∣
∫ x

x0

n∑

i=1

|ym−1
i − ym−2

i | dξ
∣∣∣∣ ≤M(nL)m−1

∣∣∣∣
∫ x

x0

|ξ − x0|m−1

(m− 1)!

∣∣∣∣ dξ =

= M(nL)m−1 |x− x0|m
m!

.

(3.7m)

T́ım jsme dokázali, že odhad (3.7m) plat́ı pro každé přirozené m.
3. Nyńı dokážeme, že n posloupnost́ı Picardových postupných aproximaćı tvoř́ı

konvergentńı posloupnosti, které konverguj́ı pro všechna x ∈
〈
x0, x0+δ

〉
stejnoměrně

k nějakým funkćım yi = Yi(x) = limm→∞ y
(m)
i (x) (i = 1, 2, . . . , n), které jsou na

intervalu
〈
x0, x0 + δ

〉
spojité. Stejně jako v př́ıpadě jediné funkce (viz d̊ukaz věty

1.1) vyjdeme od řad

y
(0)
i +

(
y
(1)
i (x) − y

(0)
i

)
+
(
y
(2)
i (x) − y

(1)
i (x)

)
+ · · ·+

+
(
y
(m)
i (x) − y

(m−1)
i (x)

)
+ . . . (i = 1, 2, . . . , n).

(3.8)

Absolutńı hodnoty člen̊u těchto řad poč́ınaje druhým členem jsou odhadnuty v ne-
rovnosti (3.7m). Všimneme-li si dále, že |x− x0| ≤ δ, vid́ıme, že všechny členy řad
(3.8) (poč́ınaje druhým) jsou co do absolutńı hodnoty nanejvýš rovny odpov́ıdaj́ıćım
člen̊um č́ıselné řady s kladnými členy

∞∑

m=1

M(nL)m+1 δ
m

m!
.

Tato posledńı řada je konvergentńı, takže řady (3.8) konverguj́ı podle Weierstrassova
kritéria stejnoměrně pro x ∈ (x0, x0 + δ); protože jejich členy jsou spojité funkce,
jsou také jejich součty spojité funkce, které označ́ıme Yi(x) (i = 1, 2, . . . , n), takže

Yi(x) = y
(0)
i +

∞∑

k=1

(y
(k)
i (x) − y

(k−1)
i (x)) = lim

m→∞
y
(m)
i (x) .

4. Dokážeme, že funkce Y1(x), Y2(x), . . . , Ym(x) dávaj́ı hledanou soustavu řešeńı

diferenciálńıch rovnic (3.1): Podle samotné definice funkćı y
(m)
i (x) (viz (3.6m)) je

y
(m)
i (x0) = y

(0)
i ; plat́ı tedy

lim
m→∞

y
(m)
i (x0) = Yi(x0) = y

(0)
i ,

tj. limitńı funkce Yi(x) (i = 1, 2, . . . , n) vyhovuj́ı počátečńım podmı́nkám.
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Nyńı dokážeme, že funkce Yi(x) vyhovuj́ı soustavě (3.1). Na základě (3.6m)
můžeme psát:

y
(m)
i (x) = y

(0)
i +

∫ x

x0

{fi(ξ, y
(m−1)
1 (ξ), . . . , y(m−1)

n (ξ))−

−fi(ξ, Y1(ξ), . . . , Yn(ξ))} dξ +

∫ x

x0

fi(ξ, Y1(ξ), . . . , Yn(ξ)) dξ

(i = 1, 2, . . . , n) .

(3.9)

Odhadneme absolutńı hodnotu prvńıho integrálu v (3.9):
∣∣∣∣
∫ x

x0

{fi(ξ, y
(m−1)
1 (ξ), . . . , y(m−1)

n (ξ)) − fi(ξ, Y1(ξ), . . . , Yn(ξ))} dξ

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ x

x0

|fi(ξ, y
(m−1)
1 (ξ), . . . , y(m−1)

n (ξ)) − fi(ξ, Y1(ξ), . . . , Yn(ξ))| dξ
∣∣∣∣ ≤

≤ L

∣∣∣∣
∫ x

x0

{|y(m−1)
1 (ξ) − Y1(ξ)| + · · · + |y(m−1)

n (ξ) − Yn(ξ)|} dξ

∣∣∣∣

(3.9∗)

(posledńı nerovnost plyne z Lipschitzovy podmı́nky). Protože funkce y
(m−1)
i (x)

(m = 1, 2, . . . ) konverguj́ı v intervalu
〈
x0, x0 + δ

〉
stejnoměrně k funkćım Yi(x)

(i = 1, 2, . . . , n), můžeme k libovolně zvolenému ε > 0 naj́ıt takové N(ε), že je-li
m−1 > N(ε), jsou pro všechna x z vyšetřovaného intervalu splněny tyto nerovnosti:

|y(m−1)
i (x) − Yi(x)| < ε

nLδ
(i = 1, 2, . . . , n)

(na pravé straně voĺıme ε
nLδ

, aby nám na pravé straně (3.10) vyšlo ε), takže pro
prvńı integrál ve vztahu (3.9) vycháźı z nerovnosti (3.9∗) pro |x − x0| ≤ δ tento
odhad:

∣∣∣∣
∫ x

x0

{fi(ξ, y
(m−1)
1 (ξ), . . . , y(m−1)

n (ξ)) − fi(ξ, Y1(ξ), . . . , Yn(ξ))} dξ

∣∣∣∣ <

<
ε

nLδ
nLδ = ε. (3.10)

Nyńı dokážeme:

Yi(x) = y
(0)
i +

∫ x

x0

{fi(ξ, Y1(ξ), . . . , Yn(ξ)) dξ (i = 1, 2 . . . , n). (3.11)

Pro m→ ∞ je limita integrálu (3.10) rovna nule. Podle již dokázaného je

lim
m→∞

y
(m)
i (x) = Yi(x),

takže vztahy (3.9) daj́ı v limitě (3.11).
Diferencujme obě strany vztahu (3.11) podle x. Derivace levé strany existuje,

protože existuje derivace pravé strany (derivace integrálu ze spojité funkce podle
horńı meze). Dostaneme tak identitu:

dYi

dx
= fi(x, Y1(x), . . . , Yn(x)) (n = 1, 2, . . . , n),
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tj. funkce Yi(x) vyhovuj́ı soustavě (3.1).3

5. Konečně dokážeme, že nalezené řešeńı je jediné řešeńı, které vyhovuje počá-

tečńım podmı́nkám. Předpokládejme naopak, že kromě řešeńı Y1(x), . . . , Yn(x) exis-

tuje ještě jedno řešeńı Z1(x), . . . , Zn(x), přičemž Yi(x0) = Zi(x0) = y
(0)
i (kde opět

i = 1, 2, . . . , n), ale že každé Zi neńı identicky rovno Yi. Potom podle našeho
předpokladu neńı spojitá funkce

ϕ(x) ≡ |Y1(x) − Z1(x)| + |Y2(x) − Z2(x)| + · · · + |Yn(x) − Zn(x)| (3.12)

identicky rovna nule v intervalu (x0, x0 + δ). Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že ϕ(x) 6= 0 pro jakési hodnoty x libovolně b ĺızké k x0 (kdyby pro
x ∈ 〈x0, x1〉 bylo ϕ(x) = 0 a kdyby nastala nerovnost pro hodnoty větš́ı než x1

a libovolně bĺızké tomuto č́ıslu, pak bychom v daľśıch úvahách zaměnili x0 za x1).4

Všimněme si intervalu 〈x0, x0 + h1〉, kde h1 je libovolné kladné č́ıslo menš́ı než
δ nebo jemu rovné. Podle předpokladu funkce ϕ(x) nabývá hodnot r̊uzných od
nuly (tedy kladných) v intervalu 〈x0, x0 + h1〉 pro hodnoty x libovolně bĺızké č́ıslu
x0, tj. pro libovolně malá h1. Podle známé vlastnosti spojitých funkćı, funkce (3.12)
nabude kladného maxima ϑ v intervalu 〈x0, x0+h1〉 pro nějakou hodnotu x = ξ, kde
x0 < ξ ≤ x0 + h1. Protože naše funkce Yi(x) a Zi(x) vyhovuj́ı podle předpokladu
soustavě (3.1), plat́ı identity

dYi

dx
= fi(x, Y1(x), . . . , Yn(x)),

dZi

dx
= fi(x, Z1(x), . . . , Zn(x)),

z nichž plyne

d(Yi − Zi)

dx
= fi(x, Y1(x), . . . , Yn(x)) − fi(x, Z1(x), . . . , Zn(x)). (3.13)

Integraćı (3.13) v intervalu (x0, x), kde x je proměnná, která prob́ıhá interval
〈x0, x0 + δ〉, dostaneme:

Yi(x) − Zi(x) =

∫ x

x0

(fi(ξ, Y1(ξ), . . . , Yn(ξ)) − fi(ξ, Z1(ξ), . . . , Zn(ξ))) dξ

(i = 1, 2, . . . , n).

Odhadněme levé strany těchto rovnost́ı užit́ım Lipschitzovy podmı́nky a toho, že
hodnoty funkce (3.12) jsou v intervalu 〈x0, x0 + δ〉 nanejvýš rovny ϑ. Obdrž́ıme:

|Yi(x) − Zi(x)| ≤

≤ L

∫ x

x0

{|Y1(ξ) − Z1(ξ)| + |Y2(ξ) − Z2(ξ)| + · · · + |Yn(ξ) − Zn(ξ)|} dξ <

< Lϑ

∫ x

x0

dξ = Lϑ(x− x0) (i = 1, 2, . . . , n).

3Lipschitzova podmı́nka je v této části d̊ukazu zavedena pouze pro jednoduchost odhadu in-
tegrálu ve vztaźıch (3.8); konvergence tohoto integrálu při m → ∞ plyne z pouhého předpokladu

spojitosti funkćı fi argument̊u y1, . . . , yn a ze stejnoměrné konvergence funkćı y
(m−1)
i (x) k li-

mitńım funkćım Yi(x). Důkaz neuž́ıvaj́ıćı Lipschitzovu podmı́nku byl podán v kap. II knihy [St]

v př́ıpadě jedné diferenciálńı rovnice.
4Množina E těch x z 〈x0, x0 + δ〉, pro která je spojitá funkce ϕ(x) rovna nule, je uzavřená

množina; za bod x1 můžeme vźıt kterýkoliv bod množiny E hromadný pro množinu komple-

mentárńı; takový bod nutně existuje, jestliže E nesplyne s celým intervalem 〈x0, x0 + δ〉, ale
v tomto posledńım př́ıpadě plat́ı jednoznačnost.
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Sečtěme posledńı nerovnosti pro i = 1, 2, . . . , n; dostaneme tento výsledek: Pro
každé x ∈ 〈x0, x0 + h1〉 plat́ı

|Y1(x) − Z1(x)| + · · · + |Yn(x) − Zn(x)| <
< nLϑ(x− x0) ≤ nLϑh1.

(3.14)

Zvoĺıme-li nyńı hodnotu x = ξ, potom levá strana (3.14) bude rovna ϑ, takže
dostaneme nerovnost ϑ < nLϑh1. To vede ke sporu, protože (jak v́ıme) h1 může
být zvoleno libovolně malé ; zejména můžeme vźıt h1 ≤ 1

nL
; potom pravá strana

bude ≤ ϑ a dostaneme ϑ < ϑ. Tento spor dokazuje jednoznačnost řešeńı. �

Poznámka A. Opět lze zkonstruovat prodloužeńı našeho řešeńı. Takové prod-
loužeńı je vždy možné, dokud nedojdeme libovolně bĺızko ke hranici uzavřené
oblasti, ve které jsou funkce fi spojité a splňuj́ı Lipschitzovu podmı́nku. (Viz
[St], str. 151.)

Poznámka B. Pokud pravá strana rovnice (3.1) nesplňuje Lipschitzovu podmı́n-
ku, potom můžeme dokázat existenci řešeńı, ale ne jeho jednoznačnost. (Obdoba
Peanovy věty.) To je poznamenáno v [St] na str. 160 v poznámce pod čarou.

Poznámka C (o odhadu nepřesnosti). Je-li nLδ < 1 potom plat́ı

|Yi(x) − y
(m)
i (x)| ≤ Mδ

(m+ 1)!

(nLδ)m

1 − nLδ
(i = 1, 2, . . . , n). (3.15)

Dokažme to: Plat́ı

y
(m)
i (x) = y

(0)
i +

m∑

k=1

(
y
(k)
i (x) − y

(k−1)
i (x)

)
,

Yi(x) = y
(0)
i +

∞∑

k=1

(y
(k)
i

(
x) − y

(k−1)
i (x)

)
,

takže (užijeme také odhad (3.7m))

|Yi(x) − y
(m)
i (x)| ≤

∞∑

k=m+1

|y(k)
i (x) − y

(k−1)
i (x)| ≤

≤M(nL)m δm+1

(m+ 1)!

(
1 + nL

δ

m+ 2
+ (nL)2

δ2

(m+ 3)(m+ 2)
+ . . .

)
,

< M(nL)m δm+1

(m+ 1)!

∞∑

k=1

(nLδ)k−1 =
Mδ

(m+ 1)!

(nLδ)m

1 − nLδ
. �

Podobně jako v kap. 1 uvedeme kromě věty 3.1 ještě větu 3.1bis, kterou opět ne-
dokazujeme, protože jej́ı d̊ukaz je doslovným opakováńım d̊ukazu věty 3.1:
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3.1bis. Věta. Nechť funkce fi = fi(x, y1, . . . , yn) (i = 1, 2, . . . , n) splňuj́ı tyto

dva předpoklady:

a) jsou definované a spojité na (n + 1)-rozměrné uzavřené oblasti Ω ⊂ R
n+1

tvaru

Ω =
〈
x0 − a, x0 + a

〉
×
〈
y
(0)
1 − b1, y

(0)
1 + b1

〉
× · · · ×

〈
y(0)

n − bn, y
(0)
n + bn

〉
(3.3bis)

kde kladná č́ısla a, b1, . . . , bn jsou libovolná;

b) v oblasti Ω (tj. v každém bodě P ∈ Ω) existuj́ı parciálńı derivace ∂fi/∂yk a jsou

tam ohraničené, tj.
∣∣ ∂fi

∂yk
(P )
∣∣ ≤ L ∀P ∈ Ω (i, k = 1, . . . , n).

Potom v intervalu
〈
x0, x0 + δ

〉
, kde

δ = min
(
a,
b1
M
, . . . ,

bn
M

)
, M = max

Ω
|fi(x, y1, . . . , yn)|, (3.4)

existuje právě jedno řešeńı y1 = y1(x), . . . , yn = yn(x) soustavy (3.1), které splňuje

počátečńı podmı́nky (3.2). Posloupnost Picardových postupných aproximaćı stejno-

měrně konverguje na intervalu
〈
x0, x0 +δ

〉
k přesnému řešeńı problému (3.1), (3.2).

4. Věta o existenci a jednoznačnosti řešeńı
počátečńıho problému ODR n-tého řádu

Nyńı budeme vyšetřovat ODRn v normálńım tvaru

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) . (4.1)

Připomeňme, že počátečńım problémem pro rovnici (4.1) je úloha nalézt řešeńı
rovnice (4.1), které vyhovuje n počátečńım podmı́nkám

y(x0) = ξ0, y
′(x0) = ξ1, . . . , y

(n−1)(x0) = ξn−1 , (4.2)

kde bod (x0, ξ0, ξ1, . . . , ξn−1) lež́ı v definičńım oboru funkce f .

4.1. Věta. Nechť funkce f = f(x, y1, . . . , yn) splňuje tyto dva předpoklady:

a) je definovaná a spojitá na nějaké (n+1)-rozměrné uzavřené oblasti Ω ⊂ R
n+1

obsahuj́ıćı bod (x0, ξ0, ξ1, . . . , ξn−1) ve svém vnitřku;

b) v oblasti Ω (tj. v každém bodě P ∈ Ω) existuj́ı parciálńı derivace ∂f/∂yk a jsou

tam ohraničené, tj.
∣∣ ∂f
∂yk

(P )
∣∣ ≤ L ∀P ∈ Ω (k = 1, . . . , n).

Potom v jistém intervalu
〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
existuje právě jedno řešeńı y = y(x)

rovnice (4.1), které splňuje počátečńı podmı́nky (4.2).

4.2. Poznámka. Předpoklad b) se dá nahradit slabš́ım předpokladem, že
funkce f(x, y1, . . . , yn) splňuje na Ω vzhledem k y1, . . . , yn Lipschitzovu podmı́nku.

Důkaz Věty 4.1. V [ČŽ] je pouze uvedeno, že d̊ukaz je zobecněńım postupu
uvedeného při d̊ukazu Picardovy věty 1.1bis. Myšlenka tohoto zobecněńı spoč́ıvá
podle [St] (kap. IV) v tomto: Rovnici (4.1) nahrad́ıme ekvivalentńı soustavou n
diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu s n neznámými funkcemi. Proto zavedeme vedle
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hledané funkce y ještě n − 1 pomocných neznámých funkćı y1, y2, . . . , yn−1, které
jsou mezi sebou a s y spojeny vztahy:

y′ = y1, y
′
1 = y2, . . . , y

′
n−2 = yn−1. (4.3)

Ze vztah̊u (4.3) vyplývá, že yk = y(k) (k = 1, 2, . . . , n − 1). Tedy y(n) = y′n−1

a rovnice (4.1) přejde na tvar

y′n−1 = f(x, y, y1, . . . , yn−1) . (4.3*)

Když mı́sto y, y1, y2, . . . , yn−1 zavedeme označeńı y1, y2, . . . , yn, tak rovnice (4.3),
(4.3*) dostanou tvar

y′1 = y2, y
′
2 = y3, . . . , y

′
n−1 = yn, (4.4)

y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn) , (4.4*)

což je speciálńı př́ıpad soustavy (3.1), pro jej́ıž počátečńı problém máme k dispozici
věty 3.1 a 3.1bis. T́ım je věta 4.1 dokázána. �

5. Existence a jednoznačnost řešeńı počátečńıho
problému soustavy lineárńıch ODR 1. řádu

5.1. Věta. Uvažujme soustavu n lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

y′1 + a11(x)y1 + a12(x)y2 + · · · + a1n(x)y1 = f1(x),

y′2 + a21(x)y1 + a22(x)y2 + · · · + a2n(x)y1 = f2(x),

...............................

y′n + an1(x)y1 + an2(x)y2 + · · · + ann(x)y1 = fn(x),

(5.1)

s počátečńımi podmı́nkami

yi(x0) = y
(0)
i (i = 1, 2, . . . , n). (5.2)

Nechť funkce aij(x), fi(x) (i, j = 1, 2, . . . , n) jsou definované a spojité na uzavřeném

intervalu (segmentu) S =
〈
x1, x2

〉
, přičemž x0 ∈ S. Potom počátečńı problém (5.1),

(5.2) má právě jedno řešeńı na celém segmentu S a Picardovy postupné aproximace

stejnoměrně konverguj́ı na tomto segmentu.

D̊ukaz. Nechť L je horńı hranice absolutńıch velikost́ı počátečńıch hodnot

|y(0)
i | ≤ L (i = 1, 2, . . . , n)

a nechť K ohraničuje absolutńı hodnoty koeficient̊u aij(x) a pravých stran fi(x)
rovnic (5.1), tj.

|aij | ≤ K (i, j = 1, 2, . . . , n), |fi| ≤ K (i = 1, 2, . . . , n).
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1. Nechť se x měńı v uzavřeném intervalu S2 = x0 ≤ x ≤ x2, tj. v pravé části

segmentu S. Budeme definovat postupné Picardovy aproximace y
(0)
i (x), y

(1)
i (x), . . . ,

y
(m)
i (x), . . . (i = 1, 2, . . . , n) počátečńıho problému (5.1), (5.2) a dokážeme o nich, že

všechny náležej́ı do oblasti Ω, jestliže x ∈ S2, a že stejnoměrně konverguj́ı na tomto

segmentu k jistým funkćım yi(x) (i = 1, 2, . . . , n). (T́ım se zároveň vypořádáme
s analogíı bod̊u 2 a 3 d̊ukaz̊u vět 1.1 a 3.1.) Podle definice Picardových aproximaćı
pro rovnici y′i = Fi(x, y1, . . . , yn) plat́ı

y
(0)
i (x) = y

(0)
i (i = 1, 2, . . . , n),

y
(1)
i (x) = y

(0)
i −

∫ x

x0

(ai1y
(0)
1 + ai2y

(0)
2 + · · · + ainy

(0)
n − fi) dx (i = 1, 2, . . . , n),

z čehož

|y(1)
i (x)−y(0)

i | ≤ (nKL+K)

∫ x

x0

dx = K(nL+1)(x−x0) (i = 1, 2, . . . , n) (5.31)

pro všechna x ∈ 〈x0, x2〉. Dále podle téže definice Picardových aproximaćı

y
(2)
i (x) = y

(0)
i −

∫ x

x0

(ai1y
(1)
1 + ai2y

(1)
2 + · · · + ainy

(1)
n − fi) dx (i = 1, 2, . . . , n).

Odhadněme absolutńı velikost rozd́ılu |y(2)
i (x) − y

(1)
i (x)|:

|y(2)
i (x) − y

(1)
i (x)| =

∣∣∣∣
∫ x

x0

[ai1(y
(1)
1 (x) − y

(0)
1 ) + · · · + ain(y(1)

n (x) − y(0)
n )] dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∫ x

x0

(|ai1| · |y(1)
1 (x) − y

(0)
1 | + · · · + |ain| · |y(1)

n (x) − y(0)
n |) dx.

Užijeme-li toho, že |aik| ≤ K, a nahrad́ıme-li pod integračńım znameńım výrazy

|y(1)
n (x) − y

(0)
n |) jejich odhady (5.31), dostaneme:

|y(2)
i (x) − y

(1)
i | ≤ nK ·K(nL+ 1)

∫ x

x0

(x− x0) dx =

= nK ·K(nL+ 1)
(x− x0)2

1 · 2
(i = 1, 2, . . . , n).

(5.32)

Podobně

|y(3)
i (x) − y

(2)
i (x)| =

∣∣∣∣
∫ x

x0

[ai1(y
(2)
1 − y

(1)
1 ) + · · · + ain(y(2)

n − y(1)
n )] dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∫ x

x0

(|ai1| · |y(2)
1 − y

(1)
1 | + · · · + |ain| · |y(2)

n − y(1)
n |) dx ≤

≤ (nK)2K(nL+ 1)

∫ x

x0

(x− x0)2

1 · 2
dx =

= (nK)2K(nL+ 1)
(x− x0)3

3!
. (5.33)

Metodou úplné indukce snadno dokážeme:

|y(m)
i (x) − y

(m−1)
i (x)| ≤ (nK)m−1K(nL+ 1)

(x− x0)m

m!
. (5.3m)
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Tedy každá z n řad

y
(0)
i +(y

(1)
i −y(0)

i )+(y
(2)
i −y(1)

i )+ · · ·+(y
(m)
i −y(m−1)

i )+ . . . (i = 1, 2, . . . , n) (5.4)

je majorizovatelná konvergentńı č́ıselnou řadou

|y(0)
i | +

∞∑

m=1

K(nL+ 1)

nK

[nK(x2 − x0)]m

m!
,

kterou jsme źıskali t́ım, že jsme nahradili výraz x − x0 hodnotou x2 − x0. (O kon-
vergenci uvedené č́ıselné řady se lze přesvědčit stejně jako v d̊ukazu věty 1.1 po-
moćı limitńıho d’Alembertova (pod́ılového) kritéria.) Tedy řady (5.4) konverguj́ı
stejnoměrně na segmentu

〈
x0, x2

〉
a definuj́ı spojité funkce y1(x), y2(x), . . . , yn(x).

T́ım jsme dokázali obdobu část́ı 1, 2 a 3 d̊ukazu Picardovy věty. V daľśı části
d̊ukazu ukážeme, že tyto funkce vyhovuj́ı soustavě rovnic (5.1) a tvoř́ı jediné řešeńı
této soustavy, které vyhovuje počátečńım podmı́nkám (5.2). Obdobnými úvahami
se dokáže existence a jednoznačnost řešeńı v levé části segmentu S, tj. na segmentu
S1 =

〈
x1, x0

〉
.

Prozat́ım jsme definovali Picardovy postupné aproximace

y
(m)
i (x) (i = 1, 2, . . . , n; m = 1, 2 . . . )

a dokázali o nich, že jsou spojité a že posloupnosti {yi(x)}∞m=1 (i = 1, 2, . . . , n)
konverguj́ı pro x ∈

〈
x0, x2

〉
stejnoměrně k funkćım yi(x):

lim
m→∞

y
(m)
i (x) = y

(0)
i +

∞∑

k=1

(y
(k)
i − y

(k−1)
i ) = yi(x) ∀x ∈

〈
x0, x2

〉
, (5.5)

kde i = 1, 2, . . . , n.

4. Dokážeme, že funkce y1(x), y2(x), . . . , ym(x) dávaj́ı hledanou soustavu řešeńı

diferenciálńıch rovnic (5.2): Podle definice funkćı y
(m)
i (x) je y

(m)
i (x0) = y

(0)
i ; plat́ı

tedy

lim
m→∞

y
(m)
i (x0) = yi(x0) = y

(0)
i ,

tj. limitńı funkce yi(x) (i = 1, 2, . . . , n) vyhovuj́ı počátečńım podmı́nkám.
Nyńı dokážeme, že tyto funkce vyhovuj́ı soustavě (5.1). Na základě rovnost́ı

y
(m)
i (x) = y

(0)
i −

∫ x

x0

(ai1y
(m−1)
1 + ai2y

(m−1)
2 + · · · + ainy

(m−1)
n − fi) dx

(i = 1, 2, . . . , n).

můžeme psát:

y
(m)
i (x) = y

(0)
i −

∫ x

x0

{[ai1y
(m−1)
1 + ai2y

(m−1)
2 + · · · + ainy

(m−1)
n − fi]−

−[ai1y1(x) + ai2y2(x) + · · · + ainyn(x) − fi]} dx+

−
∫ x

x0

[ai1y1(x) + ai2y2(x) + · · · + ainyn(x) − fi] dx

(i = 1, 2, . . . , n)

(5.6)
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Odhadneme absolutńı hodnotu prvńıho integrálu v (5.6):

∣∣∣∣
∫ x

x0

{[ai1y
(m−1)
1 + ai2y

(m−1)
2 + · · · + ainy

(m−1)
n − fi]−

−[ai1y1(x) + ai2y2(x) + · · · + ainyn(x) − fi]} dx

∣∣∣∣ ≤

≤ K

∣∣∣∣
∫ x

x0

{|y(m−1)
1 − y1| + · · · + |y(m−1)

n − yn|} dx

∣∣∣∣

(5.7)

Protože funkce y
(m−1)
i (x) (m = 1, 2, . . . ) konverguj́ı v intervalu

〈
x0, x2

〉
stejnoměrne

k yi(x) (i = 1, 2, . . . , n), můžeme k libovolně danému ε > 0 naj́ıt takové N(ε), že pro
m−1 > N(ε) jsou pro všechna x z vyšetřovaného intervalu splněny tyto nerovnosti:

|y(m−1)
i − yi(x)| < ε

nKh
(i = 1, 2, . . . , n),

takže pro prvńı integrál ve vztahu (5.6) vycháźı z nerovnosti (5.7) pro |x− x0| ≤ h
tento odhad:

∣∣∣∣
∫ x

x0

{[ai1y
(m−1)
1 + ai2y

(m−1)
2 + · · · + ainy

(m−1)
n − fi]−

−[ai1y1(x) + ai2y2(x) + · · · + ainyn(x) − fi]} dx

∣∣∣∣ <

<
ε

nKh
hnK = ε. (5.8)

Nyńı dokážeme:

yi(x) = y
(0)
i −

∫ x

x0

[ai1y1(x) + ai2y2(x) + · · · + ainyn(x) − fi] dx. (5.9)

Pro m→ ∞ je limita integrálu (5.8) rovna nule. Podle již dokázaného je

lim
m→∞

y
(m)
i (x) = yi(x),

takže vztahy (5.6) daj́ı v limitě (5.9).
Diferencujme obě strany vztahu (5.9) podle x. Derivace levé strany existuje,

protože existuje derivace pravé strany (derivace integrálu ze spojité funkce podle
horńı meze). Dostaneme tak identitu:

dyi

dx
= −ai1(x)y1 − ai2(x)y2 − · · · − ain(x)y1 + fi(x) (i = 1, 2, . . . , n),

tj. funkce yi(x) vyhovuj́ı soustavě (5.2).

5. Zbývá dokázat, že nalezené řešeńı je jediné řešeńı, které vyhovuje počátečńım

podmı́nkám. Předpokládejme naopak, že kromě řešeńı y1(x), . . . , yn(x) existuje ještě
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jedno řešeńı Z1(x), . . . , Zn(x), přičemž yi(x0) = Zi(x0) = y
(0)
i (i = 1, 2, . . . , n),

ale že neńı každé Zi identicky rovno yi. Potom podle našeho předpokladu neńı
(spojitá) funkce

ϕ(x) ≡ |y1(x) − Z1(x)| + |y2(x) − Z2(x)| + · · · + |yn(x) − Zn(x)| (5.10)

identicky rovna nule v intervalu (x0−h, x0+h). Že tento předpoklad vede ke sporu,
se doslova dokáže stejně jako v části 5 d̊ukazu věty 3.1. �.

Poznámka 5.1. Jetliže koeficienty aij a pravé strany fi jsou spojité v otevřeném

intervalu (a, b) (kde může být a = −∞, b = +∞), potom výše provedené úvahy
dokazuj́ı existenci a jednoznačnost řešeńı soustavy (5.1) v libovolném uzavřeném

intervalu 〈α, β〉, který lež́ı uvnitř (a, b): Vezměme posloupnost uzavřených inter-
val̊u 〈α1, β1〉,〈α2, β2〉, . . . ,〈αn, βn〉, . . . , kde každý následuj́ıćı interval obsahuje ve
svém vnitřku každý předcházej́ıćı, přičemž limn→∞ αn = a, limn→∞ βn = b. Po-
tom můžeme definovat řešeńı v libovolném intervalu 〈αn, βn〉; tedy podle jedno-
značnosti také v jejich sjednoceńı, tj. v celém otevřeném intervalu (a, b). Zřejmě
funkce dávaj́ıćı řešeńı budou spojité a budou vyhovovat soustavě (5.1) v celém in-
tervalu (a, b); v libovolném uzavřeném intervalu 〈α, β〉 obsaženém v (a, b) jsou tyto

funkce stejnoměrně spojité a tedy postupné aproximace y
(m)
i (x) (i = 1, 2, . . . , n)

konverguj́ı stejnoměrně pro m→ ∞.

6. Věta o existenci a jednoznačnosti řešeńı
počátečńıho problému lineárńı ODR n-tého řádu

Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

y(n) + a1y
(n−1) + · · · + any = f(x)

je ekvivalentńı se soustavou lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu speciálńıho
tvaru:

y′ − y1 = 0, y′1 − y2 = 0, . . . , y′n−2 − yn−1 = 0,

y′n−1 + a1yn−1 + a2yn−2 + · · · + an−1y1 + any = f(x).

Užijeme-li větu 5.1, dostaneme tento výsledek:

6.1. Věta. Počátečńı problém lineárńı rovnice n-tého řádu s koeficientem při

nejvyšš́ı derivaci rovným jedné má spojitá a n-krát diferencovatelná řešeńı v každém

uzavřeném intervalu, ve kterém jsou koeficienty i pravá strana dané diferenciálńı

rovnice spojité funkce. Toto řešeńı existuje právě jedno.
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7. Věty o řešeńıch lineárńı ODR n-tého řádu
A. Obecná homogenńı LODRn

Obecná homogenńı LODRn, tj. rovnice tvaru

An(x)y(n) + An−1(x)y(n−1) + · · · + A1(x)y′ + A0(x)y = 0, (7.1)

má řadu d̊uležitých vlastnost́ı, které ostatńı ODRn nemaj́ı.

7.1. Věta. Jsou-li funkce y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yk = yk(x) řešeńımi

rovnice (7.1), potom také funkce

y = C1y1 + C2y2 + · · · + Ckyk, (7.2)

kterou nazýváme lineárńı kombinaćı řešeńı y1, y2, . . . , yk, je řešeńım rovnice (7.1).

D̊ukaz. Jsou-li y1, . . . , yk řešeńımi rovnice (7.1), potom

An(x)y
(n)
i + · · · + A1(x)y′

i + A0(x)yi = 0 (i = 1, . . . , k).

Násobeńım i-té rovnice konstantou Ci dostaneme

An(x)Ciy
(n)
i + · · · + A1(x)Ciy

′
i + A0(x)Ciyi = 0 (i = 1, . . . , k).

Sečtěme źıskané vztahy od i = 1 do i = k:

An(x)

k∑

i=1

Ciy
(n)
i + · · · + A1(x)

k∑

i=1

Ciy
′
i + A0(x)

k∑

i=1

Ciyi = 0. (7.3)

Podle (7.2) je

y =

k∑

i=1

Ciyi, y′ =

k∑

i=1

Ciy
′
i, . . . , y(n) =

k∑

i=1

Ciy
(n)
i .

Dosazeńım těchto vztah̊u do (7.3) dostaneme rovnici tvaru (7.1), kde y má význam daný vztahem

(7.2). �

V teorii LODRn hraje velkou d̊uležitost pojem lineárně nezávislých funkćı.

7.2. Definice. Nechť y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou reálné, popř. komplexńı
funkce reálné proměnné x, které jsou definovány na intervalu I. Ř́ıkáme, že uvedené
funkce jsou na intervalu I lineárně nezávislé, jestliže vztah

C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cnyn(x) = 0, x ∈ I, (7.4)

kde C1, C2, . . . , Cn jsou konstanty, plat́ı pouze v př́ıpadě C1 = C2 = · · · = Cn = 0.
V opačném př́ıpadě (tj. když alespoň jedno Ck 6= 0) ř́ıkáme, že uvedené funkce

jsou lineárně závislé na intervalu I.

Uvedeme nyńı obecnou metodu, jak zjistit, zdali daná n-tice funkćı

y1(x), y2(x), . . . , yn(x), (7.5)

které jsou na intervalu I alespoň (n−1)-krát spojitě derivovatelné, tvoř́ı n lineárně
nezávislých funkćı na intervalu I.

7.3. Definice. Nechť funkce y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou na intervalu I alespoň
(n− 1)-krát spojitě derivovatelné. Potom determinant

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) . . . yn(x)
y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣
(7.6)

se nazývá wronskián nebo Wronského determinant funkćı (7.5).
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7.4. Věta. Nechť funkce y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou na intervalu I alespoň

(n− 1)-krát spojitě derivovatelné. Pak y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou lineárně závislé

na I, když a jen když

W (x) = 0 pro všechna x ∈ I.

D̊ukaz. Derivujme (n − 1)-krát vztah (7.4). Dostaneme tak n vztah̊u

C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cnyn(x) = 0,

C1y′
1(x) + C2y′

2(x) + · · · + Cny′
n(x) = 0,

. . .

C1y
(n−1)
1 (x) + C2y

(n−1)
2 (x) + · · · + Cny

(n−1)
n (x) = 0.

Źıskali jsme pro každé x soustavu n homogenńıch lineárńıch rovnic s neznámými C1, . . . , Cn.

Z algebry v́ıme, že tato soustava má nenulové řešeńı (tj. existuje alespoň jedno Ck 6= 0) tehdy
a jen tehdy, když determinant této soustavy je roven nule, tj. W (x) = 0 pro všechna x ∈ I. �

Dále budeme předpoklédat, že funkce (7.5) tvoř́ı nějaký systém partikulárńıch
řešeńı rovnice (7.1), což je silněǰśı požadavek než předpoklad věty 7.4. Potom plat́ı
toto tvrzeńı:

7.5. Věta. Nechť funkce y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou partikulárńımi řešeńımi

homogenńı LODRn (7.1), kde An(x) 6= 0 pro všechna x ∈ I. Potom jsou tyto

funkce lineárně nezávislé na I, když a jen když

W (x) 6= 0 pro všechna x ∈ I. (7.7)

D̊ukaz. Tvrzeńı věty dokážeme v př́ıpadě n = 2. Podle předpoklad̊u věty 7.5 plat́ı

A2(x)y′′
1 + A1(x)y′

1 + A0(x)y1 = 0, (7.8)

A2(x)y′′
2 + A1(x)y′

2 + A0(x)y2 = 0. (7.9)

Násobme rovnici (7.8) funkćı −y2 a rovnici (7.9) funkćı y1 a źıskané vztahy sečtěme. Dostaneme

A2(x)[y1y′′
2 − y2y′′

1 ] + A1(x)[y1y′
2 − y2y′

1] = 0. (7.10)

Pomoćı (7.6) lze vztah (7.10) přepsat na tvar

A2(x)W ′(x) + A1(x)W (x) = 0. (7.11)

Vztah (7.11) je separovatelná ODR1 pro funkci W (x). Integrujme ji v intervalu
〈
x0, x

〉
, kde

x0, x ∈ I. Dostaneme

W (x) = W (x0)e
−
∫

x

x0
(A1(x)/A2(x)) dx

. (7.12)

Podle věty 7.4 jsou řešeńı y1(x), y2(x) lineárně nezávislá na I tehdy a jen tehdy, když existuje
alespoň jeden bod x̄ takový, že W (x̄) 6= 0. Polož́ıme-li ve vztahu (7.12) x0 = x̄, pak snadno

vid́ıme, že W (x̄) 6= 0 právě tehdy, když W (x) 6= 0 pro všechna x ∈ I, tj. plat́ı (7.7).

V př́ıpadě obecného n nebudeme větu 7.5 dokazovat, protože k d̊ukazu je potřeba jistá znalost
z teorie determinant̊u. �

Poznámka. V př́ıpadě obecného n se věta 7.5 nazývá Liouvilleova. V tomto
př́ıpadě plat́ı vztah

W (x) = W (x0)e
−
∫

x

x0
(An−1(x)/An(x)) dx

. (7.12*)
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S pomoćı věty 7.5 nyńı dokážeme hlavńı výsledek této podkapitoly.

7.6. Věta. Nechť y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou partikulárńı řešeńı homogenńı

LODRn (7.1), kde An(x) 6= 0, které jsou lineárně nezávislé na intervalu I. Potom

každé řešeńı y(x) této rovnice lze psát jednoznačně ve tvaru

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · · + Cnyn(x), (7.13)

kde C1, C2, . . . , Cn jsou vhodné konstanty.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pro jednoduchost zápisu pro n = 2, tj. pro rovnici

A2(x)y′′ + A1(x)y′ + A0(x)y = 0. (7.14)

Podle věty 7.1 je funkce

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) (7.15)

také řešeńım rovnice (7.14). Ukážeme, že se touto funkćı dá při vhodné volbě konstant C1, C2

vyjádřit každé partikulárńı řešeńı rovnice (7.14). (Tı́m zároveň dokážeme, že vektorový prostor

všech řešeńı homogenńı rovnice A2(x)y′′ + A1(x)y′ + A0(x)y = 0 má dimenzi rovnou dvěma.)
Zvolme tedy partikulárńı řešeńı předepsáńım počátečńıch podmı́nek

y(x0) = ξ0, y′(x0) = ξ1, (7.16)

kde x0, ξ0, ξ1 jsou tři libovolná pevná č́ısla, přičemž x0 ∈ I. Dosazeńım (7.15) do (7.16) dostaneme

C1y1(x0) + C2y2(x0) = ξ0,

C1y′
1(x0) + C2y′

2(x0) = ξ1.
(7.17)

Vztahy (7.17) tvoř́ı soustavu dvou lineárńıch algebraických rovnic pro neznámé C1, C2, jejichž
hodnota bude záviset na zvolených č́ıslech x0, ξ0, ξ1. Jej́ı determinant

W (x0) = y1(x0)y
′
2(x0) − y2(x0)y

′
1(x0)

je podle věty 7.5 r̊uzný od nuly pro každé x0 ∈ I, takže konstanty C1, C2 jsou určeny jednoznačně
při každé volbě trojice x0, ξ0, ξ1. �

7.7. Poznámka. Vztah (7.13) je současně vyjádřeńım obecného řešeńı rovnice
(7.1). Větu 7.6 lze tedy volně formulovat tak, že k určeńı obecného řešeńı rovnice
(7.1) stač́ı nalézt n lineárně nezávislých partikulárńıch řešeńı dané rovnice.

B. Nehomogenńı LODRn

Jde o rovnici

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · · + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x) , (7.18)

kde a0(x), a1(x), . . . , an(x) a f(x) jsou dané nenulové funkce.

34



7.8. Věta. Obecné řešeńı rovnice (7.18) lze psát ve tvaru

y = yh + yp , (7.19)

kde yh = yh(x, C1, . . . , Cn) je obecné řešeńı homogenńı LODRn př́ıslušné k rovnici

(7.18), tj. splňuje rovnici

an(x)y
(n)
h + an−1(x)y

(n−1)
h + · · · + a1(x)y′h + a0(x)yh = 0 , (7.20)

a yp je libovolné partikulárńı řešeńı rovnice (7.18), tj. plat́ı

an(x)y(n)
p + an−1(x)y(n−1)

p + · · · + a1(x)y′p + a0(x)yp = f(x) . (7.21)

D̊ukaz. Dosaďme (7.19) do levé strany rovnice (7.18). S pomoćı (7.20) a (7.21) dostaneme

an(x)(yh + yp)(n) + an−1(x)(yh + yp)(n−1) + · · · + a1(x)(yh + yp)′ + a0(x)(yh + yp) =

= an(x)y
(n)
h

+ an−1(x)y
(n−1)
h

+ · · · + a1(x)y′
h + a0(x)yh︸ ︷︷ ︸

= 0

+

+ an(x)y
(n)
p + an−1(x)y

(n−1)
p + · · · + a1(x)y′

p + a0(x)yp︸ ︷︷ ︸
= f(x)

= f(x) ,

což jsme chtěli dokázat. �

8. Regulárńı, singulárńı a výjimečná
řešeńı ODR

Růzńı autoři přistupuj́ı k těmto pojmům r̊uzně. Stěpanov [St] definuje singulárńı

řešeńı jako integrálńı křivku, jej́ımž každým bodem může procházet alespoň ještě
jedna integrálńı křivka. V opačném př́ıpadě hovoř́ı o regulárńım řešeńı.

V souladu s knihou [ŠT] budu už́ıvat tyto čtyři pojmy: (1) obecný (regulárńı)
integrál ODR n-tého řádu (resp.n ODR 1. řádu); tj. funkce, která vyhovuje dané
ODR a obsahuje n na sobě nezávislých konstant C1, . . . , Cn; (2) partikulárńı (regu-
lárńı) integrál ODR n-tého řádu; tj. řešeńı, v němž jsou konstanty C1, . . . , Cn

vyjádřeny konkrétńımi č́ısly (většinou v d̊usledku předepsaných počátečńıch pod-
mı́nek); (3) singulárńı integrál ODR n-tého řádu; tj. řešeńı, dané ODR, které se
nedá vyjádřit žádnou volbou konstant C1, . . . , Cn v obecném řešeńı, přičemž graf
tohoto řešeńı má alespoň jeden bod společný s bodem některého partikulárńıho
integrálu; (4) výjimečný integrál ODR n-tého řádu; tj. řešeńı dané ODR, které
se nedá vyjádřit žádnou volbou konstant C1, . . . , Cn v obecném řešeńı, přičemž
graf tohoto řešeńı nemá žádný společný bod s grafem kteréhokoliv partikulárńıho
integrálu.

8.1. Př́ıklad. Jako v Př́ıkladu 2.5 uvažujme počátečńı problém

y′ = f(x, y) = 3y2/3 , (8.1)

y(x0) = y0 . (8.2)
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Protože funkce f(x, y) = 3y2/3 je spojitá v každém obdélńıku R o středu (0, 0)
a stranách rovnoběžných se souřadnými osami, ale nesplňuje na něm Lipschitzovu
podmı́nku (viz Př́ıklad 2.5), má počátečńı problém (8.1), (8.2) podle Peanovy věty
2.3 nejméně jedno řešeńı pro libovolné hodnoty x0, y0: Za předpokladu y 6= 0
můžeme provést separaci proměnných

dy

3y2/3
= dx

a integraćı této rovnice dostaneme y1/3 = x+ C čili

y = (x+ C)3. (8.3)

Źıskali jsme tak formálně soustavu křivek (tzv. kubických semiparabol), které tvoř́ı
obecný integrál rovnice (8.1). // Počátečńı podmı́nku (8.2) splňuje integrálńı křivka

y = (x+ y
1/3
0 − x0)3. // Všimněme si nyńı př́ıpadu

y = 0 . (8.4)

Funkce (8.4) splňuje také rovnici (8.1), ale nelze ji źıskat z (8.3) žádnou volbou
obecné konstanty C. Podle naš́ı klasifikace je to singulárńı řešeńı, protože má
společný počá tek (0, 0) s partikulárńım řešeńım y = x3 a bod (−C∗, 0) spartikulár
ńım řešeńım y = (x+C∗)3, kde C∗ je libovolně zvolené č́ıslo. Každé daľśı singulárńı
řešeńı (je jich nespočetně mnoho) můžeme poskládat ze soustavy křivek (8.3), (8.4)
tak, že uvedená řešeńı r̊uzně napojujeme: Nechť a, b ∈ R1 (a < b) jsou dvě libovolná
reálná č́ısla. Potom funkce

y(x) =





(x− a)3 pro x ≤ a,

0 pro x ∈
〈
a, b
〉
,

(x− b)3 pro x ≥ b

(8.5)

je také singulárńı řešeńı rovnice (8.1). // Všechny tyto úvahy se pohybuj́ı v rámci
Peanovy věty, která zaručuje existenci řešeńı, ale ne jeho jednoznačnost.

Vrát́ıme-li se k podmı́nkám věty 1.1bis, tj. hledáme-li řešeńı počátečńıho pro-
blému (8.1), (8.2) jen v obdélńıku R, který je buď nad osou x, nebo pod ńı, potom

takové řešeńı je pouze jedno, protože v těchto př́ıpadech je parciálńı derivace ∂f
∂y =

y−
1
3 ohraničená ve všech bodech R, takže funkce f(x, y) splňuje na R Lipschiutzovu

podmı́nku vzhledem k y.

8.2. Př́ıklad. Stejně jako v Př́ıkladu 2.6 uvažujme diferenciálńı rovnici

(y′)2 + y2 = 1 (8.6)

čili
y′ = ±

√
1 − y2 . (8.7)

Tato rovnice má dvě soustavy řešeńı

y = sin(x+ C1) (−π/2 < x+ C < π/2), (8.8a)

y = sin(−x+ C2) (−π/2 < −x+ C < π/2). (8.8b)
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Jsou to proti sobě posunuté sinusoidy: Řešeńı (8.8a), resp. (8.8b) vzniklo posunut́ım

y = sinx (−π/2 < x < π/2), resp. y = sin(−x) (−π/2 < −x < π/2).

Rovnici (8.6), resp. (8.7) vyhovuj́ı ještě př́ımky

y = 1, y = −1. (8.9)

Protože funkce
√

1 − y2 nesplňuje Lipschitzovu podmı́nku (d̊ukaz viz v Př́ıkladu
2.6), pohybujeme se v rámci Peanovy věty 2.3, takže př́ımky (8.9) jsou dvě sin-
gulárńı řešeńı rovnice (8.6): Obě funkce (8.9) splňuj́ı rovnici (8.6), ale nelze je
realizovat žádnou volbou konstanty C v obecných řešeńıch (8.8a), (8.8b). Rovnice
(8.6) má nekonečně mnoho singulárńıch řešeńı: Každá ze sinusovek (8.8ab) m̊uže

v bodě dotyku k jedné z tečen y = ±1 přej́ıt v tuto tečnu a v libovolném daľśım bodě

dotyku opět v jednu z obou sinusovek.

8.3. Př́ıklad. Uvažujme diferenciálńı rovnici

(y′)2 + yy′ − xy − x2 = 0. (8.10)

Tuto rovnici můžeme napsat ve tvaru

(y′ − x)(y′ + y + x) = 0,

takže dostáváme dvě diferenciálńı rovnice

y′ = x, (8.11)

y′ = −y − x. (8.12)

Pravé strany obou rovnic (8.11), (8.12) jsou spojité v celé rovině R
2 a maj́ı v ńı

ohraničenou parciálńı derivaci podle y. V obou př́ıpadech můžeme tedy už́ıt Picar-
dovu větu 1.1bis, podle které obecné řešeńı rovnice (8.11) má tvar

y1(x) =
x2

2
+ C1 (8.13)

a obecné řešeńı rovnice (8.12) tvar

y2(x) = C2e−x − x+ 1. (8.14)

Funkce (8.13), (8.14) tvoř́ı dvě soustavy regulárńıch řešeńı rovnice (8.10).

8.4. Poznámka. Mezi př́ıklady 8.2 a 8.3 je jasný rozd́ıl, pokud si vš́ımáme in-
tegrálńıch křivek nejen lokálně (tj. v okoĺı každého bodu, ve kterém jsou splněny
podmı́nky existenčńı věty), ale v celém jejich pr̊uběhu: V Př́ıkladu 8.3 definovala
rovnice (8.10) dvě soustavy integrálńıch křivek, které neměly nic společného (jednou
je to soustava algebraických křivek, podruhé transcendentńıch); tyto dvě soustavy
jsou mechanicky spojeny v jedinou rovnici: Obecně můžeme vyj́ıt ode dvou úplně
libovolných diferenciálńıch rovnic tvaru

y′ − f(x, y) = 0, y′ − ϕ(x, y) = 0.
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Vynásob́ıme-li levé strany mezi sebou, dostaneme diferenciálńı rovnici prvńıho řádu,
ale druhého stupně vzhledem k y′:

(y′)2 − [f(x, y) + ϕ(x, y)]y′ + f(x, y)ϕ(x, y) = 0,

která je ekvivalentńı se dvěma p̊uvodně danými rovnicemi; pole integrálńıch křivek
v rovině R

2 vznikne prostou superpozićı poĺı obou rovnic, přičemž tato dvě pole jsou
obecně zcela nezávislá jedno na druhém. // Jinak je tomu v Př́ıkladu 8.2: každým
bodem některé oblasti procházej́ı sice opět dvě integrálńı křivky, ale můžeme je
všechny považovat za členy jediné soustavy. Vysvětlit kořeny tohoto hlubokého
rozd́ılu (poznamenává Stěpanov) nelze učinit prostředky, kterými disponujeme; je
třeba vźıt na pomoc aparát teorie analytických funkćı (analytické teorie diferen-

ciálńıch rovnic).
Stěpanov uvád́ı pouze konečný výsledek: Jestliže levá strana rovnice

F (x, y, y′) = 0, (8.15)

(o které předpokládáme, že je to mnohočlen v y′ s racionálńımi koeficienty vzhledem
k y) se dá rozložit na činitele nižš́ıch stupň̊u vzhledem k y′, které jsou racionálńı
v y a jednoznačné v x v celém svém definičńım oboru,5 potom rovnice (8.15) je
mechanickým sjednoceńım rovnic, které dostaneme, když anulujeme jednotlivé ire-
ducibilńı činitele; druhý př́ıpad nastane, když y′ je iracionálńı (algebraická) funkce
y; jinak řečeno, když F (x, y, y′) je ireducibilńı mnohočlen vzhledem k y′ v oboru
racionálnosti y.

• Následuj́ıćı dva př́ıklady ukazuj́ı, že je vhodné zavést vedle singulárńıho řešeńı
také pojem výjimečné řešeńı:

8.5. Př́ıklad. Řešme diferenciálńı rovnici

y′ = y3/2. (8.16)

Pro y 6= 0 dostáváme z (8.16) vztah

dy

y3/2
= dx.

Odtud integraćı
2√
y

= x+ C

čili obecný integrál rovnice (8.16) má tvar

y =
4

(x+ C)2
. (8.17)

Funkce y = 0 je také řešeńım rovnice (8.16) a protože se nedostane z (8.17)
pro žádnou (konečnou) hodnotu konstanty C, je to výjimečný integrál. Že neńı
singulárńım integrálem, plyne z toho, že ostatńı integrálńı křivky (8.17), které
znázorňuj́ı obecný integrál, se př́ımky y = 0 nikde nedotýkaj́ı, ani ji neprot́ınaj́ı.

5V tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že levá strana diferenciálńı rovnice (8.15) je reducibilńı mnohočlen

vzhledem k y′ v oboru racionálnosti proměnné y.
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8.6. Př́ıklad. Řešme diferenciálńı rovnici

(2xy − y) dy + 4x2y dx = 0. (8.18)

Za předpokladu, že
y 6= 0, 2x− 1 6= 0, (8.19)

ji můžeme upravit na tvar
4x2

2x− 1
dx+ dy = 0.

Plat́ı
4x2

2x− 1
=

4x2 − 1

2x− 1
+

1

2x− 1
= 2x+ 1 +

1

2x− 1
,

takže integraćı předchoźı rovnice dostaneme

x2 + x+
1

2
ln |2x− 1| + y = C

a hledané obecné řešeńı můžeme psát ve tvaru

y = C − x2 − x− 1

2
ln |2x− 1| (8.20)

Zbývá vyšetřit situace, kdy neńı splněn předpoklad (9.19): a) y = 0 splňuje rovnici
(8.18), takže je jej́ım výjimečným řešeńım; b) v př́ıpadě 2x−1 = 0 je prvńı sč́ıtanec
v (8.18) anulován; druhý je anulován také, protože dx = 0, takže x = 1

2 je také
výjimečným řešeńım rovnice (8.18).

8.7. Př́ıklad. Řešme tuto Clairautovu rovnici

x = ẋt+
1

ẋ
. (8.21)

Jako obvykle při řešeńı Clairautovy rovnice, zderivujme rovnici (8.21) podle t:

ẋ = ẍt+ ẋ− ẍ

ẋ2
,

takže dostaneme

0 = ẍ
(
t− 1

ẋ2

)

čili
ẍ = 0, (8.22a)

t− 1

ẋ2
= 0. (8.22b)

Formálně dvoj́ı integraćı rovnice (8.22a) źıskáme jej́ı řešeńı

x = Ct+D. (8.23)

Protože však hledáme řešeńı rovnice (8.21), která je prvńıho řádu, muśıme kon-
stantu D vyloučit. Dosazeńım (8.23) do (8.21) dostaneme

Ct+D = Ct+
1

C

čili D = 1
C

a obecné řešeńı rovnice (8.21) má tvar

x(t) = Ct+
1

C
, (8.24)

ve kterém vystupuje pouze jedna obecná konstanta C. // V rovnici (8.22b) položme
v := ẋ a totéž proveďme v rovnici (8.21), takže dostaneme

t =
1

v2
, x = v t+

1

v
.
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Vyloučeńım parametru v z těchto dvou rovnic dostaneme (jak za chv́ıli ukážeme)
singulárńı řešeńı rovnice (8.21) (z prvńı rovnice źıskáme v = ± 1√

t
, což dosad́ıme do

druhé):

x = ±2
√
t (8.25)

čili x2 = 4t. Je to rovnice paraboly s vodorovnou osou t a vrcholem v bodě (0, 0).
V př́ıpadě rozboru počátečńı podmı́nky

x(t0) = x0 (8.26)

budeme rozlǐsovat několik př́ıpad̊u:
(a) Bod (t0, x0) lež́ı v levé polorovině, tj. t0 = −ta, kde ta > 0. Dosazeńım do

obecného řešeńı (8.24) potom dostaneme

x0 = −Cta +
1

C
,

z čehož vynásobeńım C źıskáme kvadratickou rovnici pro C:

taC
2 + x0C − 1 = 0 (ta > 0). (8.27)

Muśıme rozlǐsit dva př́ıpady:
(aa) Bod (t0, x0) = (−ta, x0) lež́ı na ose t, tj. x0 = 0. Potom z rovnice (8.27)

plyne tento výraz pro C:

C = ± 1√
ta

a vztah (8.24) pro obecné řešeńı dostane tvar

x(t) = ± t√
ta

±
√
ta čili x(t) = ±

√
ta

( t
ta

+ 1
)
. (8.28)

Je to rovnice dvou tečen k parabole (8.25), které vycházej́ı z bodu (−ta, 0) (ta > 0).
Je třeba zd̊uraznit, že z každého bodu (−ta, 0) vycházej́ı dvě tečny. Že to jsou
vskutku tečny, se přesvědč́ıme takto: Hledejme č́ıslo t∗, které splňuje

±
√
t∗ = ±

√
ta

( t∗
ta

+ 1
)
.

Podělme tento vztah výrazem ±√
ta a výsledek povyšme na druhou. Dostaneme

(t∗/ta − 1)2 = 0 čili t∗ = ta. // Položme nyńı t = ta v (8.28), takže dostaneme
x(ta) = ±2

√
ta, tj. bod (ta, 2

√
ta), resp. bod (ta,−2

√
ta) je společným bodem př́ımky

x(t) =
√
ta

( t
ta

+ 1
)

(8.29)

a horńı části paraboly (8.25), resp. př́ımky x(t) = −√
ta( t

ta
+ 1) a dolńı části

paraboly (8.25). Muśıme se ještě přesvědčit, že bod (ta, 2
√
ta) je pouze bodem

dotyku (a ne pr̊useč́ık): Dosaďme t4 = ta + 4 do (8.29), resp. do (8.25). Dostaneme

x1(t4) = 2
√
ta +

4√
ta
, resp. x2(t4) = 2

√
ta + 4.

Protože ta > 0, povýšeńım obou výraz̊u na druhou zjist́ıme, že x1(t4) > x2(t4),
takže z každého bodu (−ta, 0) vycházej́ı dvě tečny paraboly (8.25).
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(ab) Bod (t0, x0) = (−ta, x0) lež́ı mimo osu t, tj. x0 6= 0. Potom z rovnice (8.27)
plyne tento komplikovaný výraz pro C:

C1,2 =
−x0 ±

√
x2

0 + 4ta
2ta

(ta > 0). (8.30)

Zvolme v (8.24) např. C = C1, takže partikulárńı řešeńı rovnice (8.21) bude mı́t
tvar

x1(t) = C1t+
1

C1
(8.31)

a zkoumejme, zdali má tato př́ımka společný bod s horńım obloukem 2
√
t paraboly

(8.25), tj. hledejme t, které splňuje vztah

2
√
t = C1t+

1

C1
.

Vynásobeńım tohoto vztahu č́ıslem C1, dostaneme kvadratickou rovnici

(C1)2(
√
t)2 − 2C1

√
t+ 1 = 0

čili
(C1

√
t− 1)2 = 0,

odkud plyne √
t =

1

C1
=

2ta

−x0 +
√
x2

0 + 4ta
.

Protože ta > 0, je jmenovatel tohoto zlomku kladný a př́ımka (8.31) se dotýká
horńıho oblouku paraboly (8.25) v bodě, který má t-souřadnici

t =

(
2ta

−x0 +
√
x2

0 + 4ta

)2

,

přičemž x-ová souřadnice bodu dotyku (hodnota funkce (8.25)) je

x =
4ta

−x0 +
√
x2

0 + 4ta
.

(b) Bod (t0, x0) lež́ı na ose x mimo počátek, tj. t0 = 0, x0 6= 0. Dosazeńım do
obecného řešeńı (8.24) potom dostaneme

x0 =
1

C
⇒ C =

1

x0

čili řešeńı (8.24) źıskává tvar

x(t) =
t

x0
+ x0. (8.32)

Opět zkoumejme, zdali v př́ıpadě x0 > 0 má tato př́ımka společný bod s horńım
obloukem 2

√
t paraboly (8.25), tj. hledejme t, které splňuje vztah

2
√
t =

t

x0
+ x0.
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Vynásobme tuto rovnici č́ıslem x0; po malé úpravě dostaneme

(
√
t− x0)2 = 0,

odkud
t1 = x2

0. (8.33)

Bod t1 je t-souřadnićı bodu, ve kterém se př́ımka (8.32) dotýká horńıho oblouku
paraboly (8.25), přičemž x-ová souřadnice bodu dotyku je

x1 = 2x0

(a źıskáme ji jak dosazeńım (8.33) do (8.32), tak dosazeńım (8.33) do (8.25)).

(c) Vytvořit př́ımky (8.24) určené počátečńı podmı́nkou x(t0) = 0 (t0 > 0)
(tj. s bodem (t0, 0) lež́ıćım uvnitř paraboly (8.25), resp. s bodem (t0, x0) lež́ıćım
rovněž uvnitř paraboly (8.25)) nelze, protože v tomto př́ıpadě by C nebylo reálné
č́ıslo. V př́ıpadě t0 > 0 č́ıslo C bude reálné, když předeṕı̌seme x(t0) ≥ 2

√
t0, resp.

x(t0) ≤ −2
√
t0.

• Na obrázku (viz [MM], Obr. 7.10 na str. 466) jsou modře nakresleny př́ımky
s počátečńımi hodnotami x(−t0) = 0 (kde t0 > 0) v bodech (−t0, 0) vně vrcholu
paraboly x2 = 4t. Každá z těchto př́ımek je tečnou této paraboly. → Vyjdeme-li
z nějakého bodu (−t0, 0) (t0 > 0) a postupujeme k parabole, můžeme v bodě dotyku
přej́ıt na parabolu, postupovat po ńı a v libovolném jej́ım daľśım bodě přej́ıt opět
na jinou tečnu, která vycháźı z bodu (−t1, 0), kde −t1 < −t0. Takovým zp̊usobem
můžeme źıskat nespočetně mnoho výjimečných řešeńı rovnice (8.21).

8.8. Vztah mezi singulárńım a výjimečným řešeńım. Často bývá výjimeč-
né řešeńı zároveň singulárńım řešeńım. Tak je tomu vždy u řešeńı, které představuje
obálku obecného řešeńı, tj. obálku soustavy př́ıslušných integrálńıch křivek. (Viz
předchoźı Př́ıklad 8.7.) Tato obálka totiž představuje řešeńı př́ıslušné diferen-
ciálńı rovnice, neboť ve všech svých bodech má s koresponduj́ıćımi integrálńımi
křivkami společnou tečnu. (Pokud tato obálka nepatř́ı do soustavy integrálńıch
křivek, znázorňuj́ıćıch obecný integrál, jde o výjimečný integrál.) Každým bodem
obálky procháźı ještě daľśı integrálńı křivka, a to partikulárńı integrál, jehož se
tato obálka v tomto bodě dotýká. Proto obálka představuje také integrál sin-

gulárńı. Obecně však neńı výjimečný integrál identický se singulárńım integrálem
(viz Př́ıklad 8.5 a Př́ıklad 8.6; v obou př́ıkladech vystupuj́ı výjimečné integrály,
které nemaj́ı nic společného se singulárńım integrálem, který v těchto př́ıkladech
neexistuje).

8.9. O Clairautově rovnici obecně. Obecně má tato rovnice tvar

x = ẋt+ g(ẋ), (8.34)

kde g je dvakrát spojitě diferencovatelná funkce. Na začátku jej́ıho řešeńı ji zderivu-
jeme podle t:

ẋ = ẍ t+ ẋ+ g′(ẋ)ẍ

čili
0 = ẍ

(
t+ g′(ẋ)

)
.

Zavedeme-li označeńı
v := ẋ, (8.35)

nabude posledńı rovnice tvar

v̇
(
t+ g′(v)

)
= 0,

42



takže se rozpadá na dvě rovnice

v̇ = 0, t+ g′(v) = 0. (8.36)

Integraćı (8.36)1 dostaneme v = C, což dosazeno do (8.34) spolu se zavedeným
označeńım (8.35) dá obecné řešeńı Clairautovy rovnice (8.34) ve tvaru

x(t) = Ct+ g(C). (8.37)

Z rovnice (8.36)2 plyne
t = −g′(v). (8.381)

Dosad́ıme-li (8.381) spolu s (8.35) do p̊uvodńı rovnice (8.34), dostaneme

x = −vg′(v) + g(v) (8.382)

Rovnice (8.381) a (8.382) jsou parametrickým vyjádřeńım výjimečného řešeńı Clair-
autovy rovnice (8.34).

Obecné řešeńı Clairautovy rovnice (8.34) je tvořenou soustavou př́ımek (8.37).
Vyberme jednu z nich volbou C = C∗; je to př́ımka

x∗(t) = C∗t+ g(C∗). (8.39)

Volbou v = C∗ vybereme na křivce (8.381), (8.382) bod

[t∗, x∗] = [−g′(C∗),−C∗g′(C∗) + g(C∗)]. (8.40)

Ověřme, že př́ımka (8.39) procháźı bodem (8.40): Dosad́ıme-li do levé strany (8.39)
x = x∗ = −C∗g′(C∗)+g(C∗) a do pravé strany (8.39) t = t∗ = −g′(C∗), dostaneme
identitu, takže bod [t∗, x∗] lež́ı na př́ımce (8.39).

Směrnice př́ımky (8.39) je C∗. Ověřme, že směrnice tečny ke křivce (8.381),
(8.382) v bodě [t∗, x∗] je k∗ = C∗. Pro směrnici k∗ plat́ı

k∗ =
dx

dt

∣∣∣∣
v=C∗

.

Vypočtěme pravou stranu tohoto vztahu. Z (8.382) plyne

dx = −g′(v) dv − vg′′(v) dv + g′(v) dv = −vg′′(v) dv

a z (8.381)
dt = −g′′(v) dv,

takže
dx

dt
=

−vg′′(v) dv

−g′′(v) dv
= v. (8.41)

Odtud

k∗ =
dx

dt

∣∣∣∣
v=C∗

= C∗,

což znamená, že př́ımka x∗(t) = C∗t + g(C∗) je tečnou křivky (8.381), (8.382),
které se dotýká v bodě [t∗, x∗] = [−g′(C∗),−C∗g′(C∗) + g(C∗)]. ⇒ Obecné řešeńı

Clairautovy rovnice (8.34)) (tj. soustava př́ımek x(t) = Ct + g(C)) má jako obálku

singulárńı řešeńı (8.381), (8.382).
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8.10. Poznámka. Kdo nemá rád výpočet derivace ẋ(t) pomoćı pod́ılu diferen-
ciál̊u dx a dt, může vyj́ıt př́ımo z definice derivace funkce (zde p̊ujde o derivaci
funkce dané parametricky):

ẋ(t) = lim
h→0

−(v + h)g′(v + h) + g(v + h) − [−vg′(v) + g(v)]

−g′(v + h) + g′(v)
=

0

0
.

Dostali jsme neurčitý výraz typu 0/0, takže muśıme v daľśım výpočtu už́ıt l’Hospi-
talovo pravidlo (kde derivujeme čitatel i jmenovatel posledńıho “velkého” zlomku
podle h):

ẋ(t) = lim
h→0

−vg′′(v + h) − g′(v + h) − hg′′(v + h) + g′(v + h)

−g′′(v + h)
=

=
−vg′′(v) − g′(v) + g′(v)

−g′′(v)
= v.

Dostali jsme stejný výsledek jako v (8.41). (Protože jsme v odst. 8.9 předpokládali,
že druhá derivace g′′(v) je spojitá, mohli jsme při limitńım přechodu při h→ 0 přej́ıt
k limitě v argumentu, tj. limh→0 g

′(v + h) = g′(v), limh→0 g
′′(v + h) = g′′(v).)

8.11. Poznámka. Aplikujme výsledky z odst. 8.9 na zadáńı Př́ıkladu 8.7 a kon-
frontujme źıskané výsledky. V tomto př́ıpadě

g(v) =
1

v
, g′(v) = − 1

v2
,

takže vztah (8.40) má tvar

[t∗, x∗] =
[ 1

(C∗)2
, C∗ 1

(C∗)2
+

1

C∗

]
=
[ 1

(C∗)2
,

2

C∗

]
.

Odtud plyne, že
x∗ = ±2

√
t∗,

což je ve shodě se vztahem (8.25). �

8.12. Př́ıklad. Řešte tuto diferenciálńı rovnici (převzato z [MM], str. 441)

ẋ =
√

2x− x2. (8.42)

Nejprve ji uprav́ıme na tvar

ẋ√
1 − (x− 1)2

= 1. (8.43)

Pravá strana f(t, x) =
√

1 − (x− 1)2 p̊uvodńı rovnice (8.42) je spojitá ve všech

bodech (t, x) uzavřené množiny D = (−∞,∞) ×
〈
0, 2
〉
, takže podle Peanovy věty

2.3 existuje na množině D řešeńı diferenciálńı rovnice (8.42), resp. (8.43). A protože

plat́ı ∂f
∂x = ẋ√

1−(x−1)2
, je parciálńı derivace ∂f

∂x v okoĺı př́ımek x = 0 a x = 2

neohraničená, takže na těchto př́ımkách může být porušena jednoznačnost řešeńı,
protože zde neńı splněna Lipschitzova podmı́nka.
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Levá strana upravené rovnice (8.43) je derivaćı funkce arcsin(x−1), takže řešeńım
rovnice (8.42) jsou všechny funkce tvaru

xC(t) = 1 + sin(t+ C), t ∈
〈
− C − π

2
,−C + π

2

〉
, (8.44)

kde C je obecná konstanta. // Řešeńımi diferenciálńı rovnice (8.42) jsou také
funkce x1(t) ≡ 0 a x2(t) ≡ 2, kde t ∈ (−∞,∞), což jsou podle námi zavedeného
názvoslov́ı singulárńı řešeńı, s pomoćı kterých můžeme poskládat libovolné daľśı
singulárńı řešeńı. Každé řešeńı (8.44) lze totiž rozš́ı̌rit na interval (−∞,∞) takto:

xC(t) = 0, t ∈ (−∞,−C + π
2 〉,

xC(t) = 1 + sin(t+ C), t ∈
〈
− C − π

2 ,−C + π
2

〉
,

xC(t) = 2, t ∈ 〈−C + π
2 ,∞).

Takových rozš́ı̌rených řešeńı xC(t) je nespočetně mnoho, protože C je obecná kon-
stanta.

9. Nejjednodušš́ı problém vlastńıch hodnot
a jeho aplikace

Uvažujme tento nejjednodušš́ı problém vlastńıch hodnot: Nechť ̺(x) > 0, kde
x ∈ 〈0, ℓ〉, je daná funkce. Máme naj́ıt všechny hodnoty λ (tzv. vlastńı hodnoty),
pro které existuje nenulové řešeńı okrajového problému

X ′′ + λ̺X = 0 , X(0) = X(ℓ) = 0 (9.1)

a tato řešeńı, která se nazývaj́ı vlastńı funkce, naj́ıt.
Tento problém se nazývá nejjednodušš́ı, protože diferenciálńı rovnice uvedená

v (9.1) je nejjednodušš́ım možným př́ıpadem rovnice

d

dx

[
p(x)

dX(x)

dx

]
+ q(x)X(x) + λ̺X(x) = 0. (9.1∗)

9.1. Věta. Všechny vlastńı hodnoty problému (9.1) jsou reálné a kladné.

D̊ukaz. Dokážeme nejprve, že všechny vlastńı hodnoty problému (9.1) jsou reálné. Předpoklá-

dejme naopak, že existuje komplexńı vlastńı hodnota

λ = α + iβ, β 6= 0 . (9.2)

Protože λ = X′′/(̺X), bude př́ıslušná vlastńı funkce tvaru

X(x) = v(x) + iw(x) , funkce w(x) neńı identicky rovna nule . (9.3)

Přejděme v rovnici (9.1) ke komplexně sdruženým hodnotám:

X
′′

+ λ̺X = 0 (̺ > 0), (9.4)

kde
X = v − iw, λ = α − iβ. (9.5)

Tedy λ je také vlastńı hodnota problému (9.1) a X vlastńı funkce. Násobme (9.1)1 funkćı X

XX′′ + λ̺XX = 0 (9.6)
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a rovnici (9.4) funkćı X:

XX
′′

+ λ̺XX = 0. (9.7)

Odečtěme (9.7) od (9.6). Protože λ − λ = 2iβ, XX = |X|2, dostaneme:

X′′X − XX
′′

+ 2iβ̺|X|2 = 0 . (9.8)

Integrujme (9.8) v intervalu 〈0, ℓ〉 a prvńı dva integrály upravme integraćı per partes:

[X′X]ℓ0 −
∫ ℓ

0

X′X
′
dx − [XX

′
]ℓ0 +

∫ ℓ

0

X′X
′
dx + iβ

∫ ℓ

0

̺|X|2 dx = 0 . (9.9)

Protože jak X(x), tak X(x) splňuj́ı okrajové podmı́nky (9.1)2, z (9.9) plyne

β

∫ ℓ

0

̺|X|2 dx = 0, β 6= 0; ̺(x) > 0, x ∈ 〈0, ℓ〉,

což je spor, protože X(x) je vlastńı funkce, tj. X(x) je spojitá funkce, která neńı identicky rovna

nule na 〈0, ℓ〉. Předpoklad (9.2) tedy neplat́ı, takže muśı být β = 0, tj. všechny vlastńı hodnoty

jsou reálné.
Nyńı dokážeme, že pro libovolnou vlastńı hodnotu plat́ı λ > 0. Předpokládejme nejprve, že

λ = 0 je vlastńı hodnota. Problém (9.1) se pak redukuje na problém

X′′(x) = 0, X(0) = X(ℓ) = 0 .

Obecné řešeńı této rovnice je X(x) = c1x + c2. Z okrajových podmı́nek plyne, že c1 = c2 = 0,

takže X(x) ≡ 0 je jediné řešeńı problému (9.1) při λ = 0, což je spor s požadavkem nenulovosti

vlastńı funkce. Tedy λ = 0 neńı vlastńı hodnota. // Násobme rovnici (9.1) vlastńı funkćı X;
dostaneme:

X′′X + λ̺X2 = 0 . (9.10)

Rovnici (9.10) integrujme v intervalu 〈0, ℓ〉 a prvńı integrál upravme integraćı per partes:

[X′X]ℓ0 −
∫ ℓ

0

(X′)2 dx + λ

∫ ℓ

0

̺X2 dx = 0. (9.11)

Vzhledem k okrajovým podmı́nkám (9.1)2 je prvńı výraz na levé straně (9.11) roven nule, takže

λ =

∫ ℓ

0
(X′)2 dx

∫ ℓ

0
̺X2 dx

, ̺(x) > 0, x ∈ 〈0, ℓ〉. (9.12)

Tedy λ ≥ 0. Př́ıpad λ = 0 jsme již vyloučili, takže λ > 0. �

9.2. Poznámka. Z d̊ukazu věty 9.1 plyne, že pro př́ıpad ̺(x) < 0, x ∈ 〈0, ℓ〉 se tvrzeńı věty

změńı takto: Všechny vlastńı hodnoty problému (9.1) jsou reálné a záporné.

9.3. Věta. Vlastńı hodnoty problému (9.1), kde ̺(x) > 0, jsou jednoduché,

kladné a tvoř́ı posloupnost, která diverguje k +∞ : 0 < λ0 < λ1 < λ2 < · · · → +∞.

Tuto větu uvád́ım bez d̊ukazu, protože kap. 9 vznikla na základě mého zápisu přednášek

prof. Miloše Zlámala, které jsem poslouchal na přelomu zimńıho a letńıho semestru ve šk. r. 1957/58;

Zlámal tehdy d̊ukaz neuvedl a já jsem po něm zat́ım v literatuře př́ıliš nepátral. Pomoćı vyhle-

dávače Google jsem tuto větu našel opět bez d̊ukazu. (Je třeba poznamenat, že v př́ıpadě ̺(x) < 0,

x ∈ 〈0, ℓ〉 se tvrzeńı věty změńı takto: 0 > λ0 > λ1 > λ2 > · · · → −∞.)
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9.4. Věta. Posloupnost {Xn(x)} vlastńıch funkćı problému (9.1) je v intervalu

(0, ℓ) ortogonálńı s vahou ̺(x), tj. plat́ı

∫ ℓ

0

̺(x)Xr(x)Xs(x) dx = 0 (r 6= s), (9.13)

∫ ℓ

0

̺(x)X2
r (x) dx 6= 0 . (9.14)

Tato věta plat́ı nezávisle na tom, je-li ̺(x) > 0 nebo ̺(x) < 0 pro x ∈ 〈0, ℓ〉.
D̊ukaz. Vztah (9.14) je zřejmě splněn, protože z vlastnost́ı funkćı ̺, Xr plyne, že součin ̺X2

r

neměńı v 〈0, ℓ〉 znaménko a neńı v tomto intervalu identicky roven nule.

Nechť λm 6= λn jsou dvě vlastńı hodnoty problému (9.1) a Xm(x), Xn(x) k nim př́ıslušné
vlastńı funkce:

X′′
m + λm̺Xm = 0, X′′

n + λn̺Xn = 0 . (9.15)

Rovnici (9.15)1 násobme Xn, rovnici (9.15)2 násobme Xm a vzniklé rovnice od sebe odečtěme:

X′′
mXn − XmX′′

n + (λm − λn)̺XmXn = 0 . (9.16)

Vztah (9.16) integrujme v intervalu 〈0, ℓ〉 a prvńı dva integrály upravme integraćı per partes:

[X′
mXn]ℓ0 −

∫ ℓ

0

X′
mX′

n dx − [XmX′
n]ℓ0 +

∫ ℓ

0

X′
mX′

n dx + (λm − λn)

∫ ℓ

0

̺XmXn dx = 0 .

Protože vlastńı funkce Xm, Xn splňuj́ı okrajové podmı́nky (9.1)2, posledńı vztah se zjednoduš́ı:

(λm − λn)

∫ ℓ

0

̺XmXn dx = 0 .

Podle předpokladu je λm − λn 6= 0, tedy
∫ ℓ

0
̺XmXn dx = 0, což jsme chtěli dokázat. �

Právě uvedené výsledky pro nejjednodušš́ı problém vlastńıch hodnot se daj́ı zobecnit pro mno-
hem komplikovanějš́ı problémy vlastńıch hodnot, jako např. Sturm-Liouville̊uv problém vlastńıch

hodnot :
−[k(x)X′]′ + q(x)X = λ̺(x)X (k(x) > 0, ̺(x) > 0 pro x ∈ 〈0, ℓ〉) (9.17)

α1X(0) + β1X′(0) = 0, α2X(ℓ) + β2X′(ℓ) = 0 . (9.18)

9.1. Řešeńı vlnové rovnice metodou vlastńıch funkćı

Omeźıme se na výpočet vlastńıch kmit̊u struny upevněné na konćıch. Z matematického hlediska

jde o řešeńı tohoto počátečńıho-okrajového problému vlnové rovnice: Naj́ıt funkci u(x, t) které
splňuje homogenńı vlnovou rovnici

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
, (9.1.1)

homogenńı okrajové podmı́nky

u(0, t) = u(ℓ, t) = 0 (9.1.2)

a počátečńı podmı́nky

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x) , (9.1.3)

kde funkce f(x), g(x) jsou spojité v 〈0, ℓ〉 a maj́ı tam po částech spojitou derivaci. (Funkce f(x)

má fyzikálńı význam počátečńı výchylky a funkce g(x) význam počátečńı rychlosti.)
Abychom problém (9.1.1) – (9.1.3) vyřešili, řešme tuto pomocnou úlohu: Naj́ıt řešeńı rovnice

(9.1.1), která nejsou identicky rovna nule, vyhovuj́ı okrajovým podmı́nkám (9.1.2) a které lze psát
ve tvaru

u(x, t) = X(x)T (t) , (9.1.4)
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kde X(x) je funkćı pouze x a T (t) funkćı pouze t. Dosaďme (9.1.4) do (9.1.1) a vzniklý vztah

podělme výrazem a2XT , takže dostaneme:

T ′′(t)

a2T (t)
=

X′′(x)

X(x)
. (9.1.5)

Levá strana (9.1.5) je funkćı pouze t, pravá strana funkćı pouze x. Měńıme-li při nějaké pevně
zvolené hodnotě x proměnnou t (nebo naopak), vid́ıme, že pravá i levá strana rovnice (9.1.5)

zachovává při změně proměnných x, t svou hodnotu:

T ′′(t)

a2T (t)
=

X′′(x)

X(x)
= −λ , (9.1.6)

kde λ je konstanta, před kterou dáváme kv̊uli dalš́ım výpočt̊um znaménko minus, aniž čińıme
předpoklad o jej́ı hodnotě. Ze vztah̊u (9.1.6) dostáváme dvě LODR2:

X′′(x) + λX(x) = 0 , (9.1.7)

T ′′(t) + a2λT (t) = 0 . (9.1.8)

Přiberme nyńı do svých úvah okrajové podmı́nky. Z (9.1.2) a (9.1.4) plyne

X(0)T (t) = 0, X(ℓ)T (t) = 0 .

Protože hledáme řešeńı u(x, t) = X(x)T (t), která nejsou identicky rovna nule, neńı T (t) identicky
rovno nule, takže

X(0) = X(ℓ) = 0 . (9.1.9)

Okrajový problém (9.1.7), (9.1.9) je náš známý problém vlastńıch hodnot (9.1), kde ̺ = 1 > 0.

Podle věty 9.1 je tedy λ > 0. Proto obecné řešeńı rovnice (9.1.7) je tvaru

X(x) = c1 sin
√

λx + c2 cos
√

λx . (9.1.10)

Z okrajové podmı́nky X(0) = 0 plyne c2 = 0, takže (9.1.10) se redukuje na tvar

X(x) = c1 sin
√

λx . (9.1.11)

Funkci (9.1.11) podrob́ıme druhé okrajové podmı́nce X(ℓ) = 0; dostaneme:

c1 sin(
√

λℓ) = 0 . (9.1.12)

Protože X(x) je vlastńı funkce, muśı být c1 6= 0, takže z (9.1.12) plyne

ℓ
√

λ = nπ , n = 1, 2, . . . .

Vztahu (9.1.12) vyhovuje i n = 0, ale pak by podle (9.1.11) bylo X ≡ 0, což nelze. Vlastńı

hodnoty jsou tedy dány předpisem

λn =

(
nπ

ℓ

)2

, n = 1, 2, . . . . (9.1.13)

Vlastńı funkce Xn(x) př́ıslušná k vlastńı hodnotě λn je pak podle (9.1.11) a (9.1.13) dána vztahem

Xn(x) = sin
nπ

ℓ
x , n = 1, 2, . . . . (9.1.14)

Multiplikativńı konstantu jsme pro jednoduchost položili rovnu jedné, protože kXn, kde k 6= 0 je

libovolné č́ıslo, je také vlastńı funkce.
Nyńı se budeme zabývat řešeńım rovnice (9.1.8). Dosaďme do ńı za λ ze vztahu (9.1.13) a pišme

ji ve tvaru

T ′′
n (t) +

(
πan

ℓ

)2

Tn(t) = 0 , (9.1.15)
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kde indexem n u T vyjadřujeme, že jsme do (9.1.8) dosadili n-tou vlastńı hodnotu. Obecné řešeńı

rovnice (9.1.15) můžeme psát ve tvaru

Tn(t) = An cos
πan

ℓ
t + Bn sin

πan

ℓ
t . (9.1.16)

Dosad́ıme-li vztahy (9.1.14) a (9.1.16) do (9.1.4), dostaneme:

un(x, t) = sin
nπ

ℓ
x

(
An cos

πan

ℓ
t + Bn sin

πan

ℓ
t

)
. (9.1.17)

Množina funkćı {un(x, t)}∞n=1 představuje úplné řešeńı našeho pomocného problému: Každá

funkce un(x, t) (n = 1, 2, . . . ) vyhovuje rovnici (9.1.1) a okrajovým podmı́nkám (9.1.2) a neńı

identicky rovna nule.
Fyzikálńı význam funkćı un(x, t) je jasný: jsou to stojaté vlny na struně, přičemž u1(x, t) je

prvńı harmonická, u2(x, t) druhá harmonická, atd.

Užijeme nyńı princip superposice, tj. řešeńı problému (9.1.1) – (9.1.3) budeme hledat ve tvaru

u(x, t) =

∞∑

n=1

un(x, t)

ěili

u(x, t) =

∞∑

n=1

sin
nπ

ℓ
x

(
An cos

πan

ℓ
t + Bn sin

πan

ℓ
t

)
. (9.1.18)

Konstanty An, Bn (n = 1, 2, . . . ) urč́ıme tak, aby byly splněny počátečńı podmı́nky (9.1.3). Podle

(9.1.18) plat́ı

∂u

∂t
(x, t) =

∞∑

n=1

πan

l
sin

nπ

l
x

(
− An sin

πan

l
t + Bn cos

πan

l
t

)
. (9.1.19)

Z (9.1.3), (9.1.18) a (9.1.19) plyne

f(x) =

∞∑

n=1

An sin
nπ

ℓ
x , (9.1.20)

g(x) =

∞∑

n=1

πan

ℓ
Bn sin

nπ

ℓ
x . (9.1.21)

Řady (9.1.20) a (9.1.21) jsou Fourierovy řady funkćı f(x) a g(x). Dostali jsme je formálně; protože
ale f(x) a g(x) jsou podle předpokladu spojité a maj́ı po částech spojitou prvńı derivaci, rovnaj́ı

se tyto funkce svým Fourierovým řadám.

Násobme vztahy (9.1.20) a (9.1.21) funkćı sin(mπ/ℓ)x a integrujme vzniklé vztahy přes interval
〈0, ℓ〉. Podle věty 9.4 dostaneme:

∫ ℓ

0

f(x) sin
mπ

ℓ
x dx = Am

∫ ℓ

0

sin2 mπ

ℓ
x dx , (9.1.22)

∫ ℓ

0

g(x) sin
mπ

ℓ
x dx =

πam

ℓ
Bm

∫ ℓ

0

sin2 mπ

ℓ
x dx . (9.1.23)

Protože ∫ ℓ

0

sin2 mπ

ℓ
x dx =

ℓ

2
,

dostáváme z (9.1.22) a (9.1.23)

An =
2

ℓ

∫ ℓ

0

f(x) sin
nπ

ℓ
x dx , Bn =

2

ℓ
πan

∫ ℓ

0

g(x) sin
nπ

ℓ
x dx . (9.1.24)

Řešeńı problému (9.1.1) – (9.1.3) jsme dostali ve tvaru (9.1.18), (9.1.24).

Poznámka. Právě uvedené metodě vlastńıch funkćı pro řešeńı PDR se někdy také ř́ıká Fourierova

metoda pro řešeńı PDR.
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9.2. Řešeńı rovnice pro vedeńı tepla
metodou vlastńıch funkćı

Mějme tento počátečńı-okrajový problém rovnice pro vedeńı tepla v jedné dimenzi

a(t)
∂u

∂t
= b(x)

∂2u

∂x2
(a(t) > 0, b(x) > 0) (9.2.1)

při těchto podmı́nkách:

u(0, t) = 0, u(ℓ, t) = 0, t > 0, (9.2.2)

u(x, 0) = f(x) ∀x ∈ 〈0, ℓ〉, (9.2.3)

kde f(x) je spojitá funkce s po částech spojitou a ohraničenou derivaćı na 〈0, ℓ〉.
Při řešeńı problému (9.2.1) – (9.2.3) začneme opět s touto pomocnou úlohou: Naj́ıt řešeńı

rovnice (9.2.1), která nejsou identicky rovna nule, vyhovuj́ı okrajovým podmı́nkám (9.2.2) a které

lze psát ve tvaru

u(x, t) = X(x)T (t) . (9.2.4)

Dosazeńım (9.2.4) do (9.2.1) a poděleńım źıskaného vztahu součinem XT dostaneme (zd̊uvodněńı
je zcela stejné jako v podkapitole 9.1):

a(t)
T ′(t)

T (t)
= b(x)

X′′(x)

X(x)
= −λ , (9.2.5)

kde λ je konstanta, jej́ıž hodnotu je třeba určit. Položme

α(t) :=
1

a(t)
, β(x) :=

1

b(x)
. (9.2.6)

Z (9.2.5) potom dostáváme tyto dvě LODR:

T ′(t) + λα(t)T (t) = 0 , (9.2.7)

X′′(x) + λβ(x)X(x) = 0 . (9.2.8)

Dosad́ıme-li (9.2.4) do (9.2.2), potom požadavek netriviálnosti řešeńı ve tvaru (9.2.4) dá

X(0) = 0, X(ℓ) = 0 . (9.2.9)

Dostali jsme nejjednodušš́ı problém vlastńıch hodnot ve tvaru (9.2.8), (9.2.9). Protože β(x) > 0,
z věty 9.3 plyne, že posloupnost vlastńıch hodnot je tvořena kladnými č́ısly a diverguje k +∞:

0 < λ1 < λ2 < · · · < λk < · · · → +∞ . (9.2.10)

Nechť {Xn(x)} je posloupnost vlastńıch funkćı př́ıslušná k posloupnosti (9.2.10). Podle věty 9.4

jsou tyto funkce ortogonálńı s vahou β(x). Ortonormujme je, tj. násobme vlastńı funkci Xn(x)

č́ıslem
(∫ ℓ

0
β(x)X2

n(x) dx
)−1/2

a označme vzniklou funkci symbolem X̃n. Potom

∫ ℓ

0

β(x)X̃m(x)X̃n(x) dx =

{
0 pro m 6= n,

1 pro m = n.
(9.2.11)

Abychom náš pomocný problém vyřešili, zbývá nalézt ke každé vlastńı hodnotě λn funkci

Tn(t). Budeme tedy řešit rovnici

T ′(t) + λnα(t)Tn(t) = 0 .

Separujme proměnné:
dTn

Tn
= −λnα(t) dt .
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Odtud

Tn(t) = Cne
−λn

∫
t

0
α(s) ds

. (9.2.12)

Podle (9.2.4) máme

un(x, t) = Tn(t)X̃n(x) .

Řešeńı problému (9.2.1) – (9.2.3) hledejme podle principu superposice ve tvaru

u(x, t) =

∞∑

n=1

Cne
−λn

∫ t

0
α(s) ds

X̃n(x) . (9.2.13)

Funkce (9.2.13) splňuje rovnici (9.2.1) a okrajové podmı́nky (9.2.2). Aby byla splněna i počátečńı

podmı́nka (9.2.3), muśıme vhodně určit koeficienty Cn. Podle (9.2.3) a (9.2.13) plat́ı

f(x) =

∞∑

n=1

CnX̃n(x) , (9.2.14)

což je Fourierova řada pro funkci f(x). Násobme (9.2.14) výrazem β(x)X̃m(x), integrujme vzniklý

vztah přes interval 〈0, ℓ〉 a užijme (9.2.11). Dostaneme

Cm =

∫
β(x)f(x)X̃m(x) dx , m = 1, 2, . . . . (9.2.15)

Řešeńı problému (9.2.1) – (9.2.3) jsme źıskali ve tvaru (9.2.13), (9.2.15).

Poznámka. Pokud b(x) = 1 a tedy také β(x) = 1, potom řešeńı problému (9.2.8), (9.2.9)

známe z podkapitoly 9.1:

λn =

(
nπ

ℓ

)2

, X̃n(x) =
2

ℓ
sin

πn

ℓ
x .

10. Soustavy ODR 1. řádu

Při výkladu soustav ODR 1. řádu je nutné zd̊urazňovat tyto dvě skutečnosti:

(1) Důkazy obou existenčńıch vět v př́ıpadě soustav 1. řádu jsou přehledným zobec-
něńım d̊ukazu Picardovy věty a z jejich tvrzeńı bezprostředně plynou d̊ukazy
existenčńıch vět pro ODR n-tého řádu. (Viz kap. 3 a 5, resp. 4 a 6, kde jsou
př́ıslušné teorémy vysloveny a dokázány.)

(2) Libovolná ODR n-tého řádu, resp. libovolná soustava ODR libovolných řád̊u
(z nichž každá je normovaná, tj. má koeficient u nejvyšš́ı derivace roven jedné)
se dá převést na ekvivalentńı soustavu ODR 1. řádu. To je d̊uvodem, že stač́ı
studovat soustavy 1. řádu.

10.1. Př́ıklad. Celá mechanika hmotného bodu a tuhého tělesa (včetně př́ı-
buzných obor̊u) je vybudována na II. Newtonově zákonu, který má obecně tvar
soustavy tř́ı nelineárńıch ODR druhého řádu:

ẍ(t) = X(t, x(t), y(t), z(t), ẋ(t), ẏ(t), ż(t))

ÿ(t) = Y (t, x(t), y(t), z(t), ẋ(t), ẏ(t), ż(t))

z̈(t) = Z(t, x(t), y(t), z(t), ẋ(t), ẏ(t), ż(t))




, (10.1)

kde tečkou znač́ıme derivaci podle času t a kde

X(t, s1, s2 . . . , s6), Y (t, s1, s2 . . . , s6), Z(t, s1, s2 . . . , s6)
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jsou dané funkce. Počátečńı podmı́nky jsou tvaru

x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0, (10.2)

ẋ(t0) = u0, ẏ(t0) = v0, ż(t0) = w0, (10.3)

kde t0, x0, y0, z0, u0, v0, w0 jsou daná č́ısla.

Problém (10.1) – (10.3) převedeme na počátečńı problém šesti ODR 1.̌rádu takto:
Polož́ıme

u(t) := ẋ(t), v(t) := ẏ(t), w(t) := ż(t) . (10.4)

Potom lze psát rovnice (10.1) ve tvaru

u̇(t) = X(t, x(t), y(t), z(t), u(t), v(t), w(t))

v̇(t) = Y (t, x(t), y(t), z(t), u(t), v(t), w(t))

ẇ(t) = Z(t, x(t), y(t), z(t), u(t), v(t), w(t))




. (10.5)

K těmto třem rovnićım připoj́ıme vztahy (10.4), které naṕı̌seme formálně trochu
jinak:

ẋ(t) = u(t)

ẏ(t) = v(t)

ż(t) = w(t)




. (10.6)

Počátečńı podmı́nky (10.2), (10.3) lze nyńı psát takto:

x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0

u(t0) = u0, v(t0) = v0, w(t0) = w0

}
. (10.7)

Rovnice (10.5), (10.6) tvoř́ı SODR1 pro šest neznámých funkćı u, v, w, x, y, z.

10.2. Poznámka. Je třeba zd̊uraznit, že nelineárńı problémy (10.1) – (10.3)
a (10.5) – (10.7) jsou ekvivalentńı. V př́ıkladu 10.1 jsme dokázali implikaci

(10.1) − (10.3) ⇒ (10.5) − (10.7) .

Důkaz opačné implikace

(10.5) − (10.7) ⇒ (10.1) − (10.3)

je také snadný: do pravých stran (10.5) dosad́ıme z rovnic (10.6) a derivace u̇(t),
v̇(t), ẇ(t) na levých stranách (10.5) vyjádř́ıme pomoćı (10.6), tj.

u̇(t) = ẍ(t), v̇(t) = ÿ(t), ẇ(t) = z̈(t) .

T́ım źıskáme soustavu (10.1). Počátečńı podmı́nky (10.2) jsou prvńı tři podmı́nky
(10.7); podmı́nky (10.3) dostaneme, když levé strany posledńıch tř́ı podmı́nek (10.7)
vyjádř́ıme pomoćı (10.6). �

Na FSI VUT se hlavně přednášej́ı a cvič́ı lineárńı SODR1; s nekonstantńımi koe-
ficienty kv̊uli procvičeńı variace konstant, s konstantńımi koeficienty kv̊uli seznámeńı
s vlastńımi č́ısly matic.
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10.1. Soustava lineárńıch obyčejných diferenciálńıch

rovnic prvńıho řádu (SLODR1)

Je to soustava rovnic tvaru

y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + · · · + a1n(x)yn + f1(x)

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + · · · + a2n(x)yn + f2(x)

. . .

y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + · · · + ann(x)yn + fn(x)





, (10.1.1)

kde všechny koeficienty aij(x) a funkce fk(x) jsou spojité a ohraničené na některém
intervalu (a, b), přičemž může být a = −∞, b = +∞ (proto nehovoř́ıme o uzavřeném
intervalu I =

〈
a, b
〉
) a kde yk = yk(x) jsou hledané funkce (k = 1, . . . , n; i, j =

1, . . . , n). // V př́ıpadě nekonstantńıch koeficient̊u nebudeme argument x u funkćı
aij(x) vynechávat.

10.1.1. SLODR1 v maticovém tvaru. Položme

A(x) =




a11(x) a12(x) . . . a1n(x)
a21(x) a22(x) . . . a2n(x)

...
an1(x) an2(x) . . . ann(x)


 ,

resp. v př́ıpadě konstantńıch koeficient̊u

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...
an1 an2 . . . ann


 ,

a zaveďme sloupcové vektory

y =




y1
y2
...
yn


 , y′ =




y′1
y′2
...
y′n


 , f(x) =




f1(x)
f2(x)

...
fn(x)


 .

Potom můžeme soustavu (10.1.1) psát stručně ve tvaru

y′ = A(x)y + f(x) (10.1.2)

a SLODR1 s konstantńımi koeficienty ve tvaru

y′ = Ay + f(x) . (10.1.3)

Pro úsporu mı́sta budeme psát sloupcové vektory ve tvaru transponovaných řádkových
vektor̊u; např.

y = (y1, y2, . . . , yn)T .

Zavedeme-li konstantńı vektor

b = (b1, b2, . . . , bn)T ,
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kde bi jsou pravé strany počátečńıch podmı́nek

y1(x0) = b1, y2(x0) = b2, . . . , yn(x0) = bn , (*)

přičemž x0 ∈ I je libovolný, ale pevný bod, potom můžeme psát počátečńı podmı́nku
(*) ve vektorovém tvaru

y(x0) = b . (10.1.4)

Z kap. 5 a předpoklad̊u o funkćıch aij , fk(x) plyne tato věta o existenci a jedno-
značnosti řešeńı SLODR1:

10.1.2. Věta. Pro každý bod x0 ∈ (a, b) existuje právě jedno řešeńı problému

(10.1.2), (10.1.4).

Dále plat́ı tato věta (opět d̊usledek výsledk̊u kap. 5):

10.1.3. Věta. Nechť x0 je dané č́ıslo a b konstantńı vektor. Potom existuje

právě jedno řešeńı y = y(x) homogenńı soustavy y′ = Ay s konstantńımi ko-

eficienty, které je definováno na intervalu (−∞,∞) a přitom splňuje počátečńı

podmı́nku y(x0) = b.

10.2. Struktura řešeńı homogenńı SLODR1

10.2.1. Věta. a) Je-li vektor y řešeńım soustavy

y′ = A(x)y (10.2.1)

na intervalu I, potom také vektor cy, kde c je libovolná konstanta, je řešeńım

soustavy (10.2.1) na intervalu I.
b) Jsou-li vektory y1, y2 řešeńım soustavy (10.2.1) na intervalu I, potom také

jejich součet y1 + y2 je řešeńım této soustavy na intervalu I.
c) Jsou-li vektory y1, y2, . . . , yk řešeńım soustavy (10.2.1) na intervalu I, potom

také jejich jejich lineárńı kombinace

y = C1y1 + C2y2 + · · · + Ckyk (10.2.2)

je řešeńım této soustavy na intervalu I.

D̊ukaz. a) Protože derivace konstanty je nula, plat́ı

(cy)′ = cy′ = cA(x)y = A(x)(cy) .

b) V druhém př́ıpadě je

(y1 + y2)
′ = y′

1 + y′
2 = A(x)y1 + A(x)y2 = A(x)(y1 + y2) .

c) Třet́ı př́ıpad je d̊usledkem obou předchoźıch př́ıpad̊u. �

10.2.2. Definice. Položme

yk := (y1k,y2k, . . . ,ynk)T . (10.2.3)

Jsou-li vektory y1, . . . ,yn lineárně nezávislé na intervalu I a jsou-li řešeńımi sou-
stavy (10.2.1), potom ř́ıkáme, že tvoř́ı fundamentálńı systém soustavy (10.2.1) na
intervalu I. Fundamentálńı matićı soustavy (10.2.1) potom nazýváme matici

Y = Y(x) = [y1, . . . ,yn] =




y11 y12 . . . y1n

y21 y22 . . . y2n
...
yn1 yn2 . . . ynn


 (10.2.4)
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10.2.3. Věta. Tvoř́ı-li vektory y1,y2, . . . ,yn fundamentálńı systém homogenńı

soustavy (10.2.1) na intervalu I, potom každé řešeńı této soustavy lze psát při

vhodných konstantách C1, C2, . . . , Cn ve tvaru

y = C1y1 + C2y2 + · · · + Cnyn . (10.2.5)

Polož́ıme-li

c := (C1, C2, . . . , Cn)T , (10.2.6)

potom lze psát (10.2.5) stručně ve tvaru

y = Y c = cT YT , (10.2.7)

kde Y je fundamentálńı matice (10.2.4).

D̊ukaz. Zvolme libovolně č́ıslo x0 ∈ I = (a, b) a počátečńı podmı́nku

y(x0) = b = (b1, . . . , bn)T . (10.2.8)

Vzhledem k (10.2.7) lze psát (10.2.8) ve tvaru

Y(x0)c = b . (10.2.9)

To je soustava n lineárńıch algebraických rovnic pro n složek C1, . . . , Cn vektoru c. Protože Y

je fundamentálńı matice, je determinant č́ıselné matice Y(x0) r̊uzný od nuly. Odtud plyne, že

soustava (10.2.9) má právě jedno řešeńı C1, . . . , Cn. �

10.2.4. Poznámka. Vzhledem k tomu, že vektor (10.2.5) obsahuje n nezávislých
konstant, je obecným řešeńım homogenńı soustavy (10.2.1).

10.3. Eulerova metoda řešeńı homogenńı SLODR1
s konstantńımi koeficienty

Hledejme partikulárńı řešeńı soustavy

y′ = Ay (10.3.1)

ve tvaru
y = eλxh = eλx(h1, . . . , hn)T , (10.3.2)

kde je třeba určit neznámé veličiny λ ∈ R a h = (h1, . . . , hn)T ∈ R
n (h 6= o, kde o

je nulový vektor, o = (0, . . . , 0)T ). Dosazeńım (10.3.2) do (10.3.1) dostaneme

λeλxh = A(eλxh) = eλxAh .

Po zkráceńı nenulovým výrazem eλx źıskáme rovnici

Ah = λh . (10.3.3)

Ta č́ısla λ, pro která má rovnice (10.3.3) nenulové řešeńı h 6= o, tj. vektor h, který
má alespoň jednu složku r̊uznou od nuly, nazýváme vlastńı č́ısla (vlastńı hodnoty)
matice A. Konstantńı nenulové vektory h, které pro danou vlastńı hodnotu λ
vyhovuj́ı rovnici (10.3.3), se nazývaj́ı vlastńı vektory matice A př́ıslušné vlastńı
hodnotě λ. Následuj́ıćı větu uvád́ım bez d̊ukazu:
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10.3.1. Věta. Ke každé vlastńı hodnotě λ př́ısluš́ı alespoň jeden vlastńı vektor

h matice A.

Nejprve uvedeme, jak lze zjistit všechny vlastńı hodnoty čtvercové matice A:
Užit́ım vztahu h = Eh, kde E je jednotková matice (tj. čtvercová matice, která
má na hlavńı diagonále jedničky a mimo hlavńı diagonálu nuly), dostaneme ze
vztahu (10.3.3) vztah Ah = λEh čili

(A− λE)h = o , (10.3.4)

kde o := (0, . . . , 0)T je už zmı́něný nulový vektor. Z algebry v́ıme, že homogenńı
soustava (10.3.4) má nenulové řešeńı h = (h1, . . . , hn)T (ne jediné!), když a jen
když determinant této soustavy je roven nule:

det(A− λE) = 0 (10.3.5)

čili ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 . (10.3.5*)

Rovnice (10.3.5∗) se nazývá charakteristická rovnice soustavy (10.3.1). Je to al-
gebraická rovnice stupně n pro neznámou λ. Např. pro n = 2 je to kvadratická
rovnice

∣∣∣∣
a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21 = 0 .

Postup při řešeńı soustavy (10.3.1) je zhruba tento:

1) Nalezneme všechny kořeny λ charakteristické rovnice.

2) Ke každému vlastńımu č́ıslu λ nalezneme vlastńı vektor h.

3) Pokud jsou všechna vlastńı č́ısla navzájem r̊uzná, nalezli jsme n lineárně
nezávislých partikulárńıch řešeńı soustavy (10.3.1), tj. fundamentálńı systém Y.
Pokud jsou některá vlastńı č́ısla λ násobnými kořeny charakteristické rovnice nebo
jej́ımi komplexńımi kořeny, muśıme už́ıt dodatečné obraty.

• Podrobnosti se obvykle vysvětluj́ı na př́ıkladech (viz např. [Že], str. 80-83, nebo
[ČŽ], str. 149-154).

10.4. Řešeńı nehomogenńı SLODR1 metodou
variace konstant

10.4.1. Věta. Mějme soustavu

y′ = A(x)y + f(x) (10.4.1)

a nechť y1,y2, . . . ,yn jsou lineárně nezávislá partikulárńı řešeńı přidružené ho-

mogenńı soustavy

y′ = A(x)y . (10.4.2)
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Nechť

Y(x) = [y1(x),y2(x), . . . ,yn(x)] (10.4.3)

je př́ıslušná fundamentálńı matice soustavy (10.4.2). Potom obecné řešeńı soustavy

(10.4.1) lze psát ve tvaru

y(x) =
n∑

j=1

(∫
Dj(x)

D(x)
dx+ Cj

)
yk(x) , (10.4.4)

kde D(x) = det Y(x) a Dj(x) je determinant matice Yj(x), kterou źıskáme z matice

Y(x), když jej́ı j-tý sloupec nahrad́ıme sloupcovým vektorem f(x).

D̊ukaz. Hledejme obecné řešeńı soustavy (10.4.1) ve tvaru

y(x) = Y(x)k(x), k(x) = (k1(x), . . . , kn(x))T , (10.4.5)

kde funkce k1(x), . . . , kn(x) je zapotřeb́ı určit. Protože Y(x) je fundamentálńı
matice soustavy (10.4.2), plat́ı

Y′(x) = A(x)Y(x) . (10.4.6)

Dosaďme (10.4.5) do (10.4.1) (na levé straně derivujeme součin Y(x)k(x)) :

Y′(x)k(x) + Y(x)k′(x) = A(x)Y(x)k(x) + f(x)

čili
[Y′(x) −A(x)Y(x)]k(x) + Y(x)k′(x) = f(x) .

Podle (10.4.6) je matice v hranatých závorkách nulovou matićı, takže

Y(x)k′(x) = f(x) . (10.4.7)

Soustava (10.4.7) je soustavou pro neznámé k′1(x), . . . , k′n(x). Podle Cramerova
pravidla v každém bodě x plat́ı

k′j(x) =
Dj(x)

D(x)
(j = 1, . . . , n). (10.4.8)

Integraćı (10.4.8) dostaneme

kj(x) =

∫
Dj(x)

D(x)
dx+ Cj . (10.4.9)

Dosazeńım (10.4.9) do (10.4.5) dostaneme (10.4.4). �
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11. Okrajové problémy ODR 2. řádu
Zat́ımco jsem psal kapitoly 1 – 6 se zv́ıdavost́ı, kapitoly 7 – 10 s rutinou, tak kapitolu 11 jsem

psal s láskou.

Okrajové problémy ODR 2. řádu se v základńıch kurzech ODR neprob́ıraj́ı.
Vid́ım pro to hlavně tyto dva d̊uvody: (1) Okrajové problémy ODR 2. řádu ne-
nalézaj́ı v aplikaćıch př́ılǐs velké uplatněńı. (2) Př́ıslušná teorie je zcela odlǐsná
od teorie počátečńıch problémů ODR a je dosti komplikovaná z hlediska úrovně
základńıho kurzu. Přesto se budu okrajovými problémy ODR 2. řádu zabývat,
protože jejich teorie je jednodušš́ı než teorie okrajových problémů PDR 2. řádu,
takže tvoř́ı př́ıpravu k teorii PDR.

Uvažujme nejprve tento okrajový problém ODR2 s homogenńımi okrajovými
podmı́nkami:

− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
= f(x) ∀x ∈ (0, ℓ), (11.1)

u(0) = u(ℓ) = 0 . (11.2)

Klasické řešeńı problému (11.1), (11.2) muśı splňovat tyto předpoklady: (a) řešeńı
u je spojité na uzavřeném intervalu

〈
0, ℓ
〉
, (b) splňuje okrajové podmı́nky (11.2),

(c) prvńı a druhá derivace u′, u′′ jsou spojité v otevřeném intervalu (0, ℓ). Nav́ıc
plat́ı: (d) funkce p(x), f(x) jsou spojité v (0, ℓ), přičemž funkce p(x) má v (0, ℓ)
spojitou derivaci p′(x).

Požadavky (a) – (d) jsou př́ılǐs silné. Proto se v aplikaćıch spokojujeme hledáńım
slabého řešeńı problému (11.1), (11.2). Heuristicky k jeho formulaci dospějeme
takto: Uvažujme libovolnou funkci v(x), která je spojitá na

〈
0, ℓ
〉
, splňuje okrajové

podmı́nky
v(0) = v(ℓ) = 0 (11.3)

a má v (0, ℓ) spojitou prvńı derivaci v′(x). Předpokládejme, že požadavky (a) až
(d) jsou splněny, násobme rovnici (11.1) funkćı v(x) a výsledek integrujme přes
interval (0, ℓ). Dostaneme

−
∫ ℓ

0

d

dx

(
p(x)

du

dx

)
v(x) dx =

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx . (11.4)

Levou stranu vztahu (11.4) nyńı integrujme per partes, takže (11.4) transformujeme
s pomoćı okrajových podmı́nek (11.3) na tvar6

∫ ℓ

0

p(x)
du

dx

dv

dx
dx =

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx . (11.5)

Dostali jsme vztah, který budeme nazývat zobecněným (nebo abstraktńım) principem

virtuálńı práce. Podrobnosti o tomto principu viz podkap. 11.9.
Nejprve si všimněme, co stač́ı k platnosti vztahu (11.5) požadovat: (a) Funkce

p(x) je spojitá na
〈
0, ℓ
〉
, tj. p ∈ C0

〈
0, ℓ
〉
. (b) Funkce f(x) je kvadraticky inte-

grovatelná na (0, ℓ), tj. f ∈ L2(0, ℓ). (c) Plat́ı u ∈ H1
0 (0, ℓ), v ∈ H1

0 (0, ℓ), přičemž

6Tentýž výsledek (11.5) dostaneme i v př́ıpadě, když jsou předepsány mı́sto (11.2) nehomogenńı

okrajové podmı́nky u(0) = a, u(ℓ) = b, protože i v tomto př́ıpadě o tzv. testovaćıch funkćıch v(x)
předpokládáme, že splňuj́ı (11.3).
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symbol H1
0 (0, ℓ) označuje množinu {w} funkćı spojitých na

〈
0, ℓ
〉
, které splňuj́ı

okrajové podmı́nky w(0) = w(ℓ) = 0 a maj́ı na (0, ℓ) kvadraticky integrovatelnou
derivaci w′(x). Později v podkap. 11.7 o zobecněných derivaćıch pojmy prostor̊u
H1

0 (0, ℓ), resp. H1(0, ℓ) upřesńıme, kde funkce u ∈ H1(0, ℓ) ⊃ H1
0 (0, ℓ) nemuśı

splňovat (11.2).
Hledáńı slabého řešeńı okrajového problému (11.1), (11.2) spoč́ıvá v tomto:

Hledáme funkci u ∈ H1
0 (0, ℓ), která pro všechny testovaćı funkce v ∈ H1

0 (0, ℓ)
splňuje vztah (11.5).

Dř́ıve než se začneme zaj́ımat otázkou existence a jednoznačnosti slabého řešeńı
okrajového problému (11.1), (11.2), ukažme, jak definujeme přibližné řešeńı slabé
formulace (11.5) problému (11.1), (11.2) pomoćı metody konečných prvk̊u(MKP).
Pomoćı bod̊u (většinou stejně vzdálených od sebe)

Dh : x0 = 0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn < xn+1 = ℓ, (11.6)

kde h je délka největš́ıho intervalu
〈
xi, xi+1

〉
, rozdělme uzavřený interval

〈
0, ℓ
〉

na

n+1 d́ılk̊u. Tomuto děleńı přǐraďme n-rozměrný prostor Ĥ1
0 (0, ℓ) ⊂ H1

0 (0, ℓ) funkćı,
které jsou po úsečkách děleńı (11.6) lineárńı a v koncových bodech intervalu

〈
0, ℓ
〉

rovny nule. Bázi prostoru Ĥ1
0 (0, ℓ) tvoř́ı funkce ϕ1(x), . . . , ϕn(x), pro které plat́ı

ϕi(xj) = δij (i, j = 1, . . . , n), (11.7)

kde δij je Kroneckerovo delta (δij = 1 pro i = j a δij = 0 pro i 6= j). Přibližným
řešeńım slabé formulace (11.5) je funkce

û(x) =
n∑

j=1

αjϕj(x) ∈ Ĥ1
0 (0, ℓ), (11.8)

která splňuje

∫ ℓ

0

p(x)
dû

dx

dv̂

dx
dx =

∫ ℓ

0

f(x)v̂(x) dx ∀v̂ ∈ Ĥ1
0 (0, ℓ), (11.9)

Vzhledem k (11.7) a (11.8) vztah (11.9) vede na soustavu n lineárńıch algebraických
rovnic pro neznámé souřadnice α1, . . . , αn funkce û:

n∑

j=1

αj

∫ ℓ

0

p(x)
dϕj

dx

dϕi

dx
dx =

∫ ℓ

0

f(x)ϕi(x) dx (i = 1, . . . , n). (11.10)

Nyńı zbývá dokázat, že soustava (11.10) má právě jedno řešeńı. // Abychom
mohli soustavu (11.10) řešit na poč́ıtači, integrály vystupuj́ıćı v (11.10) se vypočtou
přibližně pomoćı kvadraturńıch formuĺı.

Tolik jako úvod k řešeńı okrajových problémů ODR 2. řádu. V následuj́ıćıch
podkapitolách se pokuśım vyložit základy teorie těchto okrajových problémů z hle-
diska metody konečných prvk̊u. I když se ke čteńı této kapitoly předpokládaj́ı
pouze základńı znalosti funkcionálńı analýzy, všechny věty v této rozsáhlé kapitole
dokazuji. Teorie neńı z hlediska funkcionálńı analýzy nijak ochuzena, protože kom-
plikace, které vznikaj́ı v R

2 a R
3, jsou spojeny s popisem hranice ∂Ω v́ıcerozměrné

oblasti Ω.
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11.1. Formálńı ekvivalence okrajového problému
a slabé formulace

11.1.1. Věta. a) Nechť problém (11.1), (11.2) má klasické řešeńı u. Potom

funkce u je řešeńım slabé formulace.

b) Nechť slabá formulace má řešeńı u. Má-li u spojité a ohraničené derivace u′

a u′′ v (0, ℓ) a p ∈ C1
〈
0, ℓ
〉
, potom slabé řešeńı u splňuje rovnici (11.1) téměř všude

v (0, ℓ).

Důkaz. a) Implikace (11.1), (11.2) ⇒ (11.5) byla dokázána na str. 57.
b) Protože u má spojité a ohraničené derivace u′ a u′′ v (0, ℓ) a p ∈ C1

〈
0, ℓ
〉
,

můžeme vztah (11.5) upravit pomoćı per partes a podmı́nek (11.3) na tvar
∫ ℓ

0

{
d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ f(x)

}
v(x) dx = 0 ∀v ∈ H1

0 (0, ℓ) . (11.11)

Stač́ı nyńı dokázat, že z (11.11) plyne

w :=
d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ f(x) = 0 téměř všude v (0, ℓ) (11.12)

čili ekvivalentně

||w||0 :=

√∫ ℓ

0

w2 dx = 0, (11.12*)

kde integrál je brán v Lebesgueově smyslu. Při d̊ukazu (11.12) užijeme mimo jiné
toto lemma, které bude dokázáno později v pr̊uběhu kapitoly 11:

Lemma A. Prostor H1
0 (0, ℓ) je hustý v L2(0, ℓ), tj. ke každé funkci v ∈ L2(0, ℓ)

existuje taková posloupnost {vn} ⊂ H1
0 (0, ℓ), že

lim
n→∞

||vn − v||0 = 0. (11.13)

Užijeme dále toto lemma:

Lemma B (Schwarz-Buňakovského nerovnost). Nechť v1, v2 ∈ L2(0, ℓ).
Potom

|(v1, v2)| ≡
∣∣∣∣
∫ ℓ

0

v1v2 dx

∣∣∣∣ ≤ ||v1||0||v2||0. (11.14)

Nyńı již snadno dokážeme (11.12*): Vztah (11.11) můžeme napsat ve tvaru

(w, v) = 0 ∀v ∈ H1
0 (0, ℓ) . (11.11*)

Podle lemmatu A lze naj́ıt takovou posloupnost {wn} ⊂ H1
0 (0, ℓ), že

lim
n→∞

||wn − w||0 = 0.

Podle (11.11*) je
(wn, w) = 0.

Odtud podle lemmatu B

||w||20 = (w,w) = |(wn, w) − (w,w)| = |(wn − w,w)| ≤ ||wn − w||0||w||0 → 0,

čili ||w||0 = 0, což jsme potřebovali dokázat. �

Poznámka. Tvrzeńı b) plat́ı i za předpokladu, že u ∈ H2(0, ℓ), kde H2(0, ℓ) ⊂
L2(0, ℓ) je prostor funkćı s prvńı a druhou zobecněnou derivaćı.
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11.2. Existence a jednoznačnost slabého řešeńı

Následuj́ıćı věta, jej́ıž podrobný d̊ukaz je např. v [Re2, str. 404 - 407], má zásadńı
význam pro úvahy v této podkapitole.

11.2.1. Věta (Lax-Milgram). Nechť H je Hilbert̊uv prostor se skalárńım

součinem (z, v) a nechť B(z, v) je bilineárńı forma (tedy lineárńı jak v z, tak ve v)
definovaná pro z, v ∈ H a taková, že plat́ı

|B(z, v)| ≤M‖z‖ · ‖v‖ ∀z, v ∈ H, (11.15)

B(v, v) ≥ β‖v‖2 ∀v ∈ H, (11.16)

kde ‖v‖ =
√

(v, v) a konstanty M > 0 a β > 0 nezávisej́ı na z a v. Potom lze každý

lineárńı funkcionál F , který je definovaný a ohraničený na H, vyjádřit ve tvaru

F (v) = B(w, v) ∀v ∈ H, (11.17)

kde w je prvek prostoru H jednoznačně určený funkcionálem F .

11.2.2. Poznámka. Bilineárńı forma B(z, v) nemuśı být symetrická; proto na
rozd́ıl od skalárńıho součinu v ńı zálež́ı na pořad́ı u, v.

11.2.3. Označeńı. Položme

a(v, z) :=

∫ ℓ

0

p(x)
dv

dx

dz

dx
dx, (11.18)

L(v) :=

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx. (11.19)

Potom můžeme vztah (11.5) psát ve tvaru

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1
0 (0, ℓ). (11.20)

S pomoćı Věty 11.2.1 nyńı dokážeme existenci a jednoznačnost slabé formulace.

11.2.4. Věta (o existenci a jednoznačnosti řešeńı slabé formulace). Je-

li bilineárńı forma a(z, v) ohraniěená na H1
0 (0, ℓ) ×H1

0 (0, ℓ), tj.

|a(z, v)| ≤M‖z‖1‖v‖1 ∀z, v ∈ H1
0 (0, ℓ) (M = const), (11.21)

kde

‖v‖1 =

√∫ ℓ

0

{
v2 +

(dv

dx

)2
}

dx (11.22)

a H1
0 (0, ℓ)-eliptická, tj.

a(v, v) ≥ β‖v‖2
1 ∀v ∈ H1

0 (0, ℓ) (β = const > 0), (11.23)

a je-li lineárńı forma L(v) ohraničená na H1
0 (0, ℓ), tj.

|L(v)| ≤ K‖v‖1 ∀v ∈ H1
0 (0, ℓ) (K = const), (11.24)

potom existuje právě jedna funkce u ∈ H1
0 (0, ℓ), která splňuje vztah (11.20).
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D̊ukaz. V př́ıpadě homogenńıch okrajových podmı́nek (11.2) je tvrzeńı věty 11.2.4
okamžitým d̊usledkem Lax-Milgramovy věty, ve které stač́ı položit7

H = H1
0 (0, ℓ), B(z, v) = a(z, v), F (v) = L(v).

Pro lepš́ı orientaci tento samozřejmý d̊ukaz proveďme.

a) Existence. Z předpoklad̊u (11.21), (11.23) plyne, že jsou splněny předpoklady
(11.15), (11.16) Lax-Milgramovy věty, ve kterých klademe8

B(z, v) = a(z, v), ‖v‖ = ‖v‖1.

V Lax-Milgramově větě dále polož́ıme9

F (v) = L(v) ∀v ∈ H1
0 (0, ℓ). (11.25)

Podle (11.24) je funkcionál F (v) ohraničený, takže jsou splněny všechny předpoklady
Lax-Milgramovy věty. Podle této věty existuje právě jedna funkce w ∈ H1

0 (0, ℓ)
tak, že plat́ı

F (v) = a(w, v) ∀ ∈ H1
0 (0, ℓ). (11.26)

Když polož́ıme u := w, plyne z (11.26) a (11.25)

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1
0 (0, ℓ),

což je vztah (11.20). Existence slabého řešeńı je dokázána.

b) Jednoznačnost slabého řešeńı plyne opět z Lax-Milgramovy věty, ve které vy-
stupuje jednoznačně určený prvek w ∈ H ≡ H1

0 (0, ℓ). Ten v př́ıpadě homogenńıch
okrajových podmı́nek je slabým řešeńım, tj. můžeme položit u = w. �

Zbývá nalézt postačuj́ıćı podmı́nky, které zaručuj́ı platnost (11.21), (11.23),
(11.24). Napřed ještě jedno lemma:

11.2.5. Lemma (jednorozměrný př́ıpad Friedrichsovy nerovnosti). Plat́ı

‖u‖2
1 ≤ C0

∫ ℓ

0

(
du

dx

)2

dx = C0|u|21 ∀u ∈ H1
0 (0, ℓ), (11.27)

kde kladná konstanta C0 nezáviśı na funkci v ∈ H1
0 (0, ℓ).

D̊ukaz. Důkaz prozat́ım provedeme v př́ıpadě u ∈ C1
〈
0, ℓ
〉
. (Obecný d̊ukaz je

v podkap. 11.8.) Označme

g(x) = cos
πx

4ℓ
, (11.28)

v =
u

g
čili u = gv. (11.29)

7Př́ıpad nehomogenńıch okrajových podmı́nek u(0) = a, u(ℓ) = b bude probrán v samostatné

podkapitole.
8Skalárńı součin (z, v), který vystupuje v Lax-Milgramově větě, má zde tvar (z, v) =

∫ ℓ

0

(
zv +

dz
dx

dv
dx

)
dx, takže pro normu ‖v‖ =

√
(v, v) plat́ı vztah (11.22).

9V př́ıpadě nehomogenńıch okrajových podmı́nek bude mı́t funkcionál F (v) tvar F (v) =
L(v) − a(ω, v), kde funkce ω ∈ H1(0, ℓ) souviśı s okrajovými podmı́nkami vztahy ω(0) = a,

ω(ℓ) = b a H1(0, ℓ) je prostor všech funkćı spojitých na < 0, ℓ >, které maj́ı na (0, ℓ) kvadraticky

integrovatelnou prvńı dervivaci. V př́ıpadě homogenńıch okrajových podmı́nek (11.2) je ω ≡ 0,
takže z bilinearity a(z, v) plyne F (v) = L(v) − a(0, v) = L(v), což je vztah (11.25).
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Zřejmě plat́ı

(u′)2 = ((gv)′)2 = g2(v′)2 + 2vv′gg′ +v2(g′)2 = g2(v′)2 + (v2gg′)′−v2gg′′, (11.30)

takže
(v2gg′)′ − v2gg′′ ≤ (u′)2. (11.31)

Integrujeme-li (11.31) v meźıch od 0 do ℓ, dostaneme

[
v2gg′

]ℓ
0
−
∫ ℓ

0

v2gg′′ dx ≤
∫ ℓ

0

(u′)2 dx. (11.32)

Ale podle (11.28) je

g′′ = − π2

16ℓ2
g, (11.33)

takže

v2gg′′ = − π2

16ℓ2
v2g2 = − π2

16ℓ2
u2. (11.34)

Konečně podle (11.2)

[
v2gg′

]ℓ
0

=

[
v2g2 g

′

g

]ℓ

0

=

[
u2 g

′

g

]ℓ

0

= 0. (11.35)

Z (11.32), (11.34) a (11.35) plyne

π2

16ℓ2

∫ ℓ

0

u2 dx ≤
∫ ℓ

0

(u′)2 dx. (11.36)

Přičteme-li k oběma stranám (11.36) výraz π2

16ℓ2
|u|21, dostaneme po jednoduché

úpravě nerovnost (11.27), kde C0 = 1 + 16ℓ2/π2. �

11.2.6. Věta. Nechť p ∈ C0
〈
0, ℓ
〉

a f ∈ L2(0, ℓ). Nechť dále

p(x) ≥ µ > 0 ∀x ∈
〈
0, ℓ
〉
. (11.37)

Potom má slabá formulace právě jedno řešeńı.

D̊ukaz. Je třeba ověřit platnost nerovnost́ı (11,21), (11.23), (11.24).
a) Položme M = maxx∈<0,ℓ> |p(x)|. Potom s užit́ım Schwarz-Buňakovského

nerovnosti dostaneme

|a(v, w)| =

∣∣∣∣
∫ ℓ

0

p(x)
dv

dx

dw

dx

∣∣∣∣ dx ≤M

∫ ℓ

0

∣∣∣∣
dv

dx

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
dw

dx

∣∣∣∣ dx ≤

≤M |v|1|w|1 ≤M‖v‖1‖w‖1.

b) Opět s užit́ım Schwarz-Buňakovského nerovnosti dostaneme

|L(v)| =

∣∣∣∣
∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖0‖v‖0 ≤ K‖v‖1,

kde jsme položili K = ‖f‖0.
c) Podle (11.37) a potom (11.27) plat́ı

a(v, v) =

∫ ℓ

0

p(x)

(
dv

dx

)2

dx ≥ µ|v|21 ≥ (µ/C0)‖v‖2
1 = β‖v‖2

1,

kde jsme položili β = µ/C0. �
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11.3. Věta o minimu kvadratického funkcionálu

Definujme kvadratický funkcionál vztahem

Π(v) = 1
2a(v, v) − L(v), (11.38)

kde bilineárńı forma a(v, z) je dána na H1(0, ℓ) ×H1(0, ℓ) vztahem (11.18), takže
je symetrická:

a(v, z) = a(z, v) ∀v, z ∈ H1(0, ℓ). (11.39)

V R
N vztah (11.39) obecně neplat́ı, protože zde a(v, z) =

∑
i,j

∫
Ω
kij

∂v
∂xi

∂z
∂xj

dx. Pro

platnost (11.39) je nutné a stač́ı kij = kji. // Aby naše úvahy zde měly obecněǰśı

charakter, zaveďme pro tyto účely označeńı

V := H1
0 (0, ℓ). (11.40)

Potom slabá formulace (odpov́ıdaj́ıćı homogenńım okrajovým podmı́nkám (11.2))
bude zńıt: Naj́ıt u ∈ V tak, aby platilo

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V. (11.41)

Na str. 61 jsem v poznámce 9 pod čarou poznamenal, že okrajové podmı́nky, ve
kterých plat́ı alespoň jeden ze vztah̊u u(0) = a, u(ℓ) = b, jsou při slabé formulaci
charakterizované funkćı ω 6= 0, pro kterou ω ∈ H1(0, ℓ), přičemž ω(0) = a, ω(ℓ) = b.
(V př́ıpadě (11.2) plat́ı ω = 0.) Poznamenávám dále, že v př́ıpadě ω 6= 0 slabá
formulace zńı takto:

Obecná forma slabé formulace. Naj́ıt funkci

u ∈ ω + V (11.42)

tak, aby platil vztah (11.41) (který zde opakuji)

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V. (11.41)

Přitom

ω + V = {w ∈ H1(0, ℓ) : w = ω + v ∀v ∈ V }. (11.43)

kde H1(0, ℓ) je podprostor prostoru L2(0, ℓ) s kvadraticky integrovatelnými prvńımi

derivacemi.

V následuj́ıćı obecné formulaci věty 11.3.1 si pro jednoduchost můžete myslet,
že prostor V je definován vztahem (11.40) a že ω = 0. Formy a(v, z) a L(v), které
jsme definovali v Označeńı 11.2.3, mohou mı́t v této obecné větě jiný tvar. (Např.

a(w, z) =
∫ ℓ

0
(pw′z′ +qwz) dx – viz podkap. 11.10.) // Věta 11.3.1 plat́ı v R

N ; proto
je v ńı uveden předpoklad (11.39).

11.3.1. Věta (o minimu kvadratického funkcionálu). Nechť bilineárńı

forma a(v, w), která vystupuje ve slabé formulaci, je symetrická, tj. plat́ı (11.39).
Je-li dále V -eliptická, tj. plat́ı

a(v, v) ≥ β‖v‖2
1 ∀v ∈ V, (11.44)

potom funkce u ∈ H1(0, ℓ) je jediným řešeńım slabé formulace (11.42), (11.41),
když a jen když ostře minimalizuje funkcionál (11.38) na množině ω + V , tj.

Π(u) ≤ Π(v) ∀v ∈ ω + V, (11.45)

kde znameńı rovnosti plat́ı pouze pro v = u.
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D̊ukaz. Množina ω + V může být psána ve tvaru

ω + V = {v ∈ H1 : v = u+ λw ∀λ ∈ R
1, ∀w ∈ V }.

Nechť v ∈ ω + V . Potom podle (11.38) a (11.39) plat́ı

Π(u+ λw) − Π(u) = 1
2a(u+ λw, u+ λw) − L(u+ λw)−

−1
2
a(u, u) + L(u) = 1

2
λa(u, w) + 1

2
λa(w, u) + 1

2
λ2a(w,w) − λL(w) =

= λ{a(u, w) − L(w)} + 1
2
λ2a(w,w) ∀w ∈ V. (11.46)

Nyńı se d̊ukaz rozpadá do dvou část́ı:

a) Nechť u je jediné řešeńı slabé formulace (11.42), (11.41). Potom podle (11.41)
a (11.46) plat́ı

Π(u+ λw) − Π(u) = 1
2
λ2a(w,w) ∀w ∈ V.

Tento výsledek a V -eliptičnost formy a(v, v) implikuj́ı, že funkce u ostře minimali-
zuje funkcionál Π(v) na množině ω + V .

b) Nyńı dokážeme opačnou implikaci: Nechť funkce u ostře minimalizuje funkcio-
nál Π(v) na množině ω + V , tj. plat́ı (11.45). Jestliže existuje funkce w0 ∈ V , pro
kterou plat́ı

a(u, w0) 6= L(w0), (11.47)

potom, zvoĺıme-li λ = −{a(u, w0)−L(w0)}/a(w0, w0), dostaneme ze vztahu (11.46)

Π(u+ λw0) − Π(u) = −{a(u, w0) − L(w0)}2/{2a(w0, w0)} < 0,

protože podle (11.44) je a(w0, w0) > 0. (Funkce w0 nemůže být ekvivalentńı nule;
jinak by neplatil předpoklad (11.47).) To je však spor s předpokladem, že plat́ı
(11.45). Tedy (11.47) nemůže platit, takže u splňuje (11.41), tj. u je jediné řešeńı
slabé formulace. �

11.4. Existence a jednoznačnost přibližného řešeńı
slabé formulace

Připomeňme si, že jsme definovali děleńı intervalu
〈
0, ℓ
〉

na n + 1 d́ılk̊u pomoćı
bod̊u (většinou stejně vzdálených od sebe)

Dh : x0 = 0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn < xn+1 = ℓ (11.6)

Tomuto děleńı jsme přǐradili n-rozměrný prostor Ĥ1
0 (0, ℓ) ⊂ H1

0 (0, ℓ) funkćı, které
jsou po úsečkách děleńı (11.6) lineárńı a v bodech x0 a xn+1 rovny nule. Bázi

prostoru Ĥ1
0 (0, ℓ) tvoř́ı funkce

ϕ1(x), . . . , ϕn(x),

pro které plat́ı
ϕi(xj) = δij (i, j = 1, . . . , n), (11.7)

kde δij je Kroneckerovo delta (δij = 1 pro i = j a δij = 0 pro i 6= j). Přibližným
řešeńım slabé formulace (11.5) je funkce

û(x) =
n∑

j=1

αjϕj(x) ∈ Ĥ1
0 (0, ℓ), (11.8)
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která splňuje

∫ ℓ

0

p(x)
dû

dx

dv̂

dx
dx =

∫ ℓ

0

f(x)v̂(x) dx ∀v̂ ∈ Ĥ1
0 (0, ℓ), (11.9)

Vzhledem k (11.7) a (11.8) vztah (11.9) vede na soustavu n lineárńıch algebraických
rovnic pro neznámé souřadnice α1, . . . , αn funkce û:

n∑

j=1

αj

∫ ℓ

0

p(x)
dϕj

dx

dϕi

dx
dx =

∫ ℓ

0

f(x)ϕi(x) dx (i = 1, . . . , n). (11.10)

Tolik opakováńı ze str. 58. Poznamenejme ještě, že d́ıky Označeńı 11.2.3 můžeme
lineárńı algebraické rovnice (11.10) napsat stručněji takto:

n∑

j=1

αja(ϕj, ϕi) = L(ϕi) (i = 1, . . . , n), (11.48)

kde a(ϕj, ϕi) a L(ϕi) jsou daná č́ısla. Neznámé jsou označeny symboly α1, . . . , αn.
Aby naše značeńı bylo konzistentńı s obvyklou konečněprvkovou symbolikou,

zaveďme stručný symbol

Vh := Ĥ1
0 (0, ℓ), (11.49)

kde h má význam délky největš́ıho podintervalu děleńı (11.6), které stručně znač́ıme
Dh. Kromě symbolu Vh se v metodě konečných prvk̊u už́ıvaj́ı v př́ıpadě po prvćıch

(podintervalech) lineárńıch funkćı daľśı dva symboly Xh ≡ X
(1)
h a Wh ≡ W

(1)
h

definované takto:

Xh = {w ∈ H1(0, ℓ) : w je spojitá funkce lineárńı na prvćıch děleńı Dh}, (11.50)

Wh = {w ∈ Xh : w(x0) = w(0) = a, w(xn+1) = w(ℓ) = b}, (11.51)

jsou-li v koncových bodech intervalu
〈
0, ℓ
〉

předepsány nehomogenńı okrajové pod-
mı́nky u(0) = a, u(ℓ) = b.

Prostor Vh je n-rozměrný, prostor Xh je (n + 2)-rozměrný a plat́ı Vh ⊂ Xh.
Symbol Wh neoznačuje prostor, ale n-rozměrnou podmnožinu prostoru Xh. Plat́ı-li
a = b = 0 v (11.51), potom Wh = Vh. Nyńı můžeme definovat přibližné řešeńı slabé
formulace (s obecně nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami) pomoćı MKP:

11.4.1. Definice. Přibližné řešeńı uh slabé formulace (doposud jsme už́ıvali
značeńı û) je definováno jako řešeńı tohoto problému: Naj́ıt funkci uh ∈ Wh, pro
kterou plat́ı

a(uh, v) = L(v) ∀v ∈ Vh. (11.52)

11.4.2. Věta (o existenci a jednoznačnosti přibližného řešeńı slabé
formulace). Nechť bilineárńı forma a(v, w) je V -eliptická, tj.

a(v, v) ≥ β‖v‖1 ∀v ∈ V.

Potom problém formulovaný v Definici 11.4.1 má právě jedno řešeńı uh ∈ Wh.
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D̊ukaz. Již v́ıme a v podkapitole 11.5 podrobněji uvid́ıme, že (11.52) neńı nic
jiného než soustava lineárńıch algebraických rovnic pro parametry α1 = uh(x1), . . . ,
αn = uh(xn), které jednoznačně určuj́ı spolu s parametry uh(x0) = uh(0) = a,
uh(xn+1) = uh(ℓ) = b funkci uh(x) ve tvaru

uh(x) =

n+1∑

j=0

uh(xj)ϕj(x). (11.53)

Tedy stač́ı dokázat, že determinant př́ıslušné soustavy lineárńıch algebraických
rovnic je r̊uzný od nuly. Jinými slovy, stač́ı dokázat jednoznačnost problému z De-
finice 11.4.1.

Důkaz povedeme sporem. Předpokládejme tedy, že kromě funkce uh ∈ Wh, která
splňuje vztah (11.52), existuje funkce ũh ∈Wh tak, že

a(ũh, v) = L(v) ∀ ∈ Vh. (11.54)

Odečteme-li (11.54) od (11.52), dostaneme vzhledem k tomu, že forma a(v, w) je
bilineárńı,

a(uh − ũh, v) = 0 ∀v ∈ Vh. (11.55)

Ze vztah̊u (11.49) a (11.51) plyne, že uh− ũh ∈ Vh. Tedy ve vztahu (11.55) můžeme
položit v = uh − ũh. Užijeme-li nav́ıc V -eliptičnost formy a(v, w), dostaneme
vzhledem k inkluzi Vh ⊂ V

0 = a(uh − ũh, uh − ũh) ≥ β‖uh − ũh‖1 .

Odtud plyne, že ũh = uh téměř všude v (0, ℓ), a protože uh má tvar (11.53), tak
všude v

〈
0, ℓ
〉
. �

11.4.3. Poznámka. Nechť plat́ı předpoklady věty 11.3.1. Z d̊ukazu této věty
snadno vid́ıme, že uh ∈ Wh splňuje vztah (11.52), když a jen když uh ostře mini-
malizuje kvadratický funkcionál Π(v) na Wh.

11.5. Přibližné řešeńı slabé formulace je řešeńım
soustavy lineárńıch algebraických rovnic

Prozat́ım neznámé funkčńı hodnoty přibližného řešeńı uh(x) v uzlových bodech
x1, . . . , xn označme symboly α1, . . . , αn. Protože uh ∈Wh, plat́ı podle (11.51)

uh(x0) ≡ uh(0) = a, uh(xn+1) ≡ uh(ℓ) = b, (11.56)

takže můžeme psát

uh(x) =
n∑

j=1

αjϕj(x) + aϕ0(x) + bϕn+1(x). (11.57)

Vztah (11.49) definuj́ıćı prostor Vh a vztahy ϕi(xj) = δij dávaj́ı

ϕi(x) ∈ Vh (i = 1, . . . , n). (11.58)
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Dosaďme (11.57) do (11.52), tj. do vztahu

a(uh, v) = L(v) ∀v ∈ Vh,

a položme v = ϕi (i = 1, . . . , n), což jsme vzhledem k (11.58) oprávněni. Dostaneme

n∑

j=1

a(ϕj , ϕi)αj = L(ϕi) − a(ϕ0, ϕi)a− a(ϕn+1, ϕi)b (i = 1, . . . , n). (11.59)

V R
1 je bilineárńı forma a(v, w) vždy symetrická, takže

a(ϕj, ϕi) = a(ϕi, ϕj)

a vztahy (11.59) mohou být psány také ve tvaru

n∑

j=1

a(ϕi, ϕj)αj = L(ϕi) − a(ϕ0, ϕi)a− a(ϕn+1, ϕi)b (i = 1, . . . , n). (11.60)

V obou př́ıpadech (11.59) a (11.60) jsme źıskali soustavu n lineárńıch algebraických
rovnic pro n neznámých α1, . . . , αn; přičemž v R

N buď s nesymetrickou matićı
{a(ϕj, ϕi)}, nebo se symetrickou matićı {a(ϕi, ϕj)}. Podle Věty 11.4.2 každá
z těchto soustav má právě jedno řešeńı α1, . . . , αn.

11.6. Konvergence přibližných řešeńı

11.6.1. Věta (abstraktńı odhad chyby). Nechť u ∈ H1(0, ℓ) je řešeńı slabé

formulace, ve které vystupuje V -eliptická a ohraničená bilineárńı forma a(v, w).
Potom plat́ı

‖u− uh‖1 ≤ C inf
v∈Wh

‖u− v‖1, (11.61)

kde C je konstanta nezávislá na h, u a v.

D̊ukaz. Zvolme v ∈ Wh libovolně. Podle (11.40) a (11.51) plat́ı, že uh − v ∈ Vh.
Užit́ım inkluze Vh ⊂ V , podmı́nky V -eliptičnosti, bilinearity formy a(w, v) a vztah̊u
(11.40), (11.41) postupně dostaneme

β‖uh − v‖2
1 ≤ a(uh − v, uh − v) = a(uh, uh − v) − a(v, uh − v) =

= L(uh − v) − a(v, uh − v) = a(u, uh − v) − a(v, uh − v) =

= a(u− v, uh − v). (11.62)

Podle předpoklad̊u o slabé formulaci je forma a(v, w) ohraničená, takže plat́ı

|a(u− v, uh − v)| ≤M‖u− v‖1‖uh − v‖1. (11.63)

Zkombinujeme-li (11.62) a (11.63) a výsledek poděĺıme výrazem β‖uh −v‖1, dosta-
neme za předpokladu, že ‖uh − v‖1 > 0,

‖uh − v‖1 ≤ M

β
‖u− v‖1. (11.64)
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Tato nerovnost spolu s trojúhelńıkovou nerovnost́ı

‖u− uh‖1 ≤ ‖u− v‖1 + ‖uh − v‖1 (11.65)

implikuje

‖u− uh‖1 ≤
(

1 +
M

β

)
‖u− v‖1. (11.66)

Pokud ‖uh − v‖1 = 0, potom (11.64) plat́ı bez úvah spojených s (11.62) a (11.63),
takže s pomoćı (11.65) opět dostaneme (11.66).

Přejdeme-li v (11.66) k infimu vzhledem k v ∈ Wh, dostaneme (11.61), kde
C = 1 +M/β. �

Věta 11.6.1 má dva d̊uležité d̊usledky:

11.6.2. Věta (o maximálńı rychlosti konvergence). Nechť bilineárńı forma

a(v, w) je V -eliptická a ohraničená a nechť u ∈ H2(0, ℓ), kde u je řešeńı slabé for-

mulace a H2(0, ℓ) ⊂ L2(0, ℓ) je podprostor funkćı s kvadraticky integrovatelnou prvńı

a druhou derivaćı. Potom

‖u− uh‖1 ≤ Ch|u|2 ∀h ∈ (0; 1), (11.67)

kde konstanta C nezáviśı na h a u a kde seminorma |u|2 je definovaná vztahem

|u|2 =

√∫ ℓ

0

(u′′)2 dx.

D̊ukaz. Nechť I1
hu je interpolace funkce u ∈ H2(0, ℓ) spojitou funkćı, která je po

prvćıch děleńı Dh (viz (11.6)) lineárńı. Protože I1
hu ∈ Wh, vztah (11.61) implikuje

‖u− uh‖1 ≤ C‖u− I1
hu‖1.

Výsledek (11.67) nyńı plyne z interpolačńıho teorému pro jednorozměrné konečné
prvky s lineárńı násadou (viz větu 11.15.4). Tvrzeńı tohoto teorému má tvar:

‖u− I1
hu‖1 ≤ Ch|u|2. � (11.68)

11.6.3. Věta (obecná věta o konvergenci metody konečných prvk̊u).
Nechť jsou splněny předpoklady věty 11.4.2 o existenci a jednoznačnosti řešeńı slabé

formulace. Potom

lim
h→0

‖u− uh‖1 = 0, (11.69)

kde u ∈ H1(0, ℓ) je řešeńı slabé formulace.

Také Věta 11.6.3 bude dokázána v podkap. 11.15.

Věta 11.6.3 zaručuje konvergenci metody konečných prvk̊u za podmı́nek, které
stač́ı k existenci a jednoznačnosti přesného řešeńı u ∈ H1(0, ℓ) slabé formulace. Je-li
nav́ıc přesné řešeńı dostatečně hladké, tj. u ∈ H2(0, ℓ), potom věta 11.6.2 zaručuje
rychlost konvergence O(h), za předpokladu lineárńı konečněprvkové násady. Je-li
tato násada po prvćıch kvadratická a u ∈ H3(0, ℓ), potom rychlost konvergence je
O(h2), atd.
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11.7. Zobecněné derivace a Sobolevovy prostory.

Inkluze H1(I) ⊂ AC0(I)

Touto podkapitolou měl výklad kap. 11 zač́ıt. Nechtěl jsem však čtenáře odradit
př́ılǐsnou abstrakćı, takže jsem se dopustil metodické nepřesnosti. Napřed stručné
opakováńı potřebných pojmů a výsledk̊u z funkcionáńı analýzy.

11.7.1. Definice (reálného lineárńıho prostoru). Množina S = {x, y, z, . . .}
se nazývá reálným lineárńım prostorem – stručně RLP , jsou-li splněny následuj́ıćı
podmı́nky:

I. K libovolným dvěma prvk̊um x, y ∈ S je jednoznačně přǐrazen třet́ı prvek
x+ y ∈ S, který se nazývá jejich součtem, přičemž

1) plat́ı x+ y = y + x (komutativńı zákon),
2) plat́ı x+ (y + z) = (x+ y) + z (asociativńı zkon),
3) existuje takový prvek θ ∈ S, že x+θ = x pro všechny prvky x ∈ S (existence

nulového prvku);
4) ke každému x ∈ S existuje takový prvek −x ∈ S, že x+ (−x) = θ (existence

opačného prvku).
II. Ke každému reálnému č́ıslu α ∈ R

1 a každému prvku x ∈ S je definován prvek
αx ∈ S (tzv. násobek prvku x ∈ S reálným č́ıslem α ∈ R

1), přičemž
1) α(βx) = (αβ)x (α, β ∈ R

1),
2) 1 · x = x.
III. Obě operace (tj. sč́ıtáńı prvk̊u a násobeńı prvku reálným č́ıslem) jsou spojeny

těmito dvěma distribučńımi zákony:
1) (α+ β)x = αx+ βx,
2) α(x+ y) = αx+ αy.

RLP budeme stručně nazývat lineál.

1.7.2. Definice (normy). Nechť M je lineál. Je-li každému prvku u ∈ M
přǐrazeno č́ıslo ‖u‖ s vlastnostmi

‖u‖ ≥ 0, přičemž ‖u‖ = 0 ⇔ u = θ v M, (11.70)

‖αu‖ = |α| · ‖u‖ pro každé reálné α, (11.71)

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖ ∀u, v ∈M, (11.72)

potom ‖u‖ nazýváme normou prvku u ∈M . Nerovnost (11.72) se nazývá trojúhel-

ńıková nerovnost. Lineál M , na němž je definována norma, nazýváme lineárńı

normovaný prostor – stručně LNP .

11.7.3. Definice (B–prostoru). Úplný lineárńı normovaný prostor nazýváme
Banachovým prostorem.

11.7.4. Definice (skalárńıho součinu a unitárńıho prostoru). Ř́ıkáme, že
na lineálu M je definován skalárńı součin, je-li ke každé dvojici u, v ∈M přǐrazeno
reálné č́ıslo (u, v) s těmito vlastnostmi:

(u, v) = (v, u) , (11.73)

(c1u1 + c2u2, v) = c1(u1, v) + c2(u2, v), c1, c2 ∈ R
1, (11.74)

(u, u) ≥ 0 , (11.75)

(u, u) = 0 ⇔ u = θ v M . (11.76)

Lineál M , na němž je definován skalárńı součin, se nazývá unitárńı prostor.
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11.7.5. Definice (H–prostoru). Úplný unitárńı prostor se nazývá Hilber-

tovým prostorem.

11.7.6. Poznámka. Př́ıkladem Banachova prostoru je prostor L2(I); obecněji

každý Hilbert̊uv prostor s normou ‖u‖ =
√

(u, u).

11.7.7. Definice (C∞(I), supp u, C∞
0 (I)). Označme symbolem I otevřený

interval konečné délky. Nechť C∞(R1) je lineál funkćı u(x), které jsou spojité včetně
derivaćı všech řád̊u v celém prostoru R

1. Symbolem C∞(I) budeme značit lineál,
který dostaneme restrikćı funkćı z C∞(R1) na uzavřený interval I. // Uzávěr
množiny těch bod̊u intervalu I, v nichž je u(x) 6= 0, nazýváme nosičem funkce
u(x) a znač́ıme supp u. // Označme dále symbolem C∞

0 (I) lineál všech funkćı
s kompaktńım nosičem v intervalu I, tj. množinu těch funkćı z C∞(I), pro něž
plat́ı u(x) ≡ 0 v určitém okoĺı koncových bod̊u intervalu I (v obecném př́ıpadě jsou
tato okoĺı r̊uzná pro r̊uzné funkce z C∞

0 (I)). Pro každou funkci u ∈ C∞
0 (I) je supp u

uzavřená množina a supp u ⊂ I, takže supp u má od koncových bod̊u intervalu I
určitou kladnou vzdálenost. → Tedy ϕ(j)(a) = ϕ(j)(b) = 0 (j = 0, 1, 2, . . . ) v kon-
cových bodech a, b intervalu I v př́ıpadě ϕ ∈ C∞

0 (I).

11.7.8. Př́ıklad (funkce z C∞
0 (I)). Nechť I = (−2, 2). Př́ıkladem funkce

s kompaktńım nosičem v I je funkce

u(x) =

{
e−1/(1−x2) pro x2 < 1,

0 jinde v I.

Př́ımým výpočtem (s použit́ım matematické indukce) se dá dokázat, že tato funkce
má v I derivace všech řád̊u, takže je předně u ∈ C∞(I). Dále supp u =

〈
− 1, 1

〉
,

takže u ∈ C∞
0 (I). Vı́ce viz podkap. 11.17 (Dodatek B).

11.7.9. Věta (Schwarzova nerovnost10). Nechť M je unitárńı prostor se

skalárńım součinem (u, v). Potom pro libovolné prvky u, v ∈M plat́ı

|(u, v)| ≤ ‖u‖ · ‖v‖ ,

kde ‖u‖ =
√

(u, u).

11.7.10. Definice (husté množiny v LNP). Nechť S je lineárńı normovaný
prostor s normou ‖·‖S. Ř́ıkáme, že množina M ⊂ S je hustá v S, jestliže pro každý
prvek u ∈ S lze naj́ıt posloupnost {un} ⊂M takovou, že limn→∞ ‖un − u‖S = 0.

11.7.11. Věta. Lineál C∞
0 (I) je hustý v L2(I), tj. podle definice 11.7.10 lze pro

každý prvek u ∈ L2(I) naj́ıt posloupnost {un} ⊂ C∞
0 (I) takovou, že

lim
n→∞

‖un − u‖0 = lim
n→∞

‖un − u‖L2(I) = lim
n→∞

√∫

I

(un − u)2 dx = 0 .

Důkaz této d̊uležité věty je dlouhý a komplikovaný, takže je uveden v samostatné
podkapitole 11.14.

10Zvaná také Schwarz-Buňakovského nebo Cauchy-Buňakovského nerovnost.
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11.7.12. Věta. Nechť un → u v L2(I) a v ∈ L2(I). Potom (un, v) → (u, v).

D̊ukaz. Z (11.74) a ze Schwarzovy nerovnosti plyne

|(un, v) − (u, v)| = |(un − u, v)| ≤ ‖un − u‖0‖v‖0.

Protože podle předpokladu věty ‖un − u‖0 → 0, jde levá strana źıskané nerovnosti
k nule. �

11.7.13. Věta. Nechť množina M je hustá v L2(I) a nechť (u, v) = 0 ∀v ∈M ,

kde u ∈ L2(I) je pevný prvek. Potom u = 0 v L2(I).

D̊ukaz. Podle definice husté množiny (viz definici 11.7.10) lze naj́ıt posloupnost
{un} ⊂M takovou, že limun = u v L2(I), tj. lim ‖un−u‖0 = 0. Podle předpokladu
věty je (un, u) = 0. Odtud a z věty 11.7.12 plyne, že lim (un, u) = (u, u) = 0. Tento
výsledek a vztah (11.76) implikuj́ı, že u = 0 v L2(I). �

11.7.14. Lemma. Vztah

(u, v)k,I =

k∑

j=0

∫

I

u(j)(x)v(j)(x) dx (11.77)

definuje na lineálu C∞(I) skalárńı součin.

D̊ukaz. Prvńı dvě vlastnosti (11.73) a (11.74) skalárńıho součinu plynou z vlast-
nost́ı integrál̊u a derivaćı:

∫

I

u(j)(x)v(j)(x) dx =

∫

I

v(j)(x)u(j)(x) dx ,

∫

I

(au1 + bu2)(j)v(j) dx = a

∫

I

u
(j)
1 v(j) dx+ b

∫

I

u
(j)
2 v(j) dx .

Co se týče třet́ı vlastnosti (11.75), je podle (11.77)

(u, u)k,I =
k∑

j=0

∫

I

(u(j)(x))2 dx ≥ 0 . (11.78)

Zároveň je vidět, že vztah (u, u)k,I = 0 plat́ı právě tehdy, když každý ze sč́ıtanc̊u
v (11.78) je roven nule; odtud zejména plyne

∫

I

u2 dx = 0,

čili u(x) ≡ 0 v I (protože u ∈ C∞(I)), takže i čtvrtá vlastnost (11.76) je splněna. �

11.7.15. Definice. Zavedeme-li v lineálu C∞(I) skalárńı součin (u, v)k,I po-
dle vztahu (11.77), dostaneme unitárńı prostor, který označ́ıme Sk(I) (obš́ırněji
Sk,2(I)). Normu v Sk(I) definujeme obvyklým zp̊usobem

‖u‖k,I :=
√

(u, u)k,I ∀u ∈ Sk(I) (11.79)

a vzdálenost (metriku) vztahem

̺(u, v) := ‖u− v‖k,I ∀u, v ∈ Sk(I) . (11.80)
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Poznámka. (a) Unitárńı prostor Sk(I) je také lineárńım normovaným pro-
storem a metrickým prostorem. Množinově jsou prostory Sk(I) identické pro
všechna celá nezáporná k. (b) Pro k = 0 dostáváme skalárńı součin, normu a me-
triku prostoru L2(I), tj.

(u, v)0,I = (u, v)L2(I) ∀u, v ∈ C∞(I) atd. (11.81)

Ještě trochu funkcionálńı analýzy:

(1) Nechť R je metrický prostor a M ⊂ R. Symbolem [M ]R znač́ıme uzávěr množiny
M v metrice prostoru R. // Nechť M ⊂ L2(I). Symbolem [M ]0 znač́ıme uzávěr

množiny M v normě prostoru L2(I). // Nechť M ⊂ Sk(I). Symbolem [M ]k
znač́ıme uzávěr množiny M v normě prostoru Sk(I).

(2) Nechť R je libovolný metrický prostor. Úplný metrický prostor R∗ nazýváme
zúplněńım prostoru R, jestliže: (a) R je podprostorem prostoru R∗; (b) prostor
R je hustý v R∗, tj. [R]R∗ = R∗. (Zde [R]R∗ označuje uzávěr prostoru R v R∗.)

(3) Nechť S je LNP, resp. metrický prostor. Posloupnost {un} ⊂ S se nazývá cauchy-

ovská v prostoru S, když

lim
m,n→∞

‖um − un‖S = 0 , resp. lim
m,n→∞

̺(um, un) = 0 .

(4) LNP, resp. metrický prostor S se nazývá úplný, když každá cauchyovská posloup-
nost {un} ⊂ S má v S limitu, tj. existuje takový prvek u ∈ S, že

lim
n→∞

‖un − u‖S = 0 , resp. lim
n→∞

̺(un, u) = 0 .

(5) Věta o zúplněńı metrického prostoru (viz např. [KF1]): Každý metrický
prostor R má zúplněńı a všechna jeho zúplněńı jsou izometrická.

(6) Fischerova věta (viz např. [Na, kap. VIII]): Prostor L2(I) je úplný, tj. každá
cauchyovská posloupnost {un} ⊂ L2(I) má limitu u ∈ L2(I). Obš́ırněji řečeno,
úplnost prostoru L2(I) znamená toto: Pokud

lim
m,n→∞

‖un − um‖L2(I) = 0 ,

potom existuje taková funkce u ∈ L2(I), že

lim
n→∞

‖un − u‖L2(I) = 0 .

11.7.16. Věta. a) Posloupnost {un} konverguje v normě prostoru Sk(I) k prvku

u ∈ Sk(I) právě tehdy, konverguje-li posloupnost {un} a posloupnosti derivaćı

{u(j)
n } (kde j = 1, . . . , k) k funkci u a jej́ım derivaćım u(j) v normě prostoru L2(I).
b) Posloupnost {un} je v prostoru Sk(I) cauchyovská právě tehdy, jsou-li všechny

posloupnosti {u(j)
n } (kde j = 0, 1, . . . , k) cauchyovské v prostoru L2(I).

D̊ukaz. a) Z (11.79) a (11.78) plyne pro u ∈ Sk(I)

‖u‖2
k,I =

k∑

j=0

∫

I

(u(j)(x))2 dx =

k∑

j=0

‖u(j)‖2
L2(I) . (11.82)
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Konvergence v prostoru Sk(I), tj. limn→∞ un = u v Sk(I), tedy znamená, že

lim
n→∞

‖un − u‖2
k,I = lim

n→∞

k∑

j=0

‖u(j)
n − u(j)‖2

L2(I) = 0.

Odtud plyne prvńı tvrzeńı věty.
b) Je-li posloupnost {un} cauchyovská v Sk(I), potom podle (11.82) plat́ı

lim
m,n→∞

‖um − un‖2
k,I = lim

m,n→∞

k∑

j=0

‖u(j)
m − u(j)

n ‖2
L2(I) = 0.

Odtud plyne druhé tvrzeńı věty. �

Dá se ukázat př́ıkladem, že prostor Sk(I) neńı úplný. S pomoćı Věty 11.7.16b
a faktu, že prostor L2(I) je úplný (tj. každá cauchyovská posloupnost má v L2(I)
limitu – viz Fischerovu větu na str. 72), lze však prostor Sk(I) zúplnit. Źıskaný
úplný prostor označ́ıme W k(I) (obš́ırněji W k,2(I)). Toto nyńı provedeme.

Uvažujme libovolnou posloupnost {un} cauchyovskou v Sk(I). Jsou možné tyto
dva př́ıpady:

a) Posloupnost {un} je v prostoru Sk(I) konvergentńı, tj. existuje u ∈ Sk(I), že

lim
n→∞

‖un − u‖k,I = 0 .

Podle Věty 11.7.16a posloupnost {un} a posloupnosti {u(j)
n } př́ıslušných derivaćı

konverguj́ı v L2(I) k funkci u a k jej́ım derivaćım u(j).
b) Posloupnost {un} neńı v prostoru Sk(I) konvergentńı. Podle Věty 11.7.16b

je však každá z posloupnost́ı {u(j)
n } (j = 0, 1, . . . , k) cauchyovská v L2(I), a protože

L2(I) je úplný prostor, má v něm každá z těchto posloupnost́ı určitou limitu, což
je funkce, kterou označ́ıme v př́ıpadech j = 1, . . . , k symbolem Dju,

lim
n→∞

u(j)
n = Dju v L2(I) (j = 1, . . . , k) (11.83)

čili
lim

n→∞
‖u(j)

n −Dju‖L2(I) = 0 (j = 1, . . . , k) . (11.83*)

Pro j = 0 označ́ıme př́ıslušnou limitu symbolem u:

lim
n→∞

un = u ≡ D0u v L2(I) . (11.84)

čili
lim

n→∞
‖un − u‖L2(I) = 0 . (11.84*)

O funkćıch Dju, 1 ≤ j ≤ k, nemůžeme tvrdit, že jsou derivacemi limitńı funkce
u, protože o funkci u zat́ım v́ıme jen to, že patř́ı do L2(I). O funkćıch Dju však
ukážeme, že maj́ı všechny vlastnosti derivaćı u(j) funkce u ∈ Sk(I), které se projev́ı,
když tyto derivace vystupuj́ı v integrálńıch vztaźıch.
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Od tohoto mı́sta začneme uplatňovat Větu 11.7.11 o hustotě C∞
0 (I) v L2(I).

11.7.17. Lemma. Nechť u ∈ Sk(I). Potom plat́ı

∫

I

u(j)ϕ dx = (−1)j

∫

I

uϕ(j) dx (j = 0, 1, . . . , k) ∀ϕ ∈ C∞
0 (I) . (11.85)

D̊ukaz. Integraćı per partes

∫

I

u′(x)ϕ(x) dx = [u(x)ϕ(x)]ba −
∫

I

u(x)ϕ′(x) dx = −
∫

I

u(x)ϕ′(x) dx ,

protože ϕ = 0 v koncových bodech intervalu I. T́ım je vztah (11.85) dokázán
v př́ıpadě j = 1. Dále v př́ıpadě j = 2 plat́ı

∫

I

u′′(x)ϕ(x) dx = [u′(x)ϕ(x)]ba −
∫

I

u′(x)ϕ′(x) dx = −
∫

I

u′(x)ϕ′(x) dx =

= −[u(x)ϕ′(x)]ba +

∫

I

u(x)ϕ′′(x) dx =

∫

I

u(x)ϕ′′(x) dx ,

protože ϕ = ϕ′ = 0 v koncových bodech intervalu I – viz 11.7.7. Źıskali jsme vztah
(11.85) pro j = 2. (Jak se postupuje v obecném př́ıpadě, je již zřejmé.) �

11.7.18. Věta. Limitńı funkce u ∈ L2(I), Dju ∈ L2(I), které vystupuj́ı ve

vztaźıch (11.83) a (11.84) splňuj́ı vztahy

∫

I

ϕDju dx = (−1)j

∫

I

uϕ(j) dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I), 1 ≤ j ≤ k. (11.86)

D̊ukaz. Protože un ∈ Sk(I) pro každé n = 1, 2, . . . , plat́ı podle lemmatu 11.7.17
pro 1 ≤ j ≤ k

∫

I

u(j)
n ϕ dx = (−1)j

∫

I

unϕ
(j) dx ∀ϕ ∈ C∞

0 (I) (j = 1, . . . , k).

Přejděme v tomto vztahu k limitě

lim
n→∞

∫

I

ϕu(j)
n dx = (−1)j lim

n→∞

∫

I

unϕ
(j) dx ∀ϕ ∈ C∞

0 (I). (11.87)

Podle (11.83), (11.84) a Věty 11.7.12 implikuje (11.87) vztah (11.86). �

11.7.19. Věta. Funkce Dju jsou jednoznačně určeny funkćı u (ve smyslu pros-

toru L2(I), tj. až na množinu mı́ry nula).

D̊ukaz. Předpokládejme, že dvě posloupnosti {un}, {ũn} cauchyovské v Sk(I)
maj́ı tutéž limitu v L2(I),

lim
n→∞

un = lim
n→∞

ũn = u v L2(I), (11.88)

tj.
lim

n→∞
‖un − u‖0 = lim

n→∞
‖ũn − u‖0 = 0 . (11.88*)
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Označme
D̃ju := lim

n→∞
Dj ũn v L2(I), 1 ≤ j ≤ k, (11.89)

tj. funkce D̃ju splňuje

lim
n→∞

‖Dj ũn − D̃ju‖0 = 0, (11.89*)

a zjistěme, jaký je vztah mezi D̃ju a Dju.
Stejným postupem jako jsme źıskali (11.86) dostaneme ze vztah̊u (11.88) a (11.89)

∫

I

ϕ D̃ju dx = (−1)j

∫

I

uϕ(j) dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I), 1 ≤ j ≤ k. (11.90)

Odečtěme (11.90) od (11.86) (pro libovolné 1 ≤ j ≤ k). Dostaneme

∫

I

(Dju− D̃ju)ϕ dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (I). (11.91)

Protože lineál C∞
0 (I) je hustý v L2(I) (viz Větu 11.7.11), plyne z (11.91) podle

Věty 11.7.13

D̃ju = Dju v L2(I)

pro všechna 1 ≤ j ≤ k, což jsme chtěli dokázat.11 �

11.7.20. Definice. Funkce Dju nazveme zobecněnými derivacemi funkce u
a budeme je značit (stejně jako klasické derivace) symbolem u(j) (někdy však Dju).

Nahrad́ıme-li Dju v (11.86) symbolem u(j), dostaneme vztah, který je formálně
totožný se vztahem (11.85). (Vztah (11.86) ovšem plat́ı pro širš́ı množinu funkćı.)
To je hlavńı d̊uvod zavedené definice 11.7.20. Že tato definice má dobrý smysl, plyne
z Věty 11.7.19, kterou nyńı můžeme vyslovit takto: Zobecněné derivace funkce u
jsou touto funkćı jednoznačně určeny.

Označme symbolem W k(I) uzávěr lineárńıho prostoru Sk(I) v jeho normě ‖·‖k,I :

W k(I) =
[
Sk(I)

]
k
. (11.92)

Z konstrukce množiny W k(I) př́ımo plyne tvrzeńı této d̊uležité věty:

11.7.21. Věta. Lineárńı prostor C∞(I) je hustý v množině W k(I) vzhledem

k normě

‖v‖k,I =

√√√√
k∑

j=0

∫

I

(
u(j)(x)

)2
dx . (11.93)

Věta 11.7.21 o hustotě lineárńıho prostoru C∞(I) v prostoru W k(I) nepotřebuje
d̊ukaz, protože je součást́ı konstrukce W k(I); symbolicky ji lze vyjádřit takto:

[
C∞(I)

]
k

= W k(I) . (11.94)

11Text “D̃ju = Dju v L2(I)” znamená: D̃ju(x) = Dju(x) pro téměř všechny body x ∈ I.
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Následuj́ıćı tři věty budou dokázány v podkap. 11.13.

11.7.22. Věta. Množina W k(I) je lineárńı prostor.

11.7.23. Věta. Výraz

(u, v)k,I =
k∑

j=0

∫

I

u(j)(x)v(j)(x) dx (11.95)

je skalárńım součinem v lineárńım prostoru W k(I).

Z věty 11.7.23 plyne, že výraz

‖v‖k,I =

√√√√
k∑

j=0

∫

I

(
u(j)(x)

)2
dx ∀u ∈W k(I) (11.96)

je norma v prostoru W k(I).

11.7.24. Věta. W k(I) je Hilbert̊uv prostor, tj.W k(I) je úplný unitárńı pros-

tor (což znamená, že i cauchyovské posloupnosti sestávaj́ıćı z limitńıch prvk̊u (viz
(11.83)) jsou konvergentńı v normě ‖ · ‖k,I).

11.7.25. Definice. Hilbert̊uv prostor W k(I), ve kterém je skalárńı součin defi-
nován vztahem (11.95), se nazývá Sobolev̊uv prostor. Norma je v tomto prostoru
definována standardńım zp̊usobem:

‖u‖k,I =
√

(u, u)k,I ∀u ∈W k(i). (11.97)

Z této definice plyne, že L2(I) ≡W 0(I) ⊃ W 1(I) ⊃W 2(I) . . . .12

Věta 11.7.21 může být nyńı reformulována:

11.7.26. Věta. Lineárńı prostor C∞(I) je hustý v Sobolevově prostoru W k(I)
pro každé k ∈ N. (V př́ıpadě k = 0 Sobolev̊uv prostor koinciduje s Lebesgueovým

prostorem L2(I)).

Lze ukázat, že prostor W k(I) je separabilńı. Př́ıkladem spočetné množiny husté
v W k(I) je množina všech polynomů s racionálńımi koeficienty.

Vyvrcholeńım úvah této podkapitoly je Věta 11.7.27, která od̊uvodňuje směr
těchto úvah a dává do souvislost́ı zde zavedenou definici Sobolevových prostor̊u
s jejich přirozenou definićı (viz (11.98)), ve které vztah (11.86) je definićı a ne
tvrzeńım (tvrzeńım je v př́ıpadě prostor̊u W k(I)):

11.7.27. Věta (W k = Hk)13. Nechť Djw ∈ L2(I) znač́ı j-tou zobecněnou

derivaci funkce w ∈ L2(I),14 tj. nechť funkce Djw splňuje vztah (11.86). Mějme

LNP

Hk(I) =
{
w ∈ L2(I) : Djw ∈ L2(I) (j = 1, . . . , k)

}
(11.98)

12Např. stupňovitá funkce patř́ı do L2(I), ale nenálež́ı do W k(I) (k = 1, 2, . . . ).
13Symboly W k a Hk jsou standardně už́ıvány pro uvedené dva typy Banachových prostor̊u.

Článek [MS] Meyerse a Serrina s názvem H = W byl, je a z̊ustane článkem s nejkratš́ım nadpisem.

Kdysi vzbudil velkou pozornost. Symboly H a W maj́ı v [MS] opačný význam než zde.
14Každá klasická derivace je současně zobecněnou derivaćı.
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s normou

‖w‖k,I =

√√√√‖w‖2
L2(I) +

k∑

j=1

‖Djw‖2
L2(I) .

Potom prostor Hk(I) je úplný a plat́ı15

Hk(I) = W k(I) . (11.98*)

D̊ukaz úplnosti. Uvažujme posloupnost prvk̊u {un} prostoru Hk(I), která je

cauchyovská v normě ‖ · ‖k,I . Potom posloupnosti {un}, {u′n},. . . , {u(k)
n }, kde u

(j)
n

je j-tá zobecněná derivace funkce un, jsou cauchyovské v normě ‖ · ‖0,I prostoru
L2(I), takže maj́ı v L2(I) limity u, ω1, . . . , ωk. Ukážeme, že limity ω1, . . . , ωk jsou
zobecněnými derivacemi funkce u. Plat́ı (podle definice zobecněné derivace)

∫

I

u(j)
n ϕ dx = (−1)j

∫

I

unϕ
(j) dx ∀ϕ ∈ C∞

0 (I) ,

takže po limitńım přechodu pro n→ ∞ dostaneme podle Věty 11.7.12

∫

I

ωjϕ dx = (−1)j

∫

I

uϕ(j) dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I) ,

což znamená, že ωj = Dju (j = 1, . . . , k). (Vzhledem k (11.98*) a úplnosti prostoru
W k(I) nebylo třeba úplnost prostoru Hk(I) dokazovat.) �

K rovnosti Hk(I) = W k(I). Nechť u ∈ W k(I). Potom existuj́ı zobecněné
derivace Dju ∈ L2(I) (j = 1, . . . , k), které jsou podle Věty 11.7.19 jednoznačně
určeny funkćı u. Tedy u ∈ Hk(I) čili W k(I) ⊂ Hk(I). // Opačnou inkluzi
Hk(I) ⊂ W k(I) lze dokázat tak, že dokážeme hustotu lineálu C∞(I) v prostoru
Hk(I) (viz Dodatek C, kde již budeme mı́t vybudovaný potřebný matematický
aparát). Zbytek d̊ukazu je pak jednoduchý: Ke každé funkci u ∈ H1(I) vybereme
posloupnost {un} ⊂ C∞(I) tak, že ‖u−un‖k,I <

1
n

. Odtud limn→∞ ‖u−un‖k,I = 0,

takže u ∈ W k(I) podle definice prostoru W k(I) (posloupnost {un} je cauchyovská
v normě prostoru W k(I) a má limitu u ∈ Hk(I)). Tedy Hk(I) ⊂W k(I). �

11.7.27a. Poznámka. Je třeba zd̊uraznit, že zat́ımco v př́ıpadě prostor̊u
W k(I) je vztah (11.86) tvrzeńım dávaj́ıćım do vzájemných souvislost́ı limitńı funkce,
které vznikly v d̊usledku uzávěru (11.92), je v př́ıpadě prostor̊u Hk(I) vztah (11.86)
výchoźım vztahem, kterým definujeme zobecněné derivace Dju. Tyto zobecněné
derivace už́ıváme v definičńım vztahu (11.98) Sobolevova prostoru Hk(I). • V pros-
toru W k(I) je lineál C∞(I) hustý definitoricky; v prostoru Hk(I) se muśı hus-
tota lineálu C∞(I) dokázat, protože v př́ıpadě prostoru Hk(I) pouze v́ıme, že
C∞(I) ⊂ Hk(I). •• Vše, co jsme doposud vyslovili v podkap. 11.7, z̊ustává v plat-
nosti, když nahrad́ıme interval I v́ıcerozměrnou ohraničenou oblast́ı Ω. (Co se týče
textu před Větou 11.7.27 v př́ıpadě N = 2, viz též kap. 14, zejména část 14.3).

15V př́ıpadě N ≥ 2 lze rovnost Hk(Ω) = W k(Ω) dokázat za předpokladu, že hranice ∂Ω

ohraničené oblasti Ω je po částech hladká a spojitá (symbolicky Ω ∈ C0,0). To je zároveň pod-

mı́nka hustoty C∞(Ω) v Hk(Ω).
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11.7.28. Důsledek. Hk(I) =
{
w ∈ L2(I) : Djw ∈ L2(I) (j = 1, . . . , k)

}
je

Hilbert̊uv prostor a lineárńı prostor C∞(I) je v něm hustý (vzhledem k ‖ · ‖Hk(I)).

Velmi d̊uležitá je tato věta, jej́ıž d̊ukaz je uveden v podkap. 11.12:

11.7.29. Věta (Sobolevova věta o vnořeńı prostoru H1(I) do prostoru
spojitých funkćı). Nechť u ∈ H1(I). Potom je funkce u spojitá na intervalu I
(tj. u ∈ C0(I)), přičemž plat́ı

‖u‖C0(I) ≤ C‖u‖H1(I) ∀u ∈ H1(I). (11.99)

Plat́ı dokonce v́ıce: Funkce u je hölderovsky spojitá na I s kvocientem λ = 1
2 (tj.

u ∈ C0, 12 (I)), přičemž plat́ı

‖u‖
C0, 1

2 (I)
= ‖u‖C0(I) + sup

x,y∈I, x6=y

|u(x) − u(y)|√
|x− y|

≤ C‖u‖H1(I) ∀u ∈ H1(I).

(11.100)
kde v obou př́ıpadech kladná konstanta C nezáviśı na funkci u.

Stejně d̊uležité jsou následuj́ıćı dvě položky 11.7.30 a 11.7.31, které plat́ı však
pouze v H1(I) a jsou pro prostor H1(I) charakteristické:

11.7.30. Věta (Newton-Leibnizova formule v H1(I)). Nechť u ∈ H1(I),
kde I = (a, b). Potom pro x, y ∈ I plat́ı

u(y) − u(x) =

∫ y

x

u′(t) dt. (11.101)

D̊ukaz. Zvolme ε > 0 libovolně malé. Protože lineárńı prostor C∞(I) je hustý
v H1(I), lze nalézt uε ∈ C∞(I) tak, že

‖u− uε‖1,I <
ε

2C + max{1,
√
b− a}

, (11.102)

kde C je konstanta ze Sobolevovy nerovnosti (11.99). Užijeme-li klasickou Newton-
Leibnizovu formuli pro funkci uε a potom Větu 11.7.29 (podle ńıž |u(x)− uε(x)| ≤
‖u−uε‖C0(I) ≤ C‖u−uε‖1,I) a Schwarzovu nerovnost, dostaneme s užit́ım (11.102)

∣∣∣∣u(y) − u(x) −
∫ y

x

u′(t) dt

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣uε(y) − uε(x) −

∫ y

x

u′ε(t) dt

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣u(y) − u(x) −
∫ y

x

u′(t) dt−
(
uε(y) − uε(x) −

∫ y

x

u′ε(t) dt

)∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣u(y) − uε(y) − u(x) + uε(x) −
∫ y

x

(
u′(t) − u′ε(t)

)
dt

∣∣∣∣ ≤

≤
{

2C +
√
y − x

}
‖u− uε‖1,I < ε.

Vzhledem k libovolnosti ε > 0 odtud plyne vztah (11.101). �

11.7.31. Absolutńı spojitost funkćı z H1(I). Každá funkce u ∈ H1(a, b) je
na konečném intervalu (a, b) absolutně spojitá, tj. ke každému ε > 0 existuje takové
δ > 0, že pro libovolný konečný (resp. spočetný) systém navzájem disjunktńıch
interval̊u (a1, b1), . . . , (an, bn) lež́ıćıch v (a, b), které splňuj́ı levou stranu implikace
(11.103), plat́ı

n∑

i=1

(bi − ai) < δ ⇒
n∑

i=1

|u(bi) − u(ai)| < ε. (11.103)
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Dokažme to. Podle Věty 11.7.30 a Schwarzovy nerovnosti plat́ı

∣∣u(bi) − u(ai)
∣∣ =

∣∣∣∣
∫ bi

ai

u′(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ bi

ai

|u′(x)| dx ≤
√
bi − ai‖u′‖L2(ai,bi).

Tento výsledek sečtěme od jedné do n a užijme Cauchy-Buňakovského nerovnost
pro součty, která má tvar

∑ |Ai| · |Bi| ≤
√∑

A2
i

√∑
B2

i . Dostaneme

∑

i

∣∣u(bi) − u(ai)
∣∣ ≤

∑

i

√
bi − ai‖u′‖L2(ai,bi) ≤

(∑

i

(bi − ai)

) 1
2

|u|H1(a,b).

Aby byla splněna implikace (11.103) stač́ı zvolit δ = ε2/|u|2H1(a,b). Vid́ıme, že každá

funkce u ∈ H1(a, b) je na I =
〈
a, b
〉

absolutně spojitá. // Množina AC0
〈
a, b
〉

ab-

solutně spojitých funkćı na uzavřeném intervalu
〈
a, b
〉

je relativně úzkou množinou
funkćı, ve které vystač́ıme s klasickou matematickou analýzou (viz 11.7.36a – 36ℓ).
T́ım v́ıce je zaj́ımavé, že H1(a, b) ⊂ AC0

〈
a, b
〉
.

11.7.32. Poznámka. (a) Pokud u ∈ C0,1
〈
a, b
〉
, což je stručný zápis faktu, že

spojitá funkce u(x) splňuje na
〈
a, b
〉

Lipschitzovu podmı́nku

|u(x1) − u(x2)| ≤ L|x1 − x2| ∀x1, x2 ∈
〈
a, b
〉
,

potom je funkce na
〈
a, b
〉

také absolutně spojitá, přičemž δ = ε/L.

(b) Z nerovnosti (11.100) plyne hölderovská spojitost s exponentem λ = 1
2 funkćı

u ∈ H1(I):

|u(x) − u(y)| ≤ C
√

|x− y|‖u‖1,I ∀u ∈ H1(I).

Tuto nerovnost, kde nyńı C = 1, lze źıskat z Newton-Leibnizovy formule (11.101):

u(y) − u(x) =

∫ y

x

u′(t) dt ≤ √
y − x|u|1,I ≤ √

y − x‖u‖1,I .

(c) Funkce u ∈ H1(I) je na intervalu I =
〈
a, b
〉

také stejnoměrně spojitá:

Polož́ıme-li δ = ε2/‖u‖2
1,I , potom pro |x− y| < δ plat́ı |u(x) − u(y)| < ε.

(d) Funkce f(x) =
√
x (parabola x = y2 s vrcholem v počátku) nesplňuje Lip-

schitzovu podmı́nku na
〈
0, ℓ
〉
; nicméně f(x) ∈ AC0

〈
0, ℓ
〉

(je-li ε < 1, stač́ı položit

δ = ε2). Plat́ı (f ′(x))2 = 1/x; odtud f(x) /∈ H1(0, ℓ), takže AC0
〈
0, ℓ
〉
⊃ H1(0, ℓ).

// Funkce f(x) =
√
x je také stejnoměrně spojitá na I =

〈
0, ℓ
〉

s δ opět δ = ε2.

11.7.33. Př́ıklad. a) Funkce u ∈ Hk(I) nemaj́ı obecně spojitou derivaci. Nej-
jednodušš́ım př́ıkladem takové funkce je “stř́ı̌ska” na intervalu (0, ℓ)

u(x) =

{ √
3

2
x pro x ∈ (0, 1

2
ℓ
〉
,

ℓ−
√

3
2
x jinde.

Je to funkce z H1
0 (0, ℓ).

b) Obecněǰśım př́ıkladem funkce u ∈ H1
0 (0, ℓ) je “nekonečná pila s výškami

zub̊u, které konverguj́ı k nule”: Rozp̊uĺıme interval (0, ℓ) a na jeho levé polovině
definujeme stř́ı̌sku
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u(x) =

{ √
3

2 x pro x ∈ (0, 1
4ℓ
〉
,

1
2
ℓ−

√
3

2
x pro x ∈

〈
1
4
ℓ, 1

2
ℓ);

zbývaj́ıćı část ( 1
2
ℓ, ℓ) rozděĺıme bodem [ 3

4
ℓ, 0] na dvě části a nad jeho levou část́ı

sestroj́ıme stř́ı̌sku, která spolu s úsečkou
〈

1
2
ℓ, 3

4
ℓ
〉

tvoř́ı rovnostranný trojúhelńık,
jehož plošný obsah je roven jedné čtvrtině plošného obsahu rovnostranného troj-
úhelńıka nad úsečkou

〈
0, 1

2
ℓ
〉
. Zbývaj́ıćı část ( 3

4
ℓ, ℓ) opět rozp̊uĺıme a nad jeho levou

část́ı sestroj́ıme rovnostranný trojúhelńık, atd. // T́ımto spočetně nekonečným
procesem vyvoř́ıme “pilovitou” funkci u(x), pro kterou plat́ı

∫ ℓ

0

(u′(x))2 dx =
(√

3
)2

= 3,

takže u ∈ H1
0 (0, ℓ).

c) Když nad stejným děleńım zleva uzavřeného intervalu
〈
0, ℓ) sestroj́ıme “pilu”,

jej́ıž zuby maj́ı stejnou výšku, pak
∫ ℓ

0
(u′(x))2 dx = +∞, takže u /∈ H1(0, ℓ).

11.7.34. Př́ıklad. Uvažujme funkci

u(x) = 1 −
√

1 − x2, x ∈
〈
0, 1
〉
.

Jej́ım grafem je pravá dolńı čtvrtina kružnice s poloměrem r = 1 a středem v bo-
dě [0, 1]. Dokážeme, že u /∈ H1(0, 1). Přesvědč́ıme se o tom př́ımým výpočtem

integrálu
∫ 1

0
(u′(x))2 dx: Je u′(x) = x/

√
1 − x2, takže

∫ 1

0

(u′(x))2 dx =

∫ 1

0

x2

1 − x2
dx =

∫ 1

0

(
− 1 +

1

2(1 − x)
+

1

2(1 + x)

)
dx = +∞.

Tedy u /∈ H1(0, 1). // Avšak funkce u je jak absolutně, tak stejnoměrně spojitá
na
〈
0, ℓ
〉
≡
〈
0, 1
〉
. Abychom to dokázali, zvolme libovolně ε > 0 a definujme xε

vztahem ε = ℓ− (ℓ−
√
ℓ2 − x2

ε) =
√
ℓ2 − x2

ε. Potom xε =
√
ℓ2 − ε2 a my můžeme

definovat δ = δ(ε) = ℓ − xε = ℓ −
√
ℓ2 − ε2, což vyhovuje jak definici absolutńı

spojitosti, tak definici stejnoměrné spojitosti. // Tento př́ıklad a př́ıklad uvedený
v Poznámce 11.7.32(d) ukazuj́ı, že absolutně spojité funkce, jejichž grafy maj́ı body
vratu, nepatř́ı do H1(0, ℓ). (Derivace u′(x) je v těchto bodech nekonečná.) �

Následuj́ıćı tvrzeńı je okamžitým d̊usledkem nerovnosti (11.99) ze Sobolevovy
věty o vnořeńı; vzhledem k jeho d̊uležitosti jej však formuluji v samostatné větě:

11.7.35. Věta (o stopách v R
1). Nechť u ∈ H1(I), kde I = (a, b) je konečný

interval. Potom pro každé ξ ∈
〈
a, b
〉

plat́ı:

|u(ξ)| ≤ ‖u‖C0[a,b] = max
x∈[a,b]

|u(x)| ≤ C‖u‖1,I . (11.104)

Tato nerovnost má zejména význam v krajńıch bodech intervalu I:

|u(a)| ≤ C‖u‖1,I , |u(b)| ≤ C‖u‖1,I . (11.105)
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Součtem obou nerovnost́ı (11.107) dostáváme “úplnou” větu o stopách:

|u(a)| + |u(b)| ≤ 2C‖u‖1,I . (11.106)

Tato R
1-analogie věty o stopách z R

N , která má tvar ‖Tu‖L2(Γ) ≤ C‖u‖H1(Ω)

(Γ ⊂ ∂Ω, measN−1Γ > 0, N ≥ 2), je pouze speciálńım př́ıpadem nerovnosti ze
Sobolevovy věty o vnořeńı, kdežto v R

N (N ≥ 2) je věta o stopách samostatnou
větou, protože Sobolevova věta o vnořeńı plat́ı v R

N až pro funkce u ∈ Hk(Ω), kde
k ≥ 2 (viz 11.7.37).

V 11.7.34 – 11.7.36h nyńı gvedu nejd̊uležitěǰśı výsledky (1) o monotónńıch funk-
ćıch, (2) o funkćıch s konečnou variaćı a (3) o absolutně spojitých funkćıch, které
jsem převzal z [Na, kap. VIII, §2 a §3 a kap. IX, §2]. Tyto výsledky pomohou čtenáři
lépe porozumnět Větě 11.7.36h.

11.7.34. Věta (Lebesgue). Je-li f(x)monotónńı funkce,16 která je zadaná na

segmentu
〈
a, b
〉
, potom téměř ve všech bodech x ∈

〈
a, b
〉

má konečnou (klasickou)

derivaci f ′(x). Tato derivace je měřitelná na
〈
a, b
〉
, přičemž

∫ b

a

f ′(x) dx ≤ f(b) − f(a),

takže f ′(x) je lebesgueovsky integrovatelná.17

11.7.36b. Definice. Nechť na segmentu
〈
a, b
〉

je dána konečná funkce f(x).

Rozdělme
〈
a, b
〉

na části body

x0 = a < x1 < · · · < xn = b

a sestavme součet

V =

n−1∑

k=0

|f(xk+1) − f(xk)|.

Supremum všech možných součt̊u V nazýváme totálńı variaćı funkce f(x) na seg-

mentu
〈
a, b
〉

a znač́ıme Vb
a(f). Pokud

Vb
a(f) < +∞,

potom ř́ıkáme, že funkce f(x) má na
〈
a, b
〉

konečnou variaci.

11.7.36c. Věta. Monotónńı funkce je funkćı s konečnou variaćı.

11.7.36d. Věta. Součet, rozd́ıl a součin dvou funkćı s konečnou variaćı je

funkce s konečnou variaćı. (Toto tvrzeńı plat́ı také pro pod́ıl f/g, je-li g 6= 0).

11.7.36e. Věta. Aby funkce f(x) byla funkćı s konečnou variaćı, je nutné

a stač́ı, aby se dala vyjádřit ve tvaru rozd́ılu dvou neklesaj́ıćıch funkćı. (Buď f1−f2,
nebo f2 − f1.)

Z této věty a z Lebesgueovy věty 11.7.34 plynou dva d̊usledky:

16Je vhodné si všimnout, že neńı vysloven předpoklad o spojitosti funkce f(x).
17Kdyby derivaci f ′(x) neexistovala téměř všude, nebyla by lebesgueovsky integrovatelná.
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11.7.36f. Důsledek. Má-li funkce f(x) konečnou variaci na
〈
a, b
〉
, potom v té-

měř každém bodě x ∈
〈
a, b
〉

existuje konečná (klasická) derivace f ′(x), která je

lebesgueovsky integrovatelnou funkćı.

11.7.36g. Důsledek. Množina bod̊u nespojitosti funkce s konečnou variaćı je

nanejvýš spočetná. V každém bodě nespojitosti xi existuj́ı obě limity

f(xi + 0) = lim
x→xi

f(x) (x > xi), f(xi − 0) = lim
x→xi

f(x) (x < xi). (11.107)

11.7.36h. Věta. Absolutně spojitá funkce f(x) zadaná na
〈
a, b
〉

má na
〈
a, b
〉

konečnou variaci, takže má v téměř všech bodech x ∈
〈
a, b
〉

konečnou (klasickou)

derivaci f ′(x), která je na
〈
a, b
〉

lebesgueovsky integrovatelnou funkćı.

D̊ukaz. Najděme takové δ > 0, že pro každou soustavu disjunktńıch interval̊u
{(ak, bk)}, které splňuj́ı

∑n
k=1(bk − ak) < δ, bude

n∑

k=1

|f(bk) − f(ak)| < 1.

Vzhledem k tomu, že f(x) je absolutně spojitá, lze takové δ > 0 naj́ıt. Rozdělme〈
a, b
〉

body
c0 = a < c1 < c2 < · · · < cN = b

na části, které splňuj́ı

ck+1 − ck < δ (k = 0, 1, . . . , N − 1);

zde N záviśı na δ > 0. Potom při každém rozkladu segmentu
〈
ck, ck+1

〉
na takové

části, že součet absolutńıch př́ır̊ustk̊u na těchto částech je menš́ı než jedna, bude

Vck+1
ck

(f) ≤ 1,

takže
Vb

a(f) ≤ N

čili f(x) má na
〈
a, b
〉

konečnou variaci. Zbytek tvrzeńı věty plyne z předchoźıch
část́ı a – h. �

Ještě z̊ustanu u absolutně spojitých funkćı a připoj́ım daľśı věty opět z [Na];
tentokrát z [Na, kap IX, §4] o neurčitém Lebesguově integrálu, který je dán vztahem

Φ(x) = C +

∫ x

a

f(t) dt, (11.108)

kde C ∈ R
1 je libovolná konstanta a f(x) lebesgueovsky integrovatelná funkce.

Z [Na, kap IX, §4] vyb́ırám prvńı dvě věty a čtvrtou:

11.7.36i. Věta. Neurčitý Lebesgue̊uv integrál Φ(x) je absolutně spojitou funkćı.
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11.7.36j. Věta. Derivace neurčitého integrálu (11.108) je téměř všude rovna

integrandu f(x), tj. Φ′(x) = f(x) čili

d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x).

11.7.36k. Věta. Je-li bod x ∈ (a, b) bodem spojitosti funkce f(t), potom má

funkce Φ(x) v tomto bodě (klasickou) derivaci.

Věta 11.7.36i je pouhým d̊usledkem věty o absolutńı spojitosti Lebesgueova in-
tegrálu (viz Větu P.1 na str. 114), kdežto d̊ukaz Věty 11.7.36j je v [Na] téměř na
tři strany.

Vypočtěme nyńı zobecněnou derivaci funkce (11.108). Z Vět 11.7.36i a 11.7.36h
plyne, že funkce Φ(x) má v téměř všech bodech x ∈

〈
a, b
〉

konečnou klasickou deri-

vaci Φ′(x). Nechť derivace Φ′(x) neexistuje v bodech x1, x2, . . . , xn, . . . . Tedy při
našem výpočtu zobecněné derivace funkce Φ(x) můžeme psát (poč́ıtáme zobecněnou
derivaci na I):

∫ b

a

Φ(x)ϕ′(x) dx =

∫ x1

a

Φ(x)ϕ′(x) dx+
∑

i

∫ xi+1

xi

Φ(x)ϕ′(x) dx . (11.109)

Na intervalech (a, x1), (x1, x2), . . . má funkce Φ(x) ve všech bodech klasickou
derivaci, takže na těchto intervalech můžeme už́ıt riemannovskou integraci per
partes (už́ıváme zde také Větu 11.7.36j, podle které Φ′(x) = f(x)):

∫ xi+1

xi

Φ(x)ϕ′(x) dx =
[
Φ(x)ϕ(x)

]xi+1

xi
−
∫ xi+1

xi

f(x)ϕ(x) dx . (11.110)

Sečteme-li vztahy (11.110) přes všechna i a užijeme-li toho, že ϕ(a) = ϕ(b) = 0,
dostaneme z (11.109) a (11.110) výsledek

∫ b

a

Φ(x)ϕ′(x) dx = −
∫ b

a

f(x)ϕ(x) dx ∀ϕ ∈ C∞
0 (I) . (11.111)

Tedy funkce f(x) je zobecněnou derivaćı svého neurčitého integrálu Φ(x) daného vz-
tahem (11.108), která je rovna klasické derivaci. Je-li funkce f(x) v tomto vztahu
spojitá (nebo aspoň po částech spojitá), potom na pravé straně (11.108) je Rie-
mann̊uv integrál (či součet Riemannových integrál̊u).

Posledńı věta o absolutně spojitých funkćıch je zobecněńım Newton-Leibnizova
vzorce

F (x) = F (a) +

∫ x

a

F ′(t) dt. (11.112)

který se použ́ıvá při integrováńı spojitě diferencovatelných funkćı v elementárńı
matematické analýze. Tento výsledek, který přeb́ırám z [KF2, str. 378], jsem pro
funkce u ∈ H1(I) dokázal ve Větě 11.7.30. Věta 11.7.36ℓ však plat́ı v AC0(I) ⊃
H1(I):

11.7.36ℓ. Věta (Lebesgue). Derivace F ′ absolutně spojité funkce F , defino-

vané na intervalu
〈
a, b
〉
, je lebesgueovsky integrovatelná na tomto intervalu a pro

každý bod x ∈
〈
a, b
〉

plat́ı
∫ x

a

F ′(t) dt = F (x) − F (a) . (11.113)
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Věta 11.7.36ℓ vlastně také tvrd́ı, že mezi všemi funkcemi s konečnou variaćı
právě jen u absolutně spojitých funkćı je derivace v obvyklém smyslu totožná se
zobecněnou derivaćı (či s derivaćı ve smyslu distribućı).

Věty 11.7.36i a 11.7.36ℓ ukazuj́ı, že právě jen absolutně spojité funkce jsou
neurčitými Lebesgueovými integrály (s přesnost́ı až na integračńı konstantu) své
derivace.

11.7.37. Poznámka. V př́ıpadě N = 2 a N = 3 plat́ı tato Sobolevova věta o
vnořeńı: Nechť hranice ∂Ω oblasti Ω má lipschitzovsky spojitou hranici. Potom (je-
li funkce u př́ıpadně vhodně změněna na množině mı́ry nula) plat́ı H2(Ω) ⊂ C0(Ω),
přičemž ‖u‖C0(Ω) ≤ C‖u‖H2(Ω) pro všechny funkce u ∈ H2(Ω). // Protože tuto větu

nebudeme už́ıvat, neobjasňuji pojem lipschitzovsky spojité hranice. Uvád́ım tuto
větu proto, aby byl vidět velký rozd́ıl mezi N = 1 a N ≥ 2 v př́ıpadě Sobolevových
prostor̊u.

11.7.38. Př́ıklad (funkce ln(r−1) v R
N , kde N = 1, 2, 3). Nechť

KR = {[x1, . . . , xN ] : x2
1 + · · · + x2

N < R2, 0 < R < 1}.

Položme pro stručnost r =
√
x2

1 + · · · + x2
N . Plat́ı

ln
1

r
∈ H1(KR) pro N = 3, ln

1

r
∈ L2(KR) pro N = 2. (11.114)

Pro N = 1 neńı funkce ln (1/r) na intervalu KR v̊ubec definována. // Ověřme
relaci (11.114) v př́ıpadě N = 3. Transformaćı do sférických souřadnic

x1 = ̺ cosϕ sinϑ, x2 = ̺ sinϕ sinϑ, x3 = ̺ cosϑ,

kde ̺ ∈
〈
0, R

〉
, ϕ ∈

〈
0, 2π

〉
, ϑ ∈

〈
0, π
〉
, snadno zjist́ıme, že

∥∥∥ ln
1

r

∥∥∥
2

0,KR

= lim
ε→0+

∫ R

ε

{∫ 2π

0

{∫ π

0

(
ln

1

̺

)2

̺2 sinϑ dϑ

}
dϕ

}
d̺ .

Pro ̺ ∈ (0, R
〉

je 1
̺ > 1, takže (ln 1

̺ )2 < 1
̺2 . Odtud

∥∥∥ ln
1

r

∥∥∥
2

0,KR

<

∫ R

0

{∫ 2π

0

{∫ π

0

sinϑ dϑ

}
dϕ

}
d̺ = 4πR .

Dále,
∂

∂xi

(
ln

1

r

)
= − ∂

∂xi
ln r = −1

r

∂r

∂xi
= −xi

r2
,

takže
N∑

i=1

[
∂

∂xi

(
ln

1

r

)]2
=

1

r2
. (11.115)

Pro N = 3 odtud plyne transformaćı do sférických souřadnic
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3∑

i=1

∥∥∥∥
∂

∂xi

(
ln

1

r

)∥∥∥∥
2

0,KR

=

∫ R

0

{∫ 2π

0

{∫ π

0

sinϑ dϑ

}
dϕ

}
d̺ = 4πR .

T́ım jsme ověřili (11.114) pro N = 3. // Pro N = 2 z (11.114) plyne transformaćı
do polárńıch souřadnic

2∑

i=1

∥∥∥∥
∂

∂xi

(
ln

1

r

)∥∥∥∥
2

0,KR

= 2π lim
ε→0+

∫ R

ε

1

̺
d̺→ ∞,

takže ln 1
r /∈ H1(KR), kde jsme v př́ıpadě N = 2 položili KR = KR. Dále

∥∥∥ ln
1

r

∥∥∥
2

0,KR

= lim
ε→0+

∫ R

ε

{∫ 2π

0

(
ln

1

̺

)2

̺ dϕ

}
d̺ = 2π lim

ε→0+

∫ R

ε

̺(ln ̺)2 d̺ .

Dvoj́ı integraćı per partes snadno zjist́ıme, že
∫
̺ (ln̺)2 d̺ =

1

2

[
(̺ ln ̺)2 − ̺2 ln ̺+

1

2
̺2
]

=
1

2

[(
̺ ln

1

̺

)2

+ ̺2 ln
1

̺
+

1

2
̺2
]
.

Protože

lim
̺→0+

̺ ln
1

̺
= lim

̺→0+

ln 1
̺

1
̺

= lim
̺→0+

−̺ 1
̺2

− 1
̺2

= 0,

dostáváme z předchoźıho ln 1
r ∈ L2(KR). Je však ln 1

r /∈ H1(KR), protože

2∑

i=1

∥∥∥∥
∂

∂xi

(
ln

1

r

)∥∥∥∥
2

0,KR

= 2π lim
ε→0+

∫ R

ε

1

̺
d̺→ ∞.

Různé výsledky (11.114)1,2 vysvětluje N -rozměrná věta o stopách: Kruh KR mů-
žeme interpretovat jako pr̊unik koule KR s rovinou x3 = 0, takže ln 1

r
∈ L2(KR) je

stopa funkce ln 1
r ∈ H1(KR) v rovině x3 = 0. V tomto př́ıpadě má věta o stopách

obecně tvar ‖Tu‖L2(KR) ≤ C‖u‖H1(Kr), kde Tu je stopa funkce u, tj. Tu = u|KR
.

Vid́ıme, že naše výsledky jsou v souhlasu s větou o stopách: ln 1
r ∈ H1(KR),

T
(

ln 1
r

)
∈ L2(KR). �

11.8. Ještě Friedrichsova nerovnost v př́ıpadě N = 1

V podkap. 11.2 jsem uvedl Lemma 11.2.5, které zde opakuji jako Lemma 11.8.1:

11.8.1. Věta (Friedrichsova nerovnost v H1
0 (0, ℓ)). Plat́ı

‖u‖2
1 ≤ C0

∫ ℓ

0

(
du

dx

)2

dx = C0|u|21 ∀u ∈ H1
0 (0, ℓ), (11.116)

kde kladná konstanta C0 nezáviśı na funkci v ∈ H1
0 (0, ℓ).

Toto lemma jsem v podkap. 11.2 dokázal za předpokladu, že u je spojitá funkce
se spojitou derivaćı u′. Tento d̊ukaz nyńı rozš́ı̌ŕım na př́ıpad pilovité funkce z Př́ı-
kladu 11.7.33b a všechny ostatńı funkce z H1

0 (0, ℓ) (jsou totiž všechny absolutně
spojité). Důkaz je přitom snadný: Uveďme opět vztahy (11.28), (11.29):

g(x) = cos
πx

4ℓ
, (11.28)

v =
u

g
, čili u = gv. (11.29)
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Následuj́ıćı vztah (11.30) zřejmě plat́ı ve všech bodech, kde existuje derivace naš́ı
pilovité funkce u(x) (v těchto bodech také existuje derivace v′(x))

(u′)2 = ((gv)′)2 = g2(v′)2 + 2vv′gg′ +v2(g′)2 = g2(v′)2 + (v2gg′)′−v2gg′′, (11.30)

takže v těchto bodech plat́ı

(v2gg′)′ − v2gg′′ ≤ (u′)2. (11.31)

Vztah (11.31) neplat́ı pouze ve spočetně mnoha bodech, které tvoř́ı vrcholy trojúhel-
ńıkových zub̊u naš́ı pily. Proto můžeme podle věty 11.7.36h integrovat nerovnost
(11.31) v meźıch od 0 do ℓ. Dostaneme

[
v2gg′

]ℓ
0
−
∫ ℓ

0

v2gg′′ dx ≤
∫ ℓ

0

(u′)2 dx. (11.32)

Zbytek d̊ukazu je už stejný jako na str. 63; přesto jej pro účely této podkapitoly
zopakujeme: Podle (11.28) je

g′′ = − π2

16ℓ2
g, (11.33)

takže

v2gg′′ = − π2

16ℓ2
v2g2 = − π2

16ℓ2
u2. (11.34)

Konečně podle (11.2)

[
v2gg′

]ℓ
0

=

[
v2g2 g

′

g

]ℓ

0

=

[
u2 g

′

g

]ℓ

0

= 0. (11.35)

Z (11.32), (11.34) a (11.35) plyne

π2

16ℓ2

∫ ℓ

0

u2 dx ≤
∫ ℓ

0

(u′)2 dx. (11.36)

Přičteme-li k oběma stranám (11.36) výraz π2

16ℓ2 |u|21, dostaneme po jednoduché

úpravě nerovnost (11.116), kde C0 = 1 + 16ℓ2/π2. �

T́ım jsme se vyrovnali s Friedrichsovou nerovnost́ı v př́ıpadě Sobolevova prostoru
H1

0 (0, ℓ). (Jiný př́ıstup k Friedrichsovým nerovnostem viz v závěru podkap. 11.15.)

11.8.2. Lemma. Nechť u ∈ H1(I), kde I = (a, b) je konečný interval. Když

u(a) = 0, tak

|u(b)|2 ≤ (b− a)|u|21,I . (11.117)

Když u(b) = 0, tak

|u(a)|2 ≤ (b− a)|u|21,I . (11.118)

D̊ukaz. Důkaz vedu v př́ıpadě a = 0 a b = ℓ, abych mohl v d̊ukazu věty 11.8.3
navázat na text uvedený na předchoźı straně. Když u(0) = 0, tak podle Věty
11.7.30 (Newton-Leibnizova formule v H1(I)) plat́ı
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u(ℓ) =

∫ ℓ

0

u′(x) dx.

Povyšme tento vztah na druhou a užijme Schwarzovu nerovnost:

u2(ℓ) =

(∫ ℓ

0

u′(x) dx

)2

≤
∫ ℓ

0

12 dx

∫ ℓ

0

(
u′(x)

)2
dx = ℓ|u|21,I .

T́ım jsme dostali vztah (11.117). Když u(ℓ) = 0, tak podle Věty 11.7.30 plat́ı

−u(0) =

∫ ℓ

0

u′(x) dx.

Povýšeńım na druhou dostaneme nyńı pomoćı Schwarzovy nerovnosti (11.118). �

11.8.3. Věta (Friedrichsova nerovnost). Nechť u ∈ H1(I), kde I = (a, b)
je konečný interval. Když v jednom z krajńıch bod̊u je funkce u rovna nule, potom

‖u‖2
1,I ≤ C|u|21,I . (11.119)

D̊ukaz. (a) Nechť u(0) = 0 (kde a = 0). Navážeme na text z předchoźı strany,

který konč́ı vztahem (11.34). Protože g′

g = − π
4ℓ tan πx

4ℓ , mı́sto (11.35) nyńı máme

[
u2 g

′

g

]ℓ

0

= − π

4ℓ
u2(ℓ) . (11.35*)

Z (11.32), (11.34) a (11.35*) plyne

π2

16ℓ2

∫ ℓ

0

u2 dx ≤
∫ ℓ

0

(u′)2 dx+
π

4ℓ
u2(ℓ) . (11.36*)

Užit́ım prvńı části Lemmatu 11.8.2 nyńı z (11.36*) dostaneme

π2

16ℓ2 ‖u‖2
0,I ≤ (1 + π

4 )|u|21,I .

Přičteme-li k oběma stranám této nerovnosti výraz π2

16ℓ2
|u|21, dostaneme (11.119).

(b) Nechť nyńı u(ℓ) = 0 (kde b = ℓ). Potom mı́sto funkce (11.28) uvažujeme
funkci

g(x) = cos
π(x− ℓ)

4ℓ
, (11.28*)

Všechny vztahy až do (11.34) včetně z̊ustávaj́ı beze změny. Mı́sto (11.35) (resp.
(11.35*)) dostaneme [

u2 g
′

g

]ℓ

0

= − π

4ℓ
u2(0) . (11.35**)

Z (11.32), (11.34) a (11.35**) plyne

π2

16ℓ2

∫ ℓ

0

u2 dx ≤
∫ ℓ

0

(u′)2 dx+
π

4ℓ
u2(0) . (11.36**)

Užit́ım druhé části Lemmatu 11.8.2 nyńı opět snadno dostaneme (11.119). �
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11.8.4. Poznámka. Vraťme se k d̊ukazu Lemmatu 11.8.2: Nechť 0 ≤ ξ ≤ ℓ
a nechť u ∈ H1(0, ℓ), přičemž u(a) = 0. Potom podle Věty 11.7.30 plat́ı

u(ξ) =

∫ ξ

0

u′(x) dx.

Povyšme tento vztah na druhou a užijme Schwarzovu nerovnost:

u2(ξ) =

(∫ ξ

0

u′(x) dx

)2

≤
∫ ℓ

0

12 dx

∫ ℓ

0

(
u′(x)

)2
dx = ℓ|u|21,I .

T́ım jsme dostali speciálńı př́ıpad Sobolevovy věty o vnořeńı v podprostoru VM1 =
{u ∈ H1(0, ℓ) : u(0) = 0} prostoru H1(0, ℓ):

|u(ξ)| ≤
√
ℓ|u|1,I ∀ξ ∈

〈
0, ℓ
〉
.

Tentýž speciálńı př́ıpad plat́ı v podprostoru VM2 = {u ∈ H1(0, ℓ) : u(ℓ) = 0}.

11.9. Ještě k zobecněnému principu virtuálńı práce

Uvažujme okrajový problém ODR2, který je zobecněńım problému (11.1), (11.2):

− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u = f(x) ∀x ∈ (0, ℓ), (11.120)

u(0) = u(ℓ) = 0 . (11.121)

Předpokládáme, že q ∈ C0
〈
0, ℓ
〉

a q(x) ≥ 0 ∀x ∈
〈
0, ℓ
〉
. Stejným zp̊usobem jako

jsme źıskali vztah (11.5) dostaneme

∫ ℓ

0

p(x)
du

dx

dv

dx
dx+

∫ ℓ

0

q(x)uv dx =

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx ∀v ∈ H1
0 (0, ℓ). (11.122)

Funkci u ∈ H1
0 (0, ℓ), která splňuje vztah (11.122), opět nazýváme slabým řešeńım

okrajového problému (11.120), (11.121).
Vztah (11.122) budeme nazývat jako vztah (11.5) zobecněným (nebo abstraktńım)

principem virtuálńı práce. Na začátku kap. 11 jsem sĺıbil, že podrobnosti o tomto
principu uvedu v podkap. 11.9, tj. zde.

Nejprve uvedeme ODR typu (11.120) pro zavěšený pružný drát, jehož pr̊uřez
má plochu S. Na element drátu délky ∆x p̊usob́ı podle principu akce-reakce dvě
śıly −F (x) a F (x + ∆x); prvńı na horńı řez o souřadnici x, druhá na dolńı řez
o souřadnici x+ ∆x (oba tyto řezy jsou základnami našeho elementu). Na element
p̊usob́ı dále jeho t́ıha f(x)∆x a distribuovaná pružná śıla Tpr = −q(x)u(x) [Nm−1].
Součet všech sil, které p̊usob́ı na element, je roven nule:

−F (x) + F (x+ ∆x) − q(x)u∆x+ f(x)∆x = 0. (11.123)

Předpokládáme-li, že F (x) je diferencovatelná funkce, plat́ı

F (x+ ∆x) = F (x) +
dF (x)

dx
∆x+O(∆x2). (11.124)
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Dosaďme (11.124) do (11.123) a výsledek podělme ∆x. Dostaneme

−dF (x)

dx
+ q(x)u(x) = f(x). (11.125)

Předpokládáme, že napět́ı σ je rovnoměrně rozloženo na kolmém řezu drátu S.
Potom σ = F/S. Podle Hookova zákona plat́ı σ = Eε, kde E je modul pružnosti
drátu v tahu a ε = du(x)/dx je deformace drátu. Tedy

dF (x)

dx
=

d(Sσ)

dx
=

d

dx

(
ES

du

dx

)
.

Dosazeńım tohoto výrazu do (11.125) dostáváme tuto ODR2 pro funkci u(x):

− d

dx

(
ES

du

dx

)
+ qu = f . (11.126)

Srovnáńım s rovnićı (11.120) dostáváme tento fyzikálńı význam funkce p: p(x) =
ES. Rovnice (11.122) bude pak mı́t tvar

∫ ℓ

0

(
ES

du

dx

dv

dx
+ q(x)uv

)
dx =

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx ∀v ∈ Y, (11.127)

kde Y je prostor testovaćıch funkćı, který v př́ıpadě okrajových podmı́nek (11.121)
má tvar Y = H1

0 (0, ℓ). V př́ıpadě těchto okrajových podmı́nek hledáme řešeńı u
také v H1

0 (0, ℓ).
Proberme ostatńı př́ıpady okrajových podmı́nek. (1) Př́ıpad

u(0) = a, u(ℓ) = b, (11.128a)

kde alespoň jedno z č́ısel a, b je r̊uzné od nuly. Zde opět Y = H1
0 (0, ℓ) a řešeńı u

hledáme ve varietě

W = {w ∈ H1(0, ℓ) : w(0) = a, w(ℓ) = b}. (11.128b)

Okrajové podmı́nky (11.121), resp. (11.128a) nazýváme hlavńımi okrajovými podmı́n-

kami (anglicky obvykle essential boundary conditions).
(2a) Př́ıpad, kdy je pouze v jednom krajńım bodě (x = 0 nebo x = ℓ) předepsána

hlavńı okrajová podmı́nka. Nechť pro určitost u(0) = a, kde a ∈ R
1 (tj. a může

být r̊uzné od nuly, nebo rovno nule). Nechť v bodě x = ℓ je předepsána śıla
Fℓ = ESu′(ℓ), která jako vektor lež́ı na ose x. Potom rovnice vyjadřuj́ıćı princip
virtuálńı práce má tvar

∫ ℓ

0

(
ES

du

dx

dv

dx
+ q(x)uv

)
dx =

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx+ Fℓv(ℓ) ∀v ∈ Y, (11.129a)

kde prostor testovaćıch funkćı je tvaru

Y = {v ∈ H1(0, ℓ) : v(0) = 0} (11.129b)
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a řešeńı u hledáme ve varietě

W = {w ∈ H1(0, ℓ) : w(0) = a}. (11.129c)

Poznámka: Odvod́ıme vztah (11.129a). Vynásob́ıme rovnici (11.126) testovaćı
funkćı v ∈ Y a prvńı člen na levé straně źıskaného vztahu integrujeme per partes:

−
∫ ℓ

0

(ESu′)v dx = −
[
ESu′v

]ℓ
0

+

∫ ℓ

0

ESu′v′ dx.

Protože ESu′(ℓ) = Fℓ a v(0) = 0, dostáváme odtud vztah (11.129a).

(2b) Nechť je nyńı hlavńı okrajová podmı́nka předepsána v bodě x = ℓ, tj.
u(ℓ) = b, kde b ∈ R

1. Nechť v bodě x = 0 je předepsána śıla F0 = ESu′(0), která
jako vektor lež́ı na ose x. Potom rovnice vyjadřuj́ıćı princip virtuálńı práce má tvar

∫ ℓ

0

(
ES

du

dx

dv

dx
+ q(x)uv

)
dx =

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx− F0v(0) ∀v ∈ Y, (11.130a)

kde prostor testovaćıch funkćı je tvaru

Y = {v ∈ H1(0, ℓ) : v(ℓ) = 0} (11.130b)

a řešeńı u hledáme ve varietě

W = {w ∈ H1(0, ℓ) : w(ℓ) = b}. (11.130c)

(3) Nechť neńı předepsána žádná hlavńı okrajová podmı́nka. Nechť v bodě
x = 0, resp. x = ℓ je předepsána śıla F0, resp.Fℓ; obě śıly jako vektory lež́ı na
ose x. Nechť konečně funkce q(x) neńı identicky rovna nule. (Protože funkce q(x)
je spojitá, existuje bod xq ∈ (0, ℓ), v jehož okoĺı je q(x) > 0.) Potom rovnice
vyjadřuj́ıćı princip virtuálńı práce má tvar

∫ ℓ

0

(
ES

du

dx

dv

dx
+ q(x)uv

)
dx =

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx− F0v(0) + Fℓv(ℓ) ∀v ∈ Y,

(11.131a)
kde prostor testovaćıch funkćı je tvaru

Y = H1(0, ℓ), (11.131b)

a řešeńı u hledáme ve stejném prostoru

W = Y = H1(0, ℓ). (11.131c)

Poznámka: Vztahy, kterými jsou v krajńıch bodech předepsány śıly F0 a Fℓ,
tj. vztahy

ESu′(0) = F0, ESu′(ℓ) = Fℓ,

se nazývaj́ı přirozené okrajové podmı́nky (natural boundary conditions). Pokud
je śıla předepsána pouze v jednom krajńım bodě, hovoř́ıme o přirozené okrajové

91



podmı́nce předepsané v tomto bodě, protože hodnota řešeńı u se v tomto bodě
“nastav́ı” přirozeným zp̊usobem.

(4) Nechť jsou v obou krajńıch bodech x = 0 a x = ℓ opět předepsány přirozené
okrajové podmı́nky ESu′(0) = F0 a ESu′(ℓ) = Fℓ a nechť nav́ıc q(x) ≡ 0. Potom
rovnice vyjadřuj́ıćı princip virtuálńı práce má tvar

∫ ℓ

0

ES
du

dx

dv

dx
dx =

∫ ℓ

0

f(x)v(x) dx− F0v(0) + Fℓv(ℓ) ∀v ∈ Y, (11.132a)

kde opět Y = H1(0, ℓ). V tomto př́ıpadě muśı zadané śıly splňovat tuto rovnici
rovnováhy

Fℓ − F0 +

∫ ℓ

0

f(x) dx = 0, (11.132b)

která plyne z (11.132a), protože v = K = const nálež́ı do H1(0, ℓ). V tomto př́ıpadě
řešeńı u ∈ H1(0, ℓ) je určeno až na libovolnou konstantu, která vyjadřuje posunut́ı

tuhého tělesa jako celku.

11.10. Neumannovy okrajové podmı́nky
V předchoźı podkapitole jsme si všimli Neumannových okrajových podmı́nek,

kterým se někdy ř́ıká silové, protože reprezentuj́ı p̊usob́ıćı śıly; častěji se však o nich
mluv́ı jako o přirozených (resp. nestabilńıch) okrajových podmı́nkách. Nyńı tyto
podmı́nky zanalyzujeme d̊ukladně. // Uvažujme obecnou ODR 2. řádu

− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u = f(x) ∀x ∈ (0, ℓ), (11.133)

na uzavřeném intervalu
〈
0, ℓ
〉
, kde ℓ < +∞. (Daný interval neznač́ıme

〈
a, b
〉
,

protože symboly a, b využijeme jinak.) O funkćıch p(x), q(x) předpokládáme

p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ q0 > 0 ∀x ∈
〈
0, ℓ
〉
. (11.134)

přičemž p ∈ C1
〈
0, ℓ
〉

a q ∈ C0
〈
0, ℓ
〉
. Dále předpokládáme, že f ∈ L2(0, ℓ).

Předepǐsme nehomogenńı Neumannovy okrajové podmı́nky tvaru

p(0)u′(0) = F0, p(ℓ)u′(ℓ) = Fℓ, (11.135)

kde F0 a Fℓ jsou daná reálná č́ısla. Z předpoklad̊u (11.134) plyne, že symetrická
bilineárńı forma

a(w, v) =

∫ ℓ

0

(
p(x)w′(x)v′(x) + q(x)w(x)v(x)

)
dx (11.136)

je jak H1(0, ℓ)-eliptická, tak V -eliptická, kde jako obvykle znač́ıme

V := H1
0 (0, ℓ).

Dokáže se to snadno:

a(w,w) ≥ p0‖w′‖2
0 + q0‖w‖2

0 ≥ min
{
p0, q0

}
‖w‖2

1.
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Dále: lineárńı forma

L(v) :=

∫ ℓ

0

v(x)f(x) dx− F0v(0) + Fℓv(ℓ) (11.137)

je ohraničená na H1(0, ℓ), protože

|L(v)| =

∣∣∣∣
∫ ℓ

0

v(x)f(x) dx− F0v(0) + Fℓv(ℓ)

∣∣∣∣ ≤

≤ ‖f‖0‖v‖0 + (|F0| + |Fℓ|) max
x∈<0,ℓ>

|v(x)| ≤ ‖f‖0‖v‖1 + (|F0| + |Fℓ|)‖v‖1;

posledńı odhad plyne z Věty 11.7.29 (což je Sobolevova věta o vnořeńı prostoru
H1(0, ℓ) do prostoru spojitých funkćı C0

〈
0, ℓ
〉
):

max
x∈<0,ℓ>

|v(x)| ≡ ‖v‖C0<0,ℓ> ≤ C‖v‖1.

Po těchto př́ıpravných úvahách zvolme prostor testovaćıch funkćı

MN = H1(0, ℓ), (11.138)

násobme rovnici (11.133) libovolnou funkćı v ∈ MN a výsledek integrujme přes
interval

〈
0, ℓ
〉
:

∫ ℓ

0

{
−
(
p(x)u′(x)

)′
v(x) + q(x)u(x)v(x)

}
dx =

∫ ℓ

0

v(x)f(x) dx. (11.139)

Prvńı člen na levé straně (11.139) integrujme per partes a potom užijme zadané
Neumannovy okrajové podmı́nky (11.135):

−
∫ ℓ

0

(
p(x)u′(x)

)′
v(x) dx = −

[
p(x)u′(x)v(x)

]ℓ
0

+

∫ ℓ

0

p(x)u′(x)v′(x) dx =

= −Fℓv(ℓ) + F0v(0) +

∫ ℓ

0

p(x)u′(x)v′(x) dx.

Dosad́ıme-li tento výsledek do (11.139) a užijeme-li (11.136) a (11.137), dostaneme
slabou formulaci okrajového problému (11.133), (11.135) ve standardńım tvaru:
Naj́ıt u ∈MN ≡ H1(0, ℓ) tak, aby platilo

a(u, v) = L(v) ∀v ∈MN , (11.140)

kde formy a(u, v) a L(v) jsou dány vztahy (11.136) a (11.137). Již v́ıme, že symet-
rické bilineárńı forma a(w, v) je v d̊usledku (11.134) H1(0, ℓ)-eliptická a že lineárńı
forma L(v) je ohraničená na H1(0, ℓ). Pro naše účely zbývá dokázat, že bilineárńı
forma a(w, v) je ohraničená na H1(0, ℓ) ×H1(0, ℓ). To neńı obt́ıžné:

|a(w, v)| ≤
∣∣∣∣
∫ ℓ

0

pw′v′ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
∫ ℓ

0

qwv dx

∣∣∣∣ ≤

≤ ‖p‖C0<0,ℓ>‖w′‖0‖v′‖0 + ‖q‖C0<0,ℓ>‖w‖0‖v‖0 ≤
≤ max

{
‖p‖C0<0,ℓ>, ‖q‖C0<0,ℓ>

}
‖w‖1‖v‖1.

Jsou tedy splněny všechny předpoklady následuj́ıćı věty, která je obdobou Věty
11.2.4:
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11.10.1. Věta (o existenci a jednoznačnosti řešeńı slabé formulace
s Neumannovými okrajovými podmı́nkami). Je-li bilineárńı forma a(z, v)
ohraniěená na H1(0, ℓ) ×H1(0, ℓ), tj.

|a(z, v)| ≤M‖z‖1‖v‖1 ∀z, v ∈ H1(0, ℓ) (M = const), (11.141)

kde

‖v‖1 =

√∫ ℓ

0

{
v2 +

(dv

dx

)2
}

dx, (11.142)

a H1(0, ℓ)-eliptická, tj.

a(v, v) ≥ β‖v‖2
1 ∀v ∈ H1(0, ℓ) (β = const > 0), (11.143)

a je-li lineárńı forma L(v) ohraničená na H1(0, ℓ), tj.

|L(v)| ≤ K‖v‖1 ∀v ∈ H1(0, ℓ) (K = const), (11.144)

potom existuje právě jedna funkce u ∈ H1(0, ℓ), která splňuje vztah (11.140).

D̊ukaz. Stejně jako v př́ıpadě věty 11.2.4 je tvrzeńı věty 11.10.1 okamžitým
d̊usledkem Lax-Milgramovy věty (viz 11.2.1), ve které stač́ı nyńı položit

H = H1(0, ℓ), B(z, v) = a(z, v), F (v) = L(v).

Pro lepš́ı orientaci tento samozřejmý d̊ukaz proveďme.

a) Existence. Z předpoklad̊u (11.141), (11.143) plyne, že jsou splněny předpoklady
(11.15), (11.16) Lax-Milgramovy věty, ve kterých klademe18

B(z, v) = a(z, v), ‖v‖ = ‖v‖1.

V Lax-Milgramově větě dále polož́ıme

F (v) = L(v) ∀v ∈ H1(0, ℓ). (11.145)

Podle (11.144) je funkcionál F (v) ohraničený, takže jsou splněny všechny předpokla-
dy Lax-Milgramovy věty. Podle této věty existuje právě jedna funkce w ∈ H1(0, ℓ)
tak, že plat́ı

F (v) = a(w, v) ∀ ∈ H1(0, ℓ). (11.146)

Když polož́ıme u := w, plyne z (11.145) a (11.146)

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1(0, ℓ),

což je vztah (11.140), protože MN = H1(0, ℓ). Existence slabého řešeńı je dokázána.

b) Jednoznačnost slabého řešeńı plyne opět z Lax-Milgramovy věty, ve které vy-
stupuje jednoznačně určený prvek w ∈ H ≡ H1(0, ℓ). Ten v př́ıpadě Neumannových
okrajových podmı́nek je slabým řešeńım, tj. můžeme položit u = w. �

18Skalárńı součin (z, v), který vystupuje v Lax-Milgramově větě, má zde tvar (z, v) =
∫ ℓ

0

(
zv+

dz
dx

dv
dx

)
dx, takže pro normu ‖v‖ =

√
(v, v) plat́ı vztah (11.142).
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11.10.2. Poznámka. Je třeba zd̊uraznit (což jsem v podkapitole 11.3 neučinil),
že jsme pomoćı Lax-Milgramovy věty nejen dokázali existenci a jednoznačnost
řešeńı slabé formulace; my jsme pomoćı Lax-Milgramovy věty slabou formulaci
př́ımo zkonstruovali (nezávisle na okrajovém problému (11.133) – (11.135)). Takto
zkonstruovaná slabá formuluce je zcela nezávislý matematický objekt.

Protože jsme dokázali Větu 11.10.1 o existenci a jednoznačnosti řešeńı slabé
formulace, můžemem nyńı aplikovat větu o minimu kvadratického funkcionálu (viz
11.3.1), kterou pro účely této podkapitoly přeformulujeme:

11.10.3. Věta (o minimu kvadratického funkcionálu). Nechť bilineárńı

forma a(v, w), která vystupuje ve slabé formulaci (11.140) je H1(0, ℓ)-eliptická,
tj. plat́ı

a(v, v) ≥ β‖v‖2
1 ∀v ∈ H1(0, ℓ) (β = const). (11.147)

Potom funkce u ∈ H1(0, ℓ) je jediným řešeńım slabé formulace (11.140), když a jen

když ostře minimalizuje funkcionál

Π(v) = 1
2
a(v, v) − L(v) (11.148)

na prostoru MN = H1(0, ℓ), tj.

Π(u) ≤ Π(v) ∀v ∈ H1(0, ℓ), (11.149)

kde znameńı rovnosti plat́ı pouze pro v = u.

D̊ukaz. Důkaz je nepatrnou obměnou d̊ukazu věty 11.3.1, který je na str. 65:
Mı́sto variety ω + V uvažujeme prostor MN = H1(0, ℓ), který vyjádř́ıme ve tvaru

MN =
{
v ∈ H1(0, ℓ) : v = u+ λw ∀λ ∈ R

1, ∀w ∈ H1(0, ℓ)
}
,

kde u je řešeńı slabé formulace (11.140). Nyńı se může celý d̊ukaz věty 11.3.1
zopakovat; mı́sto V -eliptičnosti bilineárńı formy a(w, v) už́ıváme jej́ı H1(0, ℓ)-elip-
tičnost. �

Podle Věty 11.10.3 a vztah̊u (11.136), (11.137) budeme řešit tento variačńı
problém: Naj́ıt funkci u ∈MN , která na MN minimalizuje kvadratický funkcionál

Π(v) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p(x)(v′(x))2 + q(x)(v(x))2

}
dx−

−
∫ ℓ

0

v(x)f(x) dx+ F0v(0) − Fℓv(ℓ).

(11.150)

Při přibližném řešeńı užijeme metodu konečných prvk̊u. // Zopakujme, co je MKP
v R

1: Ř́ıkáme, že je dán konečný prvek, pokud definujeme tyto tři skutečnosti:
(1) uzavřený interval

〈
xi, xi+1

〉
(−∞ < xi < xi+1 < +∞);

(2) typ funkce (obvykle polynom stupně s); tato funkce je omezena na interval〈
xi, xi+1

〉
;

(3) parametry (tj. hodnoty, které jednoznačně určuj́ı daný typ funkce); je-li to poly-
nom stupně s, potom je dáno s+ 1 hodnot, které jednoznačně určuj́ı tento poly-
nom. Protože chceme, aby definovaný konečný prvek byl alespoň C0-element,
tj. generoval napojeńım konečných prvk̊u na sebe koncovými body (jako

· · · ∪
〈
xi, xi+1

〉
∪
〈
xi+1, xi+2

〉
∪ . . . )
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spojitou funkci na
〈
x0, xn+1

〉
, jej́ımž grafem je “pila s nepravidelnými zuby”,

muśı být předepsány v koncových bodech každého intervalu
〈
xi, xi+1

〉
funkčńı

hodnoty w(xi) a w(xi+1). Protože parametry jsou libovolná reálná č́ısla, je
konečný prvek vektorovým prostorem; v tomto př́ıpadě (s+1)-rozměrným. Nej-
jednodušš́ı C0-konečný prvek je polynomem 1. stupně, který je jednoznačně určen
funkčńımi hodnotami w(xi) a w(xi+1) v koncových bodech intervalu

〈
xi, xi+1

〉
.

Budeme už́ıvat pouze tento konečný prvek.19

Protože jde o základńı popis MKP, rozdělme interval
〈
0, ℓ
〉

na n + 1 stejných
d́ılk̊u body x1, . . . , xn ∈ (0, ℓ), takže dostaneme n+ 2 uzlových bod̊u

x0 = 0 < x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = ℓ. (11.151)

Nechť u1(x), . . . , un(x) jsou spojité a po úsečkách
〈
xi, xi+1

〉
lineárńı bázové funkce

s vlastnostmi

ui(xi) = 1, ui(xj) = 0 (i 6= j, i = 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . , n+ 1). (11.152)

Každá z bázových funkćı ui(x) (i = 1, . . . , n) je kladná v otevřeném intervalu
(xi−1, xi+1); grafem této funkce nad

〈
xi−1, xi+1

〉
jsou dvě úsečky; prvńı má koncové

body [xi−1, 0], [xi, 1], druhá koncové body [xi, 1], [xi+1, 0], takže plat́ı pro i =
1, . . . , n

ui(x) =






0 pro x0 ≤ x ≤ xi−1,
x−xi−1

xi−xi−1
pro xi−1 ≤ x ≤ xi,

xi+1−x
xi+1−xi

pro xi ≤ x ≤ xi+1,

0 pro xi+1 ≤ x ≤ xn+1.

(11.153)

Konečně definujeme ještě dvě bázové funkce u0(x) a un+1(x), které jsou opět spojité
a po úsečkách

〈
xi, xi+1

〉
lineárńı, přičemž plat́ı

u0(x0) = 1, u0(xi) = 0 (i = 1, 2, . . . , n+ 1);

un+1(xn+1) = 1, un+1(xj) = 0 (j = 0, 1, . . . , n).
(11.154)

To znamená, že

u0(x) =

{ x1−x
x1−x0

pro x0 ≤ x ≤ x1,

0 pro x1 ≤ x ≤ xn+1,
(11.155)

un+1(x) =

{
0 pro x0 ≤ x ≤ xn,

x−xn

xn+1−xn
pro xn ≤ x ≤ xn+1.

(11.156)

Řešme nyńı přibližně variačńı problém kvadratického funkcionálu (11.150) pomoćı
MKP t́ım, že minimalizujeme tento funkcionál na (n+ 2)-rozměrném prostoru

M̂N =

{
w(x) =

n+1∑

i=0

ciui(x), ci ∈ R
1 (i = 0, 1, . . . , n+ 1)

}
. (11.157)

19Zaj́ımavý je C1-prvek definovaný pomoćı polynomu 3. stupně, který je jednoznačně určen
parametry w(xi), w

′(xi), w(xi+1), w
′(xi+1).
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Dosaďme w ∈ M̂N do (11.150); dostaneme

Π(w) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p

( n+1∑

i=0

ciu
′
i

)2

+ q

( n+1∑

i=0

ciui

)2}
dx−

−
∫ ℓ

0

( n+1∑

i=0

ciui

)
f dx− Fℓ

n+1∑

i=0

ciui(xn+1) + F0

n+1∑

i=0

ciui(x0). (11.158)

Přitom je

F0

n+1∑

i=0

ciui(x0) = c0F0, Fℓ

n+1∑

i=0

ciui(xn+1) = cn+1Fℓ. (11.159)

Abychom našli hodnoty parametr̊u ĉ0, ĉ1, . . . , ĉn, ĉn+1, při kterých nabývá funkcionál
(11.158) minima, vyjdeme z nutné podmı́nky extrému

∂Π̂

∂ci
(ĉ0, ĉ1, . . . , ĉn, ĉn+1) = 0 (i = 0, 1, . . . , n, n+ 1), (11.160)

která vede na soustavu n+2 lineárńıch algebraických rovnic. V př́ıpadě i = 1, . . . , n
plat́ı

∂Π̂

∂ci
=

∫ ℓ

0

(
u′ip

n+1∑

j=0

cju
′
j + uiq

n+1∑

j=0

cjuj

)
dx−

∫ ℓ

0

uif dx (i = 1, . . . , n). (11.161)

Kromě toho ze vztah̊u (11.157), (11.158) plyne

∂Π̂

∂c0
=

∫ ℓ

0

(
u′0p

n+1∑

j=0

cju
′
j + u0q

n+1∑

j=0

cjuj

)
dx−

∫ ℓ

0

u0f dx+ F0,

∂Π̂

∂cn+1
=

∫ ℓ

0

(
u′n+1p

n+1∑

j=0

cju
′
j + un+1q

n+1∑

j=0

cjuj

)
dx−

∫ ℓ

n+1

u0f dx− Fℓ.

(11.161ab)
Položme

ĉ = (ĉ0, ĉ1, . . . , ĉn, ĉn+1), S = {Sij}n+1
i,j=0 = {Sji}n+1

i,j=0,

Sij =

∫ ℓ

0

(
pu′iu

′
j + quiuj

)
dx,

gN = (g0, g1, . . . , gn, gn+1), g0 =

∫ ℓ

0

u0f dx− F0,

gi =

∫ ℓ

0

uif dx (i = 1, . . . , n), gn+1 =

∫ ℓ

0

un+1f dx+ Fℓ.

Potom ze vztah̊u (11.160), (11.161) a (11.161ab) dostaneme tuto soustavu n + 2
lineárńıch algebraických rovnic pro neznámé ĉ0, ĉ1, . . . , ĉn, ĉn+1

ĉ S = gN . (11.162)
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• Zeslabme nyńı předpoklady (11.134) t́ım, že o funkci q(x) pouze předpokládáme

q(x) ≥ 0, (11.163)

přičemž funkce q(x) neńı na intervalu
〈
0, ℓ
〉

identicky rovna nule. Muśıme dokázat,
že plat́ı ∫ ℓ

0

{
p(v′)2 + qv2

}
dx ≥ C2‖v‖2

1 ∀v ∈MN . (11.164)

Jako speciálńı př́ıpad v R
1 z [Ne, str. 22, Exercise 1.5] plyne, že pro libovolný, ale

pevný interval
〈
c, d
〉

kladné délky, který lež́ı uvnitř
〈
0, ℓ
〉
, existuje takové č́ıslo

κ > 0 nezávislé na funkćıch prostoru MN , že plat́ı

‖v‖2
1 ≤ κ

(∫ ℓ

0

(v′)2 dx+

∫ d

c

v2 dx

)
∀v ∈MN . (11.165)

Nechť tedy plat́ı (11.163), takže existuje bod x ∈
〈
0, ℓ
〉

takový, že q(x) > 0. Protože

funkce q(x) je podle předpokladu spojitá v
〈
0, ℓ
〉
, muśı q(x) splňovat v některém

intervalu
〈
c, d
〉
, který lež́ı v

〈
0, ℓ
〉

a obsahuje bod x, tuto nerovnost

q(x) ≥ m > 0 ∀x ∈
〈
c, d
〉
. (11.166)

Z nerovnosti (11.165) potom plyne
(
protože je p(x) ≥ p0 > 0 ∀x ∈

〈
0, ℓ
〉)

∫ ℓ

0

{
p(v′)2 + qv2

}
dx ≥ p0

∫ ℓ

0

(v′)2 dx+m

∫ d

c

v2 dx ≥ C2‖v‖2
1,

kde zřejmě stač́ı položit

C2 = min

(
p0

κ
,
m

κ

)
,

takže jsme dokázali nerovnost (11.164). // Nyńı již stač́ı mı́rně modifikovat text
této podkapitoly, který konč́ı rovnićı (11.162)

• Zbývá probrat př́ıpad q(x) ≡ 0, takže uvažujme rovnici

−(pu)′ = f(x) ∀x ∈ (0, ℓ) (11.167)

s okrajovými podmı́nkami (které jsou zde pro větš́ı jednoduchost homogenńı)

u′(0) = 0 u′(ℓ) = 0. (11.168)

Snadno je vidět, že v př́ıpadě f(x) ≡ 0 nemá okrajový problém pouze triviálńı
řešeńı. Stač́ı položit u = K, kde K ∈ R

1 je libovolná konstanta. Tedy neplat́ı∫ ℓ

0
p(v′)2 dx ≥ C2‖v‖2

1 ∀v ∈MN a předchoźı úvahy nelze obecně aplikovat.
Existuje však speciálńı př́ıpad: Předpokládejme, že okrajový problém (11.167),

(11.168) má řešeńı a integrujme rovnici (11.167) od nuly do ℓ. Dostaneme

−
∫ ℓ

0

(pu)′ dx =

∫ ℓ

0

f(x) dx.
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Podle (11.168) však plat́ı

−
∫ ℓ

0

(pu)′ dx = −
[
pu′
]ℓ
0

= 0,

takže má-li problém (11.167), (11.168) řešeńı, je nutně

∫ ℓ

0

f(x) dx = 0. (11.169)

V našem př́ıpadě je tedy vztah (11.169) nutnou podmı́nkou existence řešeńı okra-
jového problému (11.167), (11.168). // Pokud uvažujeme mı́sto (11.168) neho-
mogenńı Neumannovy okrajové podmı́nky

p(0)u′(0) = F0, p(ℓ)u′(ℓ) = Fℓ, (11.170)

zadané s rovnićı (11.167), potom integraćı (11.167) dostáváme

∫ ℓ

0

f(x) dx = −
∫ ℓ

0

(pu)′ dx = −
[
pu′
]ℓ
0

= −Fℓ + F0,

takže nutnou podmı́nkou existence řešeńı problému (11.167), (11.170) je vztah

∫ ℓ

0

f(x) dx+ Fℓ − F0 = 0. (11.171)

Tento vztah je identický se vztahem (11.132b), který je uveden v závěru pod-
kap. 11.9.

11.11. Dirichletovy a smı́̌sené okrajové podmı́nky

Uvažujme opět ODR 2. řádu

− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u = f(x) ∀x ∈ (0, ℓ), (11.172)

na intervalu
〈
0, ℓ
〉
, kde ℓ < +∞. O funkćıch p(x), q(x) nyńı předpokládáme

p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ q ≥ 0 ∀x ∈
〈
0, ℓ
〉
. (11.173)

Co se týče okrajových podmı́nek, budeme v této podkapitole uvažovat tyto tři
možnosti (takže budeme mı́t tři nezávislé teorie, které maj́ı některé společné vlast-
nosti):

u(0) = a, u(ℓ) = b, (11.174D)

u(0) = a, p(ℓ)u′(ℓ) = Fℓ, (11.174S1)

p(0)u′(0) = F0, u(ℓ) = b. (11.174S2)

Uvažujeme tedy jednak (obecně nehomogenńı) Dirichletovy okrajové podmı́nky
a potom dva typy smı́̌sených okrajových podmı́nek, které se od sebe lǐśı pouze
pozićı Dirichletovy okrajové podmı́nky.
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Ke každému typu těchto okrajových podmı́nek př́ısluš́ı jiný prostor V testovaćıch
funkćı:

V ≡ VD =
{
w ∈ H1(0, ℓ) : w(0) = 0, w(ℓ) = 0

}
, (11.175D)

V ≡ VS1 =
{
w ∈ H1(0, ℓ) : w(0) = 0

}
, (11.175S1)

V ≡ VS2 =
{
w ∈ H1(0, ℓ) : w(ℓ) = 0

}
. (11.175S2)

Index u symbolu V prostoru testovaćıch funkćı nebudeme psát, když bude jasné,
o který prostor jde. // Standardńım postupem źıskáme tyto tři slabé formulace:

Slabá D-formulace. Naj́ıt funkci u ∈ H1(0, ℓ), pro kterou

∫ ℓ

0

(
p(x)u′(x)v′(x) + q(v)u(x)v(x)

)
dx =

∫ ℓ

0

v(x)f(x) dx ∀v ∈ VD

(
aD(u, v) = LD(v) ∀v ∈ VD

)
,

(11.176D)

u− ωD ∈ VD, (11.177D)

kde funkce ωD ∈ H1(0, ℓ) splňuje ωD(0) = a, ωD(ℓ) = b.

Slabá S1-formulace. Naj́ıt funkci u ∈ H1(0, ℓ), pro kterou

∫ ℓ

0

(
p(x)u′(x)v′(x) + q(v)u(x)v(x)

)
dx =

∫ ℓ

0

v(x)f(x) dx+ Fℓv(ℓ) ∀v ∈ VS1

(11.176S1)(
aS1(u, v) = LS1(v) ∀v ∈ VS1

)
,

u− ωS1 ∈ VS1, (11.177S1)

kde funkce ωS1 ∈ H1(0, ℓ) splňuje ωS1(0) = a.

Slabá S2-formulace. Naj́ıt funkci u ∈ H1(0, ℓ), pro kterou

∫ ℓ

0

(
p(x)u′(x)v′(x) + q(v)u(x)v(x)

)
dx =

∫ ℓ

0

v(x)f(x) dx− F0v(0) ∀v ∈ VS2

(11.176S2)(
aS2(u, v) = LS2(v) ∀v ∈ VS2

)
,

u− ωS2 ∈ VS2, (11.177S2)

kde funkce ωS2 ∈ H1(0, ℓ) splňuje ωS2(ℓ) = b.

Poznámka. Podle Sobolevovy věty o vnořeńı (viz 11.7.29) je každá funkce
z H1(0, ℓ) spojitá na

〈
0, ℓ
〉
, takže definice funkćı ωD, ωS1, ωS2 maj́ı smysl.

Větu o formálńı ekvivalenci okrajového problému a slabé formulace dokážeme na
konci této podkapitoly. Nás předevš́ım zaj́ımá existence a jednoznačnost slabého
řešeńı.

11.11.1. Věta (o existenci a jednoznačnosti slabého řešeńı). Je-li bi-

lineárńı forma a(v, w) ohraničená na H1(0, ℓ) ×H1(0, ℓ), tj.

|a(v, w)| ≤M‖v‖1‖w‖1 ∀v, w ∈ H1(0, ℓ) (M = const), (11.178)
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a V -eliptická, tj.

a(v, v) ≥ β‖v‖2
1 ∀v ∈ V (β = const > 0), (11.179)

kde prostor V ⊂ H1(0, ℓ) je definován v (11.175), a je-li lineárńı forma L(v)
ohraničená na H1(0, ℓ), tj.

|L(v)| ≤ K‖v‖1 ∀v ∈ H1(0, ℓ) (K = const), (11.180)

potom existuje právě jedna funkce u ∈ H1(0, ℓ), která splňuje vztahy (11.176),
(11.177), tj. vztahy

u− ω ∈ V, (11.181)

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V. (11.182)

D̊ukaz. a) Existence. V d̊ukazu existence řešeńı všech tř́ı slabých formulaćı
použijeme Lax-Milgramovu větu (viz 11.2.1), kde za prostor H zvoĺıme prostor V .
To lze, protože V je podprostor prostoru H1(0, ℓ), tedy je Hilbertovým prostorem
s metrikou prostoru H1(0, ℓ).

Z předpoklad̊u (11.178) a (11.179) plyne, že jsou splněny předpoklady (11.15),
(11.16) Lax-Milgramovy věty 11.2.1:

|a(t, v)| ≤M‖t‖1‖v‖1 ∀t, v ∈ V ⊂ H1(0, ℓ), (11.183)

a(v, v) ≥ β‖v‖2
1 ∀v ∈ V ⊂ H1(0, ℓ). (11.184)

V prostoru V uvažujme funkcionál

F (v) = L(v) − a(ω, v) ∀v ∈ V, (11.185)

kde ω ∈ H1(0, ℓ) je pevná funkce z př́ıslušné slabé formulace (viz všechny tři vztahy
(11.177)).

Funkcionál (11.185) je zřejmě na prostoru V lineárńı. Dokážeme-li, že je na V
také ohraničený, budeme mı́t ověřeno, že jsou splněny všechny předpoklady Lax-
Milgramovy věty. Z (11.185), (11.180) a (11.178) plyne

|F (v)| ≤ |L(v)| + |a(ω, v)| ≤ K‖v‖1 +M‖ω‖1‖v‖1 =

= (K +M‖ω‖1)‖v‖1 ∀v ∈ V. (11.186)

Protože ω ∈ H1(0, ℓ) je pevný prvek, je výraz K + M‖ω‖1 konstanta nezávislá na
v ∈ V . Tedy F (v) je ohraničený funkcionál na V .

Z Lax-Milgramovy věty 11.2.1 tedy plyne, že existuje právě jedna funkce w ∈ V
tak, že plat́ı

F (v) = a(w, v) ∀v ∈ V, (11.187)

tj. že plat́ı (dosadili jsme do (11.187) za F (v) z (11.185))

a(w, v) = L(v) − a(ω, v) ∀v ∈ V. (11.188)

Protože forma a(t, v) je lineárńı v obou argumentech, můžeme psát

a(w, v) + a(ω, v) = a(w + ω, v). (11.189)
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Polož́ıme-li tedy
u := w + ω, (11.190)

z (11.188) a (11.189) plyne

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V,

což je rovnice (11.182). Protože podle (11.190) je zároveň

u− ω = w ∈ V,

což je inkluze (11.181), splňuje funkce u obě podmı́nky (11.176) a (11.177) (zde ve
třech vydáńıch), které jsou kladeny na řešeńı všech tř́ı slabých formulaćı. T́ım je
existence dokázána.

b) Jednoznačnost. Vı́me, že existuje právě jedno w ∈ V tak, že plat́ı vztah
(11.188). Toto jediné w vystupuje spolu s danou funkćı ω ∈ H1(0, ℓ) ve vztahu
(11.190), kterým definujeme řešeńı u. Tedy pro dané ω ∈ H1(0, ℓ) existuje právě
jedno řešeńı u slabé formulace. �

Platnost předpoklad̊u (11.178) a (11.180) o ohraničenosti forem a(v, w), resp.
L(v) na H1(0, ℓ) ×H1(0, ℓ), resp. H1(0, ℓ) jsme již ověřili při jiných př́ıležitostech
v předchoźıch podkapitolách. Zbývá dokázat V -eliptičnost forem a(v, w), tj. nerov-
nost (11.179). K tomu poslouž́ı Friedrichsova nerovnost uvedená ve Větách 11.8.1
a 11.8.3; pro naše účely ji zaṕı̌seme ve tvaru:

‖v‖2
1 ≤ C|v|21 ∀ v ∈ V,

kde pro prostor V máme tyto možnosti: V = VD, nebo V = VS1, nebo V = VS2.

Ze všech předchoźıch výsledk̊u plyne hlavńı věta této podkapitoly:

11.11.2. Věta. Řešeńı všech tř́ı slabých formulaćı této podkapitoly (tj. D, S1

a S2) existuje a je pouze jedno.

V následuj́ıćı větě o minimu kvadratického funkcionálu symbol ω znamená buď
ωD, nebo ωS1, nebo ωS2. Je vždy jasné, který ze tř́ı významů funkce ω ∈ H1(0, ℓ)
má. Stejně je jasné, který ze tř́ı významů VD, VS1 a VS2 má v této větě symbol V .
Také u č́ıslováńı (11.176) a (11.177) vynecháváme koncovky D, resp. S1, resp. S2.
Konečně u funkcionálu Π(v) a forem a(v, v) a L(v) jsou vynechány indexy D, S1
a S2.

11.11.3. Věta (o minimu kvadratického funkcionálu). Nechť bilineárńı

forma a(v, w), která vystupuje ve slabé formulaci, je V -eliptická, tj. plat́ı

a(v, v) ≥ β‖v‖2
1 ∀v ∈ V (β = const).

Potom funkce u ∈ H1(0, ℓ) je jediným řešeńım slabé formulace (11.176), (11.177),
když a jen když ostře minimalizuje funkcionál Π(v) = 1

2a(v, v) − L(v) na množině

ω + V , tj.

Π(u) ≤ Π(v) ∀v ∈ ω + V,

kde znameńı rovnosti plat́ı pouze pro v = u.
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D̊ukaz této věty je ve všech třech př́ıpadech D, S1 a S2 formálně stejný jako
d̊ukaz Věty 11.3.1. Proto jej vynechávám. �

(A) Řešme nyńı přibližně problém (D) pomoćı MKP t́ım, že minimalizujeme
funkcionál

Π(w) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p(w′)2 + qw2

}
dx−

∫ ℓ

0

wf dx (11.191)

na n-rozměrné varietě

M̂D =

{
w(x) =

n∑

i=1

ciui(x) + au0(x) + bun+1(x)

}
.

Dosaďme w ∈ M̂D do (11.191); dostaneme

Π(w) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p

(
au′0 + bu′n+1 +

n∑

i=1

ciu
′
i

)2

+ q

(
au0 + bun+1 +

n∑

i=1

ciui

)2}
dx−

−
∫ ℓ

0

(
au0 + bun+1 +

n∑

i=1

ciui

)
f dx. (11.192)

Kvadratický funkcionál Π(w) daný vztahem (11.192) je kvadratickou funkćı parame-

tr̊u c1, . . . , cn, Π(w) = Π̂(c1, . . . , cn), a proto nabývá v právě jedné n-tici ĉ1, . . . , ĉn
svého minima. Tato n-tice splňuje nutnou podmı́nku extrému

∂Π̂

∂ci
(ĉ1, . . . , ĉn) = 0 (i = 1, . . . , n). (11.193)

Plat́ı
∂Π̂

∂ci
=

∫ ℓ

0

u′ip

(
au′0 + bu′n+1 +

n∑

j=1

cju
′
j

)
dx+

+

∫ ℓ

0

uiq

(
au0 + bun+1 +

n∑

j=1

cjuj

)
dx−

∫ ℓ

0

uif dx.

(11.194)

Položme

ĉ = (ĉ1, . . . , ĉn), S = {Sij}n
i,j=1 = {Sji}n

i,j=1, Sij =

∫ ℓ

0

(
pu′iu

′
j + quiuj

)
dx,

gD = (g1, . . . , gn), gi =

∫ ℓ

0

{(f + aqu0 + bqun+1)ui + (apu′0 + bpu′n+1)u′i} dx.

Potom ze vztah̊u (11.193) a (11.194) dostaneme tuto soustavu n lineárńıch alge-
braických rovnic pro neznámé ĉ1, . . . , ĉn

ĉ S = gD .

(B) Nyńı řešme přibližně problém (S1) pomoćı MKP t́ım, že minimalizujeme
funkcionál

Π(w) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p(w′)2 + qw2

}
dx−

∫ ℓ

0

wf dx− Fℓw(ℓ) (11.195)
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na (n+ 1)-rozměrné varietě

M̂S1 =

{
w(x) = au0(x) +

n+1∑

i=1

ciui(x)

}
.

Dosaďme w ∈ M̂S1 do (11.195); dostaneme

Π(w) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p

(
au′0 +

n+1∑

i=1

ciu
′
i

)2

+ q

(
au0 +

n+1∑

i=1

ciui

)2}
dx−

−
∫ ℓ

0

(
au0 +

n+1∑

i=1

ciui

)
f dx− Fℓ

n+1∑

i=1

ciui(xn+1) − aFℓu0(xn+1).

(11.196)

Přitom je

Fℓ

n+1∑

i=1

ciui(xn+1) = Fℓcn+1, aFℓu0(xn+1) = 0.

Abychom našli hodnoty parametr̊u ĉ1, . . . , ĉn, ĉn+1, při kterých nabývá funkcionál
(11.196) minima, vyjdeme opět z nutné podmı́nky extrému

∂Π̂

∂ci
(ĉ1, . . . , ĉn, ĉn+1) = 0 (i = 1, . . . , n, n+ 1), (11.197)

která tentokrát vede na soustavu n+ 1 lineárńıch algebraických rovnic. Plat́ı

∂Π̂

∂ci
=

∫ ℓ

0

(
u′ip

n+1∑

j=1

cju
′
j + uiq

n+1∑

j=1

cjuj

)
dx−

∫ ℓ

0

uif dx (i = 1, . . . , n),

∂Π̂

∂cn+1
=

∫ ℓ

0

(
u′n+1p

n+1∑

j=1

cju
′
j + un+1q

n+1∑

j=1

cjuj

)
dx−

∫ ℓ

0

un+1f dx+ Fℓ.

(11.198)
Položme

ĉ = (ĉ1, . . . , ĉn, ĉn+1), S = {Sij}n+1
i,j=1 = {Sji}n+1

i,j=1,

Sij =

∫ ℓ

0

(
pu′iu

′
j + quiuj

)
dx, gS1 = (g1, . . . , gn, gn+1),

gi =

∫ ℓ

0

uif dx (i = 1, . . . , n), gn+1 =

∫ ℓ

0

un+1f dx+ Fℓ.

Potom ze vztah̊u (11.197) a (11.198) dostaneme tuto soustavu n + 1 lineárńıch
algebraických rovnic pro neznámé ĉ1, . . . , ĉn, ĉn+1

ĉ S = gS1 .

(C) Konečně řešme přibližně problém (S2) pomoćı MKP t́ım, že minimalizujeme
funkcionál

Π(w) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p(w′)2 + qw2

}
dx−

∫ ℓ

0

wf dx+ F0w(0) (11.199)
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na (n+ 1)-rozměrné varietě

M̂S2 =

{
w(x) = bun+1(x) +

n∑

i=0

ciui(x)

}
.

Dosaďme w ∈ M̂S2 do (11.199); dostaneme

Π(w) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p

(
bu′n+1 +

n∑

i=0

ciu
′
i

)2

+ q

(
bun+1 +

n∑

i=0

ciui

)2}
dx−

−
∫ ℓ

0

(
bun+1 +

n∑

i=0

ciui

)
f dx+ F0

n∑

i=0

ciui(x0) + bF0un+1(x0).

(11.200)

Přitom je

F0

n∑

i=0

ciui(x0) = F0c0, bF0un+1(x0) = 0.

Abychom našli hodnoty parametr̊u ĉ0, ĉ1, . . . , ĉn, při kterých nabývá funkcionál
(11.200) minima, vyjdeme opět z nutné podmı́nky extrému, která má nyńı tvar

∂Π̂

∂ci
(ĉ0, ĉ1, . . . , ĉn) = 0 (i = 0, 1, . . . , n), (11.201)

takže vede na soustavu n+ 1 lineárńıch algebraických rovnic. Plat́ı

∂Π̂

∂ci
=

∫ ℓ

0

(
u′ip

n∑

j=0

cju
′
j + uiq

n∑

j=0

cjuj

)
dx−

∫ ℓ

0

uif dx (i = 1, . . . , n),

∂Π̂

∂c0
=

∫ ℓ

0

(
u′0p

n∑

j=0

cju
′
j + u0q

n∑

j=0

cjuj

)
dx−

∫ ℓ

0

u0f dx+ F0.

(11.202)

Položme

ĉ = (ĉ0, ĉ1, . . . , ĉn), S = {Sij}n
i,j=0 = {Sji}n

i,j=0,

Sij =

∫ ℓ

0

(
pu′iu

′
j + quiuj

)
dx, gS2 = (g0, g1, . . . , gn),

g0 =

∫ ℓ

0

u0f dx+ F0, gi =

∫ ℓ

0

uif dx (i = 1, . . . , n).

Potom ze vztah̊u (11.201) a (11.202) dostaneme tuto soustavu n + 1 lineárńıch
algebraických rovnic pro neznámé ĉ0, ĉ1, . . . , ĉn

ĉ S = gS2 .

Poznamenejme, že Dirichletovy okrajové podmı́nky se nazývaj́ı hlavńı (nebo sta-

bilńı); jejich pravá strana (a, resp. b) se vyskytuje v definici variety M̂D (resp. M̂S1,

resp. M̂S2), na které minimalizujeme př́ıslušný funkcionál Π̂. Neumannovy okrajové
podmı́nky se nazývaj́ı přirozené (nebo nestabilńı); jejich pravá strana (F0, resp.Fℓ)
se vyskytuje v definici funkcionálu, který minimalizujeme, a př́ıslušné parametry
ĉ0, ĉℓ se źıskaj́ı při řešeńı rezultuj́ıćı soustavy lineárńıch algebraických rovnic.

105



11.11.4. Věta (o formálńı ekvivalenci okrajového problému a slabé
formulace). a) Nechť okrajový problém (11.172) − (11.174) má klasické řešeńı u.
Potom je řešeńım slabé formulace (11.176), (11.177).

b) Nechť slabá formulace (11.176), (11.177) má řešeńı u. Jestliže u ∈ H2(0, ℓ)
a p ∈ C1(I) (nebo pouze (pu′)′ ∈ L2(I)), potom u splňuje rovnici (11.172) téměř

všude v I a Neumannovu okrajovou podmı́nku (11.174) v bodě x = 0, resp. x = ℓ,
jde-li o problém (S1), resp. (S2). Vzhledem k inkluzi u− ω ∈ V je tedy u řešeńım

problému (11.172) − (11.174).

D̊ukaz. Omeźıme se na př́ıpad S1. a) Od okrajového problému k slabé formulaci
přejdeme opět standardńım zp̊usobem.

b) Pro větš́ı jednoduchost zápisu předpokládejme, že q(x) ≡ 0. Protože (pu′)′ ∈
L2(I), můžeme výraz pro a(u, v) upravit pomoćı integrace per partes takto:

a(u, v) ≡
∫ ℓ

0

p(x)
du

dx

dv

dx
dx =

= v(ℓ)p(ℓ)u′(ℓ) − v(0)p(0)u′(0) −
∫ ℓ

0

d

dx

(
p

du

dx

)
v dx. (11.203)

Podle definice VS1 je v(0) = 0 ∀v ∈ VS1, takže ze vztah̊u (11.176S1) a (11.203)
plyne

−
∫ ℓ

0

{
d

dx

(
p

du

dx

)
+ f

}
v dx+

{
p(ℓ)u′(ℓ) − Fℓ

}
v(ℓ) = 0 ∀v ∈ VS1. (11.204)

Protože H1
0 (0, ℓ) ⊂ VS1, můžeme uvažovat (11.204) pouze pro funkce v ∈ H1

0 (0, ℓ).
Potom dostaneme

∫ ℓ

0

{
d

dx

(
p

du

dx

)
+ f

}
v dx = 0 ∀v ∈ H1

0 (0, ℓ). (11.205)

Prostor H1
0 (0, ℓ) je hustý v L2(0, ℓ). (Plyne to z věty 11.7.11 a toho, že C∞

0 (0, ℓ) ⊂
H1

0 (0, ℓ).) Tedy podle věty 11.7.13 vztah (11.205) implikuje platnost rovnice (11.172)
téměř všude v I = (0, ℓ).

Protože rovnice (11.172) plat́ı téměř všude v (0, ℓ), redukuje se vztah (11.204)
na tvar {

p(ℓ)u′(ℓ) − Fℓ

}
v(ℓ) = 0 ∀v ∈ VS1. (11.206)

Vztah (11.206) lze přepsat takto:

{
p(ℓ)u′(ℓ) − Fℓ

}
v(ℓ) = 0 ∀v(ℓ) ∈ R

1, (11.207)

protože podle Sobolevovy věty o vnořeńı je každá funkce v ∈ H1(0, ℓ) spojitá na〈
0, ℓ
〉
. Z (11.207) tedy plyne p(ℓ)u′(ℓ) = Fℓ. �

Pomoćı dvojice implikaćı “Věta 11.11.3 implikuje Větu 11.11.4, která implikuje
okrajový problém (11.172) – (11.174)” jsme źıskali Eulerovy rovnice kvadratického
funkcionálu Π(v) nestandardńım zp̊usobem.
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11.12. Důkaz Sobolevovy věty o vnořeńı

11.12.1. Věta (Sobolev). Nechť u ∈ H1(I). Potom je funkce u spojitá na

intervalu I (tj. u ∈ C0(I)), přičemž plat́ı

‖u‖C0(I) ≤ C‖u‖H1(I) ∀u ∈ H1(I). (11.208)

Plat́ı dokonce v́ıce: Funkce u je hölderovsky spojitá na I s kvocientem λ = 1
2 (tj.

u ∈ C0, 12 (I)), přičemž plat́ı

‖u‖
C0, 1

2 (I)
= ‖u‖C0(I) + sup

x,y∈I, x6=y

|u(x) − u(y)|√
|x− y|

≤ C‖u‖H1(I) ∀u ∈ H1(I).

(11.209)
kde v obou př́ıpadech kladná konstanta C nezáviśı na funkci u.

D̊ukaz. (A) V této části d̊ukazu dokážeme nerovnosti (11.208), (11.209) pro li-
bovolnou funkci u ∈ C∞(I), kde I =

〈
a, b
〉
, přičemž −∞ < a < b < +∞.

Uvažujme otevřený interval I = (a, b) a v něm dva libovolné od sebe r̊uzné body
y1, y2 ∈ I, y1 < y2. Položme

̺ = y2 − y1, I̺ =
〈
y1, y2

〉
,

z(t) = y1 + t(y − y1), y ∈ I̺. (11.210)

Potom
u
(
z(0)

)
= u(y1), u

(
z(1)

)
= u(y),

takže

u(y) − u(y1) =

∫ 1

0

du
(
z(t)

)
=

∫ 1

0

du

dz

(
y1 + t(y − y1)

)
(y − y1) dt

a odtud

|u(y) − u(y1)| ≤ ̺

∫ 1

0

∣∣∣∣
du

dz

(
y1 + t(y − y1)

)∣∣∣∣ dt. (11.211)

Utvořme nyńı absolutńı hodnotu rozd́ılu výrazu 1
̺

∫ y2

y1
u(y) dy, který má význam

středńı hodnoty funkce u na intervalu I̺, a funkčńı hodnoty u(y1):

∣∣∣∣
1

̺

∫ y2

y1

u(y) dy − u(y1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

̺

∫ y2

y1

(
u(y) − u(y1)

)
dy

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

̺

∫ y2

y1

∣∣∣∣u(y) − u(y1)

∣∣∣∣ dy . (11.212)

Pravou stranu (11.212) odhadneme pomoćı (11.211):

1

̺

∫ y2

y1

∣∣∣∣u(y) − u(y1)

∣∣∣∣ dy ≤
∫ y2

y1

{∫ 1

0

∣∣∣∣
du

dz

(
y1 + t(y − y1)

)∣∣∣∣ dt
}

dy = I∗. (11.213)
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Integrál označený symbolem I∗ nyńı odhadneme. Předně podle Fubiniovy věty
(o záměně pořad́ı integrace)

I∗ =

∫ 1

0

{∫ y2

y1

∣∣∣∣
du

dz

(
y1 + t(y − y1)

)∣∣∣∣ dy
}

dt. (11.214)

Pro vnitřńı integrál na pravé straně vztahu (11.214) je t pevné č́ıslo; t ∈
〈
0, 1
〉
.

S t́ımto pevným t definujme transformaci

ζ = Ft(y) = y1 + t(y − y1); (11.215)

k ńı je inverzńı transformace

y = F−1
t (ζ) = y1 + t−1(ζ − y1). (11.216)

Vnitřńı integrál na pravé straně vztahu (11.214) transformujme pomoćı substituce
(11.215). Podle (11.216) plat́ı

dy

dζ
= t−1;

podle (11.215) dostáváme pro meze ζ1 a ζ2 výrazy

ζ1 = ζ(y1) = y1, ζ2 = ζ(y2) = y1 + t(y2 − y1) = y1 + t̺

takže ∫ y2

y1

∣∣∣∣
du

dz

(
y1 + t(y − y1)

)∣∣∣∣ dy =
1

t

∫ y1+t̺

y1

∣∣∣∣
du

dz
(ζ)

∣∣∣∣ dζ.

Pro integrál I∗ tedy plat́ı

I∗ =

∫ 1

0

t−1

{∫ y1+t̺

y1

∣∣∣∣
du

dz
(ζ)

∣∣∣∣dζ
}

dt. (11.217)

Vnitřńı integrál v (11.217) odhadneme pomoćı Schwarz-Buňakovského nerovnosti

∫ y1+t̺

y1

∣∣∣∣
du

dz
(ζ)

∣∣∣∣dζ ≤
√
t̺

√∫ y1+t̺

y1

∣∣∣∣
du

dz
(ζ)

∣∣∣∣
2

dζ ≤ √
̺ ‖u‖H1(I). (11.218)

Vztahy (11.217) a (11.218) implikuj́ı

I∗ ≤ √
̺

∫ 1

0

t−
1
2 dt ‖u‖H1(I) = 2

√
̺ ‖u‖H1(I). (11.219)

Ze vztah̊u (11.212) – (11.214) a (11.219) dále plyne

∣∣∣∣
1

̺

∫ y2

y1

u(y) dy − u(y1)

∣∣∣∣ ≤ 2
√
̺ ‖u‖H1(I). (11.220)

Stejně dostaneme
∣∣∣∣
1

̺

∫ y2

y1

u(y) dy − u(y2)

∣∣∣∣ ≤ 2
√
̺ ‖u‖H1(I). (11.220*)
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Vztahy (11.220), (11.220*) a ̺ = y2 − y1 dávaj́ı tento d́ılč́ı výsledek:

∣∣u(y1) − u(y2)
∣∣ ≤

∣∣∣∣
1

̺

∫ y2

y1

u(y) dy − u(y1)

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣
1

̺

∫ y2

y1

u(y) dy − u(y2)

∣∣∣∣ ≤ 4
√
y2 − y1 ‖u‖H1(I). (11.221)

Podle předpokladu vysloveného na začátku d̊ukazu plat́ı vztah (11.221) pro li-
bovolnou dvojici r̊uzných bod̊u y1, y2 ∈ I. Nechť nyńı x 6= y, x, y ∈ I. Protože

|u(x)| ≤ |u(y)| + |u(x) − u(y)|, |x− y| ≤ b− a,

podle (11.221) plat́ı

|u(x)| ≤ |u(y)| + 4
√
|x− y| ‖u‖H1(I) ≤ |u(y)| + 4

√
b− a ‖u‖H1(I). (11.222)

Integrujeme-li nerovnost (11.222) přes I vzhledem k y, najdeme

|u(x)|(b− a) ≤ ‖u‖L1(I) + 4(b− a)3/2‖u‖H1(I). (11.223)

Protože

‖u‖L1(I) =

∫ b

a

|u(y)| dy ≤
√
b− a ‖u‖H1(I),

nerovnost (11.223) implikuje

|u(x)| ≤ C1‖u‖H1(I), (11.224)

kde C1 > 0 nezáviśı na u ∈ C∞(I). Z nerovnosti (11.224) plyne

‖u‖C0(I) = max
x∈I

|u(x)| ≤ C1‖u‖H1(I), (11.225)

Protože

‖u‖C0,λ(I) = ‖u‖C0(I) + sup
x,y∈I, x6=y

|u(x) − u(y)|
|x− y|λ ,

dostáváme podle (11.225) a (11.221)

‖u‖
C0, 1

2 (I)
≤ C‖u‖H1(I) ∀u ∈ C∞(I). (11.226)

(B) Nyńı dokážeme nerovnost (11.226) pro libovolnou funkci u ∈ H1(I). Nejprve
připomeneme některé věty o konvergenćıch posloupnost́ı funkćı:

(a) (Rieszova věta) Konverguje-li posloupnost
{
un(x)

}∞
n=1

na intervalu I k funkci

u(x) podle mı́ry, potom existuje podposloupnost
{
unk

(x)
}

⊂
{
un(x)

}
, která

konverguje k funkci u(x) téměř všude (tj. pro téměř všechny body x ∈ I).

(b) Konverguje-li posloupnost
{
un(x)

}∞
n=1

k funkci u(x) v L2(I), potom konverguje

na intervalu I k funkci u(x) podle mı́ry.

(c) Konverguje-li posloupnost
{
un(x)

}∞
n=1

k funkci u(x) na intervalu I stejnoměrně,
potom konverguje na intervalu I k funkci u(x) podle mı́ry.
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(d) Konverguje-li posloupnost
{
un(x)

}∞
n=1

k funkci u(x) v prostoru C0(I), potom

konverguje na intervalu I k funkci u(x) stejnoměrně.

Přikročme k samotnému d̊ukazu nerovnosti (11.226) pro libovolnou funkci u ∈
H1(I). Zvolme u ∈ H1(I). Podle Věty 11.7.21 o hustotě C∞(I) ve W k(I) a podle
Věty 11.7.27 (W = H) existuje taková posloupnost

{
un(x)

}∞
n=1

⊂ C∞(I), že

lim
n→∞

‖un − u‖H1(I) = 0. (11.227)

Podle (11.226) a (11.227)

‖un − um‖
C0, 1

2 (I)
≤ C‖un − um‖H1(I) → 0 pro m,n→ ∞.

Tedy
{
un

}∞
n=1

je cauchyovská posloupnost v C0, 1
2 (I). Úplnost prostoru C0, 1

2 (I)

implikuje existenci takové funkce ω ∈ C0, 1
2 (I), že

lim
n→∞

‖un − ω‖
C0, 1

2 (I)
= 0. (11.228)

Vztah (11.227) implikuje podle (b) a (a) existenci podposloupnosti {unk
}, která

konverguje k u téměř všude v I. Podle (11.228)

lim
n→∞

‖unk
− ω‖

C0, 1
2 (I)

= 0;

tedy vzhledem k (d), (c) a (a) existuje podposloupnost {unkj
}, která konverguje

k ω téměř všude v I. Avšak tatáž podposloupnost konverguje v I téměř všude k u.
Tedy

ω(x) = u(x) pro téměř všechny body x ∈ I. (11.229)

Podle (11.226)
‖un‖

C0, 1
2 (I)

≤ C‖un‖H1(I). (11.230)

Přejdeme-li v (11.230) k limitě pro n→ ∞ a užijeme-li (11.229), dostaneme

‖ω‖
C0, 1

2 (I)
= ‖u‖

C0, 1
2 (I)

≤ C‖u‖H1(I),

což jsme chtěli dokázat. �

11.12.2. Poznámka. V př́ıpadě R
N (N ≥ 2), kdy se dokazuje vnořeńı prostoru

H2(Ω) do prostoru spojitých funkćı, je část (A) d̊ukazu velmi podobná; úvahy se
však prováděj́ı na krychli (−1, 1)N . Před část (B) je nutné vložit část, ve které se
výsledky źıskané na (−1, 1)N transformuj́ı na jednotlivé části pokryt́ı zadané oblasti
Ω, což je dosti komplikované. Samotná část (B) je pak již beze změny.
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11.13. Důkazy vět 11.7.22, 11.7.23 a 11.7.24
11.7.22. Věta. Množina W k(I) ≡ Hk(I) je lineárńı prostor.

D̊ukaz. a) Nechť u, v ∈ Hk(I). Dokážeme, že u + v ∈ Hk(I). Podle věty
11.7.26 (o hustotě C∞(I) ve W k(I)) každé funkci z ∈ Hk(I) ≡W k(I) koresponduje
tř́ıda Z ⊂ Hk(I) cauchyovských posloupnost́ı, které konverguj́ı k prvku z ∈ Hk(I)
v normě ‖ · ‖k,I . (Pokud z ∈ Sk(I), potom tato tř́ıda sestává z jedné stacionárńı
posloupnosti {z, z, . . . , z, . . . }.) Nechť nyńı {un} ⊂ Sk(I), resp. {vn} ⊂ Sk(I) jsou
cauchyovské posloupnosti konverguj́ıćı k prvk̊um u, resp. v. Definujme posloupnost
{zn} = {un + vn} a ukažme, že je to cauchyovská posloupnost v Sk(I):

‖zm − zn‖Hk(I) = ‖um + vm − (un + vn)‖Hk(I) ≤

≤ ‖um − un‖Hk(I) + ‖vm − vn)‖Hk(I) → 0 pro m,n→ ∞.

Tato cauchyovská posloupnost splňuje

‖u+ v − zn‖Hk(I) = ‖u+ v − (un + vn)‖Hk(I) ≤

≤ ‖u− un‖Hk(I) + ‖v − vn)‖Hk(I) → 0 pro m,n→ ∞;

tedy u+ v ∈ Hk(I).
b) Nechť u ∈ Hk(I), a ∈ R

1. Dokážeme, že au ∈ Hk(I). Nechť {un} ⊂ Sk(I)
je cachyovská posloupnost, která koresponduje prvku u. Potom {aun} ⊂ Sk(I) je
také cauchyovská posloupnost:

‖aun−aum‖Hk(I) = ‖a(un−um)‖Hk(I) = |a| ·‖un−um‖Hk(I) → 0 pro m,n→ ∞.

Tato cauchyovská posloupnost splňuje

‖aun − au‖Hk(I) = ‖a(un − u)‖Hk(I) = |a| · ‖un − u‖Hk(I) → 0 pro n→ ∞.

Tedy au ∈ Hk(I).
c) Je zřejmé, že obě tyto operace splňuj́ı všech osm axiomů lineárńıho pros-

toru. �

V d̊ukazu Věty 11.7.23 o skalárńım součinu užijeme toto lemma:

11.13.1. Lemma. Zobecněné derivace prvk̊u prostoru W k(I) ≡ Hk(I) splňuj́ı

Dj(au+ bv) = aDju+ bDjv ∀u, v ∈ Hk(I), ∀a, b ∈ R
1, j = 1, . . . , k.

D̊ukaz. Podle Věty 11.7.18 (vztah (11.86) na str. 75) a podle vlastnost́ı integrálu
plat́ı ∫

I

ϕDj(au+ bv) dx = (−1)j

∫

I

(au+ bv)Djϕ dx =

= a(−1)j

∫

I

uDjϕ dx+ b(−1)j

∫

I

vDjϕ dx =

= a

∫

I

ϕDju dx+ b

∫

I

ϕDjv dx =

∫

I

(aDju+ bDjv)ϕ dx,

což jsme měli dokázat. �
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11.7.23. Věta. Výraz

(u, v)k,I =

k∑

j=0

∫

I

Dju(x)Djv(x) dx ∀u, v ∈W k(I) ≡ Hk(I) (11.231)

je skalárńım součinem v lineárńım prostoru W k(I) = Hk(I).

D̊ukaz. a) Užit́ım zřejmého vztahu

∫

I

(Dju)(Djv) dx =

∫

I

(Djv)(Dju) dx

dostáváme z (11.231) komutativńı zákon

(u, v)k,I = (v, u)k,I ∀u, v ∈ Hk(I).

b) Užit́ım Lemmatu 11.13.1 můžeme psát pro všechna a, b ∈ R
1 a všechny funkce

u1, u2, v ∈ Hk(I)

∫

I

Dj(au1 + bu2)Djv dx = a

∫

I

Dju1D
jv dx+ b

∫

I

Dju2D
jv dx.

Odtud a z (11.231) plyne linearita skalárńıho součinu:

(au1 + bu2, v)k,I = a(u1, v)k,I + b(u2, v)k,I .

c) Vztah (11.231) implikuje

(u, u)k,I =

k∑

j=0

∫

I

(Dju(x))2 dx ≥ 0 ∀u ∈ Hk(I), (11.232)

což je třet́ı vlastnost skalárńıho součinu.
d) Nechť u ≡ 0. Potom z (11.232) plyne (u, u)k,I = 0. // Nechť nyńı naopak

(u, u)k,I = 0. Potom všechny integrály na pravé straně (11.232) jsou rovny nule,
protože jsou nezáporné. Odtud také plyne

∫

I

u2 dx = 0,

což dává u(x) = 0 v L2(I). To je čtvrtá a posledńı vlastnost skalárńıho součinu. �

11.7.24. Věta. W k(I) ≡ Hk(I) je Hilbert̊uv prostor.

D̊ukaz. Protože Hilbert̊uv prostor je úplný unitárńı prostor, stač́ı dokázat, že
prostor W k(I) ≡ Hk(I) je úplný. (Na str. 78 jsem celkem stručně dokázal, že
prostor Hk(I) je úplný. Nyńı dokážeme úplnost W k(I), tj. že libovolná cauchyovská
posloupnost {un} ⊂ W k(I) (tj. ne pouze {un} ⊂ Sk(I)) je konvergentńı v normě
‖ · ‖k,I .)

Nechť {un} ⊂W k(I) je cauchyovská posloupnost, tj.

lim
m,n→∞

‖um − un‖W k(I) = 0. (11.233)

112



a) Zvolme libovolnou funkci v ∈ W k(I) a libovolné ε > 0. Ukážeme, že hustota
C∞(I) ve W k(I) umožňuje nalézt z ∈ C∞(I) tak, že

‖v − z‖W k(I) < ε. (11.234)

Skutečně, protože lineárńı prostor C∞(I) je hustý ve W k(I) (viz Větu 11.7.26),
existuje taková posloupnost {vn} ⊂ C∞(I), že

lim
n→∞

‖vn − v‖W k(I) = 0. (11.235)

(Pokud v ∈ C∞(I), tak posloupnost {vn} je stacionárńı, tj. vn = v.) Vztah
(11.235) znamená, že ke každému ε > 0 existuje takový index N = N(ε) > 0, že

‖vn − v‖W k(I) < ε ∀n ≥ N(ε). (11.236)

Jako prvek z ∈ C∞(I), který splňuje (11.234), můžeme zvolit kteroukoliv funkci
vn ∈ C∞(I), která vystupuje v (11.236).

b) Z části a) plyne, že ke každému n ∈ N existuje taková funkce zn ∈ C∞(I), že

‖un − zn‖W k(I) <
1
n . (11.237)

Pomoćı vztah̊u (11.233), (11.237) a trojúhelńıkové nerovnosti dostaneme

‖zm − zn‖W k(I) = ‖zm − zn + (un − un) + (um − um)‖W k(I) =

= ‖(zm − um) + (um − un) + (un − zn)‖W k(I) ≤
≤ ‖zm − um‖W k(I) + ‖um − un‖W k(I) + ‖un − zn‖W k(I) ≤

≤ 1
m

+ ‖um − un‖W k(I) + 1
n
→ 0 pro m,n→ ∞.

Tedy posloupnost {zn} ⊂ Sk(I) (tj. v C∞(I) s normou ‖ · ‖W k(I)) je cauchyovská

posloupnost v Sk(I). Konstrukce prostoru W k(I) zaručuje existenci funkce z ∈
W k(I), pro kterou

lim
n→∞

‖zn − z‖W k(I) = 0. (11.238)

Vztahy (11.237), (11.238) a trojúhelńıková nerovnost implikuj́ı

‖un − z‖W k(I) ≤ ‖un − zn‖W k(I) + ‖zn − z‖W k(I) → 0 pro n→ ∞.

Tedy prostor W k(I) je úplný, protože cauchyovská posloupnost {un} má limitu. �

Všechny tři dokázané věty a jejich d̊ukazy nezávisej́ı na dimenzi prostoru R
N ,

takže jsme mı́sto symbolu I mohli psát symbol Ω, který se už́ıvá v př́ıpadě N -roz-
měrných oblast́ı.
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11.14. Regularizace. Hustota C∞
0

(I) v prostoru L2(I)

Tato podkapitola je výjimečně provedena v R
N , protože rozd́ıly mezi R

1 a R
N

nejsou v tomto př́ıpadě velké. Na začátku uvád́ım pět pomocných vět, které jsou
označeny P.1 –P.5. Prvńı dvě jsou převzaty z Natansonovy knihy [Na], takže
d̊ukazy neuvád́ım. Důkazy vět P.3 a P.4 jsou uvedeny v Dodatku A. Věta P.5 je
převzata z [Ja].

P.1. Věta (o absolutńı spojitosti integrálu). [Na, kap. V I, §2, Th. 8] Nechť

E ⊂ R
N je ohraničená měřitelná množina a f(X) integrace schopná funkce na E.

Potom ke každému η > 0 existuje takové δ > 0, že pro každou podmnožinu e ⊂ E
s mı́rou menš́ı než δ plat́ı ∫

e

|f(X)| dX < η.

P.2. Věta (Lebesgueova věta o limitńım přechodu za integračńım zna-
meńım). [Na, kap. V I, §3, Th. 1] Nechť {fn(X)} je posloupnost měřitelných funkćı

na měřitelné množině Ω ⊂ R
N a nechť tato posloupnost konverguje pro téměř

všechna X ∈ Ω k měřitelné funkci F (X):

lim
n→∞

fn(X) = F (X) téměř všude v Ω.

Existuje-li taková funkce g s konečným Lebesgueovým integrálem přes Ω, že

|fn(X)| ≤ g(X) ∀n ∈ N, ∀X ∈ Ω,

potom fn (n = 1, 2, . . . ) a F maj́ı konečné Lebesgueovy integrály a plat́ı

lim
n→∞

∫

Ω

fn(X) dX =

∫

Ω

F (X) dX =

∫

Ω

lim
n→∞

fn(X) dX.

P.3. Věta. Funkce f(X) má v bodě X0 limitu A, když a jen když posloupnost

{f(Xn)} konverguje k č́ıslu A v př́ıpadě každé posloupnosti {Xn}, která konverguje

k bodu X0 (‖ · ‖ znač́ı euklidovskou normu v R
N ):

lim
n→0

‖Xn −X0‖ = 0 ⇒ lim
n→∞

f(Xn) = A . �

• Nechť funkce f je definovaná téměř všude v oblasti Ω. Pokud bude nutné,
prodlouž́ıme funkci f nulou vně Ω, tj. zavedeme novou funkci f definovanou pro
téměř všechny body X ∈ R

N vztahem

f(X) =

{
f(X), když X ∈ Ω,

0, když X /∈ Ω.

Namı́sto f(X) budeme často jednoduše psát f(X) pro X /∈ Ω.

Definice. Nechť f ∈ L2(Ω). O funkci f ř́ıkáme, že je spojitá podle středu,
jestliže ke každému ε > 0 existuje takové δ = δ(ε) > 0 , že

(∫

Ω

[f(X + h) − f(X)]2 dX

)1/2

< ε

za předpokladu ‖h‖ < δ, kde h = [h1, . . . , hN ] ∈ R
N . Zde a všude jinde symbol ‖ · ‖

znač́ı euklidovskou normu v R
N , tj.

‖h‖ =
√
h2

1 + · · · + h2
N .
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P.4. Věta. Nechť Ω je ohraničená oblast v R
N (která m̊uže být v́ıcenásobně

souvislá). Potom každá funkce f ∈ L2(Ω) je spojitá podle středu.

Definice. Nechť zobrazeńı f : R
N → R

N je definováno vztahy

x1 = f1(ξ1, . . . , ξN ), . . . , x1 = fN (ξ1, . . . , ξN).

Ř́ıkáme, že zobrazeńı f : R
n → R

N je regulárńı na množině G ⊂ R
N , když

a) G je otevřená množina;
b) derivace ∂fi/∂ξj (i, j = 1, . . . , N) jsou konečné a spojité v G;
c) J(ξ) = D(f1 . . . , fN )/D(ξ1, . . . , ξN) 6= 0 ∀ξ ∈ G, kde J znač́ı jakobián.

P.5. Věta (o substituci v Lebesgueově integrálu). [Ja, kap. V I] Nechť

zobrazeńı f : R
n → R

N je injektivńı (tj. jednoduché a do) a regulárńı na množině

G ⊂ R
N . Nechť D = f(G) a F : R

n → R
1 je libovolná funkce měřitelná na D.

Potom ∫

D

F (X) dX =

∫

G

F (f(ξ))|J(ξ)| dξ

za předpokladu, že alespoň jeden z těchto integrál̊u existuje.

11.14.1. Funkce ϕ0. Nechť symbol S znač́ı množinu všech funkćı ϕ0, které
splňuj́ı

ϕ0 ∈ C∞
0 (RN ) , (11.239a)

ϕ0(X) ≥ 0 ∀X ∈ R
N , (11.239b)

∫

RN

ϕ0(X) dX = 1 , (11.239c)

suppϕ0 = {X ∈ R
N : ‖X‖ ≤ 1} . (11.239d)

Nejprve ukážeme, že množina S neńı prázdná: Klasickým př́ıkladem funkce, která
nálež́ı do C∞

0 (RN ) je funkce (podrobně viz Dodatek B)

ϕ(X) = f(‖X‖2 − 1),

kde

f(t) =

{
e1/t, když t < 0,

0, když t ≥ 0.

Zřejmě ϕ ≥ 0 a nav́ıc ϕ je rovna nule i se svými všemi derivacemi pro ‖X‖ ≥ 1 (viz
opět Dodatek B). Násob́ıme-li funkci ϕ konstantou

(∫

RN

ϕ(X) dX

)−1

,

dostaneme prvek množiny S, takže množina S neńı prázdná.

11.14.2. Definice. Nechť Ω ⊂ R
N je ohraničená oblast, jej́ıž hranice sestává

z konečného počtu hladkých část́ı.20 Nechť ε > 0 a nechť ϕ0 je funkce splňuj́ıćı
vztahy (11.239a) – (11.239d). Položme pro u ∈ L1(Ω)

(Rεu)(X) = ε−N

∫

Ω

ϕ0

(
X − Y

ε

)
u(Y ) dY , (11.240)

Zobrazeńı Rε dané vztahem (11.240) nazýváme regularizace (nebo mollifier) a funkce
ϕ0((X − Y )/ε) je jej́ı regularizuj́ıćı jádro (někdy též zhlazuj́ıćı jádro – anglicky
smoothing kernel ).

20To znamená, že řezy a body vratu jsou povoleny.
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11.14.3. Věta. Nechť Ω ⊂ R
N je ohraničená oblast, jej́ıž hranice sestává z ko-

nečného počtu hladkých část́ı. Nechť u ∈ L1(Ω). Potom

Rεu ∈ C∞
0 (RN ) , (11.241)

(DαRεu)(X) = ε−N

∫

Ω

Dα
Xϕ0

(
X − Y

ε

)
u(Y ) dY , (11.242)

kde Dα
Xϕ0((X − Y )/ε), resp.Dα

Y ϕ0((X − Y )/ε) označuje derivaci vzhledem k X,

resp. vzhledem k Y .

D̊ukaz. (A) V této části dokážeme spojitost funkce Rεu. Nechť X(0) ∈ R
N

je libovolný, ale pevně zvolený bod. Podle definice spojitosti je funkce (Rεu)(X)

spojitá v bodě X(0) = [x
(0)
1 , . . . , x

(0)
N ], když

lim
X→X(0)

(Rεu)(X) = (Rεu)(X(0)).

Podle Věty P.3 je funkce (Rεu)(X) spojitá v bodě X(0), když a jen když

lim
n→∞

(Rεu)(X(n)) = (Rεu)(X(0))

pro každou posloupnost {X(n)}, která konverguje k bodu X(0), když n → ∞ (tj.
splňuje lim

n→∞
‖X(n) −X(0)‖ = 0); to znamená, když a jen když

(Rεu)(X(0)) = ε−N lim
n→∞

∫

Ω

ϕ0

(
X(n) − Y

ε

)
u(Y ) dY

pro každou posloupnost {X(n)} konverguj́ıćı k bodu X(0), když n→ ∞.
Položme

fn(Y ) := ϕ0

(
X(n) − Y

ε

)
, F (Y ) := ϕ0

(
X(0) − Y

ε

)
.

Potom skutečnost ϕ0 ∈ C∞
0 (RN ) implikuje

lim
n→∞

fn(Y ) = F (Y ) ∀Y ∈ Ω .

Dále,
|fn(Y )u(Y )| ≤ C(ϕ0)|u(Y )| ∀n ∈ N, ∀Y ∈ Ω,

kde konstanta C(ϕ0) > 0 zálež́ı pouze na ϕ0. Jsou tedy splněny předpoklady
Věty P.2 (což je Lebesgueova věta o limitńım přechodu za integračńım znameńım;
anglicky: Lebesgue dominated convergence theorem); odtud plyne

ε−N lim
n→∞

∫

Ω

ϕ0

(
X(n) − Y

ε

)
u(Y ) dY =

= ε−N

∫

Ω

ϕ0

(
X(0) − Y

ε

)
u(Y ) dY ≡ (Rεu)(X(0))
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pro každou posloupnost X(n) → X(0). Podle postačuj́ıćı podmı́nky Věty P.3 je
funkce (Rεu)(X) spojitá v bodě X(0).

(B) Pro větš́ı jednoduchost se omezme na př́ıpad N = 2. Nechť X(0) ∈ R
2 je

libovolný, ale pevně zvolený bod. Označme

A :=
∂

∂x1
ϕ0

(
X − Y

ε

)∣∣∣∣
X=X(0)

=

= lim
x1→x

(0)
1

ϕ0

(
1
ε
[x1 − y1, x

(0)
2 − y2]

)
− ϕ0

(
1
ε
[x

(0)
1 − y1, x

(0)
2 − y2]

)

x1 − x
(0)
1

.

(11.243)

Z existence derivace plyne (už́ıváme nutnou podmı́nku Věty P.3)

lim
n→∞

ϕ0

(
1
ε [x

(n)
1 − y1, x

(0)
2 − y2]

)
− ϕ0

[
1
ε (x

(0)
1 − y1, x

(0)
2 − y2]

)

x
(n)
1 − x

(0)
1

= A (11.244)

pro každou posloupnost {x(n)
1 } splňuj́ıćı x

(n)
1 → x

(0)
1 . Pro stručnost položme

fn(y1, y2) :=
ϕ0

(
1
ε
[x

(n)
1 − y1, x

(0)
2 − y2]

)
− ϕ0

(
1
ε
[x

(0)
1 − y1, x

(0)
2 − y2]

)

x
(n)
1 − x

(0)
1

. (11.245)

Podle (11.245) a (11.243), (11.244) plat́ı

lim
n→∞

fn(Y ) =
∂ϕ0

∂x1

(
X(0) − Y

ε

)
∀Y ∈ R

2 ; (11.246)

odtud

lim
n→∞

fn(Y )u(Y ) =
∂ϕ0

∂x1

(
X(0) − Y

ε

)
u(Y ) téměř všude v Ω. (11.247)

Protože ϕ0 ∈ C∞
0 (RN ), ze vztahu (11.246) plyne

|fn(Y )| ≤ C;

odtud

|fn(Y )u(Y )| ≤ C|u(Y )| ∀n ∈ N, ∀Y ∈ Ω (u ∈ L1(Ω)). (11.248)

Podle Věty P.2 vztahy (11.247) a (11.248) implikuj́ı

lim
n→∞

(Rεu)(x
(n)
1 , x

(0)
2 ) − (Rεu)(x

(0)
1 , x

(0)
2 )

x
(n)
1 − x

(0)
1

= ε−N

∫

Ω

∂ϕ0

∂x1

(
X(0) − Y

ε

)
u(Y ) dY

pro každou posloupnost {x(n)
1 } splňuj́ıćı x

(n)
1 → x

(0)
1 . Užijeme-li postačuj́ıćı pod-

mı́nku Věty P.3, dostaneme odtud21

(
∂

∂x1
Rεu

)
(x

(0)
1 , x

(0)
2 ) = ε−N

∫

Ω

∂ϕ0

∂x1

(
X(0) − Y

ε

)
u(Y ) dY.

21Poznamenejme, že pro větš́ı stručnost klademe

∂ϕ0

∂x1

(
X(0) − Y

ε

)
:=

∂

∂x1
ϕ0

(
X − Y

ε

)∣∣∣
X=X(0)

.
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T́ım je d̊ukaz vztahu (11.242), kde α = (1, 0), dokončen a spojitost derivace
D(1,0)Rεu dokázána. V př́ıpadě α = (0, 1) je d̊ukaz analogický. (V př́ıpadě N > 2
může být spojitost derivace D(1,0,...,0)Rεu dokázána stejným zp̊usobem.)

(C) V př́ıpadě derivaćı vyšš́ıch řád̊u můžeme postupovat analogicky a dokončit
d̊ukaz věty matematickou indukćı.

(D) V př́ıpadě dist (X,Ω) > ε podle (11.239d) plat́ı (Rεu)(X) = 0. Odtud plyne
vztah (11.241). �

11.14.4. Lemma. Nechť Ω ⊂ R
N je ohraničená oblast, jej́ıž hranice sestává

z konečného počtu hladkých část́ı. Polož́ıme-li u(X) = 0 pro X /∈ Ω, potom m̊užeme

psát

(Rεu)(X) =

∫

B(O,1)

u(X − εY )ϕ0(Y ) dY , (11.249)

kde B(O, 1) = {Y ∈ R
N : ‖Y ‖ < 1}. (B(O, 1) je otevřená koule v R

N se středem

v počátku O = [0, . . . , 0] a poloměrem rovným jedné.)

D̊ukaz. Pro libovolný, ale pevně zvolený bod X ∈ R
N položme

I :=

∫

B(O,1)

u(X − εY )ϕ0(Y ) dY . (11.250)

Označme

Z = X − εY čili Y =
X − Z

ε
. (11.251)

Protože jsme zvolili X ∈ R
N pevně, ze vztahu (11.251) plyne

Y ∈ B(O, 1) ⇔ Z ∈ B(X, ε) ,

kde B(X, ε) = {Z ∈ R
N : ‖X − Z‖ < ε}. Jakobián transformace (11.251)2

splňuje |J(Z)| = ε−N , takže podle Věty P.5 (o substituci v Lebesgueově integrálu)
dostaneme z (11.250)

I = ε−N

∫

B(X,ε)

ϕ0

(
X − Z

ε

)
u(Z) dZ . (11.252)

Protože jsme položili u(Z) = 0 pro Z /∈ Ω, můžeme vztah (11.252) přepsat na
tvar

I = ε−N

∫

B(X,ε)∩Ω

ϕ0

(
X − Z

ε

)
u(Z) dZ . (11.253)

Konečně, protože suppϕ0 = {Y ∈ R
N : ‖Y ‖ ≤ 1} = B(O, 1), plat́ı

ϕ0

(
X − Z

ε

)
= 0 ∀Z /∈ B(X, ε) .

Tedy vztah (11.253) může být přepsán takto:

I = ε−N

∫

Ω

ϕ0

(
X − Z

ε

)
u(Z) dZ ,

což jsme chtěli dokázat. �
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11.14.5. Věta. Nechť Ω ⊂ R
N je ohraničená oblast, jej́ıž hranice sestává z ko-

nečného počtu hladkých část́ı, a nechť u ∈ L2(Ω). Potom

lim
ε→0+

‖Rεu− u‖L2(Ω) = 0 . (11.254)

D̊ukaz. Podle vztahu (11.249), který vystupuje v Lemmatu 11.14.4, můžeme psát

(Rεu)(X) − u(X) =

∫

B(O,1)

u(X − εY )ϕ0(Y ) dY − u(X) =

=

∫

B(O,1)

[u(X − εY ) − u(X)]ϕ0(Y ) dY .

Pomoćı Schwarzovy nerovnosti dostaneme

[(Rεu)(X) − u(X)]2 =

(∫

B(O,1)

[u(X − εY ) − u(X)]ϕ0(Y ) dY

)2

≤

≤
∫

B(O,1)

[ϕ0(Y )]2 dY

∫

B(O,1)

[u(X − εY ) − u(X)]2 dY .

(11.255)

Když polož́ıme

C =

∫

B(O,1)

[ϕ0(Y )]2 dY

a integrujem nerovnost (11.255) přes oblast Ω, dostaneme

‖Rεu− u‖2
L2(Ω) ≤ C

∫

Ω

∫

B(O,1)

[u(X − εY ) − u(X)]2 dY dX =

= C

∫

B(O,1)

∫

Ω

[u(X − εY ) − u(X)]2 dX dY ,

(11.256)

kde rovnost v (11.256) je d̊usledkem Fubiniovy věty. Tvrzeńı věty 11.14.6 nyńı
dostaneme, když užijeme na vnitřńı integrál na pravé straně vztahu (11.256) větu
P.4 (o spojitosti v pr̊uměru (či podle středu)) funkćı f ∈ L2(Ω)). �

11.14.6. Lemma. Nechť u ∈ L1(Ω), Dαu ∈ L1(Ω), kde Ω ⊂ R
N je ohraničená

oblast, jej́ıž hranice sestává z konečného počtu hladkých část́ı. Zvoĺıme-li ε > 0,
potom za předpokladu

X ∈ Ω, dist (X, ∂Ω) > ε (11.257)

plat́ı

(DαRεu)(X) = (RεD
αu)(X) . (11.258)

D̊ukaz. Vztah (11.242), Věta 11.14.3 a fakt, že

Dα
Xϕ0

(
X − Y

ε

)
= (−1)|α|Dα

Y ϕ0

(
X − Y

ε

)
,
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dávaj́ı

(DαRεu)(X) = ε−N (−1)|α|
∫

Ω

Dα
Y ϕ0

(
X − Y

ε

)
u(Y ) dY . (11.259)

Abychom transformovali vztah (11.259) na tvar vhodný pro d̊ukaz Lemmatu
11.14.6, uvědomme si, že (11.257) v př́ıpadě funkce

ψX(Y ) := ϕ0

(
X − Y

ε

)

implikuje inkluzi suppψX ⊂ Ω: Skutečně, nechť Y ∈ ∂Ω; potom

dist (X, Y ) = ‖X − Y ‖ > ε a
‖X − Y ‖

ε
> 1.

Avšak, ϕ0(Z) = 0 pro ‖Z‖ > 1, takže ϕ0(X−Y
ε ) = 0.

Tedy můžeme už́ıt vztah, který vystupuje v definici zobecněné derivace, podle
něhož

ε−N (−1)|α|
∫

Ω

Dα
Y ϕ0

(
X − Y

ε

)
u(Y ) dY =

= ε−N

∫

Ω

ϕ0

(
X − Y

ε

)
Dαu(Y ) dY = (RεD

αu)(X) .

(11.260)

Kombinaćı vztah̊u (11.259), (11.260) dostaneme tvrzeńı Lemmatu 11.14.6. �

Tedy (volně řečeno) ve vnitřku oblasti Ω v dostatečné vzdálenosti od hranice
∂Ω je regularizace Rεu funkce u ∈ L1(Ω) hladkou funkćı (ve smyslu spojitosti
klasických derivaćı).

11.14.7. Věta. Nechť Ω, Ω∗ jsou N -rozměrné ohraničené oblasti v R
N , jejichž

hranice sestávaj́ı z konečného počtu hladkých část́ı, a nechť uzávěr oblasti Ω∗ splňuje

Ω∗ ⊂ Ω. Nechť u ∈ L2(Ω) a Dαu ∈ L2(Ω). Potom

lim
ε→0+

‖Dα(Rεu) −Dαu‖L2(Ω∗) = 0 . (11.261)

D̊ukaz. Z Lemmatu 11.14.6 plyne, že regularizace Rεu funkce u je dobře defi-
novaná v oblasti Ω∗ pro dostatečně malá ε > 0 (ε > 0 muśı být tak malé,
že dist (Ω∗, ∂Ω) > ε); zbývá tedy dokázat, že plat́ı vztah (11.261). To je však
okamžitým d̊usledkem Lemmatu 11.14.6 a Věty 11.14.5, protože pro dostatečně
malá ε > 0 plat́ı

‖Dα(Rεu) −Dαu‖L2(Ω∗) = ‖Rε(Dαu) −Dαu‖L2(Ω∗) . �

V závěru této kapitoly dokážeme, že lineárńı prostor C∞
0 (Ω) je hustý v L2(Ω)

(sĺıbili jsme to v textu, který je uveden za Větou 11.7.11). Za t́ım účelem potřebu-
jeme dokázat toto lemma:
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11.14.8. Lemma. Nechť Ω ⊂ R
N je ohraničená oblast, jej́ıž hranice sestává

z konečného počtu hladkých část́ı. Je-li nosič funkce u ∈ L1(Ω) obsažen v kompatńı

podmnožině K oblasti Ω a je-li ε < dist (K, ∂Ω), potom Rεu ∈ C∞
0 (Ω).

D̊ukaz. Muśıme dokázat, že suppRεu je kompaktńı podmnožinou oblasti Ω.
Nechť X ∈ suppRεu je libovolný, ale pevný bod; potom (Rεu)(X) 6= 0. Podle
(11.249), X − εY ∈ K pro nějaký bod Y ∈ B(O, 1), což znamená pro Y splňuj́ıćı
‖Y ‖ < 1. Tedy

dist (X,K) = inf
Z∈K

‖X − Z‖ ≤ ‖X − (X − εY )‖ = ε‖Y ‖ < ε .

Protože předpokládáme, že ε < dist (K, ∂Ω), bod X nemůže ležet vně oblasti Ω;
tedy X ∈ Ω. Dokázali jsme, že suppRεu ⊂ Ω.

Podle Definice 11.7.7 nosič je uzavřená ohraničená množina; tedy suppRεu je
kompaktńı podmnožinou22 oblasti Ω, takže Rεu ∈ C∞

0 (Ω). �

11.14.9. Věta. Nechť Ω ⊂ R
N je ohraničená oblast, jej́ıž hranice sestává z ko-

nečného počtu hladkých část́ı. Potom množina C∞
0 (Ω) je hustá v prostoru L2(Ω).

D̊ukaz. Zvolme ε > 0. Podle Věty P.1 (o absolutńı spojitosti Lebesgueova in-
tegrálu) můžeme naj́ıt δ > 0 a kompaktńı množinu Kδ ⊂ Ω tak, že meas(Ω\Kδ) < δ,
přičemž ∫

Ω\Kδ

[u(X)]2 dX < 1
6
ε2 . (11.262)

Protože Kδ je kompaktńı množina, plat́ı dist (Kδ, ∂Ω) > 0. Položme w = u
∣∣
Kδ

.

Podle Lemmatu 11.14.8 plat́ı Rηw ∈ C∞
0 (Ω) ∀η < dist (Kδ, ∂Ω). Nalezněme η > 0

tak malé, že současně plat́ı

‖Rηw − w‖2
L2(Kδ) <

1
3ε

2 , (11.263)

∫

Ω\Kδ

[(Rηw)(X)]2 dX < 1
6
ε2 . (11.264)

Vztah (11.263) plat́ı podle Věty 11.14.5 a vztah (11.264) plyne z vlastnost́ı funkce
Rηw ∈ C∞

0 (Ω) (funkce Rηw je spojitá a pro X ∈ ∂Ω plat́ı (Rηw)(X) = 0). Vztahy
(11.262) – (11.264) spolu s identitou

‖Rηw − u‖2
L2(Ω) = ‖Rηw − u‖2

L2(Ω\Kδ) + ‖Rηw − w‖2
L2(Kδ)

implikuj́ı23

‖Rηw − u‖L2(Ω) < ε ;

protože Rηw ∈ C∞
0 (Ω), je d̊ukaz dokončen. �

22Tj. ohraničenou a uzavřenou podmnožinou, protože Ω je N-rozměrnou oblast́ı, takže můžeme

už́ıt známou větu o ekvivalenci ohraničenosti a kompaktnosti množin v prostorech konečné dimenze.
23Výraz ‖Rηw−u‖2

L2(Ω\Kδ)
odhadneme takto: ‖Rηw−u‖2

L2(Ω\Kδ)
=
∫
Ω\Kδ

(Rηw−u)2 dX ≤
∫

(Rηw)2 dX +
∫

u2 dX + 2

∣∣∣
∫

(Rηw)u dX

∣∣∣ ≤ 2
∫

(Rηw)2 dX + 2
∫

u2 dX ≤ 2
3
ε2 podle (11.262) a

(11.264).
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Poznámka. Užit́ım (11.240) a (11.239d) lze Lemma 11.14.8 dokázat takto:
Nechť X ∈ suppRεu je libovolný, ale takový pevný bod, že plat́ı (Rεu)(X) 6= 0.
Potom podle (11.240) existuje Y ∈ K tak, že ‖X − Y ‖ < ε. Tedy

dist (X,K) = inf
Z∈K

‖X − Z‖ ≤ ‖X − Y ‖ < ε .

Zbytek d̊ukazu prob́ıhá stejně jako v 11.14.8.

11.15. Poincaréova nerovnost. Bramble–Hilbertovo

lemma. Interpolace. Konvergence MKP

11.15.1. Věta (Poincaréova nerovnost). Nechť u ∈ Hk(I), kde I = (a, b),
−∞ < a < b < +∞. Potom

‖u‖2
k ≤ C

{
|u|2k +

k−1∑

j=0

(∫

I

u(j)(x) dx

)2}
, (11.265)

kde konstanta C > 0 nezáviśı na u.

D̊ukaz. (A) Nechť u ∈ C∞(I) a ξ, η ∈ I. Potom

u(η) − u(ξ) =

∫ η

ξ

u′(x) dx.

Povyšme tento vztah na druhou

u2(η) + u2(ξ) − 2u(ξ)u(η) =

(∫ η

ξ

u′(x) dx

)2

a pravou stranu upravme pomoćı Schwarz-Buňakovského nerovnosti:

(∫ η

ξ

u′(x) dx

)2

≤
∣∣∣∣
∫ η

ξ

12 dx

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
∫ η

ξ

(
u′(x)

)2
dx

∣∣∣∣,

přičemž znaky absolutńıch hodnot jsou zbytečné, je-li ξ < η. Z posledńıch dvou
vztah̊u plyne

u2(η) + u2(ξ) − 2u(ξ)u(η) ≤ (b− a)

∫ b

a

(
u′(x)

)2
dx .

Integrujeme-li tuto nerovnost v intervalu
〈
a, b
〉

nejprve podle ξ při konstantńım η
a potom podle η, dostaneme

(b− a)

∫ b

a

(
u(η)

)2
dη + (b− a)

∫ b

a

(
u(ξ)

)2
dξ − 2

∫ b

a

u(η) dη

∫ b

a

u(ξ) dξ ≤

≤ (b− a)3
∫ b

a

(
u′(x)

)2
dx
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čili

‖u‖2
0 ≤ 1

2 (b− a)2|u|21 +
1

b− a

(∫ b

a

u(x) dx

)2

. (11.266)

Podle věty o hustotě C∞(I) v H1(I) vztah (11.266) plat́ı pro všechna u ∈ H1(I),
Přičteme-li k oběma stranám (11.266) výraz |u|21, dostaneme vztah (11.265), kde
C = max

(
1 + 1

2 (b− a), 1/(b− a)
)
.

(B) Stejným zp̊usobem jako jsme dostali (11.266) odvod́ıme

‖u′‖2
0 ≤ 1

2
(b− a)2|u′|21 +

1

b− a

(∫ b

a

u′(x) dx

)2

(11.267)

čili

|u|21 ≤ c1|u|22 + c2

(∫ b

a

(
u′(x)

)
dx

)2

, (11.267*)

kde jsme pro stručnost položili c1 = 1
2 (b−a)2, c2 = 1/(b−a). Dosad́ıme-li (11.267*)

do pravé strany vztahu

‖u‖2
0 ≤ (1 + c1)|u|21 + c2

(∫ b

a

u(x) dx

)2

, (11.266*)

který jsme źıskali v závěru části (A), dostaneme

‖u‖2
1 ≤ (1 + c2)

{
c1|u|22 + c2

(∫

I

u′(x) dx

)2}
+ c2

(∫

I

u(x) dx

)2

.

Přičteme-li k oběma stranám tohoto vztahu |u|22, dostaneme (11.265) pro př́ıpad
k = 2. Matematickou indukćı zobecńıme tento postup pro libovolné k ∈ N. (Pocho-
pitelně při každém kroku užijeme větu o hustotě lineárńıho prostoru C∞(I) v So-
bolevově prostoru Hk(I).) �

Lemma, které uvád́ım ve větě 11.15.2, je jednoduchou aplikaćı Poincaréovy
nerovnosti; má však významné postaveńı v analýze metody konečných prvk̊u.

11.15.2. Věta (Bramble-Hilbertovo lemma). Nechť I = (a, b), kde −∞ <
a < b < +∞. Nechť F je lineárńı ohraničený funkcionál na Hk(I),

|F (v)| ≤ C1‖v‖k,I ∀v ∈ Hk(I), (11.268)

a nechť

F (ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ P1(k − 1) , (11.269)

kde P1(k − 1) je množina všech polynom̊u v R
1 stupně nanejvýš k − 1. Potom

|F (v)| ≤ C1C2|v|k,I ∀v ∈ Hk(I), (11.270)

kde konstanta C1 nezáviśı na funkci v a konstanta C2 záviśı pouze na k a na inter-

valu I.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že existuje právě jeden polynom q ∈ P1(k− 1), který
splňuje vztahy

∫

I

(
v(x) + q(x)

)(j)
dx = 0 , j = 0, 1, . . . , k − 1 . (11.271)
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To je snadné: Je-li
q(x) = c0 + c1x+ · · · + ck−1x

k−1, (11.272)

potom pro j = k − 1 z (11.271) dostáváme

ck−1 = − 1

(k − 1)!(b− a)

∫

I

v(j)(x) dx .

Tento výraz dosad́ıme do (11.272); odtud vypočteme q(k−2)(x) a dosad́ıme do
(11.271), kde j = k − 2. T́ım dostaneme rovnici pro ck−2, atd.

Z věty 11.15.1 potom plyne, že

‖v + q‖k,I ≤ C2|v + q|k,I = C2|v|k,I .

Pomoćı vztahu (11.269), linearity funkcionálu F a vztahu (11.268) dále dostaneme

|F (v)| = |F (v) + F (q)| = |F (v + q)| ≤ C1‖v + q‖k,I .

Odhadneme-li pravou stranu předchoźım výsledkem, dostaneme nerovnost (11.270),
což jsme chtěli dokázat. �

11.15.3. Věta (Interpolačńı teorém). Nechť I = (a, b), −∞ < a < b < +∞.

Nechť uint ∈ P1(n) je interpolačńı polynom funkce u jednoznačně definovaný vztahy

uint(xi) = u(xi), x0 = a < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, (11.273)

přičemž body x1 < · · · < xn−1 děĺı interval I na n − 1 stejně velkých část́ı. Nechť

u ∈ Hk(I), přičemž

2 ≤ k ≤ n+ 1. (11.274)

Potom pro 0 ≤ s ≤ k plat́ı

‖u− uint‖s,I ≤ Chk−s
I |u|k,I , (11.275)

kde konstanta C > 0 nezáviśı na funkci u a kde hI = b− a.

D̊ukaz. Poznamenejme, že předpoklad k ≥ 2 zaručuje podle Sobolevovy věty
o vnořeńı, že u ∈ C0

〈
a, b
〉
, takže polynom uint může být definován vztahy (11.273).24

Důkaz jednoznačnosti určeńı polynomu uint(x) provedeme pro větš́ı jednoduchost
v př́ıpadě n = 3: Stač́ı dokázat, že ze vztah̊u uint(xi) = 0 (i = 0, 1, 2, 3) plyne
uint(x) ≡ 0. Podle Rolleovy věty existuj́ı body ξi splňuj́ıćı x0 < ξ0 < x1 < ξ1 <
x2 < ξ2 < x3, ve kterých uint(ξi) = 0. Daľśım užit́ım Rolleovy věty zjist́ıme
existenci bod̊u ηi splňuj́ıćıch ξ0 < η0 < ξ1 < η1 < ξ2, ve kterých u′′int(η0) =
u′′int(η1) = 0. Tedy existuje bod ζ0 tak, že u′′′int(ζ0) = 0. Odtud uint ∈ P(2).
Protože u′′int(η0) = 0, je uint ∈ P(1). Dále u′int(ξ0) = 0 dává uint ∈ P(0) a protože
uint(x0) = 0, tak plat́ı uint(x) ≡ 0.

(A) Nechť I0 = (0, 1). Položme

u∗(ξ) = u(x∗(ξ)), (11.276)

kde transformace

x∗(ξ) = a+ hIξ = a+ (b− a)ξ, ξ ∈ I0 = (0, 1), (11.277)

zobrazuje vzájemně jednoznačně interval I0 na interval I. Přitom

xj = x∗(j/n) (j = 0, 1, . . . , n). (11.278)

24V R1 dokonce stač́ı k ≥ 1.
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Zvolme funkci v ∈ Hs(I0) libovolně, ale pevně, a definujme lineárńı funkcionál
F (u∗) na Hk(I0) vztahem

F (u∗) = (u∗ − (uint)
∗, v)s,I0 , (11.279)

kde polynom (uint)
∗ je dán vztahem

(uint)
∗(ξ) = uint(x

∗(ξ)) (11.280)

a (w, v)s,I0 je skalárńı součin v prostoru Hs(I0):

(w, v)s,I0 =
s∑

j=0

∫

I0

DjwDjv dξ . (11.281)

Ověřme předevš́ım, že F je lineárńı funkcionál: Nechť c1, c2 jsou dvě libovolná
reálná č́ısla a w∗, z∗ ∈ Hk(I0) dvě funkce koresponduj́ıćı s funkcemi w, z ∈ Hk(I)
podle vztahu (11.276). Potom

F (c1w
∗ + c2z

∗) = F ((c1w + c2z)
∗) = ((c1w + c2z)

∗ − ((c1w + c2z)int)
∗, v)s,I0 =

= (c1w
∗+c2z

∗−(c1wint+c2zint)
∗, v)s,I0 = (c1w

∗+c2z
∗−c1(wint)

∗+c2(zint)
∗, v)s,I0 =

= c1(w∗ − (wint)
∗, v)s,I0 + c2(z∗ − (zint)

∗, v)s,I0 = c1F (w∗) + c2F (z∗) .

(B) Nyńı dokážeme, že

|F (u∗)| ≤ C1‖v‖s,I0‖u∗‖k,I0 , (11.282)

kde konstanta C1 nezáviśı na v a u∗. Vztah (11.279) implikuje

|F (u∗)| ≤ ‖u∗ − (uint)
∗‖s,I0‖v‖s,I0 ≤ ‖v‖s,I0

(
‖u∗‖k,I0 + ‖(uint)

∗‖k,I0

)
. (11.283)

Abychom dokázali (11.282), muśıme odhadnout ‖(uint)
∗‖k,I0 pomoćı ‖u∗‖k,I0 : Po-

dle (11.276), (11.278) a (11.280) plat́ı

u∗(j/n) = u(xj), (uint)
∗(j/n) = uint(xj) (j = 0, 1, . . . , n), (11.284)

Vztahy (11.284) spolu se vztahy (11.273) dávaj́ı

(uint)
∗(j/n) = u∗(j/n), (j = 0, 1, . . . , n). (11.285)

Lineárnost transformace (11.277) a vztah (11.280) zaručuj́ı, že (uint)
∗ ∈ P1(n).

Podle (11.273) je tedy (uint)
∗ interpolačńım polynomem funkce u∗ ∈ Hk(I0). Od-

tud

(uint)
∗(ξ) =

n∑

j=0

u∗(j/n)ϕ∗
j(ξ), (11.286)

kde bázové polynomy ϕ∗
j ∈ P1(n) (j = 0, 1, . . . , n) jsou jednoznačně určeny vztahy

ϕ∗
j (i/n) = δij (i, j = 0, 1, . . . , n).
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Plat́ı
‖ϕ∗

j‖k,I0 ≤ K̃ (j = 0, 1, . . . , n). (11.287)

Konstanta K̃ záviśı pouze na pevných veličinách k, n, ϕ∗
0, . . . , ϕ

∗
n a může být (po

jistém úsiĺı) vypočtena, což však v tomto d̊ukazu neńı nutné. Odhad (11.287)
a vztah (11.286) implikuj́ı

‖(uint)
∗‖k,I0 ≤

n∑

j=0

|u∗(j/n)| · ‖ϕ∗
j‖k,I0 ≤ K̃

n∑

j=0

|u∗(j/n)| .

Protože k ≥ 2 (v R
1 přitom stač́ı k ≥ 1), ze Sobolevovy věty o vnořeńı (viz větu

11.7.29) plyne
|u∗(j/n)| ≤ max

I0

|u∗(ξ)| ≤ K(I0)‖u∗‖k,I0 ,

kde konstanta K(I0) záviśı pouze na I0. Kombinaćı posledńıch dvou odhad̊u se

vztahem (11.283) dostaneme odhad (11.282), kde C1 = 1 + nK̃K(I0).

(C) Nyńı dokážeme, že

F (u∗) = 0 ∀u∗ ∈ P1(n) . (11.288)

Podle (11.286) je polynom (uint)
∗ ∈ P1(n) interpolačńım polynomem polynomu

u∗ ∈ P1(n); odtud je (uint)
∗ ≡ u∗. Tento výsledek a vztah (11.279) dávaj́ı (11.288).

(D) Podle (11.282) je F (u∗) lineárńı ohraničený funkcionál na prostoru Hk(I0)
s normou, která neńı větš́ı než C1‖v‖s,I0 . Protože podle (11.274) je k − 1 ≤ n,
vztah (11.288) dává

F (u∗) = 0 ∀u∗ ∈ P1(k − 1). (11.289)

Z (11.282) a (11.289) plyne, že oba předpoklady Bramble-Hilbertova lemmatu (viz
větu 11.15.2) jsou splněny, takže plat́ı

|F (u∗)| ≤ C1C2‖v‖s,I0 |u∗|k,I0 ∀u∗ ∈ Hk(I0), (11.290)

kde (jak už bylo zmı́něno) C1 = 1 + nK̃K(I0) a konstanta C2 záviśı podle věty
11.15.2 pouze na k a I0.

Protože funkce v byla zvolena v Hs(I0) libovolně, vztahy (11.279) a (11.290)
dohromady dávaj́ı

|(u∗ − (uint)
∗, v)s,I0| ≤ C1C2‖v‖s,I0 |u∗|k,I0 ∀u∗ ∈ Hk(I0), ∀v ∈ Hs(I0).

Polož́ıme-li v = u∗ − (uint)
∗, dostaneme odtud

‖u∗ − (uint)
∗‖s,I0 ≤ C1C2|u∗|k,I0 ∀u∗ ∈ Hk(I0). (11.291)

(E) V závěrečné části d̊ukazu přejdeme od nerovnosti (11.291) k odhadu výrazu
‖u−uint‖s,I na intervalu I. K tomu užijeme větu 11.15.4: Polož́ıme-li w = u−uint,
dostaneme ze vztahu (11.296) (viz větu 11.15.4 na str. 127) pro 0 ≤ s ≤ k

‖u− uint‖s,I ≤
√
hIh

−s
I ‖u∗ − (uint)

∗‖s,I . (11.292)
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Polož́ıme-li w = u, dostaneme ze vztahu (11.297) (viz opět větu 11.15.4)

|u∗|k,I0 ≤ C(k)hk
I (hI)−1/2|u|k,I . (11.293)

Závěr d̊ukazu je nyńı jednoduchý: Násobme (11.291) výrazem

√
hIh

−s
I

a odhadněme levou stranu zdola pomoćı (11.292) a pravou stranu shora pomoćı
(11.293). Dostaneme

‖u− uint‖s,I ≤ C̃(k)hk−s
I |u|k,I ,

což je odhad vyjádřený vztahem (11.275). �

Ve větě 11.15.4 odvod́ıme vztahy (11.296) a (11.297). K tomu ještě potřebujeme
inverzńı transformaci k transformaci (11.277), tj.

ξ∗(x) = h−1
I (x− a), x ∈ I = (a, b), (11.294)

a vyjádřeńı funkce w∗(ξ) pomoćı funkce w(x) (je to opakováńı vztahu (11.276)):

w∗(ξ) = w(x∗(ξ)). (11.295)

11.15.4. Věta. a) Nechť I = (a, b), kde b − a < 1, a I0 = (0, 1). Je-li w ∈
C∞(I), potom w∗ ∈ C∞(I0) a pro libovolná celá č́ısla s, k ∈ {0, 1, 2, . . .} plat́ı tyto

vztahy, ve kterých znač́ıme hI := b− a:

‖w‖s,I ≤
√
hIh

−s
I ‖w∗‖s,I0 , (11.296)

|w∗|k,I0 = hk
I (hI)−1/2|w|k,I . (11.297)

b) Jestliže w ∈ Hk(I), potom w∗ ∈ Hk(I0) a plat́ı vztahy (11.296), (11.297),
přičemž v (11.296) je 0 ≤ s ≤ k.

D̊ukaz. a) Protože x∗(ξ) ∈ C∞(R1), z předpokladu w ∈ C∞(I) a vztahu (11.295)
plyne (podle věty o derivováńı složené funkce), že w∗ ∈ C∞(I0). Nyńı dokážeme
(11.296). Podle věty o transformaci integrálu plat́ı

‖w‖2
s,I =

s∑

j=0

∫ b

a

(
djw

dxj

)2

dx = hI

s∑

j=0

∫ 1

0

[
[(w(j))∗(ξ)

]2
dξ, (11.298)

kde
(w(j))∗(ξ) = w(j)(x∗(ξ)).

Abychom vyjádřili (w(j))∗ ve vhodném tvaru, pǐsme

w(x) = w∗(ξ∗(x)). (11.299)

Protože ξ∗(x) je lineárńı funkce, dostaneme z (11.299) derivováńım

dw

dx
=

dw∗

dξ

dξ∗

dx
=

dw∗

dξ

1

hI
,

d2w

dx2
=

d

dx

(
dw∗

dξ

)
1

hI
=

d2w∗

dξ2
1

h2
I
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a obecně
djw

dxj
=

djw∗

dξj

1

hj
I

. (11.300)

Pravá strana (11.300) je funkćı pouze ξ, takže vyjadřuje (w(j))∗:

(
w(j)

)∗
=

(
djw

dxj

)∗
=

djw∗

dξj

1

hj
I

. (11.301)

Dosazeńım (11.301) do (11.298) a dále užit́ım vztahu hI < 1 dostaneme

‖w‖2
s,I = hI

s∑

j=0

|w∗|2j,I0
1

h2j
I

≤ hIh
−2s
I ‖w∗‖2

s,I0
,

takže po odmocněńı dostaneme nerovnost (11.296).
• Nyńı dokážeme (11.297). Protože x∗(ξ) je lineárńı funkce, dostaneme z (11.295)

a (11.277) derivováńım

djw∗

dξj
(ξ) =

djw

dxj
(x)hj

I . (11.302)

Pravá strana vztahu (11,288) je funkćı pouze x, takže vyjadřuje funkci (w∗)(j)

transformovanou z I0 na I; můžeme ji označit symbolem ((w∗)(j))•. Tedy

|w∗|2k,I0
=

∫ 1

0

[
dkw∗

dξk
(ξ)

]2
dξ =

∫ b

a

[
dkw

dxk
(x)hk

I

]2∣∣∣∣
dξ

dx

∣∣∣∣ dx = h2k
I h−1

I |w|2k,I .

(11.303)
Odmocněńım (11.303) dostaneme rovnost (11.297).

b) Nejprve dokážeme, že w∗ ∈ Hk(I0), jestliže w ∈ Hk(I). Můžeme už́ıt větu
11.7.21 (resp. 11.7.26) o hustotě lineálu C∞(I) v Sobolevově prostoru Hk(I) a ke
každé funkci w ∈ Hk(I) nalézt posloupnost {vi} ⊂ C∞(I) takovou, že

lim
i→∞

‖vi − w‖k,I = 0. (11.304)

Položme
v∗i (ξ) = vi(x

∗(ξ)) .

Stejně jako na začátku části a) plat́ı, že v∗i ∈ C∞(I0). Nyńı dokážeme, že

‖v∗j − v∗i ‖k,I0 ≤ (hI)−1/2‖vj − vi‖k,I . (11.305)

V rovnosti (11.303) položme u∗ = v∗j − v∗i , zaměňme symbol k symbolem m a se-
čtěme (11.303) od m = 0 do m = k; dostaneme

‖v∗j − v∗i ‖2
k,I0

=
k∑

m=0

|v∗j − v∗i |2m,I0
= h−1

I

k∑

m=0

h2m
I |vj − vi|2m,I ≤ h−1

I ‖vj − vi‖2
k,I ;

nerovnost plyne z předpokladu hI ≤ 1. Odmocněńım této nerovnosti dostaneme
vztah (11.305).
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Podle (11.304) jde pravá strana (11.305) k nule, když i, j → ∞. Tedy {v∗i }
je cauchyovská posloupnost v prostoru Hk(I0). Tento výsledek spolu s úplnost́ı
prostoru Hk(I0) implikuj́ı existenci funkce ω ∈ Hk(I0), pro kterou plat́ı

lim
i→∞

‖v∗i − ω‖k,I0 = 0. (11.306)

Protože k ≥ 1, podle Sobolevovy věty o vnořeńı plat́ı, že w ∈ C0(I). Odtud
a podle (11.295) je (vzhledem k linearitě funkce x∗(ξ)) w∗ ∈ C0(I0). Nyńı

‖v∗i − w∗‖0,I0 =

√∫ 1

0

(v∗i (ξ) − w∗(ξ))2 dξ = (11.307)

= (hI)−1/2

√∫ b

a

(vi(x) − w(x))2 dξ = (hI)−1/2‖vi − w‖0,I0 → 0.

Vztahy (11.306), (11.307) a jednoznačnost limity v L2(I0) implikuj́ı ω = w∗; odtud
w∗ ∈ Hk(I0), což jsme chtěli dokázat. Přitom (dosad́ıme-li ω = w∗ do (11.306))

lim
i→∞

‖v∗i − w∗‖k,I0 = 0. (11.308)

Ze vztah̊u (11.304) a (11.308) plyne

lim
i→∞

‖vi‖s,I = ‖w‖s,I , lim
i→∞

‖v∗i ‖s,I0 = ‖w∗‖s,I0 , (11.309)

lim
i→∞

|vi|s,I = |w|s,I , lim
i→∞

|v∗i |s,I0 = |w∗|s,I0 . (11.310)

Skutečně, podle trojúhelńıkové nerovnosti a vztahu (11.304) plat́ı

‖vi‖s,I = ‖vi + w − w‖s,I ≤ ‖w‖s,I + ‖vi − w‖s,I → ‖w‖s,I .

Stejně lze dokázat zbývaj́ıćı tři vztahy vystupuj́ıćı v (11.309) a (11.310).
Zbytek d̊ukazu je jednoduchý: Protože {vi} ⊂ C∞(I), plat́ı podle již dokázané

části a) této věty 11.15.4

‖vi‖s,I ≤
√
hIh

−s
I ‖v∗i ‖s,I0 , (11.311)

|v∗i |k,I0 = hk
I (hI)−1/2|vi|k,I . (11.312)

Přejdeme-li k limitě pro i → ∞ v (11.311) a (11.312), dostaneme pro funkci w ∈
Hk(I) odhady (11.296) a (11.297). �

• Zbývá probrat posledńı téma této podkapitoly: konvergenci MKP. Zopakujme
si věty 11.6.1, 11.6.2 a 11.6.3, které zde uvád́ım pod č́ısly 11.15.5, 11.15.6 a 11.15.7,
a proveďme d̊ukazy posledńıch dvou vět, které nebyly v podkap. 11.6 dokázány:

11.15.5. Věta (abstraktńı odhad chyby). Nechť u ∈ H1 je řešeńı slabé

formulace, ve které vystupuje V -eliptická a ohraničená bilineárńı forma a(v, w).
Potom plat́ı

‖u− uh‖1 ≤ C inf
v∈Wh

‖u− v‖1, (11.313)

kde C je konstanta nezávislá na h, u a v.
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11.15.6. Věta (o maximálńı rychlosti konvergence). Nechť bilineárńı

forma a(v, w) je V -eliptická a ohraničená a nechť u ∈ H2(0, ℓ), kde u je řešeńı slabé

formulace a H2(0, ℓ) ⊂ L2(0, ℓ) je podprostor funkćı s kvadraticky integrovatelnými

prvńımi a druhými derivacemi. Potom

‖u− uh‖1 ≤ Ch|u|2 ∀h ∈ (0; 1), (11.314)

kde konstanta C nezáviśı na h a u a kde seminorma |u|2 je definovaná vztahem

|u|2 =

√∫ ℓ

0

(u′′)2 dx.

D̊ukaz. Nechť I1
hu je interpolace funkce u ∈ H2(0, ℓ) spojitou funkćı, která je po

prvćıch děleńı Dh (viz (11.6)) lineárńı. Protože I1
h ∈ Wh, vztah (11.313) implikuje

‖u− uh‖1 ≤ C‖u− I1
hu‖1.

Vztah (11.314) nyńı plyne z interpolačńıho teorému pro jednorozměrné konečné
prvky s lineárńı násadou: viz větu 11.15.3, kde n = 1:

‖u− I1
hu‖1 ≤ Ch|u|2. (11.315)

T́ım je d̊ukaz věty 11.15.5 dokončen. �

11.15.7. Věta (obecná věta o konvergenci metody konečných prvk̊u).
Nechť jsou splněny předpoklady věty 11.4.2 o existenci a jednoznačnosti řešeńı slabé

formulace. Potom

lim
h→0

‖u− uh‖1 = 0, (11.316)

kde u ∈ H1(0, ℓ) je řešeńı slabé formulace.

Na základńı ideu d̊ukazu obecné věty o konvergenci metody konečných prvk̊u
jsem přǐsel v r. 1969 a publikoval o tom s M. Zlámalem článek [ŽZ]. Po vydáńı
tohoto článku př́ıslušný trik nezávisle publikovali v r̊uzných časových intervalech
mnoźı daľśı matematici pracuj́ıćı v MKP. Tento trik spoč́ıvá na užit́ı věty o hustotě
množiny C∞(Ω) ∩ V v testovaćım prostoru V . (V př́ıpadě N = 1 jde o množinu
C∞〈0, ℓ

〉
∩ V .) Solidńı d̊ukaz této věty o hustotě je v př́ıpadě oblast́ı Ω ⊂ R

N

(N = 2, 3) komplikovaný a dlouhý a př́ıslušná věta má tento tvar (viz [Že2, kap. 26,
str. 272 – 296] nebo [DŽ]):

11.15.8. Věta (o hustotě C∞(Ω) ∩ V ve V ). Nechť Ω je oblast s lipschit-

zovskou hranićı a nechť

V = {v ∈ H1(Ω) : Tv = 0 na Γ1, kde Γ1 ⊂ ∂Ω,

measN−1Γ1 > 0 (N = 2 nebo N = 3)},
kde Tv je stopa funkce v ∈ H1(Ω) na Γ1. Potom množina C∞(Ω) ∩ V je hustá

v prostoru V ⊂ H1(Ω) testovaćıch funkćı.

Prostor H1
0 (0, ℓ) je R

1-analogíı prostoru V z věty 11.15.8, když Γ1 = ∂Ω. Oba
prostory VS1 a VS2 testovaćıch funkćı jsou analogiemi prostoru V z věty 11.15.8,
když Γ1 je pouze část́ı hranice ∂Ω. Je přitom

C∞〈0, ℓ
〉
∩H1

0 (0, ℓ) = {v ∈ C∞〈0, ℓ
〉

: v(0) = v(ℓ) = 0}, (11.317)

C∞〈0, ℓ
〉
∩ VS1 =

{
w ∈ C∞〈0, ℓ

〉
: w(0) = 0

}
, (11.318)

C∞〈0, ℓ
〉
∩ VS2 =

{
w ∈ C∞〈0, ℓ

〉
: w(ℓ) = 0

}
. (11.319)
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11.15.9. Věta.
(a) H1

0 (0, ℓ) je uzávěr množiny {C∞〈0, ℓ
〉

: v(0) = v(ℓ) = 0} v normě prostoru

H1(0, ℓ):
H1

0 (0, ℓ) =
[
v ∈ C∞〈0, ℓ

〉
: v(0) = v(ℓ) = 0

]
1
. (11.320)

(b) VS1 je uzávěr množiny {C∞〈0, ℓ
〉

: v(0) = 0} v normě prostoru H1(0, ℓ):

VS1 =
[
v ∈ C∞〈0, ℓ

〉
: v(0) = 0

]
1
. (11.321)

(c) VS2 je uzávěr množiny {C∞〈0, ℓ
〉

: v(ℓ) = 0} v normě prostoru H1(0, ℓ):

VS2 =
[
v ∈ C∞〈0, ℓ

〉
: v(ℓ) = 0

]
1
. (11.322)

D̊ukaz. Operacemi uzávěru vyjádřenými na pravých stranách vztah̊u (11.320),
(11.321) a (11.322) vzniknou uzavřené podprostory úplného prostoru H1(0, ℓ), což
znamená, že vzniknou úplné podprostory Sobolevova prostoru H1(0, ℓ). Přitom
v hranatých závorkách [·]1 na pravých stranách (11.320) – (11.322) jsou množiny
(11.317), (11.318) a (11.319); dokazujeme tedy hustotu množin (11.317), (11.318)
a (11.319) v př́ıslušných testovaćıch prostorech H1

0 (0, ℓ), VS1 a VS2.
Uzávěr definovaný pravou stranou (11.320) neńı nic jiného než podprostor pros-

toru W 1(0, ℓ):

[
v ∈ C∞〈0, ℓ

〉
: v(0) = v(ℓ) = 0

]
1

= W 1
0 (0, ℓ) , (11.323)

kde W 1
0 (0, ℓ) je množina těch funkćı z W 1(0, ℓ), které jsou rovny nule v koncových

bodech intervalu
〈
0, ℓ
〉
. (Již v́ıme, že prvky prostoru W 1(0, ℓ) jsou absolutně spojité

funkce na intervalu
〈
0, ℓ
〉
, takže má smysl hovořit o funkčńıch hodnotách v kon-

cových bodech intervalu
〈
0, ℓ
〉
.) Protože podle Věty 11.7.27 je H1(0, ℓ) = W 1(0, ℓ),

muśı být H1
0 (0, ℓ) = W 1

0 (0, ℓ). // Stejně se dokáže:

VS1 = W 1
S1(0, ℓ) = H1

S1(0, ℓ), VS2 = W 1
S2(0, ℓ) = H1

S2(0, ℓ),

kde význam symbol̊u je jasný. �

Větu 11.15.9 užijeme nyńı v d̊ukazu Lemmatu 11.15.10.

11.15.10. Lemma. Nechť I = (0, ℓ). Jsou-li předepsány okrajové podmı́nky

u(0) = a, u(ℓ) = b, (11.324)

potom klademe

ω(x) = a+
b− a

ℓ
x, x ∈

〈
0, ℓ
〉
. (11.324*)

Je-li předepsána jediná okrajová podmı́nka

u(0) = a, resp. u(ℓ) = b, (11.325)

klademe

ω(x) = a, resp. ω(x) = b ∀x ∈
〈
0, ℓ
〉
. (11.325*)
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Potom pro každou funkci v ∈ H1(0, ℓ), která splňuje dané okrajové podmı́nky

(11.324) nebo (11.325), a pro každé δ > 0 m̊užeme nalézt vδ ∈ H2(0, ℓ) tak, že

vδ splňuje dané okrajové podmı́nky a plat́ı

‖v − I
(n)
h vδ‖1,I < δ ∀h ∈ (0, hv,δ) (11.326)

kdee I
(n)
h vδ ∈W

(n)
h je interpolant funkce vδ při užit́ı interpolačńıho polynomu n-tého

stupně na prvćıch
〈
xi, xi+1

〉
.

D̊ukaz. A) Položme
w = v − ω. (11.327)

Potom w ∈ V a podle věty o hustotě množiny C∞〈0, ℓ
〉
∩V v testovaćım prostoru V

(tj. podle Věty 11.15.9) existuje pro každé δ > 0 taková funkce wδ ∈ C∞〈0, ℓ
〉
∩ V ,

že
‖w − wδ‖1,Ω < δ

2
. (11.328)

Pomoćı interpolačńıho teorému 11.15.3 snadno zjist́ıme, že

‖wδ − I
(n)
h wδ‖1,I ≤ Chn|wδ|n+1,I .

Tedy můžeme naj́ıt takové hw,δ, že

‖wδ − I
(n)
h wδ‖1,Ω < δ

2 ∀h ∈ (0, hw,δ). (11.329)

Nerovnosti (11.328), (11.329) implikuj́ı

‖w − I
(n)
h wδ‖1,Ω < δ ∀h ∈ (0, hw,δ). (11.330)

B) Položme
vδ = wδ + ω. (11.331)

Plat́ı
‖ω − I

(n)
h ω‖1,I = 0. (11.332)

Označ́ıme-li hv,δ = hw,δ, potom (11.326) plyne z (11.327), (11.330) – (11.332) a z li-

nearity operátoru I
(n)
h . Protože funkce vδ splňuje dané okrajové podmı́nky, d̊ukaz

je kompletńı. �

Důkaz věty 11.15.7. Podle Lemmatu 11.15.10 můžeme ke každému δ > 0
naj́ıt takovou funkci uδ ∈ H2(I) a takové hu,δ > 0, že uδ splňuje dané okrajové
podmı́nky (11.324), resp. (11.325), a plat́ı

‖u− I
(n)
h uδ‖1,I < δ ∀h ∈ (0, hu,δ). (11.333)

Protože I
(n)
h uδ ∈ W

(n)
h , máme

inf
v∈W

(n)

h

‖u− v‖1,I ≤ ‖u− I
(n)
h uδ‖1,I . (11.334)

Věta 11.15.5 o abstraktńım odhadu chyby a nerovnosti (11.333) a (11.334) implikuj́ı
(11.316). �

Věta 11.15.7 zaručuje konvergenci metody konečných prvk̊u za podmı́nek, které
stač́ı k existenci a jednoznačnosti přesného řešeńı u ∈ H1(0, ℓ) slabé formulace. Je-li
nav́ıc přesné řešeńı dostatečně hladké, tj. u ∈ H2(0, ℓ), potom věta 11.15.6 zaručuje
rychlost konvergence O(h), za předpokladu lineárńı konečněprvkové násady. Je-li
tato násada po prvćıch kvadratická a u ∈ H3(0, ℓ), potom rychlost konvergence je
O(h2), atd.
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11.15.11. Friedrichsovy nerovnosti jinak. Friedrichsovy nerovnosti lze také
odvodit pomoćı Věty 11.15.9: Uvažujme w ∈ H1

0 (0, ℓ). Potom podle Věty 11.7.36ℓ

w(x) =

∫ x

0

w′(t) dt,

takže je

w2(t) =

(∫ x

0

w′(t) dt

)2

.

Užijeme-li na pravou stranu tohoto vztahu Schwarzovu nerovnost, dostaneme

w2(x) ≤
∫ x

0

12 dt ·
∫ x

0

(w′)2(t) dt.

Protože (w′)2(t) je v intervalu
〈
0, ℓ
〉

nezáporná, je t́ım sṕı̌se

w2(x) ≤
∫ x

0

12 dt ·
∫ ℓ

0

(w′)2(t) dt = x

∫ ℓ

0

(w′)2(t) dt.

Integrujeme-li tuto nerovnost od nuly do ℓ a přejdeme-li k oznaěeńı x mı́sto t pro
integračńı proměnnou, dostaneme

∫ ℓ

0

w2(x) dx ≤ 1
2ℓ

2

∫ ℓ

0

(w′)2(x) dx

čili
‖w‖2

0 ≤ 1
2ℓ

2|w|21.
Přičtěme k oběma stranám |w|21:

‖w‖2
1 ≤

(
1 + 1

2
ℓ2
)
|w|21 ∀w ∈ C∞(0, ℓ) ∩H1

0 (0, ℓ). (11.335)

Užijeme nyńı větu o hustotě množiny C∞〈0, ℓ
〉
∩H1

0 (0, ℓ) v H1
0 (0, ℓ). Zvolme v ∈

H1
0 (0, ℓ) libovolně, ale pevně. Nechť {wn} ⊂ C∞〈0, ℓ

〉
∩ H1

0 (0, ℓ) je posloupnost,
pro kterou

lim
n→∞

‖wn − v‖1 = 0. (11.336)

Protože podle (11.335) plat́ı

‖wn‖2
1 ≤

(
1 + 1

2
ℓ2
)
|wn|21 ∀wn ∈ C∞〈0, ℓ

〉
∩H1

0 (0, ℓ), (11.337)

limitńım přechodem v (11.337) pro n → ∞ dostaneme vzhledem k (11.336) vztah
(11.116). �

Analogickou argumentaci můžeme použ́ıt při d̊ukazech těchto Friedrichsových
nerovnost́ı

‖v‖2
1 ≤ β|v|21 ∀v ∈ VS1 (β = const > 0),

‖v‖2
1 ≤ β|v|21 ∀v ∈ VS2 (β = const > 0),

kde
VS1 =

{
w ∈ H1(0, ℓ) : w(0) = 0

}
, (11.175S1)

VS2 =
{
w ∈ H1(0, ℓ) : w(ℓ) = 0

}
. (11.175S2)
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11.16. Dodatek A (Spojitost podle středu)

P.3. Věta. Funkce f(X) má v bodě X0 limitu A, když a jen když posloupnost

{f(Xn)} konverguje k č́ıslu A v př́ıpadě každé posloupnosti {Xn}, která konverguje

k bodu X0:

lim
n→0

‖Xn −X0‖ = 0 ⇒ lim
n→∞

f(Xn) = A . � (*)

Pro d̊ukaz Věty P.3 je vhodné formulovat definici limity funkce takto:

Definice. Ř́ıkáme, že č́ıslo A je limitou funkce f(X) (X ∈ R
N ) v bodě X0,

přičemž ṕı̌seme
lim

X→X0

f(X) = A , (**)

jestliže ke každému okoĺı Oε(A) bodu A existuje takové okoĺı Oδ(X0) bodu X0, že

f(Oδ(X0) \ {X0}) ⊂ Oε(A).

Důkaz věty P.3. Nutnost podmı́nky je zřejmá. Dokážeme jej́ı dostatečnost

(budeme přitom už́ıvat pro ryźı okoĺı značeńı Õ(X0) := O(X0) \ {X0}): Pokud
vztah (**) neplat́ı, potom existuje takové okoĺı Oε(A) č́ısla A, že v libovolném

ryźım okoĺı Õδ(X0) můžeme nalézt body, jejichž obrazy nelež́ı v Oε(A). Položme

δn = 1
n (n = 1, 2, . . . ) a zvolme v každém ryźım okoĺı Õ 1

n
(X0) bod Xn takovým

zp̊usobem, že f(Xn) /∈ Oε(A). Potom posloupnost {Xn} konverguje k X0, ale
vztah (*) neplat́ı, což jsme chtěli dokázat. (Negace právě źıskané implikace zńı:
Když plat́ı (*), potom má funkce f(X) v bodě X0 limitu A.) Poznamenejme, že
jsme v tomto d̊ukazu užili axiom výběru. �

P.6. Věta (Luzin). Nechť f = f(X), kde X = [x1, . . . , xn], je měřitelná

a téměř všude konečná funkce zadaná na ohraničené a měřitelné oblasti Ω ⊂ R
N .

Potom k libovolnému δ > 0 existuje taková uzavřená množina Fδ, že restrikce funkce

f(X) na Fδ je spojitá na množině Fδ a measN (Ω \ Fδ) < δ. (D̊ukaz viz [Ja].)

P.4. Věta. Nechť Ω je ohraničená oblast v R
N (m̊uže být v́ıcenásobně souvislá).

Potom každá funkce f ∈ L2(Ω) je spojitá podle středu, tj. pro ‖h‖ < δ plat́ı (kde
‖ · ‖ je euklidovská norma)

(∫

Ω

[f(X + h) − f(X)]2 dX

)1/2

< ε. (A.1)

D̊ukaz. A) Nechť ε > 0. Podle věty P.1 o absolutńı spojitosti Lebesgueova in-
tegrálu (viz podkap. 11.14) existuje takové η > 0, že pro každou měřitelnou množinu
G ∈ Ω, jej́ıž mı́ra splňuje nerovnost measNG < 4η, plat́ı

(∫

G

[f(X)]2 dX

)1/2

<
ε

4
. (A.2)

Množinu G vhodnou pro tento d̊ukaz zkonstruujeme v části B).
B) Ke každému η z části A) existuje takové ̺ > 0, že

measNH̺ < η, (A.3)

kde
H̺ = {X ∈ Ω : dist (X, ∂Ω) ≤ ̺}. (A.4)

Položme
Ω̺ = Ω \H̺. (A.5)
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Funkce f je evidentně měřitelná na množině Ω̺; tedy existuje podle Luzinovy věty
(viz P.6) taková uzavřená množina F 1

η ⊂ Ω̺, že restrikce funkce f na F 1
η je spojitou

funkćı, přičemž (pro větš́ı stručnost budeme v tomto d̊ukazu mı́sto symbolu measN

už́ıvat pouze symbol meas)

meas (Ω̺ \ F 1
η ) < η. (A.6)

Podle (A.3), (A.5) a (A.6) plat́ı

meas(Ω \ F 1
η ) = meas((H̺ ∪ Ω̺) \ F 1

η ) = meas(H̺) + meas(Ω̺ \ F 1
η ) < 2η. (A.7)

Protože množina F 1
η je uzavřená a ohraničená, je funkce f stejnoměrně spojitá25

na F 1
η . Tedy existuje takové δ ∈ (0, ̺), že

|f(X + h) − f(X)| < ε

2
√

meas Ω
(A.8)

pro všechny dvojice bod̊u X, X+h ∈ F 1
η , kde h je libovolné, ale pevné č́ıslo splňuj́ıćı

nerovnost ‖h‖ < δ. (Je to ono h, které se vyskytuje ve formulaci Věty P.4, přičemž
‖h‖ je euklidovská norma h ∈ R

N ; viz str. 114 dole.)
S užit́ım h, které souviśı se vztahem (A.8) (tj. takové, že ‖h‖ < δ < ̺), definujme

translaci Th pomoćı

X = [x1, . . . , xn] = Th(Y ) = [Th
1 (y1), . . . , Th

N (yN )] = [y1 − h1, . . . , yN − hN ].

Položme
F 2

η = Th(F 1
η ) = {X = Th(Y ) : Y ∈ F 1

η ). (A.9)

Protože F 1
η ⊂ Ω̺, vztahy (A.4) a (A.5) implikuj́ı F 2

η ⊂ Ω. (Tato inkluze je
d̊uvodem, že jsme definovali množinu H̺ a aplikovali Luzinovu větu na množině
Ω̺.) // Tedy vztah (A.9) může být zapsán ve tvaru

F 2
η = {X ∈ Ω : X + h ∈ F 1

η }. (A.10)

Položme
Fη = F 1

η ∩ F 2
η . (A.11)

Množina Fη je uzavřená (protože je pr̊unikem dvou uzavřených množin). Protože

measF 1
η = measF 2

η

(d̊usledek invariance Lebesgueovy mı́ry vzhledem k translaci), vztahq (A.7) imp-
likuje meas (Ω\F 2

η ) < 2η. Užijeme-li nyńı druhé de Morganovo pravidlo, nalezneme

meas(Ω \ Fη) = meas((Ω \ F 1
η ) ∪ (Ω \ F 2

η )) ≤ meas(Ω \ F 1
η ) + meas(Ω \ F 2

η ) < 4η.

Tedy polož́ıme-li G = Ω \ Fη, dostaneme z části A)

(∫

Ω\Fη

[f(X + h)]2 dX

)1/2

+

(∫

Ω\Fη

[f(X)]2 dX

)1/2

<
ε

2
. (A.12)

25Řı́káme, že funkce f je stejnoměrně spojitá na množině M , když ke každému ε > 0 existuje

takové δ = δ(ε) > 0, že |f(X) − f(Y )| < ε pro všechny dvojice bod̊u X, Y ∈ M , které splňuj́ı
‖X − Y ‖ < δ.
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C) Z (A.10) je vidět, že X + h ∈ F 1
η pro X ∈ Fη. Tedy vztah (A.8) plat́ı pro

všechny body X ∈ Fη, takže povýšeńım nerovnosti (A.8) na druhou a integraćı přes
Fη dostaneme (∫

Fη

[f(X + h) − f(X))]2 dX

)1/2

<
ε

2
. (A.13)

Kv̊uli stručnosti položme

A :=

∫

Ω\Fη

[f(X + h) − f(X)]2 dX ,

B :=

∫

Fη

[f(X + h) − f(X)]2 dX .

(A.14)

Protože A+B ≤ A+B + 2
√
AB = (

√
A+

√
B)2, plat́ı

√
A+B ≤

√
A+

√
B . (A.15)

Podle (A.14)

A+B =

∫

Ω

[f(X + h) − f(X))]2 dX . (A.16)

Pomoćı (A.14)1, trojúhelńıkové nerovnosti v L2(Ω) a (A.12) dostaneme

√
A < ε

2 . (A.17)

Konečně, vztahy (A.13) a (A.14)2 implikuj́ı

√
B < ε

2 . (A.18)

Dosad́ıme-li (A.16) do levé strany vztahu (A.15) a odhadneme-li pravou stranu
vztahu (A.15) pomoćı (A.17) a (A.18), dostaneme

√∫

Ω

[f(X + h) − f(X)]2 dX < ε ,

což zakončuje d̊ukaz. �

11.17. Dodatek B (Př́ıklad funkce z C∞
0 (Ω))

V tomto dodatku dokážeme, že funkce

u(x, y) =

{
e−1/(1−x2−y2) pro x2 + y2 < 1,

0 jinde v Ω
(B.1)

nálež́ı do lineárńıho prostoru C∞
0 (Ω).

136



Stač́ı dokázat tuto skutečnost: Je-li A = [xA, yA] ⊂ ∂(suppu) libovolný bod a bĺıž́ıme-li se k A

z vnitřku D nosiče supp u po libovolné cestě, tj.

[x, y] → [xA, yA], [x, y] ∈ D,

potom limita jak funkce u(x, y), tak všech jej́ıch parciálńıch derivaćı libovolného řádu jsou nuly.
Př́ımým výpočtem najdeme, že pro [x, y] ∈ D plat́ı

u(x, y) =
1

e1/(1−x2−y2)
, (B.2)

∂u

∂x
(x, y) =

1

e1/(1−x2−y2)
· −2x

(1 − x2 − y2)2
,

∂u

∂y
(x, y) =

1

e1/(1−x2−y2)
· −2y

(1 − x2 − y2)2
. (B.3)

Abychom našli výrazy pro m-té parciálńı derivace funkce u(x, y), pišme jak ∂u
∂x

(x, y), tak ∂u
∂y

(x, y)

ve tvaru součinu tř́ı funkćı

∂u

∂x
(x, y) = f1(x, y)f2(x, y)f3(x),

∂u

∂y
(x, y) = f1(x, y)f2(x, y)f3(y), (B.4)

kde

f1(x, y) =
1

e1/(1−x2−y2)
, f2(x, y) =

1

(1 − x2 − y2)2
, f3(ξ) = −2ξ . (B.5)

Užijeme-li pravidlo pro derivaci složené funkce, dostaneme odtud

∂2u

∂x2
(x, y) =

4x2

(1 − x2 − y2)4
1

e1/(1−x2−y2)
− 8x2

(1 − x2 − y2)3
1

e1/(1−x2−y2)
−

− 2

(1 − x2 − y2)2
1

e1/(1−x2−y2)
,

(B.6)

∂2u

∂x∂y
(x, y) =

4xy

(1 − x2 − y2)4
1

e1/(1−x2−y2)
− 8xy

(1 − x2 − y2)3
1

e1/(1−x2−y2)
, (B.7)

∂2u

∂y2
(x, y) =

4y2

(1 − x2 − y2)4
1

e1/(1−x2−y2)
− 8y2

(1 − x2 − y2)3
1

e1/(1−x2−y2)
−

− 2

(1 − x2 − y2)2
1

e1/(1−x2−y2)
.

(B.8)

Z (B.2), (B.3), (B.6) – (B.8) vid́ıme, že každá parciálńı derivace (doposud pouze do druhého řádu

včetně) je součtem konečného počtu výraz̊u tvaru

P (x, y)f1(x, y)Gm(x, y), (B.9)

kde

P (x, y) = kxiyj (i, j, k ∈ N0), Gm(x, y) =
1

(1 − x2 − y2)m
(m ∈ N), (B.10)

a že funkce f1(x, y) je dána vztahem (B.5)1. Snadno vid́ıme, že každá parciálńı derivace je součtem

konečného počtu výraz̊u tvaru (B.9). Tedy stač́ı dokázat, že

lim
[x,y]→[xA,yA]

P (x, y)f1(x, y)Gm(x, y) = 0 ([x, y] ∈ D). (B.11)

Abychom dokázali (B.11), zaveďme polárńı souřadnice

x = r cosϕ, y = r sin ϕ, (B.12)

které nám umožńı zapsat pravou stranu vztahu (B.11) ve tvaru

lim
[x,y]→[xA,yA]

P (x, y)f1(x, y)Gm(x, y) = lim
r→1−
ϕ→ϕA

{
P (r cos ϕ, r sin ϕ)Fm(r)

}
, (B.13)
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kde

Fm(r) =

1
(1−r2)m

e
1

1−r2

. (B.14)

Podle (B.13), (B.14) plat́ı

lim
r→1−
ϕ→ϕA

{
P (r cosϕ, r sin ϕ)Fm(r)

}
= P (cosϕA, sin ϕA) lim

r→1−

1
(1−r2)m

e
1

1−r2

. (B.15)

Limita vystupuj́ıćı na pravé straně vztahu (B.15) může být vypočtena pomoćı l’Hospitalova

pravidla a matematické indukce. Nalezneme, že

lim
r→1−

1
(1−r2)m

e
1

1−r2

= 0 . (B.16)

Vztahy (B.13) – (B.16) dávaj́ı

lim
[x,y]→[xA,yA]

[x,y]∈D

Dαu(x, y) = 0 ∀|α| ∈ N ∪ {0} .

Tı́m je d̊ukaz, že funkce (P.40) nálež́ı do C∞
0 (Ω) dokončen. Źıskaný výsledek lze zobecnit na

př́ıpad N = 3 užit́ım sférických souřadnic. V R1 je naopak výpočet jednodušš́ı. �

Poznámka. Stejným zp̊usobem můžeme dokázat, že funkce

u(x, y) =

{
e(x2+y2)/(x2+y2−1) pro x2 + y2 < 1,

0 jinde v Ω

nálež́ı do C∞
0 (Ω). Funkce tohoto typu jsou často už́ıvány. Bývaj́ı psány ve tvaru

(N znač́ı počet proměnných)

ωh(Z) =

{
κh−N exp

(
‖Z‖2

‖Z‖2−h2

)
pro ‖Z‖ < h,

0 pro ‖Z‖ ≥ h;

symbol ‖ · ‖ označuje euklidovskou normu a konstanta κ je definována vztahem

∫

RN

ω1(Z) dZ =

∫

RN

ωh(Z) dZ = 1

z kterého dostaneme

κ =

(∫

RN

exp
( ‖Z‖2

‖Z‖2 − 1

)
dZ

)−1

.

Prvńı rovnost plyne ze skutečnosti, že

‖Z‖2/(‖Z‖2 − h2) = ‖Z/h‖2/(‖Z/h‖2 − 1),

a pomoćı substituce Z = hX = [hx1, . . . , hxN ], která implikuje dZ = hN dX .
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11.18. Dodatek C (Hustota C∞(I) v Hk(I))

11.18.1. Věta (o rozkladu jedničky na intervalu). Nechť I = (a, b) ⊂ R
1 je

konečný interval. Nechť ohraničené intervaly U0, U1, U2 pokrývaj́ı I tak, že U0 ⊂ I.
Potom existuj́ı takové funkce ϕi ∈ C∞

0 (Ui) (i = 0, 1, 2), že

0 ≤ ϕi(x) ≤ 1 ∀x ∈ I, ϕ1(a) = ϕ2(b) = 1,
2∑

i=0

ϕi(x) = 1 ∀x ∈ I.

D̊ukaz. Nechť intervaly G0, G1, G2 splňuj́ıćı Gi ⊂ Ui (i = 0, 1, 2) také pokrývaj́ı
I, přičemž

dist (Gi, ∂Ui) > h > 0 (i = 0, 1, 2), (C.1)

kde h > 0 je dostatečně malé. Uvažujme funkci

ω(h, x) =

{
e1/(|x|2−h2) pro |x| < h,

0 pro |x| ≥ h.
(C.2)

Podle Dodatku B plat́ı ω(h, x) ∈ C∞
0 (R1). Každá kompaktńı množina Gi může být

pokryta intervaly Kh
ij o poloměru h a se středy yij (j = 1, 2, . . . , ni) tak, že středy

yij interval̊u pokrývaj́ıćıch ∂Gi lež́ı na ∂Gi. Položme

ψi(x) :=

ni∑

j=1

ω(h, x− yij). (C.3)

Vztahy (C.1) a (C.2) implikuj́ı

ω(h, x− yij) ∈ C∞
0 (Ui);

tedy podle (C.3)
ψi(x) ∈ C∞

0 (Ui). (C.4)

Protože Gi ⊂
ni⋃

j=1

Kh
ij a ω(h, x − yij) > 0, když x ∈ Kh

ij (tato skutečnost plyne

z (C.2)), dostáváme
ψi(x) > 0, x ∈ Gi. (C.5)

Každý bod x ∈ I nálež́ı alespoň do jednoho intervalu Gi; tud́ıž (C.5) implikuje

2∑

i=0

ψi(x) > 0 ∀x ∈ I. (C.6)

Podobně
2∑

i=1

ψi(x) > 0, ψ0(x) = 0 ∀x ∈ {a, b}. (C.7)

Položme

ϕi(x) :=
ψi(x)

2∑
i=0

ψi(x)

(i = 0, 1, 2). (C.8)

Vztahy (C.4), (C.6) a (C.7) implikuj́ı, že funkce (C.8) splňuje tvrzeńı Věty 11.18.1. �
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11.18.2. Věta (o hustotě C∞(I) v Hk(I)). Lineárńı prostor C∞(I) je hustý

v Hk(I).

D̊ukaz. A) Nechť u ∈ Hk(I), kde I = (a, b), je libovolná, ale pevná funkce. Nechť
U1 a U2 jsou disjunktńı intervaly z Věty 11.18.1, které jsou okoĺımi koncových bod̊u
a, b. Nechť dále U0 je takový interval, že

U0 ⊂ I,
2⋃

r=0

Ur ⊃ I . (C.9)

Potom věta o rozkladu jedničky na intervalu (viz větu 11.18.1) implikuje existenci
takových funkćı ϕr ∈ C∞

0 (I) (r = 0, 1, 2), že suppϕr ⊂ Ur, 0 ≤ ϕr(x) ≤ 1, přičemž

2∑

r=0

ϕr(x) = 1, x ∈ I . (C.10)

Definujme u(x) = 0 pro x /∈ I (tento obrat užijeme v d̊ukazu několikrát; je třeba
zd̊uraznit, že takto prodloužená funkce u z̊ustává prvkem Hk(I)) a položme

ur(x) := ϕr(x)u(x), x ∈ R
1 (r = 0, 1, 2). (C.11)

Je zřejmé, že

ur ∈ Hk(I), supp ur ⊂ Ur, supp ur \ {a, b} ⊂ I . (C.12)

Abychom dokázali, že C∞(I) je hustá podmnožina normovaného prostoru Hk(I),
stač́ı dokázat následuj́ıćı tvrzeńı:

(*) Existuje posloupnost takových funkćı ψrn ∈ C∞
0 (I) (n = 1, 2, . . . ) že suppψrn

⊂ Ur (r = 0, 1, 2), přičemž

lim
n→∞

‖ur − ψrn‖k,I = 0 (r = 0, 1, 2).

Skutečně, vztahy (C.10), (C.11) implikuj́ı

u(x) =

2∑

r=0

ur(x), x ∈ I,

takže když polož́ıme

ψn(x) :=

2∑

r=0

ψrn(x),

dostaneme z (*) pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti

‖u− ψn‖k,I =
∥∥∥

2∑

r=0

(ur − ψrn)
∥∥∥

k,I
≤

2∑

r=0

‖ur − ψrn‖k,I → 0, když n→ ∞.

Zvolme ξ ∈ (0, 1
3
(b− a)) a definujme interval

Iξ = (a− ξ, b+ ξ). (C.13)

140



Dále položme

urξ(x) := ur(x+ hr) (1 ≤ r ≤ 2; h1 = ξ, h2 = −ξ) . (C.14)

Graf funkce u1ξ, resp. u2ξ, źıskáme translaćı grafu funkce u1, resp. u2, v záporném,
resp. kladném směru osy x o délku ξ. Obě translace můžeme vyjádřit takto:

x = Tr(y) = y − hr, y ∈ Ur . (C.15)

Inverzńı transformace k (C.15) má tvar

y = T−1
r (x) = x+ hr, x ∈ Tr(Ur) . (C.16)

Užit́ım (C.16) můžeme psát vztahy (C.14) ve taru

urξ(x) = ur(T−1
r (x)), x ∈ Tr(Ur) . (C.17)

Konečně, budeme potřebovat vztahy

supp urξ = Tr(supp ur), supp ur = T−1
r (suppurξ) . (C.18)

Nyńı můžeme už́ıt větu P.5 o substituci v Lebesgueově integrálu (viz začátek
podkap. 11.14). Protože pro jakobián J(y) transformace (C.15) plat́ı J(y) = 1
a protože zobecněné derivace funkćı urξ a ur splňuj́ı zřejmé vztahy

Djurξ(x) = Djur(y), 0 ≤ j ≤ k,

můžeme podle Věty P.5 psát

‖urξ‖2
k,suppurξ

≡
k∑

j=0

∫

supp urξ

(
D(j)urξ(x)

)2
dx =

=
k∑

j=0

∫

supp u

(
D(j)ur(y)

)2
dy ≡ ‖ur‖2

k,suppur
.

(C.19)

Vztah (C.19) dává
‖urξ‖k,suppurξ

= ‖ur‖k,supp ur
, (C.20)

tj.
urξ ∈ Hk(suppurξ). (C.21)

Protože supp urξ ⊂ Iξ, kde Iξ = (a − ξ, b + ξ) (viz (C.13)), plat́ı (připomı́nám,
že u(x) = 0 pro X /∈ I; dále připomı́nám definici (C.14) funkce urξ a (konečně)
vlastnosti nosiče funkce)

urξ ∈ Hk(Iξ); (C.22)

odtud (protože I ⊂ Iξ)

urξ ∈ Hk(I) . (C.23)

(Vztah (C.23) znamená, že restrikce funkce urξ na interval I nálež́ı do Hk(I).)
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• Po tomto zdlouhavěǰśım úvodu přikroč́ıme k samotnému jádru d̊ukazu, ve kterém
budeme aplikovat větu o spojitosti funkćı z L2 podle středu (touto aplikaćı źıskáme
odhad (C.25) rozd́ılu ur − urξ) a Větu 11.14.9 z teorie regularizace, pomoćı ńıž
źıskáme odhad (C.26) rozd́ılu posunut́ı urξ a jeho zhlazeńı Rη(urξ). Užit́ım troj-
úhelńıkové nerovnosti potom dostaneme odhad (C.28). // K detail̊um d̊ukazu:
Podle (C.14)

Djur(x) −Djurξ(x) = Dj(ur(x) − ur(x+ hr)) (1 ≤ r ≤ 2; h1 = ξ, h2 = −ξ).
(C.24)

Protože ur ∈ Hk(I) a urξ ∈ Hk(I), lze levou stranu (C.24) (a tedy i pravou)
kvadraticky integrovat přes supp ur.

Zvolme ε > 0. Potom podle věty o spojitosti funkćı u ∈ L2(I) (či obecně funkćı
u ∈ L2(Ω)) podle středu (viz větu P.4 z Dodatku A) a podle vztah̊u (C.24) můžeme
nalézt tak malé ξ = ξ(ε), že

‖ur − urξ‖k,I =
{ k∑

j=0

∫

I

[Dj(ur(x) − ur(x+ hr))]2 dX
}1/2

<
ε

2
, (C.25)

kde 1 ≤ r ≤ 2, přičemž h1 = ξ, h2 = −ξ. Dále (vzhledem k (C.13), (C.22),
(C.23)) existuje podle Věty 11.14.9 takové η0 > 0, že pro 0 < η < η0 plat́ı

‖Rη(urξ) − urξ‖k,I <
1
2ε . (C.26)

Pro dostatečně velké n (takové, že 1
n < η) položme

ψrn(x) = R 1
n

(urξ)(x), x ∈ I . (C.27)

Podle (C.25), (C.26) a trojúhelńıkové nerovnosti plat́ı

‖R 1
n

(urξ) − ur‖k,I ≤ ‖R 1
n

(urξ) − urξ‖k,I + ‖urξ − ur‖k,I < ε . (C.28)

Protože podle (C.27) máme

(ur − ψrn)(x) = ur(x) −R 1
n

(urξ)(x),

vid́ıme podle (C.28)

‖ψrn − ur‖k,I = ‖R 1
n

(urξ) − ur‖k,I < ε (1 ≤ r ≤ 2). (C.29)

Zbývá dokázat, že ψrn ⊂ C∞
0 (I), přičemž

suppψrn ⊂ Ur (1 ≤ r ≤ 2) .

To však plyne z Věty 11.14.3, zejména z (11.241) a z části D d̊ukazu této věty (vztah
(11.255)), která v našem př́ıpadě zńı: pokud dist (x, I) > 1

n , potom R 1
n

(urξ)(x) = 0

podle (11.239d) (a také: jestliže dist (x, suppurξ) > 1
n

, potom R 1
n

(urξ)(xr) = 0

podle (11.239d)).
Prozat́ım jsme dokázali tvrzeńı (*) pro 1 ≤ r ≤ 2. V př́ıpadě r = 0 plat́ı podle

Věty 11.14.9,

lim
n→∞

‖u0 −R 1
n

(u0)‖k,I = lim
n→∞

‖u0 −R 1
n

(u0)‖k,U0
= 0 ,

což je opět tvrzeńı (*). Důkaz Věty 11.18.2 je dokončen. �

142



11.18.3. Poznámka. Protože oba hlavńı nástroje d̊ukazu Věty 11.18.2 (tj. věta
o spojitosti funkćı u ∈ L2(Ω) podle středu a teorie regularizace) jsou v této kńıžce
dokázány v R

N bez ohledu na dimenzi N , lze uvedený d̊ukaz snadno modifikovat
pro libovolné N . Je třeba jenom zobecnit úvodńı část d̊ukazu, která předcháźı
značce •. Mı́sto symbolu I budeme psát Ω, definice Iξ bude zaměněna vztahem

Ωξ = {y ∈ R
N : dist (y,Ω) < ξ} .

a hranici ∂Ω oblasti Ω je třeba pokrýt m oblastmi Ur, přičemž s každou oblast́ı Ur

je spojen lokálńı souřadnicový systém (x1 . . . , xN ) (podrobnosti viz [Že2, kap. 4]).

11.19. Závěry ke kapitole 11

Struktura Sobolevova prostoru H1(I), kde I = (a, b) je konečný interval, je
velmi jednoduchá, protože každá funkce v ∈ H1(I) je absolutně spojitá (d̊ukaz
viz v 11.7.31). To má za následek (viz krátký d̊ukaz věty 11..7.36h, kterému však
předcháźı teorie monotonńıch funkćı, jej́ıž výsledky jsou pouze citovány a obt́ıžné
d̊ukazy vynechány), že funkce v ∈ H1(I) maj́ı konečnou variaci, takže můžeme
(vzhledem k Větě 11.7.36e) aplikovat Větu 11.7.34, ze které vyplývá, že absolutně
spojité funkce maj́ı téměř ve všech bodech x ∈

〈
a, b
〉

konečnou derivaci v′(x), což
je hlavńı tvrzeńı Věty 11.7.36h. (Důkaz fundamentálńı věty 11.7.34 je velmi dlouhý
a zab́ırá v́ıce než pět stran; viz [Na, kap. VIII, §1].)

Zobecněná derivace absolutně spojité funkce u ∈ H1(I) je rovna klasické derivaci
této funkce (D1u = u′) a pro absolutně spojité funkce plat́ı zobecněńı Newton-
Leibnizova vzorce

∫ x

a

u′(t) dt = u(x) − u(a) ∀u ∈ H1(a, b) . (11.113)

V př́ıpadě funkćı u ∈ H1(I) je toto zobecněńı dokázáno ve Větě 11.7.30. Tato
věta umožňuje dokázat Friedrichsovy nerovnosti v př́ıpadě r̊uzných okrajových
podmı́nek. Tyto nerovnosti potom implikuj́ı V -eliptičnost forem a(w, v) vystupu-
j́ıćıch v slabých formulaćıch r̊uzných okrajových problémů lineárńıch ODR 2. řádu.
V -eliptičnost zaručuje s daľśımi snadno dokazatelnými postačuj́ıćımi podmı́nkami
existenci a jednoznačnost řešeńı př́ıslušné slabé formulace. Důkaz se přitom provád́ı
pomoćı Lax-Milgramovy věty.

Protože hranice ∂I konečného intervalu I je dvoubodová, ∂I = {a, b}, platnost
fundamentálńı Věty 11.7.27 s názvem W k = Hk je univerzálńı. Analogická věta
v R

N (N ≥ 2) plat́ı za předpokladu, že hranice ∂Ω v́ıcerozměrné oblasti Ω je spojitá
podle Nečase.

Vzhledem k relativně jednoduché struktuře prostoru H1(I) neexistuje v R
1

samostatné tvrzeńı, které by se dalo nazvat větou o stopách. Nerovnost, která má
formálně stejnou strukturu jako věta o stopách v R

N , je pouze speciálńım př́ıpadem
nerovnosti ze Sobolevovy věty o vnořeńı (viz 11.7.35).

Z hlediska délky a obt́ıžnosti d̊ukaz̊u vystupuje v této kńıžce do popřed́ı šest
výsledk̊u: (1) d̊ukaz Sobolevovy věty o vnořeńı v podkap. 11.12; (2) d̊ukaz hustoty
lineárńıho prostoru C∞

0 (I) (resp.C∞
0 (Ω)) v prostoru L2(I) (resp. v prostoru L2(Ω))

(tato věta spolu se svým d̊ukazem je ned́ılnou součást́ı teorie regularizace, která je
prob́ırána př́ımo v R

N a které je věnována podkap. 11.14); (3) d̊ukaz interpolačńıho
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teorému vysloveného ve Větě 11.15.3; (4) d̊ukaz spojitosti funkćı u ∈ L2(Ω) podle
středu v podkap. 11.16; (5) dvojrozměrný př́ıklad funkce z C∞

0 (Ω) uvedený v pod-
kap. 11.17; (6) d̊ukaz hustoty C∞(I) v Hk(I).

Položky (2) a (4) jsou př́ımo prob́ırány v R
N , položka (5) v R

2. Interpolačńı
teorém 11.15.3 lze snadno zobecnit do R

2, když máme k dispozici větu o vzájemně
jednoznačném zobrazeńı jednotkového trojúhelńıka T0 (který lež́ı v rovině ξ, η a má
vrcholy R1(0, 0), R2(1, 0) a R3(0, 1)) na obecný trojúhelńık, který lež́ı v rovině x, y,
a máme-li k dispozici zobecněńı věty 11.15.4 do R

2.
Co se týče položky (1), již jsem se zmı́nil v podkap. 11.12, že mezi části (A) a (B)

je v R
N nutné vložit část transformuj́ıćı výsledek źıskaný na (−1, 1)N na oblast,

která je součást́ı pokryt́ı hranice ∂Ω oblasti Ω. Konečně, co se týče položky (6),
v Poznámce 11.18.3 jsem již uvedl, jak se lǐśı př́ıslušný d̊ukaz v R

N od př́ıpadu v R
1.

(Důkaz Věty 11.18.1 o rozkladu jedničky v R
1 je nepatrnou obdobou N -rozměrného

př́ıpadu.)
Z tohoto rozboru plyne užitečný závěr: Dř́ıve než se pust́ıme do studia Sobole-

vových prostor̊u v R
N , je vhodné zač́ıt s jejich studiem v R

1. Nikdo to nedělá,
protože př́ıslušná literatura neńı k dispozici.

12. Banach̊uv princip pevného bodu
v teorii ODR

12.1. Definice. Nechť X je metrický prostor. Zobrazeńı A : X → X prostoru
X do prostoru X se nazývá kontraktivńı (nebo kontrakce), existuje-li takové č́ıslo
0 < α < 1, že pro libovolné dva body x, y ∈ X plat́ı nerovnost

̺(Ax,Ay) ≤ α̺(x, y). (12.1)

Bod x se nazývá pevný bod zobrazeńı A, jestliže Ax = x. Jinak řečeno, pevné body
jsou řešeńımi rovnice Ax = x.

12.2. Věta. Každé kontraktivńı zobrazeńı je spojité.

D̊ukaz. Jestliže xn → x, potom podle (12.1) také plat́ı Axn → Ax. Tvrzeńı Věty
12.2 nyńı plyne z Věty P.3 uvedené na str. 134, resp. 114. �

12.3. Věta (BPPB). Každé kontraktivńı zobrazeńı definované v úplném me-

trickém prostoru má právě jeden pevný bod.

D̊ukaz. Nechť x0 ∈ X je libovolný bod. Položme x1 = Ax0, x2 = Ax1 = A2x0, atd.; obecně je

xn = Axn−1 = Anx0.
1. Ukážeme, že posloupnost {xn} je cauchyovská: Předpokládáme-li pro určitost, že m ≥ n,

dostaneme podle (12.1)

̺(xn, xm) = ̺(Anx0, Amx0) ≤ αn̺(x0, Am−nx0) = αn̺(x0, xm−n) ≤

≤ αn
[
̺(x0, x1) + ̺(x1, xn) + · · · + ̺(xm−n−1, xm−n)] ≤

≤ αn̺(x0, x1)(1 + α + α2 + · · · + αm−n−1) = αn̺(x0, x1)
1 − αm−n

1 − α
≤ αn̺(x0, x1)

1

1 − α
.

Protože α < 1, je tento výraz pro dostatečně velká přirozená č́ısla libovolně malý. Tedy posloup-

nost {xn} je cauchyovská.
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2. Vzhledem k úplnosti prostoru X má posloupnost, která je cauchyovská, v tomto prostoru

limitu. Položme
x = lim

n→∞
xn v X, tj. lim

n→∞
̺(xn, x) = 0 .

Potom vzhledem k větám 12.2 a P.3 plat́ı

Ax = A lim
n→∞

xn = lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

xn+1 = x .

Tı́m jsme dokázali existenci pevného bodu. K d̊ukazu jeho jednoznačnosti předpokládejme, že

existuj́ı dva body x, y, pro které

Ax = x, Ay = y .

Z nerovnosti (12.1) potom plyne nerovnost

̺(x, y) ≤ α̺(x, y) ,

odkud vzhledem k tomu, že α < 1, plyne ̺(x, y) = 0, tj. x = y. �

12.4. Věta (Picard). Mějme diferenciálńı rovnici

y′ = f(x, y) (12.2)

s počátečńı podmı́nkou

y(x0) = y0, (12.3)

přičemž funkce f je definovaná a spojitá v nějaké rovinné oblasti G,26 která obsahuje

bod [x0, y0] a splňuje v této oblasti Lipschitzovu podmı́nku vzhledem k proměnné y:

|f(x, y1) − f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| ∀ (x, y1), (x, y2).

Potom v nějakém intervalu |x−x0| ≤ δ existuje právě jedno řešeńı y = ϕ(x) rovnice

(12.2), které splňuje počátečńı podmı́nku (12.3).

D̊ukaz. Rovnici (12.2) přeṕı̌seme v tomto d̊ukazu na tvar

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)), (12.4)

zintegrujeme ji v intervalu
〈
x0, x

〉
a užijeme počátečńı podmı́nku (12.3) napsanou

pro funkci ϕ(t), tj. ϕ(x0) = y0. Dostaneme integrálńı rovnici

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t(ϕ(t)) dt. (12.5)

Užijeme-li větu o derivaci integrálu jako funkce horńı meze, dostaneme z (12.5)
rovnici (12.4); polož́ıme-li v (12.5) x = x0, dostaneme ϕ(x0) = y0. Tedy integrálńı
rovnice (12.5) je ekvivalentńı s počátečńım problémem (12.2), 12.3).

Nechť G∗ je taková ohraničená oblast obsahuj́ıćı bod [x0, y0], že G∗ ⊂ G. Vzhle-
dem ke spojitosti funkce f existuje taková konstanta K > 0, že plat́ı

|f(x, y)| ≤ K ∀ [x, y] ∈ G∗. (12.6)

26Oblast v metrickém prostoru X znamená otevřenou souvislou množinu v tomto prostoru.
Rovinnou oblast́ı rozumı́me oblast v prostoru R2.
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Zvolme nyńı takové č́ıslo δ > 0, aby platily tyto dvě podmı́nky:
1. Jestliže |x− x0| ≤ δ, |y − y0| ≤ Kδ, potom [x, y] ∈ G∗.
2. Lδ < 1.

Označme symbolem C∗ metrický prostor spojitých funkćı ψ(x) definovaných na
intervalu |x− x0| ≤ δ (tj. na intervalu

〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
) a takových, že

|ψ(x) − y0| ≤ Kδ; (12.7)

metriku na prostoru C∗ definujeme vztahem

̺(ψ1, ψ2) = max
x∈
〈
x0−δ,x0+δ

〉 |ψ1(x) − ψ2(x)|.

Plat́ı C∗ ⊂ C0
〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
. Dokážeme, že prostor C∗ je uzavřený v prostoru

C0
〈
x0−δ, x0+δ

〉
. Nechť posloupnost {ψn} ⊂ C∗ je konvergentńı v C0

〈
x0−δ, x0+δ

〉
,

tj. existuje funkce ψ ∈ C0
〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
tak, že ke každému ε > 0 lze naj́ıt takové

N(ε), že
max

x∈
〈

x0−δ,x0+δ
〉 |ψ1(x) − ψ2(x)| < ε ∀n > N(ε).

Protože {ψn} ⊂ C∗, pro každou funkci ψn plat́ı

|ψn(x) − δ| ≤ Kδ ∀x ∈
〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
.

Tedy
max

x∈
〈

x0−δ,x0+δ
〉 |ψ(x) − δ| ≤ max

x∈
〈

x0−δ,x0+δ
〉 |ψn(x) − ψ(x)|+

+ max
x∈
〈

x0−δ,x0+δ
〉 |ψn(x) − δ| < ε+Kδ.

Odtud plyne
max

x∈
〈

x0−δ,x0+δ
〉 |ψ(x) − δ| ≤ Kδ,

což znamená podle (12.7), že ψ(x) ∈ C∗. Protože prostor C0
〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
je

úplný, źıskaný výsledek znamená, že C∗ je úplný metrický prostor.27 // Nechť
ψ = Aϕ je zobrazeńı definované vztahem

ψ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, ϕ(t)) dt,

kde |x− x0| ≤ δ. Dokážeme, že toto zobrazeńı (1) zobrazuje úplný prostor C∗ do
prostoru C∗ a (2) je v něm kontraktivńı: Nechť ϕ ∈ C∗, |x− x0| ≤ δ. Potom podle
(12.6)

|ψ(x) − y0| =

∣∣∣∣
∫ x

x0

f(t, ϕ(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ Kδ

27Nechť X je libovolný metrický prostor. Řı́káme, že množina M ⊂ X je uzavřená, jestliže
limita x každé posloupnosti {xn} ⊂ M , která je konvergentńı v X , nálež́ı do M , tj. x ∈ M . Z této

definice plyne, že každý metrický prostor je uzavřený (v sobě) a že každá uzavřená podmnožina
úplného metrického prostoru tvoř́ı úplný metrický prostor. (Z toho totiž plyne, že každá posloup-

nost, která je cauchyovská v M , má limitu v M .) To jsme také dokázali v př́ıpadě prostoru C∗:

ukázali jsme, že C∗ je uzavřená podmnožina úplného metrického prostoru C0
〈
x0 − δ, x0 + δ

〉
,

takže C∗ je úplný metrický prostor.
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a tedy ψ −Aϕ ∈ C∗ (vlastnost (1)). Kromě toho je

|ψ1(x) − ψ2(x)| ≤∈x
x0

|f(t, ϕ1(t)) − f(t, ϕ2(t))| dt ≤

≤ Lδ max
x∈
〈
x0−δ,x0+δ

〉 |ϕ1(x) − ϕ2(x)| = Lδ̺(ϕ1, ϕ2).

Protože Lδ < 1 (předpoklad 2 na str. 146 nahoře), plyne odtud, že zobrazeńı A je
kontraktivńı. // Tedy jsou splněny obě podmı́nky BPPB. Podle tohoto principu
má rovnice ϕ = Aϕ, tj. rovnice (12.5), v prostoru C∗ právě jedno řešeńı. �

Pokud je informace v [DM, str. 93] správná, vznikl BPPB třicet let po prvńım
d̊ukazu Picardovy věty. S. Banach žil v letech 1892 – 1945, takže BPPB byl pravdě-
podobně dokázán v obdob́ı 1915 – 1920. // Daľśı Picardova věta se týká počátečńıho
problému soustavy ODR prvńıho řádu. Důkaz jsem převzal z [DM, str. 93].

12.5. Věta (Picard). Nechť G je otevřená množina v R × R
N a nechť

f : (t, x1, . . . , xN ) ∈ G → R
N

je spojitá funkce, která splňuje Lipschitzovu podmı́nku

|f(t, x1, . . . , xN ) − f(t, x∗1, . . . , x
∗
N )| ≤ L max

k=1,...,N
|xk − x∗k|.

Potom pro jakýkoliv bod (t0, ξ0) ∈ G existuje takové δ > 0, že rovnice

ẋ = f(t, x) (12.8)

má v intervalu (t0 − δ, t0 + δ) právě jedno řešeńı, které splňuje počátečńı podmı́nku

x(t0) = ξ0 . (12.9)

D̊ukaz. Nejprve přepǐsme počátečńı problém (12.8), (12.9) na ekvivalentńı problém
pevného bodu pro integrálńı operátor, který je definovaný vztahem

F (x) : t→ ξ0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds, t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) . (12.10)

Ekvivalence obou problémů se opět snadno ověř́ı. Abychom užili BPPB, chceme
řešit rovnici

F (x) = x

v nějakém úplném metrickém prostoru M . Za M zvoĺıme uzavřenou podmnožinu
Banachova prostoru C0

〈
t0 − δ, t0 + δ

〉
pro jisté malé δ > 0.

Potřebujeme, aby platilo: (1) F zobrazuje M do M ; (2) F je kontrakce na M .
Zvolme nejprve δ1 > 0, ∆1 > 0 tak, že

R1 :=
〈
t0 − δ1, t0 + δ1

〉
× {x ∈ R

N : ‖x− ξ0‖RN ≤ ∆1} ⊂ G.
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Množina R1 je kompaktńı, takže funkce f je na ńı ohraničená a stejnoměrně lip-
schitzovsky spojitá; to znamená, že existuj́ı takové konstanty K, L, že

‖f(s, x)‖RN ≤ K, ‖f(s, x) − f(s, y)‖RN ≤ ‖x− y‖RN

pro všechny body (s, x), (s, y) ∈ R1. Položme pro nějaké δ ≤ δ1

M = {x ∈ C0
〈
t0 − δ, t0 + δ

〉
: ‖x(t) − ξ0‖RN ≤ ∆1 ∀t ∈

〈
t0 − δ, t0 + δ

〉
} .

Potom

sup
t∈Iδ

‖F (x(t)) − ξ0‖RN ≤ δK,

sup
t∈Iδ

‖F (x(t)) − F (y(t))‖RN ≤ δL sup
t∈Iδ

‖x(t) − y(t)‖RN ,

kde Iδ =
〈
t0 − δ, t0 + δ

〉
. Zvoĺıme-li δ > 0 tak malé, že δK ≤ ∆1 a δL ≤ 1

2 , potom

F zobraźı M do sebe (podmı́nka (1)) a bude kontrakćı s α = 1
2 (podmı́nka (2)).

Podle BPPB má operátor F právě jeden pevný bod, který je řešeńım počátečńıho
problému (12.8), (12.9) na intervalu

〈
t0 − δ, t0 + δ

〉
. �

12.6. Poznámka. Aplikovat BPPB na počátečńı problém soustavy lineárńıch
ODR

ẋ(t) = A(t)x+ g(t)

kde A(t) a g(t) jsou spojité na
〈
a, b
〉
, neńı vhodné, protože v tomto př́ıpadě řešeńı

existuje na celém intervalu
〈
a, b
〉
, přičemž BPPB dá pouze lokálńı řešeńı.

13. Eulerovy rovnice kvadratického funkcionálu
nestandardně i standardně

V závěru podkap. 11.11 jsme źıskali Eulerovy rovnice kvadratického funkcionálu
v R

1 nestandardńım zp̊usobem, tj. bez užit́ı variačńıho počtu. Hlavńı roli přitom
hrály dvě věty: Věta 11.3.1 o minimu kvadratického funkcionálu a Věta 11.14.9
o hustotě C∞

0 (Ω) v L2(Ω) (kterou jsme aplikovali pro Ω = I). Protože obě věty
jsme dokázali v R

N , zobecńıme uvedený postup pro N > 1; konkrétně v př́ıpadě
N = 2. V př́ıpadě N = 3 lze postupovat analogicky; pouze mı́sto Greenovy věty
užijeme Ostrogradského větu. Nejprve uvedeme všechny výsledky a potom vše
dokážeme.

13.1. Definice. Ř́ıkáme, že ohraničená oblast Ω ⊂ R
2 má po částech hladkou

hranici ∂Ω, jestliže v téměř všech bodech ∂Ω existuje vnějš́ı normála k Ω a jestliže
∂Ω je sjednoceńım konečného počtu hladkých část́ı.

Poznámka. V př́ıpadě hranice ∂Ω z definice 13.1 jsou vyloučeny řezy do oblasti;
nejsou však vyloučeny body vratu. Oblast Ω může také být v́ıcenásobně souvislá.

Nechť oblast Ω ⊂ R
2 má po částech hladkou hranici ∂Ω bez bod̊u vratu. Uva-

žujme tento okrajový problém:

−
2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
= f v Ω, (13.1)
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u = u na Γ1 ⊂ ∂Ω, (13.2)

2∑

i,j=1

kij
∂u

∂xi
nj = q na Γ2 ⊂ ∂Ω, (13.3)

kde (n1, n2) je jednotkový vektor vněǰśı normály ke Γ2 ⊂ ∂Ω a Γ1, Γ2 jsou dvě
(relativně otevřené) podmnožiny ∂Ω takové, že

Γ1 ∩ Γ2 = ∅, meas1Γ1 + meas1Γ2 = meas1∂Ω, meas1Γ1 > 0. (13.4)

Nav́ıc předpokládáme, že Γ1 sestává z konečného počtu navzájem disjunktńıch
oblouk̊u. Nejjednodušš́ı možný př́ıpad: Ω je jednoduše souvislá oblast, Γ1 je je-
den oblouk a Γ2 také. Jejich koncové body A, B ∈ ∂Ω nepatř́ı ani do Γ1, ani do
Γ2, takže ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ {A,B}.

Kv̊uli snadněǰśımu vyjadřováńı zaveďme tyto tři označeńı:

V = {v ∈ H1(Ω) : Tv = 0 na Γ1}. (13.5)

kde Tv znač́ı stopu funkce v (tento pojem je osvětlen v 13.13 a 13.14),

a(w, v) =

2∑

i,j=1

∫

Ω

kij
∂w

∂xi

∂v

∂xj
dX , (13.6)

L(v) =

∫

Ω

vf dX +

∫

Γ2

vq ds . (13.7)

Nyńı můžeme definovat slabou formulaci okrajového problému (13.1) – (13.3):

13.2. Slabá formulace. Nechť oblast Ω ⊂ R
2 má po částech hladkou hranici

∂Ω bez bod̊u vratu. Nechť u ∈ L2(Γ1) je taková funkce, že existuje funkce z ∈
H1(Ω), pro kterou Tz = u na Γ1. Nechť kij ∈ C0(Ω) (i, j = 1, 2), kde kij jsou
funkce, které vystupuj́ı v (13.6). Nechť f ∈ L2(Ω) a q ∈ L2(Γ2), kde f, q jsou
funkce, které vystupuj́ı v (13.7). Problém zńı takto: Nalezněte funkci u ∈ H1(Ω)
takovou, že

u− z ∈ V, (13.8)

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V, (13.9)

kde prostor V je definován vztahem (13.5) a formy a(u, v) a L(v) jsou definovány
vztahy (13.6) a (13.7).

13.3. Poznámka. a) Předpoklady slabé formulace 13.2, které se týkaj́ı funkćı
kij , f a q zaručuj́ı, že Lebesgueovy integrály definuj́ıćı a(w, v) a L(v) jsou konečné
pro všechny funkce v, w ∈ H1(Ω).

b) Vztah (13.8) implikuje

Tu = u téměř všude na Γ1, (13.10)

což je okrajová podmı́nka (13.2) psaná pro funkci u ∈ H1(Ω).
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13.4. Věta (o formálńı ekvivalenci okrajového problému a slabé for-
mulace). a) Nechť problém (13.1)−(13.3) má klasické řešeńı u. Potom je řešeńım

slabé formulace 13.2.
b) Nechť slabá formulace 13.2 má řešeńı u. Jestliže u ∈ H2(Ω) a kij ∈ C1(Ω),

potom řešeńı u splňuje rovnici (13.1) téměř všude v Ω a okrajovou podmı́nku (13.3)
téměř všude na Γ2. Vzhledem k (13.10) je tedy u řešeńım okrajového problému

(13.1) − (13.3).

Věta 11.3.1 o minimu kvadratického funkcionálu zńı v R
2 takto:

13.5. Věta (o minimu kvadratického funkcionálu). Nechť bilineárńı forma

a(v, w), která vystupuje ve slabé formulaci, je symetrická, tj. plat́ı k12 = k21. Je-li

dále V -eliptická, tj. plat́ı

a(v, v) ≥ β‖v‖2
1 ∀v ∈ V, (13.11)

potom funkce u ∈ H1(Ω) je jediným řešeńım slabé formulace 13.2, když a jen když

ostře minimalizuje funkcionál

Π(v) = 1
2a(v, v) − L(v), (13.12)

na množině z + V , tj.

Π(u) ≤ Π(v) ∀v ∈ z + V, (13.13)

kde znameńı rovnosti plat́ı pouze pro v = u.

Z vět 13.4 a 13.5 plyne hlavńı výsledek této kapitoly:

Věta 13.6. Funkce u ∈ H2(Ω), která na množině z + V minimalizuje kvadra-

tický funkcionál (13.12) se symetrickou a V-eliptickou bilineárńı formou a(w, v),
je řešeńım smı́šeného okrajového problému (13.1) − (13.3). Tedy (13.1) − (13.3)
jsou Eulerovy rovnice kvadratického funkcionálu (13.12). Źıskali jsme je bez užit́ı

variačńıho počtu.

• Nyńı dokážeme a uvedeme vše, co je třeba dokázat a uvést. Greenovu větu
uvád́ım bez d̊ukazu.

13.7. Věta (Green). Nechť ohraničená dvojrozměrná oblast Ω má po částech

hladkou hranici ∂Ω bez bod̊u vratu. Nechť P, Q jsou funkce spojité na Ω, které maj́ı

spojité a ohraničené prvńı derivace v Ω. Nechť hranice ∂Ω je orientována tak, že

při jej́ım prob́ıháńı ve směru orientace máme oblast Ω po levé ruce. Potom
∫∫

Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫

∂Ω

P dx+Q dy, (13.14)

kde integrály jsou brány v Riemannově smyslu.

13.8. Věta (divergenčńı tvar Greenovy věty). Nechť jsou splněny předpo-

klady věty 13.7. Polož́ıme-li P = −P2, Q = P1, potom
∫∫

Ω

(
∂P1

∂x
+
∂P2

∂y

)
dxdy =

∫

∂Ω

(P1n1 + P2n2) ds, (13.15)

kde (n1, n2) je jednotkový vektor vnějš́ı normály k ∂Ω.

Náčrt d̊ukazu. Plat́ı (zhruba řečeno v prvńı rovnosti)
∫

∂Ω

P dx+Q dy =

∫

∂Ω

(
P

dx

ds
+Q

dy

ds

)
ds =

∫

∂Ω

(P cosα+Q sinα) ds =
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=

∫

∂Ω

(P1 sinα− P2 cosα) ds, (13.16)

kde α je úhel, který sv́ırá tečna k ∂Ω (orientovaná shodně s ∂Ω) s kladným směrem
osy x. Nechť ω je úhel, který sv́ırá vněǰśı normála k ∂Ω s kladným směrem osy x.
Potom v bodě [x, y] plat́ı

α = ω +
π

2
,

takže
cosα = − sinω = −n2, sinα = cosω = n1 . (13.17)

Dosazeńım (13.17) do (13.16) a kombinaćı źıskaného vztahu s (13.14), kde v levé
straně užijeme značeńı P = −P2, Q = P1, dostaneme vztah (13.15). �

13.9. Označeńı. V daľśım budeme též značit

x1 := x, x2 := y (resp. x3 = z).

Mı́sto
∫∫

Ω
budeme psát

∫
Ω

a mı́sto dxdy jenom dX (≡ dx1 dx2). Vztah (13.15)
má potom tvar

2∑

k=1

∫

Ω

∂Pk

∂xk
dX =

2∑

k=1

∫

∂Ω

Pknk ds . (13.18)

13.10. Věta (d̊usledek Greenovy věty). Nechť jsou splněny předpoklady

věty 13.7. Potom plat́ı

∫

Ω

∂u

∂xj
ϕ dX =

∫

∂Ω

uϕnj ds−
∫

Ω

u
∂ϕ

∂xj
dX . (13.19)

D̊ukaz. Položme v (13.18) Pj = uϕ a Pi = 0, kde i 6= j, a užijme pravidlo
pro derivováńı součinu. (Je třeba poznamenat, že vztah (13.19) plat́ı i v př́ıpadě
Lebesgueových integrál̊u.) �

13.11. Poznámka. Vztah (13.19) se dá také dokázat v př́ıpadě trojrozměrné
oblasti Ω. V tomto př́ıpadě pak symbol

∫
∂Ω
uϕnj ds znamená plošný integrál přes

plošnou hranici ∂Ω.

13.12. Definice. a) Nechť Ω ⊂ R
2 je oblast s po částech hladkou hranićı ∂Ω,

která nemá body vratu. Nechť S1, . . . , Sm jsou hladké části hranice ∂Ω, přičemž

x1 = ϕj(t), x2 = ψj(t), t ∈
〈
aj , bj

〉

je parametrické vyjádřeńı části Sj . Je-li na Sj dána funkce v(ϕj(t), ψj(t)) měřitelná
na
〈
aj , bj

〉
, definujeme

∫

Sj

v(x1, x2) ds :=

∫ bj

aj

v(ϕj(t), ψj(t))

√
[ϕ̇j(t)]2 + [ψ̇j(t)]2 dt , (13.20)

kde integrál na pravé straně (13.20) bereme v Lebesgueově smyslu. (Pro spojité
a ohraničené funkce v(x1, x2) je tato definice shodná s běžnou definićı křivkového
integrálu prvńıho druhu v Riemannově smyslu.)
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b) Je-li kromě toho integrál

∫

Sj

[v(x1, x2)]2 ds ≡
∫ bj

aj

[v(ϕj(t), ψj(t))]2
√

[ϕ̇j(t)]2 + [ψ̇j(t)]2 dt

konečný, řekneme, že funkce v(x1, x2) je na Sj integrovatelná s kvadrátem (v Le-
besgueově smyslu). Je-li funkce v(x1, x2) integrovatelná s kvadrátem na Sj pro
všechna j = 1, . . . , m, řekneme, že je integrovatelná s kvadrátem na hranici ∂Ω
a klademe ∫

∂Ω

v2 ds :=
m∑

j=1

∫

Sj

v2 ds . (13.21)

c) Definujeme -li pro všechny funkce u, v integrovatelné s kvadrátem na hranici
∂Ω skalárńı součin

(u, v)∂Ω :=

∫

∂Ω

uv ds , (13.22)

dostaneme (jak lze bez obt́ıž́ı dokázat) Hilbert̊uv prostor, který označ́ıme L2(∂Ω).
Norma je v tomto prostoru definována standardně vztahem

‖u‖L2(∂Ω) :=
√

(u, u)∂Ω ∀u ∈ L2(∂Ω) . (13.23)

d) Je třeba zd̊uraznit, že křivkový integrál
∫

∂Ω
F (x1, x2) ds nezáviśı na orientaci

hranice ∂Ω (je to křivkový integrál 1. druhu), kdežto křivkové integrály 2. druhu∫
∂Ω
F (x1, x2) dx1 a

∫
∂Ω
F (x1, x2) dx2 na orientaci hranice ∂Ω závisej́ı.

13.13. Věta (o stopách). Nechť Ω ⊂ R
2 je oblast s po částech hladkou hranićı,

která nemá body vratu. Potom existuje právě jeden lineárńı ohraničený operátor

T : H1(Ω) → L2(∂Ω) , (13.24)

který zobrazuje prostor H1(Ω) do prostoru L2(∂Ω) tak, že plat́ı

(Tv)(x) = v(x) ∀v ∈ C∞(Ω) ∀x ∈ ∂Ω . (13.25)

Důkaz věty 13.13 je uveden v [Ne, str. 15 -16], resp. v [Že2, d̊ukaz věty 11.6].

13.14. Poznámka. a) Linearita operátoru (13.24) znamená

T(c1u+ c2v) = c1Tu+ c2Tv , c1, c2 ∈ R
1, u, v ∈ H1(Ω) . (13.26)

Ohraničenost operátoru (13.24) znamená

‖Tv‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖1,Ω ∀v ∈ H1(Ω) , (13.27)

kde konstanta C je závislá pouze na oblasti Ω.
b) Funkce Tu ∈ L2(∂Ω) se obvykle nazývá stopa funkce u ∈ H1(Ω) na hranici

∂Ω. Pokud nemůže doj́ıt k nedorozuměńı, mı́sto Tu ṕı̌seme stručně u.
c) Z vlastnosti (13.25) plyne, že stopa funkce u ∈ H1(Ω) je rozš́ı̌reńım pojmu

“hodnota funkce u na hranici ∂Ω”, který má smysl v př́ıpadě funkce spojité na Ω
(a t́ım sṕı̌se v př́ıpadě u ∈ C∞(Ω)).
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13.15. Věta (o hustotě stop). Množina T(H1(Ω)) := {Tu : u ∈ H1(Ω)} neńı

identická s celým prostorem L2(∂Ω), je však v L2(∂Ω) hustá.

Co se týče d̊ukazu věty 13.15, viz např. [KJF, d̊ukaz věty 6.6.3], resp. [Že2,
d̊ukaz věty 11.7].

13.16. Důkaz Věty 13.4. a) Násobme rovnici (13.1) libovolnou funkćı v ∈ V .
Po integraci přes Ω dostaneme

−
2∑

i,j=1

∫

Ω

v
∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
dX =

∫

Ω

vf dX. (13.28)

Uijeme-li větu 13.10 (d̊usledek Greenovy věty), přejde levá strana (13.28) na tvar

−
2∑

i,j=1

∫

Ω

v
∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
dX = −

2∑

i,j=1

∫

∂Ω

vkij
∂u

∂xi
nj ds+

2∑

i,j=1

∫

Ω

kij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dX.

Podle (13.3) a (13.5) plat́ı

2∑

i,j=1

∫

∂Ω

vkij
∂u

∂xi
nj ds =

∫

Γ2

vq ds.

Tedy vztah (13.28) může být psán ve tvaru

2∑

i,j=1

∫

Ω

kij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dX =

∫

Ω

vf dX +

∫

Γ2

vq ds (13.29)

čili podle (13.6), (13.7)
a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V,

což jsme potřebovali dokázat.
b) Protože u ∈ H2(Ω) a kij ∈ C1(Ω), můžeme výraz pro a(u, v) upravit pomoćı

Věty 13.10 takto:

a(u, v) ≡
2∑

i,j=1

∫

Ω

kij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dX =

=

2∑

i,j=1

∫

∂Ω

vkij
∂u

∂xi
nj ds−

2∑

i,j=1

∫

Ω

∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
v dX . (13.30)

Protože Tv = 0 téměř všude na Γ1 (viz (13.5)), dostáváme z (13.9) pomoćı (13.6),
(13.7) a (13.30) vztah

−
∫

Ω

{ 2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
+f

}
v dX+

∫

Γ2

{ 2∑

i,j=1

kij
∂u

∂xi
nj − q

}
v ds = 0 ∀v ∈ V.

(13.31)
Protože H1

0 (Ω) ⊂ V , můžeme uvažovat (13.31) pouze pro funkce v ∈ H1
0 (Ω), kde

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : Tv = 0 na ∂Ω}.

Potom dostaneme
∫

Ω

{ 2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
+ f

}
v dX = 0 ∀v ∈ H1

0 (Ω). (13.32)
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Prostor H1
0 (Ω) je hustý v L2(Ω). (Plyne to z hustoty C∞

0 (Ω) v L2(Ω) a toho,
že C∞

0 (Ω) ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω).) Tedy podle Věty 11.7.13 (kde mı́sto intervalu I

vystupuje oblast Ω) vztah (13.32) implikuje platnost rovnice (13.1) téměř všude
v Ω.

Protože rovnice (13.1) plat́ı téměř všude v Ω, redukuje se (13.31) na tvar

∫

Γ2

{ 2∑

i,j=1

kij
∂u

∂xi
nj − q

}
v ds = 0 ∀v ∈ V. (13.33)

Vztah (13.33) lze přepsat takto:

∫

Γ2

{ 2∑

i,j=1

kij
∂u

∂xi
nj − q

}
v ds = 0 ∀v ∈ T(V ), (13.34)

kde T(V ) ⊂ L2(Γ2) je množina stop všech funkćı z V na Γ2. Podle Věty 13.15
je množina T(V ) hustá v L2(Γ2), takže z (13.34) podle Věty 11.7.13 (kde mı́sto
I vystupuje Γ2) plyne, že okrajová podmı́nka (13.3) je splněna téměř všude na
Γ2. �

13.17. Poznámka. Je třeba zd̊uraznit, že d̊ukaz Věty 13.4 je podstatným
zobecněńım d̊ukazu Věty 11.11.4 z R

1 do R
N (N ≥ 2). // T́ım je nestandardńı

odvozeńı Rulerových rovnic kvadratického funkcionálu dokončeno.

A. Eulerovy rovnice kvadratického funkcionálu v R
1 standardně

V závěru podkap. 11.11 jsem na str. 106 dole stručně poznamenal: Pomoćı dvo-
jice implikaćı “Věta 11.11.3 implikuje Větu 11.11.4, která implikuje okrajový pro-
blém (11.172) – (11.174)” jsme źıskali Eulerovy rovnice kvadratického funkcionálu
Π(v) nestandardńım zp̊usobem.

Nyńı odvod́ım Eulerovy rovnice v R
1 standardńım zp̊usobem. Kvadratický

funkcionál Π koresponduj́ıćı slabé S1-formulaci uvedené na str. 100 má tvar (mı́sto
q ṕı̌seme nyńı r):

Π = Π(w(x)) = 1
2

∫ ℓ

0

{
p(w′)2 + rw2

}
dx−

∫ ℓ

0

wf dx− w(ℓ)Fℓ, (13.35)

kde p = p(x), r = r(x), f = f(x), w = w(x), w′ = w′(x). Funkcionál (13.35) je
minimalizovnán na varietě

ωS1 + VS1,

kde funkce ωS1 ∈ H1(0, ℓ) splňuje podmı́nku ωS1(0) = a a prostor VS1 testovaćıch
funkćı má tvar (viz (11.175S1))

V ≡ VS1 =
{
w ∈ H1(0, ℓ) : w(0) = 0

}
. (13.36)

Označme

L = L(x, u, u′) ≡ 1
2

{
p(x)[u′(x)]2 + r(x)[u(x)]2

}
− u(x)f(x) (13.37)

a definujme funkci parametru α vztahem

Π(α) =

∫ ℓ

0

{
L(x, u(x) + αη(x), u′(x) + αη′(x)

}
dx−

(
u(ℓ) + αη(ℓ)

)
Fℓ, (13.38)
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kde u ∈ C2
〈
0, ℓ
〉

minimalizuje funkcionál (13.35) a η ∈ C1
〈
0, ℓ
〉

splňuje η(0) = 0.
Podle pravidla o derivaci složené funkce plat́ı

Π′(0) =

∫ ℓ

0

{
∂L

∂u
(x, u, u′)η(x) +

∂L

∂u′
(x, u, u′)η′(x)

}
dx− η(ℓ)Fℓ.

Pomoćı integrace per partes a výpočtem ∂L
∂u′

podle (13.37) odtud dostaneme

Π′(0) =

∫ ℓ

0

{
∂L

∂u
− ∂

∂x

(
∂L

∂u′

)}
η(x) dx+

[
∂L

∂u′
η(x)

]x=ℓ

x=0

− η(ℓ)Fℓ =

=

∫ ℓ

0

{
∂L

∂u
− ∂

∂x

(
∂L

∂u′

)}
η(x) dx+

{
p(ℓ)u′(ℓ) − Fℓ

}
η(ℓ). (13.39)

Vztahem
δΠ := Π′(0)ε (13.40)

definujeme variaci funkcionálu Π. (Je to analogie diferenciálu funkce.) Požadujeme-
li

δΠ = 0,

potom z (13.39) plyne

∫ ℓ

0

{
∂L

∂u
− ∂

∂x

(
∂L

∂u′

)}
η(x) dx+

{
p(ℓ)u′(ℓ)−Fℓ

}
η(ℓ) = 0 ∀η ∈ C1

〈
0, ℓ
〉
. (13.41)

Protože
C∞

0 (0, ℓ) ⊂ C1
〈
0, ℓ
〉
,

podle (13.41) plat́ı

∫ ℓ

0

{
∂L

∂u
− ∂

∂x

(
∂L

∂u′

)}
η(x) dx = 0 ∀η ∈ C∞

0 (0, ℓ). (13.42)

Podle Věty 11.7.13 z (13.42) plyne

∂L

∂u
− ∂

∂x

(
∂L

∂u′

)
= 0 v L2(0, ℓ), (13.43)

čili podle (13.37)

−
(
p(x)u′(x)

)′
+ r(x)u(x) − f(x) = 0. (13.43*)

Užit́ım (13.43) se (13.41) redukuje na vztah

{
p(ℓ)u′(ℓ) − Fℓ

}
η(ℓ) = 0 ∀η ∈ C1

〈
0, ℓ
〉
,

z kterého plyne {
p(ℓ)u′(ℓ) − Fℓ

}
η(ℓ) = 0 ∀η(ℓ) ∈ R

1.
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Odtud
p(ℓ)u′(ℓ) = Fℓ. (13.44)

Vztahy (13.43*) a (13.44) jsou hledané Eulerovy rovnice kvadratického funkcionálu
Π(w) definovaného vztahem (13.35). Vztah (13.43*) je ODR 2. řádu a (13.44)
nehomogenńı přirozená okrajová podmı́nka Neumannova typu. Protože funkcionál
Π(u(x)) minimalizujeme na varietě ωS1 + VS1, je třeba připojit k (13.43*), (13.44)
hlavńı okrajovou podmı́nku u(0) = a, a ∈ R

1.

• V př́ıpadě, že jde o problém minima kvadratického funkcionálu (11.150) na
str. 95, analogickým postupem dostaneme opět rovnici (13.43*), ale mı́sto (13.44)
dvě přirozené (Neumannovy) okrajové podmı́nky (a žádnou hlavńı okrajovou pod-
mı́nku)

p(0)u′(0) = F0, p(ℓ)u′(ℓ) = Fℓ. (13.45)

B. Eulerovy rovnice kvadratického funkcionálu v R
2 standardně

Na závěr odvod́ıme standardńım zp̊usobem Eulerovy rovnice kvadratického funk-
cionálu v R

2, který má obecně tvar:

Π(w) =

∫

Ω

{
1
2

2∑

i,j=1

kij
∂w

∂xi

∂w

∂xj
+ 1

2r(X)(w(X))2 − f(X)w(X)

}
dX−

−
∫

Γ2

w(X)q(X) ds, (13.46)

kde Γ2 ⊂ ∂Ω. Kvadratický funkcionál (13.46) minimalizujeme na varietě

z + V,

kde Tz = u na Γ1 = ∂Ω \ Γ2 a V = {v ∈ H1(Ω) : Tv
∣∣
Γ1

= 0}. Nechť u(X) ∈ z + V

je minimalizuj́ıćı funkce a u(X)+αη(X) ∈ z+V bĺızká funkce, kde η ∈ V a α ∈ R
1

je libovolně malé č́ıslo. Položme

Π(α) = I1(α) + I2(α) + I3(α), (13.47)

kde

I1(α) =

∫

Ω

{
1
2

2∑

i,j=1

kij

(
∂u

∂xi
+ α

∂η

∂xi

)(
∂u

∂xj
+ α

∂η

∂xj

)}
dX,

I2(α) =

∫

Ω

{
1
2 (u+ αη)2r − (u+ αη)f

}
dX, I3(α) = −

∫

Γ2

(u+ αη)q ds.

Pǐsme pro stručnost

Π′(0) =

[
dΠ

dα
(α)

]

α=0

, I ′k(0) =

[
dIk
dα

(α)

]

α=0

.

Za předpokladu k12(X) = k21(X) ∀X ∈ Ω pro I ′1(0) plat́ı (posledńı rovńıtko
źıskáme pomoćı Věty 13.10):

I ′1(0) = 1
2

2∑

i,j=1

∫

Ω

kij

(
∂η

∂xi

∂u

∂xj
+
∂u

∂xi

∂η

∂xj

)
dX =

2∑

i,j=1

∫

Ω

kij
∂u

∂xi

∂η

∂xj
dX =

=
2∑

i,j=1

{∫

∂Ω

kij
∂u

∂xi
njη ds−

∫

Ω

∂

∂xj

(
kij

∂u

∂xi

)
η dX

}
. (13.48)
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Výpočet I ′2(0) a I ′3(0) je snadný:

I ′2(0) =

∫

Ω

(
ru− f

)
η dX, I ′3(0) = −

∫

∂Ω

qη ds. (13.49)

Z (13.47) – (13.49) plyne:

Π′(0) =

∫

Ω

{
−

2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
kij(X)

∂u

∂xi
(X)

)
+ r(X)u(X) − f(X)

}
η(X) dX+

+

∫

Γ2

{ 2∑

i,j=1

kij(X)
∂u

∂xi
(X)nj(X)η(X) ds− q(X)η(X)

}
ds ∀η ∈ V.(13.50)

Pro prvńı variaci funkcionálu Π plat́ı δΠ = Π′(0)ε. Polož́ıme-li δΠ = 0, z (13.50)
plyne

∫

Ω

{
−

2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
kij(X)

∂u

∂xi
(X)

)
+ r(X)u(X) − f(X)

}
η(X) dX+

+

∫

Γ2

{ 2∑

i,j=1

kij(X)
∂u

∂xi
(X)nj(X) − q(X)

}
η(X) ds = 0 ∀η ∈ V. (13.51)

Protože C∞
0 (Ω) ⊂ V , ze vztahu (13.51) plyne

∫

Ω

{
−

2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
kij(X)

∂u

∂xi
(X)

)
+r(X)u(X)−f(X)

}
η(X) dX = 0 ∀η ∈ C∞

0 (Ω).

Podle Věty 11.7.13 (kde mı́sto intervalu I vystupuje oblast Ω) tedy v L2(Ω) plat́ı
tato Eulerova rovnice

−
2∑

i,j=1

∂

∂xj

(
kij(X)

∂u

∂xi
(X)

)
+ r(X)u(X) = f(X). (13.52)

Dosad́ıme-li (13.52) do (13.51), dostaneme

∫

Γ2

{ 2∑

i,j=1

kij(X)
∂u

∂xi
(X)nj(X) − q(X)

}
η(X) ds = 0 ∀η ∈ V.

Z tohoto vztahu plyne

∫

Γ2

{ 2∑

i,j=1

kij(X)
∂u

∂xi
(X)nj(X) − q(X)

}
v(X) ds = 0 ∀v ∈ T(V ), (13.53)

kde T(V ) ⊂ L2(Γ2) je množina stop všech funkćı z V na Γ2. Podle Věty 13.15 je
množina T(V ) hustá v L2(Γ2), takže z (13.53) podle Věty 11.7.13 (kde mı́sto inter-
valu I vystupuje oblouk Γ2) plyne tato přirozená (Neumannova) okrajová podmı́nka

2∑

i,j=1

kij(X)
∂u

∂xi
(X)nj(X)

∣∣∣∣
Γ2

= q(X). (13.54)
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14. Vztahy mezi Sobolevovými prostory W1(Ω) a H1(Ω)

v př́ıpadě dvojrozměrné oblasti Ω. Prostor BL2(Ω)

Nechť Ω ⊂ R
2 je ohraničená oblast s po částech hladkou hranićı (body vratu

nejsou vyloučeny). Podobně jako v Definici 11.7.15 zavedeme v lineálu C∞(Ω)
skalárńı součin (u, v)k,Ω a źıskaný unitárńı prostor označ́ıme Sk(Ω). Normu v Sk(Ω)

(kde Ω = int Ω)) definujeme obvyklým zp̊usobem

‖u‖k,Ω :=
√

(u, u)k,Ω ∀u ∈ Sk(Ω),

kde

(u, v)k,Ω =
∑

||α|≤k

∫

Ω

Dαu(X)Dαv(X) dX.

V multiindexovém značeńı plat́ı

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαN

N

,

kde
α = (α1, . . . , αN ), |α| = α1 + · · · + αN .

SymbolemW k(Ω) budeme značit uzávěr lineárńıho normovaného prostoru Sk(Ω)
v jeho normě ‖ · ‖k,Ω:

W k(Ω) =
[
Sk(Ω)

]
k

(14.1)

a nazývat opět Sobolev̊uv prostor. Plat́ı analogie Věty 11.7.18, podle které

∫

Ω

u(α)ϕ dX = (−1)|α|
∫

Ω

uDαϕ dX ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω), |α| ≤ k. (14.2)

Funkce u(α) ∈ L2(Ω) (|α| ≤ k) vystupuj́ıćı na levé straně (14.2) se nazývaj́ı
zobecněnými derivacemi funkce u ∈ L2(Ω), která je v integrandu na pravé straně
(14.2). Budeme je také značit symboly Dαu. Vztah (14.2) dokážeme v části 14.3.

Nyńı zobecńıme definici Sobolevova prostoru Hk(I) v př́ıpadě R
N (N ≥ 2):

14.1. Definice. Nechť Ω je ohraničená dvojrozměrná oblast, jej́ıž hranice
sestává z konečného počtu hladkých část́ı.28 Symbolem Hk(Ω) budeme značit
lineárńı normovaný prostor funkćı u ∈ L2(Ω), které maj́ı zobecněné derivace u(α) =
Dαu ∈ L2(Ω) splňuj́ıćı pro všechna |α| ≤ k vztah (14.2); norma ‖ · ‖k,Ω je v Hk(Ω)
dána opět vztahem ‖u‖2

k,Ω = (u, u)k,Ω. Tento prostor také nazýváme Sobolevovým

prostorem.

Je třeba zd̊uraznit, že zat́ımco v př́ıpadě prostor̊uW k(Ω) je vztah (14.2) tvrzeńım
dávaj́ıćım do vzájemných souvislost́ı limitńı funkce, které vznikly v d̊usledku uzávě-
ru (14.1), je v př́ıpadě prostor̊u Hk(Ω) vztah (14.2) výchoźım vztahem, kterým
definujeme zobecněné derivace.

28Tedy nepožadujeme, aby ∂Ω byla po částech hladká, tj. připoušt́ıme řezy do Ω.
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V př́ıpadě oblasti Ω s po částech hladkou hranićı ∂Ω plat́ı jako v R
1

W k(Ω) = Hk(Ω).

Důkaz je stejný jako d̊ukaz Věty 11.7.27 (viz str. 78 a potom Dodatek C).

V R
2 mohou však být v d̊usledku rozmanitých hranic ∂Ω mezi prostory W 1(Ω)

a H1(Ω) velké rozd́ıly, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad:

14.2. Př́ıklad. Uvažujme otevřený čtverec se svislým řezem

Ω = (−1, 1) × (−1, 1) \ {[0, y] ∈ R
2: 0 ≤ y < 1}. (14.3)

Uzávěrem Ω oblasti (14.3) uzavřený čtverec
〈
−1, 1

〉
×
〈
−1, 1

〉
. Nechť Ω1 je z jedné

strany uzavřený obdélńık (−1, 1) × (−1, 0〉, Ω2 otevřený čtverec (−1, 0) × (0, 1) a
Ω2 otevřený čtverec (0, 1) × (0, 1). V oblasti Ω definujme funkci

u(x1, x2) =





0 pro X ∈ Ω1,

−x2 pro X ∈ Ω2,

x2 pro X ∈ Ω3.

(14.4)

(a) Předně dokážeme, že funkce u má zobecněné derivace Dαu ∈ L2(Ω) pro
|α| ≤ 1, takže u ∈ H1(Ω): Zvolme ϕ ∈ C∞

0 (Ω) libovolně, ale pevně a označme

G2(ϕ) := suppϕ ∪ Ω2, G3(ϕ) := suppϕ ∪ Ω3.

Podle (14.4) a vlastnost́ı nosiče suppϕ plat́ı

u(X)ϕ(X) 6= 0 ∀X ∈ G2(ϕ) ∪G3(ϕ); u(X)ϕ(X) = 0 ∀X /∈ G2(ϕ) ∪G3(ϕ).

Tedy

u(X)ϕ(X) = 0 ∀X ∈ ∂G2(ϕ), u(X)ϕ(X) = 0 ∀X ∈ ∂G3(ϕ). (14.5)

S pomoćı (14.5) a Věty 13.10 zjist́ıme, že

∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dX = −

∫

Ω

ϕ
∂u

∂xi
dX ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω) (i = 1, 2), (14.6)

což zaručuje inkluzi u ∈ H1(Ω): Je totiž

∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dX =

∫

G2(ϕ)

u
∂ϕ

∂xi
dX +

∫

G3(ϕ)

u
∂ϕ

∂xi
dX =

=

3∑

j=2

{∫

∂Gj(ϕ)

u(X)ϕ(X)ni(X) ds−
∫

Gj(ϕ)

ϕ
∂u

∂xi
dX

}
= −

∫

Ω

ϕ
∂u

∂xi
dX,

což je vztah (14.6).
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(b) V literatuře se často chybně ṕı̌se, že u /∈W 1(Ω), kde funkce u je dána vztahy
(14.4) (viz např. [Že2, str. 50 -51], nebo podobně nesprávně [KJF, Example 5.5.3]).
Mı́sto toho má být

u /∈ {v : v = w
∣∣
Ω
, w ∈W 1(int Ω)}, (14.7)

kde int Ω znač́ı vnitřek uzavřené oblasti Ω. V našem př́ıpadě totiž je int Ω ⊃ Ω.
Tato inkluze se skutečnost́ı, že řez {[0, y] ∈ R

2: 0 ≤ y < 1} muśı být disjunktńı
s nosiči funkćı ϕ ∈ C∞

0 (Ω), implikuje

C∞
0 (Ω) ⊂ C∞

0 (int Ω).

Tud́ıž lze očekávat, že prostor H1(Ω) obsahuje v́ıce funkćı než prostor W 1(int Ω),
což skutečně v našem př́ıkladu nastává (viz (14.7)). Dokažme (14.7): Nechť Ω0 =
int Ω0, kde Ω0 = Ω2 ∪Ω3, a nechť ϕ ∈ C∞

0 (int Ω) je taková funkce, že suppϕ ⊂ Ω0.
Potom

∫

Ω0

u
∂ϕ

∂x1
dX =

∫

Ω2

u
∂ϕ

∂x1
dX +

∫

Ω3

u
∂ϕ

∂x1
dX =

= −
∫

Ω2

x2
∂ϕ

∂x1
dX +

∫

Ω3

x2
∂ϕ

∂x1
dX,

přičemž podle Věty 13.10 (d̊usledek Greenovy věty)

−
∫

Ω2

x2
∂ϕ

∂x1
dX = −

∫

L

x2ϕ · 1 ds+

∫

Ω2

∂x2

∂x1
ϕ dX = −

∫

L

x2ϕ(x1, x2) ds,

kde L = suppϕ ∩ {[0, y] ∈ R
2: 0 ≤ y < 1}. Podobně

∫

Ω3

x2
∂ϕ

∂x1
dX =

∫

L

x2ϕ · (−1) ds+ 0 = −
∫

L

x2ϕ(x1, x2) ds.

Odtud ∫

Ω0

u
∂ϕ

∂x1
dX = −2

∫

L

x2ϕ(x1, x2) ds 6= 0,

takže definičńı vztah pro zobecněnou derivaci

∫

Ω0

ϕ
∂u

∂x1
dX = −

∫

Ω0

u
∂ϕ

∂x1
dX ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω0)

v tomto př́ıpadě neplat́ı, protože ∂u
∂x1

= ∂x2

∂x1
= 0 v L2(Ω). T́ım jsme dokázali

(14.7). �

14.3. Důkaz vztahu (14.2) za předpokladu u ∈ Wk(Ω). Předně pozname-
nejme, že nekonečná podmnožına M normovaného prostoru X se nazývá kompaktńı

(v sobě), když každá posloupnost {xn} ⊂M obsahuje podposloupnost konvergentńı
v X (jej́ıž limita nálež́ı do M). Dokazuje se, že množina M ⊂ X je kompaktńı,
když a jen když každé pokryt́ı množiny Motevřenými možinami obsahuje konečné

podpokryt́ı.29 Podle této nutné a postačuj́ıćı podmı́nky každá kompaktńı množina

29Tato podmı́nka je často brána za definici kompaktńı množiny. Taková definice kompaktńı
množiny je axiomatizaćı Heine-Borelovy věty.
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suppϕ, kde ϕ ∈ C∞
0 (Ω), může být pokryta konečným počtem otevřených kruh̊u

pokud dim Ω = 2 (nebo otevřených kouĺı, když dim Ω = 3) K1, . . . , Km, jejichž
uzávěry lež́ı v Ω, Kj ⊂ Ω (j = 1, . . . , m).30 Označme

coverK ϕ :=

m⋃

j=1

Kj . (14.8)

Zřejmě suppϕ ⊂ coverK ϕ. Definice nosiče suppϕ funkce ϕ implikuje, že

ϕ(X) = 0 pro X ∈ coverK ϕ \ suppϕ .

Nav́ıc hranice ∂(coverK ϕ) množiny coverK ϕ je po částech hladká a neobsahuje

body vratu. Tato skutečnost nám umožńı dokázat vztah (14.2) pomoćı Věty 13.10
(d̊usledek Greenovy věty) i v př́ıpadě, že hranice ∂Ω má body vratu.

Podle vlastnost́ı nosiče plat́ı

∫

Ω

ϕDαu dX =

∫

coverK ϕ

ϕDαu dX ,

kde coverK ϕ ⊂ Ω je uzavřená oblast definovaná vztahem (14.8); jej́ı hranice
∂(coverK ϕ) je po částech hladká a neobsahuje body vratu. Tedy podle Věty 13.10
v př́ıpadě N = 2 plat́ı pro každé j, kde 1 ≤ j ≤ N (zde N = 2)

∫

Ω

∂un

∂xj
ϕ dX =

∫

coverK ϕ

∂un

∂xj
ϕ dX =

=

∫

∂(coverK ϕ)

unϕnj ds−
∫

coverK ϕ

un
∂ϕ

∂xj
dX = −

∫

Ω

un
∂ϕ

∂xj
dX ,

protože ϕ = 0 na ∂(coverK ϕ). Stejně jako v d̊ukazu 11.7.18 je {un} ⊂ Sk(Ω)
cuchyovská posloupnost, takže limitńım přechodem pro n → ∞ odtud dostaneme
vztah (14.2) v př́ıpadě |α| = 1 a N = 2. // V př́ıpadě N = 3 můžeme už́ıt d̊usledek
Ostrogradského věty; jinak je d̊ukaz obdobný.

Protože Dαϕ = 0 na ∂(coverK ϕ) pro |α| ≥ 0, źıskáme vztah (14.2) v obecném
př́ıpadě opakováńım uvedeného postupu. Např., když α = (1, 1),

∫

Ω

∂2un

∂x1∂x2
ϕ dX =

∫

∂(coverK ϕ)

∂un

∂x1
ϕn2 ds−

∫

coverK ϕ

∂un

∂x1

∂ϕ

∂x2
dX =

= −
∫

coverK ϕ

∂un

∂x1

∂ϕ

∂x2
dX =

= −
∫

∂(coverK ϕ)

un
∂ϕ

∂x2
n1 ds+

∫

coverK ϕ

un
∂2ϕ

∂x1∂x2
dX =

∫

Ω

un
∂2ϕ

∂x1∂x2
dX ,

což po limitńım přechodu pro n→ ∞ je vztah (14.2) pro α = (1, 1). Obecný postup
je evidentńı. �

30Protože pokryt́ı otevřenými množinami je libovolné, můžeme zvolit pokryt́ı otevřenými kruhy
(koulemi), jejichž pr̊uměry jsou menš́ı než dist (∂Ω, supp ϕ); tato skutečnost implikuje, že Kj ⊂ Ω.
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14.4. Prostor Beppo Leviho BL2(Ω). V př́ıpadě R
N (N ≥ 2) existuje vedle

prostor̊u W 1(Ω) a H1(Ω) ještě třet́ı možnost, jak definovat prostor Sobolevova typu.
V tomto př́ıpadě velkou roli hraj́ı absolutně spojité funkce jedné proměnné, které se
už́ıvaj́ı se v konstrukci množin ACi(Ω) (i = 1, . . . , N) (viz 14.5b), s jejichž pomoćı
jsou Beppo Leviho prostory BL2(Ω) (a obecně BLp(Ω)) definovány.

14.5. Definice. a) Ř́ıkáme, že funkce f(X) N proměnných je absolutně spojitá
na otevřené množině M , která je podmnožinou dané př́ımky, je-li absolutně spojitá
na každém kompaktńım podintervalu množiny M .

b) Ř́ıkáme, že funkce f(X) N proměnných, která je definována pro X ∈ Ω ⊂
R

N , nálež́ı do množiny ACi(Ω), je-li absolutně spojitá na téměř všech množinách
Ip = p∩Ω, kde p je libovolná př́ımka, která je rovnoběžná s osou xi a má neprázdný
pr̊unik s oblast́ı Ω. �

Vysvětleme podrobněji výraz “na téměř všech množinách Ip” v př́ıpadě xi = x1.
Uvažujme př́ımky p, které jsou rovnoběžné s osou x1 a maj́ı neprázdný pr̊unik
s oblast́ı Ω. Tento pr̊unik Ip = p ∩ Ω je otevřenou množinou na př́ımce; označme
jej́ı projekci na rovinu x1 = 0 symbolem x (je to bod). Zaj́ımá nás (N−1)-rozměrná
mı́ra těchto projekćı. Funkce f(X) nálež́ı do AC1(Ω), jestliže mı́ra množiny všech
projekćı x množin Ip, na kterých funkce f(X) neńı absolutně spojitá, má svou
(N − 1)-rozměrnou mı́ru rovnu nule.

Pokud funkce f(X) nálež́ı do AC1(Ω), potom má podle Věty 11.7.36h téměř

všude v Ω klasickou parciálńı derivaci podle x1. Tuto klasickou parciálńı derivaci
budeme značit symbolem [∂f/∂x1]. Jestliže funkce f(X) nálež́ı do množiny

N⋂

i=1

ACi(Ω) = AC1(Ω) ∩ AC2(Ω) ∩ . . .ACN (Ω)

potom má téměř všude v Ω všechny prvńı klasické parciálńı derivace

[
∂f

∂x1

]
,

[
∂f

∂x2

]
, . . . ,

[
∂f

∂xN

]
. (14.9)

Protože klasické derivace (14.9) existuj́ı téměř všude v Ω, můžeme se pokusit in-
tegrovat p -té mocniny jejich absolutńıch hodnot přes Ω. Pokud derivace (14.9)
náležej́ı do Lp(Ω), vede to k následuj́ıćı definici:

14.6. Definice. Nechť 1 ≤ p < ∞. Symbol BLp(Ω) bude značit množinu

všech funkćı u ∈ Lp(Ω) takových, že k nim existuj́ı funkce ũ ∈
N⋂

i=1

ACi(Ω) splňuj́ıćı

rovnost ũ = u téměř všude v Ω, přičemž [∂ũ/∂xi] ∈ Lp(Ω) (i = 1, . . . , N). Výraz

‖u‖BLp(Ω) := ‖u‖Lp(Ω) +

N∑

i=1

∥∥∥∥
[
∂ũ

∂xi

]∥∥∥∥
Lp(Ω)

(14.10)

definuje normu v lineárńım prostoru BLp(Ω), který nazýváme prostorem Beppo
Leviho.
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14.6a. Poznámka. Stručně a jednoduše: Beppo Leviho prostor BLp(Ω) je
lineárńı prostor všech funkćı

u ∈ Lp(Ω) ∩
N⋂

i=1

ACi(Ω),

jejichž prvńı “klasické” derivace jsou lebesgueovsky integrovatelné s p -tou mocni-
nou:

BLp(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) ∩

N⋂

i=1

ACi(Ω) :

[
∂u

∂x1

]
, . . . ,

[
∂u

∂xN

]
∈ Lp(Ω)

}
.

Norma v tomto prostoru je dána vztahem (14.10). �

V [Že2, kap. 5] je dokázáno, že

W 1(Ω) = BL2(Ω) či obecněji W 1,p(Ω) = BLp(Ω). (14.11)

Když Ω ∈ C0,0 (tj. v př́ıpadě po částech hladké hranice ∂Ω), potom W = H a vztahy
(14.11) mohou být psány ve tvaru

H1(Ω) = BL2(Ω) či obecněji H1,p(Ω) = BLp(Ω). (14.12)

Vztahy (14.11) a (14.12) maj́ı tento význam: Struktura “energetických” prostor̊u
W 1,p(Ω) nebo H1,p(Ω) je identická se strukturou prostor̊u BLp(Ω). Tato struktura
je podle Definic 14.4 a 14.5 velmi jasná. (Důkaz (14.11), resp. (14.12) je však dlouhý
a hodně komplikovaný.)

14.7. Př́ıklad. Vraťme se k Př́ıkladu 11.7.38 v př́ıpadě N = 2. Vid́ıme, že

ln
1

r
∈ AC1(KR) ∩AC2(KR), (14.13)

ale ln 1
r /∈ H1(KR), protože

2∑

i=1

∥∥∥∥
∂

∂xi

(
ln

1

r

)∥∥∥∥
2

0,KR

= 2π lim
ε→0+

∫ R

ε

1

̺
d̺→ ∞. (14.14)

Vlastnost (14.13) je nutnou, ale ne postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby ln 1
r

∈
H1(KR). (Stejný výsledek jsme dostali v R

1 v Př́ıkladu 11.7.34: Daná funkce
u(x) je tam absolutně spojitá, ale nepatř́ı do H1(I), protože u′ /∈ L2(I).) Je třeba
poznamenat, že ve shodě s větou o stopách nemůžeme očekávat výsledek r̊uzný od
(11.114)1 a (11.114)2.

14.8. Poznámka k Př́ıkladu 14.2. Výsledek tohoto př́ıkladu lze snadněji
źıskat pomoćı vztahu W 1(K) = BL2(K). Prostor BL2(K) je tvořen funkcemi,
které jsou absolutně spojité na téměř všech př́ımkách rovnoběžných se souřadnými
osami (zde x1 a x2). Avšak funkce u(x1, x2) je nespojitá na všech př́ımkách rovno-
běžných s osou x1 a maj́ıćıch neprázdný pr̊unik s úsečkou {[0, y] ∈ R

2: 0 ≤ y < 1}.
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15. Přibližná řešeńı počátečńıch a počátečńıch-okrajových
problémů ODR a PDR

Prvńı čtyři podkapitoly jsou věnovány Eulerově explicitńı a Eulerově implicitńı
formuli pro řešeńı počátečńıch problémů ODR. V páté podkapitole odvozuji úplné
diskrétńı schéma pro přibližné řešeńı počátečńıho-okrajového problému rovnice
pro vedeńı tepla a šestá (posledńı) podkapitola je věnována úplnému diskrétńımu
schématu vlnové rovnice.

15.1. Eulerova explicitńı formule

Uvažujme počátečńı problém

y′ = f(x, y), (15.1)

y(a) = y0, (15.2)

kde y0 je daná hodnota, a hledejme jeho přibližné diskrétńı řešeńı na intervalu〈
a, b
〉
, který rozděĺıme na N stejně velkých d́ıl̊u o délce h = (b− a)/N body

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = b, (15.3)

kde xk = a+kh. O funkci f(x, y) předpokládádáme (stejně jako v Picardově větě),
že je spojitá a splňuje Lipschitzovu podmı́nku

|f(x, y1) − f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| ∀x, y1, y2 ∈
〈
a, b
〉
. (15.4)

Rovnici (15.1) zintegrujme v intervalu
〈
xi, xi+1

〉

∫ xi+1

xi

y′(x) dx =

∫ xi+1

xi

f(x, y(x)) dx,

takže

y(xi+1) = y(xi) +

∫ xi+1

xi

f(x, y(x)) dx. (15.5)

Integrál na pravé straně (15.5) vypočtěme přibližně jednobodovou kvadraturńı for-
muĺı s uzlovým bodem xi:

y(xi+1) =̇ y(xi) + hf(xi, y(xi)). (15.6)

Tento vztah je však nepoužitelný, protože hodnoty y(xi), y(xi+1) neznáme, ani je
nemůžeme nijak vypoč́ıtat. Nav́ıc se v tomto vztahu vyskytuje znaménko přibližné
rovnosti. Proto zaměńıme výrazy y(xi), y(xi+1) ve vztahu (15.6) jejich přibližnými
hodnotami ui, ui+1 a znaménko přibližné rovnosti nahrad́ıme definitoricky znamén-
kem rovnosti. Z (15.6) tak dostaneme Eulerovu dopřednou čili explicitńı formuli

ui+1 = ui + hf(xi, ui), (15.7)

kde podle (15.2) klademe
u0 = y0. (15.8)

Postupným užit́ım rekurentńı formule (15.7) dostaneme

u1 = y0 + hf(a, y0), u2 = u1 + hf(x1, u1), . . . , uN = uN−1 + hf(xN−1, uN−1).
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Nyńı dokážeme, že po k kroćıch bude naakumulovaná chyba metody

yk − uk = k O(h2) (k = 1, . . . , N), (15.9)

kde pro stručnost klademe

yk = y(xk) (k = 1, . . . , N). (15.10)

Podle Taylorova rozvoje

y(xk + h) = y(xk) + hy′(xk) + 1
2h

2y′′(xk) + . . .

a podle (15.1) a (15.10)

yk+1 = yk + hf(xk, yk) + 1
2
h2 d

dx
f(x, y(x))

∣∣∣∣
x=xk

+ . . . (15.11)

Protože plat́ı (za dodatečného předpokladu ohraničenosti parciálńı derivace ∂f
∂x

)

d

dx
f(x, y(x))

∣∣∣∣
x=xk

=

[
∂f

∂x
(x, y(x)) + f(x, y(x))

∂f

∂y
(x, y(x))

]

x=xk

≤ C,

můžeme přepsat (15.11) na tvar

yk+1 = yk + hf(xk, yk) +O(h2). (15.12)

Pro k = 0 odtud plyne
y1 = y0 + hf(a, y0) +O(h2)

čili podle (15.7), (15.8)
y1 − u1 = O(h2). (15.13)

Pro k = 1 z (15.12) plyne

y2 = y1 + hf(x1, y1) +O(h2) = (15.14)

= u1 + hf(x1, u1) + (y1 − u1) + h[f(x1, y1) − f(x1, u1)] +O(h2).

Podle Lipschitzovy podmı́nky (15.4) a vztahu (15.13) plat́ı

h
∣∣f(x1, y1) − f(x1, u1)

∣∣ ≤ hL|y1 − u1| = O(h3). (15.15)

Dosad́ıme-li (15.15) společně s (15.13) do (15.14), dostaneme

y2 − u2 = O(h2) +O(h3) +O(h2) = 2O(h2), (15.16)

protože výraz O(h3) můžeme zanedbat. V třet́ım kroku dostaneme (stejným zp̊u-
sobem jako vztah (15.14))

y3 = y2 + hf(x2, y2) +O(h2) = (15.17)

= u2 + hf(x2, u2) + (y2 − u2) + h[f(x2, y2) − f(x2, u2)] +O(h2).

Pomoćı Lipschitzovy podmı́nky (15.4) a vztahu (15.16) zjist́ıme, že

h[f(x2, y2) − f(x2, u2)] = 2O(h3),
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což dosazeno spolu s (15.16) do (15.17) dává

y3 − u3 = 2O(h2) + 2O(h3) +O(h2) = 3O(h2).

Předpokládejme nyńı, že po k kroćıch dostaneme odhad

yk − uk = kO(h2). (15.18)

Vyjdeme nyńı ze vztahu

yk+1 = yk + hf(xk, yk) +O(h2) = (15.19)

= uk + hf(xk, uk) + (yk − uk) + h[f(xk, yk) − f(xk, uk)] +O(h2).

Pomoćı Lipschitzovy podmı́nky (15.4) a vztahu (15.18) nyńı zjist́ıme, že

h[f(xk, yk) − f(xk, uk)] = k O(h3),

což dosazeno spolu s (15.18) do (15.19) dává

yk+1 − uk+1 = kO(h2) + k O(h3) +O(h2) = (k + 1)O(h2), (15.20)

což jsme chtěli dokázat.
Projdeme-li celý interval

〈
a, b
〉
, výsledná globálńı chyba bude úměrná výrazu

NO(h2) = NKh2 = NK
b− a

N
h = K(b− a)h = O(h). (15.21)

Poznámka: Mı́sto Taylorova rozvoje a vztahu (15.11) jsme mohli źıskat vztah
(15.12) pomoćı odhadu (viz [Re1, odst. 13.13])

∫ xi+1

xi

f(x, y(x)) dx− hf(xi, y(xi)) = O(h2). (15.22)

15.2. Eulerova implicitńı formule

Integrál na pravé straně (15.5) vypočtěme nyńı přibližně jednobodovou kvadra-
turńı formuĺı s uzlovým bodem xi+1:

y(xi+1) =̇ y(xi) + hf(xi+1, y(xi+1)). (15.23)

Stejně jako v (15.22) plat́ı

∫ xi+1

xi

f(x, y(x)) dx− hf(xi+1, y(xi+1)) = O(h2), (15.24)

takže užijeme-li v (15.5) jednobodovou kvadraturńı formuli s uzlovým bodem xi+1,
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dostaneme
yi+1 = yi + hf(xi+1, yi+1) +O(h2),

což je výchoźı vztah k źıskáńı chyby Eulerovy zpětné (čili implicitńı) formule, která
má podle (15.23) tvar (ze stejných d̊uvod̊u jako v př́ıpadě formule (15.7))

ui+1 = ui + hf(xi+1, ui+1). (15.25)

V rozsáhleǰśıch monografíıch (jako např. [La], [Vi]) se dokazuje, že globálńı chyba
Eulerovy implicitńı formule je opět O(h). I když obě Eulerovy formule jsou stejně
přesné, implicitńı formule má tu velkou přednost, že je stabilńı (viz podkap. 15.3).

Zat́ımco explicitńı Eulerova formule (15.7) je dána rekurentńım vzorcem, muśıme
při aplikaci implicitńı formule (15.25) na každém kroku řešit rovnici pro ui+1

(v př́ıpadě nelineárńı rovnice většinou Newtonovou metodou).
Pro svou jednoduchost a stabilitu se implicitńı Eulerova formule už́ıvá v nu-

merických výpočtech na poč́ıtač́ıch. Je ovšem vhodné spoč́ıtat několik prvńıch
startovaćıch hodnot nějakou přesněǰśı jednokrokovou metodou; např. Runge-Kutto-

vou metodou čtvrtého řádu přesnosti, která je dána formuĺı

ui+1 = ui + 1
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

kde
k1 = f(xi, ui),

k2 = f(x1 + 1
2h, ui + 1

2hk1),

k3 = f(x1 + 1
2
h, ui + 1

2
hk2),

k4 = f(x1 + h, ui + hk3).

15.3. Stabilita implicitńı formule

Uvažujme počátečńı problém

y′ = λy (λ < 0), y(0) = 1. (15.26)

Jeho řešeńı je tvaru
y(x) = eλx. (15.27)

Protože λ < 0, z (15.27) plyne

y(xi) > y(xi+1) > 0 pro xi < xi+1.

Proto je přirozené požadovat
ui > ui+1 > 0. (15.28)

Explicitńı (dopředná) Eulerova formule dává

ui+1 = ui + hλui = ui(1 − |λ|h).

Z požadavku (15.28) v tomto př́ıpadě plyne (je totiž u0 = 1 > 0)

1 > 1 − |λ|h > 0. (15.29)
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Levá nerovnost (15.29) je splněna vždy; pravá pouze v př́ıpadech, kdy

h <
1

|λ| . (15.30)

Jestliže |λ| ≫ 1, je podmı́nka (15.30) značným omezeńım délky kroku h.
V př́ıpadě implicitńı (zpětné) Eulerovy formule plat́ı

ui+1 = ui + hλui+1 = ui − h|λ|ui+1,

takže
ui+1 =

ui

1 + |λ|h.

Protože u0 = 1, je tedy požadavek (15.28) splněn bez jakéhokoliv omezeńı na délku
kroku h.

15.4. Př́ıklad: Vyjádřeńı Eulerova č́ısla e

V této podkapitole trochu odboč́ıme. V základńım kurzu diferenciálńıho počtu
bylo č́ıslo e = 2, 7182818 . . . (základ přirozených logaritmů) definováno vztahem

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

. (15.31)

Ukážeme, že k témuž vyjádřeńı (15.31) dospějeme, řeš́ıme-li numericky počátečńı
problém

y′ = y, (15.32)

y(0) = 1 (15.33)

na intervalu
〈
0, 1
〉

pomoćı Eulerových formuĺı.
Obecné řešeńı rovnice (15.32) je y = Cex. Užit́ım počátečńı podmı́nky (15.33)

dostaneme partikulárńı řešeńı
y(x) = ex,

takže
y(1) = e. (15.34)

Rozdělme interval
〈
0, 1
〉

na n stejných d́ılk̊u o délce

h =
1

n
.

Protože v př́ıpadě rovnice (15.32) je f(x, y) = y, explicitńı Eulerova formule (15.7)
má tvar

ui+1 = ui + hui = ui

(
1 +

1

n

)
. (15.35)

Podle (15.33) je u0 = 1, takže (15.35) postupně dává

u1 = 1 +
1

n
, u2 =

(
1 +

1

n

)2

, . . . , un =

(
1 +

1

n

)n

.
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Protože xn = 1, je hodnota un přibližným vyjádřeńım přesné hodnoty y(1) = e.
Eulerova metoda konverguje, takže plat́ı

e = lim
n→∞

un = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

,

což je vztah (15.31).
Vztah (15.31) nyńı odvod́ıme pomoćı zpětné (implicitńı) formule. Postup je

však v tomto př́ıpadě komplikovaněǰśı. Interval
〈
0, 1
〉

rozděĺıme na m stejných
d́ılk̊u o délce

h =
1

m
.

Zpětná formule (15.26a) v tomto př́ıpadě dá

ui+1 = ui + hui+1 ⇒ ui+1 =
ui

1 − 1/m
=

uim

m− 1
. (15.36)

Protože Eulerova metoda je konvergentńı, plyne odtud

e = lim
m→∞

uim

m− 1
= lim

m→∞
ui−1m

2

(m− 1)2
= · · · = lim

m→∞
mm

(m− 1)m
. (15.37)

Abychom dostali vztah (15.31), zaveďme substituci

m = n+ 1.

Potom z (15.37) plyne

e = lim
n→∞

(n+ 1)n+1

nn+1
= lim

n→∞

(
n+ 1

n

(
1 + n

n

)n)
=

= lim
n→∞

n+ 1

n
lim

n→∞

(
1 + n

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

,

protože lim(n+ 1)/n = 1. Opět jsme źıskali vztah (15.31).

15.5. Rovnice pro vedeńı tepla

Uvažujme tento počátečńı-okrajový problém rovnice pro vedeńı tepla v jedné
dimenzi

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
(15.38)

u(0, t) = a, u(ℓ, t) = b, t > 0, (15.39)

u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ 〈0, ℓ〉, (15.40)

kde u0(x) je spojitá funkce s po částech spojitou a ohraničenou derivaćı na 〈0, ℓ〉
(tj.u0 ∈ H1(0, ℓ)). Problém (15.38) – (15.40) budeme diskretizovat kombinaćı zpět-
né diference v čase s metodou konečných prvk̊u v R

1.
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Podobně jako na str. 58 rovnici (15.38) nejprve násobme libovolnou funkćı v ∈
H1

0 (0, ℓ) a integrujme přes interval
〈
0, ℓ
〉
:

∫ ℓ

0

∂u

∂t
v dx =

∫ ℓ

0

∂2u

∂x2
v dx.

Integrál na pravé straně upravme pomoćı integrace per partes a vztah̊u v(0) =
v(ℓ) = 0, které splňuje každá funkce v ∈ H1

0 (0, ℓ). Dostaneme:

∫ ℓ

0

∂u

∂t
v dx+

∫ ℓ

0

∂u

∂x

∂v

∂x
dx = 0 ∀v ∈ H1

0 (0, ℓ). (15.41)

Stejně jako na str. 66 (viz vztahy (11.49) – (11.51)) zaveďme konečněrozměrný pros-
tor Xh, varietu Wh ⊂ Xh a podprostor Vh ⊂ Xh pomoćı vztah̊u

Xh = {w ∈ H1(0, ℓ) : w je spojitá funkce lineárńı na prvćıch děleńı Dh}, (15.42)

Wh = {w ∈ Xh : w(x0) = w(0) = a, w(xn+1) = w(ℓ) = b}, (15.43)

Vh = {w ∈ Xh : w(x0) = w(0) = 0, w(xn+1) = w(ℓ) = 0}, (15.44)

kde Dh je děleńı intervalu
〈
0, ℓ
〉

na n stejných d́ılk̊u:

Dh : x0 = 0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn < xn+1 = ℓ, (15.45)

Nechť {ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕn(x), ϕn+1(x)} je báze (n+ 2)-rozměrného prostoru Xh.
Potom každá funkce z variety Wh má tvar

aϕ0(x) +
n∑

k=1

αkϕk(x) + bϕn+1(x) (αk ∈ R
1). (15.46)

Nahraďme v (15.46) reálná č́ısla αk libovolnými funkcemi časové proměnné αk(t) ∈
C1(0, T 〉 a definujme funkci

uh(x, t) = aϕ0(x) +
n∑

k=1

αk(t)ϕk(x) + bϕn+1(x). (15.47)

Prostorovou semidiskretizaci našeho problému provedeme tak, že ve vztahu (15.41)
nahrad́ıme hledanou funkci u(x, t) funkćı uh(x, t) a testovaćı funkce v ∈ H1

0 (0, ℓ)
testovaćımi funkcemi v ∈ Vh:

∫ ℓ

0

∂uh

∂t
v dx+

∫ ℓ

0

∂uh

∂x

∂v

∂x
dx = 0 ∀v ∈ Vh. (15.48)

Od prostorové semidiskretizace (15.48) přejdeme k úplné diskretizaci problému tak,

že parciálńı derivaci ∂uh

∂t nahrad́ıme zpětnou diferenćı, kterou poděĺıme časovým
krokem ∆t:

∂uh

∂t
(x, ti)

.
=
uh(x, ti) − uh(x, ti−1)

∆t
. (15.49)
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Pro větš́ı jednoduchost budeme psát U i = U i(x) = uh(x, ti), takže semidiskrétńı
vztah (15.48) je nahrazen diskrétńım vztahem

∫ ℓ

0

U iv dx+ ∆t

∫ ℓ

0

∂U i

∂x

∂v

∂x
dx = ∆t

∫ ℓ

0

U i−1v dx ∀v ∈ Vh; (15.50)

v př́ıpadě i = 1 je na pravé straně vztahu (15.50) výraz
∫ ℓ

0
u0v dx, kde u0(x) je

funkce z počátečńı podmı́nky (15.40). Když daný časový interval
〈
0, T

〉
, na kterém

hledáme přibližné řešeńı, rozděĺıme na m část́ı, potom časový krok má velikost
∆t = T/m. Je třeba poznamenat, že (15.50) má stejný tvar jako Eulerova implicitńı
formule. (Stač́ı zaměnit indexy i na i + 1.) // Vztah (15.50) dále zjednoduš́ıme:
Stač́ı mı́sto něj napsat n vztah̊u

∫ ℓ

0

U iϕj dx+ ∆t

∫ ℓ

0

∂U i

∂x

∂ϕj

∂x
dx = ∆t

∫ ℓ

0

U i−1ϕj dx (j = 1, . . . , n), (15.51)

kde ϕ1, . . . , ϕn jsou bázové funkce n-rozměrného prostoru Vh. Dále: Každá funkce
U i(x) má tvar

U i(x) = aϕ0(x) + bϕn+1(x) +

n∑

k=1

αk(ti)ϕk(x) (i = 1, . . . , m), (15.52)

Dosad́ıme-li (15.52) do (15.51), dostaneme po snadné úpravě soustavu n lineárńıch
algebraických rovnic pro α1(ti), . . . , αn(ti), kde j = 1, . . . , n:

n∑

k+1

αk(ti)

∫ ℓ

0

{
ϕj(x)ϕk(x) + ∆tϕ′

j(x)ϕ′
k(x)

}
dx = (15.53)

=

∫ ℓ

0

(
∆t U i−1 − aϕ0(x) − bϕn+1(x) − a∆tϕ′

0(x) − b∆tϕ′
n+1(x)

)
ϕj(x) dx.

Řeš́ıme postupně celkem m těchto soustav, protože i = 1, . . . , m. Připomı́nám, že
v př́ıpadě i = 1 je U i−1(x) = u0(x), kde u0(x) je funkce z počátečńı podmı́nky
(15.40). // Numerickou analýzou se nebudu zabývat. Uvád́ım bez d̊ukazu, že
metoda konverguje a že maximálńı rychlost konvergence tohoto diskrétńıho problé-
mu je O(∆t+ h); viz [Že1, Ch. 49] nebo podrobněji v [Že3]. (V obou př́ıpadech je
analyzován obecněǰśı prob lém). • Protože matice soustavy (15.53) je regulárńı, má
tato soustava právě jedno řešeńı α1(ti), . . . , αn(ti) při každém i = 1, . . . , m.

15.6. Vlnová rovnice

Uvažujme tento počátečńı-okrajový problém vlnové rovnice v jedné dimenzi

∂2u

∂t2
− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
= f(x, t)

(
(x, t) ∈ (0, ℓ) × (0, T 〉

)
, (15.54)

u(0, t) = 0 ∀t ∈ (0, T 〉, (15.55)

p(ℓ)
∂u

∂x
(ℓ, t) = 0 ∀t ∈ (0, T 〉, (15.56)
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u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ 〈0, ℓ〉, (15.57)

∂u

∂t
(x, 0) = v0(x) ∀x ∈ 〈0, ℓ〉, (15.58)

kde p(x) ≥ µ > 0, u0(x) ∈ H1(0, ℓ), v0(x) ∈ H1(0, ℓ), f(x, t) ∈ L2((0, ℓ) × (0, T )).
Násobme rovnici (15.54) libovolnou funkćı w ∈ H1

0 (0, ℓ) a integrujme přes interval〈
0, ℓ
〉
: ∫ ℓ

0

∂2u

∂t2
w dx−

∫ ℓ

0

∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
w dx =

∫ ℓ

0

f(x, t)w(x) dx.

Druhý integrál na levé straně upravme pomoćı integrace per partes a vztah̊u w(0) =
w(ℓ) = 0, které splňuje každá funkce w ∈ H1

0 (0, ℓ). Dostaneme:

∫ ℓ

0

∂2u

∂t2
w dx+

∫ ℓ

0

p(x)
∂u

∂x

dw

dx
dx =

∫ ℓ

0

f(x, t)w(x) dx. (15.59)

Nechť {ϕ1(x), . . . , ϕn(x)} je báze n-rozměrného prostoru Vh (viz (15.44)). Potom
každá funkce z Vh má tvar

w(x) =
n∑

k=1

αkϕk(x) (αk ∈ R
1). (15.60)

Definujme funkci

uh(x, t) =

n∑

k=1

αk(t)ϕk(x), (15.61)

kde αk(t) ∈ C1(0, T 〉 jsou hledané funkce. Prostorovou semidiskretizaci našeho
problému provedeme tak, že ve vztahu (15.59) nahrad́ıme hledanou funkci u(x, t)
funkćı uh(x, t) a testovaćı funkce w ∈ H1

0 (0, ℓ) testovaćımi funkcemi w ∈ Vh:

∫ ℓ

0

∂2uh

∂t2
w dx+

∫ ℓ

0

p(x)
∂uh

∂x

dw

dx
dx =

∫ ℓ

0

f(x, t)w(x) dx ∀w ∈ Vh. (15.62)

Od prostorové semidiskretizace (15.62) přejdeme k úplné diskretizaci problému

tak, že druhou parciálńı derivaci ∂2uh

∂t2 nahrad́ıme druhou zpětnou diferenćı, kterou

poděĺıme kvadrátem ∆t2 časového kroku ∆t:

∂2uh

∂t2
(x, ti)

.
=

(uh(x, ti) − uh(x, ti−1) − (uh(x, ti−1) − uh(x, ti−2))

∆t2
. (15.63)

Pro větš́ı jednoduchost budeme psát U i = U i(x) = uh(x, ti), takže

∂2uh

∂t2
(x, ti)

.
=

∆2U i

∆t2
=

∆U i − ∆U i−1

∆t2
=
U i − 2U i−1 + U i−2

∆t2
(15.64)

a semidiskrétńı vztah (15.62) je nahrazen diskrétńım vztahem

∫ ℓ

0

U iw dx+ ∆t2
∫ ℓ

0

p(x)(U i)′w′ dx = ∆t2
∫ ℓ

0

(2U i−1 − U i−2)w dx+

+∆t2
∫ ℓ

0

f(x, ti)w(x) dx ∀w ∈ Vh.
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Tento vztah dále zjednoduš́ıme: Stač́ı mı́sto něj napsat n vztah̊u

∫ ℓ

0

U iϕj dx+ ∆t2
∫ ℓ

0

p(x)(U i)′ϕ′
j dx = ∆t2

∫ ℓ

0

(2U i−1 − U i−2)ϕj dx+

+∆t2
∫ ℓ

0

f(x, ti)ϕj(x) dx (j = 1, . . . , n), (15.65)

kde ϕ1, . . . , ϕn jsou bázové funkce n-rozměrného prostoru Vh. K (15.65) připoj́ıme
dvě počátečńı podmı́nky, které źıskáme z (15.57) a (15.58):

U0 = u0 ∈ Vh, (15.66)

U−1 = u0 − ∆tv0 ∈ Vh. (15.67)

Dále: Každá funkce U i(x) má tvar

U i(x) =

n∑

k=1

αk(ti)ϕk(x) (i = 1, . . . , m), (15.68)

Dosad́ıme-li (15.68) do (15.65), dostaneme po snadné úpravě soustavu n lineárńıch
algebraických rovnic pro α1(ti), . . . , αn(ti):

n∑

k=1

αk(ti)

∫ ℓ

0

{
ϕj(x)ϕk(x) + ∆t2p(x)ϕ′

j(x)ϕ′
k(x)

}
dx = (15.69)

= ∆t2
∫ ℓ

0

(2U i−1 − U i−2)ϕj dx+ ∆t2
∫ ℓ

0

f(x, ti)ϕj(x) dx (j = 1, . . . , n).

Řeš́ıme postupně celkem m těchto soustav, protože i = 1, . . . , m. V př́ıpadě i = 1
užijeme na pravé straně (15.69) obě počátečńı podmı́nky (15.66) a (15.67). Nume-
rickou analýzou se nebudu zabývat. Uvád́ım bez d̊ukazu, že metoda koverguje a že
maximálńı rychlost konvergence tohoto diskrétńıho problému je O(∆t + h) (viz
[Že1, Ch. 50], nebo mnohem podrobněji [KŽ]). // Protože matice soustavy (15.69)
je regulárńı, má tato soustava právě jedno řešeńı α1(ti), . . . , αn(ti) při i = 1, . . . , m.

• I když aproximace druhé parciálńı derivace ∂2u
∂t2 pod́ılem ∆2Ui

∆t2 , kde ∆2U i je druhá
zpětná diference, je korektńı a zcela přirozená, nevyskytuje se př́ılǐs v literatuře.
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