Aparat k Varia¢nimu poctu (JS 2014)

1. Multilinearni zobrazeni (k-tenzory) nad V, (opakovéani algebry z 1. r.)

V dal$im textu je V, n-rozmérny vektorovy prostor nad polem realnych ¢isel R. Text je
usporny, neklade si za kol dokonalou preciznost definic a véty jsou pouze komentovany.

Kovariantnim k-tenzorem na V, rozumime zobrazeni

7V, x---xV 3(&,....&) > 1(&,....&) eR, (1.2
Kter¢ je linearni ve vSech vektorovych argumentech, tj.

TCHIC R SN S (R SN R RN (1.2)

Pro libovolné vektorové argumenty, libovolné skalary «, £ a libovolnou (i-tou) pozici.

Piiklad 1: Kovariantni 1-tenzor je definovan jako zobrazeni

7V, 3¢ > 1(8) eR, t(aé+ pS) =ar(E) + fr(S) pro libovolné vektory &,4 €V, a

libovolné skalary o, f € R. Necht' (e,...,e,)je baze ve V, . Definujme linedrni zobrazeni

el:v 5&sel(f)eR, 1< j<n, vztahem el(e) =6/, kde 5! je Kroneckerovo delta. Tato

linearni zobrazeni jsou uvedenym vztahem jednoznaéné urcena (zdivodnéte). Oznaéme

T,(V,) =V, mnozinu viech 1-tenzort. Zvolme @,7n €V, libovolng a definujme zobrazeni
2V xxV 3& - y(&)=aw(é)+ ) eR, a,feR.

Plati y eVn*, znaime y =aw+ fn.Pro a = =1je y souctem 1-tenzora wa n, pro

P =0je a-ndsobkem 1-tenzoru @ . Zavedenim téchto operaci je na mnoziné Vn*zavedena

struktura vektorového prostoru.

Cvi€eni 1: Dokazte, ze zobrazeni y z Ptikladu 1je skutecné 1-tenzor. Dale dokazte, ze
soubor (e',...,e")je baze ve Vn*. Koneéné dokazte, ze pro & €V, plati el (&) = &7, kde
(&,...,EM) jsou slozky vektoru £v bazi (e,...,e,), tj. &= fiei :

Prostor V: je n-rozmémy. Nazyva se dudlni prostor prostoru V, a jeho baze (e',...,e")je

dualni baze indukovanad bazi (e,...,e,).

Ozna¢me T, (V,) mnozinu vSech k-tenzorti na V,, a zvolme w,77 €T, (V,), &, € Rlibovolné,
ale pevné. Zobrazeni

XV XV 3 (G G) = (G- G ) = @&, G ) + (& -G ) R (L3)

je rovnéz k-tenzorem (dokazte). Vztahem (1.3) je na mnoziné k-tenzort zavedena struktura
vektorového prostoru. Jeho dimenze je n®, jak teprve ukazeme.




Necht weT, (V,), 7 €T,(V,). Zobrazeni

TV XXV 3 (&, Gy) 2 TG - Gn) = 0(G - EDNM(Sas - Skn) €R (1.4

je (k + I)-tenzor (dokazte). Nazyva se tenzorovy soucin tenzortt @wa n a znafise 7=w®7.

Véta 1 (vlastnosti tenzorového soucinu):
Prow, o, @, €T (V). 1.1, €T,(V,,), x €T, (V,) &, f € R, libovolné zvolené, plati (dokazte
Z definice tenzorového soucinu)

D) (awy+ pw,) ®n=a(w,®n)+ p(w, ®n)

2) o®(am+pn,)=a(e®@mn)+po®1n,)

3) (aw)®n=w®(an)=ale®n)

4) o®N® y)=(0w®n)® y piSeme ¥ N X y.

(1.5)

Cviceni 2: Doka’te, Ze soubor (' ®e? ®---®ek), 1<iy,...,i, <n, je baze prostoru T (V,)a

dokazte na zéklad¢ toho, Ze dimenze tohoto prostoru je n*. Proved'te diikaz nejprve pro
konkrétni hodnoty K, napt. k = 2, k =3, a potom obecné. Vypiste v§echny prvky baze prostort

T, (V2), T2 (Vs), To (V) -

Cviceni 3: Dokazte, Ze pro slozky tenzoru 7 €T, (V,), 7 = Til...ikeil ®---@ek, plati

T, o= T(eil veer € ).Navod: Proved'te dikaz nejprve pro k = 2 tak, Ze tenzor 7 zapsany ve

b

tvaru 7 =7,,e" @€’ vycislite na argumentech ¢;,€; . Pak zobecnéte.

Cviteni 4: Vyjadiete hodnotu tenzoru 7 =7,.e" ®e® eT,(V,) na vektorovych argumentech
&= é’iei, ¢ = g”jej pomoci jejich slozek.

Tenzor w T, (V,) se nazyva antisymetricky, jestlize pro libovolné vektorové argumenty plati
(&, & &G &) =&y &0 &0 &) 11, j <k (Hodnota méni znaménko

pii vymeéneé libovolnych dvou argumenti.)

Cviceni 5: Pro antisymetricky tenzor w €T,(V,), o= a),jei ®el, dokazte, ze @ = Wj;.




Alternaci tenzoru o €T, (V) nazveme zobrazeni definované vztahem

Alt oV, x...xV, 3(&,....&) > o(&,... §k)—k— > sgnoa(&, - S0)) ER (1.6)

Pro libovolné vektory &,...,& €V, . o probiha mnozinu vSech permutaci indexti 1 az k.

Cviceni 6: Dokazte, ze prow €T, (V,) je zobrazeni Alt @ antisymetricky k-tenzor. Soucasné
ukazte, ze mnozina A, (V,) vSech antisymetrickych k-tenzorti s operacemi s¢itani tenzort a

nasobeni tenzoru skaldrem je vektorovym podprostorem prostoru T, (V,).

Véta 2 (vlastnosti alternace): Pro libovolny tenzor w €T, (V,,) plati
1) je-li we Ay (V,), pak Alt = w,

(.7)
2) Alt(Alt ) = Alt w.

Piiklad 2: Necht weT,(V,), &,&, €V, . Plati: Alt a)(él,éz)— [a)(fl,fz) o(&.,4)].

Vyjadiime tenzor @ ve slozkach a ur¢ime hodnotu jeho alternace na vektorech &,&, €V,
o=aE ®e, 0(§.5) =0 © (& &) =58,
1 i i iciv 1 i i
Alt o(&.&) = (g8l ~ay8)) =5 (@ -84

Cviceni 7: Pro w € A, (V,) plati tvrzeni 1) véty 2. Dokazte. Dokazte, ze e nel =—el A€’

Cviceni 8: Dokazte, ze pro @ € A, (V,) a pro libovolny soubor vektori (&,...,& ), z nichz
alespon dva jsou shodné, je o(¢,...,&)=0.

Necht we A, (V,), 7€ A, (V,). Tenzor ® ® nnemusi byt antisymetricky (zdivodnéte). Tenzor
_ (k+
kI
Nazyvame vnéjsi soucin tenzorth @ a 7.

EDUAI (@) € A V) (L8)

Véta 3 (vlastnosti vnéjSiho soucinu):
Prow oy, w, € A V), 1,1, € A\(V,) , ¥ € A (V,) @, B R, libovolné zvolené, plati
(dokazte z definice vnéj$iho soucinu)
D) (o + pao,) nnp = aloyrn)+ B, A1),
2) on(an+pn,)=a(orm)+ (@ An,),
3) (aw)®n=0® (an)=a(o®n), (1.9)
4) on(mAy)=(@An)A y piSeme o AT A g,
5 woan=()"7r0.




Z vlastnosti antisymetrickych tenzort a vnéjsiho soucinu je zfejmé, Ze soubor tenzor tvaru
e" Ae? A...nek 1<) <+ <, <, tvoii bazi prostoru A, (V) . Jeho dimenze je tedy

|
n - Ve specidlnim pfipadé k=n je dim A, (V,) =1. Pozn: Klademe Ay(V,) =T,(V,).

k!(n—k)!
Priklad 3: Zapis antisymetrickych tenzort ve slozkach. Necht @ € A, (V,,). Ve slozkach plati

- i 1 1
o= Y Qe rel=0petne’+ o =20,e A’ -2Qp e’ AT+ =, e A% +wy e Al
1<i<j<n 2 2

Obecné Ize tenzor o zapsat ve tvaru @ = @; e nel,s antisymetrizovanymi slozkami

®; =—w;; . UvaZujme naopak o zapisu @ = @; e' ne’, kde mezi koeficienty

@y; nepfedpokladame predem Zadny vztah. Vnéjsi souciny v tomto zéznamu nejsou nezavislé,
nebot e nel =el Ae'. Plati

_ _ 1_  _ 1,_  _ T
0=y, e AE° + Dy, €7 /\elJr---=E(a)12 N N +§(a)21—a)12)e2 ~€'. Ozna¢ime-li

oy = % (@1 — @p), 0y = % (@, — @), dostaneme @ = @; e' nel, @y = —wj;, ptiemZ slozky

w; Jsou ziskany antisymetrizace slozek @y . Proces antisymetrizace 1ze zobecnit na pripad

libovolného typu antisymetrického tenzoru.

Priklad 4: Necht @,n7 € A|(V,), 7 € A,(V,), ve slozkach
a):a},ei,n:njej,rzrijei/\ej.Plati
orn=(@e)A@mie)=on;E rel)= 3 (on,-wm)e Ael.

Ki<j<n

Piiklad 5: Zvolme k=n, @, =€' A...Ae" € A, (V,) . Pro vektory &,...,&, plati
e Al (G &)= T SOno e (S, ) e (&) = det(&)) (1.10)

oeP,

Vzhledem k platnosti vztahu (1.10) se tenzor @, ¢asto oznacuje symbolem det.

Cvieni 9: Tenzor w e A3(V,), o=@y e' el A€, v jehoz zapisu nepiedpokladdme mezi

koeficienty @ pfedem zadné vztahy, zapiste pomoci antisymetrizovanych slozek @ .

Cviceni 10: Necht' 7 €T, (V,). Zvolme ve V, dv¢ baze (e,...,€,), (§,...,&,) a matici

prechodu od prvni z nich k druhé oznacte T. Najdéte vztah mezi slozkami tenzoru 7 v
odpovidajicich indukovanych bazich pro a) k =1 ab) k = 2.

Cviceni 11: Necht' 7 €T, (V,). Zvolme ve V, dvé baze (e,...,e,), (§,...,&,) a matici

ptechodu od prvni z nich k druhé oznacte T. Najdéte vztah mezi slozkami tenzoru 7 v
odpovidajicich indukovanych bazich pro obecné k = 1.




2. Vektorova pole a diferencialni formy na euklidovskych prostorech

Necht R" je n-rozmérny euklidovsky prostor (prostor uspoiadanych n-tic s euklidovskou
topologii. Ozna¢me T,R" n-rozmérny vektorovy prostor umistény v bodé x e R" (prostor
usporadanych n-tic se strukturou vektorového prostoru danou standardnim s¢itanim n-tic a
nasobenim n-tice relnym ¢&islem). T,R" se nazyva te¢ny prostor k R" v bodé x.

S vektory v te¢ném prostoru pocitime podle béznych pravidel a chapeme je jako vazané
vektory (v daném bod¢ x). Jiny zpusob, jak zavést vektory v bod¢€, vyuziva tzv. ekvivalentnich
krivek.

Kiivka C prochézejici bodem X je zadana parametricky jako (diferencovatelné) zobrazeni

(a, B) 3t > C(t) = (X'C(t),...,x"C(t)) e R" takové, Ze pro jistou hodnotu parametru je

X = C(t) . Parametrizaci obvykle volime tak, aby x=C(0). Kiivky C;, C, prochézejici
bodem x se nazyvaji ekvivalentni (v bod¢ X), maji-li odpovidajici zobrazeni v bod¢

t = 0shodnou derivaci (uvédomte si, ze jde skute¢né o relaci ekvivalence). Tecnym vektorem

k R"v bodé& x nazveme t¥idu ekvivalence téchto kiivek. Tento vektor je jednozna¢né uréen n
soufadnicemi bodu X a n-tici slozek

1 n. £1 n (el ; i dXiC(t)
E=(X.. X5 8,8 =(%(8)),1<i<n, & = o
kde C je libovolna z kiivek nalezejicich do dané tiidy ekvivalence (pro vSechny tyto kiivky je
totiz derivace stejnd). Mnozina vektort &, které maji spole¢ny bod X, po zavedeni s¢itani a

nasobeni ¢islem ,,po slozkach®, tvoii vektorovy prostor dimenze n — zminény te¢ny prostor.
Zavedeni vektorti pomoci kiivek je geometricky nazorné a bude uZite¢né v dalSich tivahéch.

=0 (2.1)

Rn

Obr. 1. Te¢ny prostor v bodé.

Ozna¢me TR" = U T,R", A (TR")= U A(T,R")a (e,,-..,&, ) standardni bazi tecné¢ho

xeR" xeR"

prostoru v bodé x. Zobrazeni &:R" > X — &(x) e T,R" = TR" se nazyva vektorové pole.
Zobrazeni @:R" 3 x> o(x) e A (T,R") = A, (TR") se nazyva k-forma.




Zvolme v T,R" bazi, (e,,,.. ), dualni bazi oznatme (€.,...,e}') .Vyjadieni vektorového

pole a k-formy ve slozkach:

’FIX

E=E (e, =0, (X)elA...AE), (2.2)

Slozky vektorovych poli i forem jsou funkce bodu X, tj. funkce proménnych (x*,...,x").
V piipadé, Ze jsou spojité, resp. diferencovatelné, hovotime o spojitém, resp.
diferencovatelném vektorovém poli a spoyjité, resp. diferencialni k-formé&. Funkce

f :R" 3 x = f(x) € Rje chapéana jako 0-forma. Pfedpokladejme dale, Ze funkce, s nimiz
budeme pracovat, maji spojité derivace do potfebného radu.

Necht' f :R" 3 x — f(x) e Rje funkce (0-forma) na R" (resp. oteviené podmnozing
Ac R"). Vngjsi derivaci funkce f nazveme 1-formu definovanou vztahem

of (x)

df ()(&) =—7-&'(X), xe A £eT,R". (2.3)

Hodnota formy df na vektorovém argumentu & je fakticky rovna hodnoté derivace funkce f
V bod¢ X ve sméru vektorué .

Ptiklad 6: Oznatme X' :R" > x — x'(x) € R i-tou soufadnicovou funkei (bodu X piifazuje
jeho i-tou soufadnici. Plati dx' (x)(&) = (6x' (x) / &x})&d = 5}§j = &' Soucasné je také

ej( (&) = &' Proto budeme znagit e)i( =dx'.

Vnéejsi derivaci k-formy @ (vyjadirené ve slozkach vztahem (1.12)) rozumime (k+1)-formu

i 0o (X)
do=da ; AdX* A AdX =—22 =
1k a}:a

dx® Adx® A...Adx* . (2.4)

Vnéjsi derivace je tedy zobrazeni (operator) d: A, (TR") 3w —>dwe A, ;(TR").

Véta 4 (vlastnosti vngjsi derivace): Necht w, @, w, e A,TR", e A\ TR", o, e R" jsou
zvoleny libovolné. Plati
1) d(aw, + fo,) =ade, + fdw,,
2) dlwarn)=dorn+() owndn, (2.5)
3) d(dw))=0.

Dtikazy vSech tii vlastnosti pfimo z definice jsou jednoduché. Prvni plyne z vlastnosti
tenzorovych prostort a linearity operace derivace funkce, druhy vyZaduje vyuziti antisymetrie
vn¢jsiho soucinu a pro dikaz tieti vlastnosti je tfeba ptidat zdménnost parcialnich derivaci
druhého tadu. Pro ilustraci tieti vliastnost dokazeme. Podle (2.4) plati

ow, j, (X)

ox*

do=da,_; AdxE AL AdXE = dx® Adxt ... AdXk




ow. . (X _ _ 2w - (X _ _
d(da)):d %() dxa /\dXI1 /\.../\dXIk = ﬂdxﬂ /\an /\dxll /\..-/\dXIk —
’ ox*ox”
o’w . (X . .
= deﬁ/\dxa AOXT AL AdXK =
oxox”
o . (x %w . (X _ _
_ I1]:..Ik2( )dXZ/\dxl_i_%](.)Xm/\dXZ_'_”. /\dXIl/\.../\dXIK —o.
OX OX OX“0OX

Vzhledem k tomu, Ze dx* Adx? =—dx®> Adx} a smiSené parcialni derivace jsou shodné, prvni
dva ¢leny v zavorce se vyrus$i. Stejné tomu bude s ostatnimi podobnymi dvojicemi ¢lend.

Piiklad 7: NaR®Je zadana funkce f (X}, x%,%x%) = f(x,y,z)=x*y>z*. Pro jednoduchost
zépisu jsme oznagili X' =x, x? =y, x> = z. Jeji vn&j§i derivaci je 1-forma

df =2xy3z* dx—3x%y“*z* dy + 4x?y 323 dz . Proved'te operaci d(df ) - vyjde nula.
Piiklad 8: Vnéjsi derivaci 1-formy o= yzdx+ xzdy + xy dz je

dw=zdy ndx+ydz Adx+zdx Ady+XxdzAdy+ydxAadz+xdy Adz=0, nebot’

dy Adx =—dx Ady, atd.

Cvi€eni 12: Vycislete hodnotu formy df z Ptikladu 7 a hodnotu formy @ z Ptikladu 8 v bod¢
(X, Y,2) =(2,—1,1) na vektoru & umisténém v tomto bodg a slozkach (&%, &2, &%) =(-1,2,1).

Uvazujme o diferencovatelném zobrazeni f :R" 3 x — f(x) e R™. Standardni soufadnice

bodii v R"ozna¢me x = (x'),1<i <n, standardni soufadnice bodi v R™ y=(y%),1<a <m.
Rovnice zobrazeni f maji tvar

=y O, XM,y =y (LX), zkracend vy =y f (X)) (2.6)

Toto zobrazeni indukuje pfirozenym zplsobem zobrazeni te¢nych prostort a také prostor
diferencialnich forem operujicich na téchto prostorech.

Rn

Obr. 2. Zobrazeni indukovana zobrazenim f :R">3x— f(x) e R™.




Necht' f :R" 5 x— f(x) e R™ je diferencovatelné zobrazeni. Tecnym zobrazenim K zobrazeni
f rozumime zobrazeni T, f :T,R">& — =T, f(£) €T;,)R™ definované takto:

oy f(x)
8Xi

& =(f(x), (%), kde ¢* = & (2.7)

Tato definice ma ptirozeny geometricky vyznam: Je-li vektor & te¢ny ke kiivce C, je jeho
obraz, vektor ¢ =T, f (&) tecny je kiivece f oC . Podle vztahu (1.11) ma te¢na vektor ke kiivce
f oC slozky

dy” (f - C)(t) o= oy f(x) dX'C(t) o= Y f(x)
dt T ax dt o
K vypoctu jsme potiebovali pouze pravidlo pro derivovani slozeni funkce. Zobrazenim f je

také indukovano zobrazeni prostori diferencialnich forem. Oznaceni ponechejme jako
Vv pifedchozim.

éza: gi.

Necht f:R">x— f(x)eR™ je diferencovatelné zobrazeni a @ e A, (TR™) k-forma.

Pullbackem (zpétmym obrazem) formy @ rozumime k-formu n=f we A (TR"),
definovanou vztahem

N0N(&-- &) = (F ))&, - &) = o(F N, F (&), T F(E), (2.8)

pro xeR", &,...,& €T,R". Pullbackem funkce (0-formy) F:R™ — R rozumime funkci

(0-formu) f°F =F o f . Pullbackem diferencialnich forem pak rozumime zobrazeni
f A (TR™) 50— f we A, (TR") definované vztahem (2.8)

Véta 5 (vlastnosti pullbacku): Necht' @, 0, @, € A,TR™, 7€ A TR", a, f € R"jsou zvoleny

libovoln&. Necht' f :R" 5 x — f(x) e R" je diferencovatelné zobrazeni. Plati
1) f*(aa)1+ﬂa)2) =a f*a)l+,b’ f*a)z,
2) f(wan)=f oAty (2.9)
3) *(dw)=d(f o).

Dikazy vlastnosti 1) a 2) ptimo z definice jsou opét velmi jednoduché, provedeme nékteré
pozdéji. Zamétime se nejprve na konkrétni vypocty.




Pfiklad 9: Vypocteme z definice pullback soufadnicové formy dy*. Necht xe R", £ e T,R".

Fdy” (x)(&) = dy“ (F ()T F (&) = £ (F (1)) = 2. ZL(X) £ = ay;;(x’ dx (x)(&), kde £ =T, (&)

Bod x a vektor &byly zvoleny libovolné, proto ziskany vztah plati pro zobrazeni jako takova:

f*dy* = 3y—f dx (2.10)
OX

Dokazeme nyni vlastnost 3) z Véty 5 pro funkci F:R™ — R, tedy 0-formu.

f”dF:f"(%dy“j:a—Fh(x)f*dy“:aF 2] f|dei=a(|;;f)|xdxi:d(Fof)zd(f*F).

aya aya |f(X) axl

K diikazu vlastnosti 3) pro libovolnou k-formu jiz staci predchozi vztah a vlastnosti 1) a 2).

Cviteni 13: Je déno zobrazeni f:R?5(r,p) — f(r,@)=(x,y) e R? kde
X=rcos¢, y=rsing. Pro zjednodugeni jsme ozna¢ili (x},x%) =(r,¢), (', y*)=(X,y).
Vypodtéte T~ (dx Ady).

Cviteni 14: Je déno zobrazeni f:R*>(r,0,90) — f(r,0,¢0)=(x,y,z) € R® kde
X=rsin@cosp, y=rsin@sing, z=rcosd. Pro zjednoduseni jsme oznacili

O X233 =(r,6,0), (YLY%y3)=(xY,2). Vypoitéte f~ (dx Ady Adz).

P¥iklad 10: K procviceni vn&jsi derivace. Pfedpokladejme, ze F = (R, F,, F;) vektorové pole
na R*. Definujme 1-formu, 2-formu a 3-formu takto:

o =F dx+F, dy+F, dz

o =F, dy ndz +F, dz Adx+ F; dx A dy

a),(:leﬁFB = (F +F,+F,) dx Ady Adz

Vng¢js$i derivace prvnich dvou z téchto forem jsou

do) - T2 T2 dy/\dz+(%—%jd2/\dx T B gendy =@
oy oz oz oX ox 0y ),
ox oy

Je-li F =grad f , pak da)égdf =0:>wr(ozt)gradf

d(()'(:2) =[%+@+%j dx Ady Adz =0)(§i33|:

= rotgrad f =0.

Cviceni 15: Pomoci forem z ptedchoziho ptikladu a vlastnosti 3) vnéjsi derivace (Véta 4)
dokazte, ze divrot F =0.




