HODGEUV OPERATOR A JEHO PRAKTICKE UZITI
2. CAST:. ANALYTICKE APLIKACE

Petr BULUSEK, Pavia MUSILOVA, Jana MUSILOVA

Ustav teoretické fyziky a astrofyziky, Pfirodovédecké fakulta Masarykovy univerzity,
Kotlarska 2, 611 37 Brno, 180031 @mail.muni.cz, pavla@physics.muni.cz,
janam@physics.muni.cz

Abstrakt

Druha cast prispevku Hodgeiiv operdtor a jeho praktické pouZiti je vénovana analytickym
aplikacim tohoto diilezitého algebraickeho pojmu. Zameruje se zejména na vyuziti Hodgeova
operdatoru pri analytickych vypoctech v obecnych krivocarych souradnicich a ukazuje moznost
sevieného a elegantniho zapisu fyzikdlnich rovnic. Uvod této édsti je vénovan analytickému
zakladu — problematice tzv. diferencidlnich forem (antisymetrickych tenzorovych poli).
Prispévek spada do oblasti univerzitniho matematicko-fyzikalniho vzdelavani.(1. éast:

Algebraicky zdklad — viz [1].)

4. Analyticka priiprava

Pro snadné sledovani pojmt a zavért tohoto odstavce predpokladdme u Ctenére zakladni
znalosti matematické analyzy funkci vice proménnych a dovednosti v oblasti soufadnicovych
pfechodi, tj. nalezeni baze te¢nych vektort k souradnicovym kiivkam pro ptipad
transformace soufadnic typu :R* >U 3 (u,v, w) - (X, Y, z) € R®pomoci Jacobiho matice

D = Da zobrazeni « a odpovidajici pfevod mezi slozkami daného vektorového pole F
v ortonormalni bazi spojené s puvodnimi kartézskymi soutadnicemi(x, y, z)a v obecné bazi
spojené se soufadnicemi (U, Vv, w).

Stru¢né zopakujeme pojem skaldrnich a vektorovych poli a zavedeme diferencialni formy
jakozto diferencovatelna pole antisymetrickych tenzorti. Také metricky tenzor bude
tenzorovym polem, ovS§em symetrickym. Omezime se pouze na ty operace s nimi, které
budeme potiebovat pro praci s Hodgeovym operatorem. Skaldrni, vektorova a tenzorova pole
jsou obecné zobrazeni pfifazujici bodiim jisté n-rozmérné diferencovatelné variety

(nejjednodussim piikladem je n-rozmérny euklidovsky topologicky prostor R", ktery je
v nasem ptispevku zédkladem) skalary, vektory, ¢i tenzory.

4.1 Vektorova a tenzorova pole

Uvazujme tedy 0 n-rozmérném euklidovském topologickém prostoru R" (v praxi

nejéastéji R?). Do kazdého jeho bodu x € R", x = (X}, ..., ") umistime n-rozmérmy vektorovy
prostor V, . Pro nasi potfebu jej rovnou opatiime skalarnim souc¢inem (pozitivné definitnim
metrickym tenzorem). Pracujeme tedy s prostorem E, . Nazveme jej tecny prostor k R"

V bodé x a znat¢ime T,R". Vektorovym polem na R" nazveme zobrazeni

E:R" 5 x— &(x) e T,R" (schematicky obr. 1). (Vektorova pole Ize definovat i na

podmnozinach R", nejlépe otevienych.)
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E(x) = (X (£1(%), ., €™ (X))

Rn

Obr. 2: Te¢ny prostor (schematické znazornéni).

Pro fyziku maji vyznam vektorova pole, kterd jsou pfinejmensim diferencovatelna, tj. jejich
slozky &'(x)=&'(x,..., x"),1<i <n, jsou realné diferencovatelné funkce soufadnic bodu

x € R". Do bodii prostoru R" mliZzeme umist'ovat i tenzorové prostory a definovat tak
tenzorovd pole. Naptiklad zobrazeni g:R" 3 x — g(x) € S,(T,R"), g(x) = (x; g;; (X)) , kde
9;; (X) = g5 (X}, ..., x") jsou v kazdém bodg slozky matice skalarniho souginu, tj. (kovariantni)

metriky, pfedstavuje symetrické regularni tenzorové pole druhého fadu — pole kovariantniho
pozitivné definitniho metrického tenzoru, tedy pole skalarniho soucinu. Podobné definujeme
pole kontravariantniho skalarniho soucinu jako (indukované) zobrazeni

G:R"5x— §(x)eS,(E.), §(x)=(x; §"(x)),1<i, j <n. Pro nas vyklad pak potiebujeme,
vedle poli skalarniho soucinu, pole upln¢ antisymetrickych tenzora:

Zobrazeni @:R" 3 x = o(x) € A (T,R"), o(X) = (X; & _ (X)), 1<y, ..., i <n, kde

o () =a i (x}, ..., x") jsou realné funkce soufadnic, je Gplné antisymetrické kovariantni
tenzorové pole k-tého fadu. V indukované bazi prostoru A, , (T,R") je

o=a,  (X) el A...nek. Jsou-li slozky o () =a (X}, ..., x") diferencovatelné,
ptedstavuje zobrazeni @ tzv. diferencidlni k-formu pro 1<k <n. A nakonec
diferencovatelné skaldrni pole f :R" 3 x — R ptedstavuje tzv. diferencialni 0-formu,
piislusny prostor v bod& x znag¢ime A, (T,R").

Vzhledem k tomu, Ze definiénim oborem v§ech zminénych zobrazenti je prostor R", resp.
jeho (oteviené) podmnoziny, znagime jednoduse A, (R")=u, .. A, (T,R"). A podobné

TR") =y, ..T.R".

xeR"

4.2 Vnéjsi derivace

Jedinou operaci s diferencidlnimi formami dostacujici pro nasi praci s Hodgeovym
operatorem je vnéjsi derivace. Je to zobrazeni, které diferencialnim k-formam piitazuje
predepsanym zptsobem uzivajicim derivovani funkci diferencialni (k + 1)-formy.



Nejjednodussim prikladem vnéjsi derivace je jista obdoba derivace funkce v daném sméru
(znama ze zakladnich kursti matematické analyzy). Pro usnadnéni nyni opét predpokladejme,

7e metricky tenzor v prostoru T,R" je pozitivné definitni (skalarnim sou¢in). Necht
Ao (T,R") je diferencovatelné skalarni pole, v nasi terminologii diferencialni 0-forma.

Oznaéme seTR",s=s)(x)e ix»9(s,s) =1, jednotkové vektorové pole. Derivace funkce f ve

sméru S Je V klasické analyze definovana vztahem s = pvi s' (oznadeni na levé strang je
S X

symbolické, 1 kdyz bézn¢ uzivané — podle vektoru se samoziejme derivovat neda).
Zobecnime-li uvedeny pojem na piipad obecného vektorového pole & e TR", dostaneme
of of

— =—¢&". Uvazime-li, ze &' =€'(£) , mizeme pravou stranu rovnosti napsat jako

o0& ox'

s—fiei (&), tj. jako hodnotu jisté diferencialni 1-formy v argumentu & . Tuto formu oznacime
X

df = ¢ e A, (R™). V bodé x pak jedf (x) _a el .
ox' oxX'

X

Piiklad 12 Uvazujme o soufadnicové funkci X' :x3>R" > X (x)= X eR, ptifazujici bodu x
i

jeho i-tou soufadnici. Pak, podle piedchozich Gvah, platidx' (x) = % e)f = 5} e)f = e;.

X
Od této chvile tedy budeme pouzivat znaceni eL =dx'(x), zkracen& dx'. A podobng, rovn&z

, zkracené¢ bez vyznacovani bodu X.
X

na zaklade ,,logiky* zapisu smérove derivace, €, =—

Vnéjsi derivaci funkce f(x) pak zapiSeme jako df (x) = % dx'(x), zkraceng df = % dx'.
X

X
Vypada to formalné jako uplny diferencial funkce f, ale neni. Je to jiny typ objektu. Zapis
vektorového pole, resp. diferencialni k-formy bude tedy mit tvar

T
s(x)=¢(x) o

i 0
resp. E=&'"—
p. & éax'

X

o(x) = o, ; (X)dX"(X) A.. AdX(X), Tesp. @ =, ; dX" A Adxh,

' & = 2. . dx! k . . =kl D
nebo ekvivalentne w= > @, ; dx" A.adxk, @y =KID sgno- @, o) -

I<j<-<je<n oeb,

Vngjsi derivaci diferencialni k-formy @ pak jednoduse rozumime

CAdXt AL AdXY,

ol

do(X) =dam,_;, () Ad:(X) A...Adx*(X), resp. do=da,

nebo ekvivalentng do= > da; ; Adxh A adxk.

I<ji<-<je=n

Shriime vlastnosti vnéjsi derivace:



d(aw+pw,) =adw, + fdw, pro viechna @, , @, € Ak(R”), a,p R, .. linearita,
dlwrn)=doArn+-)wndy
pro viechna w e A, (R"), 7€ A,(R"), ... "Leibnizova formule",

d(dw) =0 pro viechna w € A, (R").

Prvni vlastnosti je linearita, plynouci ptimo z definice vnéjsi derivace. Druhd vlastnost je
diisledkem Leibnizova pravidla pro derivaci sou¢inu funkci a antisymetrie vnéj$iho soucinu
forem, tfeti pak je kombinaci antisymetrie vnéjSiho soucinu a symetrie smiSenych parcialnich
derivaci druhého tadu pro funkce.

Piiklad 13 Uvazujme o diferencidlni form¢e

we Al(RS) ,o=F((vy,z)dx+F,(X,y,z)dy + F(X, Y, z)dz, kde jsme (standardné pro piipad

n=3) oznadili dx* =dx, dx* =dy, dx* =dz. Po&itejme jeji vn&jsi derivaci:

do=dF (X,y,z) Adx+dF,(X,y,z) Ady +dF;(X, Y, Z) Adz = (?dx+%dy+?dszdx+
X z

+ oF, dx + ok, dy + oF, dz |[Ady+ oF dx + oF dy + oF dz |Adz.
OX oy 0z OX oy oz
Uvazime-li, Ze diky antisymetrii vn&jsiho sou¢inu je dx A dx =€} A €. =0a podobné
dy Ady =dz Adz =0, dale pak dy Adz =-dz Ady, atd., dostaneme nakonec

do= o K dy Adz + (aF oFs jdz dx+| P2 _F | gy n dy.
oy 3 oz OX ox ay

Vyrazy v zavorkach vypadaji jako slozky rotace vektorového pole F. JenZe vychodiskem
nebylo vektorové pole, ale diferencidlni 1-forma (tzv. kovektorové pole). Abychom tedy
mohli korektné pouZit tento vysledek pii vypoctu rotace vektorového pole, musime jako
vychodisko vzit v tvahu vektorové pole a v zavéreCném vysledku mit derivace vychoziho
vektorového pole. Nemusime se pfi tom vzdat jednoduchého vypoctu rotace pomoci vnéjsi
derivace 1-formy, staci tuto formu ,,vyrobit* snizenim indexu odpovidajiciho vektorového
pole. Samoziejmée se vyskytne pochybnost, zda ma néco takového smysl, kdyZ definici rotace
piece dobie zname. V tak jednoduchém ptikladu, jaky prave feSime, je takova pochybnost
jisté namisté. V obecnych (kiivocarych a tfeba i neortogonalnich) soufadnicich smysl postupu
za chvili prokazeme. A dalsi otazka: Co je to ,,odpovidajici* vektorové pole? A jeste jedna
otazka: Vypoctem vnéjsi derivace 1-formy o jsme dostali 2-formu. Co ta ma spole¢ného

S néjakym Vektorovym polem, resp. s jeho rotaci‘? S uveden}'/mi otazkami se Vypofédéme

Piiklad 14 Pro w € AZ(R?’) ,o=F(XYy,2)dyndz+F,(X,y,z)dz Adx+ F;(X, Yy, z) dx Ady
pocitejme vné&jsi derivaci:

do=dFR (XY, z)/\dy/\dz+dF2(x, Y, Z)Adz AdX+dFR(X, Y, Z) AdX Ady =

GFldx 1dy+ ldz Ady Adz + andx+aF2dy+aF2dz Adz Adx+
OX oy OX oy 0z

oF

+{8F3 dx +
0

S dy + oFy dzj ~dx Ady, po roznasobeni a Upravé
X oz



dow = %4_8!: i ] dxAdyAdz=| — i 8F 8F3 @, . Vyraz v zavorce vypada jako
ox oy oz 6X 6y 0z

divergence. Tak by tomu bylo, kdyby §lo o divergenci vektorového pole. Slozky nasi formy
o vSak maji charakter kovektorového pole.

o p2d 3l
OX oy oz

Odpovidajici 1-formu @ = @, dX + @, dy + @, dz dostaneme snizenim indexu, tj.

Piiklad 15 Vyjadteni vektorového pole v R®ma tvar F =

w=F", Fib =g;F I ProtoZe v ortonormalnich bazich euklidovského vektorového prostoru je
matice G =(g;),1<1, j<n, jednotkova, je Fib =F'. Ale tieba v pripadé Minkowského
metrického tenzoru diag g = (-1,1, 1, 1) dostaneme FP=_F°, Fib =F' 1<i<3, pro

diag g = (1,-1,-1,-1) naopak F =F° F° =—F',1<i<3.

5. K ¢emu poslouzi Hodgeiiv operator

Tento odstavec je vénovan praktickému pouziti Hodgeova operatoru zejména ve vektoroveé
analyze v kiivoc€arych soufadnicich.

5.1 Kartézské souradnice v R®

Je to jednoduché: Ziistaneme zatim v R®a te¢nymi prostory budou trojrozmérné euklidovské
prostory (metricky tenzor je skalarni soucin). Zaéneme hned piikladem:

Piiklad 16 Zvolme vektorové pole FY(x,y,z) aﬁ +F%(x,y,2) % +F3(x,y, z)ai . Pak (viz
X Z

piiklad 15) F° =F°(x,y,2)dx+F2(x,y,z)dy + F{(x,y,z)dz, F° =F'. Vyjadtime vngjsi

b b b b b b
derivaci (pfiklad 13): dF° = Gy Gy dy Adz + OFl _ClR] dz Adx + Gry O dx Ady.
oy oz oz oX oXx oy

Dostali jsme 2-formu. A pozor, pomoci Hodgeova operatoru z ni udélame 1-formu,
b b b b
e = O8O ) sty mary | T O w iz )| OO | w(dxncly). Nyni staci
ay o oz ox OX 8y
pouzit vysledky z prikladu 8 a dostavame 1-formu

b b b b b b
*dFP = oF _oF dx + oF _oF dy + ClPECi dz.Poslednim ukonem je zvednuti
oy oz oz OX ox oy

indexu a dostaneme vysledné vektorové pole:

3 2 1 3 2 1
(*de)#: ﬁ_i 2_,_ E_i i.g_ ﬁ—ﬁ ﬁ=|’0t|:.
oy o Jox ez ox Joy | ox oy oz

Dostali jsme dulezity vysledek: operator rotace, ktery jsme pocitali v kartézskych
soufadnicich, je sloZzenim ¢ty jednoduchych operaci: snizeni indexu, vnéjsi derivace,
Hodgeova operatoru a zvySeni indexu. ,,Nejobtiznéj$i“ je tedy obycejné derivovani. Podobné
muzeme pomoci téchto operaci vyjadrit divergenci vektorového pole F (pouzijeme vysledek
piikladu 14). Podobn¢ vyjadiime i gradient skalarniho pole. V souhrnu dostaneme:



rot=#o*odob, zkracené rot=#*db,
div=*odo*ob, zkracené div=*d*b,
grad=#od, zkracené grad=#d.
Komentar k divergenci: Snizenim indexu pfevedeme vektorové pole na 1-formu. Pomoci

Hodgeova operatoru ziskame 2-formu, jeji vn€jsi derivaci je 3-forma, pomoci Hodgeova
operatoru z ni dostaneme 0-formu (skalarni pole). Do vysledku v tomto pfipadé uz jen
dosadime F, = Fi,lﬁ i<3.

Komentaf ke gradientu funkce (tedy gradientu 0-formy): vné&jsi derivaci funkce f je 1-forma,
jejiz slozky jsou parcialnimi derivacemi funkce f podle soutadnic. Operaci zvednuti indexu
dostaneme vektorové pole gradientu. Velmi snadno také dokazeme odvodit znamé vektorové

identity — jen skladanim operatora b, #, d , *:

rot=#*db = rotrot =#*db#*db =#*d*db, nebot b#=1d,

div =*d*b = divrot =*d*b#*db =*d**db =*d*b =0, nebot b#=id,**=id, d* =0,
grad = #d = graddiv =#d*d*b, divgrad =*d*b#d =*d*d,

rotgrad = #*db#d = #*d? =0,

graddiv —rotrot =#d*d*b—#*d*db =#(d*d*-*d*d)b = A.

5.2 Obecné ortogonalni soufadnice v R®

Typickymi ortogonalnimi (ale nikoli normovanymi) soutadnicemi v R®jsou tieba kulové,
valcové, nebo 1 parabolické soufadnice. Postup vypoctu operatori gradientu, rotace, ¢i
divergence je stejny jako v piipadé soufadnic kartézskych, tj. uplatiuji se operatory b, #, d , *.
Nejsou-li ov§em soufadnice normované, neni skalarni soucin v bazi vektord s nimi spojenych
reprezentovan jednotkovou matici, v ptipadé ortogonalnich soutadnic je vSak reprezentujici
matice stale diagonalni.

Uvazujme obecné o dvoji moznosti reprezentace vektorového pole v ortogonalnich

k¥ivo&arych soufadnicich, pro jednoduchost v R® (zobecnéni na R" je velmi snadné).
Ktivocaré soufadnice (U, V, W) jsou s kartézskymi spjaty zobrazenim (U je oteviena mnozina)

a:R*>U > (U, v, w) > (Xa(u,v,w), ya(u,v,w), za(u, v, w) e R?,

zkracen¢ X =Xx(u,v,w), y=y(u,v,w), z=(u,v,w). Slozky tecnych vektora (f,, f,, f,)
k soufadnicovym ktivkam v ortonormalni bazi spojené s 0sami X, y, z jsou dany radky
Jacobiho matice D = D« . Prvni moznost reprezentace vektorového pole F, v ptipadé
ortogonalnich soufadnic obvykla, je reprezentace v pravotocivé ortonormalni bazi

(e,,€,,8,), vzniklé normovanim vektora f,, f,, f,,tj. F =F'¢, +F'e, + F"e,. Druhou

moznosti je reprezentace piimo v bazi (f,, f,, f,), tj. F=F"f, + F'f +F"f, kde vztahy

mezi slozkami (F", FY, F") a (F", FY, F") jsou uréeny matici pfechodu mezi obéma

bazemi. Ta je v tomto ptipadé diagonalni, nebot’ f, = f, |e,, f, =| f,|e,, f, = f,|e,. Odtud
FU=F"|f,|,F'=F"|f,|,F"=F"| f,|.Pro dualni baze pak plati

el f, | fU, e =|f,|f' e"of,|f".V piipadé ortogonalnich kiivocarych soufadnic je

piechod k ortonormaélni bazi velmi snadny a ma dvoji podstatnou vyhodu:



» matice skalarniho souc¢inu (euklidovského metrického tenzoru) je v ni, stejné jako

v kazdé ortonormalni bazi, jednotkova, takze slozky 1-formy FP jsou shodné se
slozkami vektorového pole F,

* pro aplikace Hodgeova operatoru na prvky baze (e",e", e")ajejich vn&jsi souciny
plati stejné vztahy, jaké jsme odvodili v ptikladu 8.

V nésledujicim ptikladu pojedname o prevodu do sférickych soutadnic.
Piiklad 17 Pfevod je dan zobrazenim

a:[0, ) x[0, 7]x[0, 27) > (r, 3, @) > (X, y, 2) € R®
X=rsingcose, y=rsingsing, z=rcosI.

Tecné vektory k soutadnicovym kiivkam tvoii ortogonalni bézi, (f, , fy, f,), kterd v3ak neni

normovand. Slozky vektora této baze tvofii fadky Jacobiho matice D = Do zobrazeni « .

0 ox oy oz . . .

—=f =| —,—=,— |=(singcosp, singsingp, cos9), | f. |=1,

or ' (ar or arj ( 4 i ) el

0 oX 0oy o0z . )

—=f,=| —, =, — |=(rcos$cosp, rcosdsing,—-rsing), | f,|=r,
29 ° (6\9 EY: agj ( 4 4 ) sl

9 f,= %ﬂﬂ =(-rsindsing, rsin4cosg,0), | f,|=rsin .
op dp Op Op

Odpovidajici vektory ortonormalni baze a vektory dudlni baze spojené se sférickymi
soufadnicemi jsou

0 1 10 1 1 0
Sl e gy & ——
r rog “ rsing ¢ rsingop

e" =dr, e’ =rd9, e’ =rsin3dg,

ddndp=———e’ re’, dpadr= l e’ ne', dr ndg=ter ne?.
resin g r r
~d9Adp) = ——— e, *(dpAdr) =—— ¢, *(dr nd) =~ e,
resin g rsing r

Vektorové pole F = F(x, Yy, Z)§ +F2(x,y, Z)%+ F3(x,y, Z)aﬁvyjédfime ve tvaru
X Z

F=F'(r.99)e +F’(r,9,p)e,+F?(r,% ¢)e,. Diferencialni 1-formu F° ziskdme
snizenim indexu v tomto piipade snadno:
FP=F"(r,9,p)e" +F?(r,%,p)e’ + F*(r,9,p)e’ =
=F'(r,%,0)dr+F?(r,9,0)rd9+F*(r,9,¢) rsin $de.
Nyni uZ jen vypocetni rutina, samoziejme s uvazenim antisymetrie vnéjsiho soucinu:

1] 3
dF? =dF"Adr +d(F°r) Ad9+d(F? rsin ,9)Adgo=[%rsin I+ F‘”rcosg—ir] d9nde+

op

r ] 9 r

o F —irsinS—F‘”sinS dpAdr+ r£+F‘9—aF dr ndég.
op or or 09




[ K
*de:(%rsinSJrF‘”rcosS—aF rJ L e’ +

op resin g
r ) 9 r
o P sing—Fosing | ——ef 4| rF g 1o
op  or rsin 4 or o9 )r

o 4
#*de=(%rsinl9+F‘/’rcos,9—aF r] L e+

op ) r’sing
r ] 9 r
+(8F —airsinS—F‘/’sinSJ e3+[raL+F‘9—aF ]1e
op or

or o9 Ir ¥

rsin g

(Zvyseni indexu bylo opé&t snadné diky jednotkové matici G i G =G™.) Ziskali jsme rotaci
vektorového pole F ve sférickych soutradnicich za predpokladu jeho reprezentace
V normované ortogonalni bazi odpovidajici témto souradnicim,

] 9
rotF = lai+LF‘/’— 1 ok e +
r o ritgd rsing oe

r ® g r
(i e Lt oo B et

rsin$ op or r o r r o9

Obr. 3: Ortonormalni baze vektort te¢nych k soutadnicovym kiivkam ve sférickych
soufadnicich. (Schematicky nékres.)

Ptiklad se mohl oproti obvyklému ptimému vypoctu jevit pon¢kud dlouhy. Jeho vyhodou
vs$ak je jednoduché derivovani nezahrnujici na rozdil od pfimého vypoctu slozené funkce,

Vv némz prave studenti dost chybuji. Rozsahlost piikladu zptsobily i ukdzkové podrobné
vypocty, které je pfi troSe zkuSenosti a praxe jist¢ mozné vynechat. V piipad¢ neortogonalnich
ktivocarych soufadnic se vsak projevi vyhody naSeho pfistupu oproti piimému vypoctu, ktery
zde radéji provadét nebudeme.

Dalesitd praktickd pozndmka: Ukoly tykajici se prepodtii z kartézskych do kiivo¢arych
soufadnic (nejcastéji ortogonalnich) byvaji obvykle formulovany napiiklad takto: Vyjadrete
operator divergence (rotace, gradientu, Laplacetiv operator, ...) v kulovych (valcovych,
parabolickych, ...) soufadnicich. Tato formulace je nepiesna a jeji dvé (vyse uvedené) odlisné
interpretace povedou k odlisnym vysledkiim. Obvykle je ikolem minéno vyjadieni

V ortonormalni bazi spojené s ptisluSnymi ortogonalnimi soufadnicemi. Ty jsou dany



zobrazenim typu «: (U, Vv, w) — (X, Y, z), jemuz pfimo odpovida baze tvofena te¢nymi

vektory k soufadnicovym kfivkam (f,, f,, f,) = (i, ﬁ, ij, kde
ou ov ow
f, :[%1 @, @j, fv:(%, @, g), f,= [ax o 2 j Tato baze je sice v piipadé
ou ou ou oV oV oV ow’ ow' ow

ortogonalnich soutadnic ortogonalni, ale nemusi byt normovana. Je tifeba rozlisit, zda je
ukolem minéno plsobeni operatoru na slozky vektorového pole F v normované bazi

(e,.&,,8,),tj. F=F"¢e,+F'e, + F"¢,nebo v bazi (f,, f,, f,), pfirozené spjaté se
soufadnicemi (u, v, w), tj. F =F"f, + F'f,+F"f, .V obecnych soufadnicich, které nejsou
ani ortogonalni, tato otdzka nema smysl, vektorové pole vyjadiujeme rovnou v bazi

(f,, f,. f,).

5.3 Obecné k¥ivo&aré souradnice v R®

V ptipadé obecnych kiivocarych soutadnic, které nebudou ani ortogonalni, je nutné vektorové

0 0 O ..
ole F reprezentovat pfimo bazi te¢nych vektora (f, , f,, —, —,— |, jejichz slozk
p p p y (fu, £y, f0) = (au ~ aw] jej y
Vv bazi kartézské jsou ur¢eny Jacobiho matici D = D zobrazeni o : (U, Vv, w) — (X, Y, 2),
0 0 0 0 0 0
FiU(x,y,2)—+F2(x,y,2)—+F3(x,y,2)—=FY%u,v,w)—+F"(u,v,w) —+ F"(u, v, w) —.
(69, 2) 3 F 00y, D PRy, 2) 2 =P v P v w) P v w)

Nas postup pomoci vypoctu diferencidlnich operatori (rotace, divergence) vyzaduje jako
prvni krok uréeni 1-formy F° = Fub du + F\,b dv + Fvs dw operaci snizeni indexu. Metricky tenzor
(skalarni souc¢in) bude v bazi (f", f¥, ") =(du, dv, dw), reprezentovan matici

G =DED' =DD'(odst- 2.1). Tj. F* =F du+F dv+F)dw, (F)F’F))=(F'F'F")G.
Naptiklad pii vypoétu rotace pak v dalsim kroku vypocéteme vnéjsi derivaci 1-formy F b
ktera bude tvaru dF® =U (u,v,w)dv A dw+V (u,v, w) dw A du +W (u,v,w)du Adv. A
predposlednim krokem je vyjadieni 1-forem *(dv A dw), *(dw A du), *(du Adv) pifimo

z definice Hodgeova operatoru (proste to nejde tak jednoduse jako u ortonormélnich bazi).
Pak uz staci ziskat vektorové pole rot F zvednutim indexu pomoci indukovaného metrického

tenzoru, jejhoz matice je G =G ™. Pii vypoétu divergence aplikujeme na FP postupné
operatory *, d, *. Jednotlivé kroky ptipravime v ptikladech 18 az 21.

Piiklad 18 Snizeni indexu v tzv. kuzelovych souradnicich:

[0, 712)x[0, 27) x[0, ) 5 (3, @, 2) = (2tg $cos @, ztgIsin g, z) e R®.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, £
fﬁl’
ZCos¢ zsing
cos® 9 cos? 9 folf,,
D=|-ztgdsing ztgJcose A1, ()T _g
11z
y 2

tggcosp  tgIsing 1\¢-



Obr. 4: Baze te¢nych vektoru k soufadnicovym kiivkam v kuzelovych soufadnicich.
(Schematicky nakres.)

Pro matici G kovariantniho metrického tenzoru (skalarniho soucinu v E;) dostaneme (a

rovnou vyjadiime inversni matici G = G * reprezentujici indukovany kontravariantni metricky
tenzor a objemovy element):

2 -
/2 ) 2tg9 cos2 3 0 _sin Jcos g
cos* 9 cos? 9 g 2 g :
G=DD'=| 0 z4#g29 0 | G= 0 L5 7 0 ,
1199 z%sin 9
0 1+tg’9 sin 9cos 9
cos? 9 . — 0 1
z
2%sin 9
0y =AdXAdy Adz =vdetGdIndpadz= s 9ndpadz
cos® @
Pro vektorové pole F=Ff, +F?f +F*f, = Flgi-i- F‘pai+ angdostaneme
® z

2

Fo|p2 2, p2 2199 d9+F¢z2tgzgd¢+(F9—Zt%‘9+FZ(1+tg%9)jdz
cos” 4 cos” 9 cos” 9

2 - -
=| L +FZ—ZS”3“9 d3+FWz2thSd¢+(F925'2‘9+F2 12 jdz.
cos” 9 cos® 9 cos’ 9 cos” 9

Piiklad 19 Hodgetv operator v kuzelovych soufadnicich. Vyjadiime pisobeni Hodgeova
operatoru na diferencialni formy d$,de, dz, tj. *d$,*de,*dz. To vSak uz nebude tak
ptimocaré jako u kartézskych soutadnic. Musime vyjit z definice. K jejimu pouziti
potfebujeme matici G =G =(g"),1<i, j <3, uvedenou vyse. Formy *d$, *d¢, *dz je nyni
treba hledat v obecném tvaru linedrni kombinace 2-forem baze, napft.

*d9=adpardz+ fdzArdI+ad3Ade. Pak podle definice dostaneme postupné

dosazovanim 7 =dpAdz, n=dzAd3, n=d3Ade, s uvdZenim symetrie matic G, G a

antisymetrie vné&j§iho soucinu (znaceni — napt. §? = §(de, dz)):

d9ndoadz=g,(*d9,dpadz)detGdIadpadz =
=§,(adpadz+ fdzAdI+ydInde,dpAadz)VdetGdIAndp Adz =

= QP ~ Q7 X Ip ~ 77 ~ 90 ~ 97
:1{adet[g < J+ﬁdet£g $ ]+7det(g gq]}/detG

~ <% &9 -

g g% 3 g g7 g°
d9ndzad3=§,(*d9,dzAdI)JdetGdIAndpadz =
=§,(adpadz+ pdzAdI+ydInde,dzAdI)JVdetGdIAndp ndz =

~ QL =~ 03 ~ 77 ~ 29 ~ 9z ~ 99
:O{adet{g < J+ﬂdet[g 2 j+ydet(g < ﬂ\/detG.

g gzg g9z gay g(pl g(/’9



ddAndzAd3=0,(*d%dIAdp)JdetGdIAndpadz=
=0,(adpAadz+ fdzAdI3+ydIndp,dIAdp)VdetGdIndpAndz =

P8 PP ~29  =1p ~99 <9
:>0={adet(gg < J+ﬂdet(g < ]+ydet(g 2 H\/detG.

~7 ~ 39 ~ 9 ~ 09 = QP
g g

g~ g% g~ g%
Matice G, G = G 'mame pfipraveny a miizeme provést pHimy vypo&et pravych stran
ziskanych rovnic pro koeficienty «, £, 7 . Pro rychlejsi postup si staci uvédomit, ze
determinanty druhého fadu, které v nich vystupuji, jsou postupné algebraické dopliky prvki
matice G (vé&etn& spravného znaménka), konkrétnd prvka §%°, §2¢, §%° v prvni

rovnici, §%, §°, §* vdruhé a §%, §“*, §% ve tieti rovnici. Uvazime-li znAmy vztah mezi
algebraickymi doplnky prvkl matice a ptislusSnymi prvky inversni matice (zakladni algebra
matic — inversni matice k matici A je transponovana adjungovana matice, tvofena

algebraickymi doplnky, vydélend determinantem matice A), dostaneme pravé strany rovniC ve
velmi jednoduchém tvaru a tyto rovnice pak zni:

= o 4
1= + 0,9+ VdetG =>1=—F"——+ 72,
(agw %os ;/gzg) sindcos 4 z

0=(agy, +BY,, +79,,)VdetG = 0= Bsin gcos 9= B =0,

0= (Gy, + SOy + 70y, )61 G = L4 257
Z z°sing
sin @ 2 2
:>a=—9=tg&, p=0, y=-2tg°9=>*d9=tg9dprdz-ztg° 3d9Ande.
cos

Analogickym postupem ur¢ime *d¢, *dz . Dostaneme

1 ) z%sin 9
*dp=———dzAd @, *dz=-ztg°Fdp Adz+
Y sin 8cos g e cos® 9

d3ade.

Priklad 20 V ptikladech 18 a 19 jsme se piipravili na postupnou aplikaci operatort sniZzeni

indexu a Hodgeova operatoru:
2

*ph | po L pr 28NS *d19+F‘”zztgzl9*dqo+(F‘9ZSI23+FZ L j*dz.
cos” 9 cos’ 4 cos’ 9 cos” 9

Staci dosadit *d 3, *d¢, *dz a upravit. Vysledek je (mozna pickvapivé) jednoduchy:

2’sing
cos® 9
=(FPdpAdz+F?dzAd9+Fd9Adp)JdetG.

*F° = (FdpAdz+F?dzAdd+F’dgadg)

Priklad 21 Kuzelové soufadnice jsme zavedli v piikladu 18. Nyni je
n=3, u' =9 u® =g, u? = z. Dosazenim do obecného vyjadieni *F° = i. ), (odstavec 3.2)
dostaneme shodny vysledek s vysledkem ptikladu 20:

*F* = (Fdpadz—F?d9ndz+F'dgndp)/detG =
z°sin 9
cos® 9

=(F%dpAdz+F?dznd9+F'dgndop)



Vypoget divergence vektorového pole F, div F = (*d*b)F =*d* F" je jiz zaleZitosti
jednoduchého derivovani.

Vyjadtime nyni operétor divergence pro n = 3a obecné kiivocaré soufadnice (u*, u?, u®)

s uvazenim vztahu *F° = I @, odvozeného v prvni (algebraické) ¢asti piispévku. Plati

u v w

d*Fb:diFa)O:LGg du ndv A dw+ dVAdWAdu+8;W dW/\dUAdv]\/detG+
U

+(F”dVAdW+ FYdw A du + F“du /\dv)-d\/detG -

u \" w
_|[oF +alz +aF JieiG . 1 (FuadetG+FvadetG+FWadeth U~ dv A dw.
ou - ov ow 2/det G ou ov ow

Poslednim krokem je aplikace operatoru *. To uz je jednoduché, nebot’

dx Ady Adz =+/detG du adv Adw,*(dx Ady Adz) =1=*(du Adv Adw) = ! VdetG,

u Vv W
divpz(a': LOFoF }r 1 (FuédetGJroadetG

w 0detG
+F :
aou ov oW 2detG

ou ov ow

Ziskali jsme zcela obecny a vcelku jednoduchy vztah pro vypocet divergence vektorového
pole v kiivocarych soutfadnicich v trojrozmérném euklidovském prostoru.
Piiklad 22 Dosadit kuzelové soutadnice je uz snadné:
: oF’ OF? oF’) 1+2sin’$
divF = + + +
op 0z

: Fo42Fe.
sin $cos 9 Z

Piiklad 23 Jesté jedno uziteéné vyjadieni: Laplacetiv operator v R®. Pro k-formu @ zna¢me
dw=(-1)**d*w. Zvolmel-formu n =n dx+n,dy+7,dz (tj. k=1, op=—*d*5)a
pocitejme (do+aod)7 . Je to jen opakované vnéjsi derivovani a aplikace Hodgeova operatoru.
Ctenaf to miize pojmout jako podetni ,,rozcvicku®. P¥ipomeiime, Ze pii aplikaci Hodgeova
operatoru na soufadnicové 1-formy a 2-formy pro ptipad kartézskych soutadnic mizeme
pouzit vysledky ptikladu 8. Plati

(do+od)n =—d(*d*n)+*d*(dn) = —(Anl dx+An,dy+An, dZ).

Dosadime-li 7 = F®, dostaneme #(d*d*—*d*d)F°= grad div F —rot rot F a odtud znamou
identitu rotrot F =graddivF — AF.

Zobecnéni: Operétor *d* opatfeny znaménkem s (—1)"“*Y* zavislym na n (dimenze
prostoru), k (fad formy) a metrickém tenzoru (S =sgndetG = £1) se nazyva kodiferencidal.

6. Shrnuti

V prvnich dvou ¢astech ptispevku jsme kromé zavedeni Hodgeova operatoru a navodu, jak

s nim prakticky pracovat tieba pfi ptfevodu diferencialnich operatorti do kiivocarych soufadnic
v euklidovskych prostorech, ¢i v prostorech s obecnym metrickym tenzorem, prokazali
vyhodu spocivajici v posilovani znalosti a dovednosti studentll v oblasti linearni algebry.



Zvladnou-li algebraickou pripravu, je zbytek uz jen prosté derivovani. Takovy postup
povazujeme za efektivnéjsi oproti standardnimu pfimému postupu — ten jsme v tomto
prispévku neprovadéli jak pro jeho obvyklost, tak pro rozsahlost a nachylnost k chybam pii
derivovani slozenych funkci (podrobny a velmi pékny vyklad piimych postupti vypocti
Vv kiivocarych soufadnicich viz napt. v [7]). Vyhodou postupu vyuzivajiciho ptevodu
vektorovych poli na diferencialni formy je pouhé skladani operatori nezavislych na volbé
soufadnic, konkrétn€ snizovani a zvedani indextt metrickym tenzorem, vné&jsi derivace a
Hodgeova operatoru.

V tieti casti vyuzijeme Hodgeova operatoru k efektivnimu zapisu fyzikalnich zakont,
konkrétné klasické elektrodynamiky.
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