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Abstrakt

Prispévek, sklddajici se ze tri casti, je zaméren na korektni vyklad problematiky tzv.

Hodgeova operatoru a na jeho praktické vyuziti v geometrii a ve fyzice. Spada do oblasti
vysokoskolské didaktiky matematiky a fyziky. Tezisté vyuziti Hodgeova operatoru ve fyzice tkvi
ve skutecnosti, Ze matematicky popis rady fyzikalnich velicin se déje pomoci skalarnich,
vektorovych, ¢i tenzorovych poli — a pro Fadu operaci s nimi je Hodgeuv mimoradné vhodnym
doplikem bézného aparadtu. Prvni cast prispevku je algebraickad, nebot’ samo zavedeni
operatoru je zalezitosti linearni algebry. V druhé, analytické casti, jsou definoviny potrebné
analytické pojmy a uvedeny priklady geometrickych aplikaci. Treti cdst je vénovana
fyzikalnim aplikacim Hodgeova operdtoru ve fyzice, konkrétné v klasické elektrodynamice.

Uvod

Bé&znym matematickym aparatem v matematické a teoretické fyzice jsou diferencidlni formy.
Zjednodusen¢ feceno, jsou to (kovariantni) antisymetricka tenzorova pole, tj. zobrazeni,
standardné¢ diferencovatelnd, ktera bodim v euklidovskych prostorech pfitazuji
antisymetrické tenzory riznych radi. Typickou fyzikalni ukazkou je tenzor
elektromagnetického pole v klasické elektrodynamice. Podstata prace s tenzory spociva v
linearni algebte. Zakladnimi analytickymi operacemi s diferencidlnimi formami jsou pak uz
,jen‘ derivovani a integrovani.

V oblasti linearni algebry funguji na podkladovych vektorovych prostorech rizna
aplika¢né uZzite¢na linearni zobrazeni. Jednim z nich je tzv. Hodgelv operator ,, * «,
vyuzivajici fakt, Ze vektorové prostory stejné kone¢né dimenze jsou izomorfni. Pfedepsanym
zpusobem pfifazuje antisymetrickym tenzorim @ K-tého fadu definovanym na n-rozmérném
vektorovém prostoru V, antisymetrické tenzory (n — K)-tého fadu *w . Z matematického
hlediska je pak taktikajic ,,jedno®, zda pracujeme s @, nebo s *w . Pfi praktickém pocitani to
vSak jedno byt nemusi. Ukazuje se totiz, Ze Hodgelv operator mize byt pii ryze praktickych
vypoctech uzitecny. Napiiklad pfi pfevodech diferencidlnich operatort do kiivocarych
soufadnic umoznuje efektivni zjednoduseni vypocti. Ve fyzice ¢asto potiebujeme aplikovat
operatory gradientu (na skalarni pole), rotace a divergence (na vektorova pole) — napf.
Maxwellovy rovnice, rovnice pro proudéni tekutin, apod. V kartézskych soutadnicich jsou
jejich definice i prace s nimi jednoduché a pro piipad obvyklych soutadnic vR?, jako jsou
tieba valcové ¢i kulové, najdeme jejich vyjadieni v kazdé ucebnici analyzy. Piepocty do
jinych, obecné neortogonalnich soutadnic, a¢ vyzaduji v podstaté pouze derivovani slozenych
funkci, jsou pracné a Casto se v nich chybuje. VSechny zminéné operatory vsak lze jednoduse
vyjadiit skladanim invariantnich (na bazich nezavislych) zobrazeni operujicich na skaldrnich,
vektorovych a tenzorovych polich: snizeni a zvySeni indexu, vné&jsi derivace, Hodgetiv
operator.
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Pojem Hodgeova operatoru neni samoziejmé n¢jaka ,,novinka“. Jeho definici a vlastnosti
najdeme bud’ v matematické literatuie, formulované na vysoce abstraktni urovni (a na
obecnych podkladovych strukturach, napt. diferencovatelnych varietach), avsak bez
praktickych aplikaci (viz napf. [1]), nebo i1 na internetovych strankach ve zjednodusené
faktografické podob¢ s omezenim na ortonormalni baze, opét bez potiebnych praktickych
aplikaci (napf. [2]). Vlastni autorsky pfinos spatfujeme ve snaze o vyplnéni této ,,mezery*
postupné budovanym vykladem na pfiméiené ,,ctivé urovni. Hodgetiv operator jako
algebraicky objekt zavadime sice korektné, ale pouze pomoci zndmych pojmii linearni
algebry univerzitniho studia (v prvni ¢asti ptispévku), jeho vyuziti v analytickych vypoctech a
geometrickych a fyzikalnich aplikacich — diferencialni operatory v obecnych kiivocarych
soufadnicich, zapisy fyzikalnich rovnic — pak v ¢asti druhé (zde s omezenim na trojrozmérny
euklidovsky prostor ¢i ctyfrozmérny Minkowského prostor). Tteti Cast je vénovana
fyzikalnim aplikacim. V tomto smyslu tedy ptispévek spada do oblasti pokrocilého
fyzikalniho vzdélavani.

1. Algebraicka priprava
Ptedpoklddame, Ze Ctenaf je obeznamen se zéklady linedrni algebry, zejména:

- vektorové prostory a podprostory — budeme je potfebovat jen nad polem redlnych
skalaru,

- linearni zobrazeni vektorovych prostort, linedrni operatory ve vektorovém prostoru,
skalarni soucin ve vektorovém prostoru, vSe véetné reprezentace v bazich, prechody
mezi bazemi pro piipad vektort i linearnich zobrazeni,

- tvrzeni, ze kazdé linedrni zobrazeni je jednoznacné urceno obrazy bazi vV ptislusnych
vektorovych prostorech — tato skute¢nost znamen4, Ze jakékoli vlastnosti linedrnich
zobrazeni sta¢i dokazovat pro prvky baze,

- dudlni prostor a indukovana dudlni baze.

Jakkoli zni vySe uvedeny vy€et mozna narocné, vSe spada do zakladni problematiky pfedmétu
Linearni algebra vyucovaného v néjaké forme na vSech univerzitach ptirodovédného (zejm.
matematického a fyzikalniho) a technického zaméfeni, a to v prvotnich fazich studia.
Zjednodusené feceno, je potfeba hlubsi pochopeni jediné véci — linearity (chcete-li, uméry).
Stru¢né zopakujeme pojem dudlni prostor a dualni baze, zobecnime skaldrni soucin a

wewvr

1.1 Metricky tenzor

Obecny (kovariantni) metricky tenzor ve vektorovém prostoru V, (dimenze n nad R) je oproti
standardnimu skalarnimu souc¢inu (indukujicimu metriku) obecnéjsi pouze v tom smyslu, Ze
neni pozadovana jeho pozitivni definitnost, ale pouze regularita. Jedna se tedy o zobrazeni,
oznacované symbolem g, pfifazujici uspofadané dvojici vektort realné ¢islo, s vlastnostmi:

g:V,xV, >[a,b]—>g(a,b)eR

g(a,b)=g(b,a) ... symetrie

(g + a,8,,b) =0(a,b) + ,9(a,,b) ... linearita

je-lig(a,b) =0 pro libovolné b, pak a=0, (nulovy vektor) ... regularita

(9(a,a) 20, rovnost < a=0, ... pozitivni definitnost)

pro libovoIné a,b,a,,a, €V, o, , €R



Pozitivni definitnost je siln¢jsi nez regularita a pozitivné definitni metricky tenzor se nazyva
skalarni soucin. (Naptiklad Minkowského metricky tenzor™ je indefinitni.) V libovolné
zvolené bazi (e,...,e,) prostoru V, je metricky tenzor reprezentovan symetrickou regularni

matici G =(g;;),1<i, j <n. Pfi pfechodech mezi bazemi s matici pfechodu T = (Tij) ,

T: (e,....e,) > (&,...&,)  kde & = rijej, e = Jij€j (je uzita Einsteinova s¢itaci symbolika a
oznaleni T ' = (aij) ), pak plati G =TGT", kde horni index t znaéi transpozici. Prvky matice
G jsou hodnoty g;; = g(e;,e;) . V piipad¢ skalarniho soucinu, tj. pozitivné definitniho
metrického tenzoru, jsou to skalérni souciny prvkil baze. Jestlize plati g;; =14, jednd se o

tzv. ,,ortonormalni“ bazi (vzhledem k danému metrickému tenzoru g). Je-li matice G
jednotkova v dané (a tedy i libovolné) ortonormalni bazi, jedna se o tzv. euklidovsky
vektorovy prostor. Nebo tieba v piipad¢ diag G = (1,—-1,-1,-1), resp. diag G =(-1,1,1,1) (dle
konvence), jde 0 Minkowského prostor. Vektorovy prostor opatieny metrickym tenzorem
budeme oznacovat E, .

Uvedeme nyni (snadno dokazatelnou a také naleZejici do elementarniho zékladu linearni
algebry) kli¢ovou vétu, ktera pozd¢ji umozni jednoduse zavést Hodgetv operator jako
algebraicky pojem. (R v ni znac¢i jednorozmérny vektorovy prostor realnych ¢isel.)

Véta 1: Necht ¢ E, >a— ¢(a) € R je libovolné linearni zobrazeni. Pak existuje pravé jeden
vektor & € E, tak, Ze plati p(a)=g(&,a), pro kazdé a € E, Oznacujeme jej¢,.

Naopak, pro libovolné zvoleny vektor & € E, existuje pravé jedno linedrni zobrazeni

@: 1 E, >a— ¢:(a) € R takové, Ze plati vyse uvedend rovnost.

Ditikaz této véty je velmi snadny: V dané (obecné, ne nutné ortonormalni) bazi

(e, ...,€,) zapisSme slozky obecného vektoru a a hledaného vektoru& do fadkovych matic,
a~(at..a")y=(a), &~ (&4 &") = (&) . Vzhledem k vlastnostem linearity stadi podminku
p(a)=9(<&,a), lib. ae E,, fesit misto pro obecny vektor a pro obecny vektor baze. Ozname
()= (1 7a), 7: = (&) , @ hledejme & tak, aby platilo o(e) = g(S,8) =£g(e;. &) . Pak
(7)=(&)G = (&) = (y)G ™ (matice G je regularni). Véta je dokazana.

platnd pro libovolny vektorovy prostor opatfeny metrickym tenzorem (vzdyt jsme prostor V,
blize nespecifikovali).

1.2 Dualni prostor a indukovany metricky tenzor

Dudalnim prostorem K vektorovému prostoru V, rozumime mnozinu V,, vSech linearnich

zobrazeni V, — R opatienou strukturou vektorového prostoru takto: Pro libovolna

! Minkowského metricky tenzor je ve fyzikalnich textech vét§inou nazyvan Minkowského ,,metrika “, coz vsak s ohledem na
definici metriky neni nejen terminologicky, ale ani vécné v potadku. Metrika i je zobrazeni pfifazujici usporadané dvojici
prvkll nosné mnoZziny, napt. vektort, realné ¢islo s vlastnostmi symetrie, pozitivni definitnosti a trojuhelnikové nerovnosti.
Pomoci skaldrniho soucinu 1ze definovat v daném vektorovém prostoru metriku vztahem u(a,b) = g(a,b) a ziskat tak
metricky prostor. Pomoci metriky 1ze rovnéz jednoduse zavést na daném metrickém prostoru indukovanou topologii.
(Podrobnéji se témito otazkami v tomto prispévku nezabyvame.) Dale budeme pojem ,,skalarni soucin® (pozitivné definitni
metricky tenzor) disledné odliSovat od obecnéjsiho pojmu ,,metricky tenzor®, jehoz je skalarni sou¢in specialnim ptipadem.



zobrazeni @, €V, a libovolné skalary a, 8 € R definujeme y(a) = ap(a) + By (a) pro kazdy
vektor a eV, . Ctenat, ktery se alespoii okrajové setkal s linedrni algebrou, jisté snadno
dokaze, ze nové definované zobrazeni y:V, — R je linearni. Tim jsme na mnozin& V, zavedli
operace s¢itani linearnich zobrazeni a nasobeni linearniho zobrazeni skalarem (¢islem).
Mnozina V, s témito operacemi je vektorovym prostorem dimenze n nad R (axiomy

provéiite snadno) a nazyva se dualni prostor k V. . Baze (e',...,e") je v ném indukovdna bazi
(e, &) prostoru V, prostiednictvim vztahti €'(e;) = 5} . Je-li prostor V, opatfen metrickym
tenzorem g, zavadime na V. pfirozenym zpiisobem indukovany metricky tenzor § vztahem
d(p.w)=9(,.&,), kde &, &, jsou vektory piislusejici linedrnim zobrazenim ¢, y podle
Véty 1. Dikaz, Ze takto zavedené zobrazeni §:V, xV, 3[p,w]— §(o,v) € Rje
(kontravariantni) metricky tenzor na V: , Spadé opét do zadkladni verze linearni algebry.

V dualni bazi (e},...,e") je reprezentovan matici G =G ™. Dualni prostor k prostoru E,,

. r . r wr *
s indukovanym metrickym tenzorem, zna¢ime E_ .

2.3 Tenzorové prostory

Uvazujme o vektorovém prostoru V, . Zobrazeni @:x,V, >[a,...,.a] > (a;,...,a) R

pfifazujici usporadanému souboru k vektorovych argumentt realné Cislo, a to linearné
v kazdém vektorovém argumentu, nazyvame (Kovariantnim) k-tenzorem na vektorovém
prostoru V,, . Na mnoziné T, (V,) vSech takovych zobrazeni vytvofime strukturu vektorového

prostoru zavedenim vhodnych operaci s¢itani tenzorti a nasobeni tenzoru ¢islem. Myslenka je
stejnd jako pii zavadéni vektorového prostoru na V: : Pro libovolné prvky @,n €T, (V,) a
libovolné skalary «, S € R definujme nové zobrazeni y : x, V, >[&,....a, ] > x(a,....a) R
takto: y(a,,...,a,) =aw(a,...,a,) + fn(ay,...,a,) € R pro libovolny soubor vektord (a,,...,a) .
Dikaz, ze také y je k-tenzorem a Ze jsme na mnoziné K-tenzort vytvotili strukturu
vektorového prostoru, je skute¢né jednoduchy. Vyuziva definice zobrazeni y a (multi)linearity
zobrazeni w a 7.

=
[a,a,,....,a]€eV, x---xV,
f V% }(zal,zaz,...,kak)eR

ay
aQ
multilinearita: 1<i <k
a a _
2 = Z(al,...,aai+ﬁbi,...,ak):
gs =ay(@y, ..., ,...,8)+

+0x(ay,....b ..., &)



Obr. 1: Jak funguje k-tenzor.

Tenzory mohou mit nékteré specifické vlastnosti — konkrétné symetrii a antisymetrii. O ty se
muze jednat tfeba jen ve vztahu k nékterym argumentiim, my vsak potiebujeme zejména
tenzory uplné symetrické, nebo tplné antisymetrické. Definice je opét velice jednoducha a
pfirozena: Tenzor y €T, (V,) se nazyva uplne symetricky, jestlize se jeho hodnota nezméni pti
libovolné zaméné potadi jakéhokoli souboru argumentd, tj. y(ay,...,a,) = ¥(c(&),...,o(a,)),
kde (o(&),...,0(a,)) je libovolna permutace argumenti. Tenzor y €T, (V,,) se nazyva uplné

antisymetricky, jestlize hodnota zméni pfi libovolné zaméné poradi jakéhokoli souboru
argumentll pouze znaménko, a to podle signatury permutace, ktera tuto zdménu realizuje, tj.
x(@,...,a)=sgno- y(c(&),..,o0(a)), kde (c(a,),...,0(a,)) je opét libovolna permutace
argumentil (kazda zaména dvojice argumentti zméni znaménko vysledku). Znac¢ime S, (V,,),
resp. Ay (V,) prostor vSech Gplné symetrickych, resp. uplné antisymetrickych k-tenzort. Jsou
to vektorové podprostory prostoru T, (V,,) . (Zkuste dokazat, Ze libovolna linearni kombinace
uplné symetrickych, resp. Giplné€ antisymetrickych k-tenzorti je upIné symetricky, resp. tplné
antisymetricky k-tenzor. Je to skutecné jednoduché.) Dodefinovani: 0-tenzorem na
vektorovém prostoru V, budeme rozumét skalar (prvek vektorového prostoru Ty (V,)=R.

1-tenzory povazujeme z praktického hlediska za symetrické, ale také za antisymetrické, tedy

(Vi) =51(Vy) = Ay (Vy) -

2.4 Tenzorové souciny

K tomu, abychom mohli s tenzory pracovat z hlediska aplikaci ,,trochu 1épe* nez na urovni
zakladnich operaci, zavadime tenzorovy soucin (libovolnych tenzortl) a vnéjsi soucin
(antisymetrickych tenzori). Tenzorovy soucin je véc opét velmi jednoducha. Zvolme tenzory
weT (V,)aneT,(V,). Pomoci nich zavedeme nové zobrazeni, které¢ bude operovat, opét

linearné ve vSech argumentech, na uspofadanych souborech tentokrat (k + /) vektoru.
X=00n@y, ..., &, 8y, By y) =@y o B ) (B, - By) -
Diky linearité ¢initelll a struktufe prostoru redlnych ¢isel je opét zfejma multilinearita nového

zobrazeni, tedy skutecnost, ze y €T, ,(V,), a jeho vlastnosti: Plati

(aw, + Pw,)®n =a(o,®n)+ f(w, ®n) ... linearita,
o® (an + fn,)=a(e®n)+ L(0®n,) .. linearita,
O®M® y)=(0®n)® y =0®n® y ... asociativita.
pro libovolné tenzory, pro néz operace odpovidaji definicim, a pro libovolné skalary.
Operace ® se nazyva tenzorovy soucin.

V tuto chvili uz véci zaénou byt zajimavé. Ctenafe jisté napadne otazka, jaka je dimenze
prostoru T, (V). K jejimu zjisténi poslouzi indukované baze. Zvolme libovolnou

bazi(e,...,,) v prostoru V, . Ji odpovida indukovana dualni baze (e,....e") v prostoru
dualnim. Vytvofme nyni pro pevné dané k v§echny tenzorové souciny (eil ®---@ek ) ,
1<i,..., 1, £n. Tento soubor piedstavuje indukovanou bazi v prostoru T, (V,,) . Pocet jeho

prvki, ktery je soucasné dimenzi prostoru T, (V,), je n® (variace k-té tiidy z n prvki s



opakovanim— jednoducha kombinatoricka tloha). Uved'me nékolik ptikladi vy¢isleni, at’ to
neni jen abstraktni.
Priiklad 1 Zvolme

aeV, a=a'e+-+a'e =ale;, pak

e'(@)=€'(a'e ++a"e,) =¢€'(ale)) =ale'(e;) = a5} =a'.
To je dulezity prakticky vysledek: i-ty prvek dualni baze pfifadi vektoru a jeho i-tou slozku (v
bazi prostoru V,, jiz je dudlni baze indukovéna). A ted’ vypoctéme néjaky tenzorovy soucin:

a=aPe,, b=p%,, c=y%, ¢ ®e®e'(a,b,c)=e'(a)e’(b)e'(c)=a'Bly".

Priklad 2 Symetricky tenzor druhého fadu. Typickym piikladem symetrického 2-tenzoru,

tedy kovariantniho tenzoru druhého fadu, je metricky tenzor v prostoru V, , jak jsme jej
zavedli v odstavci 2.1. Jeho pozitivné definitni verzi je skalarni sou¢in. V bazi plati

g= gijei ®e’, 9; =9;.9(@,b)= gijaiﬂj-
Tak tfeba v ptipadé Minkowského metrického tenzoru v ortonormalnich bazich to znamena,

pi standardnim indexovéni ve fyzice, Ze plati g(a,b) =a’p’ —a'p' —a?p? —a*B>. Ze to
pfipomind kvadrat Casoprostorového intervalu? Spravné.

Piiklad 3 Antisymetricky tenzor druhého fadu. Zvolme nejprve obecny tenzor w €T, (V,) a
zapiSme jej v bazi: @ = a),jei ®el . Pozadujeme, aby byl antisymetricky. To jist& povede
k n¢jaké podmince pro slozky «; . Plati

o(a,h) = ve' ®e’(aPe,, fle,) =wd' B, w(b,a)=we' ®el(B%,, a’e,)=wa! B

Z pozadavku @(a,b) = —w(b,a) plyne o; = —w;; . Ale to jsme jist¢ cekali.

Soustied’'me se nyni na definici vn&jsiho souéinu, operaci, ktera je pro dalsi vyklad klicova —
pljde ndm totiZ ptedevsim o antisymetrické tenzory. PoloZme si otazku, zda a jak je mozné

z libovolného k-tenzoru ,,vyrobit“ k-tenzor antisymetricky. D&je se tak pomoci zobrazeni
alternace. Zvolime 7 €T, (V,) a libovolny soubor vektorovych argumentt (a,, ..., 8 ) .
Provedeme v ném vSechny mozné zamény (permutace) pofadi argumentt, vyc¢islime hodnoty
n(o(a), ..., o(a,)) aopatiime je znaménkem permutace o . Nakonec oznac¢ime

1
Alty(ay, ..., a,) T D89N0 17(agqy s Bge) -

*oeR
Je ziejmé, ze Altn je uplné antisymetricky k-tenzor.

Zobrazeni Alt: T, (V) 37 — Altn € A, (V,) se nazyva alternace. K definici vnéjsiho soucinu
tenzord je jen krok. Zvolme tenzory @ > A, (V,), 73 A,(V,) . Jejich tenzorovy soucin obecné

neni uplné antisymetricky. Antisymetrie je ¢aste¢na, pouze V prvnich K vektorovych
argumentech a zbyvajicich / vektorovych argumentech. Alternace vSak umozni ziskat uplné
antisymetricky (K + /) -tenzor takto:

(k+0)!
Tk

Alt(w®n) .



Zobrazeni A A, (V,)xA,(V,) 3@, n] > orne A ,(V,) senazyva vnéjsi soucin.

Podobné jako u tenzorového soucinu shrneme vlastnosti vn¢jsiho soucinu. Opét je ve hie
linearita a asociativita, a navic jakysi typ ,,antikomutativniho* zékona:

Pro libovolné objekty @, , @,, we A, (V,)), ne A,(V,), x € A, V), ¢, f € Rplati
(aw, + B @,) nn =a(o,An)+ B(w, An) ... linearita,
(@A) Ay =AM A y)=w0 AN A g...as0ciativita, o A7 = (—1)*“ 57 A ... antikomutativita.

Jak vypada indukovana baze ve vektorovém podprostoru A, (V,,) ? Je to soubor

. . I
(e'l A AEK ),13 l <---<li, <n.Pocetjeho prvki je ﬁ (kombinace k-té tiidy z n
(h—K)!

prvkl bez opakovani — opét jednoducha kombinatorické tlloha): vnéjsi soucin stejnych prvkia
dudlni baze je nulovy a zaména prvkia ve vnéjsim soucinu nanejvys zméni znaménko.
Piiklad 4 UmysIng jednoduchy piiklad. Zvolme libovolné @, 7 € T,(V,) a poitejme jejich
vnéjsi soucin. Zvolme v prostoru V, bazi (e, ..., €,) a indukovanou duélni bazi (e'....e")v
prostoru T,(V,) = A;(V,) =V, . Pak @ A7 € A,(V,). Pro iplnou nazornost poditejme

e' ne’(a,b) provektory a=ca'e, b= e, €V, . Mizeme provést dvoji vypocet:

(Q+1

el ne?(a, b) = T!)!Alt e ®e’(a, b):%%[el(a)ez(b) —ez(a)el(b)] =a'f -’

[el ®e? —¢? ®el](a, b) = [el(a)ez(b) —e%(a) el(b)] =o' B2 - B
Souvislost je zfejma a dvé moznosti volby baze prostoru A, (V,) rovnéz. Prvni zapis je vSak

standardni.

Pomoci piikladu 4 se miizeme seznamit s dvéma ekvivalentnimi zapisy antisymetrického k-
tenzoru v bazi:

— . iy i — 7. . b ik
= Z @, i €'A...AC¥, NEbOw=a; ;e'n..nel,
1<y << <n
pfi¢emz v druhé verzi je pouzita Einsteinova symbolika (s¢itaci indexy nejsou omezeny
vzestupnym fazenim a slozky @; ; jsou antisymetrické ve vSech indexech. Pfevod mezi

slozkami prvniho a druh¢ho vyjadfeni je jednoduchy, totiz w; ; = k o -

Piiklad 5 Vsimnéme si jesté situace k =n, tj. prostoru A, (V,) . Tento prostor je
jednorozmérny, a tedy izomorfni (algebraicky ekvivalentni) s prostorem A, (V,) . Jeho
indukovana baze ma jediny prvek e A...ae", jehoZ vy&isleni na vektorech &, ..., a,€(V,),
3, = a'e; vede k vysledku

e A AE @y, 3) = ) SO € (ay) .- (By(y) = D SINC Ay ... Ay = et ().

oeP, oeP,

2.5 Kontrakce k-tenzoru vektorem



Jeden z typu operace kontrakce, neboli izeni tenzori, budeme potiebovat v nasledujicim
odstavci. Pfipomenime v rychlosti obvyklou definici kontrakce k-tenzoru, tj. kovariantniho
tenzoru k-t¢ho fadu, vektorem a eV, jako zobrazeni

T (V)20—>i,(0)eT 4(V,), kde i,o(a,,...a, ) =w(@,a,...a,,).
Vektory a,...a, ; jsou libovolné argumenty kontrahovaného k-tenzoru, kontrahujici vektor
a eV, je zvolen libovolng, ale pevné. Vysledkem je (k —1) - tenzor.

Piiklad 6 Vyjadiime kontrakci v indukovanych bazich. Napftiklad tenzorem vzniklym
kontrakei k-tenzoru @ =e" ®---® e* vektorem u V. je (k —1) -tenzor i,w =i, (e" ®---®e*)

i,o@,...a,)=ie" ® -®e(a,..a,)="®  -Qe“(U,a,..a_)=u"al...a\,.

Definice kontrakce kovektorem je obdobna. K tomu bychom vSak museli zavadét prostory
kontravariantnich tenzorl a operace na nich, coz k dal§imu vykladu nebudeme potiebovat
s vyjimkou kontrakce indukovaného metrického tenzoru kovektorem (1-tenzorem). S ni se
setkame v této konkrétni podob¢ hned v nasledujicim odstavci.

2.5 SniZovani a zvySovani indexd metrickym tenzorem

Tento pojem je zcela bézny v teorii relativity i v klasické elektrodynamice prezentované ve
Ctyfrozmérné notaci. Véc se ma tak, Ze pomoci kovariantniho metrického tenzoru g v prostoru

E, zobrazujeme vektory (prvky prostoru E, ) na ,.kovektory* (prvky prostoru E, ) a pomoci
kontravariantniho metrického tenzoru § zase naopak. SniZenim, resp. zvysenim indexu
rozumime zobrazeni

b:E,>a—b(@)=i,(g)€E, resp.#.E, >0 —#w)=i,(§) cE,, kde

i,(9):E, 5> 0g(a &)eR, i,(8):E 57> §(wn)eR

predstavuji operace uizeni (kontrakce) kovariantniho metrického tenzoru vektorem, resp.
kontravariantniho metrického tenzoru kovektorem. Znagime b(a)=a°, #(w)=o0".

V bazich ma sniZeni a zvySeni indexu tvar:
roa=ca'e, g=g.e' ®e’ jea’ =g.'(a)e! =(g;a')e! = a’ =g, '
p - 01 g_gu ' J _gu - gu ] _gu ’
( = ~ij R # ~ij ~ij #,] ~ij
pro w=w,e", §=G"¢ Re;, je 0" =7 (w)e; =(§"w,)e; = 0" =§"w;.

Provéfeni transformacnich vlastnosti objekti a° € E,, " € E,, je rutinni zaleZitosti linearni
algebry zédkladniho (bakalatského) kurzu matematikyz.

2.6 Objemovy element

V piipad€ prostorl opatienych metrickym tenzorem (v E, tenzor g = g;; e'®el resp.

VE, tenzor § =g" e ®e;, G =G™") mitzeme pracovat v ortonormélnich bazich. Na prostoru

2 Snizovéni a zvedani indexi 1ze zobecnit i na p¥ipad tenzorovych prostorii s vyuZitim indukovaného metrického tenzoru (viz
odst. 2.8). V nasem piispévku to viak nebudeme potiebovat.



E, 1ze také zvolit orientaci tak, ze vybereme kteroukoli ze tfid ekvivalence bazi, pficemz dvé

baze definujeme jako ekvivalentni, mé-li matice pfechodu mezi nimi kladny determinant (v
trojrozmérném prostoru jde o baze pravotoCive, resp. levotociveé).

Objemovym elementem rozumime tenzor @, € A,(V, ), pro néjz existuje ortonormalni baze

(e, ..., &,) nalezejici zvolené orientaci takova, ze a, (€, ..., €,) =1.

Takovy tenzor existuje a je uréen jednoznaéné. Konkrétné je e, =e' A...Ae" pro jakoukoli
ortonormalni bazi nalezejici zvolené orientaci. Skutecné, vy¢islime-li @, = e'A...Ae"na
vektorech &, ..., a, € E,, dostaneme, jak je uvedeno vyse, determinant matice utvorené ze

slozek téchto vektort vyjadienych ve zminéné ortonormalni bazi. Ten bude ovSem stejny
v kterékoli jiné ortonormalni bazi nalezejici zvolené orientaci (jednoducha uloha maticového
poctu). Od této chvile bude oznaceni @, predstavovat objemovy element. Odvodime jesté

vyjadieni objemového elementu v obecné bazi. Bude to potieba pro budouci vypocty.
Ozna¢me (b, ..., b,) obecnou bazi v prostoru E,a (e, ..., €,) ortonormalni bazi nalezejici
zvolené orientaci (v E; obvykle pravoto¢ivou). Matice pfechodu od baze (e, ..., e,) k bazi
(b,....,b)je T =(z)),1<i,j<n . tj. b :rijej € :O-}bj . Jak vime, je matice E skalarniho
soucinu, resp. metrického tenzoru, v bazi (e, ..., €,) jednotkova, resp. diagonalni s jedni¢kami

a minus jedni¢kami v diagonéle, takZe pro matici G = TET' (viz odst. 2.1) metrického tenzoru
v bazi (b, ...,b,)je detG =+(detT)?. V piipadg, Ze jde o euklidovsky vektorovy prostor
(metrickym tenzorem je skalarni souc¢in), plati znaménko ,,plus“. Objemovy element
wp=€"n..ne" = (ri...ri':)bil A...nb" =detT bt A...AD", tedy

@y =€ A...Ae"=,/detG b' A...AD", resp. \|detG|b'A...AD".

2.7 Indukovany metricky tenzor Vv prostoru antisymetrickych tenzora

Dostali jsme se k zasadnimu mistu algebraické pripravy. Tim je zavedeni indukovaného

A4

metrického tenzoru také na vektorovych prostorech A, (E,) . Nejjednodussi bude pfimo uvést
definici, a to rovnou pomoci prvki baze, nebot’, jak je z linearni algebry znamo, kazdé
linearni zobrazeni je jednozna¢né€ urceno obrazy baze. Definujme zobrazeni §, vztahem
G A(E ) XA (E)o[e" A...nek el A Aek]>
g, eb) - g(et, eh) =
— g (6" A... A" e AL Ae)) =det eR.
g(eik1 ej1) g(eik, ejk)
Pozadavek linearity pak vede k obecnému zapisu ve slozkach pro @ = %...ikeil A...nex a
n=n jkej1 NUN-LE O (@, M=o im; g~k(eil A...ne% el A aek) . Linearita
i s

v obou argumentech i symetrie a regularita zobrazeni §, jsou ziejmé z definice a
odpovidajicich vlastnosti metrickych tenzorti g, §.


jana
Highlight

jana
Sticky Note
Všude má být g s vlnovkou.


Piiklad 7 Necht' E, je euklidovsky vektorovy prostor a (e, ..., €,) jeho libovolna
ortonormalni béze. Zvolme w=¢'Ae®,7=e>re® € A,(E,). Napt. pro §,(e' ne?, e’ re’)a
d,(e' ne?, e” ne') dostaneme

~ l, 3 ~ l’ 2 00
g,(e' ne?, e® ne?) =det g(e.e) gle.e) :det( J:O,
G(e* e*) g(e* e?) 0 1

~ 1’ 2 ~ 1’ 1 0 1
iy 1) B0 4],
g’ e*) g(e* e 10

3 Hodgeiv operator

Zpisob zavedeni Hodgeova operatoru je zalozZen, jak jiz bylo feceno, na izomorfnosti
vektorovych prostoru A, (E,)a A,_, (E,) a pfifazuje opét linearnim zptisobem
antisymetrickym k-tenzorim antisymetrické (n—K) -tenzory. A to pravé pomoci objemového
elementu a indukovaného metrického tenzoru.

3.5 Definice Hodgeova operatoru

Zakladem pro formulaci definice Hodgeova operatoru je nasledujici véta:

Véta 2: Pro 1<k <n-1 je vztahem
*A(ED)30>%weA ((E) o onn=0,(Fo,n)w, prokazdé ne A, (E,)

definovano zobrazeni prirazujici tenzorim o € Ay (E,) tenzory *w € A, (E,). Toto
zobrazeni je linearni a tenzor *w je urcen danym predpisem jednoznacneé.

K diikazu této véty pouZijeme obecnou vétu 1. V ni jsme sice pracovali s vektorovym
prostorem E,, ale vzhledem K jeji platnosti pro jakykoli vektorovy prostor kone¢né dimenze
muze jeho roli nyni pfevzit vektorovy prostor A, (E,) . Zvolmew € A, (E,) a 0zna¢me jako
@, linearni zobrazeni ¢, : A, (E,) 317 — ¢,(n) =y(@,n) € R, kde hodnota y(w,7) je
(samoziejme jednoznacné) urcena vztahem @ An =y (@,n) @, . Tento vztah je ziejmy — plati
totiz wAane A, (E,), dimA(E,) =1= @ An=Konst-w,. Déle: Podle véty 1 k zobrazeni ¢,
existuje prave jeden prvek (oznacime jej *@ ) prostoru A, _, (E, ) takovy, ze plati

®,(1) =0, Fo,n) . Jesté je tieba malé dodefinovani. Chybi nam totiz vyznam operatoru *
prok =0 ak =n. Definujeme *1= @,, *w,pak dostaneme z obecné definice operatoru *.
Piiklad 8 Uvazujme o nejjednodussim praktickém ptikladu, kdy pracujeme v trojrozmérném

euklidovském vektorovém prostoru (,,standard* v béznych klasickych fyzikalnich
disciplinach). Vzhledem k linearité opét staci hledat obrazy vytvotrené operatorem * z prvki

bazi prostorti A;(E;), A,(E;). Polozme napiiklad @ =€" a hledejme *e' ve tvaru
*el = ge® ned+ fed net +yet ne?. Postupné volme jako 7 tenzory e’ne® enet elne’.
Podle definice je e' ne? ned=d,(*e", &2 Ae®)a, = §,(*e", e? Ae®) =1. vypoitem

g, (*e*, e* Ae®) dostaneme pro 7 =e* A€’



g(e?,e?) §(e?, e <003 a2y m(ad a3
6,06, 2 ned) = arder| 9€ €D 9NN o [0E ) G,
g(e’,e”) g’ e’) g’ e?) g(e',e?)

ge' e®) g(e' e’
g(e*, ¢?) G e’))

10 0 1 00
g, (*et, e? ned) = o det det det =1.
gz(ee/\e)ae01+ﬂeoo+7e10:a

Pro 7=e® ne', 7 =e' Ae?pak stejnym postupem vychazi =y =0a odtud *e’ =e® ne.

+y det{

Podobné zjistime *e? =e® ne?, *e® =e' Ae?. A vypodteme jesté *w pro w=e’ A€’ a

postupné n=e*, n=e? n=e:

e® ~ed)nel = g(*(e® ~e®), e) ay = G(ae' + e’ +ye°,eh) vy,
1=af(e!, e + g%, e+ yd(e®, ') = a =1,

A z dalsich dvou rovnic pak =0, y =0. Dostaneme *(e? ne*) =e'. Stejnym zptisobem pak
zjistime *(&3 Ae') =e?, * (et ne?) =¢e3.
Snadno se ovér, Ze v piipadé skalarniho soucinu na vektorovém prostoru E, plati ** v = o,

tj.**=id A, (g, (identita). Obecné vSak tomu tak neni. Staci vzit v ivahu Minkowského

metricky tenzor (odpovidajici prostorocasu ve specialni teorii relativity STR):

Priklad 9 Uvazujme o Minkowského metrickém tenzoru g Vv prostoru E, = R x R?, ktery je
v bazich (g, , €, e,, ;) (standardni indexovani v STR), jez jsou vzhledem k nému
ortonormalni, reprezentovan diagonalni matici naptikladdiag g = (1, -1, -1, —1) . Pomoci
definice vypoéteme pro ukazku tieba *o =*(e' re?) e A, ,(E,) pro m=e" re® e A,(E,).
S cilem proniknuti do postupu provedeme vypocet podrobné. Zptisob je stejny i

v komplikovangjsich piipadech. Predpokladame *o =*(e* A e?) ve tvaru linearni kombinace
a,e” net, 0<p<g<3,tj.

*e'ae?) = ae®ret + felre? + yefned + Selne? + celne’ + e?A e’ a polozime

n=e rel 0<i<j<3.Pak

et ne’ ne' nel =[ad,(e° net e nel)+ G, (% ne’ el Ael)+ G, (€0 ned e nel)+
+6G,(e' ne?, e nel)+eG,(e" ned et ael)+9G,(e* ned et nel)]e® netne’ ned =

0i 0] 0i 0j 0i 0]
:>sgn{1,2,i,j}=ozdet£g glj}rﬂdet{g gszﬂ/det{g ¢ ]+

1 [ 3 3j

g 9 g g g 9

1i 1j 1i 1 2i 2j
+5det(gz, gz_}tgde{gs_ g3,]+9det£gs_ g3,].
g g g” g’ g* g

Na pravé strané tohoto vztahu jsou (pii volbé i < j) nenulové jen determinanty obsahujici
&ast hlavni diagonaly determinantu matice G . Postupné tak ziskame rovnice pro koeficienty
a, B,7, 6, ¢, 3, na zakladé jejichz feSeni (tabulka) dostaneme *(e'n e?) = —e®Aed.



i

rovnice | i j rovnice | i j rovnice | i j rovnice |i j rovnice | i j rovnice
01 0=—-a |0 2 0==-1]0 3 1=—y |1 2 0=6 |1 3 0=¢ |2 3 0=9
Stejny postup pak vede k nasledujicim vysledkiim:
@ N ere? ere® e'ne? e'ne’ e’re’
2 e’ne’ —e're? e'n e NG NS N

Z tabulky také hned vidime, ze kompozice *o* neni obecn¢ identita, napiiklad
*x(eln e?) =*(—ehe%) =—e'h e?.

V praktickych situacich je tfeba ¢asto pracovat v obecnych bazich. V takovych ptripadech neni
vyjadieni pisobeni Hodgeova operatoru na prvky baze a jejich vnéjsi souciny zdaleka tak
jednoduché, jako tomu bylo v piikladech 8 a 9, kde byly baze vzhledem k danému
metrickému tenzoru (ptiklad 9), resp. vzhledem k danému skalarnimu soucinu (pfiklad 8)

ortonormalni. Subdeterminanty matice G reprezentujici metricky tenzor v obecné bazi totiz
budou obecné nenulové, na rozdil od situace v piikladech 8 a 9, v nichz byly nenulové pouze

subdeterminanty obsahujici v diagonale ¢ast diagonaly determinantu matice G . Ukazeme to
V nasledujicim podrobném ptikladu, ktery pak s vyhodou vyuzijeme v druhé (analytické) casti
prispevku.

P¥iklad 10 Pro jednoduchost explicitnich vypo¢tl a za G¢elem pozdéjsiho vyuziti pfi
analytickych aplikacich pracujme opét pouze v trojrozmérném prostoru se skalarnim
soucinem, tj. s pozitivn¢ definitnim metrickym tenzorem g, avSak s obecnou bazi
(b,, b, , by). Dualni baze je (b*, b*, b%), b'(b;) =5;,aplati G=(g;), g; =9(0,b;),

1<i, j <3.(V pripadg, Ze metricky tenzor neni pozitivné definitni, objevi se ve vyrazech
misto determinantu matice G jeho absolutni hodnota.) Jako ukazku uvedeme vypocet tenzoru

*' € A, (E,), ktery budeme opét hledat obecné ve tvaru linearni kombinace

*t = a(b?Ab%) + B(B3A DY) + ¥ (b'Ab?) . PHimym pouzitim definice pak dostavame
b'az = 0, (a(02A D) + B(b°A LY + 7 (b'A b?), 7)V/det G btAb?A b®

pro libovolné 77 € A,(E;) . Postupné pro 17 € b’Ab®, neb®Ab', 17 e b'Ab? pak ziskame
soustavu rovnic pro koeficienty «, g,

g~22 G23 ~32 g33 ng g13 ]
= ozdet{~32 ~33]+ﬂdet(~12 1 + y det o 0 JdetG,
g g g g g g )]
i ~23 =21 <33  &31 <13 110
0= ogdetLQ33 ggl]jtﬂde{gl3 gn + y det 923 921 JdetG,
i g= g g° ¢ g~ 47 )
i =21 =22 <31 &32 <11 =12
0= o:de{gj31 ?SZ]JFﬂdet[?n glz + y det ?21 922 \JdetG.
| g g g g g g

Zapis této soustavy lze zjednodusit, uvédomime-li si, Ze subdeterminanty druhého fadu jsou
algebraickymi doplitky prvki (symetrické) matice G =G, tj. prvky adjungované matice

adjG =G ' detG =

G

detG

Odtud (¢ B 7)=(JdetG 0 0)G, tj. (analogicky *b? a *b%)



*0' = (g"b°A b+ §b°Ab' + b'Ab% ) Vdet G,

*0? = (g%’ Ab® + g7’ b + §%b'Ab? )Vdet G ,

*° = (g%0°Ab% + b Ab" + §¥b'Ab? ) Vdet G
Vypocteme jesté vysledek piisobeni operatoru * na souciny typu b'Ab’, konkrétng na
piikladu @=b’Ab® e A, (E;). Predpokladejme *w = ab+ Bb? + yb3 e A5 ,(E;)a postupné
volme 7 =b', b?, b*. Dostaneme
(b2ADb*) A1 = §(ab™+ Sb? + yb*, )\/det G biAb?Ab?,
1= (ag“ + BG% +7/g31)\/detG , 0= (ag12 + BG? +7/g32)\/detG ,
0= (ag13 +BG% + yg33)\/detG ,

(@ B )G\detG =10 0)=(z B 7)=( 0 0) G

\JdetG ’

G G G
a—gnm, ﬂ—glzm, 7—913m-

Obdobné pro @ =b3Ab', @ =b'Ab?. Nakonec dostaneme

*h2 A B = gub’ +9,b° + ;b *p3apl = Gaub’ +gpob° +7pb° *plab? = 0310 +g3pb” + ggsb’ .

JdetG \JdetG JdetG

Zobecnénim postupu z piikladu 10 lze ziskat obecny vyraz pro *(b"A...Ab%) e A, (E,).

Ten uz zde s ohledem na specifické aplikace uvadéné v druhé ¢asti piispévku odvozovat
nebudeme.

3.2 Kompozice sniZeni indexu a Hodgeova operatoru

Ukazeme nyni obecny postup, jak ziskat ptisobeni operatoru * na ,,soufadnicové® k-tenzory
typu bha...Ab¥ 1< j <--- < j, <n, pro piipad obecné vychozi baze (by,...,b,) v prostoru
E, . V praktickych ulohach v E;pak bude jeho pouziti snadné. Nékdy, jak se ukaze, nebude
dokonce ani vygisleni *b’, ..., *b" tieba, konkrétn& napf. pii obecném vypoétu piisobeni
operatoru * na 1-tenzor F° e E; , vznikly operaci snizeni indexu vektoru F € E_ | tj.
kompozice (*ob). (Oznaceni F jsme pouzili jednak pro snazsi odliseni od znaceni bazi,
jednak je budeme v dalsich odstavcich pouzivat ¢astéji, konkrétn€ v druhé Casti prispévku pro
vektorova pole.) Matice skalarniho soudinu v obecné bazi (b, ..., bn)je G=(g;),1<i,j<n.
Pro vektor F = F'b, plati F° = 9;F Ip'a *F° = (giij)*bi . Piisobeni operatoru * na 1-
tenzory dudlni baze o = b' e A, (E,)) ur¢ime z definice, tj. b'A n= (jn_l(*bi, n) @y, pticemz
' € A,4(E,) vyjadiime ve tvaru *0' = > @ ; b A...Ab". Dostaneme

) / |1...|n_1
< << <0

b'An = gn_l(*b‘, n) @, = gn_l(*bi, n)b'A...Ab"\/detG a postupns volime 7 =b*A...AbM
pro 1< j; <---< j,_; <n. Pro zvolené i dostaneme soustavu rovnic pro koeficienty aiil,,,iH :



b'AbiA...Abl =g (*b',bhiA...Ab")bIA. AD"VdetG =

giljl g’i1jn71
=sgno(il - jug)= D>, ol det| - o . NdetG.

[ AR
I<ij<.. i i i
1 n-1 gln—l Jl cee gln—ljn—l

Pro snazs$i pochopeni a prithlednost vypocétu nebudeme nyni pokracovat v obecném postupu,
ale ukazeme jej na piikladu trojrozmérného prostoru E,. Prvky *b', *h2  *b3jiz mame
piipraveny Vv ptikladu 10.

Piiklad 11

Pro F=F' +F?b,+F%,; je F°=g;F’b'a *F" =(g;F’)*b', 1<i, j <3 (Einsteinova
s¢itaci symbolika). PFimym dosazenim *b',*b?,*b®z piikladu 10 a upravou, s vyuZitim

skute¢nosti, ze matice G, G Jjsou navzajem inversni, a proto g;,§ V= 53 , dostavame
*F? =(F'b’Ab° + F2b°Ab! + Fb'Ab? |det G =ira,.

Uvédomime-li si, Ze v obecném vyrazu pro prvky *b', 1<i<n, pro pipad prostoru E,, Jjsou
subdeterminanty det(giqu )oip ey, ..ing), Jg €(hy - Jna) » (aZ na piislusné znaménko)
algebraickymi doplitky prvkd matice G , tj. prvky jeji adjungované matice

adjG =G detG =G-(detG) ™, a dale pak, 7e plati FI =ibla detG(b*A...Ab") = ey,
zjistime, Ze vztah

plati obecné. V druhé ¢asti, jeZ bude nasledovat v n€kterém z piistich ¢isel Casopisu, se
budeme vénovat geometrickym aplikacim Hodgeova operatoru.
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