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Kapitola 12

Integrace vseho druhu prinese nam
ducha vzpruhu

Jesté jste integrovani z druhé kapitoly v prvnim dilu nezapomnéli? To je dobfe. Integrovat
totiz potfebujeme skoro porad nejen v matematice a fyzice, ale také v ostatnich disciplinach —
ptirodovédnych, technickych, v ekonomii, a néjaky ten integral se vyskytne i v 1ékafstvi (tfeba
vypocet davky zafeni pii vysetfeni pocitacovym tomografem). Zaklad praktického integrovani
s minimem teorie poskytla pravé druhé kapitola. Naucili jsme se pocitat neurcité integraly (pri-
mitivni funkce) a urc¢ité Riemannovy integraly ze spojitych funkei jedné proménné. V Dodatku
K prvniho dilu jsme dokonce nahlédli do kuchyné integrovani ,mirné“ nespojitych funkei.
Dokazeme pocitat obsahy, hmotnosti, tézisté ¢i momenty setrvacnosti nehomogennich ro-
vinnych utvart. Jenze v praxi se takové ,placaté® utvary prilis nevyskytuji. Potfebujeme umét

Vviev

Vviev

tok intenzity treba elektrického pole takovou plochou. Vzpomente, ze jsme o tocich sice hovorili
v druhém dilu v kapitole 9, ale nedali jsme zadny navod, jak je pocitat. Mozna si také vy-
bavite, ze zminka o dvojnasobnych a trojnasobnych integralech, véetné jednoduchych ukazek,
byla také v kapitole 5. Tato ,jokénka“ avizujici budouci problematiku vsak nebyla podlozena
solidnim teoretickym zakladem. Jeho c¢as prisel nyni. I kdyz existuji rtizné typy integrala, lisici
se definici a tim samozrejmé i kritérii integrability funkci, bude zakladem pro nas vyklad stale
Riemanntv integral. Zpocatku ptjde zase jen o integral z funkei. Prvni zobecnéni bude spocivat
v tom, ze to budou funkce n proménnych a jako integracni obory poslouzi vhodné podmnoziny
n-rozmérného euklidovského prostoru — radu vlastnosti podmnozin prostoru R™ jsme probrali
v odstavei 9.1 (druhy dil, strany 436 az 455), pro n = 1 jiz v Dodatku F (prvni dil, strany 289
az 294). V takovych pripadech mluvime o wvicendsobném Riemannové integrdlu.

Dalsim, zasadnim a velmi uzitecnym zobecnénim bude ,nova“ definice Riemannova inte-
gralu na obecnéjsich k-rozmérnych utvarech v R™ pro 1 < k < n, v niz budou integrovanymi
objekty antisymetricka tenzorova pole, zvana diferencialni formy. Tato definice zahrne i stan-
dardni typy kfivkového integralu, které jsme zavedli v prvnich dvou dilech, a nové také plosny
integral prvniho a druhého druhu, jehoZ integra¢nimi obory jsou plochy v R3.
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Novych pojmii neni treba se obavat. Nejsou obtizné. Za cenu neptilis velkého usili pri jejich
vybudovani ziskdme elegantni, velmi prakticky a pohodlny postup pii integrovani. K pohodl-
nému studiu této kapitoly vsak bude vhodné zopakovat si pojmy ,staré“, hlavné vse o funkcich
z kapitol 2 (prvni dil) a 9 (druhy dil).

Pokud by se prece jen néktery z ¢tenari nechtél ponotit do studia algebry tenzort a proble-
matiky diferencidlnich forem, nemusi. Pojem plosného integralu v R? zavedeme, definitoricky
korektné a zptisobem pirimo pouzitelnym pro praktické pocitani, také v odstavei 12.1.10 bez
jejich pouziti.

12.1 Vicerozmérné integrovani

O¢ pijde pri vicerozmérném (vicendsobném) integrovani? Zase o ,s¢itani malych prispévku,
jako tomu bylo u integrovani jednonasobného. Tyto prispévky vSak budou urceny néjakou
funkci dvou, t1i, i vice (tfeba n) proménnych definovanou na dvojrozmérné, trojrozmérné, nebo
vicerozmérné podmnoziné euklidovského prostoru R2, R?, resp. R". (Ukdzka zépisu takového
,SCitani prispévkia“ je tfeba v druhém dilu na pravé strané vztahu (9.68) na strané 592.) Pred-
stavme si ndzorngjsi pifklad — nehomogenni téleso V, jehoZ hustota (tj. funkce popisujic
rozloZeni jeho hmotnosti) je ddna funkci s(z,y,z). Lze néjak urcit jeho hmotnost? Hmot-
nost malého kvadiitku o objemu AV = AzAyAz, umisténého v bodé (z,y, z), je piiblizné
Am(x,y,z) = s(x,y,z)AV. Procedura, kterd umozni tyto elementarni hmotnosti secist, je
praveé vicenasobné integrovani.

12.1.1 Objem pod grafem vyzdény kvadriky

Abychom ziskali ndzornou predstavu o vicenasobném integralu a pripomnéli si potfebné pojmy
z prvniho dilu, zaéneme piikladem spojité a nezdporné funkce dvou proménnych z = f(z,y)
definované na mnoziné K = [a,b] x [c,d] (obrdzek 12.1). Defini¢nim oborem funkce f(z,y)
je tedy, podle terminologie zavedené v odstavci 9.1.1, uzavieny dvojrozmérny kvadr v R2
Klidné mu muzeme tikat uzavreny obdéinik. (PFipomernime jesté, Ze definici spojitosti funkce vice
proménnych na uzaviené mnoziné, specialné v bodech jeji hranice, jsme diskutovali v odstavci
9.2.1 (druhy dil) na strandch 471 az 474.) Dejme tomu, Ze nasim tikolem je spocitat objem télesa
V omezeného obdélnikovym definiénim oborem K = [a,b] X [c,d], grafem funkce a svislymi
sténami o rovnicich x = a, x = b, y = ¢ a y = d. Pouzijeme stejny postup jako v odstavci
2.3.1, kdy jsme pocitali plochu pod grafem funkce jedné proménné y = f(z). Tehdy jsme si ji
priblizné | vydlazdili“ tzkymi obdélnicky o zakladnach [z;, x;11], kde index i ¢isloval intervaly
déleni defini¢niho oboru funkce f(x), vyska i-tého obdélnicku byla ddna minimem, maximem,
¢i reprezentativni hodnotou funkce na i-tém intervalu. Pribliznou hodnotu obsahu plochy jsme
ziskali tak, ze jsme obsahy vsech obdélnicku secetli. Vysledek byl tim presnéjsi, ¢cim bylo déleni
definiéniho intervalu jemnéjsi. Tento postup muzeme presné sledovat i pri vypoctu objemu
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0
N mi;(f)AP; < AVy; < My (f)AR,

-1 APF; = (@i — z) (Y41 — y5)

Obrazek 12.1 Vypocet objemu pomoci kvadiika.
telesa pod grafem funkce dvou proménnych. Oznacme
Dl - {a:anxlw":xm—laxm = b}a D2 = {C: Yo, Y1+ -5 Yn—1,Yn = d}
déleni intervalii [a,b] a [c,d]. Oznac¢me S;; = [z, Ti41] X [yj,yj41], kde ¢ € {0,1,...,m — 1}
aj € {0,1,...,n — 1}. Obdélnik [a,b] X [c,d] je pTfesné ,poskladany“ z obdélnicka S;; —
nic nechybi ani nepfebyvéa (obrazek 12.2). Vznikd tak déleni kvadru K, které definujeme jako
dvojici D = (D1, Ds), Kazdy obdélnik S;; je kompaktni mnozinou. Z véty 9.3 (druhy dil,

Y

Yj+14----
Yjq---- H

a e T Tit1 b

Obrazek 12.2 Déleni obdélnika.

K = [a,b] x [c,d]

strana 473), vime Ze na ném spojita funkce nabyva své nejmensi i nejvétsi hodnoty. Oznacme
je myi;(f) a M;;(f). Podobné jako jsme obrazci pod grafem funkce jedné proménné v odstavci
2.3.1 vepisovali a opisovali obdélniky, vepiSeme a opiSeme nyni télesu V kvadry s podstavami
S;; o obsazich
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AP = Az Ay; = (Tiy1 — ) (Yir1 — Y1)
a vyskach mg;(f), resp. My;(f). Pro objem V télesa V pak dostaneme

LD =3 S my (AP, <V <3 3 My(f)AP, =U(f,D).  (12.1)
i=0 j=0 =0 j=0

Stejné jako v odstavci 2.3.1 nazveme dolni odhad tohoto objemu pro dané déleni dolnim souctem
prislusngm funkci f a déleni D a horni odhad hornim souctem prislusnym funkci f a déleni
D. Jsou-li D} a D} zjemnéni déleni Dy a Dy, je D' = (D}, Dj) zjemnénim déleni D a plati
»dvojrozmérnd obdoba* vztahu (2.50) na strané 165 prvniho dilu,

L(f,D) < L(f,D") <V <U(f,D") <U(f, D).
Pro funkci jedné proménné spojitou na uzavieném intervalu (a tedy na tomto intervalu také
stejnomérné spojitou) jsme v odstavci 2.3.1 dokazali, ze horni i dolni soucty pro danou funkci
maji stejnou limitu, blizi-li se norma déleni nule. Totéz plati i v pripadé funkce dvou proménnych
na uzavieném obdélniku, t;.

lim  L(f,D)= _ lim  U(f,D). (12.2)

v(D1)—0,v(D2)—0 v(D1)—0,v(D2)—0

Shodnou limitu maji i soucty

S(f.D) = f&, GHA (12.3)

=0 7=0

,_.
3
—

.

kde (&, ;) € Sij je libovolny bod (reprezentant) obdélnika S;;. Tuto spole¢nou limitu nazveme
Riemannovym integrdlem funkce f(x,y) na obdélniku K a zapisujeme ji jako

[ fay)dedy = /b/df(x,y)dxdy.
g .

Dikaz pravé uvedenych tvrzeni je zaloZen na predpokladu spojitosti funkce f(x,y) na uza-
vreném obdélniku K. (Uzavienost obdélnika K zarucuje, ze ze spojitosti funkce vyplyva spoji-
tost stejnomérnd — strana 165 v prvnim dilu.) Ozna¢me Pr = (b — a)(d — ¢) obsah obdélnika
K. Zvolme libovolné ¢islo € > 0. Pak existuje ¢islo 6 > 0 tak, ze pro kazdou dvojici bodu
(x1,71), (T9,y2) € K, pro kterou je |z —x1| < d a |ya—1y1| < 4, plati ‘f(xz,yg)—f(xl,yl)‘ < PL;?'
Déleni D lze volit tak, aby v(D;) < 0 a v(Ds) < §. Pak plati M;;(f) —m;(f) < é a pro rozdil
horniho a dolniho souc¢tu dostaneme

m—1n—1

U D)~ L(F.D) = S S [My(f) (PP, < = 5 S AP, =<

€
i=0 j=0 f(z‘o]o
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Zjemnovanim déleni dokazeme rozdil U(f, D) — L(f, D) zmensit pod libovolné malou pfedem
zvolenou hodnotu. To uz zarucuje platnost vztahu (12.2).

Pozn.: Pred chvili jsme opét narazili na pojem stejnomérné spojitosti, o némz jsme diskutovali
v prvnim dflu na strané 165, také v souvislosti s integralem. Slo o funkci jedné proménné.
Nyni je ve hie funkce dvou proménnych. Pojem stejnomérné spojitosti je vSak definovan zcela
analogicky: Funkce f(z,y) definovand na mnoziné M C R? se nazyvd na M stejnomérné
spojitd, jestlize ke kazdému cislu e > 0 existuje ¢islo & > 0 tak, ze pro libovolné dva body
(z1,91), (x2,2) € M, pro néz je vy — 1| < 6, [y2 — y1| < 0, plati ‘f(lé,yz) - f(xlvyl)‘ <e.
Je-li M = K uzavieny obdélnik jako v nasem piipadé, jsou pojmy ,obycejné“ a stejnomérné
spojitosti ekvivalentni. (Zkuste si posledni tvrzeni dokézat.)

Definici integralu ze spojité funkce na uzavieném obdélniku mame. Jak ale integral spoci-
tat, tj. jak skutecné urcit objem télesa pod grafem funkce? Pro spojitou funkci je véc velmi
jednoducha — integraci provedeme postupné:

/f(:vyy)dsvdysz [/df(ﬂ:,y)dy]dxzj Vf(x,y)dx]dy (12.4)

Integral v hranaté zavorce pocitame v obou pripadech tak, ze s proménnou, kterd v ném neni
proménnou integracni, zachdzime jako s konstantou. V prvnim vyjadreni postupné integrace je
to proménna x, v druhém y. Po provedeni integrace v hranaté zavorce dostaneme funkci jiz jen
jedné proménné a integraci dokoncime. Vztah (12.4), ktery nejenze ukazuje prakticky postup
integrace, ale také skutecnost, ze potradi integrace je mozné zaménovat, je specidlnim pripadem
tzv. Fubiniovy véty. ,Specidlnim® zde rozumime skutecnost, Ze jsme tuto vétu aplikovali na
spojité funkce dvou proménnych na uzavieném obdélniku. Ve skutec¢nosti je Fubiniova véta
mnohem obecnéjsi — ale to uvidime az pozdéji, v tomto a zejména v dalsich odstavcich.

Priklad 12.1: Objem pod grafem funkce
Kdo chce rovnou integrovat a spocitat objem télesa pod grafem funkce na obrazku 12.1 mize. Jde o funkci
f(x,y):1273x27(y71)2, R: [7171] X [72:2]

Plati
1

[/2 (12 = 32° — (y — 1)?) dy] dz = / [12y — 32y — %(y - 1)3} " dz =

=—2

1
116 116 1= 208
:/ —120% + —~ |dz = |42’ + = =—.
3 E R

Oveérte, ze zdménou poradi integrace se vysledek nezméni.
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Moznost zamény poradi pii integraci je nazorné pochopitelnd: Objem télesa pod grafem
(obrazek 12.1) dostaneme piiblizné tak, Ze secteme objemy vsech vepsanych, nebo opsanych
kvadriki, nebo také kvadiiku s vyskami f(&;, (;), podle vzorce (12.3). Vysledek nezavisi na tom,
v jakém poradi budeme objemy kvadiikt s¢itat — je jich kone¢né mnoho, takze to miizeme délat
klidné i ,,na preskacku“. Nejjednodussi postup vsak dostaneme, se¢teme-li nejprve pro dané x;
objemy vsech kvadiiki podél osy y. Dostaneme tak objem vrstvy o podstavé [z;, x;11] X [c,d]
(tmavé ruzovy pruh v obrazku 12.2). Provedeme-li to pro vsechna i = 0, ..., m—1 a pak seCteme
objemy vsech takto vzniklych vrstev, ziskdme objem télesa V. Je samoziejmé, Ze vrstvy miizeme
tvorit také nejprve z kvadriku rozlozenych podél osy x (modry pruh v obrazku 12.2), tj. zaménit
poradi s¢itani.

O tom, ze vztah (12.4) skutecné plati, je tfeba se presvédcit dukazem, at je predchozi
vysvétleni jakkoli nazorné. Zvolme libovolné = € [a,b] a definujme funkei

gz : [Cad} 9y—>gx(y) :f(xvy) €R.

Pro kazdé x je tato funkce spojitd na intervalu [c, d], a proto je na tomto intervalu integrabilni,
jak jsme dokazali v odstavci 2.3.1. Oznacme

T) = /dgz(y) dy

Funkce G(z) je ovSem spojita na intervalu [a, b]. Ukdzeme to. Zvolme libovolny bod z € [a, b]
a e > 0. Pak existuje ¢islo 6 > 0 tak, Ze pro kazdé z € [a, b], pro néz je |x — xo| < 0, a libovolné

y € [c,d] plati ‘f(x,y) — f(xg,y)‘ < 47 Pak

d d

= | [[0:) = o] y| < []6:()

= [|# @) = flao.y) dy<—/dy—e

c

G(x) -

— Gao(y)|dy =

Tim je spojitost funkce G(z) dokdzéna. Funkce G(z) je proto integrabilni na intervalu [a, b]

a plati
b b [ d
/G(m)dx:/ [/f(a;y)dy]dm.

Obdobné definujeme spojitou funkci H(y) jako integral v mezich a a b z funkce

hy: [a,0] 3@ = hy(z) = f(2,9),
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pricemz

/dH(y)dyz/d [/bf(af,y)dx]dy-

Zbyva vsak jesté dokazat, ze integrdl z funkce G(z) na intervalu [a,b] je shodny s integra-
lem z funkce H(y) na intervalu [c,d] a Ze je jejich spolecnd hodnota rovna integralu z funkce
f(z,y) na obdélniku K. K tomu sta¢i trocha ekvilibristiky s nerovnostmi: oznacme m;(g,) =

= min {g:(v)ly € (¥, y501]} & Mj(g.) = max{ga(v)ly € [y;,y;41]}. Pro libovolny bod = €
€ [xi, Ti41] plati
mij(f)<mj(gaz)<M‘(g:c) M(f) =

= Zmu )Ay; < Zm] Gz ) Ay, </gm )dy < ZM Gz)Ay; < ZMH JAy; .

J=0 J=0 J=0 J=0
Vsimnéme si dilezité véci: zatimco krajni vyrazy téchto retézenych nerovnosti na volbé bodu
x nezavisi, integral uprostied, tj. hodnota G(z), se s volbou = € [z;,x;,1] méni, ale tak, Ze
nerovnosti stéle plati. Funkce G(x) je ovSem na intervalu [z;, z;41] spojitd, a tak tam nabyva
své nejmensi i nejvétsi hodnoty. Ozna¢me tyto hodnoty m;(G) a M;(G), m;(G) < G(x) < M;(G)
pro libovolné x € |x;, x;41]. Protoze predchozi nerovnosti platné pro libovolné x € [z;, ;11| musi
zustat zachovany, i kdyz hodnotu G(z) nahradime minimem, resp. maximem funkce G(z) na
intervalu [x;, z;41], miZeme je prepsat takto:

_Z_: mi;(f)Ay; < mi(G) < G(x) ) < Z Mi;(f)Ay;

pro libovolné = € [z;, z;41]. Tyto nerovnosti plati pro vsechny hodnoty indexuis =0,1,...,m—1.
Vynéasobime-li kazdou z nich pfislusnym rozdilem Az; a vSechny sec¢teme, dostaneme

m—1 m—1
D) <> mi(G)Az; < > Mi(G)Az; <U(f,D).
= i=0
Vyrazy S0t mi(G) Az a S M(G) Az, viak piedstavuji dolni a hornf soucet funkce G(r)
pro déleni D; intervalu [a, b].

m—1n—1

i=0 j=0 i=0 j=0
Tyto nerovnosti plati pro kazdé déleni obdélnika K. Pii zjemnujicim se déleni D se ovsem horni
a dolni souéty pro funkci f(z,y) sblizuji a ,stlacuji“ mezi sebou horni a dolni soucty funkce
G(x). Odtud je zfejmé, ze
b
/G(ac) de = lim L(G,D\) = lim UG, D)= /f(:c,y) dedy .

K

v(D1)—0 v(D1)—0




66 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

Dikaz pro funkci H(y) je zcela analogicky. Dokazali jsme tedy nasledujici vétu:

Véta 12.1 (Fubiniova véta pro uzaviené dvojrozmérné kvadry a spojité
funkce dvou proménnych):

Necht K = [a, b] x [c, d] je dvojrozmérny uzaviensj kvdadr v R? a f(z,y) funkce spojitd
na K. Pak plati

/f(x,y)dxdy:/b [/df(x,y)dy}dx:/d [/bf(x,y)dx]dy. (12.5)

a C a

Postup, jakym jsme (matematicky korektné) dospéli k Fubiniové vété pro spojité funkce
dvou proménnych na uzavieném obdélniku, lze v podstaté ,opsat® i pro funkce obecné n
proménnych z!,... 2" spojité na mnoziné K = [a',b!] x -+ x [a",b"] (v dalsim odstavci ji
budeme nazyvat uzavrengm n-rozmeérnym kvadrem v R™). Ted jste si nepochybné v§imli, Ze na
rozdil od kapitoly 9 v druhém dilu jsme nyni ocislovali proménné hornimi indexy. Ma to sviij
dobry smysl, ktery ozfejmime v odstavcich 12.2 a 12.3. Zatim se ,logikou zmény nezabyvejme,
jednoduse ji prijméme.

Véta 12.2 (Fubiniova véta pro uzaviené n-rozmérné kvadry a spojité fun-
kce n proménnych):

Necht K = [a',bY] x - - - x [a", b"] je n-rozmérny uzavieny kvddr v R™ a f(zt, ..., 2")
funkce spojitd na K. Pak plati

bl

B
/f(xl,...,a:”)dxl dx”:/ll f(xl,...,x”)dm”] ..}dxlz
= n

al

bi1 bin

:/ /f(xl,...,x”)dmi" .| dz™, (12.6)

kde (i1, ...,iy) je libovolnd permutace indexi 1 aZ n.

Priklad 12.2: Jedna uzitecna samoziejmost

Funkce dvou ¢i vice proménnych byva casto zadédna jako soucin nékolika funkci zavislych pouze na jedné
proménné. Vypocet jejiho integralu na uzavieném kvadru, kdy se kazda z proménnych pohybuje v konstantnich
mezich, je pak zvlast jednoduchy. VyzkouSejme to na spojité funkci dvou proménnych f(z,y) = f1(z)f2(y) na
obdélniku K = [a, b] x [c, d]. Poéitejme podle Fubiniovy véty:
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[ sy = [ @) dho - ] fi(x) /d fa(y) dy | dz = /d f2(y) dy /b fi(x) da

Postupnou integraci jsme prevedli na soucin dvou jednoduchych integrali. Jak se to povedlo? V prvnim kroku
po dosazeni f(z,y) = fi(x)f2(y) a zédpisu postupné integrace jsme pred vnitini integrél podle proménné y vytkli
funkei f1(x), nebot ta se pii integraci podle y chovd jako konstanta. Integrél z funkce fa(y) podle proménné
y v konstantnich mezich je ovSem ¢&islo, a to se d4 vytknout pred integrdl z funkce f1(z), v némz se integruje
podle proménné x. Tim jiz dostavame vysledek. Zkuste se presvédcéit, ze se vysledek nezméni, zaménite-li poradi

integrace.

I kdyz ve vétsiné praktickych situaci potrebujeme integrovat spojité funkce, z principialnich
dtivodi se nespokojime s takto specidlnim pripadem. Pojem Riemannova integralu vybudujeme
v nasledujicich odstaveich podstatné obecnéji. Ctenafi, kteif se nemohou dockat praktickych
vypocti a aplikaci, mohou rovnou prejit k odstavei 12.1.5.

12.1.2 Uzavrené kvadry v R" - zakladni a nejjednodussi integracni
obory

V predchozim odstavci byl integracnim oborem funkce dvou proménnych uzavieny obdélnik
K = [a,b] x [c,d]. Také jsme jej nazyvali uzavieny dvojrozmérny kvadr v R2, podle definice,
kterou jsme formulovali v odstavci 9.1 na strané 437 pro n-rozmérny kvadr v R", ktery jsme
v predchozim odstavci rovnéz pripomnéli v souvislosti s vétou 12.2.

Uzaviené kvadry v R” jsou nejjednodussimi integra¢nimi obory pro funkce n proménnych.
Poslouzi k zakladni definici Riemannova integralu, kterou pozdéji rozsitime na obecnéjsi typy
integracnich oboru v euklidovském prostoru R"™. Vzpomente si, ze euklidovskym prostorem R™
rozumime topologicky prostor usporadanych n-tic redlnych ¢isel s prirozenou, neboli euklidov-
skou topologii. (Kdo zapomnél, o¢ se jedn, snadno svou pamét osvézi ndvratem k odstavei 9.1,
strany 436 az 455.) Definici n-rozmérného uzavieného kvadru vSak prece jen pripomenme:

n-rozmernym uzavrenym kvddrem v R™ rozumime mnozinu
K=1[a"b']x--x[a",b"], kde da',b'€R, i=1,...,n. (12.7)

Pro potadek: n-rozmérngj otevieny kvdadr v R™ je mnozina K = (a', bt)x- - -x(a™, b").

Znovu upozornujeme, ze umisténi indext nahofe neni preklep, ale zména oproti znaceni
v kapitole 9, kterd se v pozdéjsich castech této kapitoly ukaze uzitecnou a vyznamnou. Ko-
neckonct, s vyznamem horniho a dolntho umisténi indexti u indexovanych velic¢in jsme se jiz
setkali v algebfe (napf. v kapitole 4 na strané 24 v prikladu 4.18, kde jsme zavedli Einsteinovu
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symboliku, ale i na dalsich mistech v kapitolach 4 a 6). Obecny bod kvadru K m4 soutadnice
r=(z42%, ... 2"), kde a' < 2* <, i =1,2,...,n. K definici integrdlu budeme pottebovat
pojem déleni kvadru, ktery uz zname pro pripad uzavieného intervalu, tj. uzavieného jednoroz-
mérného kvaddru v R!, z odstavee 2.3.1 (prvni dil, strana 163), a také pro piipad uzavieného
obdélnika z predchoziho odstavce.

Délenim uzavieného n-rozmérného kvddru K = [a*,b'] x - - - x [a",b"] v R™ nazveme
uspordadanou n-tici D = (Dy,...,D,), kde D;, i = 1,...,n, je déleni intervalu
I:al7 bl:l’ tj'

D;={d" =gj,xz},..., 0 _1,zy =b}, zhi<zi<.. <z, N;eN. (12.8)

Zjemnénim déleni D = (Dy, ..., D,) rozumime libovolné déleni D" = (D}, ..., D)),
v némz je kazdé déleni D! intervalu [a’, '] zjemnénim déleni D; tohoto intervalu.

Cislo N; 41 je pocet bodi déleni D; véetné bodt krajnich, interval [a’, ] je sjednocenim N;
na sebe navazujicich uzavienych intervalii. Volbou konkrétniho déleni D se kvadr K ,rozfeze®
na mensi kvadiiky (s vyjimkou trividlni situace, kdy D; = {a’,b'}, i = 1,...,n, kterd také
vyhovuje definici déleni) tvaru

_ 1 1 2 2 n n L o
Sk = [Ty Tpy 1] X [Theys Ty ] X oo x 2 L2 )y k=0, Ny — 1.
LZjemnovani®“ déleni se déje tak, ze kazdy kvadr ptivodniho déleni musi byt presné vyplnén

kvadry déleni jemnéjsiho. Sousedni kvadry maji spolecné stény. Situaci ukazuje obrazek 12.3
pron = 2.

X
b2 J
___________________________________________ K = [a',b"] x [a?,b?]
2 2
Ty =Yy A . - - :
: 0 ! g ‘
; 1 = 5z
Y3 {-----f------- "i"'"-“z“"-"“a- """""""" ===
3 =y3
R 0 OSSO O ——
a2 |
: 1t - : z!
1 1,1 1 1 1,1 1
al Ty =y; Y Ys T3 =Yg b

Obrazek 12.3 Zjemnovani déleni.

V déleni D = (Dy, D) na obrézku je Dy = {a' = zf,..., 2,2} 1., 2y, = b'}, kde
jednotlivé body déleni D; intervalu [a',b!] &isluje index k; = 0,...,N; — 1, a Dy = {a® =
=X5, .., Ty, Ty g -5 T, = b?}, kde jednotlivé body déleni Dy intervalu [a?, %] éisluje index
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ko = 0,..., Ny — 1. Zjemnénim tohoto déleni je déleni D' = (D}, D}), pficemz D] = {a* =
:yé,...,ylll,ylllﬂ...,y}vi =0}, 0, =0,...,N, —1,a D) ={a® = yg,...7y122,yl22+1...,yj2vé =
=0} 1p=0,...,N, — 1. Plati Ny < N;, N, < N} (déleni D}, resp.D} m4 vice, nebo stejné
bodu jako déleni Dy, resp. D). Podstatné je, ze kazdy bod déleni D;, resp. D, je soucasné
prvkem mnoziny bodt urcujicich déleni D7, resp. D). V nasem obrazku tak splyvaji napriklad
body z}, a y}, pro jistou hodnotu k; a jistou hodnotu /.

Priklad 12.3: Zjemnovani déleni

Na obrazku 12.3 vidime konkrétni déleni D = (D1, D3) dvojrozmérného kvadru K = [al, b!] x [a?,b?] a jeho
ziemnéni D' = (D}, D)), kde Dy = {a' = x}, 21,23, 2}, 25, 2} = b}, tj. k1 = 0,1,2,3,4, a Dy = {a® =
=23, 23,23, 2%, 25 = b2}, tj. k2 = 0,1,2,3. Zjemnéni déleni D, které jsme oznacili D’ = (D}, D}), je v obrazku
déno takto: D} = {a' = ¢, 943,43, ...,ys = b}, tj. 1 = 0,1,2,... 9, a Dy = {a® = 43,93, 43,...,y% = b*}, tj.
lo =0,1,2,...,7. Plati pfitom a'* = 2} = 3}, 21 =y}, 23 = yd, 2l =4}, 2l =i, 2t =yl =01, a® = 2% = 43,
2?2 =y3, 23 = y3, 23 = y2, 23 = y2 = b?. Kvadr Sa; = [21, 23] x [2%, 23] piivodniho déleni D je slozen ze Sesti
kvddru zjemnéni D’. Tyto diléi kvdadry jsou v obrdzku jen ocislovany, az na paty, ktery je ,identifikovan* presné,
Sl

7 prikladu vidime, zZe indexovani déleni obecné n-rozmérného kvadru, ¢i dokonce indexo-
vani zjemnéni déleni, je docela slozita véc. Proto si situaci v dalsim zjednodusime. Dosud jsme
o déleni kvadru uvazovali jako o n-tici déleni jednotlivych intervald, jejichz kartézskym sou-
¢inem je dany kvadr. Kdyz jsme si vSak ujasnili, ze délenim se uzavieny kvadr ,rozporcuje®
na mensi, rovnéz uzaviené kvadry, které jej cely vyplni (pricemz sousedni kvadry maji spo-
lecné stény), a kazdy kvadr zjemnéni D’ daného déleni D se zase presné rozporcuje na jesté
mensi kvadriky, mtizeme misto déleni D uvazovat o mnoziné vSech uzavienych kvadri, vznik-
Iych zptisobem podrobné popsanym vyse, jejichZz sjednocenim je kvddr K. Skutecnost, Ze
kvadr S je prvkem takovéto mnoziny, zapiSeme jako S € D, resp. S’ € D’. Tento zéapis sa-
moziejmé neni Uplné spravny s ohledem na to, jak jsme definovali déleni D, je vSak zcela
pochopitelny. Nebudeme proto vymyslet zadné dalsi znaceni pro tuto novou interpretaci dé-
leni.

A jesté jednu charakteristiku kvadru potfebujeme — jeho objem. Jisté lze povazovat za pri-
rozené, ze ,objemem“ uzavieného intervalu bude jeho délka, ,,objemem* uzavieného obdélnika
jeho obsah (souc¢in délek stran), a ,objemem* uzavieného kvadru v trojrozmérném euklidov-
ském prostoru, jak ho zname z elementarni geometrie, jeho obvykly objem (soucin délek hran).
Jisté je vSem hned jasné, jak bude definovin objem uzavieného n-rozmérného kvadru. (Pro
pozdéjsi potrebu definujeme zaroven i objem otevieného n-rozmérného kvadru.)

Objemem n-rozmérného uzavieného kvidru K = [a*,b'] x - -+ x [a™,b"] v R™ rozu-
mime

v(K) = (b' —a")(b* —a®)--- (b —a™). (12.9)
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Stejnym vyrazem je definovan objem n-rozmérného otevreného kvddru

K = (a',b') x - x (a",b")
v R™

Divite se, ze je objem uzavieného kvadru definovan stejné jako objem kvadru otevieného?
Moznd ani ne, protoZze intuitivné néco takového cekate. Uvazujme t¥eba o intervalech [a,b]
a (a,b). Lisi se pouze krajnimi body. Objem (délka) intervalu [a, b] je b — a. Délka otevieného
intervalu, pokud méa smysl ji definovat, urcité nebude vétsi. Mohla by tedy byt stejna, nebo
mensi. Pokud bychom ji ale definovali jako mensi, vyvstava otazka, o kolik. Uvédomme si, Ze
uzavieny interval ma oproti otevienému ,navic* jen dva body. Zvolme ¢islo € > 0 libovolné.
Pak jisté a € |a— §,a+ 5|, a podobné b € [b— £,b+ 5. Body a a b jsme tak ,obalili“, neboli
pokryli (o pokryvani mnozin jsme mluvili v prvnim dilu v Dodatku F) uzavienymi intervaly
celkové délky £, tj. mensi nez €. Cislo ¢ ovSem miizeme libovolné zmensovat. Vidime, ze délku
otevieného intervalu bud nebude mozné definovat, nebo ji bude tieba definovat stejné jako délku
intervalu uzavieného. V dalsim odstavci pochopime, pro¢ ma smysl druha alternativa. Obdobna
situace je i v prostorech vyssich dimenzi. Uzavienému obdélniku ,,prebyvaji“ oproti otevienému
jeho strany, které lze pokryt tizkymi uzavienymi obdélniky libovolné malého obsahu, uzavieny
kvadr v R? mé oproti otevienému navic stény, které zase 1ze pokryt placatymi kvadiiky libovolné
malého objemu, atd.

12.1.3 Pokryvani mnozin a zanedbatelné mnoziny

Problémem pokryvani mnozin, konkrétné podmnozin redlné osy R, jsme se tak trochu zabyvali
v Dodatku F prvniho dilu a nyni tyto tvahy zpresnime. Co to vSak znamenad, ze néjakou mnozinu
Ize ,zanedbat“? Z praxe vime, ze zanedbavat 1ze néco ,malého* vzhledem k né¢emu , podstatné
vétsimu“. K tomu, abychom rozhodli, co je malé a co velké, potiebujeme to néjak zmérit. Jak
ale mérit mnoziny — v nasem konkrétnim pripadé podmnoziny v R™? Néco malo uz vime
z predchoziho odstavce o ,,méreni® velikosti n-rozmérnych kvadri v R™ pomoci jejich objeml.
Hned vznikaji otazky: prvni z nich je, kdy lze objem mensiho kvadru ,,zanedbat® proti objemu
kvadru vétsiho? Staci k zanedbani, aby tfeba mensi objem byl tisicinou, miliéntinou, atd. vétsitho
objemu? Tato moznost vypada prakticky, ale v matematice takovato porovnani nejsou rozumna.
Rozhodné rozumnéji vypadd, kdyz pri stanoveni délky intervalu (jednorozmérného kvadru)
zanedbame skutecnost, ze se otevieny a uzavieny kvadr lisi jen o krajni body (které jsou 0-
-rozmérné), otevieny a uzavieny obdélnik, ktery je dvojrozmérnym dtvarem, se lisi jen stranami
(tj. jednorozmérnymi ttvary), otevieny a uzavieny kvadr v R? zase (dvojrozmérnymi) sténami,
atd. Korektni definice zanedbatelné mnoziny bude pravé na podobné tvaze postavena. Dalsi
otazkou je, zda a jak lze ,zmérit“ objem mnoziny, ktera neni kvadrem — takovych mnozin
je prece vétsina. Prvni, co nas napadne, je ,vycpat® néjaky nepravidelny utvar co nejpresnéji
malymi kvadiiky, jejichz objem pak bude vystihovat objem tutvaru tim lépe, ¢im budou mensi
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— tak, jak jsme to udélali v odstavci 12.1 s atvarem pod grafem spojité funkce. Samoziejmeé je
nutné tyto myslenky formulovat matematicky daleko presnéji.

Nejprve zobecnime definici otevieného pokryti mnoziny v R"™, uvedenou v Dodatku F prv-
niho dilu pro n = 1, na pripad libovolné dimenze n.

Otevrenym pokrytim mnoziny A C R™ nazveme libovolny soubor O = {K,|. €
€ I} otevienych n-rozmérnych kvadra v R™, jejichZ sjednoceni je nadmnozinou
mnoziny A, tj. A C U,erK,. Index ¢ je prvkem jisté indexové mnoziny, kterd muze
byt konecna, ale i spocCetna, nebo obecné dokonce nespocetna. Mnozina A C R"
se nazyva kompaktni, 1ze-li z kazdého jejtho otevieného pokryti vybrat konecné
podpokryti, tj. kone¢ny pocet otevienych kvadrit K, az Ky tak, ze A C UY | K;.

Neni to nic nového, pouze jsme pripomnéli definici uvedenou v piikladu 9.8 (druhy dil,
strana 445), v némz jsme dokazovali, ze podmnozina euklidovského topologického prostoru je ve
smyslu vyse uvedené definice kompaktni prave kdyz je ohrani¢end a uzavrena. Toto pripomenuti
usnadni nasledujici definici zanedbatelné mnoziny.

Mnozina A C R™ se nazyva zanedbatelnd, nebo také mnozina miry nula, jestlize
pro kazdé ¢islo € > 0 existuje takové jeji pokryti otevienymi (ekvivalentné uzavie-
nymi) kvadry O = {K3, K», K3, ...}, jejichz celkovy objem je mensi nez . Mno-
zina A C R"™ se nazyva mnozZinou objemu nula, jestlize pro kazdé cislo € > 0
existuje takové jeji konecné pokryti otevienymi (ekvivalentné uzavienymi) kvadry
O ={K;, Ky, K3, ..., Ky}, jejichz celkovy objem je mensi nez e.

Pozn. 1: Pokud mate vyhrady k tomu, ze hovorime o nulové mite, aniz jsme tekli, co to mira je,
jsou do jisté miry spravné. Abychom véc pochopili do hloubky, potiebovali bychom rozvinout
teorii miry. Uvidéli bychom, ze se jedna o tzv. Lebesgueovu miru ve specialnim pfipadé, kdy je
nulova. Pro nasi potrebu vsak tato charakteristika ani poradnda teorie miry nejsou potiebné.
Jednoduse vezméme slovni spojeni ,,mnozina nulové miry“ jako samostatny pojem. Jednodussi
mozna skutecné bude mluvit o zanedbatelné mnoziné.

Pozn. 2: Vzhledem k tomu, Ze jsme objem otevieného kvadru definovali stejné jako objem
kvadru uzavieného, mizeme v predchozi definici zameénit oteviené kvadry za uzaviené. Nékdy
se tato zaména miize hodit.

Pozn. 3: Je ziejmé, Ze mnozina objemu nula je automaticky mnozinou miry nula, tedy zane-
dbatelnou mnozinou. Naopak tomu byt nemusi.

./

Priklad 12.4: Zanedbatelné mnoziny, které zanedbatelné viubec nevypadaji

Riemannova funkce z prikladu 9.7 (druhy dil, strana 444) je velice vdé¢nym objektem pro vysvétleni né-
kterych pojmti. Mnozina bodt jeji nespojitosti je totiz ukdzkovym piikladem zanedbatelné mnoziny. Abychom
nemuseli listovat v druhém dilu, Riemannovu funkeci pfipomenme.

fr: K=[0,1]%[0,1 — fr(z,y) €R,
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1
fR(x,y)zl—a pro xzs, p,q € N nesoudélnd, ye€Q,

fr(z,y) =1 v ostatnich pfipadech.
V piikladu 9.7 jsme dokédzali, ze mnozina bodil nespojitosti funkce fr je A = {(2,) € K|z = g,y € [0,1]}.
Tyto body vypln{ dsecky o rovnicich z = £ € [0,1], 0 <y <1 (obrdzek 12.4).

Obrazek 12.4 Mnozina boda nespojitosti Riemannovy funkce.

Usecek je tolik, kolik je v intervalu [0, 1] raciondlnich ¢isel. Téch je sice nekonecné, ale spocetné mnoho.
Znamend to, zZe je lze vSechna ocislovat pfirozenymi ¢isly, tj. najit prosté zobrazeni mnoziny pfirozenych éisel
N na mnozinu redlnych ¢&isel lezicich v intervalu [0,1]. Fakt, Ze raciondlnich ¢isel v jakkoli velkém intervalu je
stejné jako ¢isel prirozenych, vi jisté kazdy. Ale jak to vime? Ukazme pro zajimavost aspon jeden zpusob, jak
raciondlni ¢isla ,sestavit do fady*, tj. ocislovat je indexy z mnoziny prirozenych ¢isel. Provedme ocislovani treba
takto: Budeme radit do tabulky jen zlomky flz, kde ¢isla p a g jsou nesoudélnd, pricemz p € N U {0}, ¢ € N,
p < q, tak, ze v kazdém tadku tabulky budou zlomky se shodnym souctem p + q.
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Pomlcky v tabulce znamenaji ,,vynechané“ zlomky, tj. takové, které nesplnuji pozadavky kladené na ¢isla p
a q. Jde o ¢isla veétsi nez 1 a zkratitelné zlomky, které predstavuji opakovani zlomk# uvedenych jiz v predchozich
fadcich. Nyn{ zlomky postupné oéislujeme tak, Ze budeme postupovat po fadcich. Cislo 0 v prvnim Fadku je
oéislovano jednickou. Cislo 1 v druhém fadku dvojkou, 1/2 trojkou, 1/3 étyikou, 1/4 pétkou, 2/3 Sestkou, atd.

Ted uz se ale vratme k ptivodnimu problému. Prejeme si dokazat, ze mnozina bodti nespojitosti Riemannovy
funkce je zanedbatelnd. Musi se n4m proto podarit ji pokryt otevienymi dvojrozmérnymi kvadry (tj. obdélniky),
jejichz celkovy objem bude mensi nez predem stanovené ¢islo €. Je jasné, ze obdélnikii musi byt nekonecné
mnoho. Je vSak viibec mozné, aby celkovy obsah nekonecné mnoha obdélnikt byl konecny? Vzpomenete-li si
na nekonecné rady, jisté nebudete pochybovat o tom, Ze to mozné je. Vysku pokryvajicich obdélniki zvolme
stejnou a rovnu tieba 1,1 (definiénim oborem Riemannovy funkce je uzavieny ¢tverec o strané 1 a pokryvajici
obdélniky maji byt oteviené). Uvazme raciondlni ¢islo, jemuz jsme zobrazenim definovanym v piedchozi tabulce

piisoudili jedni¢ku. Je to &slo 0. Usecku {(0,y) € K|0 <y < 1} pokryjme obdélnikem o zdkladné a; = SR
Usecku odpovidajici raciondlnimu ¢islu oznacenému dvojkou pokryjme obdélnikem o zdkladné as = 1553, atd.,
obdélnik pokryvajici tsecku odpovidajici raciondlnimu ¢islu oznac¢enému i bude mit zdkladnu a; = 550,

a tak pokracujeme. Uvedenym postupem jsou pokryta vSechna raciondlni &isla ve ¢tverci K. Celkovy obsah
pokryvajicich obdélniki je
(o)

oo
5 15 1 €
P=S"11.—° _E N _f
; 1121+~ 442217 2 ¢

Mnozina bodu nespojitosti Riemannovy funkce je skutecné zanedbatelna. Protoze ji vsak nelze pokryt koneénym

poctem otevienych obdélniku o celkovém obsahu mensim nez predem zadané ¢islo, neni mnozinou objemu nula.

V predchozim piikladu jsme se setkali se zanedbatelnou mnozinou (mnozina miry nula),
ktera vsak neni mnozinou objemu nula. PoloZzme si otazku, jaka dalsi vlastnost mnoziny miry
nula by zajistila, aby se soucasné jednalo o mnozinu objemu nula? Je to kompaktnost. Vime
totiz, ze z kazdého pokryti kompaktni mnoziny otevienymi kvadry lze vybrat konecné podpo-
kryti. Bude-li kompaktni mnozina zanedbatelnd, dokazeme ji (jako kazdou zanebatelnou mno-
zinu) pokryt kvadry o celkovém objemu mensim nez je pfedem zadané ¢islo. Ze souboru téchto
kvadri bude ovSsem mozné vybrat koneény podsoubor, ktery bude mit celkovy objem rovnéz
mensi nez zadané ¢islo. Ale pozor: je-li néjakd mnozina mnozinou objemu nula, neznamena to,
ze musi byt kompaktni — tvrzeni prosté nelze obratit.

Pro 1ucely integrovani nepotiebujeme studovat zanedbatelné mnoziny do vsech detaili. Pro-
toze vsak jde o véc nesporné zajimavou, doprejme si jesté jednu otazku a jeden priklad, které
se zanedbatelnych mnozin tykaji. Otdzka (pro zopakovani topologickych vlastnosti mnozin):
vime, ze v R™ je mnozina kompaktni pravé kdyz je ohranicena a uzaviena. Déle je jasné, ze
kazda tsecka je ohrani¢enou uzavienou mnozinou, je tedy kompaktni. Mnozina bodt nespoji-
tosti Riemannovy funkce ovSem kompaktni neni (jinak by byla mnozinou objemu nula). Jak je
to mozné, kdyz je slozena jen z tisecek?

Priklad 12.5: Sjednocovani zanedbatelnych mnozin

V prikladu 12.4 jsme mohli vidét zajimavé véci: jedna tisecka byla ,,v porovnani s dvojrozmérnym ttvarem

zanedbatelnou mnozinou a sjednoceni spocetné mnoha tisecek rovnéz. Pro vlastnost ,,objem nula“ uz to neplatilo.

Polozme si otazku, kolik zanedbatelnych mnozin miizeme sjednotit, aby vznikla opét zanedbatelnd mnozina?
Zcela jisté jich obecné nemuze byt nespocetné mnoho. (Pokuste se to vysvétlit.) A jisté jich muze byt konec¢né
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munoho: pokud je totiz mnozina A kone¢nym sjednocenim N zanedbatelnych mnozin, mizeme pro libovolné € > 0
pokryt kazdou z nich kvadry o celkovém objemu mensim nez . VSechny tyto kvadry spolehlivé pokryji i mnozinu
A a jejich celkovy objem je mensi nez N - & = €. A co kdyZ bude mnozina A sjednocenim spocetné mnoha
zanedbatelnych mnozin, tj. A = A4; UA;UA3U...7 Zvolme € > 0. Mnozinu A; lze pokryt kvadry K; 1, K;2,.. .,
jejichz celkovy objem je mensi neZ s%r. Mnozinu A pak pokryva soubor kvadri {Ki,j|i,j =1,2,3,.. } Jejich
celkovy objem je

ZZU(Ki,j):Z(ZU(Ki,j)) <Z;T:Z %:§<E'
=1

i=1 j=1 i=1 \j=1 i=0

Dokézali jsme, ze sjednoceni spocetné mnoha zanedbatelnych mnozin je zanedbatelnd mnozina.

12.1.4 Spojitost funkce trochu jinak

Vime uz, ze existence Riemannova integralu souvisi se spojitosti funkce, ¢i presnéji feceno s tim,
do jaké miry je jeji spojitost porusena. V tomto odstavci se podivame na problém spojitosti
funkce z jiného thlu. Definice spojitosti, kterou dosud mame k dispozici z prvniho i druhého dilu,
si v§ima pouze toho, zda funkce v daném bodé je ¢i neni spojita. Novy pohled na (ne)spojitost
ji umozni ,zmétit“. Tato moznost bude velmi uzitecnd zejména v dikazu zakladniho kritéria
integrability funkce, které zatim zname pro funkce jedné proménné jako Lebesgueovu vétu
(prvni dil, strana 316).

V dal$fm textu tohoto odstavce pouzivame téchto piedpokladi: K C R”™ je uzavieny n-
-rozmérny kvadr a f : K > ¢ — f(r) € R ohrani¢end funkce. Konkrétni bod kvadru K,
v némz budeme proSetfovat spojitost funkce f(x), budeme znacit xy € K. (Toto oznadeni,
namisto symbolu a oproti druhému dilu, volime proto, aby nedochazelo k zaméné souradnic
bodu s krajnimi body intervalii [a’,b'] definujicich kvadr K.) Zvolme ¢&islo 6 > 0. Mnozina
Os(xo) = {x € Kz — x| < (5} definuje okoli bodu z ve smyslu obecné definice na strané
437 druhého dilu. Jedna se o tzv. kulové okoli, nebot v souradnicovém zapisu ma nerovnost
|x — xo| < § tvar \/(331 —x0)2+ -+ (z" — xf)? < . Pokud okoli Os(x) neni podmnozinou
kvadru K, povazujeme samoziejmé funkci f(r) za definovanou pouze na primiku Os(x) N K.
Déle definujme

m(f,xg,d) = inf {f(x)‘xe Og(xo)ﬂf(}, M(f,x9,d) = sup {f(x)‘xe Og(xo)ﬂf(} :

Rozdil M (f,xo,d) —m(f,zo,0) je neklesajici funkci proménné 4, tj. pro 6 — 0 neroste. Pfitom
je

M(f,x0,0) — m(f,z9,0) >0 pro libovolné § >0,

takze mnozina { M (f, zo, ) — m(f,zo,0)| 6 > 0} je zdola ohranifend a jako takova m4 infimum.
Daéle jsou samozrejmé nerovnosti

m(f,xo,01) < m(f,xo,02) < M(f,20,02) < M(f,20,01), pro libovolné §; > ds >0,
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m(f,zo,0) < M(f,20,0"), pro libovolné 4,6 >0.

Nenulové oscilace zjevné ,méri“ nespojitost funkce v bodé zq (obrazek 12.5).

Obréazek 12.5 Oscilace funkce v daném bodé a (ne)spojitost.

Pro horni obrazek je zvolena funkce jedné proménné definovana na intervalu [0,4] a dana
vztahy f(z) = x pro xz € [0,2), f(z) = 5 — 0,52 pro x € (2,4], f(2) = 3,5. Bod, v némz
vySetfujeme oscilaci, je g = 2 a bod grafu (zo, f(z¢)) je v obrazku vyznacen plnym krouzkem.
Uvédomte si, ze oscilace funkce f(z) v bodé xy na funkéni hodnoté f(zy) v tomto pripadé neza-
visi (pokuste se to zdivodnit). Dolni obrazek se lisi jinou volbou funk¢ni hodnoty f(z). V tomto
pripadé je oscilace funkce na volbé funéni hodnoty zavisla. A jesté jednu véc si uvédomme: Infi-
mum munoziny { M (f, xg,0) — m(f,z,0) | 6 > 0} je jejim hromadnym bodem a soucasné limitou
pro o — 0.

Jak ale souvisi spojitost s oscilaci? obrazek 12.5 to nazorné napovida, prinejmensim pro
funkci jedné proménné: ma-li byt funkce v daném bodé spojita, nesmi byt jeji graf ,pretrzeny
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— mezi jeho ¢astmi vlevo a vpravo od bodu xg nesmi byt mezera. Oscilace by proto méla byt
nulova. A naopak, bude-li oscilace funkce v daném bodé nulova, bude funkce v tomto bodé
spojita. Tato hypotéza je skutecné spravna, a to dokonce pro funkce vice proménnych.

Vénujme se nyni avaham, které ji potvrdi. Predpokladejme nejprve, ze funkce je v bodé
T spojitd. Znamend to, ze pro libovolné zvolené € > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro vsechny
body = € Os(xg) N K plati | f(z) — f(zo)] < . Pro tyto body z lezi hodnota f(z) v intervalu
(f(xo)—s, f(xo)+s) sitky 2e. Proto je M(f,xzg,d)—m(f, xo,d) < 2¢. Vzhledem k tomu, Ze ¢islo &
1ze libovolné zmensovat, je ziejmé, ze inf {M(f, zo,d) — m(f, z0,9)| 6 > 0} =0, tj. o(f, zo) = 0.
Jestlize naopak predpokladame, ze o( f,xo) = 0, méli bychom umét dokézat spojitost funkce
f(z) v bodé zy. Necht tedy o(f,zo) = inf {M(f, x¢,0) —m(f, z9,0)}|0 >0} = 0. Zvolme
libovolné € > 0. Z definice infima plyne, Ze v intervalu (o(f, z¢), o(f, zo) + €) lezi alespon jeden
prvek mnoziny {M(f,zo,0) — m(f,xo,9)| 0 > 0}. To znamend, Ze existuje ¢islo § > 0 takové,
7e M(f,xo,0) —m(f,zo,0) < e. Odtud jiz snadno plyne, Ze pro viechny body = € Os(xo) N K
plati |f(xz)— f(zo)| < e. Funkce f(x) je spojita v bodé (. Na zakladé predchozich ivah mizeme
vyslovit nasledujici tvrzeni.

Véta 12.3: Necht K C R" je uzavreny n-rozmérny kvddr. Funkce f : K — R je
spojitd v bodé xog € K prdve kdy? je o(f,x¢) = 0.

Dokézali jsme tedy najit veli¢inu (oscilaci funkce v bodé), jejiz nulova, resp. nenulova hod-
nota identifikuje spojitost, resp. nespojitost funkce v tomto bodé. Nésledujici tvrzeni a priklady
dokumentuji skutecnost, ze s hodnotami oscilace, ¢i spise s intervaly hodnot, v nichzZ oscilace
muze lezet, souvisi charakter mnoziny bodu nespojitosti funkce.

Prozkoumame nyni mnozinu bodt defini¢nfho oboru K funkce f(z), v nichZ je oscilace
funkce vétsi nez predepsana hodnota, popripadé s touto hodnotou shodna. Dokazeme néasledujici
tvrzeni:

Véta 12.4: Necht K je uzavreny n-rozmérny kvidr v R™ a f: K 2 x — f(z) €
€ R ohranicend funkce. Zvolme cislo € > 0 libovolné. Pak mnoZina A = {x €
€ K|o(f,z) > e} je uzavrend.

Mnozina A je samoziejmé podmnozinou defini¢niho oboru K. Abychom dokizali, Ze je
uzaviend, je tfeba se presvedcit, Ze doplnék mnoziny A v R”, tj. R™ \ A, je oteviend. Musi se
nam proto podafit sestrojit ke kazdému bodu x € R™ \ A otevieny kvadr K, ktery obsahuje
bod = a vejde se do mnoziny R™ \ A. Protoze do kazdého otevieného kvadru obsahujiciho
dany bod lze vepsat otevienou n-rozmérnou kouli, ktera tento bod rovnéz obsahuje, miizeme si
situaci usnadnit tim, Ze budeme pracovat s kulovymi okolimi, danymi jednoduse nerovnostmi
typu |y — z| < §. Budeme je znacit Os(z). Situaci priblizi obrazek 12.6.

Jestlize bod x nelezi v kvddru K, neni takzvané ,co FeSit“, nebot mnozina R™ \ K je
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=l

M
Oy () /

Os(z)

Obrazek 12.6 K dikazu véty 12.4.

oteviend. Zabyvejme se druhym moznym piipadem polohy bodu z, tj. z € K \ A. Pro oscilaci
funkce v tomto bodé plati o(f,x) < e. Musi proto existovat ¢islo § > 0 tak, ze M(f,x,d) —
—m(f,z,) < e. Pro¢ tomu tak je? Opét to plyne z definice infima ¢iselné mnoziny. Protoze je
totiz oscilace funkce v daném bodé infimem mnoziny {M(f,x,0) — m(f,z,6)}, kde ¢ probiha
mnozinu vsech kladnych ¢isel, pro néz mé rozdil M (f,z,9) — m(f,z,d) smysl, lezi v intervalu
[0( fx), z’:‘) alespon jedna hodnota tohoto rozdilu. Ta odpovida néjaké hodnoté, popiipadé i vice
hodnotam § (kterakoli nam poslouzi stejné dobre). Okoli Os(z) = {y | |y — z| < ¢} je disjunktni
s mnozinou A, tj. Os(z) C R™\ A. Presvédéme se o tom. Zvolme libovolny bod y € Os(x). Jisté
existuje ¢’ > 0 tak, ze Og (y) C Os(x). Proto je M(f,y,0") —m(f,y,0") < e a také o(f,y) < e
Pro libovolné zvoleny bod x € R™ \ A tedy dokdzeme najit jeho oteviené kulové okoli, které je
podmnozinou mnoziny R™ \ A. Mnozina R™ \ A je oteviend a mnozina A uzaviend. Vzhledem
k tomu, Ze je také ohrani¢end (je podmnoZinou kvadru K), je dokonce kompaktni.

Na zavér tohoto odstavce jesté uvedeme dva dulezité priklady chovani oscilace pro pripad
rostouci funkce jedné proménné. Budou se nam hodit, az budeme dokazovat kritéria integrability
funkcd.

Priklad 12.6: Rostouci funkce a oscilace

Predpokladejme tedy, ze f(z) je funkce jedné proménné, rostouci na intervalu [a, b]. Zvolme v tomto intervalu
libovolny pocet k riznych bodu z1, ..., zk, rovnéz libovolnych, sefazenych vzestupné, z; < ... < xg. Odpoved
na otézku, co dostaneme, secteme-li oscilace funkce f(z) ve vSech téchto bodech, je ndzorna: jisté nemuzeme
dostat vétsi hodnotu, nez je rozdil funkénich hodnot v bodech b a a, tj.

k
3 olf, ) < F0) = fa).

Piesto je tieba, jako vzdy, dokdzat to, co tvrdime. Zvolme libovolné & > 0. Vzhledem k tomu, Ze o( f, z;) je infi-
mum mnoziny rozdila M (f,z;,§) —m(f, z;,0), kde § probihd mnozinu kladnych ¢éisel, pro néz je prislusny rozdil
definovén, existuje v intervalu [o(f, xi),0(f, ;) + m) alespon jedna hodnota M (f,x;,d;) — m(f,x;,0;).
Cisla §; 1ze pritom volit tak, aby priniky intervalii [z; — &;, x; + &;] a [2i+1 — 6it1, Tiv1 + 0i41] byly prazdné pro
i=1,...k — 1. Pro jednoduchost ozna¢me jako § nejmensi z nich. Pak plati
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m(f,.%’“(;) < M(f7x7.35) < m(faxi+175) < M(f»xi+1a5) - M(f,.%'“(;) _m(fv'ri+176) <0

proi=1,...,k— 1. (Nezapominejme, Ze funkce f(x) je rostouci!) Plati
k k
> o(f ) Z (f,2i,0) —m(f,2,0)] .
i=1 i=1

Secteme-li viechny rozdily M(f,z;,d) — m(f,x;,0) dostaneme

-

[M(f,xi,6) — m(f,xi,0)] =

1

2

:M(f,.’L'l,d)—m(f7$1,(5)+M(f,$2,(5)—m(f,.’L'g,d)-f—"""M(f,.’L'k,(S)_m(f,$k76):

:_m(fv'rla Z fwrla m(f7$i+155)]+M(f7xk76)<M(faxk76)_m(fvx1a5)Sf(b)_f(a)'

A jesté jeden priklad, na kterém uvidime, Ze uz jen samotnd vlastnost byt rostouci® za-
chrani funkci od ,,ptilis velké“ mnoziny bodi nespojitosti.
Priklad 12.7: Jak velka je mnozina bodl nespojitosti rostouci funkce?

Méame na mysli funkci z prlkladu 12.6, tj. funkci f(x) jedné proménné, kterd je rostouci na intervalu [a, b].
Uvédomme si, ¢im je vysledek prikladu 12.6 zajimavy natolik, Ze by mohl pomoci najit odpoved na tvodni
otazku: soucet oscilaci nasi funkce v koneéném, avsak libovolné velkém poc¢tu bodu defini¢niho intervalu nemuze
prekrocit rozdil funkénich hodnot v krajnich bodech intervalu. Nerovnost odvozena v predchozim prikladu tedy
plati pro jeden, dva, deset, ¢i milion bodt v intervalu [a, b]. Sama nerovnost neni prili§ piekvapivd, ale zcela jisté
nas upozornuje na to, ze mnozina bodia nespojitosti funkce nebude moci byt ledajakd. Umozni nam dokézat, ze
mnozina A, = {x € [a,b] | o(f,z) > %} je pro kazdé k € N konecna! Jak to dokdzeme? Jako obvykle sporem.
Ptedpoklddejme, ze pro jisté k je mnozina A;,, nekonecnd. Pak staci, abychom secetli oscilace funkce v jejich
libovolné zvolenych bodech z1, ..., x,,, jejichz pocet m je ddn podminkou m > k(f(b) — f(a)). Dostaneme

m

> olf, ,)> > f(b) = f(a).

i=1

Dostali jsme se do sporu s vysledkem prikladu 12.6. Zajima nas vsak mnozina vsech bodu nespojitosti dané
funkce. Oznac¢me ji A. Je to mnozina vSech bodu s nenulovou oscilaci. Protoze pro jakkoli malou, avsak nenulovou
hodnotu oscilace mizeme najit ¢islo k € N takové, ze tato oscilace prevysi hodnotu %, plati zfejmé

Mnozina A je spoCetnym sjednocenim koneénych mnozin, je proto sama spocetna. O spocetné mnoziné bodu
v intervalu [a, b] (a dokonce v celém prostoru R, a co vic, nakonec i v R™) vime, Ze je zanedbatelnd! Dospivame
k docela silnému a mozné trochu prekvapivému zavéru: ze samotné vlastnosti, Ze funkce je rostouci na intervalu
[a,b], vyplyvd, Ze nemuze byt ,neomezené“ nespojitd. Mnozina bodu jeji nespojitosti je zanedbatelnd (miry

nula).
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12.1.5 Integral z funkce n proménnych na uzavieném n-rozmérném
kvadru aneb hranaté integrovani

V prvnim odstavci této kapitoly jsme zavedli Riemanniiv integral z funkce dvou proménnych
spojité na uzavieném dvojrozmérném kvadru, tj. na uzavieném obdélniku. Zobecnit tuto defi-
nici na pripad obecné dimenze n, véetné Fubiniovy véty, bychom dokéazali velmi snadno, nebot
otazky spojitosti funkci jsme dikladné rozebirali v odstavci 9.2. V zavéru tohoto odstavce jesté
vysledné vztahy pro spojité funkce n proménnych z praktickych divoda shrneme. Zamysleme
se vsak nad tim, zda by nebylo mozné pozadavek spojitosti funkce na celém uzavieném kva-
dru oslabit a zachovat pritom zakladni myslenku definice integralu. Nebude-li funkce na celém
kvadru spojité, nezaruéime existenci jeji nejmens{ a nejvétsi hodnoty na K a obecné ani na kva-
drech déleni kvddru K. Bude-li viak funkce na K alespoii ohrani¢ena (jinym slovem omezend),
nemusi sice na kvadrech déleni kvaddru K existovat minimum a maximum funkénich hodnot,
zarucené vsak bude existovat jejich infimum a supremum. Definici integralu zalozime prave
na této skutecnosti. (Ze jste to uz nékde vidéli? Ano, v prvnim dilu v Dodatku K, kde jsme
zobecnili definici Riemannova integralu pro funkce jedné proménné omezené na uzavienych
intervalech. A budete-li listovat v Dodatku K, osvézte si znovu pojmy infimum a supremum
mnoziny realnych hodnot o pér stranek dopredu v Dodatku F.)

Necht je tedy K = [a!,b'] X - - - x [a", b"] n-rozmérny uzavieny kvadr v R", x = (2!, ... z")
jeho obecny bod a

f:K>z=(z'...,2") — f(z)=f(z',...,2") €R

funkce n proménnych, ktera je na K ohranic¢ena. (P¥ipometime pro jistotu, Ze funkce se nazjva
ohrani¢end na mnoziné A C Dy, existuje-li ¢islo M tak, ze pro kazdy bod x € A je |f(x)| < M.)
Zvolme libovolné déleni D kvadru K a oznacme

mg(f) = inf {f(z)|z €S}, Ms(f) =sup {f(z)|z € S}

pro kazdy kvadr S € D (zde jiz pouzivame pozménénou interpretaci déleni, zminénou v zavéru
odstavce 12.1.2 v piikladu 12.3). Obdobné jako u funkce jedné proménné v Dodatku K prvniho
dilu sestavme dolni a horni soucet pro funkci f a déleni D,

L(f,D) = _ ms(f)v(S), U(f,D)= ) Ms(f)v(S), (12.12)

SeD SeD

kde v(S) je objem kvddru S. Vyrazy definované vztahy (12.12) se nazyvaji Darbouzovy soucty.
Pro libovolné zjemnéni D" déleni D samoziejmé plati mg(f) < mg (f) < Ms/(f) < Mg(f) pro
kazdé dva kvadry S € D a S’ € D', pro které S’ C S. Proto je také
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L(f,D) < L(f,D") < U(f,D") SU(f,D). (12.13)

Pfedstavme si nyni, Zze bychom mohli ,prohliZet“ mnozinu D vSech déleni kvadru K. Prakticky
to samoziejmé neni mozné, nebot takovych déleni je nespocetné mnoho. Z definice Darbou-
xovych soucti je vsak zrejmé, Ze hodnota zadného dolniho souc¢tu nemiize prekrocit hodnotu
nékterého souctu horniho, tj. zadny dolni soucet se nemiize ,,zamichat“ mezi souc¢ty horni. Mno-
zina vSech dolnich souc¢tt je tedy shora omezend libovolnym hornim souctem. Naopak, mnozina
hornich souctii je zdola omezena libovolnym dolnim souctem. Oznac¢me

§:am{MﬁDHDeD}:£/ﬁ E:hﬁﬂﬂﬁDHDeD}:u/ﬁ
K K

Cislo &, resp. Z se nazyva dolni resp. horni Riemanniiv integrdl funkce f na kvddru K. Evidentnd
plati

E/fSU/f. (12.14)

Uvédomme si, ze k tomu, aby existoval dolni a horni Riemanntv integral, staci, aby funkce f
byla ohranicena. To ovSem neni nijak silnd vlastnost, a také ani existence dolniho a horniho
Riemannova integralu sama o sobé k ni¢emu neni, nejsou-li tyto dvé hodnoty stejné. Pokud
vsak stejné jsou, definuji Reimannuv integral.

Necht K je uzavieny n-rozmérny kvadr v R" a f : K 3 z — f(z) € R funkce
ohranicend na K. Funkce f se nazyva integrabilni, nebo téz integrace schopna na
K, plati-li
E/f :U/f, spolecnou hodnotu znac¢ime /f. (12.15)
K K K

Pozn.: Postradate v zapisu praveé definovanych integralti ,elementarni zmény*“ proménnych,
tj. dz!, ..., dz"? Doposud jsme je v integrilech psali. Ve skutecnosti vSak z hlediska definice
integralu zadny vécny vyznam nemaji a bylo by proto opravdu logic¢téjsi jimi zapis nekompli-
kovat. Jejich uzivani ma piivod spise v neurcitém integralu jako ,opacné® operaci k derivovani,
fl(x) = %gf) = f(x) = [df(z) = [ f'(z)dz. Na druhé strané vsak plati, ze ,zvyk je zelezna
kosile® a zvyklost vypisovat elementarni zmény proménnych v integralech je tak zakofenéna,
ze bychom o jeji nadbytecnosti tézko kohokoli presvédcovali. Koneckoncti jsme v prvnim dilu
obvykly zapis také automaticky pouzivali. Proto ani v tomto textu nebudeme obvyklé zapisy
nijak inovovat a budeme psat
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/f=/fdvl—(=/f(x1,...,a:")dw1... dz", zkracené /f(x)dx.
K K K K

Priklad 12.8: Hratky se supremy a infimy

Pro ptipad, Ze nékdo pozapomnél vlastnosti infima a suprema ohranic¢enych mnozin, dokdzeme tii tvrzeni,
kterd jsme pred chvili prohldsili za zfejma. Prvni z nich jsou nerovnosti mg(f) < mgs/ (f) a Mg/ (f) < Ms(f) pro
SeD,S eD', S CS,kde D je zjemnénim déleni D kvadru K, na némz je funkce definovina a ohranicena.
Staci ukdzat, ze nerovnosti plati pro libovolné kvadry S’ C S. Dokdzeme nerovnost pro infima, pro suprema si
ji dokazte jako cviceni. Predpoklddejme sporem, Ze pro S’ C S plati mg(f) > mg/ (f). Oznac¢me § = mg(f) —
—mg (f) (obrazek 12.7). Podle definice infima existuje v intervalu [mg (f), ms: (f) + ¢) alespoii jedna funkéni
hodnota f(x), kde € S’. Pro tuto hodnotu je f(xz) < mg(f). Protoze vSak S’ C S, je také x € S. To je ve
sporu s faktem, ze mg(f) = inf {f(z)| z € S}.

Obrazek 12.7 Hratky se supremy a infimy.

Jako dalsi ,zfejmou* skutecnost jsme konstatovali, ze zadny dolni soucet se nemiize ,zamichat* mezi horni
soucty, a naopak. Predpoklddejme opét sporem, Ze by tomu tak byt mohlo, tj. existovala by déleni D a D’
kvadru K, pro néz by platilo U(f, D) < L(f, D’).

Obrazek 12.8 Hréatky s dolnimi a hornimi souéty.
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Jak dojdeme ke sporu? Predpokladejme, Ze déleni D" je spolecnim zjemnénim déleni D a D', tj. je zjemnénim
jak délen{ D, tak D’. Pak by za naSeho predpokladu, ze U(f, D) < L(f, D’), muselo platit

U(f,D")<U(f,D) < L(f,D") < L(f,D") = U(f,D") < L(f,D"),

a to se stdt nemuze. Situaci ukazuje obrdzek 12.8. Vpravo jsou vyznadena déleni D, D’ a D”. Kvadry déleni D
jsou vymezeny hranami kvidru K a ¢ernymi ¢arami, kvidry déleni D’ hranami kvaddru K a modrymi ¢arami,
a kvadry déleni D" hranami kvadru K a vemi éarami — éernymi, modrymi i éervenymi). (Kdybychom vynechali
Cervené Cdry, dostali bychom ,nejispornéjsi“ spoleéné zjemnéni déleni D a D’.)

A nakonec ovéfime ,ziejmou® nerovnost (12.14). Poslouzi k tomu obrazek 12.9.

[11

=U[f <+ piedpoklad sporem — &=L [ f
K 4
|

s
U(f,D) < spor —  L(f D)

Obrazek 12.9 Pro¢ nemuze byt dolni Riemanntv integral vétsi nez horni.

Predpokladejme, ze by dokazovana nerovnost neplatila, tj. dolni Riemanntv integral z funkce f na kvadru

K by byl vétsi nez integral horni. Oznaéme 6 = £ —Z = L [ f —U [ f. Protoze Z je infimum mnoZiny vSech
K K

hornich sou¢tl, musi v intervalu [Z, 2 g) lezet alespon jeden horni soucet. Dejme tomu, Ze je to horni soucet

piislusny déleni D, tj. U(f, D). Podobné v intervalu (£ — g,{} bude lezet alespori jeden dolnf soudet, ozna¢me
jej L(f,D"). odtud U(f, D) < L(f,D’). Tento z&vér je ve sporu se skutecnosti, kterou jsme dokdzali v prechozi
tloze tohoto piikladu — zadny dolni soucet se nesmi dostat nad néktery z hornich souct.

Pro definici Riemannova integralu jsme nevyzadovali spojitost funkce. Je samoziejmé, ze
kazd4 funkce spojitd na K je z hlediska zobecnéné definice Reimannova integralu integrabilni,
jak vyplyva z tivah v odstavci 12.1.1. Otédzkou je, zda funkce ohrani¢end na K miiZe byt in-
tegrabilni, bude-li mit na K né&jaké body nespojitosti, a pokud ano, jak ,rozsdhla“ mize byt
mnozina takovych bodi, aby funkce jesté byla integrabilni. Odpovéd na tuto otazku pro pti-
pad funkce jedné proménné dava Lebesgueova véta (prvni dil, Dodatek K, strana 316). Podle
této véty je ohranicend funkce na uzavieném intervalu integrabilni pravé tehdy, je-li na ném
spojita skoro vsude, tj. s vyjimkou nejvyse spocetné mnoziny bodi. Tuto vétu zobecnime na
pripad funkci n proménnych na uzavienych n-rozmérnych kvadrech — ale az za chvili. Nejprve
formulujeme jednodussi kritérium integrability a uvedeme piiklady.

Véta 12.5: Funkce f: K — R, definovand a ohranicend na uzavrieném n-rozmér-
ném kvidru K C R"™ je na K integrabilni prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdé ¢islo e > 0
existuje takové déleni D kvddru K, Ze plati U(f, D) — L(f, D) < e.

Tuto vétu uz zndme i s dukazem z Dodatku K prvniho dilu (strana 313) pro pripad fun-
kce jedné proménné na intervalu [a,b]. Dukaz pro n-rozmérny piipad muzeme doslova opsat,
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zaménime-li interval [a, b] za uzavieny n-rozmérny kvadr v R". Proto jej zde nebudeme repro-

dukovat.
Priklad 12.9: Jedna zajimavost, ktera sem zdanlivé nepatti

Tento priklad by se hodil spise do kapitoly o posloupnostech. Jde o tilohu se Sejkem, kterému se Sachové hra
zalibila natolik, ze ¢lovéku, ktery jej této hie naudil, slibil za kazdé sachovnicové pole urcity pocet zrnek ryze: za
prvni pole jedno zrnko, za druhé dveé, za treti Ctyri, a ddle osm, Sestnact, atd., az na poslednim, ¢tyriasedesatém
poli mélo byt 253 zrnek. V ptivodnim pifbéhu se obdarovany téméi urazil, protoZe si nedokazal spocitat, jakou
zasobu ryze ziska. Vypocet pomoci souc¢tu geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem 2 je velice
jednoduchy,

264 1
1+2+22+~~-+263:ﬁ:26471.

Preformulujme tuto tlohu do podoby vhodné pro integrovani a pouzijeme ji jako ukdzky pro aplikaci véty
12.5. Sachovnice predstavuje uzavieny obdélnik K = [0, 8] x [0, 8], na némz je definovana funkce f(z,y) = 2:7%7
pricemz predpis plat{ na mnozindch [i,i4+1) x[j,j+1) proi,7 =0,1,2,...,6, a déle pro (z,y) € [,i+1]x[j,j+1)
proi=7,5=0,...,6, (v,y) € [i,i+1) x[j,j+ 1 proi=0,....7, 5 =7a (z,y) € [i,i +1] x [j,5 + 1] pro
i =717,j = 7. Protoze jednotlivd pole pomyslné sachovnice jsou ¢tverce o strané 1 a funkéni hodnota na kazdém
z nich je rovna pravé poc¢tu zrnek z ptivodni tlohy, mél by byt objem ttvaru pod grafem této funkce ¢iselné roven
celkovému poctu ryzovych zrnek, které musel Sejk sehnat, aby dodrzel svij slib. Otazkou je, zda vibec ptjde
ulohu takto spocitat. Objem pod grafem funkce je integral z této funkce na definicnim oboru — jenze zatim
nevime, zda funkce je integrabilni. Je totiz dost nespojita. Body jeji nespojitosti vyplni vSechny strany, v nichz se
sachové pole stykaji, takze jich je nespocetné mnoho. Integrabilitu provérime pomoci véty 12.5. Zvolme libovolné
¢islo € > 0. K tomu, aby funkce byla integrabilni na K, staci, aby ezistovalo déleni D defini¢niho oboru K, pro
které bude splnéna podminka U(f, D) — L(f, D) < . Nebudeme proto uvazovat o néjakych obecnych délenich,
ale pokusime se najit to spravné. Piedstavme si jednotlivy (podle definice uzavieny) obdélnik S néjakého déleni.
Bude-li S C [i,i+ 1) x [§,7 + 1) pro urcité hodnoty 4 a j, bude mg(f) = Mg(f) a prispévek funkce na tomto
obdélniku do dolniho i horntho souctu bude stejny. Zasdhne-li obdélnik S sousedni pole, budou se infimum
a supremum funkénich hodnot na ném lisit. Mozné situace jsou znadzornény na obrazku 12.10.

V levé Casti obrazku je Sachovnice s ocislovanymi poli — ¢islo N uvedené na daném poli znamen4, zZe je na
ném 2V zrnek ryze, tj. i +8j = N. Vpravo jsou piiklady riiznych obdélnikii déleni:

mgs, (f) = MS1 (f) = 2i+8j7 mg, (f) = 2i+8j7 MSz(f) = 2(i+1)+8j )
me, (f) =278, Mg, (f) = 2480H0 0 mg, (f) = 2789, Mg, (f) =20+ D80+,

Infimum a supremum (soudasné minimum a maximum) dané funkce jsou odlisné pouze na obdélnicich, které
protinaji tsecky spolecné sousednim polim. Predstavme si, ze kazdou z téchto tisec¢ek pokryjeme uzavienym
obdélnikem o &fice §. Soucet obsahil takovych obdélniki bude P = 2-7 -8 - 4. Jejich sjednoceni oznac¢me A.
Zvolime nyni takové déleni obdélnika K, v némz pouzijeme obdélniky tvoiici prinik A N K a zbylé obdélniky
tvorici uzdvér rozdilu K \ A. Ozna¢me Dy = {S|S€ ANK} a Dy = {S|Sec(K\A)}. Pro S € D, je
ms(f) = Ms(f). Plati proto

U(f,D) = L(f,D) = Y (Ms(f) —ms(f))v(S) < (2 1) Y v(S) < (2% —1)P < 251125

SeD; SeDy

Zvolime-li
e €

263112 7.267°
ziskdme déleni vyhovujici vété 12.5. Funkce f(z,y) je tedy na K integrabilni. Viimli jste si, Ze bychom viibec
nemuseli infima a suprema funkce na jednotlivych obdélnicich déleni konkrétné vyjadrovat? Stacilo uvazit, ze

6 <
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Obrazek 12.10 Defini¢ni obor ,hodné nespojité* funkce.

rozdil Mg(f) — mg(f) pro kazdy obdélnik S € Dy je mensi nez Mz(f) — mz(f) = 2% —1 < 2%3. To je sice
hodneé velké, ale stdle pevné konecné ¢islo.

Kdyz ted uz vime, ze funkce je na daném obdélniku integrabilni, mohli bychom si fici, Ze integral zjistime
bud jako supremum dolnich, nebo infimum hornich sou¢ti — vysledek musi byt stejny. To by vsak u zadané
funkce bylo stéle jesté pracné (z Dodatku K v prvnim dilu vime, Ze vypocet Riemannova integrdlu piimo
z definice nemusi byt jednoduchy ani u jednoduché funkce jedné proménné). Vratime se k tomuto piikladu ve

chvili, kdy uvedeme nékteré uzitetné vlastnosti integralu.

Priklad 12.10: Samé malé nespojitosti

V odstavci 12.1.4 jsme se zabyvali situaci, kdy oscilace funkce v nékterych bodech prevysovaly predem danou
hodnotu. Nyni naopak predpokladejme, Ze oscilace funkce f: K > x — f(x) € R nepiekroéi v zddném z bodii
definiéniho oboru danou hodnotu ¢, tj. o(f,z) < & pro vSechny body = € K. Z toho, co uz o oscilacich vime, je
ziejmé, ze dokazeme pokryt kvddr K otevienymi kvadry O = {K, K>, ...} tak, Ze pro kazdy z nich bude platit

sup {f(z)| z € K;NK}—inf {f(z)]| 2 € K;N K} <e. (Dokazete to zdivodnit?) Kvidr K je oviem kompaktni

mnozina. Proto k jeho pokryti staci ze souboru O vhodné vybrat pouze koneény podsoubor iKl’ ..., Kn}, ktery
udéla tutéz sluzbu jako cely soubor O, tj. pokryje kvadr K. Zvolme nyni déleni D kvadru K tak, ze kazdy jeho
kvadr S je podmnozinou nékterého z kvadra Ky, ..., Ky. Pro toto déleni plati

U(f, D)= L(f.D) = > (Ms(f) —ms(f))v(S) <& Y v(S) = ev(K).

seD SeD

V prikladu 12.10 jsme ziskali dalsi uzitecné tvrzeni, které se bude hodit:

Véta 12.6: Necht ¢ > 0. Plati-li pro funkci f : K > x — f(z) € R nerovnost

o(f,x) < € na celém definicnim oboru K, pak existuje takové déleni D kvddru K,

pro néz je U(f, D) — L(f, D) < ev(K).
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V tuto chvili je pfipraveno vse pro vysloveni zcela zasadni véty tykajici se integrability
funkcd.

Véta 12.7 (Kritérium integrability): Necht K C R" je uzavieny n-rozmérny
kvddra f : K > x — f(x) € R ohranicend funkce. Funkce f(x) je na K integrabilni
prdave tehdy, je-li mnozina bodi jeji nespojitosti zanedbatelnd.

Na to, jak je tato véta dilezita, nebude jeji dikaz viibec tézky. To proto, Ze jsme si pro néj jiz
pripravili fadu pfedbéznych tvrzeni. Pro dalsi avahy zvolme pevné kterékoli ¢islo M, pro néz je
na celém kvadru K splnéna nerovnost | f(x)| < M. (Ze takovych &isel existuje nekoneéné mnoho,
neni snad potfeba zduraznovat.) Mnozinu bodi nespojitosti funkce oznaé¢me jako obvykle A.
Je to mnozina vsech bodia definiénitho oboru funkce, v nichz ma funkce nenulovou oscilaci.
Predpokladejme nejprve, ze A je zanedbatelnd. Chceme dokazat, ze funkce f je integrabilni.
K dispozici pritom méame vétu 12.5. Zvolime proto libovolné ¢islo € > 0 a budeme se snazit
najit takové déleni kvadru K, pro néz bude rozdil horniho a dolniho sou¢tu funkce f mensi nez

e. Oznacme .

e:m, Ac={z € Alo(f,x) > €} .
Tato mnozina je rovnéz zanedbatelnd, nebot A, C A. Je vsak zaroven kompaktni (podle véty
12.4), takze ma i nulovy objem. DokdZeme ji proto pokryt otevienymi kvadry Ki,..., Ky,
jejichz celkovy objem je mensi nez ;5. (Pro¢ volime mnozinu A. a horni hranici celkového
objemu kvadru, které ji pokryvaji, tak trochu ,krkolomnym* zpisobem, uvidime za chvili.)
Misto otevienych kvadri mizeme vzit jejich uzavéry, tj.
N() c

; (K < 37 (12.16)
Zvolme nyni takové déleni D’ kvadru K, Ze v ném budou dva typy uzavienych kvadrii (sledujte
schematicky obrazek 12.11 a rozmyslete si, ze takové déleni opravdu existuje):

Dy={SeD|SCKprojistéic{l,...,N@e)}}, Dy={SCD[SNA=0}.

V obréazku jsou vyznaceny i oteviené kvadry pokryvajici mnozinu A.. Pro objemy kvadru

spadajicich do D; plati
N(e c

S wu(S) < Y v(K;) < L (12.17)

SeDy 7

~

-1
Uvédomme si, %e vzhledem k podmince |f(x)| < M, platné na celém definiénim oboru K,
je pro kazdy kvadr S jakéhokoli déleni kvadru K splnéna nerovnost Mg(f) — ms(f) < 2M.
Dostavame tak

S [Msf —ms(D)]u(S) <2M 3 w(S) <2M - <

9
= (12.18)
SeD; SeD; 4M 2
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Obrazek 12.11 K dikazu kritéria integrability.

Ve vsech bodech kazdého z kvadru S € D, je oscilace funkce f(z) mensi nez € = 4v(51?)‘ Podle
véty 12.6 ovsem existuje takové déleni Dg kvadru S, pro které plati
€
> [Ma(f) = ms(£)]o(S') < 2e0(S) = -—=v(S) . (12.19)
S’eD QU(K)
S

Pro déleni D, které je spoleénym zjemnénim vSech déleni, kterd jsou ve hie, tj. déleni D’ a déleni
typu Dgs (tj. spliujici vztah (12.19)) vSech kvadru S € D, budou platit vSechny nerovnosti
(12.16) az (12.19). Pro rozdil hornich a dolnich souc¢ti odpovidajici déleni D tak dostaneme

£

U(F.D) = LUD) = 3 (Ms(() = ms(D)o(2) < 5+ 5 0 3 wlS) <.

nebot samozfejmé plati Y gep, v(S) < v(K). Zkonstruovali jsme tak déleni D kvadru K, pro
které je rozdil hornich a dolnich souc¢tu funkce f(x) mensi nez predem libovolné zvolené ¢islo
e > 0. Podle véty 12.5 je tedy funkce f(x) integrabilni. Dokézali jsme, Ze ze zanedbatelnosti
mnoziny bodt nespojitosti funkce vyplyva jeji integrabilita. Je tfeba dokézat i opacnou impli-
kaci.

Predpokladejme, Ze funkce f(z) je na K integrabilni. K tomu, abychom dokazali, Ze mnoZina
bodu jeji nespojitosti je zanedbatelnd, je tfeba si uvédomit, Ze pro ni plati vztah (12.11),
a dokazat zanedbatelnost kazdé z mnozin A, /,, k € N. Dokdzeme dokonce, ze kazda z téchto
mnozin ma objem nula. Zvolme libovolné ¢islo € > 0. Podle véty 12.5 existuje déleni D kvadru
K, pronézje U(f, D)—L(f, D) < £. Ozna¢me S C D soubor vech (uzavienych) kvadri tohoto
déleni, které maji neprazdny prinik s mnozinou A, a proto ji pokryvaji. Pro kazdy z nich
plati Mg(f) — ms(f) > % Pro jejich celkovy objem pak dostaneme

S 0(S) <k Y [Ms(f) = ms(H)]o(S) <k 3 [Ms(f) = ms(f)]v(S) =

SeS SeS SeD

= k[U(f.D) ~ L(f,D)] <k-%:5.
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Pokryli jsme mnozinu A, koneénym poctem kvadrii o celkovém objemu mensim nez pfedem
libovolné zvolené &slo €. Ze je téchto pokryvajicich kvadrit koneéné mnoho je ziejmé ze sku-
tecnosti, ze jde o kvadry nalezejici déleni. Ze jsou uzaviené neni na zavadu — vime totiz, ze
uzavrienost, resp. otevienost pokryvajicich kvadri nema na jejich celkovy objem vliv. Kazda
z mnozin A, k € N, ma tedy skutecné objem nula, takZe jejich sjednoceni (12.11) je zane-
dbatelnou mnozinou.

Se znalosti kritéria integrability ted uz miizeme okamzité odpovédét na otédzku, zda funkce
z prikladu 12.9 je integrabilni. Samoziejmé, Ze je. Body jeji nespojitosti tvori zanedbatelnou
mnozinu (a nejen to, jde dokonce o mnozinu objemu nula). Pfipomenme si jesté terminologii:
v Dodatku K prvniho dilu jsme takovou funkci jedné proménné nazyvali spojitou skoro vsude.
Tento termin obcas pouzijeme i pro funkce vice proménnych.

V prikladu 12.9 jsme ponechali otevienou jesté otazku hodnoty integralu s odkazem na
budouci vyuziti vlastnosti integralu. Ty nyni formulujeme v nasledujici vété — neptjde o nic,
co bychom uz neznali (v méné obecné podobé) z integralniho poc¢tu funkei jedné proménné.

Véta 12.8 (Vlastnosti Riemannova integralu): Ve vsech pripadech se jednd

o funkce ohranicené na uzavieném n-rozmérném kvddru K v R"™, ve zkrdceném

znacend piseme f(xt, ..., 2")dzt. .. da" = f(z)dz.

Necht (predpoklady) Pak (tvrzeni)

f je integrabilni a g = f = g je integrabilni a

s vgjimkou konecného Jg(x)dz = [ f(z)dz

poctu bodi K K

f, g jsou integrabilni = [+ g je integrabilni a
J(f(@) +g(x))dz = [ f(z)de + [ g(x)dz
K K K

f je integrabilni, ce R = cf je integrabilni a
libovolnd konstanta [ef(z)de =c [ f(z)da
K K

f a g jsou integrabilni  — f(z)de < [g(x)dx

a f(z) < g(z) na K

X —
x—

f je integrabilni = |f| je integrabilni a | [ f(z)dz| < [|f(z)|dz
K K
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f je integrabilni a D je <= f je integrabilni na kaZdém S € D
libovolné déleni K a Y [flx)|sde = [ f(z)dz
SED S K

f a g jsou integrabilni =  fg je integrabilni

Jednotlivé vlastnosti integralu z této véty si dokdzete sami v ramci cviceni. Diikazy jsou
jednoduché. Jsou zalozeny na platnosti véty 12.5. Vyzaduji pouze uvédomit si nerovnosti pro
infima a suprema funkeci na kvadrech déleni D a jeho zjemnéni D’ a odpovidajici nerovnosti pro
dolni a horni soucty.

Priklad 12.11: Zpét k tloze o ryzi

Kdyz uz o néjaké funkci zadané na kvidru K vime, Ze je integrabilni, je jedno, jakym zptisobem ziskdme

hodnotu integralu. U pfikladu 12.9 s vyhodou pouzijeme predposledni vlastnost véty 12.8, tzv. aditivitu integrdlu.

Zvolme déleni D Sachovnice (étverce K = [0,8] x [0,8]) tak, aby bylo tvofeno pravé jednotlivymi Sachovymi
poli, tj. ¢tverci S;; = [i,9+ 1] x [§,5 + 1], 4,5 =0,...,7. Pro restrikci funkce f na ¢tverec S;; plati

f(z,y)

na zbyvajicich strandch ¢tverce S;; je funkéni hodnota vyssi, poptipadé stejna (viz zaddni prikladu 12.9). Plati
tedy

s, =278 pro (z,y) € [i,i+1) x [j,j+1),

ms,; (f'S”) = 2i+8j .

Strany ctvercti Sy; jsou zanedbatelné mnoziny, a tak je funkce f|s,; integrabilni na S;;. Hodnota integralu je

J

Pomoci posledni vlastnosti integralu ve vété 12.8 dostaneme

5,y dady = 274570(S,;) = 27459

7

LA " LAY BN y 2641
/fdxdy:ZZ?“”:;T ;021 22212871:2 —1.

2 =0 j=0 1=0
K J

A to je zndmy vysledek.

12.1.6 Fubiniova véta aneb pro praktické integrovani staci umét jed-
nonasobny integral

Ze je tento nézev pravdivy, vime uz z odstavce 12.1.1, v némz jsme odvodili véc ryze praktickou
— Fubiniovu vétu pro integraci spojité funkce dvou proménnych na uzavieném obdélniku v eu-
klidovské roviné. Zduvodnili jsme také, proc lze vSechny provedené tivahy pouzit i pro pripad
spojité funkce n proménnych na n-rozmérném kvadru v R"™. Pro praktické ucely integrace na
kvadrech se skutecné lze spokojit s omezenim na spojité funkce, popripadé na funkce ,mirné“
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nespojité, jako treba v prikladu 12.9, resp. 12.11, kdy lze vyuzit predposledni vlastnosti inte-
gralu z véty 12.8. Fubiniova véta ve své nejobecnéjsi podobé vsak pripousti nespojitosti jesté
vétsiho kalibru, avsak stale jesté takové, aby vyhovovaly kritériu integrability (véta 12.7).

Véta 12.9 (Obecna Fubiniova): Necht K je uzavieny n-rozmérny kvddr v R"

a L uzavieny m-rozmérny kvdadr v R™. Predpoklddejme, Ze funkce
f: KxL>3(z,y) — flz,y) eR, z=(z....2"), y= " . ..,9™),

je integrabilni na kvddru K x L. Pro kaZdy bod x € K definujme funkci

ge: Loy — g.(y) = f(z,y) e R. (12.20)
Oznacme
L(x) = L/gx(y) dy' ... dy™, U(x) :Z/{/gm(y) dy! ... dy™.
I I

Pak funkce L(x) a U(x) jsou integrabilni na kvidru K a plati

/E(x)dxl dx”:/Z/{(x)dxl coda =
K K

= / flz,y)dzt ... da"dy ... dy™. (12.21)

KxL

Nez se pustime do dokazovani této véty, uvedomme si dvé véci: Funkce g, nemusi byt na
kvadru L integrabilni, a pfesto bude Fubiniova véta platit. Pofadi integrace lze navic zaménit.
Prvni z téchto poznamek dolozime za chvili prikladem, druhé je predmétem cviceni (iloha 9
cviceni 12.1.13).

Priklad 12.12: (Ne)integrabilita ,dil¢ich* funkci

Znovu se vratme k Riemannové funkei (piiklad 12.4), definované na ¢tverci [0, 1] x [0, 1]. Tento ¢tverec jsme

v piikladu 12.4 znacili jako K. V souvislosti s Fubiniovou vétou se ndm vsak nyni hodi oznaceni K = [0, 1],

L = [0,1]. O Riemannové funkci f(z,y) vime, ze je na obdélniku K x L integrabilni. Funkce g, definované ve
vété 12.9 mé pro raciondlni hodnoty proménné x = p/q € [0, 1], kde p, ¢ jsou nesoudélnd pfirozend ¢isla, tvar

1
9p/q * [Oa 1] 2y — gp/q(y) =1- 6’ resp. gp/q(y) =1,

pro raciondlni, resp. iracionalni hodnotu proménné y, tj. pro y € [0,1] N Q, resp. y € [0, 1] \ Q. V kazdém bodé
svého defini¢niho oboru je nespojitéd, neni proto integrabilni. (Uvédomme si, ze se chova stejné jako Dirichletova
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funkce — ,skdce® mezi dvéma pevnymi hodnotami.) Hodnoty jejtho dolniho a hornfho Riemannova integralu
na intervalu L = [0, 1] jsou

1

( ) /gp/q My:l_é’ u@):uo/lgp/q(y)dy:l.

0
Pro iraciondlni hodnoty proménné z z intervalu [0,1] je g=(y) = 1 pro libovolné y € [0, 1]. Funkce g, je proto
integrabilni na L a jeji Riemanntiv integral je roven jedné. Plati
1

a(x)zc/ o) dy = U(x u/gwwdy—/gw(y)dy:L re0.1\Q.
0

0

Zatimco tedy funkce L£(x) v zavislosti na tom, zda je hodnota proménné = racionalni ¢i iraciondlni, také ,skéce,
pricemz jeji ,skoky“ nejsou konstatni jako u Dirichletovy funkce, ale zaviseji na jmenovatelich hodnot z = p/q,
chové se funkce U(x) naprosto neskodné — je konstantni na intervalu K = [0,1]. Jeji Riemanniv integrél je
roven jedné. Integrabilitu funkce L£(x) uz provéfovat nemusime. Podle Fubiniovy véty je zaruena a integral
z funkce £(x) musi byt rovnéz roven jedné, i kdyz to na prvni pohled tak nevypadalo. (Na piikladech, jako je
tento, se presvédéujeme, ze v matematice je dobré intuici pouzivat, ale bez dikazu se na ni nelze stoprocentné
spolehnout.) A jesté jednu véc si uvédomme: podle Fubiniovy véty je funkce £(z) integrabilni, a podle kritéria
integrability musi tedy byt mnozina bodu jeji nespojitosti zanedbatelné. Zase jedna véc, kterd se na prvni pohled
piili§ ,nezda“. I kdyz — nalistujeme-li priklad K.2 (Dodatek K prvniho dilu, strana 316), mozn4 se tolik divit
nebudeme. Mnozina bodl nespojitosti Riemannovy funkce jedné proménné x € [0, 1], kterou jsme v piikladu
K.2 definovali vztahy f(p/q) = % a f(z) = 0 pro iraciondln{ hodnoty proménné z, je tvofena pravé raciondlnimi
¢isly z intervalu [0, 1]. Je proto zanedbatelnd. MnoZina bodi nespojitosti funkce £(z), o kterou ndm jde nyni,

je oviem stejnd (coZ jisté snadno zduvodnite). Je tedy rovnéz zanedbatelnd.

Nyni se uz vénujme dikazu Fubiniovy véty 12.9. Pro zjednoduseni budeme opét pouzivat
znaceni

de =dz'. .. dz", dy=dy'... dy™.

Predpokladejme, ze pozadavky véty 12.9 jsou splnény a funkce L£(z) a U(x) definoviny po-
moci vztahii v ni uvedenych. Mdme ukazat jejich integrabilitu na kvadru K, rovnost jejich
Riemannovych integréli a shodu spoletné hodnoty s Riemannovym integrdlem funkce f(x,y)
na kartézském soucinu K x L. Provedeme diikaz tfeba pro funkci U (z). Budeme postupovat
tak, Ze doln{ a horn{ soucet pro tuto funkci a libovolné déleni Dz kvddru K ,sevieme* mezi
dolni a horni soucet pro funkci f(x,y), * = (z',...,2") € K,y = (y',...,y™) € L, a déleni
D = (Dg, D;), kde Ds je libovolné déleni kvadru L. Dokdzeme tedy nerovnosti

L(f,D) < LU,Dg) <UU,Dg) <U(f, D). (12.22)

Tyto nerovnosti se nezmeéni, prejdeme-li u dolnich soucti k supremtm a u hornich k infimim.
Vzhledem k integrabilité funkce f je supremum mnoziny jejich dolnich souct rovno infimu
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mnoziny souc¢ti hornich (spole¢nd hodnota je Riemannovym integralem funkce f na kvadru
K x L), a proto

sup {L(U, D) | Dg € Dg} =inf {UU, D) | D € D} .

Zbyva jen dokézat avizované nerovnosti. Zvolme libovolné déleni D kvadru K x L, odpovidajici
déleni kvidri K a L oznacme Dy a D;. Kazdému kvadru S € D odpovidd pravé jeden kvadr
S1 € Dy a prave jeden kvadr S; € Dy tak, ze S = S; x S,. Plati

L(f,D) =Y ms(f)v(S)= > | D msxs(f)v(S2)|v(S).

SeD S1€D4 | S2€Dz

Pro libovolné = € Sy je mg,xs,(f) < mg,(g:). Pro vnitini soucet v predchozi nerovnosti tak
dostaneme

Y. msixs(Hv(S) < Y msy(ga) v(S2) < E/gx(y) dy = L().
SQGDZ SQGDZ T

Protoze tato nerovnost plati pro kaZdou hodnotu proménné = z kvadru Sy, musi ztstat zacho-

vana také pro inf {L(z) |z € S1} = mg, (£). (Prikladu tykajicich se vlastnosti suprem a infim

jsme uvadeéli dost na to, abyste toto tvrzeni snadno dokazali.) Nakonec dostavame

L(f,D)< Y ms (L)v(S1) = L(L, Dg) < LU, D).

SIEDE

Tim jsme dokéazali prvni z nerovnosti (12.22). Druhd je zfejma z definice Darbouxovych soucti
a posledni se dokéze zcela obdobné jako prvni (zkuste to). Protoze jsme uz predem vysvétlili
zaver dukazu, vyplyvajici z (12.22), muzeme Fubiniovu vétu prohlasit za dokdzanou.
Pozn. 1: V zavéru dikazu jsme pouzili nerovnost L(L, D) < L(U, D). 1 kdyz je jeji platnost
samoziejma a nazorna, dokazte ji.
Pozn. 2: V piipads, Ze je funkce f(z,y) spojitd na K x L, piejde obecnd Fubiniova véta ve
specialni verzi pro spojité funkce, kterou jsme formulovali v odstavci 12.1.1. V takovém pripadé
je totiz kazda z funkei g,(y), kde z € K, spojita na kvadru L.
Priklad 12.13: Fubiniova véta a zaménnost smisenych parcialnich derivaci
Ze ty dvé véci spolu nesouviseji? Tento piiklad jako mald ,perlicka® na konci odstavce ukaze, Ze velmi tzce.
Vzpomenete si, jak jsme docela pracné dokazovali Schwarzovu vétu (druhy dil, véta 5.1, strana 107 a véta 9.4,
strana 480), tykajici se zdménnosti smiSenych parcidlnich derivaci druhého fddu pro funkci dvou proménnych?
Diikaz je v druhém dilu na stranich 481 az 484. Fubiniova véta umozni dokézat totéZ na nékolika malo fadcich.
Predpoklddejme, ze parcidlni derivace fzy(z,y) a fyz(z,y) funkce f(z,y) jsou spojité na néjaké oteviené
mnoziné A a v jistém jejim bodé (a, b) si nejsou rovny (dtikaz sporem). Necht fqy(a,b) — fyz(a,b) > 0. Vzhledem
ke spojitosti funkei fyy a fy. zistane tato nerovnost v platnosti na jistém otevieném kvadru K C A. Kvadr K
lze volit i tak, aby i jeho uzdvér K = [x1,x2] X [y1, y2] byl obsaZen v mnoziné A. Pak
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/(fmy(sc,y) - fym(w,y))dwdy > 0.

K

Pouzitim Fubiniovy véty vcetné uvazeni zaménnosti poradi integrace dostaneme

72 (ffxy(x, y) dy) dz — 7 (’7@1(1:, y) dx) dy =

x1 1 Y1 1

S ] |5 (-

x Y1 Y1 1

:/[fx(x7y2)_.fm(xayl)}dx_/[fy(x%y)_fy(xlay)]dy:

= [f(2,92) = Fla,yn)]." = [F(22,9) = fla1,9)]2 =0

Vysledek je ve sporu s predpokladem. Z postupu je ziejmé, ze pTi vychozim predpokladu fy(a,b) — fyz(a,b) <0
bychom rovnéz dospéli ke sporu. Proto je fzy(a,b) — fyz(a,b) =0 v libovolném bodé mnoziny A.

12.1.7 Prvni zobecnéni integralu: integrovani na obecnéjSich n-roz-
mérnych utvarech v R" aneb sisaté integrovani

Co kdyz definicnim oborem funkce nebude zrovna uzavieny kvadr? Je i pak mozné definovat
Riemanntv integral? Co kdybychom méli tieba za kol vypocitat objem pod grafem funkce
z pifkladu 12.1, nikoli vSak nad obdélnfkem K = [—1,1] x [-2,2], ale tfeba nad kruhem
{(x,y) € R?*| 2% + y? < 1}? Té&leso by bylo omezeno grafem funkce, kruhem tvoficim podstavu
a vélcovou plochou o rovnici 22 + y?> = 1. (Kdo zapomnél rovnici valcové plochy, mize se
vratit k odstavei 6.3.2 v druhém dilu.) Nepochybné to néjak jit musi — takova télesa prece
maji svlij objem, ktery bychom dokazali zmérit tieba jejich ponorenim do vody v odmérném
valci. Znamena to vSak, ze musime zobecnit integracni obor Riemannova integralu, tj. prejit od
uzavienych kvadrii k obecnéjsim ohranicenym mnozinam. Zpocatku vsak k ne zcela libovolnym,
ale takovym, pro néz je, podobné jako u kvadru, rozumné definovan jejich objem.

Necht A je ohrani¢end podmnozina R", tj. existuje uzavieny n-rozmérny kvadr K
v R"™, v némz je mnozina A obsazena. Funkce

Xa: K32z — xa(z)=1 pro z€A, xalx)=0 pro ze€ K\ A (12.23)
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se nazyva charakteristickd funkce mnoziny A. Je-li tato funkce integrabilni na K,
nazyva se mnozina A jordanovsky meéritelnd a integral jeji charakteristické funkce
objem mnoZiny A v Jordanové smyslu. Piseme

v(A) :/XA(x)dx:/ldx. (12.24)

Necht f : K 32 — f(z) € R je funkce spojitd na K skoro vSude a necht mnoZina
A C K je jordanovsky méritelna. Integrilem z funkce f na mnozZine A rozumime

/f(:c)dx:/f(:v)XA(x)dx. (12.25)

A hned si muzeme klast otazky:

Bude-li mnozina A uzavienym ¢i otevienym n-rozmérnym kvadrem, dostaneme podle
nové definice jeho spravny objem?

Bude-li mnozina A tfeba uzavienym ¢i otevienym kruhem o poloméru r v R?, dostaneme
podle nové definice spravny vysledek 772? A co koule nebo kuzel v R3?

Bude-li jordanovsky métitelnd mnozina A mnozinou objemu nula, dostaneme podle nové
definice nulu? A jaky objem z hlediska nové definice bude mit ohrani¢ena zanedbatelna
mnozina, ktera vSsak neni mnozinou objemu nula?

Jak to bude s aditivitou integralu? Jaky bude vztah mezi integraly funkce f na mnozinach
Al, A2 a A1 U A27

Lze definovat integral z funkce f na mnoziné A i v piipadé, ze by mnozina bodu jeji
nespojitosti lezicich v A byla zanedbatelnd, avsak body nespojitosti lezici v K \ A tuto
podminku nesplnovaly? Anebo kdyby funkce f nebyla na mnoziné K \ A definovdna
viubec?

vvvvvv

rakteristické funkce néjaké mnoziny? Lze ji popsat néjak obecné, nebo je tfeba prosetfovat ji
pripad od pripadu? Pravda je oboji — hned uvidime. Véc je velmi jednoducha. Z topologického
hlediska muzeme u mnoziny A snadno odlisit jeji vnitiek int A, vnéjsek ext A a hranici hA (od-
stavec 9.1.2). Mnoziny int A a ext A jsou oteviené, takze s kazdym svym bodem obsahuji i jeho
jisté oteviené okoli. Funkce y 4 je na kazdé z nich konstantni funkei (jedna, resp. nula). Je proto
spojita v kazdém bodé vnittku i vnéjsku mnoziny A. Naopak, mnozina hA je uzaviena. Kazdé
okoli O(z) jejiho libovolného bodu z ,zasahuje jak do vnitrku, tak do vnéjsku mnoziny A, tj.
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O(z)Nint A # 0, O(z) Next A # (. Kazdy bod hranice mnoziny A je tedy bodem nespojitosti
charakteristické funkce.

Véta 12.10: MnoZinou vsech bodu nespojitosti charakteristické funkce libovolné mno-
ziny A C R™ je jeji hranice. MnozZina A je jordanovsky meritelnd prave tehdy, je-li
jeji hranice zanedbatelnd mnozina.

Podatilo se nam tedy na jedné strané charakterizovat jordanovsky méritelné mnoziny obec-

né, na zakladé jejich topologickych vlastnosti, na strané druhé musime pripad od pripadu
zkoumat jejich hranici.
Pozn.: Jesté mala dvaha o zobecnéné definici integralu. Pozadovali jsme v ni spojitost inte-
grované funkce f na kvadru K skoro vSude a méfitelnost integracniho oboru A ¢ K. Co
kdybychom pozadovali pouze integrabilitu funkce y 4 f na kvddru K? Stacilo by to? Pii tako-
vém predpokladu bychom jisté mohli ur¢it integral z funkce x 4 f na kvaddru K a prohlésit jej za
integral z funkce f na oboru A. Podivejme se vsak, jaké pripady by takova definice zahrnovala:
zvolme napiiklad K = [0,1], A = K \ (Q N1o, 1]) a jako f(z) Dirichletovu funkci na K. Hranicf
mnoziny A je interval [0, 1], mnozina A neni jordanovsky méfitelnd. Dirichletova funkce na
intervalu [0, 1] nenf spojitd v Zddném jeho bodé. Avsak funkce xaf je identicky nulova na K,
a tedy integrabilni. Smysl takové | integrability“ je ovSem pochybny.

Vratme se nyni k otdzkam, které nas napadly pred chvili. Odpovime na né v prikladech.
Priklad 12.14: Charakteristicka funkce a jordanovsky objem kvadru

Hranici uzavieného i otevieného n-rozmérného kvadru v R"™ je mnozina bodu na jeho sténach, kterd je
ovsem zanedbatelnd a dokonce je mnozinou objemu nula (tloha 11 cviceni 12.1.13). Charakteristickd funkce jak

otevieného kvadru K, tak uzavreného kvadru K jsou proto integrabilni na K. Pro A = K je véc jasna na prvni
pohled: pro libovolné délen{ D kviddru K je mg(xa) = Ms(xa) = 1 pro kazdy kvadr S € D, proto

L(xa,D) =U(xa,D) = > 1-v( K).
$eD

V piipadé otevieného kvaddru A = K je mg(xa) = Ms(xa) =1, je-li SNhA =0, a ms/(xa) =0, Mg (xa) =1
pro S’ NhA # (. Pak

U(xa, D) = L(xa, D) = 3 (1=1o(S)+ > (1=0)(8") = Y v(5").
SeD S'eD S'eD
Vzhledem k tomu, Ze hranice kviddru je mnoZinou objemu nula, lze volit déleni D kvadru K tak, aby celkovy
objem kvadri typu S’ byl mens{ neZ libovolné predem zvolené ¢islo € > 0. Charakteristickd funkce otevieného

kvadru je rovnéZ integrabilni na K a integrél je opét roven ,spravnému“ objemu v(K) kvadru K.

Priklad 12.15: Jordanovsky objem ,obvyklych® tutvart

Vypocet jordanovského objemu kruhu jako mnoziny v R? je specidlnim pifpadem obecnéjsi situace, kterou
se budeme zabyvat v tomto piikladu. Uvazujme o funkcich y = ¢(z) a y = ¢(x) spojitych na intervalu [a, b].
Predpokladejme, Ze na celém definiénim intervalu [a, b] plati ¢(z) < 1(x) (obrdzek 12.12).
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Obréazek 12.12 Prvni zobecnéni integralu.

Mnozina A je vymezena grafy funkei ¢(z) a ¢(x) takto:
A:{($,y)EX|$€[CL,bLyE [@(1)71/}('7‘)}}’ ACF7 E:[xbx?]x[yhyﬂ'

Jeji jordanovsky objem je podle nové definice

T2 Y2
v(A) :/XA(x,y)dxdy://XA(x,y)dxdy‘
K 1 Y1

Podle Fubiniovy véty je pak

v(A) = 72 72XA(x,y) dy|de =

1 1

To 90(1) 1,[}(1) Y2
=/ /XA(w,y)der / xa(z,y)dy + / xa(z,y)dy|dz.
x1 Y1 @(JL) w(i)

Pro rozepsani vnitiniho integrdalu jsme pouzili vlastnosti aditivity integralu pro pfipad funkce jedné proménné
(predposledni vlastnost ve vété 12.8). P¥i vypocétu vnitfniho integrélu (podle proménné y) zachdzime s promén-
nou z jako s konstantou. Pro pevné zvolenou hodnotu z € [a,b] je xa(z,y) =0 proy € [yl, (p(I))7 xa(z,y) =1
pro y € [p(x),¥(x)], a xa(z,y) = 0 pro y € (Y(z),y2). Pro x € [x1,22] \ [a,b] je xa(z,y) = 0 pro viechna
Y € [y1,y2]. Dostavame tak

b | ¥(=z)

v(A) :/XA(x,y) dxdy:/ /dy dz . (12.26)

K a |o(=)

V piipadé, Ze mnozinou A je kruh o poloméru r se stifedem v poatku soustavy soufadnic (vzhledem k zane-
dbatelnosti hranice je lhostejné, zda uzavieny ¢i otevieny), je ¢(z) = —vr? — 22 a ¢¥(z) = vr? — 2. Pro jeho
jordanovsky objem dostaneme

r Vr2—z? r




96 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

Zvolime substituci £ = r cost a dostaneme ,spravny“ vysledek.

0

v(A) = —2r2/|sint|sintdt = 27“2/

™ 0

1 — cos2t

5 dt = 7r?.

Jordanovsky objem kruhu je roven jeho obsahu, jak jej zndme z geometrie.

Priklad 12.16: Jaky objem ma mnozina objemu nula?

Jakkoli tato otdzka vypada divné, ma svij smysl. Mnozinu objemu nula jsme definovali pomoci jejiho pokryti
kone¢nym poctem kvadri, jejichz celkovy objem je mensi nez libovolné pfedem zvolené ¢islo € > 0. Jde nyni o to,
zda jordanovsky objem takové mnoziny, tj. integral z jeji charakteristické funkce, bude také nulovy. Vzhledem
k tomu, ze definice mivaji svou logiku, ocekavame, ze ano. Je vSak tfeba se o tom presvédcit. Predpokladejme
tedy, ze A je mnozinou objemu nula v R™. Zvolme € > 0 libovolné. Pak existuje koneéné pokryti mnoziny A
otevienymi n-rozmérnymi kvadry K1, ..., Ky, jejichz celkovy objem je mensi nez ¢, tj. v(K1)+---+v(Ky) < &.
Pripomenme, Ze objem uzavieného kvadru je stejny jako objem jeho uzavéru. Bude proto platit také nerovnost
v(K1) + -+ +v(Kx) < e. Vime jiz, Ze mnozina objemu nula je ohrani¢end. Ozna¢me K libovolny uzavieny
kvadr, do kterého se vejde. Situaci v roviné nazorné ukazuje obrazek 12.13.

| s
Ks %

Obrazek 12.13 Jordanovsky objem mnoziny objemu nula je nula.

Priinik otevienych kvadri je bud prazdny, nebo je to otevieny kvadr. Zvolme déleni D kvadru K tak, aby se
viechny priiniky dvojic kvadrt K1, ..., Ky staly kvadry tohoto déleni. Déleni D pak obsahuje kvadry dvojiho
typi: Se D, SNA=0as €D, S NA# (. Ukdzku takového déleni a priklad kvadri typu S a S’ vidime
rovnéz na obrazku 12.13. Je zfejmé, Ze pro celkovy objem kvadru typu S’ plati

> w(S) <v(Ey) 4+ +u(Ky) <e.

S'eD
Uréime rozdil hornich a dolnich sou¢ti pro charakteristickou funkci mnoziny A a déleni D. Pro kvadry typu S
je ms(xa) = Ms(xa) = 0, pro kvadry typu S’ je ms/(xa) =0 a Mg/(xa) = 1. Pak

U(xa, D) = L(xa, D) = Y (Ms(xa) —ms(xa))v(S) +
SeD

+ 3 (Msi(xa) — msr(xa))v(8) = Y v(8) <e.

s'eD S'eD
Ukézali jsme, Ze charakteristickd funkce mnoziny A je integrabilni podle véty 12.5. Uvédomime-li si, Ze dolni
soucet pro funkci x4 je nulovy pro libovolné déleni kvadru K, vidime, Ze Riemanniv integral z této funkce na
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kvadru K je rovnéz nulovy. Jordanovsky objem mnoziny A je proto v(A) = 0, jak jsme oekavali. A pokud jde
o zanedbatelné mnoziny, které nemaji objem nula? Ty dokonce nemuseji byt jordanovsky méritelné. Tak treba
mnozina vSech raciondlnich ¢isel z intervalu [0, 1] nen{ jordanovsky méfitelnd, nebot jeji hranici je cely interval
[0, 1].

A vyvstava hned dalsi otdzka: ¢emu je roven integral z funkce na mnoziné objemu nula? Spravné ocekavame,
Ze je nulovy. Postup dikazu je plné stejny jako v tomto pirikladu. Jen v ném namisto funkce f(z) = 1 bude

figurovat obecnd ,dostatecné spojitd* omezend funkce (viz tlohu 12 ve cviceni 12.1.13).

Priklad 12.17: Aditivita integralu

Predpokladejme, ze A; a Ay jsou jordanovsky méFitelné mnoziny obsazené v kvadru K a f je integrabilni
funkce na K. Jsou-li mnoziny A, A, disjuktni, jisté lze ocekévat, e integral z funkce f na mnoziné A; U A,
bude sou¢tem integralt na mnozindch A; a As. Je vSak tifeba to dokdzat a proSetfit i situaci, kdy mnoziny
A; a As budou mit neprazdny prinik. Opét mizeme vyzkousSet intuici: bude-li tento prunik mnozinou objemu
nula, ztstane pfedchozi zavér o souctu integrald v platnosti. Uvidime.

Mnozina A = A; U As je sjednocenim tii po dvou disjunktnich mnozin,

A=A UAy = (A1 \ A2) U(Az\ A1) U (A1 N As).

/fx>dx—/xA<z> (¢)do
/fx)da:+ /f(ac )dz + /fx)dx—

Plati

A1\ A2 A\ Aq A1NAy
/ o, (@) () de + / Yo (@) f () da + / Xnra (2)f(z) dz =
K K K
- / [X 42 (2)  Xos () + Xty (2)] £(2) dz
K

Vzhledem k tomu, ze jsou mnoziny A; \ Az, A3\ A1 a Ay N Ag disjunktni, je

XAl\Az ($) + XA2\A1 (I) + XAlﬂAz (QE) = XA (‘T) .

/f(:c)dx: /f(:c)d:c+ /f(z)der / (@) da

A1UA, A1\ Az Az\Aq A1NAs

Odtud jiz plyne

Uz tento vztah predstavuje vlastnost aditivity. Obecné lze analogickym postupem ukézat, Ze pro AN B = (
plati

/f l‘)dl‘—/f dx—l—/f x)dz. (12.27)
AUB

Vratme se vSak k na$i pivodni tloze. Mnozinu A; lze napsat jako sjednoceni dvou disjunktnich mnozin A; \ Ay
a A; N As. Diky vztahu (12.27) je

/f(:v)dx: /f(x)dx—i— /f(;y)dx,
Ay

A1\Ay A1NA,
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Je-1i prunik A; N A3 mnozinou objemu nula, je druhy integral nulovy a dostaneme
/f(x) dz = / f(z)dz, a podobné /f(x) dz = / f(z)da.
Ay A1\ Az As Az\ Ay
Intuice tentokrat nezklamala: vlastnost aditivity integralu mizeme psat ve tvaru
/ f(z)dz = /f(x) d;r+/f(x) dz mnejen pro A;NA; =0, (12.28)
AjUAS Aq Az

ale i tehdy, je-li A1 N A3 mnozinou objemu nula.

Na posledni z otazek tykajici se integrability funkce f na mnoziné A v pripadé, Ze se funkce
nechovd ,spofddané® na mnoziné K \ A, odpovime snadno: podstatné je chovani funkce y 4 f
na kvadru K. Mimo mnozinu A je vSak jeji charakteristickd funkce nulovd a vymaze proto
pripadné ,neptistojnosti funkce f. (Musime ovSem mit stale na mysli, Ze funkce f ma byt
podle vychozich predpokladt pro definici Riemannova integralu na K ohrani¢end, mnozina A
jordanovsky méritelnd.)

Na ukazku uvedeme jesté jeden prakticky vypocet obsahu rovinného utvaru. V druhém
dilu na strandch 129 a 130 jsme pocitali obsah ttvaru omezeného kiivkami y = 2, y = 222,
y =2 ' ay = 32"t Pfi vipoctu jsme pouzili plosny element v kiivocarych soutradnicich u,
v, danych vztahy y = uz?, u € [1,2] a y = vr~!, v = [1, 3]. Ndpad zaloZit vypocet na s¢itdni
kiivocarych plosnych elementti integralem byl spise intuitivni. Nedokazovali jsme, ze takovy
postup je spravny. V nésledujicim piikladu vypocteme obsah obrazce z prikladi 5.29 a 5.30
jako jeho jordanovsky objem. Takovy postup bude plné korektni. Uvidime, zda vyjde stejny
vysledek jako v prikladu 5.30.

Priklad 12.18: Obsah utvaru mezi kiivkami

Mnozinou A je obrazec omezeny kiivkami y = 22, y = 222, y = 2z~ ! a y = 3z~!. Pro vypocet jeho
jordanovského objemu zvolime postup z piikladu 12.15. Graf funkce y = ¢(x), omezujici mnozinu A zdola je
slozen 7z graf funkef y = 2~ ! a y = 22, graf funkce y = 1 (x) omezuje mnoZinu A naopak shora a je tvoien
grafy funkef y = 3z~ a y = 22%2. MnoZina A je sjednocenim mnoZin A;, A, a Az (obrazek 12.14). Uplatnime-li
vlastnost aditivity integralu (12.28), muzeme vyjadfit obsah ttvaru A jako soucet

v(A) = v(A1) + v(Az) + v(As) :de +Zd$ +Zd$.

Pro konkrétni stanoveni mezi integralti je tfeba urcit souradnice priseciktt X, Y, Z a W. Snadnym vypoctem
dostaneme

X:(\%%) Y = (1,1), Z:(%7\7§),W:<3 Z’,Hs).

272 %/g 222 \3/5 3zt

v(A)—/1 /dy dx+/ /dy dx+/ /dy dx =
+ 1

-1 2 \3/3 2
2 2
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1 V3 V3
= /(2x2 —x hda + / (222 — 2?) dz + / Bz ! —2?)de =
2 ! a3 V32 23 V3 2
(xg—lnx) + = + (311196—) =—-In2.
3 Y12 1 3 Y32 3

Vysledek je stejny jako v prikladu 5.30.

Vidéli jsme, Ze existuji ohrani¢ené mnoziny, které jsou natolik ,divoké“, Ze nelze rozumné,
tj. jordanovsky, zmérit jejich objem. Oteviené, resp. uzaviené ohrani¢ené mnoziny by se mohly
z hlediska méritelnosti jevit nadéjné: oteviené a uzaviené kvadry méritelné jsou. Véc vSak neni
zdaleka tak jednoducha, jak vypada. Ukazeme, Ze existuji jak oteviené, tak uzaviené ohranic¢ené
mnoziny, které méritelné nejsou.

Priklad 12.19: Neméritelné oteviené ohranicené mnoziny

Hovorime-li o otevienych mnozinach tfeba na redlné ose, prvni, co nas napadne, jsou oteviené intervaly.
Ty jsou méfitelné — jordanovsky objem otevieného intervalu I = (a,b) je v(I) = b — a. Kazd4 oteviend mno-
zina (a ted uvazujeme jen o téch ohranic¢enych) je sjednocenim jistych otevienych intervali. Objem sjednocen{
dvou otevrenych intervald I; a I je rovnéz méfitelnd mnozina. Je totiz sjednocenim t¥i po dvou disjunktnich
otevienych intervali,

IlLJIg:(Il\IQ)U(Ig\Il)U(IlﬁIQ).

Jak by tedy mohla byt oteviend mnozina neméfitelna? Problém je v tom, ze k vyjadreni nékterych otevienych
mnozin potfebujeme nekonecné mnoho otevienych intervald. Jednu velmi jednoduchou si ukdzeme. Uvazme
vSechna raciondln{ ¢isla v intervalu (0,1). Vime, Ze jich je spocetné mnoho, a proto je oéislujme rq,rs,....
Zvolme ¢islo p, 0 < p < 1. S ¢islem r; spojme interval I; = (aj,b;) délky b; —a; = p- 277 tak, aby v ném
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lezelo. Mnozinu A definujme jako sjednoceni vsech téchto intervali a vypoétéme jejich celkovou délku (soucet
jordanovskych objemt). Pozor! Nebude to jordanovsky objem mnoziny A:

A:UIj’ ZU(IJ):Z£ZP<1
j=1 j=1

j=1

Mnozina A je ohrani¢end (je podmnozinou intervalu (0,1)) a oteviend (je sjednocenim otevienych intervall).
Jeji hranice je hA = [0,1] \ A, a to rozhodné neni zanedbatelnd mnozina — celkovd délka otevienych intervall
potiebnych k jejimu pokryti bude totiz muset byt vétsi nez 1—p. Mnozina A neni jordanovsky méritelnd. MiZeme
se tomu i divit, protoZe se zda, Zze v intervalu [0, 1] nemohou po vyjmuti mnoZiny A zustat zddné ,zbytky“.
A prece, na jejich tvorbé se vyznamné podileji iracionélni éisla, jichz je v kazdém intervalu nespocetné mnoho.
Znovu vidime, ze v pripadé ,nekonecen“ nézorné predstavy prilis nepoméahaji.

Mnozina B = [0,1] \ A je ohranifend a uzaviena (tj. kompaktni) a je podmnozinou své hranice, B C hB.
(Dokazte, ze pro kazdy bod mnoziny B m4 libovolny otevieny interval, ktery tento bod obsahuje, nepréazdny
prunik jak s mnozinou B, tak s jejim doplitkem v R..) Protoze mnozina B sama neni zanedbatelné, nem4 tuto

vlastnost ani jeji hranice, ktera ji obsahuje. Mnozina B rovnéz neni jordanovsky méritelna.

12.1.8 Véta o transformaci integralu

Tento odstavec za¢neme problémem, jimz jsme v predchozim odstavci skoncili. Zjistili jsme,
ze korektni vypocet jordanovského objemu rovinného ttvaru omezeného zadanymi kiivkami
(parabolami typu y = ux? a hyperbolami typu y = vx™!) davd stejny vysledek, jako kdyz
integralem ,sc¢itame* plosné elementy odpovidajici kiivo¢arym souradnicim u a v. V tomto
konkrétnim prikladu jsme zjistili, Ze plati rovnost

/ dedy = /’det Da(u,v)‘ dudwv,

a(K) K
kde
a: K> (u,v) — a(u,v) = (:C(u,v),y(u, U)) € a(K)
je transformace kiivocarych soutadnic (u,v) € K, kde K = [uy,ug] X [v1,v2], na kartézské

souradnice (z,y), a Da(u,v) je Jacobiho matice této transformace (viz druhy dil, odstavec
5.3.1). Jeden priklad samoziejmé nic nedokazuje — mohlo by jit o ndhodu. Ale nejde. Zjistény
vysledek plati obecné i v n-rozmérném piipadé. A nejen pro vypocet objemu, ale pro integral
z funkce f na mnoziné A. Jakkoli vypadd tvrzeni o transformaci proménnych v Riemannove
integralu v jedné z moznych podob jednoduse, dokazuje se docela tézko. Je potfeba provést
dikaz v nékolika postupnych krocich. Proto je nejprve formulujeme a poté se budeme vénovat
diléim situacim v pifkladech. Ctenafi, ktefi radi véif matematickym vétam bez dikazd, mo-
hou rovnou preskocit k praktickym vypoctim v odstavci 12.1.9. Jednu ukazku toho, co véta
o transformaci ,,umi“, zaradime hned za jeji formulaci a nasledné komentare jako priklad 12.20.
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Véta 12.11 (Véta o transformaci integralu): Necht K je uzavreny n-rozmérny

kvddr v R™ a A C K oteviend jordanovsky méritelnd mnoZina. Necht ddle

a: Adu=(u',...,u") — a(u) € a(4) CR", (12.29)
kde a(u) = z = (2la(ul,... ,u”),... 2% (ul, ... ,u")) je vzdjemné jednoznacné
spojité diferencovatelné zobrazent, jehoz Jacobiho matice Da(u) je requldrni v kaz-
dém bode mnoziny A. Predpokladejme, Ze funkce f : a(A) > x — f(z) € R je na
mnoziné a(A) integrabilni. Pak plati

/f<x)dx:/(foa)m)\detpa(u)]du. (12.30)

a(A) A

Poznamenejme, Ze je-li diferencovatelné i zobrazeni o', nazyva se zobrazeni o ¢asto vzd-

jemné diferencovatelné. A uvédomme si nékolik dulezitych okolnosti, které souviseji s formulaci
véty:

e Protoze je mnozina A jordanovsky métitelnd, znamend to, Ze je apriori ohranic¢ena (defi-
nice jordanovsky méfitelnych mnozin ohranicenost predpokladé).

e Uzavér jordanovsky méfitelné mnoziny A je jordanovsky méritelnd mnozina (dokazte, Ze

obecné plati hA C hA).

e Obraz a(A) oteviené mnoziny A vzajemné jednoznacnym a vzajemné diferencovatelnym
zobrazenim « je oteviend mnozina.

e Obraz kompaktni mnoziny spojitym zobrazenim je kompaktni mnozina.

e V predpokladu integrability funkce f na mnoziné «(A) je implicitné skryt pozadavek
jordanovské méritelnosti mnoziny «(A) (tento predpoklad je obsazen v zobecnéné definici
integralu).

Pustime se do dukazu véty v nékolika dil¢ich krocich. Z toho, co jsme jiz zjistili o jordanovsky
meéritelnych mnozinach a integrélech spojitych, resp. skoro vsude spojitych funkci na nich, je
ziejmé, ze vztah (12.30) se nezméni, vezmeme-li misto mnoziny A jeji uzaver.

Budeme se vétou o transformaci zabyvat pro pripad, ze mnozina A je uzavienym kvadrem.

Nejedné se o zadnou ztratu obecnosti, nebot vztah (12.30) lze prepsat také takto:

/ f(z)de = /XA(u)(f oa)(u) ‘det Da(u)) du,
a(A) K

kde A C K, resp.




102 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

/ Xa(A) (T / u)(f oa)(u)|det Da(u)| du,

a(K)

kde A C K, a(A) C «(K). Vsimneme si nejprve nizkorozmérnych situaci. Pozdéji ukazeme,
ze vétu staci dokazat pro konstantni funkei, konkrétné lze zvolit f(x) = 1. Pro takovy pripad
dostaneme vétu o transformaci pri vypoctu jordanovského objemu mnoziny,

/dx:/]detDa(uﬂdu,

a(A) A

resp. totéz pro uzaver mnoziny A. Nez se vSak pustime do tvah tykajicich se véty o transformaci
jako takové, presvédéme se na dvou typickych prikladech o jejim praktickém vyznamu.

Priklad 12.20: Co .umi“ véta o transformaci

Pokud nalistujete piiklady 5.29 a 5.30 z druhého dilu (strany 129 az 131) a porovnéte snadnost vypoctu
obsahu plosného utvaru pomoci kfivocarych souradnic s tézkopadnym postupem v piikladu 12.18, kdy jsme tyz
obsah pocitali primo z definice integralu, budete mit jasno. Pomoci kfivocarych soutadnic lze ¢asto 1épe vystih-
nout geometricky tvar integracniho oboru a vypocet je pak mnohem snazsi. Miuzeme tak pocitat geometrické
a fyzikaln{ charakteristiky rovinnych a prostorovych (trojrozmérnych) titvari — objemy, hmotnosti, soutadnice
stfedi hmotnosti, momenty setrvacnosti, ... Na obrazku 12.15 je ptiklad rovinného a prostorového utvaru.
Rovinny ttvar, oznaceny jako S, je omezen parabolami y = x2, y = 422, y = \/z, y = /2, prostorovy ttvar
V je omezen povrchem rota¢niho paraboloidu 2z = x2 + y? a horni é4sti kulové plochy x2 + y? + (z — 1)? = 2.
Vypocteme polohu stfedu hmotnosti rovinného utvaru S za predpokladu, ze jeho plosna hustota je ddna funkei
o(z,y) = kxy, kde k = 1kgm™* je rozmérové konstanta. V piipadé prostorového titvaru V, o némz piedpokls-
dame, Ze je homogenni s hustotou s = konst., uré¢ime jeho moment setrvacnosti vzhledem k ose z.

z
z2=1++2—22—¢2 Yy
=4z® y=ux® y=z*
9 Yy Y Yy yzm
Y = /UL
y=vr
14 _
5 = a(R)
1 2 7

Obrazek 12.15 Praktické pouziti véty o transformaci.
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Soutadnice stfedu hmotnosti soustavy ¢éstic s diskrétnim rozloZzenim hmotnosti jsou dény vztahy (2.56)
na str. 176 prvniho dilu. V ptipadé rovinného utvaru, jehoz hmotnost je rozloZena spojité s plosnou hustotou
o(z,y), prejdou na integraln{ tvar

1 1
T = ;/zo(m,y) dzdy, yr = ;/ya(x,y) dedy, p= /U(x,y) drdy. (12.31)
S S S

Tyto tii integraly miizeme samoziejmeé spocitat primo ze zobecnéné definice integralu, podobné jako jsme to udé-
lali pfi vypoctu plosného obsahu v prikladu 12.18. Pracnost takového postupu je pfedem ziejma. Uvédomime-li si
viak, ze kazdym bodem ttvaru S lze prolozit paraboly y = ux? a y = \/vx, pticemz (u,v) € K, K = [1,4]x[1,2],
muzeme proménné u a v povazovat za krivocaré souradnice. Z rovnic dvou typi parabol snadno zjistime zobra-
zeni
a: K3 (u,v) — a(u,v) = (z,y) € oK), z=u"2303 y=u"1/323,
_%u75/3v1/3 —%u*4/3v2/3

1
Da(u,v) = ,  |det Da(u,v)| = gu*Q.

%u*2/3v*2/3 %ufl/?)vfl/?)

w= / o(x,y)dedy = /(a o a)(u,v) |det Dav(u, v)| dudv =
S=a(K) K
2 4

4 2
= //k(ufz/Svl/g)(ufl/%Q/S) (;)UZ) dudvzg /u’S du /vdu =
1 1

1 1

A ted uz hbitéji:

3k 1 8 1
vyjde — (1 — (4%/1—1):(1—) (4{71—1) .
VI S < 163/1) 35 16V4
Ze jsou to nepékné vyrazy? A to si predstavte, Ze byste k nim skuteéné museli dospét z definice postupnou
integraci podle Fubiniovy véty, a jesté v proménnych mezich vnitinich integrald, které byste nejprve museli
urc¢it. Véta o transformaci umoznila integrovat na obdélniku a shodou okolnosti jesté vyuzit vysledku prikladu
12.2.

Pustme se nyni do vypoctu momentu setrva¢nosti prostorového utvaru V. Od vztahu (2.57) na strané 178
prvniho dilu, platného pro soustavu s diskrétnim rozlozenim hmotnosti opét prejdeme k integralnimu vyjadreni

J. z/s(x,y,z)(x2+y2)dxdydz.
v
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Pokusme se nejprve o piimy vypocet z definice. Utvar je omezen plochami z = ¢(z,y) = %(1:2 +y?)az=

= Y(z,y) = 14+ /2—22—y?2, jeho pidorysem (oborem funkei ¢ a 1 omezujicim utvar) je kruh C =
= {(J;,y) € R? ’ 22 +92 < 2} (snadno se o tom presvédéite vipoctem vychdzejicim z porovnani rovnic ploch,

%(IQ +9?%) = 14++/2 — 22 — y2). Postupna integrace ptimo v proménnych x, y, z vypada nasledovné (s uvazenim

konstantn{ hustoty):
V3 =22 [ 14\/2—a2—y?

Jz:s/ / / (2 +y*)dz |dy |dz =

V2 |[—vV2—2z2 %($2+y2)

V2 2—x2
_ 2 2 2 2 2 2 _
—3/ / (x +y)<(1+ 2—z y)—f(x +y)>dy dr =
V2 lviar
V2 2—x? V2 V2—x2
1
=3 / / (z? + %) (1+\/2—x2—y2)dy der — s / / 5(x2+y2)2dy dz.
V3 |veme SV V)
Ve vnit¥nim integralu prvniho séitance pouzijeme substituci y = v/2 — 22 cost, pak /2 — 22 —y2 = V(2 —a2)
-|sint|, dy = —v/2 — xZsint dt. A uz se objevuje mald technickd komplikace s absolutni hodnotou a stanovenim

mez{ proménné ¢. Funkce sint nabyva nezdpornych hodnot pro t € [0, 7], zdpornych pak pro t € (m, 27). Meze
proménné y jsou y1(x) = —v2 — 22, ya(z) = V2 — 22. To odpovidd hodnotdm ¢; = 7 a to = 0 proménné ¢. Na
intervalu [0, 7] je sint > 0, a tak muZeme absolutni hodnotu odstranit a rovnou integrovat. S druhym séitancem
zatim zadny problém neni. Dostaneme

V2 0
Jzzs/ — \/m@coth—l—szinZt) (1+\/2—:r2$int)sintdt dx —
2 ™
V2 2—a?
—%s/ [w4y+§x2y3+;y5} m:
-V2
V2 0 V2 0
=5 / —M/(QCOSQt—I—xQSith) sintdt|dz+s / —(2—x2)/(2c052t+x281n2t) sin? ¢ dt | da —
7\/5 ™ 7\/5 s
V2
f%s / V2 —z? [2x4+§x2(2x2)+§(2x2)2}dx
-v2
V2 ™ V2 ™
=5 / \/m /(QSintcoszt—i-szin?’t)dt dz +s /(2—962) /(2sin2tcoszt+x2sin4t)dt dx —
-z 0 -z 0

V2

3 3 4
- V2 -2 —at+ —2% 4 - )dz.
s/ z<15x —|—15x —|—5>x
-v2
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Vypocteme integraly z goniometrickych funkei — pfipomente si vzorce pro dvojnasobny a polovi¢ni thel:

s
2 T4
/2sintcos2tdt: {COSgt] =,
3 0 3
0

/singtdtzfsint(l—coth)dt: [—cost—i-gcoth} =3
0 0 0
™ ™
.9 9 1 us
2sin” tcos” tdt = 1 (1 —cos4t)dt = 1
0 0
™ ™ K s
4 L2 2 1 1 3
sin*tdt = [ sin’¢ (1 — cos t)dtzi (1—coth)dt—§ (l—cos4t)dt=§.
0 0 0 0

Po dosazeni a tipravé pouzijeme v integralech obsahujicich v/2 — 22 substituci z = /2 cost:

J. :s/ﬂ( + x)dx+s f( —332)(7T 3m )dx—s/ﬂ( L 2+4)dx

4 15 5
-2
V2 V2
8 4 8
zs/\/2—w2 — 4+ g2 gt dx+ﬂ—s/(2—x2)(2+3x2)dx=
15 5 15 8
-2 -2
™ V2
2
:25/(1858111 t—i—gcos t sin t—%sm t cos t)dt—l—?TSS / (4+4x2_3m4)dz.
-2

Integraly z goniometrickych funkeci spoc¢teme opét pomoci souctovych vzorct pro dvojndsobné a poloviéni thly:

s ™ s

™ ™ m
sintdt = =, sin®tcos®tdt = —, sin®tcos*tdt = —
2 8 16.

0 0 0
Druhy integral (z polynomu v proménné z) je jednoduchy. Kone¢ny vysledek je
2 82

Ted se podivejme, jak si s vypoctem poradi véta o transformaci. Moment setrvacnosti ttvaru lze vyjadrit jako

integrél z funkce
1
fla,y) = s(a® +9%) {(1 +v2—a? - y2) -5+ yQ)}

na kruhu C = {(:v7 y) € R? ‘ 2?24+ 9% < 2}. Vidime, ze jak integrac¢ni obor, tak integrovana funkce jsou rotac¢né
symetrické vzhledem k ose z. Tuto symetrii dokonale vystihuji polarni soutradnice g, ¢. Zobrazeni a zvolime tak,
aby prifazovalo polarnim souradnicim kartézské, tj.

a: [0,V2] x[0,27] 3 (0,¢) — (z,y) € C CR2, z=pcosp, y=psing.
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Jakobidn (absolutn{ hodnota determinantu Jacobiho matice) odpovidajici poldrnim soufadnicim je
|det Da(e, ¢)| = o

(strana 118 druhého dilu). Pro moment setrvacnosti ttvaru tak dostdvdme integral, jehoz vypocet je uz velmi
snadny:

2r | V2 V2 ) V2
1
Jz:s/ /g2 <1+\/292292> odo|dy =27s /<g3295>dg+/g3\/292dg =
0 |0 0

0

0
2 2 8v2
= "5 —8V2rs / sintcos®tdt = s (14 —\F .
3 3 5

/2
V integralu obsahujicim /2 — 02 jsme pouzili jiz osvédéenou substituci o = /2 cost, integral v proménné ¢ jsme
pocitali béznym zptsobem, tj.

0 0 o
/ sin? tcos® tdt = / cost (sin2 t — sin? t) dt = {1 sin®t — B sin® t} = _2 .
3 5 /2 15
/2 /2
Jesté rychlejsi je vypocet vyuzivajici aditivity integralu a symetrie kazdé z obou c¢asti télesa zvlast. Moment
setrvacnosti celého télesa je totiz souctem momentu setrvacnosti paraboloidu a ptlky koule. Moment setrva¢nosti
paraboloidu vypoéteme snadno prechodem k valcovym soutadnicim (22 +%? = 02, determinant Jacobiho matice
je 0), moment setrvacnosti pilky koule pak v soufadnicich kulovych (22 +y? = 72 sin? 4, determinant Jacobiho
matice je r2sind):
2r | V2 [ 1

2
lezs/ / /QQ'QdZ do dgp:§7rs,

0 0 12

o | V2 [ ©/2 1 \/§
ngzs/ / /TZSinzﬂ-TQSinﬁdr dd|dy = 615 TS.
o |o 0

Sectenim dostaneme spravny vysledek.

Vidéli jsme, ze véta o transformaci proménnych v Riemannové integralu je velmi acinnym
prostfedkem prii praktickych vypoctech Riemannova integrélu v pripadé, ze tiloha ma néjakou
rozumnou symetrii. V pripadé pouziti ruznych typu kiivocarych souradnic, odpovidajicich sy-
metrii raznych casti télesa, jsme pavodni rozsahly vypocet zredukovali na pouhé dva radky.
A ted uz se opravdu vénujme vété o transformaci a jejimu diukazu poradné. Netrpélivy ¢tenar,
ktery chce vétu pouzivat, ale netrva na tom, aby ji rozumél, mize rovnou prejit k odstavci
12.1.9.

Priklad 12.21: Ale je zde problém, ...

... kterym jsme se stru¢né zabyvali uz v prikladu 5.22 (strana 120 v druhém dilu). Sledovali jste pozorné
predpoklady véty 12.117 Pak jste si jisté vsimli, ze k nim patii vzdjemna jednoznacnost zobrazeni « a regulér-
nost jeho Jacobiho matice. V predchozim ukézkovém piikladu vsak nebyly splnény. U polarnich, resp. valcovych
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souradnic dostavame pro ¢ = 27 diky periodicité funkei sinus a kosinus stejné hodnoty kartézskych souradnic
jako pro ¢ = 0. Body odpovidajici témto hodnotdm thlu ¢ vyplni v ptipadé polarnich souradnic polopiimku
(kladnou ¢ast osy ), v pripadé vdlcovych soufadnic polorovinu (soufadnicovd polorovina zz, > 0). Pro
o0 = 0 je determinant Jacobiho matice nulovy (tato hodnota odpovid4 v poldrnich soufadnicich poéatku sou-
stavy soufadnic, ve valcovych vyplni body s nulovou hodnotou determinantu Jacobiho matice osu z). Podobné
yhedostatky“ mé transformace z kulovych do kartézskych souradnic. Vzdjemnd jednoznacnost je porusena opét
pro ¢ = 0 a ¢ = 27 a prislusné body vyplni stejné jako u valcovych souradnic souradnicovou polorovinu xz,
z > 0. Determinant Jacobiho matice je nulovy nejen pro r = 0, ale ve vSech bodech, jimz odpovid4d nulova
hodnota sin 9. Tyto body vyplni opét celou osu z.) Pfesto jsme vétu o transformaci v piikladu 12.20 s tispéchem
pouzili — vysledek byl stejny jako pfi pfimém postupu jen pomoci Fubiniovy véty. Abychom tuto moZnou ne-
srovnalost vysvétlili, musime si uvédomit vyznam predpokladi tykajicich se zobrazeni a a zamyslet se nad tim,
v jakém rozsahu by ptipadné mohly byt poruseny. Predpoklady maji totiz charakter podminek postacujicich,
coz znamena, ze véta miize platit i v nékterych pripadech, kdy striktné splnény nejsou.

Premyslejme nejprve, jak by vétu o transformaci mohlo ,pokazit“ naruseni vzdjemné jednoznacnosti zob-
razeni a. Ukazme si to na nejjednodussim mozném piipadé — vété o substituci v jednonasobném integralu. Uz
v prvnim dilu jsme poéitali neuréity integral [v/1 — 22 dz pomoci substituce z = sin¢ (pifklad 2.55 na strané
139 prvniho dilu). Graf integrované funkce v mezich z; = —1, x5 = 1 je ptlkruznice o poloméru r = 1 v horni
poloroviné soutadnicové roviny zy. Kdybychom pocitali urcity integrdl z této funkce v danych mezich, méli
bychom dostat obsah pﬁlkruhu omezeného jejim grafem a osou x, tedy hodnotu 7. Vezmeme-li jako nové meze
integralu po substituci t; = —% a ty = 5, podle obecného névodu na str. 172 prvniho dilu, ocekdvany vysledek
opravdu dostaneme. V feci Vety o} tranbformaci nase substituce vcetné stanoveni mezi odpovida zobrazeni

a: A= [fa,g} 5t — x=a(t) =sint € [-1,1] = a(4).
Toto zobrazeni je vzajemné jednoznaéné, jeho Jacobiho matice je typu 1/1, Da = cost, a det Da(t) > 0 pro

t € (—%,%). Jakobidn je tedy nenulovy s vyjimkou dvou bodii integracniho oboru A, a to bodi krajnich.

Dvoubodovd mnozina je zanedbatelnd a vime, ze nemé vliv na integrabilitu funkce, ani na hodnotu integralu
(o situacich, kdy mize byt jakobidn nulovy, jesté budeme hovorit). Plat{

1
/\/1—x2d /|cost|costdt
21

+c052td :z.
2 2

NH
“‘:'\ vl

Zobrazeni

a: A= 7T]St—)x*oz(t):sin2te[7171]:04(‘4)

[ 272
také zobrazuje interval [—m/2,7/2] na interval [—1,1] a determinant jeho Jacobiho matice det Do = 2 cos 2t je
nenulovy, s vyjimkou dvou bodt, konkrétné —m/4 a 7/4. Nulovost jakobidnu v téchto bodech neni na zavadu
stejné jako v predchozim ptripadé. Na zdvadu vsak je, ze zobrazeni o neni v tomto pripadé vzajemné jednoznacné,
a vzajemna jednoznacnost je porusena nikoli v bodech zanedbatelné mnoziny, ale v podstatné vétsim rozsahu.
Obé situace jsou znazornény na obrazku 12.16.

Kdybychom ve druhém pripadé pouzili bez rozmyslu vétu o transformaci, dostali bychom chybnou hodnotu
integralu

5
e

2
1 4¢
/200522tdt=2/ﬂdt:ﬂ.

2
2 2
Odlisnost integralu z funkei (foa)| det Da| pro uvedené dvé transformace, zobrazujici v obou pfipadech mnozinu
A = [r/2,7/2] na mnozinu a(A) = [—1, 1], je také na prvn{ pohled zfejma p¥i porovnani ploch pod grafy téchto

funkei na obrazku 12.16.
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x = aft) (f o a)ldet Da
............................ 1 E
2 cos? 2t
0,5 1 sint
a(A) . : _t
X —z z z cos’t
sin 2¢ Z o5 |
t

et 1 . .

§ i 2

a A - - A -

Obrazek 12.16 K prikladu 12.21.
Pripomeiime si geometricky vyznam Jacobiho matice zobrazeni «, pfifazujiciho bodu u = (u',...,u") € A,

ACR™" bodz = (z!,...,2") € a(A), kde 27 = 2 (ul,...,u"), a(A) C R™, ktery jsme objasnili na nékolika
mistech, tieba v piikladu 9.66 (str. 569 druhého dilu). j-ty fadek Jacobiho matice vyéisleny v bodé x € a(A)
predstavuje te¢ny obraz vektoru ej, = (0,...,0,1;,0,...,0), umisténého v bodé v € A. Jinymi slovy, prvky
tohoto Fadku jsou slozky teéného vektoru v bodé z = a(u) ke kiivce oo pj, kde p; : s = u + se;, je piimka
o smérovém vektoru e;, prochdzejici bodem u € A. Nenulovost determinantu Jacobiho matice zarucuje, ze
jsou tyto teéné vektory v kazdém bodé obrazu a(A) linedrné nezdvislé. Je-li naopak v nékterém bodé u € A
jakobidn nulovy, jsou te¢né obrazy vektori e;,,, umisténé v bodé z = a(u) € a(A), linedrné zévislé a nevytvori
»Spravny ¢ objemovy element. Integrand na pravé strané vztahu (12.30) ve vété o transformaci je v takovych
bodech nulovy.

Jisté jste si vSimli, ze mnozina bodu, v nichz byly v nasich prikladech predpodklady véty o transformaci
poruseny a presto vztah (12.30) déval spravné hodnoty integralu, byla zanedbatelnd. To je také kritérium, kdy
vztah muzeme i pfi porusenych predpokladech pouzit. Dokonce se d4 dokazat tzv. Sardova véta, podle niz je

mnozina bod, v nichz je jakobian spojité diferencovatelného zobrazeni otevrené mnoziny A C R™ do R"™ nulovy,

vvvvvv

Priklad 12.22: Transformace interval — interval
Véta o transformaci integrdlu z funkce jedné proménné neni nic jiného, nez véta o substituci (prvnf dil,
strana 171):
a(b) b

[ 1@z = [ slatw]e’ @,

a(a) a

kde a : [a,0] 2 u — a(u) € [a(a),a(b)] pro a(a) < a(b), resp. a : [a,b] 3 u — a(u) € [a(b),a(a)] pro
ala) > a(b), je vzédjemné jednoznacné vzijemné spojité diferencovatelné zobrazeni. Skutecnost, ze ve vztahu
pro substituéni metodu nen{ derivace o'(u) v absolutni hodnoté, souvisi s poradim mezi (derivace vzdjemné
jednoznacné funkce o(u) mé na celém intervalu [a, b] stdle stejné znaménko). Pro jordanovsky objem intervalu,
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kdy je f(x) =1, ma véta o substituci pro a’(u) > 0, tj. a(a) < a(b), tvar

a(b) b
v([a(a), a(b)]) = / dz = a(b) — afa), /a'(u) du = a(b) — a(a).
aa) a

Analogicky ukdzeme, Ze pro o/ (u) < 0 je

b
v[(a(b),a(a))] = afa) — a(b) = /(—o/(u)) du.

Oznaéime-li interval [a,b] jako I, miZeme vétu o substituci (pro pifpad funkce f(x) = 1) psat piesné v duchu

véty o transformaci
/ dz = /|a'(u)|du: /|detDa(u)|du.

a(I) I I

Priklad 12.23: Transformace obdélnik — obdélnik
Piedpokladejme, 7e zobrazeni o predstavuje deformaci obdélnika K = [a, b] x [c, d] opét v obdélnik a(K) =
= [Aa, Ab] x [Be, Bd] (obrézek 12.17 vlevo),

a: K3 (u,v) — alu,v) = (2,9) € a(K), == Au, y= Bv.

Obrazek 12.17 Transformace obdélnikiu.

Jacobiho matice tohoto zobrazeni a absolutn{ hodnota jejtho determinantu (jakobidn) jsou

A 0
Do(u,v) = < 0 B) . |det Da(u,v)| = |AB.

Plati
/ dzdy = |(Ab — Aa)(Bd — Bc)| = |AB|(b—a)(d — ),
a(K)
/|detDa(u,v)| dudv = /|AB|dudv = |AB|(b—a)(d —¢).

K K
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Priklad 12.24: Transformace ¢tverec — specialni rovnobéznik
Zobrazeni
a: K> (u,v) — alu,v) = (1,9) €a(K), v=utv, y=v
pievadi étverec K = [0, 1] [0, 1] na rovnobé&znik a( K ), jehoz zékladnou je tisecka [0, 1] a jeho vyska je jednotkova
(obrazek 12.17 vpravo). Jeho plosny obsah vypocteny pomoci véty o transformaci by mél vyjit rovnéz jednotkovy,
shodné s plosnym obsahem ¢tverce K. Rovnobéznik je omezen pfimkami y =0,y =1, y=x y =z — 1 a jeho
vrcholy maji soufadnice (0,0), (1,0), (1,1), (2,1). Jeho plosny obsah je dan integrdlem

17 =z 27 1
/ XQ(K)dxdy—/{/dy dx+/[/dy]dx—1.
0o Lo 1

a(K) -

Jacobiho matice zobrazeni a jeho jakobian jsou

1

Da(u,v) = (1

0
1> , |detDa(u,v)| =1.

Prava strana véty o transformaci ma tvar

/|detDa(u, v)|dudv =1.

K

Mozna si kladete otazku, proc¢ se zabyvame tak trivialnimi priklady, které maji k dukazu véty
velmi daleko. Ne tak docela. Pomoci skladani transformaci rozebiranych v téchto prikladech 1ze
totiz ziskat libovolné linedrni zobrazeni v R2. Uk4Zeme, 7Ze pokud véta plati pro dvé (obecné
zadand) zobrazeni

:A>u— pu)=£€pB(A)CR", ~v:B3¢&—=v() =ze~B)CR",
u=(ul,.. . u"), &= (& ... ,€"), x = (zt,...,2"), asoucasné je B(A) C B, pak plati pro jejich
slozeni a = o 3. Tim budeme mit vétu dokazanu pro libovolné linearni zobrazeni v roviné a zase
tak postoupime o kricek k dikazu. Samoziejmé povazujeme za dané, ze jak obé zobrazeni, tak
integra¢ni obory A, S(A) a (v o 8)(A) splnuji vSechny pozadavky véty.

Uvazujme tedy o zobrazenich 3 a v, kterda jsme pravé popsali, a predpoklddejme, ze pro
kazdé z nich véta o transformaci plati. Pak

/dxf /dxf /]detm d¢ = /\detpﬁ w)|

(voB)(4) v(B(A)) B(A)

]

det Dy (f(u))‘ du =

det (Dﬁ(u) : D'y(f(u)))‘ du = /' det D(vy o 5)(u)‘ du = /‘ det Da(u)’du.
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Priklad 12.25: Linearni transformace v R?

Obecna linedrni transformace proménnych v R? m4 tvar
a: K3 (u,v) — alu,v) = (z,y) €a(K) CR?* 2 =Au+ Bv, y=Cu+Dv.

(Jesté obecnéjsi verzi dostaneme, budeme-li misto uzavieného obdélnika K pracovat s jordanovsky méfitelnou
mnozinou A.) Matici tohoto linedrniho zobrazen{ dostaneme jako souéin matic odpovidajicich maticim jednodus-
sich linedrnich transformaci popsanych v prikladech 12.23 a 12.24 (zapiSte zobrazen{ odpovidajici jednotlivym
Jacobiho maticim na pravé strané ndsledujici rovnosti):

A
Do (A CY_(#% 0y (1 o)(B ADo 11\ (1 0\ (1 (1) | det Daf = [AD—BC].
B D o 1)\t 1)\o 22-BJ\o 1/\o ¢)\o %

Odvodili jsme, Ze obsah rovnobéznika, ktery vznikne z obdélnika K,je |AD — BC |-ndsobkem obsahu obdélnika
K. Kdyby byl obdélnik K jednotkovy ¢tverec, byl by obsah rovnobéznika «(K) pfimo roven ¢islu |[AD — BC|
(obrazek 12.18).

y
v C+D ._....._....._......_....(.1_4..-.'- B’C+D)
(B,D _
1 D} a(K)
K 4,0)]
: 1 T
(0,0) 1 “ (0,00 B A+B

a: (u,v) = (Au+ Bv,Cu + Dv)
Obrazek 12.18 Obecn4 linedrni transformace jednotkového Ctverce.
Rovnobé&znik a(K) je v kartézské soustavé soutadnic (O; x,y,z) s pfidanou osou z uréen vektory £ =

= (A4,C,0) a (= (B, D,0). Z elementarni geometrie vime, ze jeho plo$ny obsah je roven velikosti vektorového

soucinu téchto vektort, tj. |€ x (| = |[AD — BC|. Véta o transformaci dévé ,spravnou® hodnotu obsahu.

V nésledujicim prikladu zobecnime zavéry piikladd 12.23, 12.24 a 12.25 na n-rozmérny
pripad.
Priklad 12.26: Specialni pripad linearni transformace n-rozmérného kvadru

Uvazujme o (regularnich) linearnich transformacich

a: Ksu — a(u)=r€a(K)CR", resp. f: K>u — B(u)=2¢c p(K)CR",

danych rovnicemi
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1 0 0
(xl x"):(ul . u”) 0 k 0o |,
0 0 1
pricemz cislo k # 0 stoji na i-té diagonalni pozici, resp.
B:at=ul,. . 2t =u et =t 1 T =T e = =
1 0 0
0 1 l
(2 e )= (o o) ,
: 1
00 ... ... 1

kde libovolné ¢islo [ stoji na j-té fadkové a i-té sloupcové pozici. V piipadé zobrazeni o zvolme nejprve ¢ = 1,
v pifpadé 8 nechf je i = 1,j = 2. Také pro tato zobrazeni véta o transformaci integralu plati. UkdZeme to pro
zobrazeni 3: Pro uréitost zapisme kvadr K jako kartézsky souéin intervalii, tj. K = [a!, b*] x[a?, b?] x- - -x[a™, b"].
Pak

B(K)=PxQ,
kde P je rovnobé&znik vznikly transformaci obdélnika [a',b'] % [a?,b?] zobrazenim B (uhu?) = (a2, 2?) =
= (u! + w2,u?) a Q =id ([a3,b%] x --- x [a™,b"]). Podle Fubiniovy véty plati

/ dzt ... dz" :/ /dac1 dz? [ da® ... da” :/ / |det DB(u',v?)|dut du®|da® ... da™.

B(K) Q LP Q |la*b']x[a?,b?]
Pouzili jsme zévéru z piikladu 12.25, podle néhoz véta o transformaci plati pro zobrazeni . Soucasné je

det DB(u',...,u") = det DA(u',u?) =1,

/dx3..‘dz": / du? ... du.

[a3,b3] X oo X [a",b”]

/ dx:/‘detDﬁ(u)’du.
K

B(K)

Ol

Odtud

Pro zobrazeni « je dikaz zcela analogicky (iloha 17 cvideni 12.1.13). Vzhledem k moznosti zdmény poradi
integrace, zaru¢ené Fubiniovou vétou, je zrejmé, ze véta o transformaci integralu plati pro zobrazeni o i 8 pri

libovolné volbé indext 1 < 4,5 < n.




12.1. VICEROZMERNE INTEGROVANI 113

Diky vysledktim specialnich prikladi linearnich transformaci je jiz snadné potvrdit platnost
véty 12.11 pro libovolnou linearni transformaci

a: K3 (u) — alu)=(z) € a(K) CR",

Al A3 L AT
(1:1 x? L. :L'”):(ul u? u”) Ay Az A )
AL A2 g

kde A7, 1 <i,j < n, jsou realné koeficienty. V druhém dilu jsme totiz v piikladu 4.44 (strana
65, vztah (4.29)) ukazali, ze kazdd regularni matice je soucinem tzv. elementarnich matic.
Elementarni matice vSak jsou pravé ty, které figuruji v prikladu 12.26. Kazda z nich pfimo
reprezentuje prislusné specialni linearni zobrazeni «, resp. # z tohoto prikladu. Jejich soucin
pak reprezentuje slozeni vsech téchto specidlnich linedrnich zobrazeni. Protoze jiz vime, Ze
plati-li véta o transformaci integralu pro jednotliva zobrazeni, plati i pro jejich slozeni, a protoze
determinant souc¢inu matic je roven souc¢inu determinantii jednotlivych ¢initelt, jsme s diitkazem
véty 12.11 pro libovolnou linearni transformaci hotovi.

Zbyvaji posledni dveé ¢asti dukazu: prejit od linearni transformace ke zcela libovolné a od jed-
notkové, resp. konstantni integrované funkce f(z) rovnéz k libovolné. Za¢neme druhym z obou
zobecnéni.

Nyni dokazeme, ze z véty o transformaci pro jednotkovou funkci plyne téaz véta pro li-
bovolnou funkci. Pfipomenme, ze (bez ztraty obecnosti) stale uvazujeme o mnoziné A jako
o uzavieném n-rozmérném kvadru v R", vlastnosti zobrazeni o pak zajistuji kompaktnost ob-
razu «(A). Pro lepsi ndzornost uvazujme o funkci f = f(z) = f(x!, ..., z") spojité a nezdporné
na mnoziné a(A). Muzeme si ale takové omezeni vibec dovolit? Véta predpokldadéd funkei f
integrabilni na «a(A). Tento predpoklad povoluje jeji nespojitost pouze v bodech zanedbatelné
podmnoziny mnoziny A, pricemz ,velikosti nespojitosti“, tj. hodnoty oscilaci, nemaji vliv na
hodnotu integralu. Funkce f o «, definovand na mnoziné A, je rovnéz spojitd a nezaporna.
Oznacme @ = A X [a, ], kde [a, b] je libovolny interval, pro ktery je a < (foa)(u',...,u™) <b
pro vechny body (u!,... u") € A, a

V= {(ul,...,u”,u”H) € Q‘ 0<u™tt < (foa)(ul,...,u”)} .
Definujme zobrazeni
a: Vs .  uh e — (2f .. 2" ") ea(V) c R
tak, ze (z',...,2") = a(u',...,u") a 2" = v tj. a(V) C a(A) x [a,b], pFesndji

a(V)={@',... e e R | (2!, 2") € a(4),0 < 2" < fat,... 2"}
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Priklad takové situace je znazornén na obrazku 12.19. Jacobiho matice zobrazeni &
Da | 0
0 |1
je blokova. Prvnim blokem je Jacobiho matice Da, druhy blok tvori jednicka. Proto plati

det Dai(u) = det Da(u), kde jsme oznadili w = (u', ..., u") au = (u',... u").

10

NO v A O

Obrazek 12.19 K dikazu véty o transformaci integralu.
Pomoci definice ,,prvniho zobecnéni integralu® (viz odstavec 12.1.7 a vztah (12.25)) a s po-

uZitim Fubiniovy véty miZeme vyjadiit integrdl z funkce F' = F(x!,...,2"") = 1, pro
(2!, ..., 2") e a(V)), takto:

v(@(V)) = / ldz' ... da"da"tt = / / Xawydz" ™ [dat ... da" =

a(V) a(A) a,b]
f(x)
= / / dz" ™ |dzt ... da” = /f(:v)dx, r= (2 ... "),
a(A) 0 a(A)

Jisté jste neptehlédli oznaceni v(a(V')), které znamend, ze se jednd o jordanovsky objem
mnoziny @(V'). Najdete argumenty pro to, ze je skutecné jordanovsky méritelnd? Za pied-
pokladu, Ze véta o transformaci plati pro jednotkovou funkei, mé tento integrél (pfi oznaceni
= (ul,... u™ u"t)) jesté jiné vyjadien:

o(a(v)) = /1dx1 o da dat = /\det Da(w)|du’ ... du" dum =
a(v) v
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(foa)(u)

= /‘det Da(u)‘ / du™t |dut ... du" = /(f oa)(u) ‘det Da(u)‘ du .
A 0 A

Jakkoli se mohlo zdat neuvéritelné, ze z véty o transformaci pro jednotkovou funkci vyplyva
jeji platnost pro libovolnou funkci, pravé jsme to dokazali.

Zbyva posledni krok, dokazat vétu o transformaci pro libovolné zobrazeni «. Dikaz prove-
deme indukci vzhledem k dimenzi integracniho oboru. Pro n = 1 véta plati, nebot se jedna
o vétu o substituci v jednonasobném integralu (piiklad 12.22), kterou jsme dokazali v prv-
nim dilu. Indukéni predpoklad znamena, ze vychazime z hypotézy, ze véta plati pro obecné
n. V indukénim kroku provedeme zaménu n — n + 1 a vétu za pomoci indukéniho predpo-
kladu dokdZeme pro n + 1. Necht A je tentokrat (n + 1)-rozmérny uzavieny kvadr v R™H
aa: A— alA) C R zobrazeni spliiujici vSechny potiebné pozadavky véty 12.11,

a: Adu — a(u) =v € a(Ad) c R"™,

kde jsme oznagcili

. 1 n+1
u=(u,...,u""),
o 1 n+1ly __ 1 1 n+1 n+1 1 n+1
v=(v,..., 0" = (a (uy .., u™ ), ™ (uy e )),
piicemz o' (u!, ... u"*) pfedstavuje zjednodusené oznaceni pro v'a(ul, ... u™), tj. pro i-tou
slozku zobrazeni o jako funkci proménnych u', ..., u"*!. Vytvoime toto zobrazeni pomoci jis-

tého ,mezistupné* tak, ze nejprve ponechame posledni, tj. (n+1)-tou, soutadnici zobrazovanych
bodt beze zmény:

B AU — flu) = (a}(w),....0"w), "),

pii disledném znaceni v'B(u) = v'B(ul, ... u") = v'a(ul,. .., u"™) = a'(u) pro 1 < i < n,
a v"MB(u) = v" Bl ... umt) =yl Zobrazeni B ,zdeformuje® pouze fezy mnoZiny A
n-rozmérnymi ,nadrovinami® u"*! = konst. Tyto fezy jsou n-rozmérnymi kvadry v R™. Piesné
se jednd o mnoziny AN{(u!,...,u"™) € R""! | 4" = konst.}. Oznacme je tfeba A(u"™!). Pro
n = 2 je to dobre vidét na obrazku 12.20.

Definujme dalsi zobrazeni, které se naopak nedotkne prvnich n slozek predchoziho obrazu
a ,,dokon¢i praci“ zobrazeni o v posledni slozce:

v: B(A) > —)7(@):$€Rn+1’

r= (2. . . 2" = <v1, oot ot (51(2)))> .

Plati o = v o 3. Pokud se podaii dokazat vétu o transformaci pro zobrazeni 5 a =, budeme
hotovi. Vime jiz totiz, ze plati-li tato véta pro jednotliva zobrazeni, plati i pro jejich kompozici.
Také vyuzijeme toho, ze dikaz staci provést pro jednotkovou funkci — to uz jsme dokazali.
Vénujme se nejprve zobrazeni 3. Integracni obor A je kartézskym soucinem A = P x [a,b],
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a=v0p -
! ! (7 0 B)(A(™))
(it b &>
| Aum+) BAW™) d
wt! _____,/_:f_‘_l}_"_ A ol
A b —BA) T o (yoB)A)

Obrazek 12.20 Jesteé k dikazu véty o transformaci integralu.

kde P je uzavieny n-rozmérny kvadr v R™ a [a,b] je interval, pficem? pro viechny body u =

= (ul,...,u") € Aje (ul,...,u") € P au" € [a,b]. Opét pomiize Fubiniova véta:
/ Lot ... do™! = / / dot. .. dv" |t (12.32)
B(A) [a,b] \B(A(u"t1))

Pfi zpracovan{ vnitiniho integralu zachdzime v souladu s Fubiniovou vétou s proménnou v+ =

= u"! jako s konstantou. Ona také na integracnim oboru S(A(u™"')) dokonce konstantni je.
Vnitini integral je integrdlem po n-rozmérném integra¢nim oboru S(A(u™*1)) z jednotkové
funkce podle proménnych vl ..., v™. Vypada to tedy, Ze pii vyjadieni vnitiniho integralu bude
mozné pouzit indukéniho predpokladu. Presné vzato, je tieba jej aplikovat na ztuzeni zobrazeni
$ na mnozinu A(u"™!) a ubezpecit se, Ze jsou splnény pozadavky véty o transformaci pro toto
zuzené zobrazeni

B = /B|A(un+1) : A(u"+1> ) (ul7 o 7un) N (Ozl(u), o 7&rz<u)) c B(A(um—l)) :

kde of(u) = af(u',...,u"™), 1 <i < n,a B(A(u"“)) = B(A(u”“)) x {u"*1}, kde ovSem
u"! = konst.!! Zobrazeni a je podle predpokladu vzajemné jednoznaéné a spojité diferencova-

telné. Totéz plati pro zobrazeni 3 a (. Thned to vidime z Jacobiho matic:

dal () 0o (u) 0

= 0
: : : : : DB(U) :
DB(u) = da (u) da™ (u) =
S e Sur 0 0
Sal (u 5o (u dal(u da™(u
gungl) “ .. o .. %u”g’l) 1 8un(+1) LRI 6un5_1) 1

Kromé toho je z nich ztejmé, ze det DS = det DB; Vlastnosti zobrazeni a a § zajisti také jorda-
novskou méftitelnost integracnich oborii a(A) a S(A(u"™)). Pro vyjaddieni vnitiniho integralu
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ve vztahu (12.32) skutetné mizeme pouzit vétu o transformaci pro n-rozmérny piipad, tj. nas
indukéni predpoklad. Dostaneme

/ ldv'... dv"™™ = / / ‘det DB(u)’ du'... du™ |du"™ =
B(A) [a,b] \A(urt1)

- / / det DA(w)|du' ... du” |du* = /‘det DB(w)|du’ ... du"™!
la,b] \A(untl) A
Zbyva dokézat vétu o transformaci jesté pro zobrazeni v. Jacobiho matice zobrazeni v a jeji

determinant jsou

("o~ (v)
ovl

: a n+1 —1
l)v(v) = Qﬁﬂf%;g:il&& y det<[)7<v> = (7 aljffl )(v>.

0 .. 0|20t e ()

Oyntl

Plati

/ dz' ... da"da" ! = / / dz™ | dat .. da™.
~1B(A)] BlA(un+1)] [y ([a,b])

V zépisu posledniho integrdlu nen{ vidét dilezitd véc: mnozina v***([a,b]) totiz zavisi i na
proménnych o' = v!, ..., 2™ = v". Zobrazeni v sice ponechdva prvnich n soufadnic zobrazo-
vaného bodu beze zmény, posledni, tj. (n 4+ 1)-tou soufadnici vSak méni v zavislosti na téch
predchozich. Pfi vypoctu vnitintho integralu pracujeme s proménnymi ! = !, ..., 2" = "

jako s konstantami. Pouzijeme vétu o substituci podle prikladu 12.22 a dostaneme

b
/ dz' ... da"da"t! = / [/
)]

vB(A BlA(unt1)] Lo

"o B (v)

8v”+1

dv”“] dot ... do" =

= / ‘det D’y(v)‘ do' ... dv™do™t.
B(A)
Pro zobrazeni v tedy véta o transformaci rovnéz plati.

V pravé ukonc¢eném diikazu se mimoradné osvédcila Fubiniova véta. Pro¢? Protoze umoz-
nuje ,rozdrobit® integraci na vicerozmérném oboru na postupny vypocet integralt na oborech
ménérozmérnych. A prave to jsme pro dikaz indukei vzhledem k dimenzi integra¢niho oboru
potfebovali.
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12.1.9 Aplikace: geometrické a fyzikalni charakteristiky rovinnych
a prostorovych utvaru

Nyni se jiz budeme vénovat prikladim a praktickym vypoctim geometrickych a fyzikalnich
charakteristik rovinnych a hlavné prostorovych utvar.
Priklad 12.27: Geometrické a fyzikalni charakteristiky rovinnych ttvara

Uz 7aci zakladni koly védi, Ze plosny obsah kruhu o poloméru R je wRZ?. Jak to ale védi? Rekli jim
to ucitelé. Pomoci integralu vsak tento vysledek snadno odvodime. Dostaneme jej jako integral z jednotkové

funkce na integracnim oboru, jimz je pravé onen kruh. Vime také z kapitoly 5 druhého dilu, ze kruh vznikne jako
obraz obdélnika A = [0, R] X [0, 27| zobrazenim pfifazujicim poldrnim soufadnicim (r, ¢) soufadnice kartézské:

a: [0,R] x [0,27] 3 (0,0) — a(e,p) = (z,y) € R®, © = gcosyp, y=psinp.

V kapitole 5 jsme odvodili i Jacobiho matici a vime, Ze jeji determinant je det Daw = p. Obsah kruhu je

2 R

1 R 2T
v(a(A)) = /dxdy:/|detDa|dgd@:/ /gdg dp = {2g2} ~[g0]0 =7R2.
0
A 0 \0

a(A)

Predstavme si kruh «(A) jako rovinny dtvar s rovnomérné rozlozenou hmotnosti s plosnou hustotou o = konst.
MfiZe jim byt tieba kus plechu. Jeho hmotnost pak vypoéteme velice snadno jako m = owrR?. Ani s vypoctem
stfedu hmotnosti se nemusime pfilis trapit. Vzhledem k symetrii itvaru a jeho homogenité bude lezet uprostied.
Jak je to ale s momenty setrvacnosti pri rotaci kolem rtznych os? Dejme tomu, ze kruh lezi v soutadnicové roviné
xy (obrazek 12.21).

® Y
2w QU2

" . a(A) F
N

0
Obrazek 12.21 Charakteristiky kruhu.

Zékladnimi osami, kolem kterych mtize rotovat, jsou osa z a kterakoli z pfimek lezicich v roviné kruhu a pro-
chéazejicich jeho stiedem, tieba osa x. Vypocteme oba momenty setrvacnosti (opét s pouzitim véty o transformaci
integralu). Moment setrvaénosti vzhledem k libovolné ose je pak mozné uréit na zékladé téchto dvou hodnot
a umisténi osy rotace. To uz je ale fyzikalni problém, ktery zde fesit nebudeme. Pro momenty setrvacnosti J,
a J, plati

27 R R
1 1 1
J, = /(w2+y2)odxdy:0/g2~gdgd<p:a /d(p /Q3dg 20[494} ~[<p}3”:§7r0R4=§mR2,
a(A) A 0 0 0

Jr = /oyzdxdy:a/gzsin2<p-ngd<p=
a(A) A
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2 R

2 3 1 1 . 2m 1 4 R 1 2
=0 sin” ¢ dep 0°do| =0 |=p— ~sin2p B = _mR?.
2 4 0 4- |1, 4
0 0

Priklad 12.28: Fyzikalni charakteristiky nehomogennich rovinnych utvart
Zustanme u kruhu zndzornéného na obrazku 12.21, s tim rozdilem, ze nyni bude jeho hmotnost rozlozena

nerovnomérné. Dokonce predpokladejme, Ze rozlozeni hmotnosti ,pokazi“ rota¢ni symetrii itvaru vzhledem
k ose z. Zvolme za plosnou hustotu tieba funkci

o(x,y) = kx®\/22 +y2, k=1kgm™> Fk je rozmérova konstanta .

Opét uréime hmotnost a zdkladni momenty setrvacnosti (pozor, osy = a y jiZz nejsou z hlediska momentu
setrvac¢nosti ekvivalentn{). Protoze se stfed hmotnosti mohl vysunout vlivem nesymetrie hustoty z geometrického
stfedu, je tfeba urcit také jeho polohu. Integraéni obor je vsak stéle rotacné symetricky vzhledem k ose z, a tak
pouzijeme opét transformaci do polarnich souradnic.

27 R

m= /J(m,y)dxdy:k / xQ\/x2+y2dxdy=k/920052<p~g-gdgdg0=k /coszgodg@ /g4dg =
a(A) a(A) A 0 0
11 S| 1
=k|-@p+ - sin2 -0’ = —knRS.
[2<,0+451n 4,0}0 [59]0 5 TR
27 R
1 k k 1 o "
Txp = — / zo(x,y)dedy = — /Cosggodgo /Q5dg = — [sing — =sin®¢| - [=0°| =0,
m m m 3 0 6° |,
a(A) 0 0

27 R
1 k El 1 oy af
yr = — / yo(z,y)dedy = — /(3052 psinpdp /95 do| = — {— cos® 4 . [96] =0.
m m m 3 0 6 0
a(A) 0 0

I pfes nesymetrii hustoty je stfed hmotnosti opét totozny s geometrickym stiedem kruhu. Co myslite? Bude
tomu tak pii jakékoli volbé funkce o(x,y), nebo je naSe volba natolik specidlni, Ze ke zméné polohy stfedu
hmotnosti nedoslo? Dokazete nezménénou polohu stfedu hmotnosti zdivodnit na zakladé konkrétniho typu
zadéni funkce o(x,y)? A jeSté momenty setrvacnosti:

2m R
1= [Powparay=i| [ ocrpds| | [Fao) -
a(A) 0 0

1 1 S T R | 5
=k {go — sin4<p] . [97} = —krR" = —mR2.

87 32 o 7%, T 28 28
27 R
Jy = /xQJ(ac,y) drdy =k /cos"‘godgo /QG do | =
a(A) 0 0
3 1 1 S N R 15
=k|S@p+ - sin2p+ —-sin4 20| = —==kwR" = _—_-mR?.
[8<p+451n <p+3251n QD:|0 {740 2% TR 28mR
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Moment setrvacnosti J, vzhledem k ose z vypoctéte pro kontrolu. Z jeho definice je zfejmé, ze by vam mél vyjit

soucet momentl J, a Jy,.

Typickou geometrickou charakteristkou prostorovych tutvart je jejich objem. Na zakladni
a stredni skole jste se nazpamétf museli naucit vzorce pro objem valce, kuzele, koule, kulové
vysece, kulové tusece a dalsich utvari. Nyni si je vsechny dokazeme odvodit. Budeme se jim
vénovat v nasledujicich prikladech, v nichz budeme opét s vyhodou vyuzivat vétu o transformaci
a volit vhodné krivocaré souradnice podle symetrie télesa. Samoziejmé budeme potiebovat
i Fubiniovu vétu. Néktera télesa a jejich rozmeéry jsou znazornéna na obrazku 12.22.
Priklad 12.29: Objemy prostorovych tutvara — kuzel

Objem kuzele K o poloméru podstavy R a vysce h je %ﬂ'RQh. Vypocteme jej. Plastém kuzele je ¢ast kuzelové
plochy o rovnici z = % \/W omezené nerovnosti 0 < z < h. (Rovnici si miizete pfipomenout v odstavci 6.3.2
druhého dilu.) Pramétem podstavy do soufadnicové roviny zy je kruh P = {(.r, y) € R? ’ 0<2?+92%< R2}.
Pro objem dostaneme

h

U(K):/dxdydz:/ / dz dydx—/(h—g\/aﬂ—l—gﬂ) dydz =
K Po\& a2+ P

T 7 h 1 hoJ1E 1

= h——o)odo|dp=2r|-ho®> — —=0*| = -nR%h.
//( RQ)QQ ® 71'[29 3RQL 37TR
0 0

Také si pamatujete, ze té7isté (stfed hmotnosti) kuZele lez{ ve tfech ¢tvrtindch vysky od vrcholu. I toto snadno
ovérime. Soutradnice 1 a yr pocitat nemusime. Vzhledem k symetrii a homogenité télesa jsou nulové. Oznacme
hustotu télesa jako s. Pro zp plati

h
s 1
szE/zdxdydzfv(K)/ / zdz | dedy =
ik P \pvrmp

2n [ R R
1 1/, h?, mh? [1 , 1o mh? R? 3
= S\ =530 edo| do=—= |50~ - | =TT =7
v(K) 2 R? v(K) |2 4R%|, w(K) 4 4

o Lo

Priklad 12.30: Objemy prostorovych tutvart — kulova vysec
Kulové vyse¢ V je definoviana polomérem koule R a vrcholovym dhlem g (obrdzek 12.22).
Jeji objem vypocteme transformaci defini¢niho integralu do kulovych soufadnic r, 9, @:

a: [0,R] x [0,9] x [0,27] > (r,9,¢) — (,y,2) € R,

r=rsindcosp, y=rsindsing, z=rcos?, det Do =r?sind,
27 [ do R 1 R 9
(V) = /dxdydz =/ / /r2 sinddr | d9| dp =27 [—cosﬁ}go- {37"3] = gWR?’(l—cosﬁo) .
0
K o Lo \o
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U z

-l

Obrézek 12.22 Geometrické utvary.

v

Pro kontrolu spravnosti poslouzi hodnota ¥y = . Pro ni je totiz ,vyseci“ celd koule. Po dosazeni costy =

= cosm = —1 skutec¢né dostaneme spravny objem koule %’/TRS.

Priklad 12.31: Objemy prostorovych tutvari — kulova tsec

Kulova tise¢ U je vétsinou zaddvana polomérem koule R a vySkou h, popiipadé polomérem gg (namisto
vysky, nebo poloméru koule — zbyvajici udaj lze vzdy dopocitat). Jeji objem snadno dostaneme, odeéteme-li od
objemu prislusné kulové vysece objem kuzele, na némz tse¢ ,sedi*. Vypocteme vsak jeji objem pomoci integralu
a teprve poté porovname s rozdilem objemu vyseCe a kuzele. VSechny vysledky vyjadiime pomoci R a h.

/R2—g2—y2

U(L{):/dxdydz:/ / dz | dedy =

u P R—h

27

/(\/7 (R — h))dxdy—/ /(\/327 (R — h))odo| =
-5

s =3 (R - ) w1 -

3/2

[\.')

1
| —=
3

_ §7r (R*— (R— 1)) — n(R—h) (R — (R~ h)®) = %th(BR _h).

Objem odpovidajici kulové vysece je, podle vysledku prikladu 12.30,

2 2 1 2
v(V) = gwR?’(l —cosfy) = gwR?’ (1 % RZ — g%) = §7TR2h’

objem kuzele pak

v(K) = fﬂ'go(R h) = W(RQ—(R—h)Q) (R—h).

Po odeéteni a upravich se ukéze, ze rozdil v(V) — v(K) je skuteéné roven objemu tsece U.
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Priklad 12.32: Fyzikalni charakteristiky prostorovych utvari — kuzel

Jednou z dulezitych charakteristik téles je temzor momentu setrvacnosti. Zatim jsme pocitali momenty
setrvacnosti vzhledem k soutadnicovym osdm. Tyto momenty tvori diagonalu matice, jiz je tenzor momentu
setrvacnosti v dané soustavé soutfadnic reprezentovan. Mimodiagonalni prvky se nazyvaji deviacni momenty.
Vypocteme prvky tenzoru momentu setrvacnosti pro homogenni kuzel o hustoté s(z,y) = s = konst. na ob-
razku 12.22. Soustavu soufadnic vSak nespojime s vrcholem kuzele, ale s jeho stfedem hmotnosti. Ten mé
vzhledem k soustavé souradnic zndzornéné na obrazku 12.22 polohu rp = (()7 0, %h). Rovnice kuzelové plochy
vzhledem k soustavé souradnic spojené se stfedem hmotnosti je

h
z:_2h+ﬁ,/x2+ 27

rovnice horni podstavy kuzele v této soustaveé je z = %h. Jednotlivé prvky tenzoru momentu setrvacnosti jsou
definovany takto:

(y* + 2%)s(z,y) dzdy dz,

(2% + 2%)s(z,y) de dy dz,

o
|
&~
| Il
A A A

Js3 = J. = [ (2*+y*)s(z,y)dedydz, (12.33)
Jig = Jo1 = —/a:ys(w y)dz dy dz,
Jiz = Jz1 = / s(z,y) dr dy dz,
K
Jog = J3o0 = /yzs z,y)drdydz.

Vypocet integraltt provedeme ve valcovych soutadnicich, které nejlépe odpovidaji symetrii integra¢niho oboru:

21 R ih
J11:s/ / / (¢0*sin® ¢ + 22) dz|odo |dp =
0 [0 \-2nt+lo

27 R
( h 1 (1. 3. h Y
3 a2 h— — - By A S ) I do Ydp =
/ /l@ Sin <P( RQ>+3Q<64 <4 +RQ>)] 4 ®
0

1
= —7wshR*(4R* + h?).
%0 ( )
Slozka Jzo mé stejnou hodnotu jako Jy; vzhledem k symetrii. Integral vyjadiujici Joo se od Jy1 lisi pouze
zéménou sin? ¢ — cos? ¢, na vysledku integrovani to vSak nic nezméni. Déle je
or [ R ih

R
J33:s/ / / 0®dzlodo d<p:27rs/ (h—)dg—lloﬂ'shR4
0 0

0 \~2h+tio
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27 R &

i 27 R
J12:s/coscpsin<p /g?’ / dz|do|dp =s /singocosgodgp /QS <h—]}ég>dg =0.

0 0 —3htho 0 0
Spravnost vypoctu momentu setrvacnosti kuzele vzhledem k jeho ose J33 muzete zkontrolovat: pocitali jsme jej
v prikladu 2.86 v prvnim dilu s vyuZzitim rotaéni symetrie (byl oznaden jako J,;, nebot poloha kuzele byla takov,
ze souradnicovd osa z byla jeho osou symetrie). Pfi vypoctu jsme tehdy o vélcovych soufadnicich samoziejmé
nehovotili, v podstaté vSak byly pouzity tak néjak ,skryté“. (Pokusite se to vysvétlit?)

Priklad 12.33: Fyzikalni charakteristiky prostorovych utvaru — anuloid
Anuloid, nebo téz toroid, je téleso vzniklé rotaci kruhu K lezictho pivodné v soufadnicové roviné zz, se
stfedem v bodé (R,0,0) a polomérem r < R, kolem osy z (obrazek 12.23).

B8 %
o =~
|
; ______________________________
) — 2 aa(4)
: A 3 . 4§
! /, \\\ — 1"
: B ...ﬁ. ______ fo-emT ‘\‘($7 Y, Z) b
o om0
T R v !
0 T i \ /

Obrazek 12.23 Anuloid.

Predpokladejme opét, Ze je homogenni a mé hustotu s = konst. Vypocteme jeho hmotnost a tenzor momentu
setrvacnosti. Ze symetrie plyne, ze stfed hmotnosti lezi v poc¢atku soustavy soutradnic, devia¢ni momenty jsou
nulové a slozky Ji; a Jao maji stejnou hodnotu. (Pro kontrolu a procvi¢eni muzete tvrzeni odvolévajici se na
symetrii télesa ovérit podrobnym vypoctem.) Symetrie télesa si opét zada pouziti kiivodarych soufadnic namisto
kartézskych, jak je vidét i z obrazku. Transformace « z kfivocarych do kartézskych soufadnic je ddna zobrazenim

a: A=1[0,r7] x[0,27] x [0,27] 3 (0,9, ) — (2,y,2) € a(4) CR?,
x=(R+ocos?)cosfB, y=(R+pcost)sinf, z=psind.
Jacobiho matice této transformace a jeji determinant jsou
cos v cos B cos ¥ sin sin v
Da = —osinvcos —psindsin g ocos v ,
—(R+ ocos¥)sinff (R + pcosv)cosf 0
det Do = —p(R + pcos?) .

Hmotnost télesa je dana integralem

27 [ 27 r
m:s/dxdydzz/|detDa(Q,19,ﬂ)|dgd19dB=s/ / /g(R—i—gcosﬂ)dg d9|dg = 2s7*r’R.
a(A) A 0o Lo \o
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Pro diagonalni slozky momentu setrvacnosti plati

27 [ 27 T
Ji1 = /(y2 + 2%)sdrdydz = s/ [/ (/ ((R—l— ocos?)?sin? § + ¢ sin® 19) o(R + pcos¥) dg) dﬁ} dg =

a(A) o Lo \o

= 3571'27“2]%(4]%2 +5r%) = Jpo,

2r [ 27 r
: 1
J3z3 = /(x2 +y%)sdedydz = s/ |:/ (/Q(R+ ,Qcosﬁ)d dg) dz?] dg = 5571'27‘2]%(4}?2 + 3r%)

a(A) 0o Lo \o

S dalsimi praktickymi priklady na pouziti Fubiniovy véty a véty o transformaci si ve Cviceni
12.1.13 pomoci predchozich navodu jisté poradite.

12.1.10 ,,Dluhy“ z predchozich dila

V tomto okamziku méame ,na poradném® matematickém zakladu vybudovan pojem vicené-
sobného integralu na jordanovsky méritelnych integracnich oborech, véetné formulaci a dikazi
vét umoznujicich jejich praktické pouzivani (Fubiniova véta a véta o transformaci integralu).
V geometrické a fyzikalni praxi to znamena, ze umime pocitat charakteristiky rovinnych a pro-
storovych tutvara. V prvnim dilu jsme se zabyvali jednonasobnym integralem a na zakladé
n¢j odvodili kiivkovy integral prvniho druhu. V odstavcich 5.2.5 a 5.3.3 jsme zavedli pojem
elementu délky. Prakticky tedy umime pocitat geometrické a fyzikalni charakteristiky krivek
(jednorozmérnych utvari v R?, v R3, viz odstavce 2.3.5 a 2.3.6). Na jednonasobny integral do-
kdzeme prevést vypocet nékterych rovinnych utvart v R? (odstavec 2.3.3), ale také rotacnich
ploch v R? (odstavec 2.3.7). V odstavci 9.3.3 jsme dokonce definovali kiivkovy integral druhého
druhu, takze umime pocitat i praci silového pole. Umime toho vcelku dost, ale jesté ne vsechno.
NedokéZeme zatim spocitat integrély, jejichZ integra¢nimi obory jsou plochy v R? (obecné k-
-rozmérné utvary v R” pro 1 < k < n). Piikladem takovych vypoc¢ti mohou byt geometrické
a fyzikdlni charakteristiky ,kiivych“ ploch — plosny obsah, hmotnost, poloha stfedu hmot-
nosti, momenty setrvacnosti, ale také treba tok silového pole danou plochou, o kterém jsme
se zminili v odstavci 9.4.1. Dokonce jsme v tomto odstavei elementarné ,,odvodili* Gaussovu-
-Ostrogradského vétu (vztah (9.68)). Slovo ,odvodili“ je v uvozovkach timyslné: prezentované
,odvozeni“ je sice velmi jednoduché a nazorné, nepredstavuje vsak dikaz. V druhém dilu jsme
totiz plosny integral neméli ani poradné definovany. A o tento ,dluh“ se nyni bude jednat,
i kdyz nebude ,splacen zcela — naprosto korektni definici integralu v situaci, kdy integrac-
nim oborem je k-rozmérny tutvar v R” pro 1 < k < n, formulujeme teprve poté, kdy zavedeme
novy typ integrovanych objekti — diferencidlni formy. K ¢emu je tedy tento vsunuty odstavec,
kdyz ani v ném nebude feceno vse v uplné obecnosti? Je urcen ¢tenaitum, kteri netrvaji na
preciznim vykladu teorie, potfebuji vsak provadét praktické vypocty a nédzorné jim rozumeét.
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Dalsi vyklad v tomto odstavci bude zaméren pravé takto. Jeho podstatou bude navod, jak
prevést integral po plose v R3, kterd nemusi byt rovinnd, na integral dvojnasobny, ktery uz
mame zaveden zcela korektné. Zminény navod bude zalozen na geometricky nazorné predstavé
plo$ného elementu z odstavet 5.2.4 a 5.3.2 v druhém dilu. Ctenaf, ktery si tento odstavec pro-
jde do konce, bude schopen spocitat tlohy Cviceni 12.4.7, tykajici se charakteristik plosnych
utvart a toki vektorovych poli riaznymi plochami, i kdyby zbylé odstavce kapitoly 12 preskocil.
Geometricky nazornou, byt stdle ponékud intuitivni“ definici plosného elementu a plosného
integralu si muzeme dovolit, protoze jeji opravnénost, ziejma z korektné dokazané véty o trans-
formaci aplikované na rovinné dtvary v R2, a opravnénost jejtho zobecnéni na dvojrozmérné
utvary v R3, se ukdze v odstavci 12.4.

Podivejme se na obrazek 12.24 a aplikujme vétu 12.11 (o transformaci integrélu) na pripad
n = 2 (vzpomete si, Zze podobnou situaci jsme vidéli v piikladech 5.29 a 5.30 v druhém dilu
a v prikladu 12.18, doprovazeném obrézkem 12.14):

v

51 ___
2

N1
1

(M

Dl + - — —

1

(] [

Obrazek 12.24 Element rovinné plochy a véta o transformaci integralu.
Integracnim oborem na obrazku je oblast omezena parabolami y = %:1:2 ay = %xQ a dvéma
hyperbolami y = 127! a y = 227! Obecny bod této oblasti (na obrdzku je zvolen bod (1,1))

je prusec¢ikem paraboly y = ux? a hyperboly y = vx~!. Oborem parametrii v a v je obdélnik

1 3} {1 5}
— = x|z =
2°2 2°2

Z rovnic y = uz? a y = v~ ! vypoéteme x a y jako funkce téchto parametri,

z(u,v) = u VB3 y(u,v) = ulPo3.

A—

Zobrazeni a vystupujici ve vété o transformaci integralu, jeho Jacobiho matice a jakobidn maji
tvar
a: A3 (u,v) — a(u,v) = (1,y) € a(A) C R?,
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= x(u,v) = u Y33

y = yluv) = w2,

0z Oy Ly mABy3 1, -2/3,,2/3 1
Da(u,v) = ( Ou0u ) = ( 3 3 : ‘detDa(u,v)) = —ut.

oz Oy 1,-1/3,-2/3 2,1/3,-1/3 3
9 v 3u v 3u v

Plosny obsah ttvaru a(A) (jeho jordanovsky objem) je pak roven integrélu z jednotkové funkce
a podle véty o transformaci je

5/2[ 3/2
1 2
U(a(A)) = /1dxdy:/‘detDa(u,v)‘dudv: / /gu_l du|dv = §1n3.
a(A) A 172|172

Podivejme se na tutéz tlohu jinak a pripomenme si pii tom poznatky z kapitoly 5. Zobrazeni
« predstavuje parametrické vyjadieni rovinného utvaru (tj. ,placaté“ plochy) a(A). Obecnym
bodem tohoto ttvaru (xg, yo) = a(ug, vg) = (x(uo, o), y(uo, vo)) (v nasem konkrétnim piipadé
(uo,v0) = (1,1), (zo,yo) = (1, 1)) prochazi souradnicovd krivka

Cu: [%, %} S>u — o(u,v) = (a:(u,vo),y(u, v0)> =

= (u_1/3vé/3,ul/3vg/3) = (v, u?) € a(A) Cc R?

(hyperbola y = voz~* = 27!) a soufadnicové kiivka

Cy: {%, %} S>v — aluy,v) = (a:(uo,v),y(uom)) =

= (ual/gvl/B,ué/?’vQ/?’) = (03, 0%%) € a(A) c R?

(parabola y = upz? = x?). V§imnéme si nyni Jacobiho matice zobrazeni o v bodé (ug, vp). Jeji
prvni fadek obsahuje z-ovou a y-ovou slozku vektoru

> (O0x Oy

ktery je tecny ke krivee C, v bodé (xg,y) (z-ova slozka tohoto vektoru je nulova), druhy radek

pak slozky vektoru
A
v \ov v

tecného ke kiivee C, v tomtéz bodé (jeho z-ova slozka je rovnéz nulova). Okamzité vidime, ze

)
(uo,v0)

(u0,v0)

jakobian zobrazeni « je roven velikosti vektorového soucinu vektoru f, a f,. Tento zaver, ktery
jsme nazorné demonstrovali na konkrétnim pripadu, plati obecné.
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Tvrzeni véty o transformaci integralu pro rovinny integra¢ni obor miizeme proto zapsat
misto standardniho zpiisobu s jakobidnem ve tvaru

/ f(x,y)dxdy:/(foaﬂf;xﬁ|dudv. (12.34)

a(A) A

Vyraz | £ x f;\ du dv nazyvame objemovy element rovinné plochy S = «(A), para-
metrizované zobrazenim .

Integrand (f o «) | ﬁ; X f;\ na pravé strané posledniho integralu je samozrejmé funkeci pro-
ménnych v a v.

Pfedchozi tivahy, které se tykaly rovinnych ttvarii, nyni zobecnime na plosné utvary v R3,
tj. na krivé plochy. Musime si vSak uvédomit, Ze zatimco tyto tivahy a jejich dusledek (12.34)
vyplyvaly z jiz dokdzané véty o transformaci integralu, bude mit jejich zobecnéni charakter
definice — zobecnénim totiz zavedeme novy typ integralu. Geometrickou predstavu podporime
obrazkem 12.25.

V=@

_ fuxFo

! S=5(4) — fox T,
LA | |
|
BN 2000 Aweas P=|fux fl
: S ...parametrizace
! plochy S -
!

€y

U—’UO___| - - -
€y
U = Ug u=1 .

Obrazek 12.25 Element ,kiivé“ plochy a véta o transformaci integralu.
Ptedpoklddejme, Ze A je jordanovsky méfitelnd mnozina v R2, jejiz objem je nenu-
lovy (to proto, aby byla skutetné ,dvojrozmérna*) a

S: A>3 (u,v) — S(u,v) = (:I:(u, v),y(u,v),z(u,v)) € R?

je spojité diferencovatelné zobrazeni, jehoz hodnost, tj. hodnost Jacobiho matice,
je na mnoziné A rovna dvéma (s pripadnou vyjimkou zanedbatelné mnoziny). Déle
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necht f = f(z,y, z) je spojita funkce definovana na jednoduse souvislé oblasti ob-
sahujici mnozinu & = S(A). Zobrazeni S se nazyva parametrizace, nebo téz para-
metrické vyjadreni plochy S. Oznacme

> (O0x Oy 0z 7 (0z Oy 0Oz
f"_<8u’8u’ 3u> fv_(@v B’ aw) (12.35)

Integralem proniho druhu z funkce f(x,y,z) na ploSe S rozumime

/fdsz/(fosnﬁ;xmdudv. (12.36)
S A

A hned zkusme na pripadu z obrazku 12.25 vyzkouset, jak definice funguje. Pro kontrolu
vypocteme nejprve plosny obsah kulové plochy, nebot vime, jaky méa byt vysledek. Pokud
je definice v pofddku, vyjde P(S) = 4mR? ma-li kulova plocha polomér R. A potom jestd
uré¢ime moment setrvacnosti této plochy vzhledem k ose jdouci jejim stredem za predpokladu,
ze hmotnost je po ni rozlozena homogenné, tj. s konstantni plosnou hustotou o. Parametrizace
plochy S pomoci parametrii u a v, z nichz prvni méa vyznam sférického thlu ¥ a druhy vyznam
azimutalniho hlu ¢ (obrézek), je

S: A=1[0,7] x[0,27] > (u,v) —> (:x(u,v),y(u, v),z(u,v)) € R?,

kde
= z(u,v) = Rsinucosv,
y = y(u,v) = Rsinusinv,
z = z(u,v) = Rcosu,
a odtud

ou’ du’ du
xay 0z

v’ Ov

S Ox Oy 0
fu = ( t 9y Z) = (Rcosucosv, Rcosusinv, —Rsinu) ,
= (5

) = (—Rsinusinv, Rsinucoswv,0),

fz X f_; = (R2sm wcos v, R?sin® usin v stmucosu) ,
|fu % fo] = R*sinu.
Kdo procetl kapitolu 5 (konkrétné piiklad 5.14 s obrazkem 5.10), jisté se tomuto vysledku

nedivi. Pro zjisténi plosného obsahu pocitame integral prvniho druhu z identicky jednotkové
funkce:
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oo o)
P(S) S/dS ZR sinududv = R (O/dv /smudu ArR*.

0
Pro moment setrvacnosti plochy S vzhledem k ose z plati

J, = /a(x2 + 92 dS = /(O’R2 sin? u)(R?sinu) dudv =
S A

27 T
=oR* (/ dv) (/ singudu> = §W0R4 = ng2,

0 0
kde m = 4roR? je hmotnost titvaru S.

Necht jsou splnény predpoklady predchozi definice tykajici se mnoziny A a zobrazeni
S. Necht

ii: 837 =(r,y,2) — AF) =i(z,y,2) € LR |iF)| =1, (12.37)

je vektorova funkce spojita vzhledem k mnoziné S, pricemz vektor 7 je v kazdém
bodé plochy S k této plose kolmy. Vektorova funkce n se nazyva spojité vektorové
pole jednotkové normdly k plose S. Tvori-li vektory ﬁ, f; a 1 v kazdém bodé plochy
(s pfipadnou vyjimkou zanedbatelné mnoziny, v niz je hodnost Jacobiho matice DS
mensi nez 2) pravotocivou, resp. levoto¢ivou bazi, nazyva se parametrizace S plochy
S souhlasnd, resp. nesouhlasnd s orientaci plochy S vektorovym polem normaly 7.
Predpokladejme, e F = ﬁ(F) = ﬁ(w,y,z) je spojité diferencovatelnd vektorové
funkce (spojité diferencovatelné vektorové pole) definovand na jednoduse souvislé
oblasti obsahujici mnozinu S = S(A). Integralem druhého druhu z vektorového pole
F rozumime

/ﬁd§: /(Fﬁ) ds. (12.38)

S S

Vsimnéme si podrobnéji integralu (12.38). Dejme tomu, Ze parametrizace S plochy S je
souhlasna s jeji orientaci vektorovym polem normaly 7. Pak plati
fios = LnxJu
| fu X fol
(uvédomte si, ze vysledné vektorové pole je vyjadieno v zévislosti na parametrech u a v).
Omacime-li F(z,y, z)ii(x,y, z) = f(z,y, z), dostaneme kombinaci vatahti (12.38) a (12.36)

ﬁdﬁ:/(ﬁOS)M|f;xﬁydudU=/(ﬁ05)(ﬁxﬁ)dudv.
S:S(A) A |fu X fU| A
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Ziskali jsme navod pro vypocet integralu druhého druhu z vektorového pole F po
plose S parametrizované zobrazenim S souhlasné s predem zvolenou orientaci:

/ ﬁdﬁ:/(ﬁoS)(ﬁ; x o) dudy. (12.39)
A

S=S(A)

Zkusme ted podle tohoto ,vzoru* vypocitat tok vektorového pole

Fe X i (ows) r= I,
plochou § na obrazku 12.25. Uz jsme se s nim také setkali: jedna se o vektorové pole silového
pusobeni naboje () umisténého v pocatku soustavy soutradnic na kladny jednotkovy naboj
v bodé o polohovém vektoru 7. Tok vektorového pole F plochou § je definovan jako plosny
integral druhého druhu z pole F po plose S. (Vratte se v souvislosti s touto definici k prikladu
9.74.) Plati
(FoS)(fux f,) = @ nu.
47 o

UZ na tomto misté si muzeme fici, ze se diléimu vysledku opét nedivime — to, Ze nezavisi
na polomeéru kulové plochy S, jsme museli ¢ekat: vSechny silocary elektrického pole bodového
naboje uvéznéného uvnitt uzaviené plochy musi z této plochy vystoupit, at je jakkoli velka
(a dokonce jakkoli tvarovand). Pro tok nakonec dostaneme

2 ki
q):/ﬁdng (/dv) (/sinudu) :9.
4meg €0
S 0 0
Analogicky vysledek, avsak matematicky ponékud hiife podlozeny, jsme ziskali pro gravitacni
pole v prikladu 9.78.

A nakonec jesté jedna dobra pomtcka pro vypocty. V plosnych integralech obou typt vy-
stupuje velikost vektorového soucinu vektoru f_'; a ﬁ, teénych k souradnicovym kfivkam lezicim
v plose § a urcenym jeji parametrizaci. Pocitat vektorovy soucin a jeho velikost je pomérné
pracné. Vypocet si vSak mizeme usnadnit, uvédomime-li si, ze obecné plati

=9 -7
. o 2 a ab
axb?=a% —(ab) =det| - - |.
(Sami si tento jednoduchy vztah jisté snadno dokazete, naptiklad piimo pomoci slozek vektort
dab.) Proad=f,ab= f, tak dostaneme

(12.40)

[fux fuol? = det G, G:(f“fu fufu)_

fufo Tof.
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Pro integréal prvniho, resp. druhého druhu dostaneme

/f(:c,y,z) dsS = /(foS)\/detGdudv, resp. /ﬁdgz /{(ﬁﬁ)oS]vdetGdudv.
S A S A
(12.41)

Zjednoduseni vypoctu pri pouziti této verze vztahit pro plosné integraly spociva v tom, ze
souradnicové krivky dané parametrizaci byvaji casto kolmé. Matice G je v takovych pripa-
dech diagonalni. Ze také tento zptisob vypoctu vede ke spravnym vysledkéim si uz na pifkladu
z obrazku 12.25 ovérte sami.

S apardtem umoznujicim vypocty plosnych integralt, ktery jsme si vylozili v tomto odstavci,
mohou ¢tenari, ktefi povazuji klasické pojeti integralniho poctu pro sebe za postacujici, rovnou
prejit k odstavei 12.4.6 a v jeho ramci se vénovat pouze klasickym formulacim integralnich vét
a praktickym vypoctim — tulohy k procviceni najdete v odstavci 12.4.7.

12.1.11 Pridavek: druhé zobecnéni integralu

Tento odstavec je pfidavkem pro ¢tendre, ktetd si libuji v teoretickych tvahéch. (Pro jeho éteni
bude vhodné zopakovat si topologické pojmy z Dodatku F prvniho dilu a z odstavce 9.1 dilu
druhého, specialné piiklad 9.8 — str. 445 druhého dilu.) Ve vztahu k nézvu knihy lze fici,
ze je urcen spiSe pro hlubsi porozuméni problematice integralu, nez pro praxi v integrovani.
Pokud jej ¢tenar zcela pomine, nic zlého se nestane. Ukazujeme v ném, ze pojem Riemannova
integralu lze jesté déle zobecnit, a to i na nékteré pripady neohranicenych funkci a jordanovsky
nemértitelnych integrac¢nich oborii. Zatim jsme v definici integralu predpokladali, Ze integrované
funkce jsou ohranic¢ené na kvadrech obsahujicich mnoziny, na kterych je chceme integrovat, a ze
integracni obory jsou jordanovsky meéritelné. Je jasné, co by se stalo, kdybychom chtéli treba
i na tak neproblematickém oboru, jakym je uzavieny kvadr, integrovat funkci, ktera by na ném
nebyla ohranic¢ena. Nemohli bychom vytvorit Darbouxovy soucty, na nichz je dosavadni definice
Riemannova integralu zalozena. Co by se stalo, kdyby problém naopak nedélala integrovana
funkce, ale chtéli bychom ji integrovat na jordanovsky neméritelné, byt ohrani¢ené, mnoziné?
Uvazujme tieba o jednoduché situaci, popsané v néasledujicim prikladu.
Priklad 12.34: Integrovat na jordanovsky neméritelnych mnozindch (zatim) nelze
Piedpoklddejme, 7e na n-rozmérném uzavieném kvadru K v R" je definovdna funkce f: K >z — f(z) =
= 1 € R. Z hlediska integrovani je konstantni funkce zcela neskodné. Co kdyz ji ale chceme integrovat na
oteviené mnoziné A C K, kterd nen{ jordanovsky méfitelnd (jeji hranice neni zanedbatelnd). O integrabilité

funkce f na mnoziné A rozhoduje integrabilita funkce fx 4 na kvddru K. V nasem piipadé je fxa = xa. Vinou
prilis ,,velké“ mnoziny bodu nespojitosti charakteristické funkce neméritelné mnoziny vsak integral

/f(z)XA(x)dx:/XA(x)dx
2 J

K
neexistuje.
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V dalsim piikladu uvidime, Ze by mohlo mit smysl integrovat i (do jisté miry) neohranicené
funkce i na nékterych neméritelnych, tfeba i neomezenych mnozinach.
Priklad 12.35: Lze integrovat neohranicené funkce a na jordanovsky nemétitelnych mnozi-
nach?

Na obrazku 12.26 jsou grafy funkei

1 1

f (.”E ) - \/E + 1— £L"

Prvni z nich je definovdna na otevieném intervalu A = (0,1). Mnozina A je sice jordanovsky méfitelnd (zdi-

vodnéte), funkce vSak na ni nen{ ohranic¢end. Podle toho, co jsme se zatim v odstavci 12.1 dovédéli, bychom pro

ni viibec nemohli Riemannuv integrdl na mnoziné A definovat. Na druhé strané k ni existuje primitivni funkce

F(x) =2(v/z — /1 — ), jejiz hodnoty lze v bodech z1 = 0 a z2 = 1 vyéislit, konkrétné je F(0) = —2, F(1) = 2.
Jisté by se nam libilo, kdybychom mohli napsat

e

(0,1)

f(@) = exp (—a).

Je to mozné, nebo neni? Pokud ano, pak by tato hodnota byla ¢iselné rovna obsahu utvaru omezeného grafem
dané (nezdporné) funkce a osou x. Ze by plosny obsah titvaru, ktery ,ubihd do nekoneéna* byl koneény? Tomu
bychom se nemuseli divit, podobné jako jsme se nedivili v kapitole 8, kdyz nekonecnd rada méla kone¢ny soucet.

Obrazek 12.26 Lze integrovat neohranic¢enou funkci, nebo na neohranicené mnoziné?

Druh4 funkce z obrdzku 12.26 je na intervalu A = (0,00) ohranicend, ale tento interval nenf jordanovsky
méfitelnou mnozinou (jeho hranice, jiZ je mnoZina obsahujici pouze nulu, je sice zanedbatelnd, avSak pojem
jordanovské méfitelnosti je definovdn pouze pro ohranicené mnoziny). I k funkei f(z) = exp (—z) existuje
primitivn{ funkce F'(z) = —exp (—x) a plati F(0) = —1 alim,_,o, F'(z) = 0. Opé&t by bylo pfijemné, kdybychom
mohli napsat

exp (—x)dz = [—exp (—:1:)];0 =1.
(0,00)
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Ale zatim nemuzeme. I kdyz jsme si totiz v prvnim dilu (Dodatek K) fikali, Ze takto budeme pocitat nevlastni
integrély, slo pouze o rozsiteni Newtonovy-Leibnizovy formule na nekonecné meze, popiipadé neohrani¢enou
funkci, nikoli o vlastni rozsifeni definice Riemannova integralu. Navic mame nyni oproti prvnimu dilu co do

¢inéni s vicenasobnym integrélem.

Radi bychom docilili moznosti poc¢itat Riemannovy integraly alespon z nékterych neohra-
nicenych funkci, resp. na alespon nékterych jordanovsky neméritelnych mnozinach, pomoci
Newtonovy-Leibnizovy formule, popiipadé jinak. Nemame vsak pojem Riemannova integrélu,
ktery by tomu odpovidal. Musime proto definici Riemannova integralu zobecnit tak, aby zo-
becnénd definice néjakym zptisobem ,vymazala“ neméritelnost, popripadé i neohrani¢enost
integracniho oboru ¢i integrované funkce. A soucasné aby obsahovala dosavadni definice jako
specialni pripady. Je jasné, ze to neptjde vzdycky a ze zobecnéni bude mit omezujici podminky.
Pozadované ,vymazavani“ nepohodlnych ptrekazek miize zajistit novy pojem, kterému fikame
rozklad jednotky. Jeho zavedeni a vlastnosti specifikuje nasledujici véta.

Véta 12.12 (O rozkladu jednotky): Necht A C R"™ a O je otevrené pokryti

mnoziny A. Pak existuje soubor @ funkci o(x) definovangch na otevrené nadmnoziné
mnoziny A, s nasledujicimi vlastnostmi:

o Vsechny funkce souboru ® maji spojité parcidlni derivace vsech rdadu podle vsech
promeénnych (tzv. funkce tridy C>).

e Pro kazdy bod x € A plati 0 < p(x) < 1.

e Pro kazdy bod x € A existuje otevrend mnozina W, takovd, Ze x € W, a vSechny
funkce ¢ € ® s vyjimkou konecného poctu jsou nulové na W,.

o Pro kazdy bod x € A plati 3 ,cq 0(z) = 1.

e Pro kaZdou funkci ¢ souboru ® existuje otevrend mnozina U € O takovd, Ze
@ = 0 wvné jisté uzavrené podmnoziny ) C U.

Soubor @ z véty 12.12 se nazyva rozklad jednotky asociovany s otevrenym pokrytim
O mnoziny A. Mnozina 2 takovd, ze na jejim vnéjsku je funkce () nulova, se
nazyva nosic funkce o, znac¢ime {2 = supp ¢ (support = nosic).

Uvédomte si, co znamend treti tvrzeni ve vété 12.12 z hlediska tvrzeni ¢tvrtého: I kdyz se
s¢itani funkénich hodnot ¢(z) v bodé x déje formélné pres cely soubor @, je pocet funkei, které
v tomto bodé maji nenulovou hodnotu, pouze konecny. Ve skutecnosti je tedy vyraz > co ¢ ()
souctem konec¢ného poc¢tu nenulovych hodnot. A jesté jedna dulezita véc plyne z tietiho tvrzeni:
Dejme tomu, ze mnozina A méa néjakou kompaktni podmnozinu B. Pak soubor vsech mnozin
typu W, z véty 12.12, kde = probiha mnozinu B, tvorii oteviené pokryti Op mnoziny B. Ta je
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vsak kompaktni. Z kazdého jejiho otevieného pokryti, a tedy i z Op, lze proto vybrat konecné
podpokryti. Na kazdé z takto vybraného konecného poctu pokryvajicich mnozin je ovSem ne-
nulovy pouze konecny pocet funkei ¢. Znamena to, ze na celé mnoziné B je nenulovy konecny
pocet funkci rozkladu jednotky.

Nez zacneme vétu dokazovat, uvedme jeden typicky priklad rozkladu jednotky, abychom si
jej dokézali nazorné predstavit.
Priklad 12.36: Rozklad jednotky

Zvolme za mnozinu A celou redlnou osu a pokryjme ji otevienymi mnozinami takto:
O={Uk,Vk| k ENU{O}},

kde
Uy, = (—(2k + 1)%, (2K — 1)%) U ((2k - 1)%, (2k + 1)%) ,
Vi = (=(k+ )m,—km) U (kr, (k+ 1)) .

Na mnozindch Uy a Vi, k € N U {0}, definujme nésledujici funkce (obrdzek 12.27):

Obrazek 12.27 Rozklad jednotky na realné ose.

a(z) = cos?z pro x € Uy, ag(z) =0 pro z € R\ Uy,
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Br(x) =sin®x pro = € Vi, PBrp(x) =0 pro z € R\ Vj.

Snadno se sami presvédéite, ze soubor ® = {ay, B | K = 0,1, ...} je rozkladem jednotky asociovanym s pokrytim

O realné osy.

Nyni uz se vénujme dokazovani véty. Chceme-li dokazat, ze soubor funkci, o kterém se
v ni hovori, skuteéné existuje, musime néjaky zkonstruovat. Konstrukci provedeme v nékolika
krocich.

Krok I: mnozina A je kompaktni. Nejjednodussi je pripad, kdy mnozina A je kompaktni.
Provedme konstrukci rozkladu jednotky nejprve pro ni. Zvolme libovolné pokryti O kompaktni
mnoziny A, jak to pozaduje véta, a vyberme konecny pocet mnozin, které rovnéz tvori pokryti
mnoziny A. Oznac¢me je Uy, ..., Uy. Pokud se nam podari sestrojit rozklad jednotky asocio-
vany s timto koneénym pokrytim, budeme mit zaroven rozklad asociovany s pokrytim O (sami
promyslete, pro¢ tomu tak je). Predpoklddejme na chvili, ze bychom méli k dispozici soubor
kompaktnich mnozin By, ..., By takovy, Ze by platilo B; C U; pro vSechna j = 1,..., N, a sou-
casné by vnitrky mnozin B; pokryvaly mnozinu A. Méli bychom tedy jakési specidlni oteviené
pokryti mnoziny A odvozené od puvodniho pokryti {Uy,...,Uyx}. Pro né sestrojime rozklad
jednotky. Pro kazdé j = 1,..., N ozna¢me ;(x) libovolnou funkci tiidy C* (pro pfipome-
nuti terminologie viz prvni bod véty 12.12), ktera je kladnd na mnoziné B; a nulova vné jisté
uzaviené mnoziny V;, kde B; C V; C U; (obrazek 12.28).

f(z)

Obrazek 12.28 Ke konstrukei rozkladu jednotky 1.

Jak konkrétné takovou funkci vyrobit uvidime ve Cviceni 12.1.13 pii TeSeni tlohy 27.

Oznacme B = Uévzlint B;. Protoze {int By, ...,int By} je oteviené pokryti mnoziny A, existuje

jista oteviena mnozina U tak, ze A C U C B, na které plati 1y (x) + - - - + ¢¥n(x) > 0. Polozme
b;(z)

() = : (12.42)

() + -+ Un(e)
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Déle necht je f: U 3z — f(z) € [0, 1] funkce t¥idy C*, kterd ma hodnotu 1 ve vSech bodech
mnoziny A a je nulovd vné jisté uzaviené mnoziny V' C U (obrazek 12.28 vpravo, konstrukce
takové funkce je rovnéz soucasti tlohy 27 ve Cviceni 12.1.13). Soubor

O ={pi(2),.. . on(@)} () = fl2)x;(e), (12.43)

je rozkladem jednotky asociovanym s otevienym pokrytim {int By ..., int By }. Soucasné je také
rozkladem jednotky asociovanym s ptivodnim otevienym pokrytim O. Zbyva ukazat, ze pro
libovolny vybér podpokryti {Uy, ..., Uy} pivodniho otevieného pokryti O opravdu dokézeme
sestrojit pozadované pokryti mnoziny A vnitrky kompaktnich mnozin B; C U; az By C Uy.
Sestrojme nejprve prvni z nich, By. Polozme

Dy =A\(UyuU...UUy) .

Tato mnozina je kompaktni: je ohranicena, protoze je obsazena v A, a je uzaviend, protoze je
rozdilem uzaviené mnoziny A a oteviené mnoziny UsU. .. UUy. Soucasné je podmnozinou (ote-

viené) mnoziny U;. Situaci zndzornuje obrazek 12.29 vlevo (mnozinu A predstavuje vyznaceny
obdélnik).

D C iIltBl, Bl C U1

Obrazek 12.29 Ke konstrukei rozkladu jednotky v krocich I (vlevo) a II (vpravo).

To ale jesté stale neni mnozina Bi, kterou hledame, nebof int D; C A a my potfebujeme,
aby vnitiky mnozin By az By pokryly mnozinu A. Prerusme na chvili dokazovani a vénujme se
prikladu, ktery nam pomiize pozadovanou mnozinu B sestrojit.

Priklad 12.37: Mnozinové ,matrjosky“

Predstavme si otevienou mnozinu U C R™ a jeji kompaktni (tj. ohrani¢enou a uzavienou) podmnozinu D.

Ukézeme, ze ,,mezi mnoziny U a D“, mysleno ve smyslu mnozinové inkluze, lze ,vlozit“ kompaktni mnozinu B,
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ktera se stale jesté vejde do mnoziny U a zaroven jeji vnitiek bude obsahovat mnozinu D. K libovolnému bodu
r € D existuje otevieny kvadr (z! — 2!, 2! 4+ 2e!) x .-+ x (2™ — 2", 2™ + 2e™) C U. (Tuto vlastnost zajistuje
fakt, ze mnozina U je oteviend a x je i jejim bodem. Vime totiz, ze s kazdym bodem oteviené mnoziny se do
n{ ,vejde“ i néjaké oteviené okoli tohoto bodu.) Vezmeme-li misto ptuvodné oznadenych kvadru v tvahu kvadry
tfeba o poloviénich rozmérech, tj. W, = (z! — el 2t + ) x .-+ x (2™ — ™, 2™ + "), pokryjeme jimi mnozinu
D také a navic se do mnoziny U vejdou i jejich uzavéry. Soubor {W, | x € D} pokryvad mnozinu D. Ta vSak
je kompaktni, a tak lze vybrat koneény podsoubor {W7,..., Wi}, ktery mnozinu D rovnéz pokryva. Pritom
konstrukce kvadrit W, zajistuje, ze W; C U pro j = 1,..., M. Mnozina B = W; U...U W mé pozadované
vlastnosti: je kompaktni (je sjednocenim uzavienych kvadrii), je podmnozinou mnoziny U, a koneéné jeji vnitiek,

ktery je sjednocenim otevienych kvadra W7,..., Wy, je nadmnozinou zadané mnoziny D.

A muzeme pokracovat v dikazu véty 12.12. Vysledek prikladu 12.37 zarucuje, ze ke kom-
paktni mnoziné D, C Uy, kterou jsme sestrojili jesté pred timto prikladem, existuje kompaktni
mnozina By C Uy, jejiz vnitfek obsahuje mnozinu D,. Déle ozna¢me

DQZA\(IHtBlLJUg;UUUN)

To je opét kompaktni mnozina a plati Dy C Us. Postupné pro k = 2, ..., N konstruujeme dalsi
kompaktni mnoziny Bs az By, pro néz By,1 C Ugi1 a Dy C int Byyq, kde

Dip = A\ (it By ... Uint By UUpo U ... Uint Uy) .

Vnittky mnozin By az By tvori oteviené pokryti mnoziny A. S takovym pokrytim jiz mu-
zeme asociovat rozklad jednotky sestrojeny v tivodni ¢asti dikazu. A ten, jak vime, je zaroven
asociovany s pokrytim O mnoziny A, které jsme na zacatku zvolili libovolneé.

Krok II: mnozina A je spocetnym sjednocenim kompaktnich mnozin. Krokem I
vsak nejsme s dikazem zdaleka hotovi. Mdame jej zatim jen pro kompaktni mnozinu A. Zobec-
nime jej nyni na pripad, kdy mnozina A bude spocetnym sjednocenim kompaktnich mnozin ve
specialnim tvaru

A:AIU...UAjUAjJrlU..., pricemz AjcintAjJrl, 7 €E€N.

Sjednocovanim pokracujicim ,,donekonecna“ se mnozina neustale ,zvétsuje“ a muze byt nako-
nec neohranicend (napriklad interval A € [0,00) C R lze napsat jako sjednoceni uzavienych,
a tedy kompaktnich intervala [0, 1], [0,2], ..., [0,7], ..., 7 € N). Uvédomte si, ze takova volba
budouciho integracniho oboru je zédkladem rozsiteni Riemannova integralu na nevlastni inte-
graly. Oteviené pokryti této mnoziny opét oznac¢me O a jeho prvky obecnym symbolem U.
Mnoziny A;, j € N, definuji soubor kompaktnich mnozin C; = A; \ int A;_; (zdiavodnéte, pro¢
jsou kompaktni). Pro kazdou z téchto mnozin umime s libovolnym jejim otevienym pokrytim
asociovat rozklad jednotky. To ale nestaci. Chceme-li ziskat rozklad jednotky pro mnozinu A,
musime oteviend pokryti O; mnozin C; néjak odvodit z pokryti O. Oznac¢me
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Ovéite, ze takto skuteéné dostdvame oteviené pokryti mnoziny C;. Pro vytvofeni ndzorné
predstavy pomuze obrazek 12.30.

\:’ ...Cj:Aj\intAj_l Uﬂ(lnt Aj_;,_l\Aj_Q)
Obrazek 12.30 Ke konstrukei rozkladu jednotky III.
Oznacme rozklad jednotky asociovany s pokrytim O; mnoziny C; jako ®;. Prvky vsech

téchto systémii dohromady, tj. pro j = 1,2, ..., ozna¢me obecné, bez indext, symbolem ¢. Pro
kazdy bod z € A vytvorme soucet

s(z) = i ) gé(x) a funkce () = P(r) : (12.44)

Soucet s(z) je nekonecny jen formalné. Ve skutecnosti je na jisté oteviené mnoziné obsahujici
bod x nenulovych pouze konecny pocet jeho ¢lent. Pro x € A; je totiz ¢(z) = 0 pro vSechny
funkce p € Py, je-li k > j+2. Soubor ® tvoreny vsemi funkcemi () tvaru (12.44) je hledanym
rozkladem jednotky asociovanym s otevienym pokrytim O mnoziny A.

Krok III: mnozina A je oteviena. Na pravé prodiskutovany pripad lze prevést konstrukei
rozkladu jednotky asociovaného s otevienym pokrytim O oteviené mnoziny A. Otevienou mno-
zinu totiz mizeme zapsat jako sjednoceni kompaktnich mnozin

1
|z| < j asoucasné o(x,hA) > .}a JEN,
J

kde o(x,hA) = inf {|z —y|| y € hA} je vzdalenost bodu z od hranice mnoziny A (obrézek 12.29
vpravo). Pro vSechny hodnoty j plati A; C int A;;;. Je jesté tfeba dokdzat, Ze mnozina A je
sjednocenim vsech mnozin A;. To se na prvni pohled mozna nezdéd spréavné, nebot mnozina A
je oteviend a mnoziny A; jsou kompaktni. JenzZe jich je nekonetné mnoho a nékolikrat jsme
se uz presvedcili, ze nekonecna dokazi necekané véci. Abychom se ujistili, ze mnozina A je
opravdu sjednocenim mnozin A;, j € N, je tfeba ukézat, Ze kazdy bod = € A je prvkem
nékteré z nich. Zvolme tedy bod x € A. Protoze je mnozina A oteviend, existuje otevieny
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kvadr W, C A obsahujici bod z. Proto je vzdalenost bodu x od hranice mnoziny A nenulova.
Ozna¢me ji o(z). Pro kazdé ptirozené ¢islo j > max{|x|, Qil(‘T)} je x € A;. Tim je dokazano,

Krok I'V: mnozina A je libovolna. Zbyva uz jen dokazat existenci rozkladu jednotky pro
zcela libovolnou mnozinu A a jeji libovolné zvolené oteviené pokryti O. Ozna¢me A sjednoceni
vsech mnozin U € O. Mnozina A je oteviend a O je jeji oteviené pokryti. Plati pritom A C A.
Tim je tato nejobecnéjsi situace prevedena na predchozi pripad oteviené mnoziny.

Jisté vas zajima, jak nas rozklad jednotky muze privést k zobecnéni Riemannova integralu.
Dosavadni definice integralu kladly omezujici podminky jak na integrovanou funkeci, tak na
integracni obor. ,Pripustnymi® integra¢nimi obory byly uzaviené n-rozmérné kvadry v R",
v pripadé prvniho zobecnéni pak jordanovsky méfitelné (apriori ohrani¢ené) mnoziny. Inte-
grovanymi objekty byly funkce n proménnych, u nichz jsme predem pozadovali ohrani¢enost
na uzavieném kvadru obsahujicim cely integracni obor. Nutnou a postacujici podminkou inte-
grability takové funkce na ,pripustném® integracnim oboru pak byla zanedbatelnost mnoziny
bodu jeji nespojitosti. Nez jsme formulovali novou definici, konstatovali jsme, Ze integrabilitu
ve ,starém® pojeti muze zkazit kazdy ze dvou ,nedostatki“: a) funkce f (n proménnych) neni
ohrani¢end na zadném uzavieném n-rozmérném kvadru v R"™ obsahujicim mnozinu A, b) mno-
zina A neni jordanovsky métitelnd, i kdyz ma ,spravny rozmér“ n (napiiklad je-li oteviend).
Pripad b) mtZe nastat ve dvou podobach. Bud je mnozina A ohranic¢end, ale jeji hranice neni
zanedbatelnd, nebo mnozina A ani neni ohrani¢end — zde se mohou vyskytnout jak pripady,
kdy hranice mnoziny A je zanedbatelnd (napriklad pro A = (0,00) C R je hA = {0}, tak pri-
pady, kdy zanedbatelnd neni (pro A = Q je hA = R). (Znovu pfipomenme, Ze pro neohranicené
mnoziny jsme o integralu zatim viibec neuvazovali a jordanovska méritelnost pro né ani neni
definovana.) Pti dalsim zobecnéni integralu oslabime pozadavky jak na integrované funkce, tak
na integracni obory.

Necht A je oteviend mnozina v R™ a O jeji oteviené pokryti jordanovsky méri-
telnymi mnozinami (tfeba otevienymi kvadry) takové, ze A je sjednocenim vsech
mnozin U € O. Necht ® je rozklad jednotky asociovany s timto pokrytim. Predpo-
kladejme, ze funkce f : A — R je lokdlné ohranicend, tj. ke kazdému bodu x € A
existuje jeho otevrené okoli V,, na némz je funkce f ohranicena. Dale predpokla-
dejme, Ze mnozina bodfl nespojitosti funkce f je zanedbatelna. Rekneme, Ze funkce
f je integrabilni na mnoziné A (v zobecnéném smyslu), jestlize fada

> [le@i@)|dz =X [ of)|f@)dz (12.45
pED Y

QOEQA

konverguje. Riemannovym integrilem v zobecnéném smyslu z funkce f na mnoziné
A v takovém pripadé nazveme integral
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/f(a:) de = > /(p(x)f(x) dz. (12.46)
A

(,De(b A

K druhé ¢ésti zapisu (12.45) pripomenme, ze funkce ¢(z) jsou nezaporné.
Jestlize ve vas tato definice vzbuzuje neduvéru, pak uvazujete spravné. Abychom mohli
uverit, ze ma néjaky smysl, je tfeba vyjasnit nékolik véci.

Jak je zarucena existence integrali [, (p(x)‘f(x)’ dz, vystupujicich ve vztahu (12.45)7?

V definici jsme zvolili pokryti mnoziny A otevienymi jordanovsky métitelnymi mnozinami,
jimiz mohou byt kvadry. Pozadujeme vSak takové pokryti, ze sjednoceni vsech jeho prvkua
dava pravé mnozinu A. Je vzdy mozné to zaridit?

Uvazujeme o lokalné ohranicené funkci. Co kdyz okoli bodii, na nichz je funkce ohranic¢ena,
nejsou prvky pokryti O7

Pokryti O muze obsahovat nespocetné mnoho otevienych mnozin. Znamena to, ze fada
(12.45) ma nespocetné mnoho ¢lentu? Jak je sefadime, abychom mohli rozhodnout o kon-
vergenci?

Je konvergenci fady (12.45) zajisténa konvergence fady (12.46) definujici integral?

Predpokladejme, ze na predchozi otazky néjak uspokojivé odpovime a zjistime, ze fada
(12.45) pro dané pokryti a dany asociovany rozklad jednotky konverguje. Co kdyz ale
zvolime jiny rozklad jednotky pro totéz pokryti (neni totiz urcen jednoznacné), nebo
dokonce jiné pokryti pripustné podle zobecnéné definice integralu a s nim asociovany
rozklad jednotky. Bude nova fada rovnéz konvergovat a budou vztahy (12.46) davat pro
raznéa pokryti a ruzné rozklady jednotky stejnou hodnotu integralu?

Obsahuje rozsitena definice vSsechny definice ,staré® jako specialni pripady?

Predpoklady v zobecnéné definici integralu samozrejmé nejsou dostatecné k tomu, aby zajis-
tily existenci integralu [ f(z)dz ve smyslu dosavadni definice. Jisté tusite, ze tikolem funkci
A

rozkladu jednotky v nové definici je ,,vymazat® nedostatky integrovanych funkci a integrac¢nich
obort. Sama definice vsak 1ikd, zZe to zjevné nebude mozné vzdy — nova integrabilita je podmi-
néna konvergenci jakési fady, ktera se v nejobecnéjsich situacich mozné bude muset provérovat
takrikajic pripad od pripadu.

Nyni se jiz vénujme odpovédim na predchozi otazky. Mnozina A je podle predpokladu de-
finice oteviena, ale ne nutné ohranicena. Predpokladejme, ze funkce f: A — R je ohranicena
(na celé mnoziné A). Zvolme libovolnou funkci ¢(z) € ®. Podle posledniho bodu véty 12.12
o rozkladu jednotky ma tato funkce dokonce kompaktni nosi¢ €2, ktery je obsazen v nékteré
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z mnozin U € O. Tyto mnoziny jsou podle definice jordanovsky métitelné. (Jak to, ze je nosi¢
2 kompaktni, kdyz véta 12.12 hovoii pouze o mnoziné uzaviené? Jednoduse proto, ze pred-
pokladame jordanovskou méfitelnost mnozin U € O — jak jsme tekli, volime tfeba pokryti
otevienymi kvadry. Mnoziny U jsou proto ohrani¢ené a jejich uzaviené podmnoziny jsou kom-
paktni.) V soucinu ¢(z)f(z) vymaze funkce ¢ vSechny hodnoty mimo sviij nosi¢ 2 C U. Proto
muzeme klast

[lp@s@)dz = [lot@)sa)|az = [ ofa| e az.

Funkce @(m)‘ f(z)| je ohrani¢end, mnozina U je jordanovsky méfitelnd, integral, minény samo-
ziejmé ,postaru”, existuje.

Zajistit pokryti oteviené mnoziny A otevienymi kvadry Ize snadno. S kazdym bodem x € A
se do mnoziny A vejde jisty otevieny kvadr K. Tyto kvadry pokryvaji mnozinu A predepsanym
zpusobem, tj. A = U,caK,. S takovym pokrytim lze samoziejmé rovnéz asociovat rozklad jed-
notky. Nebude vsak volba rozkladu jednotky spojeného s pokrytim O = {K, |z € A} v rozporu
s tim, ze v definici jsme oteviené pokryti O zvolili predem a ted to chceme ménit? Jisté, pokryti
jsme zvolili, ale rozklad jednotky, ktery neni urc¢en jednoznacné, jsme nijak nespecifikovali. M-
zeme proto volit kvadry K, tak, aby se kazdy z nich vesel do nékteré mnoziny U ptvodniho
pokryti. Rozklad jednotky asociovany s pokrytim O bude asociovan rovnéz s pokrytim O.

Nebude-li funkce f(x) ohrani¢end globdlné, tj. na celé mnoziné A, ale jen lokalné, tj. na
jistém otevieném okoli kazdého z bodi mnoziny A, mizeme vyse uvedené kvadry K, volit tak,
aby kazdy z nich byl obsazen v otevieném okoli bodu z, na némz je funkce ohranicenda. (Vime
z drivéjska, ze to je vyhoda otevienych okoli bodi: prunik vSech otevienych okoli daného bodu,
kdy na kazdém z nich plati néktery z pozadavki, je rovnéz otevienym okolim tohoto bodu
a plati na ném vSechny pozadavky soucasné.)

Rada (12.45) v definici zobecnéni integralu, miize mit sice formalné dokonce nespocetnd
mnoho ¢lent (tfeba zrovna v pripadé pokryti O = {K, |z € A}), vlastnosti rozkladu jednotky
vak zarucuji nulovost ,vétSiny“ z nich, takze lze zafidit, aby soucet (12.45) byl ve skutecnosti
spocetny a mohli jsme tak z néj vytvorit fadu. Predchozi vyjadieni se urcité nikomu nelibi,
a proto se radéji odvolame na seriézné vedeny ditkaz véty 12.12, v némz jsme takovy spocetny
soucet, zkonstruovali v ¢asti I, kde jsme mnozinu A predpokladali ve tvaru spocetného sjedno-
ceni kompaktnich mnozin, a tuto konstrukci jsme pak vyuzili i v dalsi ¢asti dukazu, kde jiz slo
0 obecnou otevienou mnozinu.

Jak je to s konvergenci fady (12.46) za predpokladu konvergence fady (12.45) jisté tusite
na zakladé znalosti z kapitoly 8 druhého dilu. Presto potrebné odhady pomoci nerovnosti pro-
vedeme. Protoze [, ¢(x)f(x)dx je efektivné vzato integralem na néjakém kvadru U, konkrétné

[e@f@) e = [e@)f@)de = [ p@)f@)dr
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(integracni obory U a U se lis{ mnoZinou dokonce nulového objemu), mtizeme pouZit patou
vlastnost ve vété 12.8. Pro kazdou funkci ¢ € ® plati

[ e@)f@)da

A

< [le@)f@)]dz = [ p(@)|f(@)|dz.

A

Jestlize konverguje fada (12.45), pak podle srovnavaciho kritéria konvergence rad (kapitola 8)
konverguje fada (12.46) absolutné, a tedy i obycejné. (Stale madme na mysli, ze soucty (12.45)
a (12.46) jsou ve skutecnosti spocetné, a jsou to tedy nekonecné fady v obvyklém smyslu.)

Nésleduje otazka, nakolik je soucet fady (12.45) ¢i (12.46) zavisly, resp. nezdvisly na volbé
konkrétniho pokryti integra¢niho oboru a konkrétniho rozkladu jednotky. Tusime samoziejme,
ze nema-li byt cela definice nesmyslna, mélo by se nam podarit prokazat nezavislost.

Véta 12.13 (Nezavislost integralu na rozkladu jednotky): Necht funkce

f: A3z — f(r) R

je integrabilni v zobecnéném smyslu. Oznacme O otevrené pokryti mnoZiny A a @
s nim asociovany rozklad jednotky, pro néZ tada (12.45) konverguje. Necht O je
otevrené pokryti a ® s nim asociovany rozklad jednotky rovnez vyhovujici zobecnéné

definici. Pak rada
> [ ¢@)f@)]dv
PeD A

konverguje a plati

S [e@f@ =Y [e@fe)de.

€T A PEP Y

A

K diikazu této véty si opét musime vzpomenout na vlastnosti konvergence rad. Kazda
z funkei ¢ € ® ma kompaktni nosi¢ 2, ktery je podmnozinou nékteré z mnozin U € O (ote-
vienych kvadri). Jak se chovaji na mnoziné 2 funkce systému ®? Véta o rozkladu jednotky
zajistuje, Ze jich je na této mnoziné nenulovych pouze koneény pocet. To proto, Ze z otevienych
mnozin pokryti (5, které pokryvaji kompaktni nosic €2, Ize vybrat koneéné podpokryti tohoto
nosice. Zbytek plyne z vlasnosti rozkladu jednotky . N ejprve dokazme konvergenci fady typu
(12.45) i pro pokryti @ a s nim asociovany rozklad jednotky ®. Plati

[e@r@]de= [ | £ é@) | e@|f@]de = ¥ [@@)e@)]s@)]d.

A \ped PeD A
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V predchozim vypoctu jsme aplikovali ¢tvrtou vlastnost rozkladu jednotky na pfipad sys-
tému @ (soucet funkénich hodnot vSech funkei rozkladu v kazdém bodé je roven jedné). Zamén-
nost integrace a sumace pri upravé vztahu je zajisténa tim, ze pocet nenulovych funkci ¢ na
mnoziné €2 je pouze konecny, jak jsme pred chvili konstatovali. Sec¢teme-li nyni levou i pravou
stranu predchoziho vztahu pres vsechny funkce systému ®, dostaneme

2/¢<x>\f<x>\dx— > [ e@)é@)|f(@)de

PEL \3ed A

Protoze samoziejmé plati [, ¢(x ’ f(x l x = ‘ Sa(@)|f(x) , je na levé strané absolutné
konvergujici rada. Ze stejnych davodu je tomu tak i na pravé Strane Absolutni konvergence
rady ovSsem zarucuje moznost zamény poradi sc¢itani, proto

Z/<P )| (@) dx—z/(zgo ) o)| (o) /

ped A \pe? DA

V zavéru vypoctu jsme znovu vyuzili ¢tvrté vlastnosti z véty 12.12; tentokrat pro funkce roz-
kladu jednotky ®. Posledni vysledek znamend, Ze fada typu (12.45) konverguje i pro pokryti
O a asociovany rozklad jednotky ®. Integral v zobecnéném smyslu proto existuje i pro O a P,
To by ale jesté nemuselo automaticky znamenat, ze hodnota integralu vyjde stejné jako pro O
a ®. Integral se totiz pocita z funkce f(x) a ne z jeji absolutni hodnoty. Musime si uvédomit,

7e Vyrazy
| e@)|f ()] da [ el@)f(@)de

znamenaji kazdy néco jiného. Integraly vlevo jsou ¢leny fady vytvorené z absolutnich hodnot
funkce f a jsou kladné. Vyrazy uprostied jsou cleny fady tvorené absolutnimi hodnotami in-
tegralt vpravo a jsou rovnéz kladné. Nemusi vSak byt rovny odpovidajicim integraltim vlevo
— staci vypocitat tfeba integraly fil |z| dx a ‘ filajdx‘ a hned to uvidite. Vztah obycejné
a absolutni konvergence panuje mezi fadou tvorenou vyrazy vpravo a fadou tvorenou vyrazy
uprostied. Znamena to, ze musime jesté proveérit, zda plati rovnost souctu rad ¢lent prostred-
niho typu pro rizna pokryti a rozklady jednotky a totéz pro soucty rad ¢lenii typu uvedeného
vpravo. Pfedevsim jsme jiz ukazali, ze z konvergence fady tvorené ¢leny vlevo plyne absolutni
konvergence tady tvorené cCleny vpravo, tj. konvergence fady z ¢lent prosttedniho typu. Staci
proto rovnost souctu pro ruznd pokryti a rozklady jednotky dokazat pro ,,obycejnou® radu
z Clent vpravo, kterd jiz ptimo definuje zobecnény integral. Postup, ktery jsme pouzili pro radu
tvorenou ¢leny vlevo, tj. integrély [, o(x) ’ f (a:). dx, mizeme doslova opsat pro integraly vpravo,

tj. [4p(z)f(x)dz, nebot tvori cleny absolutné konvergentni rady. Jestlize tedy integral podle
zobecnéné definice existuje pro dané pokryti integracniho oboru a asociovany rozklad jednotky,
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pak existuje i pro jiné pokryti a jiny rozklad jednotky splnujici zobecnénou definici a ma stejnou
hodnotu.
Priklad 12.38: Ale pozor!

Pravé jsme dokazali, ze pro funkci f : A — R a dvé riznad pokryti O, resp. o mnoziny A splnujici
zobecnénou definici, a s nimi asociované rozklady jednotek @, resp. ® plati

[1@a =Y [e@r@ar=3 [ o) do.
A pEP Y Bed A

Na zakladé rovnosti soucti ,obycejné* fady si vSak nemuzeme myslet, Ze se musi rovnat také soucty rad
z absolutnich hodnot. Obecné je totiz

> |[e@r@as 2 3 | [ oorsie)aal

PEP |y F€d |A

O této skutecnosti se mizeme presvédcit i u daleko jednodussich fad, nez jsou fady integrall, o néz se pravé
zajimédme. Vezméme v tivahu tfeba dvé geometrické rady

= (—1)F 11 =1 1 1 1
=1 -4+ —... =4
kz_% 2k 21 ’ ;3% 576 12"

Obé konverguji absolutné, avsak soucty rad z absolutnich hodnot jsou rtzné. V pripadé prvni fady k hodnoté
2, v pripadé druhé rady k hodnoté % Samoziejmé obé konverguji i obycejné, a to ke stejné hodnoté % Tento

»zadrhel“ ndm ovsem nevadi, protoze integral je definovan obycejnou radou.

Nasledujici véta uvadi postacujici podminky pro zobecnénou integrabilitu funkce. Zobecnéni
se v ni tyka integracniho oboru, pro ktery se pozaduje jedind véc — aby byl ohranic¢enou
mnozinou. Mysli se samoziejmé mnozina oteviena, nebot pravé otevienych mnozin se zobecnéni
integralu tykalo.

Véta 12.14: Necht A je (otevrend) ohranicend mnozina v R™ a f ohranicend funkce
definovand a spojitd skoro vsude na mnoziné A (mnozina bodi jeji nespojitosti je
zanedbatelna). Pak funkce f je integrabilni na mnoziné A v zobecnéném smyslu.

Vétu dokazeme docela snadno. Podle predpokladu je mnozina A ohranic¢end, takze se vejde
do jistého uzavieného n-rozmérného kvadru K. Ohranicenost funkce f na mnoziné A zase zna-
mena, ze existuje ¢islo M tak, ze | f(x)| < M pro vSechna x € A. Musime otestovat konvergenci

rady
> [ e@)|f@)]de,

SDE@A

kde @ je rozklad jednotky asociovany s predem libovolné zvolenym otevienym pokrytim mno-
ziny A vyhovujicim zobecnéné definici integralu. Jiz difve jsme si vysvétlili, ze ,efektivné® je
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tento soucet spocetny, a je tedy skutecné nekonecnou fadou v obvyklém smyslu. Jde o fadu
s nezapornymi ¢leny, proto je muzeme c¢islovat v jakémkoli poradi. Céastecné soucty této rady

jsou typu
> [ elo)|f@)] de.

(,OE./TA

kde F C ® je libovolny konecny podsoubor rozkladu ®. Provedme odhad c¢asteénych soucti.

Plati

> [e@|f@]de< 3 M [el@)de =M [ 3 o< Mu(R).

PEF Y peF A A PEF
Zatimco prvni nerovnost v tomto odhadu je jasnd, nebot plyne z ohranicenosti funkce f, kon-
krétné z nerovnosti ’ f (x)‘ < M, posledni nerovnost tak zfejma byt nemusi a peclivi ¢tenari
pravem ocekavaji komentar. Integraly [, ¢(x)dx, jak vime, existuji, protoze kazda funkce ¢(x)
mé v pripadé ohrani¢ené mnoziny A kompaktni (a tedy jordanovsky méfitelny) nosi¢. Zamén-
nost integralu a konecné sumy snad neni tfeba komentovat. Konec¢ny pocet funkei ¢ € F mé
konecény pocet kompaktnich, a tedy jordanovsky méritelnych nosic¢i. Jejich sjednocenim je rov-
néz kompaktni, tj. jordanovsky méfitelnd mnozina. Oznac¢me ji tfeba Ax. Ta je ovSem nosi¢em
funkce ngo(x) a zaroven podmnozinou mnoziny A, tj. Ar C A C K. Soucasné je

pe

> ) < D> plx)=1.

pEF ped

Proto

/Zcp(x)dx:/ng(z)dxﬁv(/l;)gv([?).

pEeEF Ar pEF

7 ptredchozich uvah vyplyva, ze, ¢astecné soucty rady, jejiz konvergence podminuje integrabilitu
funkce, tvori neklesajici shora ohrani¢enou posloupnost. A takova posloupnost ma vlastni limitu
(posledn{ vlastnost véty 8.2 v kapitole 8 druhého dilu). Rada (12.45), definujici integrabilitu
funkce f(x), tedy konverguje.

Nakonec jesté zbyva ukazat, ze predeslé definice integralu jsou obsazeny v definici zobec-
néné. Predpoklddejme, Ze oteviend mnozina A je jordanovsky méfitelna a funkce f(x) je na ni
ohranicena. Je tfeba dokéazat, ze posloupnost ¢astecnych soucti rady

> [ el f(a)de

SDG‘I)A

konverguje k integralu definovanému ,postaru®, tj. k hodnoté [, f(x)dz. Vzhledem k nezavis-
losti zobecnéného integralu na konkrétnim otevieném pokryti integracniho oboru a na volbé
rozkladu jednotky (véta 12.13) muze byt ® kterykoli rozklad jednotky asociovany s libovolnym,
prozatim bliZe nespecifikovanym otevienym pokrytim O mnoziny A, spliujicim vsak pozadavky
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definice zobecnéného integralu. Zvolme libovolné ¢islo € > 0 a zatim také libovolny konecny
podsoubor F rozkladu ®. Soucet

SF—E;A/SD

je ¢lenem posloupnosti ¢astecnych souctu rady definujici zobecnény integral. Pujde o to, zda se
od jistého ¢lenu této posloupnosti podaii ,stlacit“ absolutni hodnotu rozdilu S — [ f(z)dx
A

pod hodnotu e. Plati
A/ <p€.7-'

_M/(l—Z(p(l‘))da:—M/(Zcp Zgo(x))dx—M/Z o(x

‘A pEF pED pEF PpED\F

dx <

p(2)f(z)

Uvédomme si, ze pravé odvozena nerovnost plati pro libovolny konecny podsoubor F rozkladu
jednotky ®. Kdyby se ted podatilo volbou podsouboru F stlacit posledni vyraz pod hodnotu
e, byli bychom z diikazem hotovi. Nerovnost

M r)|dr<e
A/(¢ez{>:\f(p< )) )

by pak totiz platila pro vSechny konecéné podsoubory F’ obsahujici F. Vyuzijeme jordanovské
meéritelnosti mnoziny A. Jeji hranice je zanedbatelna. Muzeme proto zvolit pokryti O(hA) této
hranice otevienymi kvadry tak, Ze jejich celkovy objem bude mensi nez ;. Mnozina C, kterou
definujeme jako rozdil mnoziny A a sjednoceni téchto kvadru (obrézek 12.31), je uzaviend a je
podmnozinou mnoziny A.

Je proto kompaktni a samoziejmé i jordanovsky méritelnd. Také mnozina A\ C je jorda-
novsky méritelnd a jeji objem je definovan integralem (v pﬁvodnim smyslu)

V(AN C) = / ldr <
A\C
Kdyz ted vezmeme libovolné pokryti O mnoziny A vyhovujici zobecnéné definici integralu, bude
jim pokryta i mnozina C. S O spojime rozklad jednotky ®. Z pokryti O lze vybrat konecné
podpokryti mnoziny C', pficemz na kazdé z mnozin v ném obsazenych bude nenulovy pouze
koneény pocet funkei rozkladu ®. Vsechny tyto funkce vytvori konecny podsoubor F C ®. Pro

néj plati
/ 2 ‘/’(”)dw:/< > w(w))dx+ ;‘\C( 3 <p(g;)>dq;:

N pEP\F O \peP\F PEP\F
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A = intA

D c

H Ke O(h:l)

v(K) < —
hA/ Keg(:hA) =5

Obrazek 12.31 K diikazu rovnosti starého a nového integralu.

£
=0+ > p(x) dxﬁ/ldx:v(A\C)<—
ANC \ oo F Ae M

a nakonec

/f(m)dm— Z/gp(x)f(x)dx <M /1dx<5.

A PEF 4 A\C

Jak jsme jiz konstatovali, bude tato nerovnost platit pro vSechny konecné podsoubory F’,
pro néz je F C F'. Tim je dokdzano, ze v pripadé jordanovsky méritelné oteviené mnoziny
a ohranicené funkce konverguje posloupnost castecnych souctt rady definujici zobecnény inte-

gral k hodnoté integralu urc¢eného pomoci ptivodni definice.
Priklad 12.39: A d& se pomoci zobecnéné definice vitbec néco vypocitat?

Nova definice sice integral zobecnuje, ale nedava navod, jak integraly doopravdy pocitat. Kdo by se hledal
s rozkladem jednotky a jesté provéroval konvergenci néjaké rady? Mame v paméti zatim neprovérenou moznost
pocitat integrély z (globalné) neohranicenych, ale spojitych funkei, nebo spojitych funkei na neohranicenych
mnozinach tak, ze najdeme k integrované funkci primitivni, dosadime konecné meze, pro néz lze urcit funkéni
hodnoty primitivni funkce, a zjistujeme, zda existuji limity pro ptipad, kdy meze ,posSleme* k predepsanym
hodnotdm (v piipadé neohrani¢ené funkce), nebo k nekoneénu. Tak jsme to udélali u pifkladu 12.35. Stéle
vSak nevime, jaka je souvislost mezi takto ziskanym vysledkem a hodnotou integralu ziskaného ,regulérné“
pomoci zobecnéni vyuzivajictho rozkladu jednotky. Ukédzku takové souvislosti hned uvidime. V piikladu 12.35
jsme postupem vyuZivajicim primitivni funkce ,podcitali“ integrél z funkce f(z), kterd byla na ohrani¢eném
otevieném intervalu (0, 1) ohranicend pouze lokélné, avsak pro cely interval neexistovala horni zévora funkénich
hodnot. Tento postup miuze ziskat opravnéni teprve tehdy, dokédzeme-li (samoziejmé obecné) shodu vysledku
s vypoctem podle zobecnéné definice integrélu. Predpoklddejme, ze f : (0,1) > 2 — f(x) € R je nezédporna
spojitd funkce. Dokézeme, ze jeji integral na mnoziné A = (0,1) v zobecnéném smyslu existuje pravé kdyz
existuje vlastni limita

1-46
L= lim 1(5) = lim /f(z) dz. (12.47)
S

V takovém piipadé je zobecnény integral roven této limité.
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Dukaz musime vést obéma sméry. Nejprve si uvédomme, jaké dalsi vlastnosti funkee f(z) vyplyvaji z podmi-
nek zadani. Ze spojitosti na celém integra¢nim oboru predevsim plyne, Ze je ohranidend (a samoziejmé spojitd)
na kazdém z intervali [§,1 — §], coz zajistuje existenci vSech integrala typu (12.47), a Ze hodnoty vSech téchto
integralu jsou nezédporné. Kromé toho jisté snadno zdivodnite (nezapomerite, ze funkce f(z) je nezdpornd), ze
plati

1-61 1-42

1
/f(m) dz > /f(q:) dz  pro libovolné hodnoty 61 < ds < 3 (12.48)
veli¢ina I(9) je proto nerostouci funkei proménné ¢.
Predpokladejme nejprve, ze existuje limita L. Pak ke kazdému ¢islu € > 0 existuje A > 0 tak, Ze pro
vSechna § < A plati |I(§) — L| < €. S ohledem na vztah (12.48) plati pro libovolné ¢ nerovnost L — I(§) > 0
(zdivodnéte). Zvolme oteviené pokryti intervalu (0, 1) otevienymi intervaly I,, takto:

1 1
o—{zn— (,1_> n—3,4,5,...}
n n

a s nim asociovany rozklad jednotky ®. Protoze je funkce f(z) nezédpornd, budeme provéfovat piimo konvergenci
rady

> [,

PEP(0,1)

kterd definuje zobecnény integral (pokud ovSem konverguje). Zvolme koneény podsoubor F C ®. Vyraz

> [, pr@a

peF

predstavuje ¢dsteény soucet celé fady. Abychom dokézali konvergenci fady, staci dokdzat ohrani¢enost posloup-
nosti ¢astecnych soucti. Vzhledem k tomu, ze podsoubor F je konecny, existuje k nému ¢islo k tak, ze vSechny
funkce p(z) € F jsou vné intervalu I; nulové. Pak

Z/ o(z)f(x)dz = Z/ z) f(z) dx—/ > () f(a:)dxg/f(x)dng, (12.49)
Iy

YEF pEF | T pEF

nebot Zwe 7 ¢(x) <1 pro libovolny bod = € A. Nerovnost (12.49) znamend, ze posloupnost ¢dstecnych soucti
fady, jejiz konvergence je pozadovina v zobecnéné definici integralu, je ohrani¢end (pfipomenme znovu, zZe tato
fada je vzhledem k nezdpornosti funkce f(x) a vlastnostem funke{ rozkladu jednotky totozné s fadou definujici
zobecnény integral jako takovy). Rada proto konverguje. Existence zobecnéného integralu je tak disledkem
existence limity L. A opravdu je hodnota zobecnéného integralu této limité rovna? Dokézali jsme sice, ze L je
horni zdvorou mnoziny hodnot ¢aste¢nych souctt, to vsak jesté neznamend, ze musi byt nutné jejim hromadnym
bodem a jesté k tomu jedinym, tj. limitou. O supremech, infimech a hromadnych bodech obecné jsme toho vsak
uz Tekli tolik, ze jisté sami dokézete, ze ¢islo L je supremem mnoziny ¢asteénych soucti rady definujici zobecnény
integral, pfiemz jiné hromadné body tato mnozina nemé. (Mald pomucka: ukazte, ze do intervalu (L — ¢, L)
padne pti jakékoli hodnoté ¢ > 0 alespori jeden ¢astecény soudet nasi rady.)

A nyni naopak. Predpokladejme, ze zobecnény integrél z dané funkce na mnoziné A = (0,1) existuje, tj.

rada Z/ |f |dx_ Z/ e

pED Y IS
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konverguje. Je to fada s nezdpornymi ¢leny, proto ji lze prerovnavat bez vlivu na jeji konvergenci a vysledny
soudet (druhy dil, druhd vlastnost ve vété 8.5). Pferovndme fadu podle velikosti jejich ¢lent a ocislujeme je
vzestupné prirozenymi Cisly k = 1, 2, . ... Podsoubor rozkladu jednotky, ktery bude odpovidat k-tému ¢astecnému
souctu rady, tj. souc¢tu jejich prvnich £ ¢lenti, oznacime Fj. Diky existenci zobecnéného integralu vime, ze ke
kazdému € > 0 existuje kone¢ny podsoubor Fj C ® takovy, ze pro vSechna m > k plati

PEFm

S o) () da — / fa)da| <e,
A

nebot zobecnény integral je limitou ¢astecnych souctu definiéni fady. Soubor F,, je ovsem konecny, takze existuje
index r > 3 tak, ze interval I,. obsahuje nosic¢e vsech funkci souboru F,,. Pak pro libovolné § < % plati

1-6

/f(x)dx—/f(r)dx <e.
A

)

To znamen4, ze

1-5
%ig% /f(ac)dxz/f(x)d:c.
5 A

Integralem vlevo rozumime samoziejmé Riemanntv integral definovany ,postaru“, ktery muzeme v ptipadé
spojité funkce pocitat pomoci Leibnizovy-Newtonovy formule. Pravou stranu tvori integral ve smyslu zobecnéné

definice.

Priklad 12.40: A co kdyz ...

A co kdyz funkee f(x) bude sice spojit4, ale nebude nezdporna? Je v takovém piipadé rovnéz mozny vypodet
zobecnéného integralu jako limity integrdla v mezich [0,1 — d] pro § — 0, at uz je uréime pomoci Leibnizovy-
-Newtonovy formule, ¢i néjak jinak? Pokud by to mozné bylo, museli bychom to dokazat. V opacném piipadé
staci najit protiptiklad. Zkusme nad problémem trochu zapremyslet: jak by mohly vypadat obecnéjsi situace,
které by se daly na predchoz{ jednoduchy pripad pievést? Kdyby t¥eba funkce byla na celém intervalu A = (0,1)
nekladnd, mohli bychom pracovat s funkei g(x) = —f(x) a zjistili bychom, Ze pro funkeci g(z) tvrzeni rovnéz
plati, jen znaménko integralu bude jiné. Kdyby funkce f(z) spojitd na celém intervalu A ménila znaménko
v koneéném poctu jeho bodi, mohli bychom tento interval rozdélit na koneéné mnoho podintervali a pouzit
aditivity integrdlu. Dokonce by stacilo predpokladat, ze existuje ¢islo § > 0 tak, Ze funkce nezméni znaménko na
intervalech (0, 4] a [1 —4,1). Pomoc{ tvrzen{ dokdzaného pro nezdpornou spojitou funkei bychom si jisté dokdzali
poradit i s piipadem funkce po ¢astech spojité (nespojité v koneéném poétu bodu definiéniho intervalu). Existuji
ovSem i divné funkce, pro které tvrzeni dokdzané pro nezdpornou spojitou funkci pouzit nemuzeme. Jsou to
tfeba funkce, které méni znaménko moc rychle. Uvazujme o funkci definované opét na intervalu A = (0,1),
stejné jako v predchozim prikladu. Tento interval mizeme zapsat jako sjednoceni

1 13 37 1 1
A=1(0,1)= (O’Q}U[Q’JUL’J u...u[l—%,l—znﬂ]u...,

" 1 1 1
A= UIn, kdefoz <O,2:|,..., ITL: |:1—2n,1—2n+1

n=0

pron=1,2,....
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Daéle ozna¢me A,, = U}_, I} a definujme ,divnou” funkci takto:

f: Az — f(x)=0prozx € Iy, /f(g;)dx—(_l)nl

In

Asi se zeptate, zda takova funkce vibec existuje. Existuje, a dokonce v mnoha provedenich. Jednoduse chceme,
aby integral z této funkce na kazdém z intervali I,, mél predepsanou hodnotu. Jaky konkrétni pritbéh mé funkce
v tomto intervalu, neni dilezité. Pozadavek mutzeme splnit tfeba i funkci konstantni na jednotlivych intervalech

—1)n-t 1 1
fa) =2 S pro xe[l_wl—w>> neN,

nebot
1— L
onFT

2n+1 (_1)7171 dr = (_1)7171
n n

1-gm

Takové funkce sice bude mit v bodech 1 — F nespojitosti, ale ty z hlediska integrovani nevadi, nebot je jich
pouze spocetné mnoho. Sousedni intervaly, jejichz sjednocenim dostaneme mnozinu A, maji spolecné pouze
krajni body. Proto mizeme vyuzit aditivity integralu. Plati

2n+1

/f )da = /f dx—Z/f %

k=1}

??‘

Zjistili jsme, ze integral [ f(z)dz je n-tym ¢asteénym souctem alternujici Fady
An

oo 1 1
S

Tato Fada konverguje, nikoli oviem absolutné. Rada z absolutnich hodnot je totiz harmonické fada, a ta nekon-
verguje — viz priklad 8.9 v druhém dilu. Vime, ze konvergence alternujicich fad je ponékud nedokonald, nebot
preskladdavanim jejich ¢lenti je muzeme nechat dokonvergovat k jakémukoli souctu, nebo je nechat divergovat,
popripadé i oscilovat. Tim v§im jsme se v druhém dilu podrobné zabyvali. My vsak nasi fadu preskladavat
nebudeme. Ve své puvodni (nepfesklddané) podobé konverguje k souctu In 2.

Z predchozich uvah plyne, Ze integral z funkce f(z) podle ,staré“ definice existuje na kazdém intervalu
[6,1— 6], kde 0 < § < %, a plati

n—1
D) =1In2.

hm /fac)dx— lim /f i_o:

Jde nyni o to, zda existuje zobecnény integrdl z dané funkce na mnoziné A, a kdyz ano, zda je také roven In 2.
K existenci zobecnéného integrélu je podle definice potieba konvergence fady (12.45), jejiz cleny jsou vyjadieny
pomoci absolutnich hodnot funkce f(z). Provedme odhady ¢asteénych souctu této fady pro néjaké pokryti O
mnoziny A (samoziejmé spliujici pozadavky definice zobecnéného integralu) a s nim asociovany rozklad jednotky
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®. Necht F C @ je libovolny koneény podsoubor rozkladu ®. Pak jisté existuje n € N tak, ze vSechny funkce
tohoto podsouboru jsou nulové vné A,,. Odpovidajici ¢asteény soucet fady (12.45) je

sr= Y. [e@li@]de =Y [ow)]f@]d.

PEF 4 apefAn

Plati A,, = U}_; I} (s¢ita se az od k = 1, nebot na intervalu Iy je f(x) = 0). Na kazdém z intervalu Iy, k € N,
je nenulovy pouze kone¢ny pocet funkci souboru F, a ty tvoiri podsoubor Fy C F. Muzeme proto psat

sr= X [etlrlar= Y3 el a -

Lpe]:An peF k:llk

n

:Z/ > o) |f($)}dw=2/|f(x)ldxz; I[f(x)dx -

k=1p \p€F k=1} k=1

Vidime, Ze ¢asteéné soucty fady (12.45), jejiz konvergence rozhoduje o existenci zobecnéného integralu,
prevysuji ¢astecné soucty harmonické rady. Ta vSak nekonverguje, nebot posloupnost jejich ¢astecnych souctu
nen{ ohranicend. Nekonverguje tedy ani fada (12.45) a zobecnény integral neexistuje. A ted si jisté polozite
otézku, pro¢. Vzdyt mnozina A = (0,1) je dokonce jordanovsky méfitelnd, funkce je na ni spojitd skoro viude
(predpoklad existence ,,oby¢ejného® integralu na intervalech I,, zajistuje spojitost funkce skoro vsude na kazdém
z intervali, dalsi body nespojitosti mohou sice byt v bodech, jimiz na sebe intervaly navazuji, ale i téch je pouze
spoCetné mnoho). Tak co se pokazilo? Vime, Ze zobecnény integral mize, ale nemusi existovat, kdyz funkce
neni na integracnim oboru ohrani¢ena. A to ta nase neni. Délka intervald I,, je rovna 2%, takze s rostoucim n

n—1
klesa podstatné rychleji nez predepsand hodnota integralu (_121 . Tato disproporce musi byt kompenzovana
prubéhem funkce f(z) pro z — 1. Abychom byli pfesnéjsi, pouzijeme vétu o stfedni hodnoté integralniho poctu.
Podle nf plati pro stfedni hodnotu funkce f(z) na intervalu I,, vztah

(e, = @/f(x)dx - ’U(}n)$’ v(In) = 2n1+1 = (f(2)), = QHHﬂ-

n n

Pro zajimavost si jesté uvédomme, Ze diky predepsanym hodnotdm integralt | f(z)daz musi funkce pfi rostoucim
I,
x rychleji a rychleji ménit znaménko.

Priklady 12.39 a 12.40 ukazaly, Ze zobecnény integral a nevlastni integraly, jak jsme je zavedli
v Dodatku K prvniho dilu, a jak jsme je pocitali v pirikladu 12.35, nejsou presné totéz. Zobecnéni
definice integralu pomoci rozkladu jednotky je jednak korektnéjsi, jednak pripousti dokonce Sirsi
tfidu integracnich obort nez nevlastni integraly definované v Dodatku K. Integra¢nim oborem
se totiz muze stat i ohranicend mmnozina, ktera neni jordanovsky méritelna, coz ,klasicka“
definice nevlastniho integralu nepripousti. Pro praxi vSak staci pracovat s nevlastnimi integraly
tak, jak jsme je definovali v Dodatku K.

A nakonec zlaty hieb celého ,pridavku®: zobecnéni véty o transformaci integrélu na oteviené
mnoziny, které nutné nemuseji byt jordanovsky méritelné, na rozdil od véty 12.11.
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Véta 12.15 (0 transformaci integralu na otevienych mnozinéch):
Necht A C R" je otevrend mnoZina. Necht dale

a: Adu=(u',...,u") — a(u) € a(4) CR", (12.50)

kde a(u) = x = (xla(ul,...,u"),...,2"(ul, ..., u")), je vzdjemné jednoznacné
spojité diferencovatelné zobrazend, jehoz Jacobiho matice Da(u) je requldrni v kaz-
dém bodé mnoZiny A. Predpokldidejme, Ze funkce f : a(A) > x — f(z) € R je na
mnozin€ a(A) integrabilni. Pak plati

/ fz)dx = /(f oa)(u) ’det Da(u)‘ du. (12.51)

a(A) A

Véta 12.15 se od vety 12.11 skutecné lisi pouze uvolnénim pozadavku jordanovské meéritel-
nosti integracniho oboru A. Integral je samoziejmé chapan v podobé zobecnéné pomoci rozkladu
jednotky. Predpoklad integrability funkce f(z) na mnoziné a(A) tak znamend existenci inte-
gralu v zobecnéném smyslu, tj. konvergenci fady (12.45). Dodejme, Ze spojita diferencovatelnost
zobrazeni o : A — R™ dokonce umoznuje opustit i podminku det Da # 0. Lze totiz ukézat,
ze v takovém piipadé je mnozina a(B), kde B = {z € A| det Da(z) = 0}, zanedbatelna (jiz
dfive zminény Sardiv teorém).

Dukaz véty 12.15 nebude slozity. Mame totiz dokazano totéz tvrzeni pro jordanovsky meé-
fitelnou mnozinu. Tou je jisté kazdy otevieny kvadr K v R"™. Zvolme pokryti O mnoziny
A otevienymi kvadry tak, aby mnozina A byla pravé sjednocenim vsech téchto kvadri. Pak
mnozina «(A) je sjednocenim otevienych mnozin o(K), K € O. Rozklad jednotky asociovany
s pokrytim a(O) = {a(K) | K € O} ozna¢me ®. Necht ¢ € ®. Podle véty 12.11 plati

/ p(x)f(z)de = / (¢ - £) 0 af(u)|det Da(u)|du.

a(K) K

Je-li funkce ¢ € ® nulovd vné mnoziny «(K), je funkce (- f) oo nulova vné K. To je zajisténo
vzajemnou jednoznacnosti zobrazeni a.. Proto je

/w(x)f(:c) dr = /[(w  f) 0 a] (w)|det Da(u)|du.

a(A) A

Zobecnény integral z funkce f na mnoziné «(A) je

[1@de =Y [p@)/)de =

a(A) PEL,(4)
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=) /A(cp oa)(u) - (foa)(u) ‘det Da(u)) du = /(f o a)(u)‘det Doz(u)‘ du,

ped Y

nebot funkce ¢ o a tvori rozklad jednotky asociovany s pokrytim O mnoziny A.

12.1.12 Neékolik slov a vét o nevlastnich integralech

V predchéazejicim odstavci jsme se zabyvali aplikaci zobecnéné definice integralu vyuzivajici

rozkladu jednotky pri vypoctu nevlastnich integrali, které byly dvojiho typu:

e integracni obor neni ohranic¢eny (nevlastni integral pruniho typu),

e integrovand funkce neni na ohrani¢eném integracnim oboru ohrani¢end (nevlastni integral

druhého typu).

V druhém ptipadé jsme nasli priklad, kdy za jistych podminek kladenych na integrovanou
funkci l1ze integraly pocitat jako limity integralti vyhovujicich standardni definici. V tomto od-
stavci uvedeme bez ditkazu nékolik praktickych tvrzeni umoznujicich poc¢itat nékteré nevlastni

integraly jedné, dvou a t¥i proménnych pravé pomoci limit integrali vlastnich.

Nevlastni integral proniho typu (jednoduchy): Necht f(z) je funkce spojita na inter-
valu [a, 00). (Uvédomte si, Ze pak je spojitd na kazdém intervalu [a, b] a pfipomente
si jeji vlastnosti.) Jestlize existuje vlastni limita

b—oo

lim /bf(x) dz,

fekneme, Ze nevlastni integral v mezich [a, 00) konverguje a piSeme

7]”(1’) dz = blggo/bf(:r) dz.

V opacném pripadé integral diverguje. Analogicky definujeme nevlastni integrély
v mezich (—oo, b], resp. (—o0, 00).

Nevlastni integral proniho typu (vicendsobny): Necht f(z,y) je funkce spojitd na
neohranicené oblasti D = (a,o0) x (¢,00) C R2. JestliZe existuje vlastni limita

lim / xaf(z,y)dzdy

b—o0,d— 00
[a,b] % [c,d]
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pro kazdou jordanovsky métitelnou mnozinu A C [a, b] X [c, d], fikdme, Ze nevlastni
integral prvniho typu z funkce f(z,y) na oblasti D konverguje, v opaéném piipadé
integral diverguje. Analogicky pro D = (—00,b) X (—00,d), D = [a,00) X (—00,d),
apod.

Véta 12.16 (O nevlastnich integralech prvniho typu):

Predpoklddejme, Ze funkce f(x) je spojitd na intervalu [a,c0). Plati:

Necht (predpoklady) Pak (tvrzeni)

‘f(x)‘ < F(z) a TF(Z‘) dz konverguje = ofof(x) dz konverguje
f(z) >0, m>1, alim, ,oo(z"f(x)) =L

je vlastni — [ f(z)dz konverguje

Priklad 12.41: Nevlastni integraly prvniho typu

Vysetiime konvergenci integralu

/ dx
/ Vad + 1
Na intervalu [1, 00) plati
1 —372 1 —3/2
)| = =z — <=z = F(z),
@)l = o =0 e < @

a soucasneé

/F(i)di': /$73/2d117 :bli{& |:_\/E:|1 = 27
1 1
integrél tedy konverguje podle prvniho tvrzeni véty 12.16. Na konvergenci 1ze usoudit také podle druhého tvrzeni
této véty, nebot
1 3
lim :1:3/2> =1, m=->1.
00 < Vad +1 2

Déle prosetiime konvergenci integralu

1
[ G e >0
D

oblast{ D je rovina z = 0. Zvolme mnozinu A, = {(z,y) € R?| 2? +y> <%}, tj. A C K kde K = [-r,7] x
X [—r,r]. Plat{ (pfi vypoctu pouzijeme vétu o transformaci integralu a Fubiniovu vétu)

/fo(w,y)dmdy=A/f(%y)dxdy:j[!(nggy)gdg]dw:

K




12.1. VICEROZMERNE INTEGROVANI 155

P 0 2y1-p _
2 50— p) 0—1_]0[(1+'r') 1] prop#1,
2m T 1
/!/mgdgldwzwln(l+r2) prop=1.
o Lo

Pro p > 1 je limita ziskaného vyrazu pro r — oo vlastn{ (je rovna p%l), proto integral konverguje. Pro p <1 je
limita nevlastni, integral diverguje.
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Véta 12.17 (O nevlastnich integralech druhého typu):
Predpokladejme, Ze funkce f(x) je spojitd na intervalu (a,b). Plati:
Necht (predpoklady) Pak (tvrzeni)

b
/

l

f(x) ‘ dx konverguje f(z) dz konverguje

‘f(x)’ < ﬁ, C>0,0<p<]1 konstanty = [ f(z)dx konverguje i absolutné

!

Qe 84— S —o

f(z) > %=, C >0, p>1 konstanty

T f(z) dx diverguje

Priklad 12.42: Nevlastni integraly druhého typu

Prosetiime konvergenci i konvergenci ve smyslu hlavni hodnoty integralu

1
dz
x2

]

Integrovand funkce je spojitd na mnoziné [—1,0) U (0, 1], v okoli bodu ¢ = 0 je neohranicend. Plati

-5 1 s 1
. dx . dx . 1 . 1
lim — + lim — = lim |—— + lim |——
§1—0 1‘2 d2—0 xz 51 —0 X 1 d2—0 X 5o
—1 —d2

Predchozi vyraz nemé vlasni limitu, integral proto diverguje. Déle plati

-0 1

. dx dx . 1

b [ [ 5] =2m (51
-1 é

Ani zde vlastni limita neexistuje, integrél proto nekonverguje ani ve smyslu hlavni hodnoty.

12.1.13 Cviceni

1. Integral z funkce definované v piikladu 12.1 vypoctéte se zaménénym poradim integrace.

2. Dokazte, ze definice zanedbatelné mnoziny (odstavec 12.1.3) pomoci otevienych, resp. uzavienych kvadru
jsou skutec¢né ekvivalentni, jak je uvedeno. (Je-li mnozina zanedbatelna podle jedné z nich, je zanedbatelna
i podle druhé.)

3. Dokazte, ze konecné sjednoceni mnozin objemu nula je mnozina objemu nula.

4. Dokazte, ze uzavieny n-rozmérny kvadr v-R”™ neni zanedbatelnd mnozina. Diikaz provedte nejprve pro
n =1, tj. pro interval [a, b].
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. Necht A je mnozina objemu nula. Dokazte, Ze jeji hranice h(A) je rovnéz mnoZinou objemu nula.

. Najdéte priklad zanedbatelné mnoziny, jejiz hranice neni zanedbatelnd mnozina.

Vysledek: Napiiklad A = {z € [0,1]N Q} C R, hA = [0, 1].

7. Dokazte, ze mnozina bodu nespojitosti funkce z prikladu 12.9 ma objem nula.

o

©

10

11.

12.

13.

14.

15

Navod: K libovolné zadanému ¢islu € > 0 sestrojte konkrétni pokryti této mnoziny otevienymi kvadry tak,
aby byla splnéna definice mnoziny nulového objemu.

. Dokazte vSechny vlastnosti Riemannova integralu uvedené ve vété 12.8.

Navod: Pouzijte vétu 12.5, nerovnosti pro infima a suprema funkce na kvidrech déleni D a jeho zjemnéni
D’ a odpovidajici nerovnosti pro dolni a horni soucty.

. Formulujte obecnou Fubiniovu vétu (véta 12.9) pro zaménéné poradi integrace.

Navod: Pro zaménéné poradi proménnych reprodukujte postup uvedeny ve formulaci véty.

. Dokazte integrabilitu funkce L£(z) definované ve vété 12.9. Postupujte zcela analogicky jako pii dikazu
integrability funkce U(x).

Popiste hranici otevieného, resp uzavieného n-rozmérného kvadru v R™ a dokazte, ze je zanedbatelnou
munozinou. Je také mnozinou objemu nula?

Pouzitim postupu z prikladu 12.16 ukazte, Ze integréal z funkce f (E) na mnoziné A objemu nula je nulovy.
(Pfedpokladejte, ze A C K a funkce f: K 3z — f(z) € R je na K spojitd skoro vSude.)

Necht A C {(O,y,z) ER3|y>0,2> 0} je jordanovsky meéFitelnd mnozina (pfedstavte si néjaky obrazec
v prvnim kvadrantu soutadnicové roviny yz). Mnozinu V vytvofime rotaci mnoziny A kolem osy z. Dokazte,
Ze mnozina V je jordanovsky méfitelnd a zapiste integral uréujici jeji objem v(V'). Déle ukazte, Ze plati tzv.
Guldinova véta

1
v(V) =2myrs(4), kde yr= SA) /ydydz
A

vvev

v R2)
Névod: Ukaite, ze v(V) = v(V’), kde V' = {(z,y,2) € R*| (0,y,2) € A,0 < z < 27y}.
Vysledek: v(V) = [2rydydz.

A

Necht A, B € R? jsou jordanovsky méFitelné mnoziny. Ozna¢me A, a B, mnoziny vzniklé fezem mnozin A
a B rovinou z = ¢ = konst., tj. A. = {(z,y,2) € A| z = ¢} a podobné pro B.. Predpoklddejme, Ze mnoziny
A. a B, jsou pro kazdé ¢ jordanovsky méfitelné a maji stejny plosny obsah, tj. s(A.) = s(B.). (Plosnym
obsahem zde rozumime objem mnoZin A., resp. B, jako podmnozin v R2.) Dokazte, Ze mnoziny A a B maji
stejny objem. (Tento vysledek predstavuje tzv. Cavalieriho princip).

Navod: Oznaéte K = S x [a, b] libovolny uzavieny kvadr v R3 obsahujici mnoziny A i B (S je uzavieny
kvadr v R?). Vyjadiete v(A) resp. v(B) z definice pomoci charakteristické funkce a pomoci Fubiniovy véty
pak pomoci integralu z charakteristické funkce mnoziny A., resp. B..

. Necht A C R? je jordanovsky méfitelnd mnoZina v souradnicové roviné xy.

a) Dokazte, Ze polarni moment setrvacnosti homogenniho rovinného dtvaru uréeného mnozinou A je
souc¢tem momentu setrvacnosti vzhledem k ose x a momentu setrvacnosti vzhledem k ose y. Polarni
moment setrvacnosti je definovan vztahem J = [ A 50% dz dy, kde s = konst. je plosn4 hustota titvaru
a 0® =2 +y*

b) Vyjddiete moment setrvacénosti mnoziny A vzhledem k libovolné ose o lezici v roviné xy a prochdzejici
pocatkem soustavy souradnic.
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16.

17.
18.

Navod b): Provedte transformaci souradnic (z,y) — (z/,y’) tak, aby osa 2’ splynula s osou o.
Vysledek b): Svird-li osa o s osou x tihel a a prochdzi-li po¢atkem soustavy souradnic, plati

J, = JICOSQa—f—JysinQa—QSinacosa/axydxdy,

A
kde o = konst. je plosna hustota utvaru. Veli¢ina D = — jA oxydxdx je deviacni moment. Je to mimodi-
agondlni slozka (symetrického) tenzoru momentu setrvaénosti, jehoz slozky vzhledem k soustavé souradnic
. Jin Jiz
(O; z,y) jsou J = yJin =Jg, Jia =D, Jag = Jy.
Jig Joo
Vypoététe objem nésledujicich téles v R3:
a) téleso ohranicené rovinami x =0, x =a, y =0, y = b, z = 0 a eliptickym paraboloidem z = % + %

(v8echny zicastnéné konstanty povazujte za kladné),

b) téleso ohrani¢ené rovinami z = a, x = b,y = ¢,y =d, 0 < a < b, 0 < ¢ < d, a hyperbolickym

paraboloidem z = 74 m > 0.
Navod: Lze pouzit vysledku prvni ¢asti ilohy 13.
Vysledky:
a’b  ab? 1
V)=—+—, b) —(*—a?)(d* - ?).
B o(V)= Gl G B 0 - - )
Dokazte vétu o transformaci integralu pro zobrazeni a z prikladu 12.26.

Jsou déana zobrazeni
a) a: (0,00) x (0,27) 3 (0, ) = alo,p) = (z,y) € R?, = gcosp, y = gsinp,

b) a: (0,R) x (0,7) x (0,27) 3 (r,9,9) = a(r,d,¢) = (z,y,2) € R3, x = rsind cos ¢, y = rsindsin ¢,
z =rcosv.

V obou pripadech zjistéte, zda je dané zobrazeni vzajemné jednoznac¢né a urcete inverzni zobrazeni. Rozhod-
néte, zda jsou tato zobrazeni vzajemné diferencovatelna. Urcete v obou pripadech Jacobiho matici zobrazeni
a a Jacobiho matici inverzniho zobrazeni, tj. Da(o, ¢), resp. Da(r,9,¢) a Da~t(z,y), resp. Da~(x,y, 2).
Urdete také mnozinu «(A), kde A je defini¢ni obor zobrazeni «, specifikovany v zadéni.

Vysledek a): Zobrazeni « je vzdjemné jednoznacné a(A) = {(Jc,y) € R? | y#0 pro z > 0}. Plati

Dafo, ) = ( csw Sy ) , detDa = o,
—psinyp pcosp
L 2_y 2 1
DaMa,y) = | Vot T det Da~! =

y x ’ vl
v x2+y? 22 4y? z? + y2

Zobrazeni «a je také vzajemné diferencovatelné .

Vysledek b): Zobrazen{ « je vzédjemné jednoznacné a(A) = {(x,y,2) € R3|0 < 2? +y? + 22 < R?, y #
# 0 pro x > 0}. Plat{

sin ) cos ¢ sinsin ¢ cos v
Da(r,9,p) = | rcosdcosp rcosdsing —rsind |,

—rsindsingy rsindcosp 0
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20.

21.
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det Da = r?sin 9,

T Tz —y
VRt t2? \[eR R ettt e?) Y
1 Y Yz T
Da™*(z,y) = Va2 22 a2 tR (a2 4y2+2?) 22 4y?2 )
. e .
NZEEwEre 2 +y2+22

1
Vai+ 22+ 2 + 22
Zobrazeni « je také vzajemné diferencovatelné.

det Da~! =

Urcete souradnice tézisté ¢asti homogenniho elipsoidu se stfedem v pocatku soustavy souradnic o poloosach
a, b a c, lezici v prvnim oktantu soustavy souradnic.
Navod: Pouzijte zobecnénych sférickych soutadnic

a: [0,1] x [0, g} X {O, g} 3 (r,d,p) — alr,d,¢) = (z,y,2),

kde x = arsind cos ¢, y = brsindsin ¢, z = cr cos ¥.
Vysledek' T= %(a b, c)
+y? =2az, 22 +y? + 22 =3a% a > 0.
Navod: Pouzijte valcové souradnice.
. N 5a(61345)
Vysledek: T = (O, 0,3 )
Uréete hmotnost a polohu stfedu hmotnosti télesa (koule) ohrani¢eného kulovou plochou x2 +y% + 22 = 2az,
a > 0, jehoz hustota je dana funkci s = ——~_—— &k > 0 je konstanta. Vadi, Ze v bodé (0,0, 0) neni hustota

definovana?
Navod: Pouzijte kulovych souradnic a integrace s proménnou mezi proménné r.
Vysledek: m = 3wa’k, T = (0,0, 2a).

Vypoctéte geometrické a fyzikalni charakteristiky (ploSny obsah, hmotnost, soufadnice stfedu hmotnosti,
momenty setrvacnosti vzhledem k osdm z, y, z) nasledujicich rovinnych ttvart:

a) ttvar omezeny kiivkami y = 22, y = 322, y = 2071, y = 4271, plosna hustota o = konst.,
b) ttvar omezeny kiivkami ad a), hustota o = kxy, kde k = 1kgm~—* je rozmérova konstanta,

¢) ttvar omezeny v prvnim kvadrantu kiivkami y = x, y = 2z, y = 2272, y = 422, plosnd hustota
o = konst.,

d) ttvar omezeny kiivkami ad c), hustota o = kzy, kde k = 1kgm~* je rozmérova konstanta,

m

e) homogenni kruhova vyse¢ s konstantni plosnou hustotou o a polomérem R vymezend thlem ¢
€[5
f) kruhovéd vyse¢ ad e) s plo$nou hustotou o = ko, kde k = 1kgm~3,

g) vyseC mezikruzi o polomérech 7 a R vymezend thlem ¢ € [0, 7], s plosnou hustotou o = kx, k =
= 1kgm™3 je rozmérova konstanta.

Vysledky:
a) § = %1n3, m = %olni&, T = {41?13( 3%/5) (2\/1_\[)751n3 (\3/3_1) (zm_w)}v J
(V9-1) (VA= /@), gy =% (1 45) VI8 = VA), J. = Ja -,

~I§

©
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)S:% n3, m=2kmn3, T = 7% (1- 45) (4V2- ¥2), 35 (V3 - 1) (4916 - V4),
o= (V9 -1) (89402, Jy = 3% (1= g5) (4V16 = V1), L. = Jo + J,,

©) §=5(V2=1) (VI6 = V4), m =08, T = [3(f 1)(%_%)’3(%_1)(%—%)]7
Jr= 3 (VA1) VA= ¥2). 0, = % (1= 45) @VA=¥2). 1. = Lo 4,

d) §=3(V2-1) (V16— V4), m =5 (VA1) (2V4 - V2),
T:[%(ﬁfl)(%ﬁ VA) s o (272 1) (2V16 = VA)], Jo =3k, Jy = 2kIn2, J. = Jo + Jy,

) S=1rR% m = 2aR2, T = {%R,O}, Jp = LoRY(Z—1), J, = LoRY (T +1), . = Ju + J, =
:éaﬂ'R‘l,

) S = 4R, m = LenRS, T = [52R,0], Jy = kR (F = 1), Jy = SRR (5+1), T = Jo + Jy =
:%kﬁrRs,

g) S = Lin(R* =), m = B2(R ), T = [{E(R* — ") (5 +1)
= Y2|(R® —15), Jy, = Y2K(R® —1%), J. = J, + J, = YZK(R® —1).
23. Vypoctéte geometrické a fyzikdlni charakteristiky (objem, hmotnost, soufadnice stfedu hmotnosti, tenzor

momentu setrvacnosti) nasledujicich prostorovych ttvari (polohu stfedu hmotnosti a slozky tenzoru mo-
mentu setrvacnosti pocitejte vzhledem ke kartézské soustavé souradnic, v niz jsou zadény rovnice utvara):

’lbm(R4 -r )(2 1)}7 Jr =

a) homogenni kuzel s hustotou s omezeny plochami z = %\/xz +y2az=h,

b) nehomogenni kuzel s hustotou s(z,y,z) = ky/22 + y? omezeny plochami ad a), k je rozmérovd kon-
stanta jednotkové hodnoty,

¢) homogenni koule o rovnici 2% + 3% + 22 = R?,

d) nehomogenni koule o rovnici ad ¢) s rozlozenim hmotnosti danym hustotou s(z,y, z) = k|z|, kde & je
rozmeérova konstanta jednotkové hodnoty,

e) horn{ polovina homogenniho anuloidu z piikladu 12.33 s hustotou s = konst.,

f) horn{ polovina nehomogenniho anuloidu geometricky zadaného v piikladu 12.33 s rozlozenim hmot-
nosti zadanym hustotou s(z,y, 2) = ky/22 + y?, kde k je rozmérovéd konstanta jednotkové hodnoty,

g) homogenni rotacni paraboloid s hustotou s, omezeny plochami z = £5 h(x? +y?), z=h,

h) homogenni elipsoid se stiedem v pocdtku soustavy soufadnic a osami podél os soustavy soutradnic z,
y z, délky poloos jsou po fadé a, b, ¢, a hustota tGtvaru je s. (PouZijte zobecnéné kulové souradnice
z ulohy 9. cvifeni 5.2.6).

Vysledky: Deviaéni momenty (mimodiagonédlni slozky tenzoru momentu setrvacnosti) jsou ve vsech piipa-
dech nulové.

a) V =iaR*h, m = $snR*h, T = (0,0,3h), Ji1 = Jag = g5smhR* + tsmwh®R?, Js3 = {swhR?,
V = inR*h, m = {wkhR3, T = (0,0, 2h), Ji1 = Jao = 557k hR® + ink B3R3, Js3 = {=7k hR®,
= 37R3, m = 3msR3, T = (0,0,0), Ji1 = Jos = J33 = 2mR?,
%WR?’ m = %ﬂk R* T =1(0,0,0), Ji1 = Jop = iﬂk‘RG, J33 = %Fk RS,
V =7%2R,m=n%sr’R, T = (0,0, 3%), Ji1 = Joo = gn?sRr*(4R?+5r?), Js3 = n?sRr® (R? + 3r%),

7 3w
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f) V=na2?R, m= %7‘(’2]{7‘2(4R2 +72), T = [0,0, ﬁﬂk r3(5R% + 7‘2)},

Ji1 = Jog = %71'2]@7’2 (R4 +2R?%r? + 2%7”4), J33 = w2k R? (R4 + %R2r2 + %r‘l),

g) V. = iwR?h, m = $snR?h, T = (0,0,2h), J11 = Joo = 57shR*(R? + 3h?) = im(R? + 3h?),
J33 = E’NShR4 = %mRQ,

h) V = %ﬂ'abc, m = %Sﬂ'abc, T = (0,0,0), Ji1 = 1¥45,)7rsabc(b2 +c?), Jag = 1i“,)7rsabc(a2 +c?), Jz3 =
= {tmsabe(a® 4 b?).

24. Urcete velikost gravitacni sily, kterou ptisobi koule o hustoté s = konst. a poloméru R na bod X jednotkové
hmotnosti umisténé ve vzdalenosti a > 0 od stfedu koule.
Navod: Zvolte pocatek soustavy souradnic ve stredu koule. Osu z jako spojnici poc¢atku soustavy soutadnic
a bodu X. Ten pak bude mit polohovy vektor 7¥x = (0,0, a). Gravitaéni sila, jiz pusobi koule na bod X, je

kde G = 6,67-10"" Nm? kg2 je univerzalni gravitacni konstanta. Rozepiste vyraz do slozek a pii integraci
pouzijte kulovych soutadnic.
Vysledek: proa > R je F = (0,0, 7%7TGSR3 . a—lz), proa< RjeF = (0,0, f%ﬂ'Gsa).

25. Dokazte vétu o transformaci pro zobrazeni « z prikladu 12.26.

26. Necht f(z) je spojitd funkce na kompaktni mnoziné A. Necht B C A je mnozina takovych bodd, v nichz
je funkéni hodnota funkce f nulova, a pfitom kazdé okoli takového bodu obsahuje jak body, v nichz funkce
nabyva kladné hodnoty, tak body, v nichz nabyva hodnoty zdporné. Dokazte, Zze mnozina B je zanedbatelna.

27. Reste nasledujici dlohy:

a) Zvolme ¢islo € > 0. Necht f: R — R je funkce t¥idy C°, kterd na intervalu (0, ¢) nabyva kladnych
hodnot a na mnoziné (—oo, 0] U [, 00) je nulovd. Dokazte, ze funkce

je nulovd na mnoziné (—oo, 0] a jednotkovd na mnoziné [, oo].

b) Necht A C R a B C A je kompaktni mnozina. Pomoci funkce g(x) sestrojte funkci ¢ (z) definovanou
na A takovou, aby 0 < ¢(x) <1 a ¢(z) =1 pro vSechna x € B.
Navod: Nejprve predpoklddejte, ze A = [a, ], B = [a,b], tj. mnoZiny A a B jsou intervaly, a < a <
< b < (. Pak zobecnéte.

¢) Necht o € R™ je libovolng, ale pevné zvoleny bod. Pomoc{ funkef typu f z éasti a) této tilohy sestrojte
funkei ¥ () tiidy C>° definovanou na R™ tak, 7e ¢(x) > 0 pro z € (z}—e,zi+) x - x (28 —&, xh +¢)
a 1(x) = 0 v ostatnich pripadech.
Navod: Nejprve sestrojte pozadovanou funkei 9 (x!) pro n = 1. Provedte linearni transformaci inter-
valu [0, €], na interval [z — €, 2o + €]. Pak zobecnéte.

d) Pomoci konstrukce v predchdzejici ¢asti tlohy ukazte, Ze je-li B kompaktni podmnoZina mnoziny
A € R", lze sestrojit funkci ¢(x) t¥{dy C°° definovanou na A tak, aby na mnoziné B nabyvala
kladnych hodnot a byla nulova vné jisté uzaviené mnoziny V', pro kterou je B C V C A.
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Vysledek: b) ¥(z) =1+ {g ( (;a) -9 ( )}7 c) Y(z) = Y f (%95] - ?)

28. V pifkladu 12.40 sestrojte pokryt{ mnoziny A = (0, 1) a odpovidajici rozklad jednotky tak, aby na kazdém
z intervalu I,, byly nenulové vzdy pravé dva prvky rozkladu.
Navod: Sledujte postup dikazu véty 12.12 a aplikujte jej na dany konkrétni priklad.
Vysledek: Napiiklad O = {U,Us,...,}, U, = (apn—1,an+3) pron = 1,2,..., B, = [an, ant2], pro n =
=23,...,B1=(0,as], a, =1— 2%, 1 > 0 je hladka funkce nenulovd pouze na I, U I, 41, @, = P RE
Naprtiklad Ize volit

ontl 1 1

1
W($—1)+§7T(3n+4) s ernUIn+1: 1_2771_W s

P () = sin?
Yn(z) =0proz € A\ (I, Ulyq1), n=1,2,..., ¥(z) =1 pro z € (0,a1], o(x) = sin?[27(z — 1) + 37]

pro € [a1,as2), Yo(x) =0 pro z € A\ (0, as].

29. Prosettete konvergenci nevlastnich integrali a konvergujici integraly vypoctéte:
T
X
) Of 1422
o0 2
b) [e* da,
0

67(x+y) dz dy’

NLH
oy

—2

J dzdy,
0

<

&
O —r

fz441ry2 dxdy, D = {(x,y) €R2‘0§y§x2,1 Sx},
5 =
ff}ryzdxdy, D ={(z,y) eR?*|y >2?1<a},

/ AT 2+y +azyz dwdy, a >0,
0

md%dydz7 D= {(sc,y,z) €R3|m207y20,220},

U— o3

™

1
i) [ 2% dz, konvergenci diskutujte vzhledem k m,
0

i S %7 diskutujte konvergenci jako takovou i konvergenci ve smyslu hlavni hodnoty.
-1

Vysledky: a) I = 7, b) I ﬁ (polovina Laplaceova integralu), c) I = 1, d) nekonverguje, e) I = 7, f)

I'=7%8 1= h1I= % i) konverguje pro m < 0, j) konverguje pouze ve smyslu hlavni hodnoty,

2
P [ %ﬂczan.
21




12.2. A ZASE ALGEBRA, TENTOKRAT TENZOROVA 163

12.2 A zase algebra, tentokrat tenzorova

Opakovat, ze linearni algebra je potreba ,skoro vSude“, je jiz zbytecné. Mnohokrat jsme se
o tom presvédcili. Je vSude tam, kde se vyskytuje iméra — slozky jedné veli¢iny jsou line-
arnimi kombinacemi slozek druhé velic¢iny. S nékterymi fyzikalnimi priklady jsme se setkali
v kapitole 6: iméra mezi slozkami momentu hybnosti a thlové rychlosti (L; = Z?:1 Jijwj), koe-
ficienty tvori tenzor momentu setrvacnosti, imeéra mezi slozkami elektrické intenzity a slozkami
elektrické indukce (D; = Z?Zl eijE;), koeficienty tvori tenzor dielektrické permitivity. Dalsi
uméru najdeme tireba mezi slozkami velic¢iny, ktera popisuje pnuti v piezoelektrickém krystalu
a sama je tenzorem (tenzor napéti), a slozkami elektrické intenzity pole, do néhoz je krystal
vloZen (1;; = S3_, dijiEx), a tak bychom mohli pokracovat: tenzor deformace, tenzor moduli
pruznosti jako veli¢ina tvorena koeficienty timéry mezi slozkami tenzoru napéti a tenzoru defor-
mace (7;; = Zz,l=1 Cijki€r), tenzor energie-hybnosti v teorii relativity, apod. Jsou také ameéry
bilinearni, kdy néjaka veli¢ina je imérnd slozkdm dvou jinych velicin. Napriklad energie elek-
trostatického pole je £ = %Z?,j:1 ;12 D;. Koncept tméry lze takto rozsitit i na podobny typ
zavislosti na slozkach vétsiho poctu velicin (A, ;, = Z?b_.?jqzl Titoviipjrga Bir.jq ). (VSechny
indexy jsou zatim, na rozdil od kapitol 4 a 6, psany pro jednoduchost dole, rtizné typy tenzoru
rozlisime v odstavci 12.2.1.)

Ze linearni algebra vstupuje i do teorie a praxe integrovani, nds mozna také nepiekvapuje.
Operace integrovani je prece linearni: integral z linedrni kombinace konecného poctu funkci je
linedrni kombinaci integrali z kazdé z nich. Funkce f : R" > z = (z!,...,2") — f(z) € R,
které jsou integrovanymi objekty, tvori (obecné nekonecnérozmérny) vektorovy prostor. Jaké
tedy muze byt jesté dalsi ,zapojeni® linearni algebry do teorie a praxe integrovani, kdyz inte-
grovat uz umime? Umime, ale zdaleka ne vsechno. Nase schopnost integrovat je velmi omezena
pokud jde o volbu integra¢niho oboru. Umime integrovat na jednorozmérnych oborech v R,
dvojrozmérnych v R?, trojrozmérnych v R3, atd., obecné n-rozmérnych v R™. Co to znamena?
Tak treba u dvojrozmérného oboru jednoduse to, ze musi byt ,placaty“. Kdybychom chtéli, aby
integracnim oborem byla tfeba ¢ast povrchu koule, tj. dvojrozmérny utvar ,vnoreny“ v troj-
rozmérném prostoru, pak ndm predchozi odstavec o integrovani moc nepomuze (ani tivahy
o plosném integralu v odstavci 12.1.10 nejsou matematicky prilis podlozené, predstavuji pouze
jakysi ,navod k pocitani“). Podobna situace je v ostatnich pripadech, tj. ma-li byt integracnim
oborem k-rozmérny tutvar v R™ pro k < n. Kdo ¢etl predchozi dily, namitne, ze jsme se prece
s takovymi ptipady integrace setkali. Skutecné, v prvnim dilu, v odstavcich 2.3.5 a 2.3.6, jsme
se zabyvali ktivkovym integralem prvniho druhu, integracnimi obory byly kiivky, tj. jednoroz-
mérné utvary v R, R%, R?, obecné R". V druhém dilu jsme v odstavci 9.3.3 zavedli kiivkovy
integral druhého druhu. Tyto definice, nasledna tvrzeni tykajici se kiivkovych integralt, i prak-
tické pocitani s nimi byly matematicky korektni. Totéz vSak nelze zcela tvrdit o plosnych inte-
gralech a jejich prevodech na integraly objemové, resp. kiivkové, s nimiz jsme spise intuitivné
pracovali v odstavci 9.4 v souvislosti s diferencialnimi operatory. Tento ,dluh® je nyni tfeba
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vyrovnat. Mohli bychom postupovat ryze klasicky a dalsi typy integrali definovat tak, ze by
integrovanymi objekty byly zase funkce (pti praktickych vypoétech tomu nakonec tak bude, ne-
bot integraly kiivkové pfevedeme na jednoduché, plosné na dvojnasobné, atd.). Daleko snadnéji
se vsak nové pojmy definuji a tvrzeni dokazuji, jestlize definice postavime na jiném typu inte-
grovanych objekti, které s procedurou integrovani souviseji velmi prirozené. Jsou to specidlni
,viceslozkové“ objekty tvorici v kazdém pevné zvoleném bodé (topologického) euklidovského
prostoru vektorové prostory. Slozky téchto objektii jsou samoziejmé funkcemi souradnic daného
bodu v euklidovském prostoru. (Pojem ,pole“ v ramci matematické analyzy ndam koneckonct
neni neznamy. Celd kapitola 9 byla v podstaté vénovana vlastnostem skaladrnich a vektorovych
poli, tj. skaldrnim a vektorovym funkcim vice proménnych). Jestlize jsme chtéli pracovat s vek-
torovymi poli, museli jsme umét pocitat s vektory. Mame-li vélenit tenzorova pole do teorie
integralu, musime umét pracovat s tenzory. A to jsou, jak jsme se jiz zminili, objekty linearni,
¢i presnéji multilinearni algebry.

Dalsi navrat k linearni algebre jiz bude ponékud tucelovy. Pro pochopeni objektd vhodnych
k vybudovani definice integralu potiebujeme pracovat s tenzory specifického typu — tzv. an-
tisymetrickymi a kovariantnimi. Na nich totiz stoji definice diferencidlnich forem, které budou
integrovanymi objekty v nové definici (ndzvu se nelekejte, podstata neni slozita). Pro iplnost
se seznamime s tenzory obecné, nebudeme se vSak tenzorovou algebrou zabyvat do vSech teo-
retickych detaili a v prikladech se soustiedime hlavné na typ, ktery budeme potiebovat.

Omezit vsak vyklad problematiky tenzorti pouze na rozsah potifebny pro integrovani by
bylo jistym ochuzenim z hlediska fyzikalni vypocetni praxe. Nakonec se odstavec o tenzorech
docela ,rozrostl“ a zahrnuje i fadu fyzikalnich aplikaci. Ctenéfi, ktefi se rozhodné nechtéji
tenzory zabyvat vice nez je nutné pro vybudovani nové definice integralu, mohou rovnou prejit
k odstavci 12.2.6, v némz jsou uvedeny vsechny potfebné definice a tvrzeni, avSak zizené pouze
do podoby potiebné pro integrovani. Vynechany budou i nékteré dukazy, které byly v obecnosti
uvedeny v odstavcich 12.2.1 az 12.2.4. V nékterych ¢astech bude odstavec 12.2.6 odkazovat na
priklady v predchozich odstavcich, ale i bez nich neztrati text srozumitelnost.

Jesté rada: pro praci s tenzory bude vhodné osvézit si Einsteinovu sc¢itaci symboliku z ka-
pitoly 4 (pfiklad 4.18 na str. 24 druhého dilu).

12.2.1 Tenzory nejsou nic jiného nez linearni zobrazeni vice promén-
nych ...

Znate domecek z karet? Na zakladni radé se stavi dalsi a dalsi patra az ke Spicce. Néco ob-
stavbu ,tenzorového domecku“ uz mame z ¢tvrté kapitoly druhého dilu, konkrétné z odstavce
4.2.5, kde jsme mnoziny L(V,,, W,,) linedrnich zobrazeni vektorovych prostoru nad polem kom-
plexnich ¢isel V,, — W, vybavovali strukturou vektorového prostoru. Definovali jsme soucet
a skalarni nasobek linearnich zobrazeni tak, aby byly splnény axiomy vektorového prostoru, na-
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sli jsme bazi prostoru L(V,,, W,,) indukovanou bdzemi zvolenymi v prostorech V,, a W, a zjistili
jsme, ze dimenze prostoru L(V,,, W,,) je n - m. Specidlnim pripadem takové situace byl prostor
L(V,,R), kde V,, je vektorovy prostor nad R. Témto zobrazenim jsme tikali linedrni formy
a prostoru V¥ = L(V,,R) dudlni prostor prostoru V,,. Jeho dimenze je n a béaze (e!,...,e")
indukovana bézi (eq,...,e,) prostoru V,, se nazyvala dudlni bdzi. Pravé prostory V,, a V.* jsou
zékladem dalsi tenzorové konstrukce. Jde o dilezité pojmy, proto si je ozivte na stranach 71
a 72 druhého dilu v prikladech 4.47 a 4.48. Pro kazdy ptipad nyni definice zopakujeme a jesté

néco pridame.

Necht V,, je vektorovy prostor nad polem R. Dudlnim prostorem V¥ rozumime mno-
zinu vsech linedrnich zobrazeni ¢ : V,, 5 a — ¢(a) € R se standardné zavedenou
strukturou vektorového prostoru. Béze dudlnfho prostoru (el ..., e") indukovana
bézi (e1,...,e,) vztahy (4.35), e'(e;) = 6%, se nazyva dudini bdze. Znacime také
V, = Tg-(V,), resp. V. = T2(V,,). Hovorime o tenzorovijch prostorech pruniho rddu
na vektorovém prostoru V,,, v prvnim pripadé kontravariatnich, v druhém kovari-

antnich.

Duvody alternativniho znaceni v definici a pojem kontravariatnosti a kovariantnosti se vy-
jasni za chvili. Z prikladu 4.48 si nyni pripomeneme podstatu duality. Provedeme ve V,, pte-
chod od béze (ey,...,e,) k bézi (ey,...,&,) s matici piechodu T = (T7), (S = T' = (&7)),
1 <,7 < n. (Nepochybné jste si vSimli, ze jsme se odchylili od symboliky ¢tvrté kapitoly v tom,
ze prvky matic prechodu budeme nyni znacit Tij a Sf namisto drivéjsiho znaceni feckymi pis-
meny Tij a of . To proto, ze symbol 7 budeme za chvili hojné pouzivat pro tenzory, a mohlo
by dochézet ke kolizi znaceni.) Pfi pouziti Einsteinovy symboliky piSeme transformacni vztahy

pro baze ve tvaru
5. — TIo. . iz, 5t — Qid t_ igg
e =Te;, e =GS5je, e=5, e=Te. (12.52)

Pro slozky vektoru a € V,,, a = a’e; = @'g;, resp. linedrni formy w € V*, w = w;e’ = w;é, plati

@i = Osz]i-, Oéi = @jT;, W; = T;](UJ, W; = wa], (1253)
nebo v maticovém zapisu pfi oznaceni (o) = (a! a"),a = (a' ... a") (fadkové
vektory) a (w) = (wy ... w,)?, resp. (@) = (@, ... @,)7,
(@) = ()T, (a0)=@T, W)=Tw), (W=T'w). (12.54)

Vsechny tyto vztahy jsme poctivé odvodili v odstavci 4.1.4 (strana 32, vztah (4.13), strana 72,
vztah (4.36) a piiklad 4.48), proto je jiz pouze bez dikazu rekapitulujeme. Nazev ,kontrava-
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riantni®, resp. ,kovariantni“ tésné souvisi s transformacnimi vlastnostmi téchto objekti —
kontravariatni a kovariantni tenzory prvniho radu, nazyvané téz vektory a kovektory, se trans-
formuji dualné, tj. tak néjak ,navzajem proti srsti.“ Nejlépe je to vidét, vyjadiime-li v riznych
bazich hodnotu linearni formy w na vektoru a — musi vyjit ve vSech bazich stejné. Plati

w(a) = (wie')(aej) = w3 = a'w; = (a)(w) = (@)T)(T7'(@)) = @TT @) = (@) @).

Matice T a T~! se pii ndsobeni navzajem ,spolknou“, takZe soucdin fddkové matice slozek
vektoru a a sloupcové matice slozek kovektoru (linearni formy) w je na volbé baze nezavisly.
Musi tomu tak byt, nebot jak vektory, tak kovektory jsou geometrické objekty, nezavislé na
tom, v jaké bazi je vyjadfujeme.

Priklad 12.43: Existuje dualni prostor k dualnimu prostoru?

Jistéze, vzdyt dudlni prostor je také vektorovym prostorem. Dudlnim prostorem k dualnimu prostoru VI vek-
torového prostoru V;, je mnozina vsech linearnich zobrazeni definovanych na kovektorech, tj. na V,*, opatiime-li
ji také strukturou vektorového prostoru. To se provede stejnym standardnim zptisobem, jako jsme to udélali
v odstavci 4.2.5. A hned je tu otdzka: jak souvisi prostor (V,¥)* s puvodnim prostorem V,,7 Jsou stejné? Jsou
i nejsou. Jistéze obecné nejsou stejné pokud jde o konkrétni objekty v nich obsazené. Tak tfeba prvky prostoru
V3 by mohly byt volné vektory, vznikajici vSemi moznymi umisténimi orientovanych tusecek v euklidovském
prostoru (prvni dil, odstavec 1.4.2). Prvky prostoru V5* by pak byla vSechna linedrn{ zobrazeni pfifazujici témto
volnym vektortim redlnd ¢isla. Prvky prostoru (V,¥)* jsou pak linedrni zobrazeni pfifazujici redlnd ¢isla linedr-
nim zobrazenim z prostoru V,*. A to uz, pfesné vzato, nejsou volné vektory generované orientovanymi tiseckami.
V em tedy prostory (V,*)* a V,, stejné jsou? Pfedevsim jsou ,algebraicky stejné“, nebot jsou izomorfni. (To neni
nic nového — vime, Ze vSechny vektorové prostory stejné koneéné dimenze jsou navzdjem izomorfni). Navic se
vSak slozky prvki prostoru (V,,)*)*, at uz je to konkrétné cokoli, mus{ pfi prechodu mezi bdzemi transformovat
stejné jako vektory prostoru V. Je-li totiz pfechod od béze (e1,...,en) k bazi (é1,...,€,) ddn matici T, je
prechod mezi indukovanymi bdzemi dudlnfho prostoru dén matici 7-!. A pfechod mezi indukovanymi bazemi
prostoru dudlniho k dudlnimu musi byt dan matici (T71)~! = T Jak ale vypad4 indukovand baze v prostoru
(V¥)*? Oznadme ji napiiklad (e1,...,€,) a definujme ji zcela analogicky jako jsme definovali indukovanou bézi
ve V¥, tj. v podstaté stejnymi vztahy jako jsou vzorce (4.35) na strané 71 v druhém dilu. Pro indukované baze
v prostoru (V,F)* a pfechody mezi nimi pak plati

ei(ej) = 53, € = T:L‘JE]', €; — Sggj . (1255)
Algebra tedy nedokaze nijak, ani pomoci transformacnich vztaht, rozlisit prvky e; a €;, resp. obecné prvky
prostort V,, a (V,*)*. Tyto prostory jsou z jejiho hlediska totozné. Protoze vSak jejich realizace prostfednic-
tvim konkrétnich prvkia muze byt rizné, je tfeba je formalné néjak ztotoznit. Déje se tak pomoci kanonického
izomorfismu

L:Vpoe —ue)=¢€ V), 1<i<n. (12.56)

Ptipomenme si, ze linedrni zobrazeni je jednoznacné urceno obrazy baze, proto staci zadat kanonicky izomor-

fismus ¢ pouze na vektorech baze prostoru V,,. Inverzni izomorfismus ¢ ~! zase ptifazuje prvku ¢; € (V,*)* prvek
e; € Vi, 1 < i < n. Pro jednoduchost budeme v dalsim znacit (V,*)* = V,, a ztotoznéné prvky jako totozné,

tj. €; = e;. Zvolme v prostoru V, bézi (ei,...,e,). V prostoru V,* je indukovans baze (e',...,e"), €'(e;) = 6},




12.2. A ZASE ALGEBRA, TENTOKRAT TENZOROVA 167

a v prostoru (V,*)* indukovand béze (ei,...,€,), €(e?) = 67. Predpokladejme, 7e slozky vektoru & € V;,, resp.
kovektoru w € V;* v piislusngch bazich jsou (£) = (£1,...,&"), resp. (w)T = (wi,...,wp). Je-li € = 1(€) € (V*)*,
pak € = 1(Ee;) = E'u(e;) = E€;. Prvek §~1 € (V.))* ma v bézi (e1,...,€,) stejné slozky jako vektor £ € V,, v bazi
(e1,.-.,€n), coz jsme na zdkladé definice kanonického izomorfismu jisté cekali.

Priklad 12.44: Soucin, ktery tu jesté nebyl

Pro vektory a kovektory definujme jesté jednu specialni operaci, o které jsme se v prikladu 4.48 nezminili.
Je ji dudlni soucin , definovany jako zobrazeni

(1): Vi X V3 (@,6) — W] =w(®) €R. (12.57)
Hodnota dudlniho soucinu kovektoru w s vektorem & se jednoduse ziska tak, ze se linearni forma w vy¢isli na
vektoru £. Neni tedy tak docela pravda, ze tu dudlni soucin nebyl. Objevil se v prikladu 4.47, jen jsme jej tak

nenazyvali. Dudlni soucin je bilinedrni, tj. linedrni v obou ¢initelich. Skute¢né, jsou-li w a n libovolné prvky V*
a &, ¢ libovolné prvky V,, a «, 3,7, libovolné skalary, plati

(aw + Bn &) = (aw + Bn)(§) = aw(§) + Bn(§) = a(w &) + Bn[E) .

(W€ +0¢) = w(r§ +6¢) = 1w(§) + 0w(() = y{w[&) +d{w ().

Vyjadieni dualniho souéinu ve slozkach je jednoduché: (w|&) = &%w;, kde Ffaddkovd matice (&) = (1 ... &7)
reprezentuje vektor € v jisté bazi (eq,...,e,) prostoru V;, a sloupcovd n-tice (w), kde (w)T = (w1 ... wy)
kovektor w v indukované bazi (e, ..., e") prostoru V,*. Hodnota dualniho sou¢inu samoziejmé nezévisf na volbé
baze.

Existuje také dudlni soucin
(1) (V) x Vi 3 (§w) — (£|w) = €(w) €R. (12.58)
Pro € = 1(€), kde ¢+ : V,, = (V*)* je kanonicky izomorfismus z predchoziho piikladu, pak & = £%¢; a plati
(€lw) = E'wi = (w]€).
Pouzijeme-li pro ztotoznéni zjednodusujicitho zapisu, mizeme psat tento druhy dudlni soucin ve tvaru
(1) Vax Vs (§w) — ({lw) =¢w) R, ({[w) = (w]§). (12.59)

Pozor! Neplette si dudlni soucin se skaldrnim, i kdyz zapisy ve slozkdch mohou vypadat stejné. Dudlni soucin
viak piifazuje &slo dvojici kovektor-vektor a vyjadfeni ve slozkiach ma vzdy tvar (w|€&) = £'w; bez néjakych
specidlnich pozadavkil na volbu baze ve V,,. V prostorech pfitom vibec nemusi byt zadan skalarni soucin.
Skaldrni soucdin pritazuje ¢islo dvojici vektora a,b € V,, a ve slozkdch ma vyjadieni podobné vyjadieni dudlniho
soucinu, (a,b) = > I a'B" = §;;07 37, jen tehdy, jsou-li slozky vektorii zaddny v ortonorméln{ bazi. Obecné je
viak (a,b) = gi;a'F7, kde gi; = (e,€5), 1 <i,j <n.
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Priklad 12.45: Dualni versus skalarni soucin a jiné ztotoznéni
Na druhé strané mtuzeme prece jen vysledovat souvislost mezi dudlnim a skalarnim souc¢inem, bude-li samo-

zifejmeé v prostoru V,, skalarni soucin definovan. Dejme tomu, Ze je. Zvolme libovolny prvek w € V,*. Dokazeme,
ze existuje jednoznacné vektor ¢ € V,, takovy, ze pro kazdy vektor £ € V,, plati

(wl&) =8 (12.60)

Zvolme v prostoru V;, bazi (eq,. .., e, ), dudlni baze je (e',...,e"), prow, £ a ¢ plati w = w;et, £ = Ele;, ¢ = (le;.
Vyjadiime-li rovnost (12.60) v bézich, dostaneme

wi& = (' (ei,e5) = ' gi; = (wj —gi5¢") € =0,

kde jsme stejné jako v kapitole 6 oznacili G = (gi;), ¢i; = (es, €;), matici skaldrniho souc¢inu. Pfipomenme si, ze
tato matice je symetrickd (V,, je vektorovy prostor nad R) a pozitivné definitni. Vzhledem k tomu, Ze ziskana
rovnost mé platit pro libovolny vektor &, je tfeba, aby byla splnéna soustava rovnic w; — gij(i =0,j=1,...,n.
Pro dany kovektor w jde o nehomogenni soustavu n linedrnich rovnic pro n neznamych slozek vektoru ¢. Matice
této soustavy G je regularni, proto ma soustava jediné feseni

¢'=w; G 1<i,j <n, vmaticovém zapisu (¢) = (w)' G, (W) = (0)G,

kde jsme oznaéili G=! = (G’%), 1 < 4,5 < n. Pro pofddek provéime platnost transformaéniho vztahu G =
= TGTT (vztah (6.5) na str. 140 druhého dilu), ktery ma platit pro matici skaldrniho sou¢inu pii piechodu od
béze (e1,...,e,) k bézi (é1,...,e,) pomoci matice prechodu T. (V prostoru nad R samoziejmé bez operace
komplexniho sdruzeni.) Plati

Q=T '=w'c'r =@ T "Hr'c T .

Odtud dostévame G = (THTG 1T = G =TGT?, jak to ma podle vztahu (6.5) byt. Mohli bychom
tedy definovat ztotoznéni vektorového prostoru s prostorem dudlnim tak, zZe ztotoznime kazdy vektor ¢ € V,
s prislusnym kovektorem w € V*:

7: Vo3¢ — () =weV), (wl& =(E) prolib.{eV,.

Naopak, 771 (w) = (. Ztotoznéni 7 je izomorfismus a 77! izomorfismus k nému inverzni. Je to oviem takové

yhorsi“ ztotoznén{ nez kanonicky izomorfismus ¢ prostoru V,, a (V,)*, ktery jsme definovali v prikladu 12.43.

n

Kovektor w = 7(¢) a vektor ¢ se totiz pfi pfechodech mezi bdzemi transformuji ,proti srsti“. Pro zajimavost
jesté zkusme, na které kovektory zobrazi izomorfismus j vektory béze (ey,...,e,). Jisté nds napadne, Ze by to
mohly byt prvky dudlni béze. Ale budou? Oznacme n* = j(e;). Pak pro slozky kovektoru n* plati

()" = ()G = (i -+ 1) =(0 ... 01,0 ... 0)G = (gi1 giz -+ Gin) -

Vidime, 7e rovnost n* = e nastane pravé tehdy, plati-li gij = 045, tj. matice skaldrniho soucinu je jednotkova. To
ovSem odpovidé jediné situaci, kdy je baze (e1,...,e,) vzhledem k zadanému skaldrnimu soucinu ortonormalni.

Kdybychom se byli tentokrat spolehli na odhad, zklamal by nas.

Avizovali jsme, ze vektorové prostory V,, a V;* (nad R) budou zakladem konstrukce tenzoro-
vych prostorti na V,,. Jakym? Kartézské souciny vektorovych prostorii V,, a V,* budou defini¢nimi
obory tenzort. Zde je definice:
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Necht V,, je vektorovy prostor nad R a p,q > 0 cela ¢isla, p + ¢ # 0. Tenzorem
(p + ¢)-tého fadu typu (p,q) na V,,, téz tenzorem p-krdt kontravariantnim a q-krdt
kovariantnim rozumime zobrazeni

T (X,V5) X (XgVa) 2 (w1, swp; &1, 000, &) — T(wr, . wp; &1y, &) €R,
(12.61)
které je linearni v kazdém ze svych kovektorovych i vektorovych argumenti, tj.

T(Wi, ..y 0w+ By .oy wp; &1y, &) = (12.62)

:aT(wlw"awia“';wp; 517"%5(1)+6T<w17'~'ani7"'awp; 515"'751})7

resp.

T((Ul,...,wp; 61,...,0,/6]‘4‘5(]',...,&1):
=ar(wi,...,wp; &1, &y, &) + BT(wr, -y wp; €1y Gy -2 Ey)

pro libovolny vybér argumentt wy,...,wp,m € V.5, &1, ..., &, ¢ € Vi, pozic 1 <
<i<pal<j<qaskalaria «a,f € R. Tenzorem nultého radu rozumime skalar.
Poznamenejme, Ze X, resp. X, je p-ndsobny, resp. g-ndsobny kartézsky soucin.

Priklad 12.46: Tenzory druhého radu

Abychom si definici linearity zobrazeni vice proménnych dobfe ujasnili, ukdZeme si, jak tato multilinearita
funguje pro tenzory nizsiho fddu — to proto, abychom mohli vSechny pozadavky linearity poradné rozepsat
a zapisy pritom mély rozumny rozsah. Vektorovému prostoru ponechame obecnou dimenzi n.

Tenzor druhého Fédu typu (0,2) na V;, je ¢isté kovariantni a operuje tedy jen na vektorech. Podle definice

je to zobrazeni
T Vo x V3 (61,6) — 7(&,6) R

linearni v obou vektorovych argumentech. Co to znamena? Budou-li (; a {5 libovolné dalsi vektory a «, 3,
a ¢ libovolna realnd ¢isla (skaldry), bude platit

(a1 + B, &) = at(81,82) + BT(C1,62),  T(&1,762 +0C2) = 77 (&1, &2) + 07 (&1, C2) 5

anebo dohromady

T(ad1 + BC, €2 + 6C2) = a7 (81, &2) + a7 (€1, C2) + B7(C1, €2) + BT(C1, C2) -

Kdybychom tedy znali hodnoty tenzoru 7 na dvojicich vektort (€1, &2), (&1, (), (C1,&2) a (¢1, 2), miZeme pomoci
nich a pfedchoziho vztahu uréovat hodnotu tenzoru 7 na dvojici vektoru (a&; + B8¢1,v€2 + 6¢2) pro vSechny
mozné ¢tvefice skalart «, 3, v a d. Vektorové argumenty ovSem miiZzeme vyjadfit v bazich. Zvolme v prostoru
V,, bazi (e1, ..., e,). Vektory & a & pak zapiSeme ve tvaru & = Ele;, & = Eej, 1 <14, j < n. Hodnota tenzoru
T na vektorovych argumentech &; a & je

T(61,&) = (e, Eej) = E1E] T(ei ) -

Budeme-li zndt hodnoty tenzoru 7 na viech dvojicich (e;,e;) vektorii tvoiicich bazi (tedy celkem n? hodnot),
dokéazeme zjistit hodnotu tenzoru na libovolné dvojici vektorovych argumentii pomoci jejich slozek a vyse
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uvedenych n? &sel 7(e;, €;). Jisté to nikoho nepfekvapi — vzdyt prece linearn{ zobrazenf je jednoznaéné uréeno
obrazy béze (véta 4.2 dokdzand v druhém dilu pro linedrni zobrazeni V,, — W,,,).
Tenzor druhého fadu typu (1, 1) je zobrazen{

T:VEIXV,3(w; &) — 1(w,€) eR,

T(awr + Bwe,¥E1 + 682) = ayT(wi,&1) + adT(wr, §2) + ByT(we, 1) + BT (w2, &2)

pro libovolné argumenty wi,ws € V¥, £1,&2 € V,, a libovolné skalary «, 5,7, € R. Vyjadiime-li argumenty w
a & v bazich, dostaneme o o
T(w,§) = T(wie', {e;) = wil7(e', €5) -

Pro piipad tenzoru druhého ¥adu typu (2,0) jisté snadno provedete obdobné dvahy a vypocty sami.

Priklad 12.47: Dva dulezité priklady tenzort druhého radu

Dva ptiklady tenzorti uz zname, i kdyz si to moznd neuvédomujeme. Jsou jimi dudlni a skaldrni soucin.
Duélni soucin, at uz kterykoli ze dvou, které jsme uvedli v prikladu 12.44, je tenzorem druhého radu typu
(1,1), nebot jeho definién{ obor je V.* x V,,, resp. V,, x V.*. (Pozdé&ji uvidime, Ze prostory tenzoru typu (1,1)
s témito dvéma definiénimi obory lze také ztotoZnit.) Skaldrni soucin, jehoZ definié¢nim oborem je V,, x V,,, je
rovnéz tenzorem druhého Fddu, avsak typu (0,2). Navic m4 jesté dalsi specidln{ vlastnosti (symetrii a pozitivn{
definitnost).

A jesté jedna poznamka ,na okraj“. Dosavadni ivahy by mohly vzbudit dojem, ze dimenze
vektorového prostoru a prostoru dualniho je vzdy stejna. Je to vsak pravda jen pro konecné-

rozmérné prostory. V pripadé prostorti nekonecné dimenze tak ani nelze ztotoznit prostory V'
a (V*)*.

12.2.2 ...a tvori vektorové prostory

V predchozim odstavci jsme sice tenzory definovali, ale nerekli jsme, jak s nimi pocitat. Na
mnozindch tenzoru daného typu (p,q) je proto predevsim potfeba zavést strukturu vektoro-
vého prostoru a v takto vzniklych vektorovych prostorech najit vhodné baze. Pak bude zptsob
zakladniho pocitani s nimi jasny — jednoduse jako vzdy ,po slozkach*.

Ozna¢me mnozinu viech tenzortd typu (p, ) na vektorovém prostoru V,, symbolem T (V;,).
Zvolme libovolné dva jeji prvky 7 a n a skalary «, 8 € R. Definujme nové zobrazeni se stejnym
defini¢nim oborem, jaky maji prvky mnoziny 7?(V,), takto:

X (XpV) X (XqVa) D (wiy .-y wp; &1y e oo &) — (12.63)
— X(wla"'awp; 517"'7511) -

:aT(wb'-'?wp; gl:--wfq)—’—ﬁn(wla-“:wp; glw--afq) eR

pro libovolny vybér argumenti wy,...,w, € VS a &i,...,§ € V.
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Velmi jednoduse se dokaze (tiloha 1 ve Cviceni 12.2.8), 7Ze zobrazeni x je linedrni ve vSech svych
argumentech, takze je také tenzorem typu (p,q), tj. x € TP(Vyn). Pro @ = 8 = 1 nazveme
zobrazeni x souctem tenzoru 7 an (x = 7+n), pro 5 = 0 je zobrazeni x a-ndsobkem tenzoru 7
(x = at). Viloze 1 Cviceni 12.2.8 si sami dokézZete, Ze takto definovany soucet a skalarni naso-
bek tenzort splnuji axiomy vektorového prostoru. Diikazy nechavame do cvic¢eni proto, ze jsou
velmi jednoduché, jen vyzaduji trochu vice psani. K diikazu multilinearity zobrazeni x staci pro
jeho libovolné vybrany kovektorovy, resp. vektorovy argument reprodukovat postup, ktery jsme
uplatnili na strané 68 druhého dilu, kdyz jsme dokazovali linearitu sou¢tu linearnich zobrazeni
V., = Wy, resp. skalarniho nasobku linearniho zobrazeni V,, — W,,. Axiomy vektorového pro-
storu se provéri pro libovolny vybér vektorovych a kovektorovych argumentti. Podobné jako
u vektorového prostoru L(V,, W) si rozmyslete, jak vypadd neutrdlni prvek prostoru 7 (V)
(nulovy tenzor typu (p, q)) a opacny prvek k tenzoru 7. Uvédomte si, jakou hodnotu musi mit
obraz libovolného vybéru argumentt (wy, ..., wy; &1, . . ., §,) nulovym tenzorem a jakou hodnotu
musi mit obraz tohoto vybéru argumentii opacnym tenzorem k tenzoru 7 ve vztahu k obrazu
tenzorem 7.

Priklad 12.48: 7.)(V,,) jako vektorovy prostor

Pro pripad kovariantnich tenzoru druhého fadu rozepiSeme operace, které souviseji se zavedenim struk-
tury vektorového prostoru na mnoziné téchto tenzorti. Necht 7,1 € TX(V,,) a a, 8 € R. Podle vztahu (12.63)
definujeme zobrazeni

X Vi x Vi3 (61,&) — x(61,&2) = at(&1,82) + Bn(é1, &) -

Vyjadiime-li slozky vektoru &1 a & v bazi (eq,...,e,), je
(r+ ). &) = o (Ei&hr(ene))) + B (€icin(eie))) = €l (ar(eires) + Bnleisey)

(a7)(61.&) = a (&i7(ere))) = Eigh(ar(eirey))

Provéfime linearitu zobrazeni (7 4+ 1) tfeba v prvnim argumentu. Vyuzijeme nejprve definice téchto zobrazeni,
potom linearity tenzort 7 a 7) a nakonec opét definice zobrazeni (7 + 7).

(T +m) (v + ¢, &) = 7(v&1 + ¢, &) +n(v& + 0C1, &) =

=7(&1, &) + 07(C1, &2) + (&1, &2) + 0n(Cr, &2) = y[T(&1, &2) + 061, &2)] + 0[7(C1, &2) + n(Ci. &2)] =
= [T+ n)(&.&)] +o[(r+n)(G,&)] -

Linearitu v druhém argumentu a linearitu zobrazeni ar v obou argumentech snadno provérite sami podle vzoru
piedchoziho postupu. Ze mnozina 7, (V;,) s nové zavedenymi operacemi séitani tenzorii a nasobeni tenzoru
skaldrem splniuje axiomy vektorového prostoru, dokazeme také snadno. Pf¥imo z definice souctu je vidét komu-
tativita a asociativita. Neutrdlnim prvkem grupy je tenzor Ozo(y,y: Va x Vi 3 (&1,&2) — 0 € R, prifazuje tedy
kazdé dvojici vektort (£1,&2) nulu. Opaénym prvkem k tenzoru 7 je tenzor, ktery kazdé dvojici vektort (€1, &2)
pritadi hodnotu —7(&1,&2). Z definice zobrazeni (7 + 1) pfimo provéiime i distributivni zékony, kombinujic
sCitani a nasobeni skalarem. Naptiklad

[a(m +n)] (&, &) = a[(T+n)(&,&)] = a[r(&, &) +n(é1, &)] =
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= a7(&,82) + an(é, &2) = (ar) (&1, &) + (an)(&1,&2) = (a1 + an)(&1,&2) -

Protoze tento vysledek plati pro libovolné zvolenou dvojici vektorovych argumentu (£1,&5), plati pro samotna

zobrazeni na levé a pravé strané, tj. (7 + 1) = a7 + an. Dalsi vztahy se dokazi podobné jednoduse.

Kdyz uz jsme z mnozin tenzoru typu (p, ¢) udélali vektorové prostory, méli bychom se nauéit
pracovat v bazich se slozkami. Bylo by dobré, kdybychom pomoci bazi volenych v prostoru V,,
na némz celd konstrukce ,tenzorového domecku“ stoji, dokazali indukovat baze v prostorech
tenzort néjak podobné, jako jsme naindukovali baze v dualnim prostoru V*. Sestrojime-li v ten-
zorovych prostorech baze, budeme hned také védét, jaké jsou jejich dimenze. To uz koneckoncti
dobte tusime. V prikladu 12.46 jsme vidéli, Ze hodnotu tenzoru druhého radu, tfeba typu (0, 2),
pro libovolnou dvojici vektorovych argumentt mizeme snadno urcit pomoci jejich slozek v dané
bazi (e1, . .., €,), zndme-li hodnoty tenzoru pro viech n? dvojic (e;, €;) prvki baze. Ze zkusenosti
s linearnimi zobrazenimi, které jsme ziskali v kapitolach 4 a 6, mizeme intuitivné usuzovat,
ze by ¢isla 7;; = 7(e;, e;) mohla byt slozkami tenzoru 7 v néjaké indukované bézi, kterou jesté
neméame. Dimenze prostoru 7;°(V,,) by tedy mohla byt n?. Pokud tento napad extrapolujeme

dale, pak by ¢isla 7;/ 7" = 7(e",... €5 €5, ,e5,), 1 <in, .. ip, g1, -5 Jg < 1, mohla pred-
stavovat slozky tenzoru 7 € TP(V,) (v bézi, ktera stdle jesté neni specifikovdna). Jejich pocet
je roven poctu moznych vybért indext iy,...,%,,j1,...,Jq, které se mohou opakovat a jejich

ruzné poradi davaji obecné ruzné slozky. Jde tedy o poéet variaci s opakovanim (p + ¢)-té t¥idy
z n prvki, a ten ¢ini n?*9. Vidime, Ze pokud nds zkuSenost ¢i intuice neklame, budou dimenze
tenzorovych prostoru s jejich fadem (p + ¢) rychle narustat.

Intuice je ovsem dobry sluha, ale Spatny pan. Proto zavértim o slozkach tenzort a dimenzich
tenzorovych prostoru nemuzeme vérit, dokud je nedokédzeme. Nezbyva nez sestrojit indukovanou
béazi. Vzorem pro takovou konstrukci bude konstrukce baze prostoru L(V,,, W,,,) na stranach 69
a 70 druhého dilu (vztahy (4.34)). Tento vzor se na prvni pohled nemusi zdat zcela dokonaly:
ktery objekt bude v nasem pripadé realizovat vektorovy prostor vzoru V,, (pozor, nas nynéjsi
prostor V,, to neni, jde jen o kolizi oznaceni), a ktery prostor obrazu W,,? Jako prostor W,
bude slouzit jednorozmeérny vektorovy prostor R. Ale jsou defini¢ni obory tenzora vektorovymi
prostory? Zatim jsou to jen kartézské souciny, pricemz struktura vektorového prostoru je na
kazdém s cCinitelt. Strukturu vektorového prostoru vsak muizeme zavést tak, ze definujeme
s¢itani (p + q)-tic kovektorovych a vektorovych argumentt ,po kovektorovych a vektorovych
slozkach“ a podobné nésobeni (p + ¢)-tice argumentu skaldrem tak, ze jim vynasobime kazdou
kovektorovou a vektorovou slozku. Napriklad a(w, &) + 8(n, () = (aw + Bn, a& + (). Vlastnosti
multilinearity tenzoru vyhovuji pfedstavé tenzorového prostoru 7F(V,) jako prostoru L((x
X,V¥) x (x4V,), R). Dimenze tohoto prostoru je podle vysledku na strané 69 druhého dilu

dim T7(V,,) = [dim((xpv;) x (qun))] [dimR] = 7P 1 = Pt
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Problém dimenze je tedy vyteSen dokonce jesté diive, nez jsme nasli indukovanou bazi. Tu nyni
uz doopravdy sestrojime z libovolné zvolené baze (e, ..., e,) prostoru V,,. Definujme zobrazeni

¢l1 lq D (V) X (XgVa) 2 (wi, oo ywp; &1,..0, &) —
— (birll.::.l]‘::p(wl‘) 200 @ il 0o ,€q) € R vztahy
¢l1 lq ( il’ .. ,eip; Cgooc ,ejq) = 5211 6 5l1 » ‘5;;‘11’ (1264)

pro vSechny vybéry indexi

1§’L.1,...,7;p,j1,...,jq§n, 1§k1,...,kp,l1,...,lq§n.

Pozadavek, aby tato zobrazeni byla linearni ve vSech argumentech, zajistuje, ze skutecné staci
zadat jejich hodnoty na vsech moznych vybérech prvki baze prostoru V,, a dudlni béaze induko-
vané v prostoru V. Pocet téchto zobrazeni je dan poctem vybéra indexi ky,...,k,, 11, ..., 1,
véetné opakovani a zavislosti na poradi, tj. n?*9. Je tfeba dokazat, Ze tato zobrazeni skutecné
tvori bazi v TP(V,,). DokdZeme nejprve jejich linedrni nezavislost. Zapist s mnoha indexy se
nelekejte, prace s nimi je stejna, jako kdyz je index jeden, jen se popise trochu vic papiru. Vzpo-
minate, jak se dokazuje linedrni nezavislost prvku vektorového prostoru? Pokud ne, vratte se
k pfl’sluénym pasazim kapitoly 4. Sestavime linearni kombinaci zobrazeni (12.64) s koeficienty

”ylll ” € R a polozime ji rovnu nule (neutralnimu prvku grupy tenzorového prostoru).
k1 kp g
Yy, Cbkl Ky = 7’P(Vn)

Pak obé strany vycislime na argumentech tvoricich prvky baze V,, a V' a dostaneme vysledek:

kl kp 1A lq i1 ip. —
ll lq (z)kl k?p( P 6‘ 6]1,...,ejq)—0 _—_>

WS LGl LG =0 = 4, =0
pro libovolny vybér indexi 1 < iy,...,0, j1,...,Jq < n. (Jisté jste si pfipomnéli, ze kazdé
Kroneckerovo delta maze jednu sumaci ve vicendsobném souc¢tu. Nas soucet je (p 4 ¢)-ndsobny,
ale jeho s¢itance obsahuji Souéin praveé tolika Kroneckerovych delta. Vymazou se vsechny sumace
a zbude jediny koeficient ’y] ) Ukézali jsme, ze nulové linearni kombinace zobrazeni (12.64)

dosdhneme jen s nulovymi koeﬁmenty. Zobrazeni ¢k1...kp jsou linedrné nezavisla. Druhd c¢ést
dikazu ma proveérit, ze systém zobrazeni, ktery podezirame z toho, zZe je v daném prostoru
bazi, je uplny. To znamena, ze kazdy tenzor 7 musime umét zapsat jako linearni kombinaci této
baze. Hledejme tedy takovou linerani kombinaci s koeficienty Tl = R, tj.
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Vy¢islenim na argumentech bazi (eq,...,e,) a (e',...,e") s uvdzenim defini¢niho vztahu (12.64)

a samoziejmé vlastnosti Kroneckerova delta dostaneme ptimo konkrétni slozku tenzoru 7 jako
obraz kovektorti a vektoru béazi se stejnymi indexy (provedte podrobné):

T]le_;s = T(eila cee 7eip; ej17 L) ejq) . (1265)

Ted jsme jiz opravdu matematicky korektné dokazali, ze soubor
jl---jq
11...0p

je bazi tenzorového prostoru TP (V;,).

Jedna se opét o indukovanou béazi, nebotf definice je zalozena na volbé baze zakladniho
prostoru V,,. Zatim ji mame zavedenu ponékud ,,implicitné“, pomoci obrazu prislusnych soubort

bazi prostoru V,, a V,*. Explicitniho vyjadfeni pomoci téchto bazi se dockame v nasledujicim
odstavci. Zavery, k nimz jsme postupné dospéli, zformulujeme ve vété.

U<, i, iy dg <)

Véta 12.18: Mnozina TP(Vy) tenzori typu (p,q) s operacemi scitdni tenzori a nd-

sobeni tenzoru skaldrem definovanymi vztahy (12.63) je vektorovym prostorem di-

menze NP4 nad polem redlnych cisel R. Je-li (e1, ..., ey,) libovolné zvolend bdze ve
vektorovém prostoru V,,, je soubor qﬁ?l'::‘l,‘ip definovany vztahy (12.64) bdzi v prostoru
TP(V,).

q

Jakmile mame bazi jakéhokoli prostoru, je uz jednoduché provadét operace s¢itani a nasobeni
skalarem v tomto prostoru pomoci slozek. Tenzory se jednoduse sc¢itaji a nasobi skalarem ,po
slozkach“, jako kterékoli jiné vektory. A je tuplné jedno, o jaky typ tenzorového prostoru se
jedna, tj. kolik indexti nahote a dole maji slozky tenzort.

Predpokladejme, Ze slozky tenzoru 7 a n v béazi (12.64) indukované primérni volbou
baze v prostoru V,, jsou

i1.ip

T:(le.“]q), 77:(77]‘1...1‘1;)’ 1<, .00, 01,5 Jg S0,

a o, € R. Pak tenzor x = a7t + 1 ma v této bazi slozky

x= () = (amiy + Bu2), 1<y, g iy dg<n. (12.66)

Priklad 12.49: Tenzorové operace v T (V},) po slozkéch
Provédéni operaci vektorového prostoru v tenzorovych prostorech (vytvareni linedrnich kombinaci tenzori)

ve slozkdch si ovéifme a procviéime na piikladu prostoru 7;!(V,). V prostoru V, zvolme jako obvykle bazi
(e1,...,en). Indukovana baze v T1(V,,) pak bude déna vztahy (12.64) pro p = ¢ = 1, tj.
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{(;5; | 1<4,5< n}, d)é—(ek,el) = (5;-“6;.
Tenzory 7,7 € T{1(V;,) jsou linedrnimi kombinacemi této baze,
r=7 ¢k n=uldi.
Zvolme «, 8 € R a pocitejme linedrni kombinaci tenzort 7 a 1 s koeficienty «, 5. Dostaneme postupné
ot + fn = a(r] ¢)) + B (n] &) = (ar! + Bn]) &5 -

Vyjadrili jsme tenzor ar + (7 jako linedrni kombinaci prvkia baze. Koeficienty této linearni kombinace jsou
slozky tenzoru ar + 7 vzhledem k této bézi. Vysledek je v souladu s obecnymi vztahy (12.66), které si mizete
v plné obecnosti odvodit stejnym postupem, pokud se nezaleknete zapist s vice indexy.

Nasim tkolem ted bude odvodit transformacni vztahy mezi slozkami tenzoru vsech typu.
Opét zacneme prikladem — tenzory druhého radu.
Priklad 12.50: Tenzory a prechody mezi bazemi

Zvolme v prostoru V;, baze (e, ..., e,) a (€1, ..., &,). Oznaéme matici pfechodu symbolem T' = (T7) a matici
inverzn{ symbolem S = T = (S7), 1 < i,j < n. Hledejme transformac¢ni vztahy pro tenzory druhého fadu,

nejprve t¥eba typu (0,2). Nejprve zjistime vztahy mezi indukovanymi bazemi {¢"} a {¢"}, 1 < i,j < n. Kazdy
z prvkia druhé béze je linedrni kombinaci prvku prvni baze a naopak, tj.

—i7 7 .kl P4 ikl
¢ =age”, ¢V =PB30 .

Zabyvejme se tfeba prvni z téchto linedrnich kombinaci. Vyéislime ji na dvojici vektorovych argumentu (e, ¢;)
a pri upravé pouzijeme jednak defini¢nich vztaht (12.64) pro indukované béze, jednak transformacnich vztahi
(12.53):

0" (exer) = agy 9™ (en, e1) = o, 167 = aj -
Dosadime-li do levé strany vektory ey, a e; jako linedrni kombinace prvka béze (éy,. .., &,) pomoci transformac-
nich vztaht (12.52), ziskdme jesté jiné vyjadreni:

¢ (en,er) = ¢ (Sieq, SPEy) = SESP ¢ (6a, ) = SLSP 6.6] = Si.S7 .

Porovnénim obou vyrazi pro g ! (ex, e;) dostaneme dosud neznamé koeficienty ozz =Si Slj . Podobnym postupem
s o ; ikl , i . o

ziskdme dvoji tpravou vztahu ¢ = 35¢  koeficienty 3;). Slozky tenzoru 7 € T3 (V,,) v bazich {¢¥}, resp.
{5” }, 1 <4, <n,jsouty =T7(e;e;), resp. T = 7(&;, €;). Jejich transformacni vztahy dostaneme opét snadno
dosazenim za e; a €;, resp. € a €; z (12.52):

Ti; = T(€i,€5) = T(Sfék, Séél) = stgT(ék,él) = SfS;ﬁ Tk
a podobné

Tij = 7(€&;, éj) = T(Tfek,T;el) = TikT;T(ek, e) = TikT} Tl -

Postup pfi odvozeni transformadénich vztaht pro tenzory typu (2,0) a (1,1) je zcela analogicky a ponechdme jej
do cviéeni (dloha 2 ve Cviceni 12.2.8). V8echny vztahy shrneme v pfehledné tabulce:
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Pfechody mezi bdzemi pro tenzory druhého fadu (12.67)

s o . Kl
T2(Va) | 67 = 8isi ¢F | 75 = TfTim | 99 =TT} ¢ | 755 = SFS: 7w

T3 (Va) | b1y = TFT) da | 79 = SiS] 7 | 63y = SESow | 79 = TITY 7

— . 4 5 . . —k o 35 _
T (Vo) | &5=SiTj¢f | TI=TFS{n | ¢i=TiSj¢, | 7 =SIT/7,

K2

Pokud se vdm predchozi Gvahy stale jevi jako malo konkrétni hra s indexy, mtizeme si je jesté vice ptiblizit
tfeba pro ptipad, ktery je geometricky ndzorny. Za vychoz{ prostor zvolme euklidovskou rovinu (n = 2), v niz
lze mérit velikosti vektori a thly, je v ném definovdn skaldrni soucin (€,¢) = [€||¢| cos ¢, kde ¢ je tihel mezi
vektory & a (. Predpoklddejme, Ze baze (€1, &) vznikne oto¢enim ortonormdlni bze (e, e2) o thel (—a). Matice
prechodu pro tento piipad jsou

cosa  —sina cosa  sina
T = . , S= . .
sin « cos & —sina  cos«

Rozepiseme vztahy z tabulky (12.67) pro slozky tenzoru 7 € 7. Indexy probihaji hodnoty 1, 2. Plati

Ti1 = leTll Tkl = TllTll T11 +T11T12T12 +T12T117'21 +T12T127'22

=T cos? a + To9 sin® o — (121 + T12) sinacos
kol = 1ol = 102 = 2aql= 202 =
T = 5151 Trl = Slsl T11 + 5151 T12 + 51517’21 + Slsl Tog =
= 711 cos® a + Top sin® a + (To1 + T12) sinacosa.
Pro slozky 719, T21 a Tog zapiSte transformaéni vztahy sami. Pro tenzory typu (2,0) dostaneme
T = Sis M = SIS 7 4+ 8185 712 + 855177 + 5385 7 =
=71 cos?a + 722 sin? a — (%' + 71?) sinacos
=TT =TT A + T T 7P+ T TR+ T T 772 =

=71 cos’a + 72 sin®a + (721 + 7'?) sinacosa.

21 722 postupujte podobné. A pro tiplnost jesté pro tenzor typu (1,1).

Pro slozky 712, 7
1 1l _k 1l 1 12 1 1l 2 12 2
T =851 = SiTy 7 + SiT7 1o + STy + 517 75 =
=1 cos’a+ 73 sin®a — (18 +73) sinacosa,
1 1ol ~k 1ol = 102 =1 1012 102 =2
T =TS T =TS T+ ST T+ 15,71 + 155775 =

=71 cos? a + 75 sin® a + (72 + 73) sinacosa.
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1 a 711 (indexy

Divite se, ze transformacni Vztahy pro 711 a 711 (indexy jsou dole) jsou shodné se vztahy pro 7
nahote) a se vztahy pro 71 a 74 ? (A kdy# budete pilni a propoéitate i vztahy pro ostatni slozky, také zjistite, 7e
se pro danou dvojici indext shoduji nezavisle na typu tenzoru, tj. na umisténi indexi). Bude tomu tak vzdy?
Bude tomu tak jen za urcitych podminek? Nebo je to dokonce tiplnd ndhoda? Odpovédi jsou ,ne“, ,ano“, ,ne“.
Shoda se objevila proto, ze v pfipadé ortonormalnich vychozich bazi prostoru V,, jsou matice T' a S ortogonélni,
a proto navzajem transponované. Slozky kontravariantnich, kovariantnich a smisenych tenzori se transformuji

stejné. Neni to tedy néjaka nahoda, na druhé strané to neplati obecné.

Prozkoumame-li strukturu transformacnich vztaht z prikladu 12.50, mohli bychom rovnou
zapsat odpovidajici vztahy pro tenzory libovolného typu (p,q). Zkuste si to a porovnejte pak
svilj ,odhad“ s vysledkem nésledujictho odvozeni. Linearni kombinaci

TJ1--Jdq __ ...Jqa1..
i1..0p 1. 0pb1... ¢
vycisli tech (eM kp ¢ strané vy Zij definic-
ycislime na argumentec (6 e e, ,elq) a na prave Sstrane vyrazu vyuziljeme dennic

nich vztahti (12.64) pro zobrazeni ¢’ . Dostaneme

~J1---Jq k1 k. _ ..Jq@1.. ko . _
il...ip<€ 7"'76p7€l17"'7€lq)_az Lipb... QS ( ..,€p,€ll,...,61q)—
]qal ap kl ko, cb1 bq _ jl-»-jqkl---kp
—a it O Y A = i,
Na levé strané zapiseme vektory z baze (e1,...,€,) jako linedrni kombinace béze (e, ...,é,)
a kovektory z béze (e', ..., e") jako linedrni kombinace baze (€', ..., e") pomoci vztahi (12.52)

a opét pouzijeme defini¢ni vztahy pro prvky baze tenzorového prostoru, tentokrat (Eﬁfi

“J1---Jq (k1 kp. ~J1- Jq k'l*al kp a bq _
ilmip(e 7..-7€p,€l17..-76lq)— 1. (T Tpep Sllebl,...,slqebq)_

_ k1 kp b1 by say ap ¢j1 Jg __ k1 kp @i Jq
— Tal .« .. Ta;] Sl1 DY Slq 511 DY 6Zp 5b1 DY 6bq — 111 DTS CZ—YZP Sll DY Slq .
Porovnanim dostaneme hodnoty koeficientii linearnich kombinaci

Jak1... k1 kp Qi1 Jq
l T ...Ep Sll.--slq

Ldply

a prevodni vztahy pro prvky baze { f"} — { o } 1<iy,...,0p, 015+, 0q <0,

1.

it = (1) (31 5

anaopakpro{ 5 ]q}—>{ g1 } 1<it,eeoyip, J1y.-ey g <1,

.. 1.

o (Skl . ~-SZP) (Tz]f . 7}{1‘1) 4521'.'.'.113;,
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(Zavorky ve vztazich jsou pochopitelné ,navic®, jejich tikolem je pouze opticky oddélit slozky
matic T"a S, aby vynikla struktura vztaht.) Z prevodnich vztaht pro slozky vektoru a kovektort
vime, ze je lze ze vztahti pro prvky baze ziskat jednoduse zaménou hornich indext za dolni
a zdménou matice T za inverzni matici S = T~1. Jakkoli je to pohodlné, spravny matematik
by mél vztahy regulérné odvodit. Odvozeni ponechdme do cviceni (dloha 3) a vztahy pouze
shrneme.

Pfechody mezi bazemi pro tenzory typu (p, q) (12.68)
291--Jq __ ik kp qit Ja li-lg =iledp Qi ip iy lg _k1..-kp
i1edp .. -Tip S - 'qu ¢k1...kp Tiidqg = Pky - Skp .. 'qu Tly..lg
Ji--Ja _ Sk Shp T qu qzll"'lq 7_?'1~~~i;> _ i Tip Sh Sl‘q ,T_kl---kp
i1...0p — M My - lq kl...kp J1-Jg = ki kp 71" " Mg ll...lq

Obrazek 12.32 ptiblizuje strukturu transformacnich vztaht pro tenzory z hlediska ,kontra-
variantnich = hornich* a ,kovariantnich = dolnich® indexii u slozek tenzorti a umoznuje jejich
snazsi zapamatovani bez nutnosti je stale odvozovat. Staci mit zafixovany vztahy pro transfor-

slozky vektoru @' = Sia', o' =T'a"

slozky kovektoru w; = Té-wl, wj = Sljc_ul

. —i1iadp oy ia ip il Iy lgk1..kqu Ry
slozky tenzoru 7,7 0 = S5 L ST TR TR

beviqedp i 8 ip il L Ly k1. kip
ety = Tr... T ... T/,ijl . sz, . ijll...l,,‘.‘lq

Obréazek 12.32 Transformace kontravariantnich a kovariantnich indexi.

maci slozek vektori, resp. kovektor, které maji jeden horni, resp. dolni index, a aplikovat je na
kazdy index slozky obecného tenzoru zvlast. Zelenou a hnédou barvou jsou vyznaceny séitaci
indexy, ¢ervenou a modrou barvou indexy (na levé i pravé strané) volné. Barevné jsou také
vyznaceny ,vymény“ matic T a S = T~! pii transformacich slozek ,tam a zpét“, tj. 7 — 7
aT—>T.
Priklad 12.51: Vycisleni tenzoru na vektorovych a kovektorovych argumentech
Jesté jsme si nerekli, jak uré¢ime hodnotu tenzoru zadaného jeho slozkami v dané bazi na kovektorovych a vek-
torovych argumentech zadanych rovnéz slozkami, samoziejmé v odpovidajici bazi. Dejme tomu, ze (e1,...,e,)
je vychozi baze ve vektorovém prostoru V,, a {¢fllf;’}, 1 <41,...,8p,J1- -+, 0q < n, indukovand baze v tenzo-
vektori §1,...,&, € V,, a tenzoru 7 € TP(Vy)

rovém prostoru 7P(V,,). Vyjddieni kovektorii wy,...,w, € V;y,
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v prislusnych bazich maji tvar

N i i __d1.dp g J1edg
Wy = Wy i€, 53 - fsejv T = le.“jq i1...0p 0

kde 1 <r <p, 1 < s <gq. Hodnota tenzoru 7 na argumentech (w1, ...,wp; &1,...,&q) je
. _ T L ip. ¢J1 Jaq - . _
Ty wps &1y ey &) =T (wlﬂle yee s Wp, €75 &1 e ,fq‘lejq) =
— w1 e Ja (it ip. o R T g J
7&}1,7,1”-"01),1?61 "'Squ(e 7"'aepa ejla«-w@Jq)—lequ wlﬂl...wmpfl ...€qq.

Priklad 12.52: Jeden ciselny priklad

Abychom dobfe pronikli do struktury tenzorovych vyrazi, véetné transformacnich vztahu, vyresime si jednu
ulohu s ¢fselnym zaddnim. Nemuzeme si dovolit pifli§ vysokou dimenzi n a ptili§ vysoky fad tenzoru (p + q),
abychom se v rozumném c¢ase viibec dopocitali néjakého vysledku. I kdyz jde o pocitani v principu nendrocné,
pfece jen podet nPT? slozek roste velmi rychle jak s rozmérem zdkladniho prostoru, tak s fddem tenzorového
prostoru. Zkusme tenzory typu (0, 2) na V3 — i tak budeme mit co do ¢inéni s deviti slozkami. Bazi ve vektorovém
prostoru V3 oznacme (e, e, e3). Vektory € a ¢ maji v této bézi slozky

(é) (1707_1)7 (C) (27_130)7
tenzor 7 je v indukované bazi dan slozkami
T11 =0, 712 =—1, T3 =1, 721 = 2,720 =0, 793 =2, 731 = =2, 732 =0, 133 = 1.

Vypocteme hodnotu tenzoru 7 na dvojici vektorovych argumentu (&, ¢). Pouzijeme vztahu odvozeného v pred-
chozim prikladu. Postupné dostaneme o
7(§,¢) = 7' ¢ =
=118 M+ 1126 C A 1131 C A T8 + 282+ 12382+ T8+ 8PP+ T3P =
=0-1-2+4+(-1)-1-(-1)+1-1-0+2-0-240-0-(-1)4+2-0-0+(—=2) - (=1)-240-(-1) - (—=1)+1-(-1)-0 =5.

Zvolme nyni bazi (€1, €3, €3) a predpokladejme, ze matice prechodu k ni od ptivodn{ baze je

1 101
L=l 3 32 3
T=]11 0 -1 - S = % ,% %
1 0 111
2 2 2
Slozky vektorta £ a ¢ v nové bazi jsou
_1 1 1
2 2 2
©-©s-00-1| & -1 1|-010.
1 _1 1
2 2 2
_1 1 1
2 2 2
C 331
= - 1 11 |
Q=@s= -10| 5 -1 1 _(_222)7
1 1 1
2 2 2
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slozky tenzoru 7 v nové indukované bazi jsou
Fi1 = T{Tim = TV T my + T TE 7o + T T + TP T 721 +
+ T2T 2709 + T2T3 793 + TPT 131 + TPTE T30 + TETP 33 = —1.
Tio =TFTiry =3, Ti3=TFTimy =4,

a dale podobné
Tor=—1, To =2, To3=1 T31=-4, T3o=-1, T33=1.

Hodnota tenzoru 7 na dvojici vektort (£, 7) vypoc¢tend ze slozek v bézi (€1, €, €3) musi vyjit stejné jako v bazi
(e1,€2,e3). Plati
7(€,0) =7€ ¢ =
_ o1zl 2 A3 221 _ 222 2223 _ 321 _ 322  _ -3-3
=Tné ¢ +712§ ¢ +713§ ¢ +721§ ¢ +T22§ ¢ +7T23§ ¢ +7518 ¢ +7T326 ¢ +7T338 ¢ =
3 3 1 3 3
=(=1)-0-(=2 0-244-0-24+ (=D -(1)-[=-2 2.1.2
()0<2>302+ 02+()()<2>+ at

1 3 3 1
1-1-2 —4).0- =2 ~1)-0-=+1-0-==5.
+ 2+()0<2>+()02+ 0-5=5

Priklad 12.53: Kovariantni tenzory

V tvodu k tomuto odstavci jsme predeslali, Ze pro nové budovanou definici integralu budeme pottebovat jen
urdity specificky typ tenzort. Prvni specifiénosti je, Ze se omezime na tenzory ¢isté kovariantni, tj. typu (0, q).
Proto je vhodné, abychom jim 1épe pfisli na kloub i pomoci ptikladt. Kovariantni tenzor ¢g-tého fadu dostaneme
z obecné definice (12.61) jednoduse tim, Ze polozime p = 0. Jde tedy o zobrazeni

w: Vpx--xV,3(&,...,&) — w&,...,§) €R, (12.69)
—_————
qfkrét
linedrni v kazdém z vektorovych argumentu. Zvolime-li ve vektorovém prostoru V,, bézi (ey,...,ey,), je bazi

indukovanou v prostoru 7.°(V;,) soubor {¢1-Je € TO(V,,) | 1 < ji,...,jq < n}, definovany vztahy (12.64) pro
p=0,tj. _ ,

Prda(en,. .. e,) = 6! ...5{:, L<g1, e sdgrliy eyl <m.
Vyjadreni tenzoru w ve slozkach v této bazi pak je

— . AJ1ed %X . . .
W= Wy g, ¢ 7, pritemz wj, ., = w(ej,...,¢ej,)-

Transformaéni vztahy pfi pfechodu mezi bazemi (e1,...,e,) — (€1,...,8,) s matici pfechodu T pro prvky
indukované béaze a slozky tenzoru w maji tvar

$j1»-~jq _ Sljll .. Sl]: ¢l14..lq’ ¢j14..jq _ 1}311 . 'jvl](;q —ly... ’ (1270)

= o _ lq ) gl lqg —
wh_._h = le co -qu wll_._lq, wjl_”]q = Sj1 oo -S»q wll_,_lq 0 (12.71)

Dimenze tenzorového prostoru 7.0(V,) je nd.
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Priklad 12.54: Je mozné definovat tenzory i nad polem C?

V kapitolach 4 a 6 jsme bézné pracovali s vektorovym prostorem V,, nad polem komplexnich ¢isel C.
U tenzorl jsme se zatim omezili na situaci, kdy zdkladni vektorovy prostor V,, je konstruovin nad polem
redlnych ¢isel, nebot pro tcely integrovani, pro néz se tenzory nyni zabyvame, je takové zjednoduseni plné
postacujici. Aby vyklad o tenzorech prece jen nezustal tak docela ,na puli cesty“, alespon se o tenzorech na C
stru¢né zminime, aniz bychom se jimi déle podrobné zabyvali.

Predpokladejme tedy, ze V,, je vektorovy prostor dimenze n nad polem komplexnich ¢isel C. Jak na ném
vystavét tenzorové prostory? Znamena to podobné jako na V,, nad R definovat tenzory. Ma byt definice tiplné
stejnd, nebo se bude nééim 1isit? Predevsim by méla byt takové, aby ,véci do sebe zapadaly“. K dispozici mame
jisté spojeni dosavadni definice tenzorti se strukturou, kterou umime dobie definovat na vektorovém prostoru
jak nad polem R, tak C. Je to souvislost dudlniho soucinu, ktery je tenzorem typu (1, 1), a skaldrniho soucinu
(popsali jsme ji v prikladu 12.45). Ta by meéla ztstat zachovdna i v pfipadé vektorového prostoru nad C, a to
prostfednictvim rovnosti (12.60). Definice a vlastnosti skaldrniho souéinu ve vektorovém prostoru nad C jsou
pevné dany (kapitola 6), definici dudlniho soudinu (a tim soudasné tenzoru typu (1,1)) musime na piipad nad
C rozsirit tak, aby pro redlné skalary splynula s dosavadni definici nad R, a aby byla prizpiisobena skalarnimu
souc¢inu. Druhy pozadavek znamen4, Ze pro kazdy kovektor w € V,* bude ve V,, opét existovat pravé jeden vektor
¢ tak, ze pro libovolny vektor ¢ bude platit vztah (12.60). Vyjadifme-li skaldrni soucin vektoru ¢ a & pomoci
jejich slozek v bazi (eq,...,ey), dostaneme

(¢.&) = (Ces,&ej) = ('€ (e4,e5) = ("¢ gij

kde G = (gi;), 1 <14,7 < n, je matice skaldrniho soucinu (samoadjungovand a pozitivné definitni). V definici
duélntho soucinu ( | ) budeme logicky pozadovat linearitu, popfipadé antilinearitu (s ohledem na to, Ze méme co
do ¢inéni s komplexnimi skalary — pravé proto je také skalarni sou¢in definovan v prvnim faktoru jako linearni
a v druhém jako antilinedrni, viz piiklad 6.7 na strané 138 druhého dilu). Zatim vSak nemame definici duél-
niho prostoru. Pochopitelné i v pripadé vektorového prostoru nad C musi byt dudlni prostor tvoren linedrnimi,
popfipadé antilinedrnimi (piiklad 6.7) formami. Dudlni prostor V,* definujeme tak, abychom zachovali definici
dudlni baze (e!,...,e") indukované bazi (e, ...,e,). Rozhodnuti, zda formy, které jej budou tvofit, maji byt
linedrn{ nebo antilinedrni, je tfeba ptizptsobit nasledujicim skutecnostem: 1) hodnota dudlniho soucinu kovek-
toru a vektoru (w | €) = w(§) vznikd vyéislenim formy (kovektoru) w na vektorovém argumentu &, 2) pozadujeme
korespondenci dualniho a skalarniho soucinu. Proto musi platit

(W]€) =(C,6) = w(€) = (wie")(e;) = ('¢"gyj -

Ziskany vztah ukazuje, Ze je tfeba, aby forma w byla antilinearni. Dudlni prostor V;* tak bude tvofen anitiline-
arnimi formami V,, — C. Bude platit

(W& = (wif?*)e(e;) = w;&7"

a odtud srovndnim (w; — ¢'g;;)&7* = 0, tj. () = (w)T G~1. Pro hledany vektor ¢ jsme tak dostali formdlné
stejny vztah jako v pripadé prostori nad R, jen s tim rozdilem, ze slozky vektoriu i prvky matice skaldarniho
sou¢inu mohou byt obecné komplexni. Dudalni soucin definujeme nyni poradné jako zobrazeni

(1): Vo xVy3 (w,§) — (Wl eC, (12.72)
linedrni v prvnim a antilinedrni v druhém faktoru. Znamend to platnost vztaha
(awr + Pwz [ €1 +6&2) = av™(wi [ &) + ad™ (w1 [&2) + By (w2 [&1) + B6™ (w2 | &2) - (12.73)

Strukturu vektorového prostoru na V' nad C zavedeme Uplné stejné jako v pripadé, kdy pole skalari tvorila
realna cisla.
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Podobné jako v pfikladu 12.43 provedeme ztotoznéni prostort (V,)* a V,, pomoci kanonického izomorfismu
L Vi 2 = ule) = ¢ € (Vi) kde €(e?) = & = (e;|e?) = ). Dudlni soucin (¢; |e?) = (e;|el) (po
ztotoznéni) je opét linedrni v prvnim a antilinedrni v druhém faktoru (podle obecné definice (12.72)). Plat{ tedy
(Elw) = (fej|wie’) = fw] (ei] €?) = wig/, t].

(€lw) = (w|&)". (12.74)
Na zakladé predchozich tivah bychom jiz mohli definovat tenzory typu (1,1) jako zobrazeni

T:VIxXV,3 (w,§) — 7(w,§) €C,
linedrni v kovektorovém a antilinedrni ve vektorovém argumentu. Hodnota 7(w, &) vyjaddiend pomoci slozek
kovektoru w, resp. vektoru £ v bazich (eq,...,e,), resp. (el,...,e") je

T(w, &) =71 (w,—ei,ﬁjej) = w7 (e, ej) = T; W&

Dudlni souéin (w|€) = w(€) = w;&7* vyhovuje této obecné definici, je tedy tenzorem typu (1,1). Jeho slozky
v indukované bazi jsou (| ) = &7

Transformacni vztahy pro slozky tohoto tenzoru muzeme v podstaté ,opsat® z tabulky (12.67), jen musime
na spravném misté udélat hvézdicku:

?; =71FSs! T;*, T; = 7T S;»* ,

Vznika otdzka, co by se stalo, kdybychom chtéli definovat tenzor typu (1, 1) tak, aby byl linedrni ve vektoro-
vém a antilinedrni v kovektorovém argumentu, tj. 7(w, ) = w;&? 7(e’, ;) = 7; w;¢?. Dudlni prostor by byl defi-
novan v pitvodn{ podobé, tj. jako prostor linedrnich forem na V;, a dualn{ souéin by mél hodnotu (w | £) = w}&r.
To by odpovidalo bud skaldrnimu soudinu (&, ¢), nebo skaldrnimu souéinu (¢, £), jestlize by ovSem byl definovin
jako antilinedrni v prvém a linedrni v druhém ciniteli. I kdyz jsme v kapitole 6 s takovou definici nepracovali,
je také pripustnd a napiiklad v kvantové mechanice je bézné uzivana. Je vidét, ze v definicich vyuzivajicich
linearity resp. antilinearity zobrazeni je jista volnost.

Nabiz{ se definice tenzoru typu (p, ¢) na vektorovém prostoru V;, nad C jako zobrazeni

TV X e XV VX X Vo 3 (Wi, ywps &1,y -0, &y) — (12.75)
p—krat q—krat
— T(w1,...,wp; &1,...,&) €C,

linedrni v p kovektorovych a anlitinearni v ¢ vektorovych argumentech, pricemz V,* je vektorovy prostor antili-
nearnich forem na V,,. Strukturu vektorového prostoru na tenzorovych prostorech tohoto typu zavedeme stejné
jako v ptipadé nad R. Pro p = 0 dostaneme tenzory typu (0, ¢), tj. ¢isté kovariantni, pro ¢ = 0 naopak tenzory
Cisté kontravariantni, typu (p,0). Vztahy pro indukované bdze zistanou ve tvaru (12.64), transformacni vztahy

pro slozky budou oproti (12.68) modifikoviny pouze hvézdickami (iiloha 6 ve Cvifeni 12.2.8).

Nejobecnéji bychom mohli definovat tenzory na vektorovych prostorech nad C takto:
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Necht V,, je vektorovy prostor nad C. Tenzorem typu (p, r; ¢, s) nazyvame zobrazeni

T:VIX o X VXV X oo XV X VEX o X VAV, x--x VD (12.76)

n

p—krat q—Kkrét r—krét s—krat
=/ ((Ul, ey Wps 517 o 00 7§q;wp+1a ey Wptrs §q+1> 000 7€q+5) —
— T(wla---ywp; 1y 3 €5 Wptty -+ - Wptrs §gt1y -+ -5 6gts) € C

linedrni v prvnich (p + ¢) argumentech (p kovektorovych a g vektorovych) a antili-
nearni ve zbyvajicich (r 4+ s) argumentech (r kovektorovych a s vektorovych).

Definice indukované béze pti volbé baze (eq,...,e,) v prostoru V,, je opét standardni,
j1~~~qu1u~ls ay ap . . bl by —
ilmipklka(e 390098 28 Ty oo oo Gagd @ poso s @78 Gy ooy @) =

— Ju ap $J1 Jg Sb1 r Sl e . Y ..
=05 . 0 00 .. G0 0p . 00y, ... 0, ,  indexy probihajf mnoZinu {1,...,n}.

Na mnoziné 7?7 (V,) vSech takovych zobrazeni se zavede struktura vektorového prostoru zase
tiplné stejnym zpisobem jako jsme to udélali na mnoziné 77 (V) nad R. Séitdni tenzori a na-
sobeni tenzoru skaldrem (obecné linedrni kombinovani) se pak opét déje ,po slozkach®, jen
maji vic indexti. Samoziejmé, Ze linearni kombinace mizeme vytvaret pouze z tenzori stejného
typu, tj. se stejnymi p, g, r a s. Také transformacni vztahy pro slozky jsou zcela analogické
jako (12.68), jen opét s vice indexy a néjakymi témi hvézdickami. Z pohledu této obecné defi-
nice je dudlni soucin prvkem prostoru 76%’10(‘/”), tenzory definované vztahem (12.75) jsou prvky
prostoru 753 (Vz,).

Hloubéji se nebudeme touto problematikou zabyvat, nebot pro tcely integrovani potiebu-
jeme tenzorové prostory pouze nad R. A je-li polem skalarti R, vSechny peripetie kolem linearity
a antilinearity samoziejmé odpadnou. V dalsich odstavcich se jiz budeme zabyvat vyhradné ten-
zory nad R a co nejrychleji se pokusime propracovat k tenzortim se specialnimi vlastnostmi,
které budou zdkladem pro definici diferencialnich forem.

12.2.3 Tenzory se daji i nasobit, samozrejmé tenzorové

Poznali jsme skalarni soucin vektor v obecném n-rozmérném prostoru a z fyziky zname také
vektorovy soucin vektoru trojrozmérnych. I kdyZ vime, Ze vektory jsou také tenzory (typu
(1,0)), neni zadny z obou souc¢int vektort sou¢inem tenzorovym. Ten musime nejprve definovat.

Predpokladejme, ze V,, je vektorovy prostor nad polem redlnych cisel a 7?(V},)
a T (V,) jsou tenzorové prostory. Tenzorovgm soucinem tenzori v € TF(V,) an €
€ 77 (V,) rozumime zobrazeni
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Xt Vo x Vi X Vax Vo 3 (@i, 6phr; €155 6ta) — (12.77)
(p+r)—krdt  (¢+s)-krat

— X(wla ey Wptrs 517' e 7€q+s) =

= T( W1y Wps &1y v+, &) MWpt1 -+, Wprs Egitty - -, Eqs) € R

Vzhledem k tomu, Ze 7 a 7 jsou tenzory, jsou tedy linearni ve vSech svych kovektorovych
i vektorovych argumentech, je zobrazeni y také linedrni ve vSech svych argumentech. Proto je
tenzorem typu (p + r,q + s). Znac¢ime x =7 ® 1.

Dalo by se Tici, ze tenzory v tenzorovém soucinu ,si berou své argumenty poporadé®. Prvni
¢initel se vy¢isli na prvnich p kovektorovych a prvnich g vektorovych argumentech, druhy ¢initel
pak na zbyvajicich r, resp. s kovektorovych, resp. vektorovych argumentech. Dalsi definice
zavadi tenzorovy souéin jako zobrazeni kartézského soucinu tenzorovych prostoru typu (p,q),
a (r,s) do prostoru tenzoru typu (p +r,q + s).

Necht V,, je vektorovy prostor nad polem redlnych cisel a TP(V,,) a T (V,) jsou
tenzorové prostory. Tenzorovym soucinem se nazyva zobrazeni

®: TP(Va) x T (Vo) 2 (1,n) — 7@n € THY (VL) (12.78)

S definici nové operace se jako obvykle objevi otazky: Jaké ma vlastnosti? Jak souvisi
s operacemi, které byly zavedeny jiz diive (v nasem pripadé s¢itani tenzori a néasobeni ten-
zoru skaldrem)? Prvni, co nds napadne, je vyzkousSet distributivni zakony. Vezméme tenzory
m1,7e € TF(Va), tenzor n € TJ(V,), skalary a,8 € R a zkusme vy¢islit tenzorovy soucin
(o + B712) ®  na patficném poctu kovektorovych a vektorovych argumenti, tj. na usporada-
ném souboru (wi, ..., wptr; &1, ..., &gts). Co pii tom pouzijeme? Nejprve definici tenzorového
soucinu, pak skutecnosti, ze v tenzorovych prostorech vsech typti mame jednotné zavedenou
strukturu vektorového prostoru, a nakonec pravidel pro pocitani s redlnymi ¢isly, ktera pouzi-
vame bézné. Plati

{(047'1 +01) ® 77} (Wis ey Wpgrs &1y ey Egs) =
= (ar1 + B72)(Wis -+, wpi &1s -, &) N(Wptty - - s Wpkr Egtts - Egrs) =
= {om(wl,...,wp;fl,...,fq) —1—57'2(w1,...,wp;&,...,fq)} N Wpt1s s Wpr; Egits - -+ Egps) =
= ar (Wi, Wi &1y ) M(Wptts - - s Wprs gty - - - Egs) +

+B7—2(W17 -y Wps 517 s 7€q) 77(%+17 e Wprs €q+17 s 7€q+8> =
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= a(Tl ® 77)(le v 7wp+r; 517 .o Jéq—i-s) + 5(7_2 ® 77)(0017 s 7wp+7"; 517 ... ng—l-s) .
Ziskany vysledek plati pro libovolny vybér argumenti. Plati tedy pro zobrazeni jako takova, tj.
(ami + B12) @ n=a(r1 ®@n) + B2 @ 7).

Zavorky na pravé strané by pritom ani nemusely byt. Stejné dokéZeme rovnost 7 ® (an; +
+0n2) =7 () + 7R (Bn2) = a(t @m) + B(T @n9). Z definice tenzorového soucinu také na
prvni pohled bez slozitého rozepisovani plyne vztah (71 ®n) @ x = 7 ® (n ® x), ktery vyjadiuje
asociativitu. Zavorky tedy nemusime psat. Vlastnosti tenzorového soucinu shrneme ve véte.

Véta 12.19 (Vlastnosti tenzorového soucinu): Nechl

7,70 T € TP (Va), m,me,n € T, (Va), x € T'(Va)

jsou libovolné tenzory, o, B € R libovolné skaldry. Plat{

(ar)®@n=7® (an) = a(Tr ®n), piSeme a7, (12.79)
(ari +B12) ®@n=an ®n+ B @n, (12.80)
T ® (o + Bne) = aT @M1 + BT ® N, (12.81)
(TRN)R/x=7T(NR®X), piSeme 7N X. (12.82)

Priklad 12.55: Pozor na nekomutativitu!

Jisté jste si hned pri ¢teni definice v§imli, Ze tenzorovy soucin neni komutativni. Snadno a pfimo to uvidime,
vycislime-li tenzory 7 ®@ n a n® 7, kde 7 € TP(V,) a n € TS (V,), na libovolném vybéru prvki dudlni baze
(e!,...,e") a baze (eq,...,e,). Dostaneme tak vyjadieni obou tenzorovych souéinii pomoci slozek jednotlivych
Ciniteld. Plati

i1 iptr. . X _
(T@n)(e™,....e" e, ... ej,,.)=
_ i1 ip. , . ). Ipt1 Tptr. 5. . _ B1edp lpgleipgr
=T(e", ... e e, .,e ) -n(e™t, e 7eJqul,...,e](HS)—7’j1._‘jq LR AU
zatimco
i1 it ) —
meT)(e,. .., e" e, ... e5,,)=
_ i1 (2 ). Grg1 Iptr. o . — itede el dpgr
=n(e,...,e"; ej,,...,e5,) - T(e"T, e T,e‘ysﬂ,...,e‘?ﬁs)fnjl_'_jSTjS“._'qu.

Rozdilnost obou vysledkt je ocividna.
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Priklad 12.55 ukazuje, Ze operace tenzorového souc¢inu neni komutativni. Na druhé strané
je pravda, ze oba tenzorové souciny, jak 7 ®n, tak n ® 7 jsou prvky téhoz tenzorového prostoru
P17 Prvky tohoto prostoru jsou viak také tenzory, které majf tfeba tvar tenzorového soucinu
vétsiho poctu tenzoru, pricemz omezeni je pouze v tom, Ze soucet stupnu jejich kontravariance
(tj. soucet poc¢tu jejich kontravariantnich indext) musi byt (p 4 r) a soucet stupnu jejich kova-
riance (soucet poctu kovariantnich indexu) (¢ + s). Nabizi se obracend otézka: 1ze kazdy tenzor
daného typu vyjadrit jako tenzorovy soucin tenzori nizsich typi, které si stanovime tak, aby
souhlasil soucet stupnu jejich kontravariance a kovariance? Obecné to mozné neni. Oznacime-li
TF(V,) @ T] (Vi) mnozinu vech tenzort, které vznikly jako tenzorové souciny prvki z 72 (V;,)
a prvki z T(V;,), bude obecnd TP(V;,) ® T (V,) C T (V). Abychom docilili rovnosti, mu-
sime mnozinu 7P (V,) @ TS (V,,) 7,hneamrle obalit®, tj. pr1dat vSechny linedrni kombinace jejich
prvki. Pak bude platit

[\7"”(‘/”)@73(‘/")]} = Taw (Vo). (12.83)

Timto zpusobem lze provést rozklad tenzorového prostoru libovolného typu (nepiseme zadné
zévorky, nebot tenzorovy soucin je asociativni):

[y e e T = Tz,

Rozklad tenzorového prostoru 77(V;,) takiikajic ,na elementy*, za néz lze povazovat tenzorové
prostory prvniho fadu, pak bude mit napriklad tvar

TV = [Bw e o T () o TP 0 e )|
p-krat g-krat

Dalsi otazka se tykd indukovanych bazi. Definovali jsme je vztahy (12.64). Na druhé strané
vime, ze kazdé linearni (a samoziejmé i multilinedrni) zobrazeni je jednoznacéné uréeno obrazy
béze. Vztahy (12.64) zadévaji soubor { ﬁ f‘} 1<y, .ouyip, ji,- - Jq < 0, jednoznaéné. Pokud

bychom tedy nasli bazi prostoru Tp (V3), kterd by splnovala tytéz relace, byla by totozna s bazi

{ g J:} Z defini¢nich vztaht pro dudlni bazi (e',... e"), e'(e;) = 5j, a dudlnich vztahi,

11...0
e;(e?) = &, po ztotoznéni ¢; a e; pomoci kanonického izomorfismu ¢ v (12.56) je hned vidét, Ze
relace (12.64) spliuje soubor

{en® Qe @@ @€}, 1<idy,... ipj1...,Jqg < 1. (12.84)

V dalsich ¢astech textu jiz budeme pracovat jen s timto vyjadienim prvka indukované baze
gzbj Je Tndukované béze v prostorech ¢isté kovariantnich tenzort jsou

11...0p
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{ej1®~~®ej‘1}, 1<ji....j,<mn, (12.85)

vyjadreni kovariantniho tenzoru ¢-tého radu ve slozkach ma tvar
I N J
1 = 1j1..5,€ X ® ela

P1i tomto vyjadreni také 1épe vynikne struktura transformacnich vztaht pri prechodech mezi
bazemi. Zkuste si je znovu odvodit.

12.2.4 Symetrické a antisymetrické tenzory, vnéjsi soucin

S nékterymi druhy symetrie v linearni algebte jsme se uz setkali. V druhém dilu jsme v odstavci
6.2.2 definovali symetrické linedrni operatory na vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem,
symetricky byl také samotny skalarni sou¢in ve vektorovém prostoru nad R. Jak jsme vidéli
v prikladu 12.47, lze skaldrni soucin chdpat jako tenzor typu 73 (V;). Jeho symetrie spociva
v tom, Ze pii zdméné poradi vektorovych argumentu (které jsou jen dva) se nic nestane, nebot
(&,¢) = (¢, &) pro libovolné dva vektory &, ¢ € V,,. Také symetrie tenzort v obecné situaci bude
znamenat zaménnost argumentii. Jisté lze tusit, jaky bude vyznam antisymetrie. Zdména dvou
argumentu zpusobi zménu znaménka hodnoty tenzoru. Je jasné, Zze zameénovat poradi bude
mozné pouze zvlast u kovektorovych a zvlast u vektorovych argumenti, zaména kovektorového
a vektorového argumentu mozna nebude — to vyplyva ze samotné definice tenzoru. U tenzoru
typu (p,q) muzeme sledovat, co se stane pri zdméné dvou, tii, i vice argumentti na ruznych
pozicich, az po zaménu vsech p kovektorovych ¢i vSech g vektorovych argumenti. Definujme
vsak symetrii a antisymetrii poradné. Nejprve na prikladech postupné uvedeme nejjednodussi
a nejpochopitelnéjsi verze definice, formulujici symetrii a antisymetrii vzdy jen ve dvou argu-
mentech.
Priklad 12.56: Symetrie a antisymetrie tenzortt druhého radu

Uvazujme o symetrii a antisymetrii tenzort, které operuji jen na dvou argumentech. Jsou to tenzory typt
(2,0), (0,2) a (1,1). V piipadé posledniho z téchto typt o symetrii ani antisymetrii mluvit nemizeme, nebot
zdména kovektorovych argumentti za vektorové je zapovézena. Je pFirozené, Ze tenzor T € T2(V,,), ktery operuje

na dvou kovektorovych argumentech, nazveme symetrickym, pokud se pri libovolném vybéru dvojice argumentii
(w1,wsz) nezméni hodnota tenzoru pri vymeéné jejich poradi. Jednoduse zapsano

T(wi,ws) = T(w2,w1) pro libovolné kovektory wq,ws .
Nazveme jej antisymetrickym, zméni-li hodnota vlivem zdmény argumentii znaménko, tj.
T(w1,ws) = —7(w2,w1) pro libovolné kovektory wq,ws .

Zcela analogickd je definice symetrie a antisymetrie tenzort typu (0, 2). Tenzor n € T (V;,) se nazjva symetricky,
resp. antisymetricky, plati-li

n(&1, &) = (&2, €1)  pro libovolné vektory &3, &y,
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resp.
n(&1,&2) = —n(€2,&1) pro libovolné vektory &1,&s.

Podivejme se, jaky dopad na slozky tenzoriti bude mit jejich symetrie ¢i antisymetrie. Zvolme jako vzdy libo-
volnou bazi (e, ...,e,) ve V. Pro slozky tenzoru 7 € T(V,,), resp. slozky tenzoru n € TL(V;,) v ptislusnych
indukovanych béazich plati, jak vime, vztahy (12.65), tj.

T = T(eiaej% Nij = 7](ei7€j)~

Protoze se zdménnost, resp. ,antiziménnost“ argumentt vztahuje k jejich libovolnému vybéru, plati samoziejmé
i pro argumenty tvotici baze. Proto

Tij :Tjiv Nig = MNjis 1 SZ,]STL,

pro symetrické tenzory a

pro tenzory antisymetrické. Slozky symetrickych, resp. antisymetrickych tenzor nejsou nezavislé. Slozky an-
tisymetrickych tenzort se stejnymi indexy jsou dokonce nulové. Déle je tfeba si uvédomit, ze jakékoli linearni
kombinace symetrickych tenzorti (samozfejmé téhoz typu, rizné typy linedrné kombinovat nelze) je opét syme-
trickym tenzorem, jakakoli linedrni kombinace antisymetrickych tenzort je tenzorem antisymetrickym. Oboji si
snadno ovéfite vycislenim na argumentech.

Co z toho plyne? Diilezity zavér: mnozina viech symetrickjch tenzor druhého fadu SZ(V,,), resp. S9(V,,)
je vektorovym podprostorem prostoru T2(V;,), resp. T3 (V;,), mnozina viech antisymetrickych tenzortt druhého
fadu AZ(V,,), resp. A(V,,) je vektorovym podprostorem prostoru 7 (Vs,), resp. 73 (Vy). Dimenze tenzorovych
prostorti druhého ¥adu je n?. Jaké budou dimenze prostorii symetrickych a antisymetrickych tenzorti? Takové,
kolik nezavislych slozek mé tenzor. U symetrického tenzoru jsou obecné nezavislé vSechny slozky se stejnymi
indexy, tj. n slozek, a dale polovina slozek s riznymi indexy, piesnéji slozky 7%, resp. 15, pro i < j. Jejich
pocet je %(n2 — n). Celkovy pocet nezavislych slozek symetrickych tenzora je n + %(n2 —n) = %n(n +1).
Antisymetrické tenzory maji, jak jsme uz zjistili, slozky se stejnymi indexy z podstaty véci nulové, pocet jejich
nezavislych slozek je jen %n(n —1). Proto

1
dim 83 (V,,) = dim 83 (V,,) = in(n +1),

1
dim AZ(V,,) = dim AY(V,,) = in(n —1).

Na prvni pohled je vidét, ze dim SZ(V,,) + dim A2(V,,) = dim TZ(V,,) a obdobné dim S9(V,,) + dim A(V;,) =
= dim 73(V,,). Na druhé strané je jasné, Ze 7adny tenzor (stale mluvime o tenzorech druhého fadu) kromé
nulového nemuze byt soucasné symetricky i antisymetricky. Prunikem prostort symetrickych a antisymetric-
kych tenzori druhého fadu je préavé jen nulovy tenzor. Kazdy z tenzorovych prostortt 72 (Vy,) a T3 (Vy,) je pifmym
soudtem svych vektorovych podprostoru symetrickych a antisymetrickych tenzort. (Pojem ptimého soudtu vek-
torovych podprostort je definovan v druhém dilu vztahem (4.18) na strané 40.) To by ale znamenalo, ze kazdy
tenzor typu (2,0) a kazdy tenzor typu (0, 2) lze jednozna¢né rozlozit na soudet symetrického a antisymetrického
tenzoru. A také tomu tak je. K rozkladu dospéjeme jednoduchou tpravou ve slozkach. Provedme ji tfeba pro
tenzor 7 typu (0, 2).

. 1 , 1 . 1 , .
n=mnje e = B (i + 50 +mi5 — i) e ®e? = g(nij +mnji) e’ ®el + g(nz‘j —nji)e' ®e’.

Snadno provéfite, Ze tenzor symn = $(n;; + n;;) €' ® €/ je symetricky a tenzor alt n = 1(n;; — nj;) e’ @ €’
antisymetricky. Provedli jsme tak symetrizaci ,sym® a antisymetrizaci, neboli alternaci ,alt“, tenzoru 7.
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Ekvivalentni zptisob, jak definovat symetrizaci a antisymetrizaci, je nasledujici:

Symetrizaci tenzoru n € T3 (V,,) nazveme zobrazen{

(n(€,¢) +n(¢,€)) R,

N | =

symn : Vo, x Vi, 3 (€,¢) — symn(€,¢) =

jeho antisymetrizact, resp. alternaci nazveme zobrazeni

alt n 2 Vo x Vo 3 (§,0) — alt n(&,¢) = 5 (n(&,¢) —n(¢,§)) € R.

DN | —

Z definice je pfimo jasné, Ze obé tato zobrazeni jsou opét tenzory typu (0, 2). Dosadime-li za vektory £ a ¢ prvky
baze e; a ej, dostaneme rovnou vztahy pro slozky tenzord symn a alt 7, jak jsme je odvodili pfed chvili.

Posledni problém, ktery zbyva vyfesit, je konstrukce bézi v podprostorech symetrickych a antisymetrickych
tenzorl. Provedme ji opét pro kovariantni tenzory. Plati zjevna identita

(ei®ej+ej®ei)+%(ei®ejfej®ei).

N | =

e'®el =

Soubory linearné nezavislych tenzori
L j i o o S
§(e®ej+ej®e) , 1<i<j<n,

resp.
{2(€1®6363®61)}, 1<i <j<n,

tvori hledané baze tenzorovych podprostorti symetrickych, resp. antisymetrickych tenzoru.

Priklad 12.57: Symetrie a antisymetrie tenzort tretiho radu

Abychom si procvi¢ili praktické vypocty, rozeberme pred formulaci obecné definice jesté symetrii a anti-
symetrii tenzori tfetiho fadu. Zde mame co do énéni s prostory T (Va), T2 (Va), T2(Va) a T3(V,). Pokud
jde o posledni dva, je véc jednoducha. Symetrie ¢ antisymetrie se miiZe tykat v pifpadé prostoru 7:2(V;,) jen
kovektorovych argumentt (jediny vektorovy se nemd s ¢im zaménovat), v pripadé prostoru 75 (V;,) jen vekto-
rovych argumentu. Tyto situace jsme v podstaté probrali v prikladu 12.56, viz také tlohu 8 ve Cviceni 12.2.8.
Napiiklad prostor 73 (V},), jehoz dimenze je n®, je pifmym sou¢tem podprostoru S3(V;,) o dimenzi $n?(n + 1)
a podprostoru A3(V;,) o dimenzi $n?(n — 1).

Soustfedme se na prostory ¢isté kovariantnich tenzort (pro ¢isté kontravariantni budou postupy shodné aZ na
umistén{ indext, doln{ indexy se presunou nahoru a naopak). Moznost{ symetrie a antisymetrie je nékolik: tenzor
muze byt ,imunni®“ viudi zdméné vektorovych argumentt na prvni a druhé pozici, nebo viuéi zdméné na prvni
a treti pozici, nebo vic¢i zaméné na druhé a tfeti pozici. Mize byt také natolik symetricky, ze mu nevadi jakékoli
vyména (permutace) jeho t¥{ vektorovych argumentii na vsech tfech pozicich. Podobné je tomu s antisymetrii.
Definujme tifeba symetrizaci a antisymetrizaci tenzoru n v prvnim a druhém vektorovém argumentu. Jsou to
zobrazeni

(n(&1,&2,€3) +n(62,61,83)) € R,

N =

symyg 1t Vo X Viy X Vi 3(61,62,&3) — symyy 1(61,&2,83) =
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altia m: Vi X Viy x Vi 3 (€1,82,83) — altia (&1,&2,&3) = %(77(51752753) —n(&,61,8&)) €R,

vzdy pro libovolny vybér argumenti &1, &2, 3. Opét je jasné, ze obrazy sym;, ) a altia 7 jsou tenzory typu
(0,3), neni ani tfeba nic rozepisovat. Dosadime-li za vektory &1, &2 a &3 prvky béze prostoru V,,, dostaneme
slozky tenzort sym;, n a alti2 n v indukované bézi,

1
(77(61'7 ej,ex) +n(ej, e, ek)) = —(Mijk + Njik) »

(symyy U)ijk = symy, (e, ejvelc) = B

DN | =

1 1
(alti2 n)ijre = altio nle;, e, e5) = 5(77(6117%7616) —n(ey, e, 6k)) = i(nijk — Njik) -

Tenzory symetrické v argumentech na pozicich 1 a 2 tvoi{ vektorovy podprostor S9(V},)12 prostoru viech tenzort
typu (0, 3), tenzory antisymetrické v argumentech na pozicich 1 a 2 tvo¥{ vektorovy podprostor AJ(V},)12 prostoru
vSech tenzori typu (0, 3). Zobrazeni

symyy : T3 (V) 2 — symyy 1 € S§(Va)12 € T3 (Vo) s

resp.
altlg : %O(Vn) >N — a1t12 ne Ag(vn)lz C %O(Vn)

definuji symetrizaci, resp. antisymetrizaci neboli alternaci ve vektorovych argumentech na prvni a druhé pozici.
Je to skutecné analogické jako u tenzord druhého radu v prikladu 12.56. Symetrizaci v argumentech na ostatnich
dvojicich pozic definujeme obdobné. Zbyva jesté vyjasnit, jak to bude s tenzorem, ktery bude symetricky ¢i
antisymetricky ve vSech argumentech.

Tenzor 1 € TL(V,) nazveme tplné symetrickym, je-li jeho hodnota neménnd pii libovolnych zdménéch jeho
t11 vektorovych argumentti, resp. dpiné antisymetrickym, méni-li hodnota znaménko podle znaménka permutace,
kterou jsme s argumenty provedli, t;.

N(€o1),0(2), §o(3)) = (€1, €2,€3)  pro libovolné &1, &s, &3,
resp.
77(50(1)7 50(2) ) 60(3)) =sgno - 77(517 527 53) pro libovolné 51 ’ 52: 53 .

Tzv. dplnd symetrizace, resp. tplnd antisymetrizace neboli uplnd alternace tenzoru n € TL(V,,) je zobrazeni
symn : Vi, X Vi x Vi, 3 (€1,62,&3) — symn(&1,82,83) = % Zs N1(€s1),&0(2),6003) € R,
0€Ss
resp.
b Vi Vo x o 3 (60,6 a) — al€1060.60) = g 3 o0 6oty Ersoty) € R
0€Ss

Permutaci ti{ indext je jen Sest, nebude proto nijak pracné vyrazy pro symetrizaci a antisymetrizaci tenzoru n
rozepsat. Provedeme to pro antisymetrizaci, pro pripad symetrizace stac¢i zaménit znaménka ,minus“ za ,plus®.

alt 1(&1,&2,&3) = é(n(517£2>§3) +n(&s,&1, ) +1(€2, &3, &) — (&2, &1,€3) — n(€s, &2,61) — (61,65, 62))

Mnozina uplné symetrickych tenzort i mnozina iplné antisymetrickych tenzort typu (0, 3) jsou vektorové pod-
prostory tenzorového prostoru 7 (V;,). Ozna¢me je S9(V;,) a A3(V;,) a zkusme uréit jejich dimenze. Slozky iplné
symetrického tenzoru 71 jsou neménné pii jakékoli zaméné indext ¢, j a k. Nekteré (nebo i vSechny) indexy
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vSak mohou byt stejné. Pocet nezéavislych slozek je proto roven poc¢tu moznych vybéru tii indexti z mnoziny
1,...,n, pricemz se indexy mohou opakovat, tj. poc¢tu kombinaci s opakovanim treti tiidy z n prvkia. V pri-
padé uplné antisymetrickych tenzoru jsou navic slozky, jejichz nékteré indexy jsou stejné, rovny nule. Pocet
nezavislych slozek je tedy roven poc¢tu kombinaci bez opakovani tieti t¥idy z n prvki. Plati tedy

dim SO(V,) = (”;3> - ani;’)' dim A(V,) = (g) - (R_L;M

Primikem vektorovych podprostorit S9(V;,) a A3(V,,) je pochopitelné opét pouze nulovy tenzor. Soucet jejich
dimenzi je ovSem mensi nez dimenze celého prostoru 7:10.

Uplnou symetrizaci, resp. uplnou antisymetrizaci neboli alternaci rozumime zobrazeni
sym: TX2(V,) 21 — symn € S§(V,) € T2 (Vy),

resp.

alt : T2 (Vi) 2 — alt n € AY(V,,) € T2 (Va) .

Uvédomte si maly rozdil v terminologii: rozliSujeme mezi symetrizaci a antisymetrizaci tenzoru (to je tenzor)

a symetrizaci a antisymetrizaci jako takovymi (to jsou zobrazeni tenzorového prostoru do sebe).

Diky prikladim 12.56 a 12.57 jsme ted pripraveni formulovat obecnou definici symetrie
a antisymetrie tenzort a definici symetrizace a antisymetrizace.

Rekneme, 7e tenzor 7 € TE(V) je symetricky v kovektorovych argumentech na
pozicich iy, ...,ix € {1,...,p}, 2 < k < p, plati-li pro libovolny vybér argumentu
a libovolnou permutaci ¢ pozi¢nich indexu i, az iy

T(. o0 ,wg(il), SO0 ,wg(ik), 5009 fl, oo 7§q) = (1286)

=T( oy Wigy ooy Wiy o3 &1, ) -

Tenzor 7 € TP(V,) se nazyva symetricky ve vektorovjch argumentech na pozicich
Jis-- g €4{1,...,q}, 2 <1 < q,plati-li pro libovolny vybér argumentu a libovolnou
permutaci o pozic¢nich indexu j; az j

T(Wi1y -y Wps 5 &oln) - -1 Eor)s - -) = (12.87)

:T(wl,...,wp; ""£j17"'7§jl7"‘)‘
Tenzor 7 € TP(V,) je antisymetricky v kovektorovych argumentech na pozicich
Q1,0 € {1,...,p}, 2 < k < p, plati-li pro libovolny vybér argumentu a li-
bovolnou permutaci ¢ pozi¢nich indexti i, az iy
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7'(...,wa(il),...,wg(ik),... ) fl,...,§q> = (12.88)
=8gN0 T( oy WipyewyWigyeor5&1,-0,&g).

Tenzor 7 € TP(V,,) se nazyva antisymetricky ve vektorovych argumentech na pozicich

J1,-- g €{1,...,q}, 2 <1 < g, plati-li pro libovolny vybér argumentu a libovolnou
permutaci o pozi¢nich indext j; az j;

T(wl, cee,Wpy e .,éa(jl), ce ’gd(jl)v .. ) = (12.89)

=8gNn0o - T(Wi, .-y Wp} -, Ejyy e o3 &Gy o) -

Je-li k = p, nazyva se tenzor uplne symetricky, resp. uplne antisymetricky v kovek-
torovych argumentech, v ptripadé | = g pak uplné symetricky, resp. upiné antisyme-
tricky ve vektorovych argumentech.

Ruzné typy symetrie ¢i antisymetrie se mohou kombinovat. Tenzor typu (p, ) muze tfeba
byt dplné symetricky v kovektorovych argumentech a tplné antisymetricky ve vektorovych
argumentech. 7 definice je také jasné, Ze vSechny tenzory typu (p, q) se stejnym typem symetrie
¢i antisymetrie tvoii v TP (V;,) vektorovy podprostor. Urceni dimenzi téchto podprostort je jen
kombinatoricky problém, ktery zde pro jednotlivé situace resit nebudeme.

Definujeme symetrizaci a antisymetrizaci tenzoru v argumentech na vybranych pozicich.

Symetrizaci tenzoru T € 7;1’ (V3) v kovektorovijch argumentech na pozicichiy, .. ., iy €
€{l1,...,p}, 2 <k < p, nazveme zobrazeni

sym™ % 70 (X)pVoE X (X)gVa D (Wi, ey wp; &1y ey &) — (12.90)
— sym T T Wiy Wiy e €Ly, &) =
1
:y Z 7'(...,wg(il),...,wg(ik),...;fl,...,fq)ER.
T O0ESiy iy,
Symetrizaci tenzoru T € TP(V,,) ve vektorovjch argumentech na pozicich ji, ..., ji €
e {l,...,q}, 2 <1< g, nazveme zobrazeni
symy, o T (X)pVy X (X)gVa 2 (wi,...,wp; &1, ,6g) — (12.91)
— sym;, . T(wWiy ooy wWp; &1y ey Ey) =
1
= S (Wi, Wi s Eon)s -5 o) - --) E R

T 0€S) ..,
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Piiklad 12.58: Uplna symetrie a Gplna antisymetrie

Jaké vlastnosti maji slozky iplné symetrického a tplné antisymetrického tenzoru 7 € TP(V;,)? Predpo-
klddejme, Ze tenzor 7 je Uplné symetricky ve vSech kovektorovych argumentech, o symetrii ¢i antisymetrii
v argumentech vektorovych nic nepfedpokladdme. Zvolme bazi (e1,...,e,) v prostoru V,,. Pro slozky tenzoru
7 v indukované bézi plati podle (12.65)

i1...0p
T .

_ i1 ip. o, .
g =7(e, ..., e"ej,...,€5,).
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Je-li tenzor tplné symetricky ve vsech kovektorovych argumentech, pak pro libovolnou permutaci o indexu 1
az p plati

i ip. _ i fo(p) . _ to)lo(p)
7(e ,...7eP7ej“...,ejq)—T(ea<1>’...7eo(p>7ejl,...,ejq)—le._,jq ,
tj. ‘ ‘
Til.“i,, __le(1)-to(p)
Ji---Jqg — 'J1--Jq

pro libovolnou permutaci hornich indext o. Pro pfipad tenzoru tplné antisymetrického v kovektorovych argu-
mentech dostaneme stejnym postupem
i1...0p 7:0'(1)."'7:0'(;))

=sgno-T;

T Ji---Jq

Ji-da
Vzhledem k umisténi indexii u slozek mluvime také o tenzorech symetrickych, resp. antisymetrickych v hornich
indexech. Pro slozky tenzoru 7 Uplné symetrického, resp. antisymetrického ve vektorovych argumentech plati

i1eip in.ip
le---jq - Tja‘(l)---jn‘(q) ’

resp.
dp

) . i1..ip
J1.-9q sgno - T

Jo(1)--Jo(a)
pro libovolnou permutaci dolnich indexti . Hovofime o symetrii, resp. antisymetrii v dolnich indezech.

A zkusme jesté jednu véc: co se stane, kdyZ provedeme tfeba se symetrickym tenzorem symetrizaci, popri-
padé antisymetrizaci? Je pfedem vcelku jasné, ze symetrizace by neméla se symetrickym tenzorem udélat nic,
antisymetrizace by jej naopak méla ,zlikvidovat“, tj. pritadit mu nulovy tenzor. Hned uvidime, zda usuzujeme
spravné. Pocitejme obecnou slozku tuplné symetrizace tenzoru 7 € 7;0(Vn) (omezeni na p = 0 volime proto,
abychom se nemuseli pfi vypoctu vldcet s indexy, s kterymi se stejné nic nedéje). Podle definice symetrizace
tenzoru ve vektorovych argumentech (12.91) je

1
(symT)j,..5, = (sym7)(ejy,...,€5,) = a Z T(eja(l), . ,eja(q)) .
T o€eS,

(Pozor! Méme uz trochu ,,pfeindexovédno®, takze je tieba hlidat vyznam indexovanych veli¢in. Vyraz (sym ), . j,
je slozka tiplné symetrizovaného tenzoru.)

Protoze je tenzor 7 symetricky, jsou vSechny slozky vystupujici v souctu na pravé strané poslednitho vztahu
stejné a rovny slozce se zdkladni permutaci indexd, tj. 7. ;. Stejnych s¢itancii na pravé strané je prave
tolik, kolik je permutaci ¢ indexi, tj. ¢!. Je proto (symr);,. ;, = 7j..j,- Novou symetrizaci symetrického
tenzoru dostaneme puvodni tenzor. Je také jasné, ze dvoji aplikace operace symetrizace na obecny tenzor
vede ke stejnému vysledku jako jedna jeji aplikace, tj. symosym = sym. Operace symetrizace je projekci na
podprostor symetrickych tenzort. I kdyz jsme tuto vlastnost odvodili pro iplnou symetrizaci, je zfejmé, ze plati
pro symetrizaci v libovolné skupiné indexu. (Postup, ktery vede k tomuto zavéru je plné analogicky s tim, ktery
jsme pouzili v tomto pifkladu, s tim rozdilem, Ze se tykd jen vybranych pozic indext.)

Budeme-li symetricky tenzor antisymetrizovat, dostaneme pro obecnou slozku

1
(alt 7)j,..5, = (alt T)(ejy,. .. €5,) = 4 Z SEN T * T(€j,(1ys+ -+ s €l(gy) = 0-
T o€ES,

Tenzor 7 je podle predpokladu symetricky, takze vsechny slozky vystupujici na pravé strané posledni rovnosti
jsou opét stejné. Znaménka u nich se ovSem stiidaji podle parity permutace. Sudych a lichych permutaci
indexovych pozic je stejny pocet, proto je vyraz na pravé strané nulovy.
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Aniz bychom uz cokoli rozepisovali, mtizeme na zakladé predchozich vysledku usoudit, Ze symetrizace anti-
symetrického tenzoru dava nulovy tenzor, antisymetrizace antisymetrického tenzoru je puvodni antisymetricky

tenzor. Antisymetrizace je tedy rovnéz projekci, a to na podprostor antisymetrickych tenzoru.

Vlastnosti symetrizace a antisymetrizace, které jsme odvodili v prikladu 12.58 pro specialni
pripad uplné symetrie, resp. tplné antisymetrie, a jejichz zobecnéni na libovolny typ symetrie
¢i antisymetrie je ziejmé, shrneme v nasledujici vété.

Véta 12.20 (Vlastnosti symetrizace a antisymetrizace): Pro operace symet-

rizace a antisymetrizace na prostoru 7;” plati

Symll...zk O Symll...lk — Symil'”ik7 2 S k; S p7
1oy O SY My g = SYMy g 2<1< q
alt " oalt"t" = alt" " 2<k <p, (12.95)
alt]d---jz Oaltjl-‘--jz ‘: altjl-‘--jz J 2<I< q,
Symllu.lk Oaltll...zk — altll...lk Osymzl,,,zk — 0’ 2 S k S p’
sym =0, 2<I1<q.

sym

1.1 © altjlu-ﬁ = altjl~~~jl O 8y, g
I kdyz neni mozné pri symetrizaci a antisymetrizaci ,michat®“ kovektorové a vektorové
argumenty, lze operace symetrizace a antisymetrizace zvldst na kovektorovych a vektorovych

argumentech skladat. Maji tedy smysl naptiklad zobrazeni

sym osym' "t = sym" " o sym

J1e--J1 J1--J10

sym oalt" " = alt" " o sym

Jueedi it

a dalsi podobného tvaru. (Ze takové operace komutuji, je zfejmé na prvni pohled: kazda z nich
zasahuje jen do jedné skupiny argumenti, kovektorovych, nebo vektorovych, proto je jedno,
v jakém poradi se pti kompozici provede.) Provedeme-li naptiklad tplnou symetrizaci tenzoru
v kovektorovych argumentech a dplnou antisymetrizaci ve vektorovych argumentech, dosta-
neme tenzor, jehoz hodnota se nezméni pti zaméné dvou libovolnych kovektorovych argumenti
a zmeéni znaménko pii zaméné libovolnych dvou vektorovych argumenti.

7, dosavadnich spiSe teoretickych tivah by se mohlo zdat, ze tenzory nepredstavuji néco prilis
praktického. Opak je pravda. S tenzory pracujeme hlavné ve fyzice, a ta je jisté nejdulezitéjsi
disciplinou umoznujici pochopit prirodni zakonitosti. Zdaleka ne vsechny fyzikalni veli¢iny jsou
skalarni nebo vektorové. Naopak, vztahy mezi vektorovymi veli¢cinami maji ¢asto charakter
umeéry a jsou proto zprostiedkovany tenzory. Vztahy timéry mezi tenzorovymi velicinami pak
zase dalsimi tenzory, jenze vyssich rada. V nasledujicich prikladech uvedeme nékolik typickych
ukazek. Pro¢ az v tomto odstavci? Fyzikalni tenzory jsou totiz vétSinou symetrické, nebo an-

tisymetrické, poptripadé symetrii a antisymetrii kombinuji. Priroda je zkratka takova, ze rtzné
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typy symetrie sama vykazuje (kromé zékladnich vlastnosti prostorocasu lze jako typicky pri-
klad uvést tfeba geometrickou symetrii krystali, o niz jsme hovorili v odstavci 4.1.1 o grupéch).
A jesté poznamka: slozky fyzikalnich tenzorti obecné zaviseji na souradnicich bodu v télesech,
v nichz je vy¢islujeme. Pfesné feceno, jedna se o tenzorova pole. O téch budeme v obecné poloze
mluvit pozdéji, ale zda se vhodné ukazat si pouziti tenzori co nejdiive.

Priklad 12.59: Jiny pohled na tenzory

Tenzor jsme definovali jako multilinearni zobrazeni prifazujici vektorim a kovektorum ¢islo. Je to takto
v poradku? V tivodu k celému odstavci 12.2 jsme prece tenzorem nazyvali soubor veli¢in predstavujicich koefici-
enty imérnosti tfeba mezi slozkami vektora (linedrni vztah mezi slozkami ihlové rychlosti a momentu hybnosti
zprostiedkovany tenzorem momentu setrvacnosti), nebo koeficienty tmeérnosti mezi slozkami jinych tenzoru
(vztah tenzoru mechanického napét{ a tenzoru deformace zprostiedkovany tenzorem modulll pruznosti), apod.
Jak to jde dohromady? V tomto prikladu ukdzeme, ze docela dobre. Definovat tenzor je totiz mozné i jinymi

vevs

zpusoby, nez jak jsme to provedli. Nejprirozenéjsim alternativnim zptisobem je zavést napiiklad tenzory druhého
radu jako linearni zobrazeni pritazujici vektoru vektor, kovektoru kovektor, kovektoru vektor ¢i vektoru kovek-
tor. Rozebereme podrobnéji jen jednu z téchto moznosti, napfiklad tu posledni. Uvazujme o mnoziné L(V,,, V,*)
vSech linedrnich zobrazeni

n:Va3& — n) eV

a zavedme na ni strukturu vektorového prostoru jako v odstavci 4.2.5, tj. vztahy

(n+x)(&) =n(&) +x(§), (an)(€) = an(§),

popripadé ekvivalentné jedinym vztahem

(an + Bx)(€) = an(&) + Bx(§)

pro libovolné prvky n, x € L(V,, V.*), libovolné skalary o, 8 € R a libovolny vektor & € V,,. Zvolime-li ve V,, bazi
(e1,...,e,) a ve V* bazi dudlni, mizeme indukovanou bédzi v L(V,,, V,¥) definovat, opét v souladu s odstavcem
4.2.5, jako systém zobrazeni ¢ € L(V,,,V,¥), 1 <4, j < n, definovanych vztahy

¢ (ex) = 6pe’ = n=1i; 6" .
Pro w = n(¢), w = w; €, plati
wie! =n(Ee;) = nle;) = & (mr 6™ (e;)) = (b)) €' = (mi; &) " = wi =i .

Zjistime, jak se transformujf slozky linedrniho zobrazeni n pii pfechodu od baze (e, ..., e,) k bazi (&1,...,&,).
Matici prechodu oznac¢me jako obvykle T'= (), 1 < i,j < n:

@i =Tfwy = TF (qu€') = T & T = (TFT )€ = iy = TFT -

Ze jsme vysledek uz nékde vidéli? Jisté, ma presné podobu transformaéniho vztahu pro slozky prvki prostoru
T2(V,,). Vektorové prostory T3 (Vy,) a L(V,,, V,¥) maji dimenzi n? a k tomu stejné transformaéni vztahy. Jsou
tedy nejen izomorfn{ (shodnost dimenzi), ale izomorfni kanonicky (stejné transformadéni vlastnosti). Proto je lze

ztotoznit.
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Ptedchozi tivahy lze zobecnit. Zvolme celd nezaporna c¢isla r, s, p,q tak, ze r < pa s < q.
Uvazujme o linearnim zobrazeni

n: T, (Vo) o7 — n(r) =0 € T](Va),

tj.m € L(E{ZS(Vn), 7;”(\/”)) Snadno zjistime, ze slozky tohoto zobrazeni maji stejné transfor-
macni vlastnosti jako slozky tenzoru typu (p, q):

O'Zl el ledp Jst1.-dg
Ji-- .75 — "j1..gsIs+1---Jq ir41-0p 0
—’L1 ’L'T» l1 ls l1 ls kl krkr+l kp ls+1 lq _
O'jl S "Sk:rle TG O'll S .Sy Ty Tty oy =
— l1 ls krkr+l kp ls+1 lq Z:,«+1 lp 7]5_’,1
- : S T : T 77 lls+1 T73+1 . T Skr+1 . S 'Lr+1 )
takze nakonec
P S ir Qlrl ip rply lsls41 lqg ki..krkri1. kpy _dst1..0q
0—]1 (S e S . kr+l - Skp,l—jjl . T ,,Z—vjs+1 - ,]—vjq ,'7[1~~~lsls+1~-~lq )Tir+1...ip .

V zévorce je nepochybné slozka 77;13’; zobrazeni n v bazi indukované v prostoru L<7;‘1__7“S(Vn),

7;T(Vn)) bazi (éi,...,é,) vektorového prostoru V,, tj.

_17.. 7 I [ l k1...k
77]1 ]q Skll-~-5k27}f-~~Tq7711 P
Vektorové prostory TP(V,) a L(E‘SS(Vn), 7;T(Vn)) jsou kanonicky izomorfni. Uvédomme si,
ze pri pevné zvolenych hodnotdch p a ¢ mohou byt rozklady p = (p—r) +r aqg = (¢ —
—s)+s, 1 < p, s < qlibovolné. Mame tedy (p + 1)(¢ + 1) prostortu linedrnich zobrazeni
kanonicky izomorfnich s prostorem TF(V},) a také kanonicky izomorfnich navzdjem. Mtzeme je
proto vSechny ztotoznit. Pozdep uv1d1me ze existuje dalsi moznost interpretace multilinearnich
o 11 dplp .. Js+1--

Vztahu’ typu Uj1-~-js /A Jq G2 Vyuzwa pojmu uzZeni, resp. stopa tenzoru. Ale to az
za chvili.
Priklad 12.60: Kartézské tenzory

Fyzika vétsinou pracuje s kartézskymi soustavami souradnic, tj. s ortonormélnimi bazemi umisténymi v po-
¢atku soustavy souradnic. V nich se transformacni vztahy pro slozky tenzort znac¢né zjednodusi, nebot inverzni
matice k matici prechodu od baze k bazi je v tomto pfipadé rovna matici transponované. Transformacni vztahy
pro slozky vektoru pak splynou s transformac¢nimi vztahy pro slozky kovektoru, napriklad

a'=doS;=0a'T], ©;=T]wj, scitase pres j.

Rozeznate jeden od druhého? Jisté, pomoci umisténi indext a zapisu slozek vektoru do fadku a slozek kovektoru
do sloupce. Jenze umisténi indext a zptsob zapisu slozek je pouze nase dohoda, vhodna pri pouziti Einstei-
novy symboliky. Dohodneme-li se, ze budeme psat vSechny indexy doli (coZ je v pfipadé kartézskych tenzoru
standardni), pfi¢emz u slozek matice T bude prvni index fadkovy a druhy sloupcovy, dostaneme transformadén{
vztahy ve tvaru
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o; = Ty, w; =Tiwj, sCitd se pres j,

tedy k nerozeznani. Kartézské vektory a kovektory splyvaji. Fyzikalni vektory a tenzory ¢asto zaviseji na tom,
v kterém misté prostoru s nimi pocitame. Jedné se pak o vektorovd, resp. tenzorovd pole, o nichz budeme mluvit
v dalsim odstavci. Néktera tenzorova pole predstavuji veliciny, které zaviseji na parcidlnich derivacich jinych
veli¢in podle jednotlivych proménnych a chovaji se pravé jako kartézské tenzory.

V nésledujicich fyzikalnich piikladech ptjde o kartézské tenzory, proto budeme vsSechny
indexy psat doli. Zachovame vsak Einsteinovu symboliku. S¢itacim indexem bude index opa-

kovany.
Priklad 12.61: Deformace a napéti

Kolik veli¢in je tfeba, abychom popsali obecnou deformaci télesa se spojité rozlozenou hmotnosti v okoli
kazdého jeho bodu? Kdybychom natahovali ¢i stlacovali ty¢, jejiz rozméry urcujici jeji prifez jsou zanedbatelné
vuci délce, staci jedna veli¢ina, pomér zmény délky elementu tyce v daném bodé k jeho délce, tzv. pole relativni
deformace. Budeme-li natahovat ¢i stlacovat kvadr ze vSech stran tak, aby stéle zustaval kvadrem, staci veli¢iny
t¥i, relativni deformace ve smérech hran kvadru. Ale co kdyZz budeme kvadr deformovat obecné, tfeba tak, Ze
z né&j nebude ani rovnobéznostén? Co kdyz s nim budeme treba kroutit? Je jasné, ze t¥i veli¢iny stacit nebudou.
K tomu, abychom charakterizovali deformaci, poslouzi obrazek 12.33 vpravo.

Obrazek 12.33 K definici tenzoru deformace.

Body A a B definuji délkovy element v bodé 7 = (x1, 2, x3) télesa. Po deformaci charakterizované vektorem
4(7) prejdou do poloh A" a B’. Plati E = dr, A’B’ = d7 + d@. Zména ¢tverce délky elementu pii vyjddieni
posunuti du je

(dF+ dﬂ:)2 — (df‘)2 = d8/2 — d82 = (Sij (dxl + dul)(dz] + duj) — (Si]‘ dSCZ dx]- =

= 5”- <d.%'Z + 871716 d.’I:k> (d.%'] + 87563 d.%'l> — (57] dzx; dxj =

ou; ou;
=0j; <dxi dz; + 8—% dz; dxy, + 87:1:; dx; dx; +

Ou; ~ Ou; . Ouy Ouy
— F) dwyda; = 26 day da;
<a$]‘ (r“)l’l 8131 6$]> TiCL €y s G

Ou; Ou, B
o, a—xl dzy, dxl> —d;dx;dx; =
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V linearni aproximaci, kdy zanedbame soucin parcidlnich derivaci v zavorce predchoziho vztahu, dostavame
tenzor deformace € (pfesné feceno jde o tenzorové pole) v zavislosti na poloze v télese. Jeho kartézské slozky

jsou
1 6’[1,1' + 8Uj
€ii — = .
J 2 81‘3‘ a.’l?@

Vsimnéte si, ze tenzor deformace je symetricky. A viibec — je to skutecné tenzor? Vzdyt prece tenzory jsme
definovali jako multilinedrni zobrazeni ptirazujici vektortim, resp. kovektoriim ¢isla. Funguje takto i tenzor de-
formace? Ano, plyne to ze vztahu ds’? — ds? = 2¢;; dx; da;, ktery miZeme chapat tak, Ze dvéma vektoriim
o slozkach (&1,&2,&3) a ((1, (2, (3) piifazuje ¢islo 2¢;;€;(;. Toto zobrazeni je linedrni v obou vektorovych ar-
gumentech. Tenzorové chovéni veliiny € = (¢;;) lze také dolozit transformacénimi vztahy pii prechodech mezi
kartézskymi bazemi (tloha 12 ve Cviceni 12.2.8).

V piipadé tyce deformované v tahu nebo tlaku podél jeji délky (obrazek 12.33) plati v linedrni aproximaci
Hookeuv zdkon

Flz) = Fe, e:(s—x,
S Ax
ktery zname ze stfedni skoly. Pomér F'(x)/S je mechanické napéti, pticemz F(z) je sila, jiz pusobi prava ¢ast tyce
rozdélené na dvé ¢asti v bodé x na levou ¢ast, S je prifez tyce. Konstanta E se nazyva modul pruznosti v tahu
a definuje tméru mezi mechanickym napétim a deformaci. Jak je tomu v obecném piipadé? Abychom mohli
analogicky vztah napsat, musime predevsim umét popsat mechanické napéti v obecném bodé télesa. K popisu
opét slouzi tenzorova veli¢ina, kterou postupné definujeme pomoci obrazku 12.34.

Obréazek 12.34 K definici tenzoru mechanického napéti.

Na schematickém obrazku je zndzornén element o objemu AV télesa se spojité rozlozenou hmotnosti v bodé
o polohovém vektoru 7. Predpokladejme, Ze na téleso nepiisobi zadné objemové sily vnéjsi z hlediska télesa
jako celku. (Tento predpoklad zjednodusi vypoéty, které vSak povedou ke stejnému vysledku, jako kdybychom
zjednoduseni nepouzili). Na element tedy ptsobi pouze jeho okoli, tvorené zbytkem télesa. Silové puisobeni na
element mé charakter plosngch sil — jejich plisobisté jsou spojité rozlozena podél hrani¢nich ploch. Element je
umyslné vybran ve tvaru ¢tytsténu, jehoz tri stény jsou rovnobézné s rovinami soustavy soutradnic, zatimco ¢tvrta
sténa je obecnd. Stény o obsazich AS7, AS;, AS; a AS jsou orientoviny jednotkovymi vnéjsimi normélami
i1 = (—1,0,0), i = (0,—1,0), i3 = (0,0, —1) a @ = (n1,n9,n3). Oznadme a1, as a ag dhly, které sviraji stény
AS7, ASy a AS3 se sténou AS. Plati

AS; = AS cosa; = —AS (Ain;), i=1,2,3.
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Sily, jimiz okoli ptisobi na elementarni ¢tyrstén, jsou v rovnovaze, tj.
AF + AF, + AF> + AF; =0.
Velic¢inu AR
= . T
o) = Jim, 25

nazyvame hustota plosnijch sil. Podminku rovnovahy sil pak mtizeme zapsat ve tvaru

3
/5d5+2/@d5:6.

AS i=1x7,

—

Skutec¢ny prubéh vektori hustoty plosnych sil na jednotlivych sténach lze podle véty o stredni hodnoté integral-
niho poc¢tu nahradit stfednimi hodnotami, tj.

3 3
(@) AS+ Y () ASi =0 = (3)+ Y (di)ni =0,
i=1 Py
kde n; = —7n;, i = 1,2,3. V limité pro AV — 0 dostaneme
0 = —n1d1 — nada — N303,

(v bodé o polohovém vektoru 7), ve slozkdch pak

0i(7) = —n1(F)o1i(F) — n2(r)oe () — nz(Mosi(7) = 0;(F) = —n; (7o (7).

Co znamend tento vysledek? Neni to komplikace, kdyz misto tii slozek vektoru hustoty plosnych sil & pusobicich
na danou plochu méme najednou devét slozek tii vektort hustot plosnych sil ptisobicich na rizné orientované
plochy? Naopak. Zname-li v kazdém bodé télesa slozky hustoty plosnych sil ptisobicich na tii specidiné oriento-
vané elementarni plochy, staci pro zjisténi hustoty plosnych sil ptisobicich na obecné orientovanou elementarni
plochu zadat pouze slozky jeji normdly. Vznikla tak nova veli¢ina 7 = —o = (745), 7ij = —0y5, 1 < 4,5 < 3,
ktera je kartézskym tenzorem. Nazyva se tenzor mechanického napéti. Vzhledem k zéavislosti na poloze v télese
jde, pTesné Feceno, opét o tenzorové pole. Také tenzor napéti je symetricky, 7;; = 7;;. Odkud to ale plyne? Zase
z fyziky. Nejen pro elementdrni ¢tyfstén, ale pro libovolnou éast télesa musi totiz kromé silové rovnovahy platit
také rovnovaha momentova.

Nejprve vsak formulujme podminku silové rovnovahy pro libovolny objem télesa V' obepnuty hrani¢ni plo-
chou S. Za predpokladu, Ze na téleso neptisobi vnéjsi objemové sily, ktery jsme pouzili jiz diive, plati

/&dszﬁ = /aidsz—/gjinjdszo, i=1,2,3,
S S S

index j je séitaci. I kdyz nas poradny vyklad plosnych integral teprve ¢eké, prece jen o nich jiz néco vime
z odstavce 9.4.1. Vztahem (9.68) je zde prezentovina Gaussova-Ostrogradského véta, kterd umi prevést integral
po uzaviené plose na integral, jehoz integra¢nim oborem je objem touto plochou obepnuty. A to je pravé nase
situace. Pouzitim Gaussovy-Ostrogradského véty dostaneme

/ ojin; dS = ZZJ] dv =0.
S 14
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Aby tato podminka mohla byt splnéna pro libovolng objem V' vymezeny v télese, musi byt integrand nulovy.
Podminka silové rovnovahy pro téleso bez vnéjsiho objemového silového ptisobeni ma tvar
do ji
Oxd

Pro pohodlné vyjadreni momenti sil, které jsou vektorovymi souciny, zavedeme veli¢inu, kterd je rovnéz tenzo-
rem. Jedné se o Levi-Civituv tenzor:

=0, 1=1,2,3.

gijk =1, resp. g4, = —1, resp. €ix =0, (12.96)

tvori-li indexy 1 < ¢, j, k < 3 sudou, resp. lichou permutaci, resp. jsou-li nekteré z nich shodné. Vektorovy soucin
vektort @ a b pak lze zapsat ve slozkach jako (@ x b); = €;j1a;b,. Matematické vyjadfeni momentové rovnovahy
libovolné ¢asti télesa o objemu V' a hrani¢ni plose S mé tvar

/Fx&dSzﬁ,
S

ve slozkéch,

/aijkwjak ds = /eijkxjalkm ds = O,
S S

kde 7i = (n1,mn2,n3) jsou slozky vnéjsi normély k plose S v obecném bodé 7. Podminku momentové rovnovéhy
muzeme také chépat jako trojici podminek

/(vunz)ds =0, wvg=c¢eyprjon, i=1,23.
5

Podle Gaussovy-Ostrogradského véty plati

S \%4

tj.

a(Ei'kCL"Ulk) aO'l;c
/#dV:O — /Eijk(]’jkdv+/€ijkl‘j87xld‘/:0.
14

\%4 \%4

Vzhledem k podmince silové rovnovahy je ovSem druhy integral roven nule. Dostavame tak

/Eijkajk dv.

14

Protoze podminka momentové rovnovahy musi platit pro libovolnou ¢ast télesa, tj. predchozi integral je nulovy
pro libovolny integra¢ni obor V, musi byt nulovy integrand. Odtud e;;,0, = 0 pro i = 1,2, 3, tj. 05 = ok; pro
1 <4,k < 3. Tenzor o je symetricky a totéz plati pro tenzor mechanického napéti 7 = —o.

Pro malé deformace je vztah mezi tenzorem napéti a tenzorem deformace linedrni. Vsechny slozky tenzoru
napéti jsou imérné slozkam tenzoru deformace a naopak. Tyto timéry jsou vyjadieny zobecnénym Hookeovym
zdkonem

Tij = Cijki€kl, €ij = OijklTkl 5

opakované indexy jsou scitaci. Veli¢iny Cjjx; jsou slozkami tenzoru ¢tvrtého fadu, zvaného tenzor moduli pruz-
nosti, veliciny Sjjr; tvoii tenzor elastickjch konstant. Tyto tenzory maji 81 slozek, vykazuji vSak symetrii
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v prvnim a druhém indexu a také v tfetim a ¢tvrtém indexu. Vypocteme-li potencialni energii pruznosti télesa
v okoli daného bodu, dostaneme kvadratickou formu

E= 1Cz'jkzez'jekl = lsijleikal-
2 2
Z tohoto vyjadreni je zfejmé, ze tenzory C' = (Cijni) a S = (Sijr) jsou symetrické také vici zaméné prvni
a druhé dvojice indexti. Pocet jejich nezavislych slozek je proto pouze 21. Dalsi symetrie vyplyvaji z operaci
geometrické symetrie materidli, které studujeme. Jsou-li materidly krystalické, s jejich zvysujici se symetrii
nezavislych slozek tenzori C' a S ubyva. U trojklonnych krystali, které jsou nejméné symetrické, je jich 21,

vvvvvv

nezavislé slozky. V pripadé tenzoru C se jedna o modul pruznosti v tahu a modul pruznosti ve smyku.

Priklad 12.62: Tenzor elektromagnetického pole

Dalsim typickym piikladem tenzoru je tenzor elektromagnetického pole. Ten ovsem neni tenzorem kartéz-
skym. Je definovan na étyfrozmérném éasoprostoru M = R x R? s Minkowského metrikou. (Tato metrika je
piikladem pseudoriemannovské metriky, o niz bude jesté fe¢ pozdéji.) Body tohoto prostoru jsou uddlosti, defi-
nované soufadnicemi x = (20, z1, 22 %) = (ct, 2!, 2% 23), ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Minkowského metrika
je ddna tenzorem g = g;; dz’ ® da?, reprezentovanym matici G = (g;), kde goo = 1, g11 = ga2 = g33 = —1,
gi; = 0 pro ¢ # j. Tato matice se neméni pfi unitdrnich transformacich. Veli¢ina

ds® = (ct)? — (2')? — (%)% — (2®)?, resp. ds = +/(cdt)? — (dz!)? — (dz?)2 — (da3)2

je invariant, je stejnd pro vSechny pozorovatele v inercidlnich vztaznych soustaviach. Vektory te¢nych prostoru
T.M k prostorocasu se nazyvaji ctyrvektory. ,,Ctverec velikosti* ¢tyfvektoru A

0o 0 O A

(A,A):(AO Al 42 A3) — (A%)% — (A)? — (A%)% — (4%)?

o o o
o
\
—_
o
b
(]

0 0
1-p2 1-p2
V/e L 0 v
T = 1-82 \/1-p2 . B=-.
0 0 10 ¢
0 0 0 1

(Tvar matice T odpovid4 situaci, kdy se vztaznd soustava S’ pohybuje vzhledem k vztazné soustavé S rychlosti
¥ = (v,0,0), pfi¢emz stejnojmenné prostorové osy soustav jsou trvale souhlasné rovnobézné a v okamziku
mijen{ pocatkl soustav soufadnic byly v obou soustavich vynulovany hodiny.) Pro kazdy bod x € M oznacme
(g, e1, €2, e3) bazi prostoru T, M (bod x u prvki baze nevypisujeme) a (e, el, €2, e3) bazi dualni. Pro libovolny
bod x € M zvolme A € T, M a hledejme linedrn{ zobrazeni w4 € T M, A = Aey + Ale; + A%es + Ades, pro
které je ¢ (A) = (A, A). To existuje jednoznaéné a plati o4 = e’ + pre! + pae? + pze3, oo = A%, p,; = — A
pro 1 < j < 3. Znadime

(A) = (AO’A17A27A3) = (onA')v (SDA) = (AO’A17A27A3) = (A07 _A17 _sz _AB) = (A07 _g) .
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Plati _ _ - -

Aj=gi A, AP =g"4;, Gh=(¢"), 0<i,j<3.
Pouzité operace predstavuji snizovani, resp. zveddn{ indextl pomoci metriky (pozdéji je presné definujeme). Pro
tenzory druhého radu plati

Bij = girgjsB™, BY = g ¢’*B,,, B! = g;; B'", apod.
Zobecnéni na tenzory vyssich fada je nasnadé. Nyni odvodime tenzorovy zapis pohybové rovnice relativistické
Céstice a definujeme tenzor elektromagnetického pole. Pohybova rovnice éastice s ndbojem e a (klidovou) hmot-
nosti m v eletromagnetickém poli o elektrické intenzité E a magnetické indukci B je

dp

E:eEJreﬁxg,

mY
\V1-52
A piedstavuji skalarni, resp. vektorovy potencidl elektromagnetického pole. Pak (A;) = (c~1¢, —A). Definujme
antisymetrické vyrazy

kde ¥ je rychlost ¢éstice, p = jejf hybnost. Oznaéme (A4%) = (c’1¢,/f) tzv. étyrpotencidl, kde ¢, resp.

0A;, 0A;
F,==1__""
E oxt oxd

Pouzitim vztahu

—

. Y .
E = —grad ¢ + %—t, B=rot A

mezi velié¢inami E a B a ¢tyfpotencidlem (4;) dostaneme

0 c Bl ¢lE?2 lES

—c 1E! 0 —B3 B?
(Fij): —172 3 1 ’

—c 'FE B 0 -B

—c g3 —-B? B! 0

a jisté sami snadno najdete tvar (F7). Dale plati

a7 djds dj
= T = L 1— 2
A s as VA

nebot ds = cy/1 — 32 dt. Zavedme tzv. ctyrrychlost a étyrhybnost Castice vztahy

()= [ —— ). )= (menty = | 2
V1= e /1-p2)’ b V1=p2\/1-p52)"
a podobné (u;) a (p;). Po tpravich dostaneme
dui
ds

To jsou pohybové rovnice relativistické ¢astice v tenzorovém zapisu, (F;) je (dvakrat kovariantni) tenzor druhého
fadu (provéite jeho vlastnosti pti Lorentzové transformaci o matici T'), zvany tenzor elektromagnetického pole.
Snadno také provérite, ze pro néj plati vztah

OFy, OFy;  OFy
oxJ + ozt + oxk

me :eFijuj, 0<i4,5<3.

=0, 0<i,jk<3.
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Priklad 12.63: Tenzor energie-impulsu
Tenzor energie-impulsu T = (T**), k = 0,1,2,3, je zavadén jako symetricky tenzor, opét ve étyfrozmérném
znaceni, které jsme pouzili v predchozim prikladu. Jeho slozky jsou definovany vztahem

Tzk _ ; <_glszlem+4gsz‘lmFlm)7 ng’k’l’mg 3.
0

Vyjadiime-li slozky tenzoru elektromagnetického pole pomoci trojrozmérnych veli¢in E a B, jako v prikladu
12.62, a za slozky metrického tenzoru dosadime metriku Minkowského diagg = (1,—1,—1,—1) (nediagonalni
slozky jsou nulové), dostaneme fyzikdlné ndzornéjsi zdpis tenzoru energie-impulsu,

w c 1Sy ¢ 1Sy ¢ 1Sy

T ¢S —on -0z —o3
1Sy —o1p  —02  —0a3 ’

¢Sy —o13  —o23  —033

1 . 1 - L1 4 4

w= - (60E2 + BQ> , resp. S=—ExB
2 Ho

jsou hustota energie, resp. Poyntingiiv vektor, veli¢ina o slozkach

1
ors =cobB.Es + —B,.Bs —wd,s, 1<71r,5<3,
Ho

je tzv. Maxwelliv tenzor napéti. Pfimym vypodtem se snadno presvédéime (provedte), Ze plati zdkon zachovani

momentu hybnosti L = (L¥*), 0 <i,j,k <3, L% = 2'T7% — 23T nebot aé%;ik =0.

Priklad 12.64: Vektor, nebo tenzor?

Ted jedno malé dilema ve V3: Antisymetricky kartézsky tenzor druhého fadu v trojrozmérném prostoru ma
tFi nezdavislé slozky. Co kdyz je to vektor? Jistéze obecné neni — staci uvédomit si definici tenzoru a vektoru
a transformacni vztahy. Ale co kdyz u kartézskych tenzori nastane néjaka specidlni situace, diky niz bychom
mohli antisymetrické tenzory a vektory néjak ztotoznit? Pro slozky vektoru plati (indexy jsou dole, T' = (T7;),
1 <14,7 <3, je ortogonalni matice prechodu)

@Z‘ = ajﬂj, o = ajTj,L' .

Pro tenzor druhého radu je
Nij = MaLicTit,  Mij = MLy -
Je-li antisymetricky, pak n;; = —n;;. Kdybychom chtéli antisymetricky tenzor druhého fadu zapsat jako vektor,

musime vhodné preznacéit slozky, tfeba pomoci cyklické zamény vq = 1723 = —n32, V2 = N31 = —N13, V3 = N12 =
= —1e21, t.]
0 vy  —V2
n=1 —vs 0 un
V2  —U1 0

Pak
U1 = 23 = MTorT3 =
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= 93 (T22T33 — To3T32) + n31 (TosTs1 — To1T33) + Mo (To1T32 — To2T51) -

Vztahy vypadaji slozité. Uvédomme si vSak, ze v zavorkach jsou postupné algebraické doplnky prvka 141, T2
a 113, tj. prvki prvnfho f4dku matice piechodu T'. Tyto prvky tvoii prvni sloupec matice adjungované, ozna¢me
jiT. Pak _ _ _

U1 = v1T11 + v2T21 + v3T3; .

Plati T = detT - T~} (dloha 13 ve Cviceni 12.2.8). V nasem piipadé, kdy je matice T ortogondlni, je T =
=detT-T7, tj. Tij =T}j;-detT = £7T};, nebot detT" = £1. Znaménko , 4 se uplatni v pfipadé¢, Ze T' je matice
prechodu mezi stejné orientovanymi bdzemi (jsou-li vychozi i vyslednd béze bud obé pravotocivé, nebo obé
levotoéivé). Znaménko ,minus® se pouzije pfi pfechodu mezi opacné orientovanymi bazemi. Podobné ziskame
transformaéni vztahy pro U a U3 (zkuste to). Transformadéni vztahy pro ,,vektor“ @ jsou tedy skoro stejné jako

vztahy pro ,,opravdovy* vektor,
7; = det T(’Uj . T”) = :|:('Uj T,j) .

Pii pfechodu mezi stejné orientovanymi bézemi je od transformacnich vztahi pro vektor nepozndme. Antisyme-
tricky tenzor se proto nékdy nazyva pseudovektor nebo axidlni vektor. Typickym axidlnim vektorem je vektorovy
souc¢in dvou vektorti. Naptiklad pro prvni slozku vektoru ¢ = @ x b plati

C1 = €1jk0;by = €123T2,T35a,bs + €132T3,T2s0rbs = (T2, T35 — T5;Tas) arbs .

Dalsi iivaha je obdobnd jako v pripadé vektoru ¢. Dokoncete ji. Pojem vektorového soucinu pozdéji jesté zobec-
nime.

Zamysleme se vSak nad problémem ,antisymetricky tenzor druhého radu versus vektor” pro n = 3 jesté
obecnéji, tj. bez omezeni na kartézské tenzory. Pouzijeme vétsinu predchozich tivah s tim, ze umistime ,,spravné“
horni a dolni indexy. Oznacime

Vo= 123 = —1)32,
v? = m31 = —M3,
v} = M2 = —T721-
P1i tomto preznaceni dostaneme,
17 T}
@ 72 7%= (vt v? W | T T2 T3 tj. (0) = (v)T.
R
Vztah T = (det T) T~ mezi matici adjungovanou T a inverzni T-! k matici T plati obecné, bez dalsich

podminek kladenych na regularni matici 7. Proto
(0) = (V)T~' - (detT).

AZ na nasobeni determinantem matice prechodu jsou tedy transformacni vztahy pro slozky antisymetrickych 2-
-tenzoru shodné s transformac¢nimi vztahy pro slozky vektora. Tento vysledek lze jesté déle zobecnit pro obecnou
dimenzi vektorového prostoru V,,: transformaéni vztahy pro slozky antisymetrickych (n — 1)-tenzorii se az na

nasobeni determinantem matice pfechodu shoduji s transformac¢nimi vztahy pro vektory. Neni to nijak udivujici.
n!

Vektorové prostory V,, a Ap_1(V,) maji stejnou dimenzi (dimV,, = n, dimA,_1(V;,) = Tty = n) a jsou

proto izomorfni.
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Po malé fyzikalné-kartézské odbocce se vratme k obecnym dvaham. Oznacme ’7-{1‘;}(‘/71)7

resp. 7;{1’} (V,,) vektorovy podprostor tenzort typu (p, ¢) Gplné antisymetrickych ve vektorovych,
resp. kovektorovych argumentech, vektorovy podprostor tenzorti tiplné antisymetrickych jak
ve vektorovych, tak v kovektorovych argumentech znac¢ime A?(V;,). Piedpokladejme, ze 7 €
€ Thy(Va) an € T(,3(V,). Mizeme udélat jejich tenzorovy soucin 7 ® 5. Jaké budou jeho
vlastnosti antisymetrie? Hodnota tohoto sou¢inu na argumentech (w1, ..., wpir; &1y .-y Egts) j€

T(wh ) ST 7§q>77(wp+17 ey Wpdrs fq+1, ces 7§q+s) .

Je jasné, ze vysledny tenzor je antisymetricky vzhledem k jakékoli zaméné prvnich ¢ vektorovych
argumenti, a také antisymetricky vzhledem k jakékoli zaméné poslednich s vektorovych argu-
menti. Pri zdméné nékterého ze skupiny prvnich ¢ argumentt za néktery ze skupiny poslednich
s argumentt nemame o jeho chovani obecné zddnou informaci (viz schematicky obrazek 12.35).

T E T{’:]}(\",,) T(wi, .oy wp; &1y e s &)
4 ! antisymetrie
n € T{ps} (Vn) n(wIH'la o )wp-H"; €q+17 . 7§q+s)

antisymetrie
T®T/ ethi;(Vn) T®T/(wl7"'7wp+7“; El """ £q7§q+17§q+s) -

i o i
— ’—(wla coo 7wp; 51- ey gq)n(wzkkh cco 7wp+7'; §q+17 o 7€q+s)

L

Obrazek 12.35 Tenzorovy soucin antisymetrickych tenzori.

Vznika otazka, zda existuje néjaky rozumny zptisob, jak z tenzorti 7 a n vyrobit néjaky
soucin typu (p+r,q+ s), ktery by byl iplné antisymetricky ve vektorovych argumentech. Od-
poved se nabizi docela prirozené: antisymetrizovat tenzorovy soucin 7 ® n ve vsech vektorovych
argumentech. A mame novy typ soucinu tenzort.

Necht 7 € 7'{7;}(Vn) an € T(;(Va) jsou tenzory antisymetrické ve vsech svych

S

vektorovych argumentech. Jejich vnéjsim soucinem rozumime zobrazeni

Ve oo X VeV X o X V3 (wry ooy W €1ye -+, Egps) —

n

(p+r)-krat (g+s)-krat

— (T/\ n)(wlv"')wp—i-'r‘; gla--wfq—&-s) € R7

(g + 9)!
q's!

TAN= alt (T®mn). (12.97)

(Alternace se tyka pouze vektorovych argumenti.)
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Vlastnosti alternace zarucuji, ze 7 A 1 je tenzor antisymetricky ve vSech svych (¢ + s) vek-

torovych argumentech, tj. 7 A n €

—+7r

(4 +S}(Vn). Analogickym zpusobem definujeme vnéjsi sou-

¢in tenzoru antisymetrickych ve vsech kovektorovych argumentech. Nésledujici tvrzeni shrnuje

vlastnosti vnéjsiho soucinu.

Véta 12.21 (Vlastnosti vnéjsiho soucinu): Necht

T, T2, T € 7-{1;}(‘/71)7 N, M2, N € 7—{2}<Vn)7 X € 7—{11‘)}

jsou libovolné tenzory antisymetrické ve vsech svych vektorovych argumentech a a,
£ € R libovolné skalary. Plati

(at) A n=T1AN (an) = a(t A 1), (12.98)
(am + B2) A =l A )+ B(m A7), (12.99)
T A (am + Bnz) = (T A m) + B(T A 1), (12.100)
TAn=(-1)"nA T, (12.101)
(TADAX=TANMNA X), Dpiseme TANA X. (12.102)

Zcela analogické vlastnosti md vnéjsi soucin tenzori uplné antisymetrickych v ko-
vektorovych argumentech.

Vzhledem k tomu, ze operace vnéjsiho soucinu je definovana oddélené, tj. nezavisle, pro
tenzory antisymetrické ve vektorovych, resp. kovektorovych argumentech, uvedeme praktické
priklady az v odstavci 12.2.6, kdy se budeme vénovat vyhradné kovariantnim tenzortm.

12.2.5 Uzeni, stopy, zvedani a snizovani indext

Dalsi dilezitou tenzorovou operaci je uZent, neboli kontrakce. Existuji dva zdkladni typy této
operace. Prvni z nich je tzeni v hornim a dolnim indexu, téz stopa tenzoru. Touto operaci
se tenzoru typu (p,q) prifazuje tenzor typu (p — 1,¢ — 1), fad klesd o 2. Druhy typ je tZeni
vektorem &, pripadné kovektorem 7). Tato operace, pii niz fad vysledného tenzoru klesa o 1,
pfifazuje tenzoru typu (p,q) tenzor typu (p,q — 1), pfipadné (p — 1,q), a zavisi na slozkach
kontrahujiciho vektoru, resp. kovektoru. Oba typy uzeni ukazeme nejprve na prikladech.
Priklad 12.65: Stopa tenzoru typu (1,1)

~ Necht 7 € T (V,)). Zvolme ve V,, bazi (eq,...,e,), (¢!, ..., e™) je indukovand baze ve V5. Pak 7 = 7/¢; ®¢€'.
UZenim tenzoru 7 rozumime zobrazeni

Ve slozkach plati

0T (V) 371 — yr=1(",e,) €R.

T = Tijej(e”)ei(e.y) =7 = o
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Vysledkem operace je skaldar. Snadno se presvédcéime, ze nezavisi na volbé baze. Zvolime-li ve vektorovém
prostoru V,, jesté dalsi bézi (é1,...,€,), k niz od ptivodni béze prejdeme matici pfechodu T' = (77 ), dostaneme
=Y _ QYpi i ST i
T =8T]r; =0jt] =1T;.

~

Hodnota %T,:/Y se nazyva stopa tenzoru 7. Nékdy se stopa definuje pifmo jako 7.J.

Definici tizen{ v indexech nyni zobecnime. Zvolme libovolny tenzor 7 € 7?(V},) a libovolnou

bézi (eq, ..., e,) ve vektorovém prostoru V,. Pro 1 < a < p, 1 < 8 < ¢ definujme zobrazeni
1T Vi X X VXV X X Ve D (W Wyt €1y €gm1) —
(p—1)-krat (g—1)-krat
— 1GT(W1s W15 €1y €)= (12.103)

= ’7'((.«)1, B 7wa—1»€ﬂya Way+ vy Wp—1;3 517' - agﬂ—lae’yv 5,37 B 7§q—1) € R7

kde na pozici a-tého kovektorového argumentu stoji prvek dudlni baze e”, na pozici S-tého
vektorového argumentu prvek zédkladni baze e,. Pozor, index 7 je sc¢itaci. Ze je toto zobrazenf
tenzorem typu (p — 1,q — 1) je zfejmé ze zpusobu, jakym jsme je vytvorili. Pouzili jsme soucet
(linearni operace) hodnot tenzoru 7 (multilinearni zobrazeni) na kovektorovych a vektorovych
argumentech. Pro slozky tenzoru n = (37 dostaneme

nil...z‘p_l _ piteia—1Yia-ip-1 (12.104)

Ji---Jg—1 J1--JB—17Jg---Jg—1"
. : “ e . i1 : . oo .
index 7y je opét scitaci. Slozka nji...j’; ~ tenzoru 7 je souctem odpovidajicich slozek tenzoru 7.

Zobrazeni
tg: TP(Va) 27 — 137 € TPV (12.105)

se nazyva uzeni neboli kontrakce tenzoru v a-tém hornim a [-tém dolnim indexu.
Obraz (3T se nazyva stopa tenzoru 7 v indexech a a f3.

Pozn.: Nékdy byva stopa tenzoru 7 v indexech av a 3 definovana jako %L%T.

Operace uzeni lze samoziejmé skladat, tj. postupné aplikovat tak dlouho, az ,zbude® cisté
kontravariantni (pro p > ¢), nebo ¢isté kovariantni (pro p < ¢q) tenzor, popiipadé jen skalar
(pro p = q). Pozor: pri skladani operaci uzeni vztahujeme oznaceni indexovych pozic (tj. pozic
pro kovektorové, resp. vektorové argumenty) k ptuvodnimu tenzoru 7.

Priklad 12.66: A jesté jeden pohled na tenzory

V prikladu 12.59 jsme ukazali, Ze vektorové prostory tenzori lze ztotoznit s vektorovymi prostory linearnich
zobrazeni jinych, vhodné zvolenych tenzorovych prostort. Dal$i mozZznou interpretaci linedrnich vztahi mezi
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tenzory umoziuje operace tizeni. Uvazujme o tenzoru n € 7F(V;,) z prikladu 12.59, jehoz slozky zprostfedkuji
—S8

linearn{ vztah mezi tenzory 7 € T,"°(V,,) a 0 € T (Vp),

O_’Lil...i‘r _ i‘l--~i‘7‘i‘7‘+1-~-i‘p js+1--~jq
J1--Js J1--Jsds+1---Jq lrgl-lp T
Py i1...% s
Soubor veli¢in {x;}"7*"" }, kde
J1.--Iptq—r
Beipiges _ 1eeip dpiieipia—s
le--'jp‘#Q*"’ n]l---]q Jag+1---Ip+q—r

tvori slozky tenzoru
x=ne7 xe [T e T ().
Tenzor ¢ vznikd zenim tenzoru x =17 ® 7,

pt+l _p r+1

— pra—s o, — pra—s . ..o, TP N e T
o=4 o-rollliou, oot =14b o-olffoup,, o-outi(neT) e T (Va)

a ma slozky

G1edp 01l Y1 Yp—r .. Qg—s

J1--Js J1eJs@1..Qqg—s "Y1 Vp—r

Vsimnéme si v této souvislosti jesté kartézskych tenzort, protoze s témi se ve fyzice, zejména klasické, pracuje
nejcastéji. Vime jiz, ze v pripadé kartézskych tenzori nelze rozlisit kontravariantni a kovariantni tenzory. Proto
pro jednoduchost piseme vsechny indexy dolt a modifikujeme odpovidajicim zpiisobem Einsteinovu symboliku:
dvoji vyskyt indexu znamend, ze tento index je s¢itaci. V pripadé tzeni ovSem jiz nemuzeme hovofit o ,uzeni
v hornim a dolnim indexu®, ale musime specifikovat poradova ¢isla dolnich indexi. Zabyvejme se konkrétné
tfeba vztahem mezi tthlovou rychlosti a momentem hybnosti, zprostifedkovany tenzorem momentu setrvacnosti.
Pracujeme v ortonormalnich bazich. Plati L; = Jjwk, 1 < i,k < 3. Opravdu lze tento vztah povazovat za
vysledek operace tzeni? Moment hybnosti a thlova rychlost jsou vektory, tj. (kartézské) tenzory prvniho radu.
Moment setrvacnosti je kartézsky tenzor druhého fddu. Soubor 27 velié¢in {7k }, kde 7ig = Jiwy, 1 < i, k, 1 < 3,
tvori slozky kartézského tenzoru 7 = J ® w tfetiho fadu. Vektor momentu hybnosti vznikd tzenim tenzoru 7
v druhém a tfetim indexu (popiipadé prvnim a tietim, nebot tenzor J je symetricky), anebo izenim tenzoru
w® J v prvnim a druhém, ¢ prvnim a tfetim indexu. Obdobné je to s tenzorem napéti. Jeho slozky {C'jxi €x1}
vyjadfené pomoci slozek tenzoru moduli pruznosti C' a slozek tenzoru deformace € vznikaji napriklad dzenim
tenzoru x = C ® € o slozkach {xijkirs}, kde Xijrirs = Cijri €rs, v Ctvrtém a Sestém indexu a v tietim a patém
indexu. Tenzor napéti je tedy 7 = t46 0 t35 (C ®¢€). (Vzhledem k symetrii tenzort C' a € je tento vysledek shodny

s uzenim v tfetim a Sestém indexu a ¢tvrtém a patém indexu).

Nyni definujeme uzeni (kontrakei) tenzoru kovektorovym, resp. vektorovym argumentem.
Piedpokladejme, ze 7 € TP(V,) je libovolny tenzor typu (p,q), w € V5, resp. § € V;, libovolny
kovektor, resp. vektor. Definujme zobrazeni

)T VX x VXV XV S (wry ey wpes &y e Ey) —

n

(p—1)-krét g-krat

— T(w) (Wi, - wpo1; €1y, €) ER,
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(W) (W1 vy Wpe1; &1y ey ) = T(W1y v vy Wae 1, Wy Way -+ s Wp—1; €14+ -+, Eg) (12.106)

a zobrazeni

L) VX X VX Vo  Vy D (wry o wps &y eeay Egm1) —

n

p-krat (g—1)-krat

— L/B(f)T(wlw"?wp; gla" . 7&171) € R7
Lﬁ(&)T(wl, . ,wp; 51, . 75q—1) = T(wl, e ,wp; 51, e ,gﬁ_l,g,gﬁ, Ce . agq—l) . (12107)

Z defini¢nich vztaht je okamzité zfejmé, Ze zobrazeni (*(w) i t5(€) jsou linearni ve vsech svych
vektorovych i kovektorovych argumentech. Vznikaji totiz ptimo vyc¢islenim tenzoru 7 na téchto
argumentech doplnénych kovektorem w, resp. vektorem £ na pozici vyznacené indexem «, resp.
B. Zobrazeni 1*(w)T je proto tenzorem typu (p—1, q) a zobrazeni 15(€)7 tenzorem typu (p, ¢—1).

Necht w € V¥, resp. £ € V,, je libovolny kovektor, resp. libovolny vektor. Zobrazeni

V(w): TP(Va) 97 — Hw)T € TP H (Vo) (12.108)

q

se nazyva kontrakce tenzoru kovektorem w na a-té pozici, zobrazeni
(&)« TP (Vo) 37 — 15(8)7 € TZ1(Va) (12.109)

se nazyva kontrakce tenzoru vektorem & na [5-té pozici.

Odvodime vztahy pro slozky tenzort ¢*(w) a ¢3(§) v bazich indukovanych bazi (eq,...,e,)
zvolené libovolné v prostoru V,,. Pro zjednoduseni zapisu ozna¢me y = (*(w)7 a ¢ = 15(&)T.
Vime (viz vztah (12.65)), ze danou slozku tenzoru, tj. slozku se zvolenymi indexy, v bazi indu-
kované bazi (ey,...,e,) vektorového prostoru V,, dostaneme vycislenim tenzoru na vektorech
baze a kovektorech dualni baze pravé s témito indexy. Je proto

i1dp-1 _ « i1 Ip—1. —
X = (W)T(e™, ...,e" e, ...,e5,) =
i1 Ta—1 LI Lla Ip—1. ) ) _ ) 11 lo—1J baeerlp—1
T(e", ... et wiel et e 76]17"'76Jq)_wj7—j1..‘jq ,
11...0p _ i p. ) ) o
Vb = w(§)T(e™, .. el ey, e, ) =
— i1 D. o ) Jo. o. . _ ¢J Heip
=7(e", ... e e, ... N RTE ST N T €)= & Tirogiomt 3 35edact -

Piiklad 12.67: Uzeni symetrickych a antisymetrickych tenzort
Piedpodkléddejme, ze tenzor 7 € TP(V,,) je Giplné symetricky v kovektorovych i vektorovych argumentech.
Vysledek jeho Zeni operaci ¢§ je pak na volbé indexovych pozic o a B nezavisly. V piipadé tenzoru, ktery
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je v kovektorovych nebo vektorovych argumentech tplné antisymetricky, zavisi na «, resp. 8 pouze znaménko
tenzoru vzniklého 1Zzenim v téchto indexech. Pro symetricky tenzor 7 plati

LgT = (i1, znacime o7,
pro antisymetricky tenzor v kovektorovych i vektorovych argumentech je
13T = (=128 7 znacime i1 =7,

Jak je tomu v pripadé uzeni tenzoru kovektorem, nebo vektorem? Uvazme druhy pripad. Pro jednoduchost
predpokladejme, ze tenzor 7 je Cisté kovariantni, tj. 7 € 7;0(‘/”). Zvolme vektor £ libovolné. V pripadé, ze tenzor
T=Tj ., € Q- -®e’ je iplné symetricky, tj. 75, _j, = To(j1)...0(j,) Pro libovolnou permutaci indext ju, - . ., jq,
plati
X =T =107 =" =147,
Xj1.dgo1 = & Tijrojg1 = fl Tljy.ggr T F §nTnj1...jq,1 .

V pripadé tplné antisymetrického tenzoru 7 pak pro 1 < 8 < ¢ plati
Lﬁ(g)T = (_1)ﬁ_1L1 (6)77 Lﬁ(g)T(glv ce 7€q—1) = (_1),8_17—(57517 RS gq—l) .

V uvedenych pripadech zna¢ime jednoduse ¢1(£)7 = t¢7 a obdobné ! (w)T = 1“7 pii kontrakci symetrického ¢i

antisymetrického kontravariantniho tenzoru kovektorem w.

V disciplinach teoretické fyziky se casto uziva operace zveddni, resp. snizovdani indexu po-
moci metriky. Metrikami budeme nyni rozumét tenzory druhého radu vybavené dalsimi dvéma
specialnimi vlastnostmi. Jednou z nich je symetrie, druhou regularnost. Symetrii jsme jiz drive
definovali, v§imnéme si reguldrnosti. Uvazujme o tenzoru g typu (0,2), tj. g € T5°(V,,). Vime,
ze prostor TX(V,,) je kanonicky izomorfni s prostorem L(V,, V) vSech linedrnich zobrazeni
V, — V* Oznacéme ¢ : T2 (V) — L(V,, V) kanonicky izomorfismus. Jako reguldrni jsme
v druhém dilu (odstavec 4.2.3) definovali linearni zobrazeni, které je izomorfismem. Existuje
k nému zobrazeni inverzni, které je rovnéz linearni. Tenzor g € T)(V;,) se nazyva reguldrni, je-li
regularni linedrni zobrazeni «(g) € L(V,,V,"). Obdobné definujeme regularnost tenzoru typu

(2,0) a (1,1).

Kazdy regularni symetricky kovariantni tenzor druhého fadu na vektorovém pro-
storu V,, se nazyva kovariantni metrika na V,,, kazdy regularni symetricky kontra-
variantni tenzor druhého radu na V,, se nazyva kontravariantni metrika na V.

Pozn.: Mozna si kladete otazku, zda novy pojem néjak souvisi s metrikou zavedenou v kapitole
11. V prikladu 12.47 jsme zminili, ze skalarni soucin ve vektorovém prostoru V,, je tenzorem
typu (0,2), tj. kovariantnim tenzorem druhého fadu. Klademe vSak na néj dalsi pozadavky —
symetricnost a pozitivni definitnost. V odstavci 11.1.5 jsme ukézali, ze kazdy takovy skalarni
soucin indukuje ve vektorovém prostoru normu vztahem (11.5), resp. metriku vztahem (11.7) ve
smyslu definice (11.4). Ale pozor! Nyni upoustime od pozadavku pozitivni definitnosti a nahra-
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zujeme jej slabsim pozadavkem regularnosti. Pozitivné definitni symetricky kovariantni ten-
zor druhého 1adu, tj. skaldrni soucin (nebo jesté obecnéji tenzorové pole s témito vlastnostmi),
nazyvame riemannovskou metrikou, je-li misto pozitivni definitnosti pozadovana pouze regular-
nost, mluvime o pseudoriemannouvské metrice. Ta vSak jiz vlastnostem z kapitoly 11 neodpovida
(pri této metrice muze byt skalarni soucin vektoru se sebou i zaporny).

Dilezitou charakteristikou metriky je jeji signatura. Na prikladu kovariantni metriky, tj. ten-
zoru g € TX(V,), vyloZime, o¢ se jednd. ProtoZe je tenzor g symetricky, lze zvolit ve vektorovém
prostoru V,, bézi (eq, ..., e,), v niz bude mit vyjadreni

g=e' @+ FefFRefF—efl et - —e"@en. (12.110)

Pro¢ tomu tak je? Slozky tenzoru g v libovolné bazi mizeme usporddat do matice. Ta bude
symetricka, nebot vlastnosti symetrie a antisymetrie tenzort se pri prechodech mezi bazemi
zachovavaji. V kapitole 6.3 v druhém dilu jsme se pravé takovymi symetrickymi maticemi za-
byvali (kdyZ jsme studovali kvadratické formy). Vime, Ze existuje béze, ve které ma g vyjadieni
(12.110), a ze pocet jedniCek, resp. minus jednicek na diagondle je stejny ve vSech takovych
bazich.

Dvojice (k,n — k) poctu kladnych a zédpornych slozek metriky ¢ se nazyva jeji signatura.
Nékteré signatury jsou zvlast vyznamné pro fyziku. Metrika se signaturou (n,0) (tedy skalarni
soucin) je jiz zminénd metrika riemannovskd, nebo téz euklidovskd, signaturu (1,n — 1) ma
metrika Minkowského, vyznamné pro specidlni teorii relativity, kdy n = 4. Seznamili jsme se
s ni v prikladu 12.62.

A ted uz sméfujme k pojmim obsazenym v nazvu tohoto odstavce, zvedani a snizovani
indext. Zvolme v prostoru V,, libovolnou bézi (ey,...,e,). Uvazujme opét o kovariantni me-
trice g € TX(V,). Jeji vyjadreni v indukované bazi je g = g;je' @ €/, gi;; = g(e;, ;). Necht
L TR (V) — L(V,, VF) je kanonicky izomorfismus piitazujici kazdému prvku €' ® e/ indu-
kované baze v T(V,,) prvek ¢ indukované béze v L(V,, V), kde ¢”(e;) = §i e’. Tenzor g
a jeho obraz ¢(g) tak budou mit v prislusnych indukovanych bézich stejné slozky, g = g;; ¢’ ® e,
(g) = gi; ¢ Proto miizeme psat

Ug): Vud& — g)§) =w eV, w =gy &, (12.111)

Tento vysledek lze také intepretovat tak, Ze tenzor w € V.* je vysledkem 0zeni tenzoru g ® £ =
= (g;; &*) €' ® €7 ® e}, v kterémkoli kovariantnim (tenzor g je symetricky) a jediném kontravari-
antnim indexu, nebo ekvivalentné vysledkem uzZeni tenzoru g vektorem &, tj. w = t¢g. Protoze
vzorem pii operaci (12.111) je vektor (kontravariantni tenzor prvniho fadu), jehoz slozky se
oznacuji hornimi indexy, a obrazem je kovektor (kovariantni tenzor prvniho fadu), jehoz slozky
maji indexy dole, nazyva se (12.111) (predevsim ve fyzikdlnich teoriich) také sniZovdnim indexu.
Tato terminologie neni prilis vhodna. Vznika totiz dojem, Ze jde o zcela novou operaci, zatimco
se jednéa pouze o specidlni aplikaci operaci jiz zavedenych.
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Vzhledem k tomu, zZe je tenzor g regularni, mizeme uvazovat o inverznim zobrazeni
g) Vi w — u(g) Hw) =€ €V, veslozkich ¢ = §Yw;.

Tenzor § = §” e; ® e; je kontravariantni metrikou. Vektor £ je vysledkem tzen{ tenzoru g @ w =
= (G wy,) e; @ e; ® €. Navic plati
wi = gi; & = gi; 7w = g;; 7" =0F .

Kdybychom slozky metrik ¢ a g zapsali do matic, jednalo by se o inverzni matice. V praktic-
kych zapisech se slozky metriky g a metriky inverzni nerozlisuji vlnovkou, vzajemna inverze je
ziejmd z umisténi indext. Vzhledem k tomu, ze metrika § ptifazuje kovektoru w (indexy jeho
slozek jsou dolni) vektor ¢ (indexy slozek jsou horni), nazyva se operace zveddnim indexu. Zcela
analogické ivahy vedou k pojmtim zvedani a snizovani indext v pripadé, kdy se jako vychozi
bere kontravariantni metrika. Zobecnéni téchto pojmi uvadi napiiklad nasledujici definice.

Necht g € T2(V,), resp. § € TZ(V,,) je kovariantni, resp. kontravariantni metrika.
Zobrazeni

TPV) o7 — n=:3(g®7) €T (Va), 1<a<p (12.112)

q

se nazyva snizenim a-tého indexu (metrikou g). Zobrazeni
TPV a1 — n=04Ge7) e TP (Va), 1<B<q (12.113)

se nazyva zvednutim [-tého indexu (metrikou g).

Pozn. 1: Zobrazeni 5, resp. L% predstavuji fakticky tzeni tenzoru g ® 7, resp. § ® 7 v a-tém
hornim indexu tenzoru 7 a druhém dolnim indexu tenzoru g, resp. v [-tém dolnim indexu
tenzoru 7 a druhém hornim indexu tenzoru g.

Pozn. 2: Namisto operaci (§, resp. L% v predchozi definici bychom mohli pouzit také .f, resp.
Lé, nebof tenzor g je podle predpokladu symetricky. Také bychom namisto tenzorovych soucinu
g® T, resp. ¢ ® 7 mohli pouzit tenzorové souciny 7 ® g, resp. 7 ® g a tomu odpovidajici operace
uzeni (zkuste je zapsat).
Pozn. 3:V konkrétnich fyzikalnich pripadech se samoziejmé pracuje s navzajem inverznimi me-
trikami g a g, jimiz je opatfen vychozi vektorovy prostor. Jind moznost by nedavala geometricky
ani fyzikalni smysl.
Priklad 12.68: Kde a pro¢ se ve fyzice pouziva zvedani a snizovani indexu?

Jednoduché odpovéd by mohla znit: ,VSude, kde se vyskytuji kovariantni, kontravariantni a smiSené kom-

ponenty tenzori.* Zvedani a snizovani indextt metrikou umoznuje snadno prevadét jednotlivé typy, lisici se
transformac¢nimi vztahy pri prechodech mezi bazemi, mezi sebou. Tak tfeba — v piikladu 12.63 jsme pracovali
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s tenzorem energie-hybnosti 7' = (T%), 0 < i,k < 3. Ve vyjadieni slozky T vystupovaly jak kovariantni, tak
kontravariantni slozky tenzoru elektromagnetického pole. V piikladu 12.62, v némz jsme tenzor elektromag-
netického pole zavadéli, jsme jako definici predlozili vztah pro kovariantni slozky pomoci kovariantnich slozek
CtyTpotencidlu,
_04A;  0A;

Y oxt Qpd T
(V kapitole 14 uvidime, Ze slozky A;, resp. A; ; lze povazovat za souradnice na specificky zvoleném defini¢nim
oboru, takzvaném ,fibrovaném prostoru®.) Vztah pro slozky tenzoru energie-hybnosti vSak obsahuje kromé
kovariantnich také kontravariantni slozky tenzoru elektromagnetického pole, které pro tcely praktického pocitani
snadno pomoci kovariantnich vyjadiime:

—A

VIS

FZJ — gikglekl .
Pro praci s trojrozmérnymi veli¢inami je tfeba v pfipadé ¢tyrpotencidlu prirozenéjsi pracovat s kontravariantnimi
slozkami, tj. A® = g“/ A;, Samozfejmé, ze dostaneme A = Ay = ¢V, Al = —A;, A2 = —A,, A3 = —A;,
piicemz A = (AL, A%, A3) je znamy vektorovy potencidl. Pro zapis viak staci jediny pievodn{ vztah pro obecnou

kontravariantni slozku ¢tyfpotencidlu. Je vidét, ze prevody typt slozek jsou opravdu snadné.

Trpélivy ctenar, ktery obecné odstavce o tenzorech nepreskocil a prosel i priklady, ma v tuto
chvili zakladni prehled o tom, co to tenzory jsou, o nékterych interpretacich a ztotoznénich
tenzorovych prostorti, a snad alespon v obrysech i o moznostech pouziti tenzoru ve fyzice
a technice (mechanika kontinua, teorie pruznosti, teorie elektromagnetického pole, relativita,

).

12.2.6 Antisymetrické kovariantni tenzory aneb co potrebujeme pro
integrovani

Ctenaf, ktery se prokousal, popiipadé rovnou preskoéil k tomuto odstavci, si v ném zopakuje,
poptipadé v ném pozna zakladni vlastnosti ¢isté kovariantnich tenzori, které jsou pottebné pro
vybudovani konceptu Riemannova integralu z diferencialnich forem. Zakladni pojmy tykajici se
tohoto typu tenzort a zakladni poznatky o nich, které jsme v obecnosti probrali v odstavcich
predchozich, zde stru¢né shrneme. Nebudeme jiz podrobné rozebirat problematiku prostoru V*,
duélniho k zédkladnimu prostoru V,,, nebot tou jsme se zabyvali pomérné dukladné jiz v druhém
dilu. Ctenéf se tedy mé pro pifpadné pozapomenuté informace kam vratit. Pro ty, kdo predchozi
text o tenzorech precetli, bude odstavec 12.2.6 uz jen nenarocnym opakovanim. Tak tedy rovnou
ke kovariantnim tenzortm.

Necht V,, je n-rozmérny vektorovy prostor. Kovariantnim tenzorem k-tého rddu,
nebo téz k-tenzorem na V,,, kde k € N, rozumime zobrazeni

w VnX XVn = (fl,...,fk) — U.J(gl,...,gk) GR, (12114)

k-krat
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linearni ve vSech argumentech, tj.
w(gb KR 761'—17 aé"i + 6Ci7€i+1a coc 75](2) = (12]‘15)

= Oé(x)(éh o 00 )gi—lvé—iagﬂ-l? O 76’6) + BW(SD oo agi—hCi?é’H-la o000 7§k)

pro libovolné vektory &i,...,&,( € V,,, libovolné skalary «, 8 € R a libovolnou
pozici 1 <1 < k pro vektorovy argument.

, dudlniho k V/,, jsou kovariantni tenzory prvniho
radu, tj. 1-tenzory. (O V* hovorime jako o ,prostoru®, nebot na ném mame zavedenu struk-
turu vektorového prostoru, jehoz dimenze je n — viz odstavec 4.2.5.) Pro tiplnost terminologie
budeme skalary povazovat za 0-tenzory. Ozna¢me Ti(V;,) mnozinu vSech k-tenzoru na V,,. Za-
vedeme na ni operace s¢itani tenzoru a nasobeni tenzoru skaldrem takto: Necht w,n € Ti(V,,)
jsou libovolné k-tenzory a «a, 8 € R libovolné skalary. Definujme zobrazeni

Z této definice plyne, ze prvky prostoru V*

X: Vaxooox Voo (&, &) — x(&,.. &) = (12.116)
k-krat

aw(gla'-'afk)+6n(€17'-'7€k) € R.

Snadno se ukéaze, ze také x je prvkem mnoziny Tx(V},), tj. k-tenzorem (tloha 15 ve Cviceni
12.2.8). Pro @ = 8 = 1 se zobrazeni y dané vztahem (12.116) nazyva soucet k-tenzoria w a 7
a znaci se w + 7. Pro f = 0 se nazyva a-ndsobek k-tenzoru w a znaci se aw.

Véta 12.22: Mnozina Tr(V,) s operacemi souctu k-tenzori a ndsobeni k-tenzoru

skalarem, tj. zobrazenimi
Te(Va) X Te(Va) 3 (w,n) — w+n € Tp(Va),

R X Te(Vn) 2 (,w) — aw € Tr(V,),

je vektorovym prostorem nad R dimenze n*.

Provéfeni vlastnosti vektorového prostoru je snadné, proto je ponechano do cviceni (tiloha
16 Cviceni 12.2.8). Dikaz tykajici se dimenze jsme provadéli jiz vickrat v ruznych podobéch.
Proto struéné. Zvolme v prostoru V,, libovolnou bézi (eq, ..., e,). Indukovand béze v prostoru
dudlnim je (e!,...,e"), kde €'(e;) = 5;-, 1<i,j<n.

Definujme zobrazeni
otk Vyx--oxV, — R,
—_—

k-krat
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1 <y, ...,0 < n, linedrni ve vsech argumentech vztahy

¢i1mik(6]'17 € ) = 5;1 e 5;: : (12.117)

(Vite, pro¢ staci definovat hodnoty téchto zobrazeni jen na vektorech baze? Jsou zobrazeni
¢ uréena jednoznacnd? Dokazete zdiivodnit, Ze vSechna takto definovand zobrazeni jsou
k-tenzory?) Soubor zobrazeni {¢%%*} 1 < iy,...,ip < n, je baze ve vektorovém prostoru
Tr(Vy,). Pro dikaz sledujte navod v tloze 17 cviceni 12.2.8. Dimenze vektorového prostoru je
rovna poctu prvku kterékoli jeho baze. V nasem pripadé je prvkua baze tolik, kolik existuje
nezavislych vybéru indext i1, .. .4, jejichz mozné hodnoty jsou 1 az n. Tento pocet je roven
poctu variaci s opakovdnim k-té t¥idy z n prvkd, tj. n*. Proto je dim T,(V,) = n*. To oviem
neni nic, co bychom z predchozich odstavci jiz nevédéli.

Tenzor w € Ti(V,,) se nazyva dplné antisymetricky, zkracené antisymetricky, jestlize
pro libovolny vybér argumentu (i, ...,&) a libovolnou permutaci o = (iy, ..., i)
indext 1 az k plati

w(&iyy -5 &) =sgnow(, ..., &) . (12.118)

U 1-tenzort néco jako antisymetrii definovat nelze — neni tam co zameénovat. Uvidime vsak,
ze z nich miizeme ,vyrabét“ antisymetrické tenzory vyssich radi, a proto je definitoricky k an-
tisymetrickym tenzortim radime. V nasledujicim textu zavadime operace tenzorového soucinu,
alternace a vnéjsiho soucinu. Jsou formulovany ve vété, podstatou jejihoz tvrzeni je skutecnost,
ze vysledkem vsech téchto operaci je vzdy tenzor.

Véta 12.23: Necht w € T(V,,) je libovolny k-tenzor a n € T;(V,,) libovolny l-tenzor.
e Zobrazeni

X - an XVnB (517"'7§k+l) — X(gla"'vgkﬂrl) €R7
(k+1)-krdt

kde
X155 Skrt) = W€y, E0) N(6krts -5 k) (12.119)
je (k + [)-tenzor, ktery znacime x = w Q1.

e Oznacme Sy mnoZinu vSech permutaci indexu 1 aZ k. Zobrazent

X - an"'xvna(glv'-wék‘) — X(é.lv"'agk)ERa
krat
k-K1ra
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kde

X&) = O smow(E, &), o= i), (12120)

* oESk

je antisymetricky k-tenzor. Znacime jej alt w.

o Mnozina Ay (V) C Ti(Vy,) véech antisymetrickijch k-tenzori je vektorovym pod-
prostorem prostoru T,(V,,) dimenze

n!

Kl(n—k)! "

Prvni a druhé vlastnost jsou okamzité zfejmé primo z definice, stejné jako prvni ¢ast tretiho
tvrzeni, ze Ak(V},) je vektorovym podprostorem prostoru 7T(V},). Linedrni kombinace antisyme-
trickych tenzoru je totiz opét antisymetrickym tenzorem, takze mnozina Ag(V},) je uzaviend na
operace s¢itani tenzoru a nasobeni skaldarem. Urceni dimenze vektorového podprostoru Ag(V;,)
na chvili odlozime.

Necht Ti(V},), resp. T/(V,,) je prostor k-tenzoru, resp. I-tenzoru, Ag(V},), resp. Ay(V},)
jejich vektorové podprostory antisymetrickych tenzor.

e Zobrazeni
®: Te(Va) x Ti(Va) 3 (w,n) — w®n € Tepa(Va) (12.121)

se nazyva tenzorovy Soucin.

e Zobrazeni
alt : Tr(Vy) 2w — alt w € Ag(Vy,) C Te(Va) (12.122)

se nazyva alternace.
e Zobrazeni

(k +1)!
ol

A A(Vo) x (V) 2 (w,m) — wAnp = alt(w ®n) € Api(Va)

(12.123)
se nazyva vnejsi soucin.
Ptimo z definic plynou néasledujici diilezité vlastnosti tenzorového soucinu, alternace a vnéj-
stho soucinu.
Véta 12.24 (Vlastnosti tenzorového soudinu, alternace a vnéjsiho soucinu):
Predpoklddejme Ze 11,72, 7 € Te(Vi), 01,02,0 € Ti(Vy), X € Ti(Va), w1, w2, w € Ax(Vi,),
ni,n2,n € Ni(Vy), 9 € A (Vy,) jsou libovolné tenzory, a, 5 € R libovolné skaldry.
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e Pro tenzorovy soucin plati
(am 4+ Bm)®@c =a(r ®0) + (e ® 0),
T ® (o1 + Boz) = a(Tt ® 01) + B(T ® 02),
(aT)®@o=7Q® (a0) = a(Tr ® 0), (12.124)
TR(®Xx)=(T®o)R®x, piseme TRo X X.
e Pro alternaci plati
altoalt 7 = alt 7,
alt w=w, (12.125)
tj. operace alternace je projekci na podprostor antisymetrickyjch tenzori.
e Pro vnéjsi soucin plati
(w1 + Bwz) An = afwr An) + B(w2 An),
wA (am + Bnz) = alw Am) + B(w Anz),
(aw) Anp=wA (an) = a(w A 1), (12.126)
wAMAY)=(wAn)ANY, piseme wAnNAY,
wAn=(=1)"nAw.

Priklad 12.69: Tenzorové souc¢iny a indukované baze

Pfipomenme si vétu 12.22 a vztahy (12.117), jimiz jsme definovali indukovanou bézi prostoru k-tenzoru
Ti(Vy). Prvky této baze jsme nedefinovali explicitnim vyjddfenim pomoci prvki ,indukujici* baze (e1,...,en)
v zékladnim prostoru V,,, ale pomoci hodnot na vSech moznych souborech obsahujicich prave k z téchto vektort.
Tenzorovy soucin umoznuje definici explicitni. Uvazujme o souboru

{e" @ ---®e*}, 1<dy,..., i <n. (12.127)

Tento soubor k-tenzoru je bazi v prostoru T (V,,).

Dokéaze se to velmi snadno, proto dikaz provedte sami podle navodu k tloze 18 Cviceni 12.2.8.

Okam?zité se nabiz{ otdzka, zda baze {e" ®- - -®e'*} a {¢1--*} 1 < iy, ..., i < n,jsoushodné, nebo odligné
— vzdyt prece béz{ ve vektorovém prostoru T (V;,) je nekonecné, a dokonce nespocetné mnoho! Abychom na ni
odpoveédéli, staci vycislit prvky baze (12.127) na souborech vektord typu (ej,,. .., e;, ). Dostavame

i1 ik (. ) sh ik
TR -Re (eJI,...,eM)—5j1...5jk7

tedy stejny vysledek jako pri vyéisleni prvkia béze (12.117). A protoze kazdé linedrni zobrazeni vektorového
prostoru do jiného, v nasem piipadé Tr(V;,) do R, je jednoznaéné urdeno obrazy béze, je ziejmé, Ze béze
(12.117) a (12.127) jsou stejné.

Obecné tuvahy o tenzorech jsou jisté zajimavé, méli bychom vsak zkusit praktické pocitani
s tenzory a presvédcit se, zda budeme umeét vycislit vysledky jednotlivych operaci na konkrétné
zadanych vektorovych argumentech. Budeme se vénovat jednoduchym, tj. ,nizkorozmérnym“
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a ,nizkoradovym*® situacim, samoziejmé se zamérenim na kovariantni tenzory, jak to odpovida
nazvu tohoto odstavce.

Priklad 12.70: Priklady vycisleni: tenzorovy soucin

Zvolme prostory T1(V2) a T2(V2) a libovolnou bézi (eq, e2) prostoru Va. Indukovand béze v prostoru 77 (V2)
je (e, €?), indukovand baze v prostoru T2(V2) je (e! ®el, el ®e?, 2 ®e!, e2 ®e?). (Uvédomte si, ze T1(Va) = V')
Zvolme tenzory

=2 -3 Ti(Va), n=—-e'®e +2'®@e?-3e?®e! +e2®e? € To(Va)

a vektory

&-1 = —e; + 362, 52 = 261 + eq, 53 = —261 +e5.

Postupné vypocéteme hodnotu tenzorového soucinu 7 ® n na trojici zadanych vektorovych argumentii. Plati
Ten= (2" -3 @ (—e'@e! +2'®e? 3l @e! + 2 @e?) =
=-2'@e el +4e' @l ®e? —6e! @ @e! +2e' @@l + 3P @e @e! —6e2 @el @e? +
+9? e’ e —3e?®@e?®e* € Tz(V,).

Kromé definice tenzorového soucéinu si uvédomme jesté jeden dulezity vztah, ktery je dobré umét odvodit
a zapamatovat si ho. P¥i vyc¢isleni i-tého prvku dudlni béze na vektoru { = &7 e; dostaneme

e€)=e(e)=Ee(e;) =5 =¢".
Zjistili jsme, Ze i-ty prvek dudlni baze prifazuje vektoru £ jeho i-tou slozku v bazi (eq,...,e,). Proto
e @ el @ (€1, &,6) = €' ()€ ()€’ (&) = £1€085

Vyjadrili jsme obecné hodnotu vzniklou vy¢islenim obecného prvku baze prostoru kovariantnich tenzoru tietiho
fadu na trojici vektorovych argumenti a mizeme jiz snadno uréit hodnotu libovolného tenzoru z prostoru 73(V2)
na téchto argumentech. Dostaneme

el @el(En6,6) = HbG =4 o e b &) =aaE = -2,

@ @el(€r,6,6) =166 =2, @l (6,6, &) =EEEG = 1,

@l @l (6,6, 63) = 263EL = —12, P @el @ eX(E, 6, &) = 2642 =6,

@@ el (&1, 6, 63) = 26264 = =6, @2 @ X(Er, &, E3) = E262¢5 = 3.
TN, 6, E&) =—2-44+4(-2) —6-24+2(-1)+3(-12) —6-6 + 9(—6) —3- 3 = —165.

Hodnotu tenzorového souc¢inu  ® 7 na zadanych vektorech &7, &5 a &3 urcete sami.
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Priklad 12.71: Priklady vy¢isleni: alternace

Pro ukazku, jak pocitat alternaci tenzoru, zvolme opét piiklad tenzort nizsich fadd. Dimenzi vektorového
prostoru V,, vSak ponechme obecnou a zvolme v ném bézi (e, ..., e, ). Vyjddieni tenzoru 7 € T3(V;,) v induko-
vané bazi ma tvar

T = Tij ei ® ej .
Oznaéme alternaci tenzoru 7 jako w, tj. w = alt 7. Hleddme slozky tenzoru w v bazi {e! ® €7}, 1 < i,j < n.

Slozky dostaneme, jako obvykle, vy¢islenim tenzoru na prvcich béze, tj.

1 1
wi; = w(e;, e;) = alt 7(e;,€5) = E(T(ei,ej) — T(€j7€i)) = 5(7”- — Tji) -

A ted ozna¢me w = alt 7 pro 7 € T3(V,,). Budeme-li poéitat slozku w;jx tohoto tenzoru v bazi {e’ @ e/ ® e*},

musime si uvédomit, Ze trojici indext (¢, j, k) permutujeme Sestkréat, pricemz permutace (4, j, k), (k,4,7) a (4, k, 1)
jsou sudé, permutace (4,1, k), (k,7,) a (i, k, j) jsou liché. Dostaneme

wijr = alt 7(e;, €5, ex) = 30 (Tijk + Thij + Tiki — Tjik — Thji — Tikj) -

Jak dostaneme hodnotu alternovaného tenzoru na vektorovych argumentech? Pro alt 7 € Ay (V,,) a vektorové
argumenty § = {* e;, ¢ = ¢’ e; dostaneme

alt 7(6,0) = 5 (1(6,0) ~ 7(6,8)) = 5 (1 € ~ 7, (&) = L (135 — 73) €0 = wiy €.

Vysledek souhlasi s vysledkem vypoctu slozek tenzoru w = alt 7.

Priklad 12.72: Priklady vy¢isleni: vnéjsi soucin

Vnéjsi soucin je v podstaté alternace. Alternujeme vsak tenzorovy soucin, zavisly na slozkach tenzoru, které
do néj vstupuji. Proto je vhodné vyjadrit i vnéjsi souc¢in pomoci téchto slozek. Zkusme to opét pro nizké rady
tenzort. Zvolme 7,1 € Ay(V,). Tenzorovy soucin 7 @ n € T3(V,,) antisymetricky obecné neni, ale alternace z néj
antisymetricky tenzor udéld. Oznacme w = 7 A n. Plati

B (141!
Ww=TAN= " alt (T ®mn).
Zvolime-li ve V,, bézi (e1,...,ey), pak v indukované bazi prostoru T3(V,,) plati

TN = (rie") @ (n;€’) = Tin; (' @ €7,

Wij = 2(a‘lt (T® n))ij = (ij - Tﬂ?i) :

Pri vypoctu jsme vyuzili vysledky z prikladu 12.71. Pii vyéisleni na vektorovych argumentech dostaneme
(T AMEC) = (T A )i §¢ = (rim; — 7ymi) €'¢7 = T (€'¢7 = €¢7) .

Ze je to vyraz antisymetricky vzhledem k zdméné poradi vektorovych argumentt € a ¢ je vidét okamzité.




12.2. A ZASE ALGEBRA, TENTOKRAT TENZOROVA 221

Pocitat hodnoty tenzori na vektorovych argumentech neni nic prijemného ani zabavného
dokonce ani pro nizké dimenze a rady. Nastésti to v ivahach tykajicich se integrovani nebudeme
potrebovat. Je vsak potfeba témto operacim porozumét. A to nejde bez praxe.

Poslednim tkolem, ktery je tfeba splnit v tomto odstavci, je konstrukce baze ve vektorovych
prostorech A (V). Vime, Ze antisymetrické tenzory vznikaji alternaci. Vzpomernime si na vétu
12.20. Podle ni je alternace operatorem projekce ve vektorovém prostoru 7T (V,,). Kdybychom
alternovali vSechny k-tenzory, jejich obrazy by vyplnily vektorovy podprostor Ag(V;,). Nemohli
bychom tedy dostat indukovanou bazi v Ag(V,,) alternaci vsech prvki baze {e @ -+ ® e'*},
1 <iq,...,0 < n? Zkusme to nejprve opét pro tenzory druhého radu.

Priklad 12.73: Indukovand baze v prostoru Ay (V,,)

Prvky baze prostoru T5(V;,) indukované bazi (ey, ..., e,) zvolenou ve V,, jsou e! ® e7. Jejich alternaci dosta-
neme

alt(el®67):5(61®63—ej®el):§e‘A el.

Hned vidime, ze plati e* A e/ = —el A €, vnéjsi soudin e’ A e’ je nulovy. Nezavislych projekei prvki baze
2 . .
n—n — In(n—1). Otdzkou je, zda systém tenzorit {e’ A e/},

prostoru T2(V;,) zobrazenim alternace do Ay (V,,) je 5
1 <i<j<n,tvori bdzi v A2(V,,). Provétime jejich nezavislost. PoloZzme

Z Yij e Nel = OAQ(V,,,)» t]. Z 5’)/7;]‘ (e’ ANel —el A e’) = 0A2(Vn) .
1<i <j<n 1<i<j<n
Oznacime-li vj; = —7;;, mizeme piedchozi linedrni kombinaci zapsat jiz bez omezujici podminky na scitaci
indexy jako %’yij e' N e? = 0p,(v,). VyCislime-li ji na vektorech, dostaneme
vije A€ er,er) =0 = 7ij(e'(er)e’ (e1) — e’ (er)e (er)) =0 =
= 7i;[046] —6{01) =0 = v — ik = 0.
Protoze je vsak soucasné yi; = —yik, je Yk = 0 pro vSechny hodnoty indexi k& a l. Soubor vnéjsich soucint

et Aed prol <i < j <n je linedrné nezévisly. Dokdzeme vSak vyjadiit kaZdy antisymetricky 2-tenzor jako
linedrni kombinaci prvki tohoto prostoru? Zvolme tenzor w € Ay (V,,) libovolné a hledejme jeho zépis ve tvaru

o A .
w = g wije’/\ejziw,;jel/\e],
1<i <j<n
kde jsme podobné jako pii dokazovani linedrni nezdvislosti oznacili ©;; = —@;; a ve vysledném vyrazu uz s¢itdme

pfes vSechny dvojice indext ¢ a j. Vyéislenim na prvcich béze ey a e¢; dostaneme w(e;, e;) = @;;. Oznacime-li
wij = 3@;;, miZeme tenzor w zapisovat ve tvaru w = w;je’ A el. Soubor prvki {e' A e/}, 1 < i < j < n,
je nejen linedrné nezdvisly, ale také tplny. Projekce alt T2(V,,) — Aa(V,,) je surjektivni (zobrazuje vektorovy
prostor v8ech k-tenzoru T2(V,,) na jeho vektorovy podprostor vSech antisymetrickych 2-tenzort As(V,,)).

Za bazi prostoru As(V;,) tak milZeme zvolit soubor {e A e}, 1 <i < j < n, a vyjadfovat v ni
tenzor w jako

1
“Q, 1< (12.128)

w= E @ije' Nel, nebo w=uw;e" A €, wij = ~Wji = 5

1<i<j<n

Druhé vyjadreni, vyuzivajici Einsteinovy symboliky, je pohodlnéjsi.
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Priklad 12.73 je fakticky ndvodem, jak konstruovat indukovanou bazi Ax(V},).

Béze (ey,...,e,) ve vektorovém prostoru V,, indukuje v prostoru antisymetrickych
k-tenzoru Ag(V;,) bazi

{e"A . Ak}, kde 1<ij<--<ix<n. (12.129)
Zapis tenzoru w € Ag(V;,) ve slozkéch v této bazi je pak

w= > Diyi €A ... A€e* nebo w=w; ;A ... Ae*, (12.130)
1<i1 << <n

kde pro

. .. 1.
g << )€ Wy g = Ewil...im Wo(iy)...o(i) = SN T Wiy iy »

pricemz o = (a(il) e a(ik)) je libovolnd z k! permutaci indext i, az 4.

Dimenze vektorového podprostoru Ag(V;,) je rovna poc¢tu prvkia indukované baze (12.129),

tj. poctu vybért indexi i1 < --- < 4 z hodnot 1,...,n. Téchto vybéru je tolik, kolik je
. , ;s oy o “ . |

kombinaci bez opakovani k-té t¥idy z n prvku, takze dim Ag(V},) = W
Priklad 12.74: Vy¢isleni prvku indukované baze v Ag(V;,) na vektorech

Jak jsme si uz rekli, obcas musime absolvovat nezdbavné vycisleni tenzort na jejich argumentech, abychom
pomoci praxe lépe pronikli k pochopeni, co to tenzor je. Zkusme ted vy¢islit obecny prvek baze prostoru Ag(V;,)
na vektorech &1, ..., & zadanych v bazi (eq,...,e,) prostoru V,, svymi slozkami, tj. {; = ff ex. Pocitejme pro
jistotu nejprve pro k = 2. Plati

e N eI 6) = g — g = det [ S )
& &
A ted obecné pro k < n:

ELA L A ER(E, .. &) = alt(e ®...®e™*)(&1,...,&) =

... 1!
i1 ix
. . . . 1 e 1
= 3 S (Erw) o (o) = D sENOE - €y = det | . . .
o€ESy 0cES) i1 Tk
B ooo Epc
(12.131)
Dostali jsme subdeterminant matice typu k/n tvorené slozkami vektoru &1, . .., &, zapsanymi do fadki. Vybér
sloupcii subdeterminantu je ddn indexy i; aZ ig. Oznacime-li tento subdeterminant D%+ (&1, ..., &), miizeme

hned zapsat vzorec pro vycisleni tenzoru w = wj, . 4, €' A ... A e'* na vektorech &;,..., &,
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w(gla ©oo 7€k) = Wiy .. Dil-“ik (gla cee 7516) o

Priklad 12.75: Determinant

S dimenzemi prostortt antisymetrickych tenzori je to zajimavé. Pro dané n a k = 1,2,..., tvori prislusny
radek Pascalova trojuhelnika, ktery zndme z kombinatoriky. Dimenze prostoru antisymetrickych k-tenzoru je
stejnd jako dimenze prostoru antisymetrickych (n — k)-tenzort. Prostor A, (V) je, stejné jako prostor Aj(V;,),
jednorozmérny. Pro k > n zadny netrividlni antisymetricky k-tenzor neexistuje. (Umite to vysvétlit pomoci
definice antisymetrického tenzoru?) Prostory Ax(V,) pro k > n jsou trividlni, obsahuji pouze nulovy tenzor.

V&imnéme si podrobné&ji prostoru A, (V;,). Indukovand baze ma jediny prvek wo = el A ... A ™. Kazdy dalsi
prvek prostoru A, (V) je jeho ndsobkem. Pouzijeme-li vztah (12.131) pro k = n, dostaneme

& & ... &

& & ... &

et A LA eM(E, ..., 6) = det (12.132)
& & ... &

Diky vztahu (12.132) se tenzor wy ¢asto nazyvd determinant a znaéi se wo = det.

Geometricky vyznam tenzoru det blize pochopime v nésledujicim odstavci.

12.2.7 Objemovy element v prostoru FE,, vektorovy soucin

Ze by mohl objemovy element, ktery potiebujeme pro integrovani, souviset s tenzory, nékoho
mozna ani nenapadne. A prece souvisi. Je to totiz specidlni tenzorové pole. Nejprve jej vsak
musime definovat algebraicky. K zavedeni (algebraického) objemového elementu pouzitelného
pozdéji pri integrovani je treba, aby vektorovy prostor, v némz jej chceme definovat, byl opatien
skalarnim soucinem. Z kapitoly 6 vime, ze takovy vektorovy prostor nad R nazyvame eukli-
dovsky a znacime jej E,. Kromé skaldrniho souc¢inu v ném potiebujeme jesté dalsi strukturu,
zvanou orientace. Tu lze zavést obecné, tj. v kazdém vektorovém prostoru V,,. Souvisi totiz
s prechody mezi bazemi.

Dvé béze (eq,...,e,) a (€1, ..., &,) vektorového prostoru V,, se nazyvaji ekvivalentni,
je-li determinant matice prechodu mezi nimi kladny. S touto ekvivalenci souvisi roz-
klad mnoziny vsech bazi na dvé tiidy. Kazda z nich predstavuje jednu ze dvou moz-
nych orientaci prostoru V,,. Vektorovy prostor, v némz je zvolena jedna z orientaci,
se nazyva orientovany.

Ze se v prave uvedené definici jednd o ekvivalenci (reflexivita, symetrie, tranzitivita) ovéite
sami. Mezi bazemi téze orientace se prechazi matici s kladnym determinantem, mezi bazemi
nalezejicimi riznym orientacim matici s determinantem zapornym. Kazda baze nalezejici dané
orientaci je jejim reprezentantem a generuje tuto tiidu. Znacime pu = [ey,...,e,]. Nésledujici
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véta je tvrzenim o existenci a jednoznacnosti geometrického objektu, kterému budeme tikat
objemouvy element.

Véta 12.25 (Existence a jednoznac¢nost objemového elementu): Necht E,

je orientovany euklidovsky prostor se skaldrnim soucinem ( , ) a orientaci . Pak
ezistuje tenzor wy € A, (Ey,) tak, Ze pro kaZdou ortonormdini bazi (eq, . . ., e,) ndleZe-
jici orientaci p plati wo(eq, ..., e,) = 1. Tento tenzor je urcen jednoznacné a nazgvd
se objemouvy element prostoru E,, prislusny zadanému skalarnimu soucinu a zvolené
orientact.

Dukaz této zavazné véty je velice jednoduchy. Existenci tenzoru pozadovanych vlastnosti
dokazeme, kdyz néjaky takovy sestrojime. Zvolme proto v prostoru V,, libovolnou ortonormalni
bazi (e1,...,en), tj. (€;,€;) = d;j, nalezejici orientaci . (V euklidovském prostoru R? se nejcas-
t&ji voli pravotocivéa orientace.) Oznacime-li wy = e' A ... Ae", hned vidime, Ze jsme se trefili.
Plati totiz (viz piiklad 12.75)

woler,...,en) =e' A ... Ae(er,...,e,) =detl, =1,

kde I,, je zde jednotkova matice radu n.

element“ omezili na ortonormalni baze a vybrané orientace, kdyz jsme tento predpoklad vibec
nepouzili. Predpokladali jsme sice, ze zvolend baze (e, ..., e,) je ortonormélni a nalezi zadané
orientaci u, ale nikde se to explicitné neprojevilo. Co by se stalo, kdyby baze byla libovolna?
Oznac¢me w = e' A ... A e™. Tento tenzor vycisleny na vektorech jakékoli baze (e, ..., e,)
(v tomto poradi) dava prece hodnotu 1 vzdycky. Co by se stalo, kdybychom zvolili jinou li-
bovolnou bazi (€1, ...,€,)? Vysledkem vycisleni tenzoru @ = &' A ... A e, na vektorech baze
(é1,...,€,) je opét hodnota 1. Tenzory w a w jsou ovSem obecné ruzné. Vyjadiime-li totiz tfeba
tenzor @ v bézi (eq,...,e,), dostaneme

w=eAN...Ne,=(S )N ... A(Slem)=detSe' A A" =detS w.

(2

Tenzor @ je sice ,jen“ nasobkem tenzoru w (jak to ma byt, nebot dim A,,(V,,) = 1), neni mu
vsak roven. Rovnost nastane pravé tehdy, bude-li determinant matice prechodu 7' = S~! mezi
bazemi (eq,...,e,) a (é,...,&,) roven jedné. To je zaruc¢eno pro vSechny ortonorméalni béze
nalezejici zvolené orientaci vektorového prostoru V,,. Dokazali jsme tak druhou ¢ast véty 12.25,
jednoznacnost objemového elementu.

Jaky je ale geometricky vyznam tohoto objektu? Budou jeho hodnoty na vektorech v obvyk-
Iych geometrickych ptipadech odpovidat znAmym vyrazim pro objemy téles, ktera jsou témito
vektory vymezena? Napriklad tfi kolmé vektory a, bacv trojrozmérném prostoru lze chapat
jako hrany kvadru K, jehoZ objem v(K) = abc je souc¢inem délek téchto vektori. Nejsou-li
vektory kolmé, vymezuji rovnobéznostén @Q o objemu v(Q) = abesin asin 3, kde « je tthel mezi
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vektory a a ba [ je thel, ktery svira vektor ¢ s rovinou tvorenou vektory a a b. Nez se budeme
tomuto problému vénovat, podivejme se na objemovy element s otazkou, zda by k vyjadreni
jeho hodnoty na vektorech bylo mozné néjak vhodné pouzit skalarni soucin zavedeny v E,,.
Zvolme v FE, libovolné vektory &, ..., &, a ozna¢me A matici tvorenou jejich slozkami v bazi
(e1,...,en). Determinant této matice vystupuje ve vztahu (12.132) (n-tice (&;) = (&}, ..., &)
slozek vektoru &; vytvori i-ty fadek matice A). Podle vztahu (12.132) je wo(&1, ... ,&,) = det A.
Déle oznacme

G=(95), 95="_5¢&) 1<4j<n.
Symetricka matice G obsahuje skalarni souciny vektortu &; az &,. A ted se dostaneme k tomu

podstatnému: je-li baze (eq,...,e,) ortonormalni, jak jsme v definici objemového elementu
pozadovali, dostaneme

gij = ({l,fj) = (fﬂ(é})T = G = AAT — ]det A’ = vdetG.
(Determinantu matice G pod odmocninou se nedivine — je nezdporny, nebot
det G = det(AAT) = det A?.

Dovedete tici, kdy bude nulovy?) A mame alternativni zépis pro hodnotu objemového elementu
na vektorech,

wo(&1, ..., &) = VdetG. (12.133)

Uvédomte si, ze matice G se neméni pii prechodech mezi bazemi. (Umite to zduvodnit a do-
kézat?) Jak uvidime pozdéji, bude zapis (12.133) velice dilezity pti integraci na ,kiivych®, t;.
nikoli jen ,placatych® integracnich oborech.
Piiklad 12.76: Objemovy element v R3

Z tyziky i jinych disciplin jsme zvykli na trojrozmérny prostor R3. Potfebujeme-li uréovat polohu a vzajemné
relace tykajici se polohy bodi, chapeme jej jako prostor metricky s euklidovskou metrikou ¢i prostor topologicky
s euklidovskou topologii otevienych kvadri, kterd je touto metrikou indukovana. Potifebujeme-li reprezentovat
vektory jejich slozkami a zjistovat vztahy mezi vektory (linedrni zavislost a nezavislost), chdpeme R? jako
vektorovy prostor usporadanych trojic redlnych ¢isel s obvyklym s¢itdnim a nédsobenim skaldarem po slozkach.
V R3 také automaticky pracujeme se skaldrnim souéinem zavedenym tak, aby souhlasil s euklidovskym méfenim
délek a dhli. Ortonormélni vektory jsou pak ty, které jsou kolmé (jejich sméry sviraji thel 90°) a jednotkové.
LFyzikdlni“ vektorovy prostor R? si také nedovedeme piedstavit bez vektorového soucinu. Vime, Ze objem
rovnobéznosténu uréeny vektory @, b a ¢ je V = |a@(b x &)|. Samoziejmé i v R® mame dvé mozné orientace,
fikdme jim pravotocivd (spliiuje tzv. pravidlo pravé ruky) a levotocivd. Je-li baze tvorend (linedrné nezavislymi)
vektory d, b, ¢ pravotociva, je pfimo V = a@(b x ¢), nebot smiseny soucin @(b x ¢) je kladny. Vime také (prvni
dil), Ze pfi vyjadreni vektort jejich slozkami v ortonormdlni pravotocivé bazi plati

bx = (b — b3, b3t — b P, b — B2P),

ab x &) = a' (B* = b°2) + a> (Pt —b'P) +a® (b —b2cP) =det | b1 b2 B3
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Objemovy element je wy = e' A €2 A e3. Jeho vyéislenim na vektorech @, b a & dostaneme stejny vysledek, na jaky
jsme zvykli z geometrie a fyziky euklidovského prostoru R3. A vSimnéme si, Ze budou-li vektory a, b, & tvorit
ortogonani (ne nutné normovanou) bazi, dostaneme objem kvadru V = abc. To se velmi podobé objemu v(K)
tzv. trojrozmérného kvadru v R3, ktery bychom definovali jako K = [z}, 2! +a] x [22, 22 +b] x [23, 2% + ], kde

2

(x, 2% 2%) € R3 je libovolny bod. Neni to ndhoda. Zda se, ze tyto tivahy zaéinaji pomalu sméfovat k pouZiti

tenzort pii integrovani.

Priklad 12.76 navozuje otazku, zda také v n-rozmérném euklidovském vektorovém prostoru
E,, lze zavést néco jako vektorovy soucin, ktery v kombinaci se skalarnim soucinem d& stejny
vysledek jako vycisleni objemového elementu na n vektorech. Méli bychom tak dalsi vyjad-
feni n-rozmérného objemu, podobné jako tomu bylo v prikladu 12.76: jedno vyjadieni pomoci
objemového elementu, druhé pomoci vektorového a skalarniho souc¢inu. V trojrozmérném vekto-
rovém prostoru mame k dispozici definici vektorového souc¢inu jako zobrazeni, které usporadané
dvojici vektort pritazuje vektor treti. V n-rozmérném prostoru plijde o zobrazeni pritazujici
vektor usporadané (n — 1)-tici vektora. Definice vektorového soucinu v E,, je zalozena na na-
sledujicim tvrzeni. Nebudeme je formulovat jako zvlastni vétu, nebot je disledkem souvislosti
skalarniho a dualniho soucinu.

Necht E,, je orientovany euklidovsky prostor a wy objemovy element prislusny da-
nému skaldrnimu souc¢inu ( , ) a zvolené orientaci u. Zvolme libovolné vektory
&1y...,&-1 € E,. Definujme zobrazeni

T2 Enaf — (10(5) :w()(g)gla"'agn*l) €R.

Pak existuje jediny vektor ¢ € F, tak, ze plati ((, &) = ¢(&) pro libovolny vektor &.

Vektor ¢ se nazyva vektorovy soucin vektorta &y, ...,&, 1 a znaci se

(=& X X&1. (12.134)

Priklad 12.77: Je vektorovy soucin vektoru skutecné vektorem?
Podobnou otazku jsme si kladli a odpovidali na ni jiz v piikladu 12.64. Slo o tenzorovy soudin v trojroz-
mérném vektorovém prostoru. Nyni vyvstala v obecné podobé. Pro zobrazeni ¢ plati

p(af + pI) = ap(§) + Be(V)

pro libovolné vektory £ a ¥ a libovolné skalary a, 5. Splnuje tedy pozadavek linearity a vypada to, ze je prvkem
duélniho prostoru E. Pokud tomu tak opravdu je, pak ¢(&) pfedstavuje dudlni soucin kovektoru ¢ a vektoru &
(viz vztah (12.57)) a tvrzeni, z néhoz vyplyva definice vektorového soudinu, dokazovat nemusime. Ditkaz jsme
provedli v ptikladu 12.45 pro libovolné linearni zobrazeni w € V,* (v tomto piikladu je ¢ € E}). Muze zde vsak
byt problém. Chceme-li zobrazeni ¢ vycislit na vektoru £, dosazujeme jej jako prvni argument do predpisu pro
objemovy element. Ten je n-tenzorem. Jako dalsi argumenty v ném figuruji pfedem zvolené vektory & az &, —1.
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Zobrazeni ¢ je na téchto vektorech zavislé. Objemovy element musi davat na pevné zvolenych vektorech ve
vSech bazich stejnou hodnotu (jak objemovy element, tak vektory jsou geometrické objekty nezdvislé na bazi).
Plat{ proto (s vyuzitim vysledku prikladu 12.74)

S S & g g ...

g e o & & ...q
50(5) = wo(gvglv .. ~7§n—1) = det ! ! ! = det 1 1 1 ,

L 8. ey, e e a

kde fg, resp. 5{, 1<i<n—1,1<j < n,jsouslozky vektoru &1, ...,&,—1 v bazich (e1,...,e,), resp. (€1,...,En),

&oa ?, 1 < j < n, pak slozky vektoru & v téchto bazich. Provedeme-li Laplaceuv rozvoj determinanti podle
prvniho Ffadku, dostaneme
—_ ne— 1= =
EE I+ =E B+ € B,
kde Z;, resp. Z;, 1 < i < n, jsou algebraické dopliiky prvki prvnfho fadku v prvnim, resp. druhém z determi-
nantt. Do této rovnosti dosadime &/ = Tijfﬂ (T je jako obvykle matice prechodu od béze (eq,...,e,) k bazi
(é1,...,€n)) a dostaneme

U1\ — —ln N\ — 1= —n—=
(T + + (T8 )En =€ E1t - +E 5 =

1 — —1— —n—=
= £ (T151+T152+'~-+T15n)+---+§"(T551+T,%EQ+-~+TSEn)Zf 51+..,+§n5m

a odtud vzhledem k libovolnosti vektoru &

Soucasné je

P(€) = (pi€')(€) = pil" = ;i =F;, ataké @ =5;.
Slozky zobrazeni ¢ se pri prechodech mezi bazemi chovaji jako kovektory. Nezapomenme vsak, ze jsme tento
vysledek ziskali na zédkladé jednoznacnosti objemového elementu, ktera je vazana na ortonormalni baze nalezejici
predem zvolené orientaci. Vektorovy soucin tedy neni vektorem v pravém smyslu slova, nebot transformacni
vztahy pro jeho slozky jsou stejné jako transformac¢ni vztahy pro slozky vektoru jediné tehdy, jde-li o slozky

v ortonormélnich bazich nalezejicich téze orientaci.

Priklad 12.78: Co je vektorovy soucin, kdyz to neni vektor?

V prikladu 12.64 jsme ukazali, ze transformacni vztahy pro slozky vektorového soucinu dvou vektoru v troj-
rozmérném prostoru odpovidaji v ortonorméalnich bazich transformacnim vztahiim antisymetrického tenzoru
druhého tadu, ktery mél stejny pocet nezavislych slozek jako vektor, tj. tfi. V piipadé vektorového prostoru
V., obecné dimenze m4 stejnou dimenzi n prostor antisymetrickych tenzort (n — 1)-tého ¥adu, A,,_1(V,). Jeho
prvky maji n nezévislych slozek stejné jako vektory. Pokusme se zjistit, zda vektorovy souéin (n — 1) vektoru lze
ztotoznit s antisymetrickym (n — 1)-tenzorem, podobné, jako jsme to udélali v piikladu 12.64. Poznamenejme,
7e omezeni na ortonormalni baze znamend, ze se jednd o kartézské tenzory. Nejsou rozliSovany kovariantni
a kontravariantni objekty. Vsechny indexy v nasledujicich vypoctech proto budou dole. Zvolme ortonormélni
béze (e1,...,e,) a (€1,... &,), matici pfechodu od prvni z nich k druhé ozna¢me jako obvykle T, inverzni matici
S =T-1 =TT, Pro antisymetricky tenzor n € A,,_1(V},) ve slozkéach plat{ (viz vztahy (12.68))

= —i i . -
N=1Tiyin €' N ..o N ET 1:773’1...]‘"713]1/\ AN el
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Miyosinr = Tiljl s Tin—ljnfl Mjregn—1 = Sj1i1 cee Sjnflinfl Mj1.gn—1 -
Oznacme U(;) = sgno(iy ...0n—1) Miy...i,_1> TSP. V(j) = SgNO(J1 - Jn—1) Njy...ju_1, jestlize index i, resp. j chybi
v (n — 1)-tici indextt (41,...,%n—1), resp. (j1,--.,jn—1). PFl tomto oznaceni dostaneme

(i) = v()Aji = v (871 det S,

kde A je matice adjungovand k matici S, Aj; = (S71);; det S. NaleZeji-li obé baze téze orientaci, je detT = 1
a plati Aj; = T;; det T. Odtud pak

) = (det T) - (v Tig)
a transformadéni vztahy odpovidaji (kartézskym) vektorim. Takze vektorovy soucin vektorem je i neni. Proto

se mu casto Tika pseudovektor, nebo axidlni vektor, v analogii s nazvoslovim pouzivanym pro n = 3.

12.2.8 Cviceni

1. Dokazte, ze zobrazeni x definované vztahy (12.63) je tenzorem typu (p, ¢). Dokazte také, ze soucet tenzoru
(ve vztazich (12.63) pro o = 8 = 1) a skaldrni ndsobeni tenzoru (ve vztazich (12.63) napiiklad 8 = 0),
splnuji axiomy vektorového prostoru.

Navod: Dokazte linearitu v libovolném argumentu. Axiomy vektorového prostoru provérte primo.

2. Odvodte vSechny transformacni vztahy v piikladu 12.50.

3. Odvodte transformacni vztahy pro slozky tenzoru 7 € 7P(V,,) pti pfechodu o matici T' = (Tij), 1<4,5<n,
od béze (e1,...,e,) k bazi (é1,...,&,).

4. Prozkoumejte transformaéni vztahy pro tenzory druhého fadu vSech tii typt ((2,0), (1,1) a (0,2)) a pokuste
se je zapsat ve formé maticového nasobeni. Pomoci maticového nasobeni také zapiste vztahy pro vypocet
hodnoty tenzoru na dvojici pfislusnych argumenti.

5. Odvodte transformaéni vztahy uvedené v pifkladu 12.54 pro slozky tenzoru 7 € T{1(V,,), je-li V,, vektorovy
prostor nad C.

6. Pro piipad definice tenzoru typu (p, ¢) nad C podle vztahu (12.75) zapiSte transformacni vztahy pro slozky
v indukované bézi, je-li baze ve V,, (e1,...,en).

7. Formulujte znovu definici tenzorového soucinu pro cisté kovariantni tenzory 7 € TqO(Vn) an € T2V,) aten-
zorového souc¢inu kovariantnich tenzort jako zobrazeni tenzorovych prostorti. P¥imym dosazenim argumentii
rozepiste podrobné dikaz vsech vlastnosti ve vété 12.19.

8. Provedte symetrizaci a antisymetrizaci tenzora typu (2,1) a (1,2), tj. rozlozte libovolny tenzor uvedeného
typu na soudet tenzoru symetrického a antisymetrického ve dvojici libovolnych kovektoru (u tenzoru typu
(2,1)), resp. vektori (u tenzoru typu (1,2)). Je-li (e1,...,e,) bdze ve vektorovém prostoru V,,, najdéte
indukované bdze v prostorech symetrickych a antisymetrickych tenzoru typu (2, 1), resp. (1,2).

9. Urcete dimenze vektorovych podprostort S§(V;,)i; a A3(V;,)i; (tenzory symetrické, resp. antisymetrické v i-
-tém a j-tém argumentu, 1 < i < j < n) tenzorového prostoru T3 (V,,). Pro¢ neni soucet dimenzi viech
vektorovych podprostort s néjakou symetrii ¢i antisymetrii roven dimenzi celého prostoru?

10. Dokazte, ze vlastnosti symetrie, resp. antisymetrie slozek tenzoru se neporusi prechodem k jiné bézi.
Navod: Dikaz provedte nejprve pro tenzory druhého fadu, potom zobecnéte.

11. Pomoci transforma¢nich vztahti pro slozky dokazte kanonickou izomorfnost vektorovych prostort TZ(V;,)
a L(V,*, Vi), vektorovych prostortt 71 (V,,) a L(V,*, V,*), resp. L(Vy, Vi) (tj. prostory L(V,5, V) a L(V,, Vy,)
jsou rovnéz kanonicky izomorfni).
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Dokazte, ze slozky veli¢in € a 7, definované v prikladu 12.61, se transformuji jako slozky kartézského tenzoru.
Dokazte vztah (@ % b); = €;;1a;b, pro slozky vektorového soucinu vektori @ a b, kde (g;1) je Levi-Civittv
tenzor (12.96).

Necht T je reguldrni matice. Ozna¢me T adjungovanou matici, jejiz prvek f, 4 je roven algebraickému dopliku
prvku Tj; matice 7. (Prvnf index je fddkovy, druhy sloupcovy). Dokazte, ze T = det T - T~ 1.

Provéfte transformacni vlastnosti slozek tenzortu vzniklych riznymi typy tzeni tenzoru typu (p, q).
Dokazte, Ze zobrazeni y definované vztahem (12.116) je k-tenzor.

Provérte, ze operace s¢itani k-tenzort a ndsobeni k-tenzoru skalarem ¢ini z mnoziny 7y (V,,) vSech k-tenzort
vektorovy prostor.

Dokazte, Ze soubor zobrazeni definovanych vztahy (12.117) je baze v prostoru Ty (V,).
Navod: Nejprve dokazte jejich linearni nezévislost tak, ze nulovou lineadrni kombinaci

Yirooiin O = 07 (vi)

vyCislite na k-tici vektorovych argumentt (ej, ,...,ej, ) a vyuzijete defini¢niho vztahu (12.117). Dostanete
hodnoty koeficientd +;,.. s, , z nichz bude linedrni nezavislost zfejma. Déle je tieba ukézat, Ze posuzovany
systém je tzv. uplny, tj. ze na zakladé predpokladu, Ze libovolny k-tenzor w je linearni kombinaci tvaru

— .. Aielk
W= Wiy, @ )

dokézeme urcit slozky wi, .. ;, . Postupujte tak, ze obé strany vyrazu pro w vycislite opét na vektorech baze
(eju""ejk)'
Dokazte, ze soubor k-tenzortu definovany vztahy (12.127) je bazi v prostoru T (V4,).
Navod: Nejprve sestavte linearni kombinaci vSech prvku tohoto souboru a polozte ji rovnu nulovému
tenzoru, tj.
Vi i €1 ® -+ @ €™ =07, (v,,) -

Vydislete tuto rovnici na souboru vektort (ej,,...,e;,) a pomoci definice tenzorového souéinu a definice
duélni bdze dokazte, ze takovou linearni kombinaci lze sestavit pravé kdyz jsou vSechny jeji koeficienty
nulové. Déle dokazte, ze soubor (12.127) je tzv. Uplny, tj. ze kaZdy k-tenzor lze vyjadrit jako linedrn{
kombinaci jeho prvki. Postupujte tak, ze zvolite libovolny tenzor w € T (V,,) a predpoklddate, ze jej lze
zapsat ve tvaru

W= Wi, .. iy .- @et.
Vyéislenim této rovnosti na souboru (e;,,...,e;,) pak vyjadiete koeficienty wj, ., .
Vyjadiete hodnotu tenzoru alt 7, kde 7 € T3(V;,) na vektorech £, ¢, 8 pomoci jejich slozek v bazi (eq, ..., ex,)
a slozek tenzoru 7 v indukované bazi {¢' ® e/ ® e}, 1 <i,j, k < n.

Necht V,, a W,,, jsou vektorové prostory (nad R) a f : V,, = W,, linedrni zobrazeni. Definujme zobrazeni
f* prostoru (kovariantnich) k-tenzort takto:

FFoTWh)dw — ffu=neTp(Vy),

kde
n(gla”wfk) :w(f(£1)77f<€k>)7 pro libovolné Vektory 517"'751@ € Vn

Dokazte, ze plati f*(r ® 0) = f*7 ® f*o pro libovolné tenzory 7 € Tr,(Wy,), 0 € TI(Wp) a f*(w A x) =
= f*w A f*x pro libovolné tenzory w € Ag(Wy,), 0 € Aj(W,,).
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21. Ve vektorovém prostoru Vj jsou v bdzi (eq,es, es,eq) zaddny t¥i vektory takto: & = (1,1,0,0), & =
=(1,-1,0,0), &3 = (0,0,1, 1). Urcete jejich vektorovy soudin, tj. &1 X &2 X &. Vyjadiete slozky vektorového
soudinu tif vektort &; = (&}, €2,€3,¢1),i=1,2,3, ve V4 obecné.

Vysledek: & x & x &3 =(0,0,—2,2).

22. Ve vektorovém prostoru V,, se skaldrnim soucinem a zvolenou orientaci p je zadana ortonormélni baze
(e1,...,€n) € p. Objemovy element oznacme wy. Necht ve vektorovém prostoru R™ je zaddna standardni
baze (f1,..., fn) a skaldrni soucin (, ) rovnéz standardnim zptsobem, tj. pro vektory a = of f; a b= 7 f;
plati (a,b) = &;;a°87. Necht f : R™ — V, je linearn{ izomorfismus zachovavajici skalarni soucin, tj.
(f(a), f(b)) = (a,b) pro libovolnou dvojici vektorit a,b € R™. Necht dale (f(f1),...,f(fs)) € p. Dokaite,
ze plati f*wy = det, kde f* je zobrazeni definované v tloze 20.

23. Necht wy € A,(R™) je objemovy element. Oznadte ( = & X -+ X &,_1, kde &1,...,&,—1 jsou libovolné
zvolené vektory v R™. Dokaite, 7e plati [¢| = |wo(&1, - -, &n1,0)|"/%.

24. Necht wy € A, (R"™) je objemovy element. Oznacte { = & X -+ X &,, kde &1,...,&, jsou libovolné zvo-
lené vektory ve vektorovém podprostoru R™ vektorového prostoru R"*1. (Jejich posledni slozky jsou tedy
nulové). Dokazte, ze plati (| = |w0 (&1, .- ,fn)‘, pficemz ve vyrazu wo(&1,...,&,) jsou vektory (&1,...,&)
chdpény jako prvky vektorového prostoru R™ (maji n slozek).

25. Pro libovolné vektory a, b, c € R? dokaZte nasledujici identity (wo je objemovy element ve R3):

a) ax (bxc)=(a,c)b— (a,b)c, d) axb=-bxa,
b) ’(a,b X c)’ = ‘wo(a,b, c)‘, »
¢) (aa+ pBb) x c=ala xc)+ (b xc), e) lax bl = ((a,a)(b,b) — (a,b)*)"".

12.3 Od algebry k analyze:
tenzorova pole a diferencialni formy v R"

V tomto odstavci vyuzijeme znalosti o kovariantnich antisymetrickych tenzorech k zavedeni
objektl klicovych pro teorii integralu — diferencovatelnych antisymetrickych tenzorovych poli
(neboli diferencidlnich forem) a zdkladnich operaci s nimi. Kromé operaci s¢itani, ndsobeni
funkei v roli skalaru a vnéjsitho soucinu, které jiz dobfe zname z algebry, pujde také o ope-
race analytické, vnéjsi derivaci a zpétny obraz. V dalsim vykladu budeme zasadné pracovat
s vektorovymi a tenzorovymi prostory na euklidovskych prostorech. Pripomenme, ze euklidov-
skym prostorem dimenze n rozumime topologicky prostor R™ s prirozenou, neboli euklidovskou
topologii, jak jsme ji zavedli v devaté kapitole druhého dilu.

12.3.1 Od vektorovych poli v R" k tenzorovym, diferencialni formy

Necht R"™ je euklidovsky topologicky prostor. Jeho body budeme popisovat standardnimi sou-

fadnicemi z = (z!,...,2") pro kazdé = € R", i-tou souradnicovou funkci nazveme funkci

2 R"2z2 — 2'(x)=2'€R, pro x=(z',... 2").
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(Jak jsme rozhodli v odstavci 12.1., budeme soutadnice bodi v euklidovskych prostorech ¢islovat
hornimi indexy. To proto, ze pti prechodech mezi soustavami souradnic v euklidovském prostoru
se budou soutfadnice bodu fidit transformac¢nimi vztahy pro vektory.) S kazdym bodem =z € R™
spojime wvektorovy prostor R"™ dimenze n, ktery budeme znacit T, R™ a nazyvat tecny prostor
kR™ v bodé x (jisté si vzpomenete, ze pojmu ,tecny prostor® jsme se jiz dotkli v druhém dilu,
v odstavci 9.3.2). Nejprve definujeme prvky budouciho vektorového prostoru 7, R™. Budeme je
interpretovat jako tecné vektory ke kiivkam. Situaci ukazuje obrazek 12.36.

$3

T.R3?

R3

Obrazek 12.36 Tecny prostor euklidovského prostoru v daném bodé.

V nésledujici definici predpokladejme, ze € > 0 a standardni souradnice v R™ oznac¢me, jak

bylo zminéno, z!, ..., a".

Krivkou v R™ jdouci bodem x € R™ rozumime diferencovatelné zobrazeni
Coi (—£,8) 3t — Colt) = (2'Cu(t), ..., 2"Co(t)) €R™, Co(0) =z. (12.135)
Ktivky C,1 a C; 2 jdouci bodem x nazveme ekvivalentni, jestlize plati

dSCiC%l (t)
dt

_ dl’iczg (t)

= 1<1<n,

)
t=0

t=0

alternativné znacime ' '
'Cya(t)]t=0 = 'Cy2(t)]i=0 -

Trida ekvivalence kiivek jdoucich bodem z se nazyva tecny vektor k R"™ v bodé x.
Znacime jej {(z) = C,.

Pozn. 1: Trida ekvivalence je generovana svym libovolnym reprezentantem, ekvivalentni kiivky
tedy samozirejmé definuji tyz vektor. Pti formulaci definice vektoru jsme pouzili faktorizace.
Pripomente si ji v odstavci 4.1.1 druhého dilu prostrednictvim piikladi 4.10-4.12 na stranach
17 a 18.
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Pozn. 2: O ekvivalentnich kiivkach jdoucich bodem z také fikdme, ze maji v bodé x kontakt
dIaiCy 1 _ dIziCap
at g . dw

pruntho r7ddu. Pokud pro krivky C,; a C, 2 plati
kiivky v bodé x kontakt k-tého vddu.

To, ze jsme tridu ekvivalence kiivek nazvali ,vektorem“, jesté nic neznamena. Musime totiz
na mnoziné T,R™ zavést strukturu vektorového prostoru. To udélame snadno. Oznacme ()
a ((x) dva tecné vektory v bodé z. Mé&me na mysli, ze jsou to tfidy ekvivalence kiivek. Zvolme
libovolné reprezentanty C, ¢ a C, ¢ téchto tiid a ¢isla «, f € R. Definujme vektor ¥(z) = aé(z)+
+ (¢ (x) jako tridu ekvivalence kiivek s reprezentantem C, g, kde C, y je kiivka jdouci bodem
x, pro niz plati

1—o PO 1 <5 <k, maji

dxiCx7C(t)
+ T :

t=0 t=0

d{L'iCmﬂg (t) . ad$icxé (t)

dt dt

t=0

1< <n.

Axiomy vektorového prostoru se snadno provéri (provedte). Tim je struktura vektorového pro-
storu na mnoziné tecnych vektoru ke kiivkam zavedena. (Uvédomme si, Ze linedrni kombinace
lze provadét pouze s tecnymi vektory umisténymi jednom bodé. Nelze napriklad scitat vektor
umistény v bodé z; s vektorem umisténym v jiném bodé xzs.) S vektory jsme zvykli pocitat
pomoci jejich slozek v bazi, kterou mizeme volit samoziejmé libovolné. Vhodna by vsak byla

takova volba, kterd je néjak prirozené spjatd se soufadnicovymi osami v prostoru R"™. Nej-
dwiCz,E(t)

lépe tak, aby hodnoty derivaci .o Diedstavovaly slozky vektoru £(z) v této béazi. Je to
snadné. Definujme i-ty vektor baze jako tfidu kiivek ekvivalentnich s pfimkou (na soufadnicové
primky v kapitole 5 si jisté vzpomenete)

Poi: (—g,6) 2t — Poi(t) €R™, 2P (t) =27 +t5], j=1,...,n,

Pri = (#'Pui(t), ..., &"Pus(t))| _ = (0,...,0,1;,0,...,0).
Skutecné, je-li C, kiivka jdouci bodem x zadand vztahem (12.135), plati

Co = (#'Colt), ., i"Cu(t))| _ =

t=0
= 'C,(0) - (1,0,...,0) + - -« + &"C,(0) - (0,...,0,1) = i'C,(0) Py -

Takto zavedenou bazi v T,R™ oznacme (e14,...,€nz), tj. €zi = 739H Hned muzeme definovat
duélni prostor TF(R") v bodé z, a dudlni bazi (el,...,e"), tenzorové prostory vech typii
v bodé z a v nich indukované baze. V dalsich ivahach budeme také predpokladat, ze v te¢nych
prostorech T, R" je zaveden standardné uzivany skaldrni soucin

(6(@), ¢(@)) = 65 ()¢ () = € (@) (@) + - €"(2) ¢ (=)

pro kazdé dva vektory &(z),((x) € T,R". Pripomenime, Ze tento skaldrni soucin ¢ini bazi
(€14, ,€ny) ortonormalni.
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Pro tcely dalsich zapisti oznac¢ime TR" = U,cgrnT, R". Jde pouze o sjednoceni mnozin. Na
mnoziné TR™ je sice vhodné zavést velmi uzitecnou strukturu, tzv. strukturu fibrované variety,
kterou vsak v této chvili nebudeme potiebovat.

Priklad 12.79: Vektor jako tiida kiivek

Abychom si novy pojem vektoru, zavedeny pro nékteré ¢tendfe moznd trochu neobvykle (i kdyZ z matema-
tického hlediska standardné), 1épe predstavili, ukazme si jej na pifkladech z R? a R3. Dejme tomu, #e budeme
chtit popsat jako t¥idu ekvivalence kiivek v roviné vektor £(z) o slozkach (1,0) v bodé z = (0,0) € R?. Na
obrazku 12.37 jsou tii takové kiivky:

Obrazek 12.37 Ekvivalentni kfivky a tec¢ny vektor.

Coa(t) = (t,t%), Cua(t) = (t,cost —1), Cu3(t) = (t,1—+/1—12).
Plat{

= (1,0).

, . , . t
Cm,l = (172t)|t:0 = <170)7 Cw,Z = (17 — sin t)|t:0 = (170)7 Cl‘,?) = <17 )
t=0

V1-—1t2

Kromé geometrické predstavy mtize dobfe (a v daném piipadé moznd i lépe) fungovat predstava fyzikalni.

Uvédomime-li si ji, pocit ,,neobvyklosti“ definice se znacné oslabi. Predstavme si hmotné ¢astice pohybujici
se v euklidovské roviné ¢i v trojrozmérném euklidovském prostoru. Trajektorie ¢astic, tj. vektorové funkce
7(t) popisujici jejich polohu v zavislosti na ¢ase, mohou byt rizné, ale jejich rychlosti #(t) = () mohou byt
v okamziku ¢ = 0 shodné. (Nehledme nyni na to, ze v bodé 7(0) by se redlné ¢éstice ,srazily“ a uplatnéme

pouze predstavu stejnych rychlosti.)

Vektorovym polem na euklidovském prostoru R™ rozumime zobrazeni
§:R">7 — @)= (2,(§)) e LR"CTR", 1<i<n. (12.136)

Vektorové pole v kazdém bodé z mizeme vyjadrit jako linedarni kombinaci béaze
(61,x7 coo 76n,x)7
£(z) = 51($)61,x + -+ &M (T)en s -
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Vidime, Ze slozky &'(x) vektorového pole £ jsou funkce na R", tj. funkce promén-
nych x!, ..., 2" Jsou-li slozky funkcemi spojitymi, resp. diferencovatelnymi, jedna
se 0 spojité, resp. diferencovatelné vektorové pole.

Zobrazeni e; : R" > v — ¢;, € T,R" C TR", pfifazujici kazdému bodu z € R" i-ty
vektor baze, jak jsme ji zkonstruovali vyse, jsou rovnéz vektorova pole. Jsou nejen spojita, ale
i diferencovatelna. V dalsim vykladu tedy budeme symbolem e; znacit i-té vektorové pole baze,
symbolem e; , pak jeho ,hodnotu® v bodé z (tj. obraz bodu x zobrazenim e;). Véfme, Ze si
¢tenar da pozor, aby nezaménoval vektorova pole e; s vektory baze ve vektorovych prostorech,
s nimiz jsme pracovali v algebte. Brzy prejdeme k jinému znaceni vektorovych poli baze a riziko
zameény bude odstranéno.

Je samoziejmé, ze definiénim oborem vektorového pole nemusi byt nutné cely prostor R”.
V radé pripadu byvaji vektorova pole definovana pouze na jeho podmnozinach, napiiklad na
otevienych mnozinach, na oblastech, apod. O priklady vektorovych poli neni ve fyzice nouze.
V okoli kazdého hmotného télesa (hmotného bodu) o hmotnosti M je gravitacni pole o intenzité

E,: RP37 — E,(F) = —’ﬂfﬁ k=6,67-10"" Nm?kg 2,
v okoli naboju je elektrické pole o intenzité Ee(f), tok nédboju je popsan vektorovym polem
proudové hustoty j(F), pohybujici se naboje ¢i permanentni magnety budi ve svém okoli pole
magnetické, popsané magnetickou indukef B(7), apod.

Podobné jako v pripadé tecnych prostori mizeme s kazdym bodem z euklidovského pro-
storu R" spojit prostory tenzort vsech typi, tj. 7P(T,R"). Piislusné vektorové podprostory
tenzorovych prostoru T (T,R™) tvorené antisymetrickymi k-tenzory oznacime Ag(7,R") a jejich
sjednoceni A, (TR™) = UyernAx(T,R™). (Jesté jednou pripomenme, Ze k-tenzory jsou tenzory
typu (0, k), symbol Ti(T,R") je zjednodusenim zapisu T,2(T,R").)

Zobrazeni
w: R">2 — w(z) € Ay(T,R") C A,(TR") (12.137)

se nazyva k-forma na R".
Pozor! Obdobné, jako je tfeba rozliSovat vektorové pole
E:R"22 = &(x) e T,R"CTR"

na R", tj. zobrazeni pritazujici kazdému bodu euklidovského prostoru vektor z tecného prostoru
k R™ v tomto bodé, a vektor £(xg), tj. obraz daného bodu xy vektorovym polem &, je tieba
rozlisovat k-formy na R™ (antisymetrickd kovariantni k-tenzorova pole), tj. zobrazeni

w: R"22 — w(z) € Ay(T,R") C A,(TR"),
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pritazujici kazdému bodu euklidovského prostoru antisymetricky kovariantni k-tenzor operujici
na vektorovych argumentech v tomto bodé, a ,hodnotu® k-formy w v daném pevném bodé
o € R, tj. k-tenzor w(zy) € Ax(T,,R"), ktery je obrazem bodu xy pii zobrazeni w. Tento
k-tenzor muzeme vyjadrit pomoci jeho slozek v dudlni bazi (e}co, ...,ep ), indukované bazi
(€105 -+ s Cnmg):

w(mo) — wlllk (;L’O) 6;10 VANAAN 6;’“0 .

Obecny zapis

w(r) = wi,.iy () 621 AN ei’“

muzeme chapat dvojim zpusobem:

e Zapis predstavuje k-tenzor, ktery je obrazem bodu x formou w. V tomto pripadé jsou
wiy i, (z) Cisla piedstavujici slozky k-tenzoru w(x) v bazi {e2 A ... Aek} 1 <iiy,... 0 <
< n, indukované bazi (e 4, ..., €n,) tecného prostoru T,R" v daném bodé .

e Zapis predstavuje samotnou k-formu ve slozkach. V tomto pripadé je tfeba slozky w;, ;, ()

chapat jako funkce, tj. zobrazeni w;, ;, : R" 32 — w;, ;, (z) € R, asoudiny eil/\ Aex,
1 <iq,...,0 < n, jako tenzorovd pole.

k-formu w tak muzeme zapisovat dvojim zptsobem: bud bez vyznaceni funkéni

zévislosti na proménnych x = (z',...,2"), nebo s timto vyznacenim, tj.

Wiy iy €YA ... A €™, nebo wy i (X)ELA LA eF,

Vzdy vsak je tfeba ridit se kontextem vykladu (prvni z moznosti zapisu by také
mohla, v jiné souvislosti, napriklad pri cisté algebraickych tivahach, znamenat jen
néjaky k-tenzor).

Jsou-li slozky wj, ;, (z) formy w spojitymi, resp. diferencovatelnymi funkcemi bodu
x = (x',... "), nazyva se forma w spojitou, resp. diferencidlni k-formou.

Podobné jako v pripadé bazi (ejs,...,ens) lze i prvky indukovanych bazi v tenzorovych
prostorech umisténych v bodech euklidovského prostoru R™ chapat jako obrazy tenzorovych
poli prislusného typu.

12.3.2 Operace s diferencialnimi formami — soucty, nasobky, souciny,
uzeni

Operace zminéné v nazvu odstavce nepredstavuji nic nového. Fakticky je uz ddavno umime.

Tak jako se obrazy vektorovych poli stavaji pii pevné zvoleném bodé x € R"™ vektory, tj.
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prvky vektorového prostoru T,R", a miizeme vytvaret jejich linearni kombinace, jsou obrazy
tenzorovych poli v pevném bodé z tenzory prislusného typu. Konkrétné obrazy k-forem jsou
antisymetrické kovariantni tenzory k-tého tadu, které operuji na k vektorovych argumentech
z te¢ného prostoru T, R™ k R"™ v bodé z € R"™. Drobny defini¢ni problém vsak prece jen vznika.
Tak trochu se objevil jiz v predchozim odstavci, kde jsme zapisovali vektorova pole a k-formy
ve slozkach. Vektorové pole &, resp. 1-formu w v bodé x bychom podle tohoto ,,vzoru“ zapsali
ve tvaru linearni kombinace

E(r) =& (p)erp + -+ E(T)ens, Tesp. w(x) =wi(x)el + -+ wy(z)el .
Soufadnice (z!, ..., 2") bodu x oviem pFedstavuji n-tici proménnych, na nichZ zavisi slozky vek-
torového pole & = &(x!, ... 2"), resp. formy w; = w;(x!,... 2"), aey,..., e,, Tesp. €', ... e
jsou vektorova a kovektorova pole, tj. zobrazeni

e,: R"312 — e(x) =€, € T,R" CTR",

e R"2>2 — e'(z) =¢. € T'R" C A, (TR™).

V pevném bodé x muZzeme obrazy vektorovych poli £ a (, tj. vektory &(x) a ((x), linedrné
kombinovat vztahy o&(z) 4+ B¢(x), kde o a § jsou libovolna redlnd ¢isla (skalary). Podobné
muzeme v pevném bodé = zachdzet s obrazy diferencidlnich k-forem w a n, tj. s k-tenzory w(z)
an(x) a vytvaret linearni kombinace vztahem aw(x)+ fn(z). To ale nestac¢i. Musime pfipustit,
ze a a ( by mohly byt funkéni hodnoty jistych funkci a, 8 : R™ 2  — a(x),B(z) € R.
Cela tato ivaha smeéruje k tomu, abychom definovali linedrni kombinace vektorovych poli a k-
-forem pomoci funkei definovanych na R", popfipadé na (nejéastéji otevienych) podmnozindch
prostoru R"™. Mnozina funkci na R™ vzhledem k operacim s¢itani a nasobeni funkei, definovanym
»bod po bodu“, tj. (o + f)(z) = a(z) + B(x), (af)(x) = a(x)B(x), je okruhem, ktery oznacme
Q(R™). (Provérte axiomy okruhu, uvedené v odstavei 4.1.2 v druhém dilu, a zjistéte, zda je
tento okruh oborem integrity, resp. polem.) Ozna¢me V(R™) mnozinu vSech vektorovych poli
a Ax(R™) mnozinu vSech k-forem, k = 0,1,2,..., definovanych na R" a jeho podmnozinach.
Pfipomenme, ze pro k > n neexistuji netrividlni (nenulové) k-formy. Za 0-formy povazujeme
funkce.

Definujme zobrazeni
QR") x V(R") 3 (a,€) — a € VR"), (af)(z) = a(x)é(z),

VR") x V(R") 3 (§,() — £+ (e VR, €+ (@)= &) +((),
QR") x Ag(R™) 3 (,w) — aw € A(R"), (aw)(z) = a(z)w(z),
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Ap(R?) X A(R") 3 (w,n) — w+n € M(RT), (w+n)(2) =w(x)+n(z),

Ap(R™) x Mi(R™) 5 (0,X) — nAX € Aea(R™), (n AX)(2) = n(z) A x(z),

kde z € R™ je libovolny (pii provadéni dané operace vsak pevny) bod euklidovského
prostoru R”.

Uvedené operace jsou tedy rovnéz definovany takiikajic ,,bod po bodu“, jako operace s funk-
cemi. Mnoziny V(R"™) a A, (R™), k =0,1,2,..., s operacemi zavedenymi v predchozich vztazich
jsou tzv. moduly nad okruhem funkci Q(R™). Jsou to struktury, které se od vektorovych pro-
storu lisi tim, Ze v roli skalara jsou funkce, a namisto vektoru a tenzoru se pracuje s vektoro-
vymi a tenzorovymi poli. Podrobnéji se moduly jako takovymi nebudeme zabyvat, pro pocitani
s vektorovymi poli a formami staci, kdyz budeme umét pouzivat zavedené operace. K jejich
procviceni slouzi nasledujici priklad.

Priklad 12.80: Operace s vektorovymi poli a diferencialnimi formami prakticky
Na R? jsou zaddny diferencidlni formy w : = — w(z), n : = — n(z) takto w(z) = zlel + 222, n(x) =

. 22 1 21 2 -, e v 7 ~ _ 1 2\ _ (_
= Ty el + N(EREEEE ez. Urcéime jejich hodnoty v (pevné zvoleném) bodé x = (x*,z%) = (—1,1) na

vektorech &(x) = (0,1) a {(z) = (—1,0) a hodnotu formy wA 7 v zadaném bodé x na dvojici téchto vektorovych
argumentu. Plati

w(zx) (f(a:)) =a'el (f(a:)) + 2%e? (5(3:)) =2t (z) + 222 (x) = -1-0+1-1=1,

w(@)(C(x)) = 2'ey (¢(2) +2%e2 (¢(2) = 2'¢M(2) +2°CP(2) = —1- (1) +1-0=1,

2 1

n(z)(&(z)) = N(COEEACIE ez (&(x)) + N CIE s (&(x) =
Ly Yo S Y W (L
V2 V2 V2 V2 V2
n(z)(¢(x)) = N COEEACIE ez (C(x)) + N COEEACIE ez (C(x)) =
—1a Loy 1y
=7 (x)—l-ﬁ (z) 5 ( 1)+\/§ 0= h

(x1)2 i (xz)z €z + (x1)2 i (x2)2 Cx

(podrobné propoététe na zdkladé vlastnosti vnéjsfho soudinu a s uvdzenim vztahti el Ael = €2 Ae2 = 0,
2 A1 1A L2
ez Ner = —e; NeZ),

wx) A n(z) = (el +z2e2) A <

) = V(@) + (@2)2e, A €

w(z) A n(z)(E(2),¢(2) = V(@) + (22)? (€1 (2)¢*(2) — (x)¢H (@) = V2(0-0 -1+ (-1)) = V2.
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Dalsi operaci, kterou budeme v dalsim vykladu potiebovat, je izeni (kontrakce) diferencidlni
k-formy vektorovym polem. Z odstavce 12.2.5 zname kontrakci tenzoru vektorem, ktera fakticky
predstavuje kontrakci tenzorového pole vektorovym polem v pevném bodé x. Definujme operaci
presnéji.

Necht £ € V(R") je vektorové pole. Kontrakci k-formy w vektorovgm polem & na-
zyvame (k — 1)-formu icw definovanou vztahem (iew)(z) = igw(z). Kontrakci
vektorovym polem & pak rozumime zobrazeni

7;5 : Ak(Rn) SwWw — ’igw € Akfl(Rn),

definované v libovolném bodé x € R" pravé vztahem (iew)(x) = dgmw(w), tj.

@@ (@) (G@); -+, G (@) = w(@) (€(2), (@), - G (@) 4

kde ¢i(x),...,(s—1(x) € T,R" jsou libovolné vektory.

Priklad 12.81: Kontrakce k-formy vektorovym polem
Zvolme 2-formu na R”, tj. w € A2(R™) a vektorové pole £ € V(R™). Ve slozkéch je zapiSeme takto:

w=wjel Ael, E=Ee,, wy, € e QRM).
Zvolme pevny bod z a vektor ¢(z) € T,R". Plati
(ie(yw(@)) (¢(2) = w(@) (£(x),¢(2)) = wij(2) (€ (2)¢ (x) — € (2)¢ (2)) = (wjilx) —wij ()€ (2)¢ (@) -
Uvédomime-li si, 7e ¢*(x) = & (¢(x)), dostaneme
iy (2) = [wyi(z) — wij(2)] € (2)e; -

Opustime-1li nakonec vypisovani argumentu z (zapis pevného bodu, v némz se déje vy¢isleni), ziskdme jedno-
duchy vysledek
z'fw = [(Wji - wij)fj] el = (2&)]'1'5]) e'. (12138)

Posledni vyraz je platny v pripadé, Ze slozky formy w byly antisymetrizovany, coz automaticky predpokladdame.
Pro praktické vypocty je velmi vyhodné pracovat se vztahem

few = i¢ (wijei A ej) = [wijei(f)]ej - [wijej (5)]ei = wj; (fiej - fjei) . (12.139)

Obecné pro kontrakci k-formy w vektorovym polem & plati, bez psani argumentu x,
Gew = Gg(Wiy iy ELNALLA ei’“) =

= Wi, .. [(ige“) €PN N e — (ige?) et A e A LA et
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o (=) e e A LA ei’“l} , (12.140)

v pevném bodé x tedy

(tew)(z) = [wilmik (z) el (f(x)) e2N N e —[wiya (T)e2(E(x)] el A eB A LA ek +

x x

+o (D)  wi (@) e (@) e AL A et =
= [ () E @] € A A € [ () ER@] €1 A A A e
+ -+ (—1)k*1[wi1mik (z) €% ()] el A ... A et

Piedpokladame, zZe slozky w;,. i, jsou standardné antisymetrické ve vSech indexech. Ziskany
vysledek tak mtizeme prepsat pomoci precislovani indext ve tvaru

(iew) (@) = k [wiy.o () € ()] €2 A L A e
a bez vypisovani bodu z pak
Gew = k(wi, i, EM) PN LN R, (12.141)

Priklad 12.82: Jesté kontrakce

Pouziti vztahu (12.140) vyzkousime na jednoduchém piikladu 3-formy v R3. Definujme ji takto: w =
=fel A e? A3, kde f e QR3) je funkce. Pro vektorové pole ¢ dostaneme

few = [fel(f)] 2N e — [er(ﬁ)] el A el + [fe?’(ﬁ)] el A e? =

:f[el(f)eQ/\ S re2©)edNet +e3E)e A 62] :f(fleQ/\ S+ nel +3el A 62) .

12.3.3 Derivovani diferencialnich forem — vnéjsi derivace

S derivovanim funkci jiz méame znacnou zkusSenost. Nejen ze derivace umime pocitat. Vime
také, ze parcialni derivace funkce informuji o tom, ,jak rychle“ se méni hodnota funkce podél
souradnicovych os, derivace funkce ve sméru vektoru § zase souvisi s rychlosti zmény funkéni
hodnoty podél primky s timto smérovym vektorem. Oboji uplatnime v definicich novych ope-
raci derivovani — vnéjsi derivace diferencidlni formy v tomto a Lieovy derivace v odstavci
prespristim. Pojem vnéjsi derivace se bude mozna zdat trochu neobvykly. Jsme totiz zvykli
na to, ze derivace funkci, jak je zname, jsou zase funkcemi. Cekdme proto moznd, ze derivace
diferencialni k-formy bude zase k-forma. U Lieovy derivace, avizované pro dalsi odstavce, tomu
tak skutecné bude. Lieova derivace bude totiz urcovat, jak se k-forma méni podél zadaného
vektorového pole. Vnéjsi derivace je vsak operace, ktera pri pouziti ,klasického® derivovani pti-
razuje k-formé (k + 1)-formu. Hned uvidime, jak. Nejprve definujeme tuto operaci pro funkce,
tj. O-formy:.
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Necht f € Ag(R™) je diferencidlni O-forma (tj. diferencovatelna funkce). Jeji vnéjsi
derivaci nazyvame 1-formu df definovanou takto:

45@)(g) = 212

¢ (x) (12.142)

pro libovolny bod x € R™ a libovolny vektor £(z) € T,R". Vnéjsi derivaci 0-forem
rozumime zobrazeni

definované vztahem (12.142).

1-formu, kterou jsme priradili 0-formé f, jsme definovali pomoci ,navodu® na jeji vycis-
leni v libovolném bodé na libovolném vektorovém argumentu. Zamyslete se, zda vam defini¢ni
vzorec néco nepripomina. Kdyby totiz byl vektor £(x) jednotkovy (coz ma dobry smysl, nebot
v odstavei 12.3.1 jsme se dohodli, Ze v teénych prostorech budeme pracovat se standardnim
skalarnim soucinem vektoru ,po slozkdach®), predstavovala by pravd strana vztahu (12.142)
derivaci funkce f v bodé x ve sméru vektoru £(z). Nebo také muze predstavovat skaldrni soucin
vicerozmérného gradientu funkce f v bodé z s vektorem £(z). V piipadé nové definice vnéjsi
derivace funkce vsak jde o shodu sice vyznamnou, ale prece jen formalni. Vnéjsi derivaci funkce
totiz chapeme jako zobrazeni, které kazdé (diferencovatelné) funkci ptirazuje 1-formu, nezavisle
na bodu a vektorovém argumentu, ve kterych se pak tato forma vycisluje. Zatimco je derivace
funkce v daném sméru zavisla na sméru derivovani, zavisi vneéjsi derivace funkce pouze na funkci
samé (je zaddna pouze Jacobiho matici této funkce). Hned to uvidime, uvédomime-li si, ze slozka
() vektoru &(z) je hodnotou ziskanou vy¢islenim i-tého prvku dudlni baze v prostoru T:R™
na vektoru &(z), tj. £ (x) = €. (€). Vztah (12.142) proto muzeme prepsat ve tvaru

as () (s()) = 212

ei (&) -

Protoze tento vztah plati v daném bodé x pro kazdy vektor £(z), plati pro 1-tenzor df(x)
obecné, tj.
0rw

ox’
A protoze plati i pro kazdy bod x € R", plati obecné pro formu df,

i
-

df(x)

df = Dif .

V poslednim vztahu jsme jako D;f oznadili i-ty prvek (sloupcové) Jacobiho matice D f funkce

1.
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Formalni podobnosti vztahu (12.142) pro vy¢cisleni vnéjsi derivace funkce s vyrazem pro
smérovou derivaci vyuzijeme nyni k zavedeni vhodnéjsiho (a také bézné uzivaného) oznaceni
vektorovych poli baze. Vycislime vnéjsi derivaci funkce f v bodé x na vektoru baze e; ,. Plati

i Of(z)
& Ox?

x

Ziskany vysledek muZeme interpretovat jako pusobeni operdtoru a(Zi na funkci f (v bodé z).

Vyuzijeme-li analogie se smérovou derivaci, mizeme ftici, ze ,derivace funkce f v bodé z ve

smeéru vektoru e; ,, je pusobeni operatoru azi na funkci f“ a oznacit
0
€ix = - resp. e; = - .
oxt| o'

Prejdeme-li k tomuto oznaceni (které neni nové, nebot jsme je pouzili uz v druhém dilu v pii-
kladu 9.67, strana 570), vyhneme se riziku zdmény vektorovych poli e; s vektory e; z algebry.
Podobné vhodné oznaceni zvolime pro vektorova pole dualnich bazi na zakladé vysledku nasle-
dujiciho prikladu.

Priklad 12.83: Diferencidlni formy dudlnich bazi

Uréime vnéjsi derivaci 0-formy predstavujici i-tou soufadnicovou funkei z° : R™ 3 o — 2(z) = 2° € R.
V bodé z plati

da'(z) = i

€T

Pii tomto oznaceni a pii oznaceni vektoril e; ;, resp. vektorovych poli e; jako operdtord parcidlnich derivaci
muzeme psat

dz'(z) <883:J > = 6;-, nebo obecné  dz’ ((;ij) = 5;

V prikladu 12.83 jsme snadno ziskali ,navod na oznaceni“ vektorovych poli dudlnich bazi:
el = da'(z) pro libovolny bod # € R", a obecné e’ = da’. (12.144)

Vyjadreni diferencialni k-formy w ve slozkdch ma pfi tomto oznaceni velmi jednoduchy a sym-
paticky tvar

w=ws 4, dr A ..OA da'.

Nyni je vSe pripraveno pro zavedeni pojmu vnéjsi derivace k-formy obecné.
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Necht w € Ax(R") je diferencidlni k-forma
W= Wi i dz™ A ... A dat.

Jeji vnéjsi derivaci nazyvame (k + 1)-formu dw definovanou takto:

dw = dw;, 4, A dz A ... A da™. (12.145)
Vnejsi derivaci k-forem, k = 1,2, ..., rozumime zobrazeni
d: Ak(Rn) Sw — dw € Ak+1<Rn) (12146)

definované vztahem (12.145).

Véta 12.26 (Vlastnosti vnéjsi derivace): Necht w,n € A(R"), x € A(R"),

jsou libovolné diferencialni formy, o, B € R libovolnd redlnd cisla. Plati

d(aw + Bn) = adw + Bdn,
dwA x)=dwA x+ (=1)fw A dx, (12.147)
d(dw) =0, zna¢ime d*w =0.

Dokéazat vsechny tyto vlastnosti je velmi jednoduché. Vzhledem k tomu, ze vnéjsi derivace
forem je definovana pfimo pomoci jejich vy¢isleni v daném (byt libovolné zvoleném) bodé, neni
u prvni vlastnosti v podstaté co dokazovat. Staci napsat levou i pravou stranu pro dany bod
x a porovnat, jako bychom pracovali s tenzory. Dukaz prvni vlastnosti ponechame do cviceni
jako nejjednodussi, dokazeme dalsi dvé vlastnosti.

Pro dikaz druhé vlastnosti rozepisme obé formy do slozek, tj.

W= Wi, iy dz A .o Ada, oy = Xij1.di dz/' A oA da?t
kde 1 <iq,...,0 <n, 1 <ji,...,5 < n. Plati
WA X = <wi1mik dz" A ... A dxi’“) A (le...jl dz/t A LA da;j’) —

= (Wiyip Xjroogy) AT A oA da™ A da?t A LA da?t
dwA X)) =d (Wi, Xgr.g) A dx™ A oA da' A da? A LA
Dale je

d (Wi X)) =

a(wil---ik le--»jz) dz® = awil---ik o o anlmjz dz®
oz ' '
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Dosadime-li tento vyraz do vztahu pro d(w A x) a vhodné preusporddédme ¢initele ve vnéjsim
sou¢inu (pritom hlidame, abychom pti kazdém prehozeni poradi dvou sousednich 1-forem baze
zménili znaménko, nebot dz’ A dz/ = —dz? A dz'), dostaneme

dwA x) = (%;;:k dz® A dz™ A LA da:i’“> A (lemjz dz/' A ..o A dxj’) +

+ (—1)F <wi1...ik dz' A LA dxik) A (a)gmla” dz® A dz?' A ... A dle> :

V druhém souctu jsme formu dz® ,piehodili“ za vnéjsi soudin dz’* A ... A da’*, takZe jsme
provedli k£ znaménkovych zmén. Odtud uz je dokazované pravidlo derivovani vnéjsiho soucinu
forem vidét, d(w A x) = dw A x + (=1)*w A dx. Vlastnost druhé vngjsi derivace je velmi
prirozend. Vyplyva ze symetrie (zdménnosti) smisenych parcialnich derivaci funkci druhého radu
a z antisymetrie (,anti-zdiménnosti“, tj. ziménnosti se zménou znaménka) vnéjsiho soucinu. Ale
dokazeme ji podrobné. Opét vyjadiime diferencialni formu w ve slozkach a budeme ji postupné
dvakrat derivovat. Plati

w=wj i dz® A oA de™*, dw = —2Eda A dz A LA da'
1 k 8ma

QR = (a%ludﬁAdx>AdﬂA.uAdﬂV

0x*0xP

Abychom si uvédomili vliv symetrie parcialnich derivaci a antisymetrie vnéjsiho soucinu, upra-
vujme ¢ast mnohonasobného soué¢tu vyjadiujictho formu d%w pro dany vybér indextt i1, .. ., iy:

O*wiy i, .

— e qr e A daP A dat A LA ot =

0xPoze

82(/()1 3 82 7 7 ) )
:<82(191kd$ A da? +81752’“dx Ade' + . Adat A LA dat =

Puwi, i Pwi i, ‘ .
— e St dgt A da? L A dat A LA da™ =0,
K 0x20x! Oxt0x?
Soucet v zavorce se totiz ,rozpadne® na soucet dvojic vzajemné se kompenzujicich vyrazu.
Skutecnost, ze dvoji aplikace operatoru vnéjsi derivace na kteroukoli diferencialni k-formu
déva nulovou (k + 2)-formu, vede k dal$im zajimavym a dulezitym pojmum.

Predpokladejme, ze diferencidlni k-forma w, 0 < k < n—1, je definovdna na oteviené
mnoziné D C R". Tato forma se nazyva uzavrend na D, je-li dw = 0 na D. k-forma
n, 1 < k < n, definovand na oteviené mnoziné D C R"™ se nazyva exaktni na D,
jestlize existuje takova (k — 1)-forma y definovana na D, Zze na D plati n = dy.
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Hned je vidét, ze kazda exaktni forma na D je také uzaviena na D. Je-li totiz n = dy pro
n&jakou formu y, je dn = d?y = 0. Zajimavéjsi je opacny problém: jak rozhodnout, zda forma
uzaviend na D je na D také exaktni. Rozdil obou pojmi ukézeme na prikladu.

Poznamenejme, Ze vnéjsi derivace n-formy je nulova z principu (je to totiz (n + 1)-forma),
a ze 0-forma nemize byt exaktni.

Priklad 12.84: Uzaviené a exaktni formy
Uvazujme o diferencialni 1-formé

Yy x
w= dr — dy,
212 212 Y

definované v celé euklidovské roving R? s vyjimkou poéatku soustavy soufadnic O = (0,0), tj. na oteviené
mnoziné D C R?\ {(0,0)}. Vypocteme jeji vn&jsi derivaci. Plat

Y T

|0 Y 0 Y 0 —x 0 -z
= [83: <$2+y2>dx+ By <x2+y2>dy} A dx + [895 <x2+y2>dx+8y <$2+y2)dy} Ady.

Uvédomime-li si, ze vzhledem k antisymetrii vnéjsiho soucinu plati de A dy = —dyA dz adaA dz =dyA dy =0,

upravime dw do tvaru
0 —x 0 y
dw = {&c <m2—|—y2> — a—y <x2+y2)} dx A dy.

Staci uz jen vypocitat parcidlni derivace a dosadit:

0 —x e 0 Y e d 0
il = — = = dw=0.
O \ 22 + 12 (22 +y2)2" Oy \ 22 + 2 (22 + y?)2

Zadand forma w je na mnoziné D, kterd je jejim definicnim oborem, uzaviend. Je vSak také exaktni? Abychom
to zjistili, hledejme O-formu, tj. funkci f = f(z,y), pro niz by platilo df = w. Parcidlni derivace takové funkce
podle proménnych x a y by musely byt rovny piislusnym slozkdm formy w,

af _ y of z

or x2+y2’ 87y77x2+y2’

S vypoctem se nemusime ani namahat, vratime-li se k piikladim 9.41 a 9.42 v druhém dilu (strany 506 az 512).
Zjistime tam, ze uvedenym podminkdm vyhovuji naptiklad funkce

Y

Z4dné z nich viak nespliiuje podminku df = w na celé mnoziné D. Také tato skuteénost je podrobné rozebrana

f(z,y) = arctg E, nebo f(z,y) = arccos
)

v prikladech 9.41 a 9.42. Hledani O-formy f, jejiz vnéjsi derivace je rovna uzaviené l-formé w, predstavuje
stejnou tlohu jako hledani kmenové funkce k tplnému diferencidlu. A pravé tu jsme tesili v prikladech 9.41
a 9.42.
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Priklad ukazuje, ze ne kazda uzaviena forma na mnoziné D musi byt na D také exaktni. Pro-
blém ovsem neni v samotnych podminkéch kladenych na slozky formy, ale v defini¢nim oboru.
Vzpominate si, ze ,neproblematickymi® defini¢nimi obory v pripadé hledani kmenové funkce
k tplnému diferencidlu byly jednoduse souvislé oblasti? Totéz plati pro pripad diferencialnich
forem.

Je-li diferencialni k-forma, 1 < k < n — 1, uzaviena na jednoduse souvislé oblasti
D C R", pak je na D exaktni.

Dalsi priklady uzavrenych forem, diilezité pro fyzikalni aplikace, uvidime v odstavci 12.3.6.

12.3.4 Zpétny obraz (pullback) diferencidlnich forem ¢ili ,,stahni
zpeét

Zpétny obraz diferencialnich forem je zobrazeni zcela zasadniho vyznamu pro definici integralu,
v niz formy figuruji jako integrované objekty. Umoznuje ,prevadét® k-formy operujici v teénych
prostorech euklidovskych prostorit R™ na k-formy operujici v te¢nych prostorech euklidovskych
prostori R™. Takovy prevod je zprosttedkovan (indukovan) zobrazenimi typu f : R®™ — R™.
Vzhledem k tomu, Ze v pevné zvoleném bodé z topologického euklidovského prostoru R”™ se
diferencialni k-forma ,stava“ kovariantnim k-tenzorem, ktery se vycisluje na k vektorovych
argumentech nalezejicich do tecného prostoru 7T,R™ v tomto bodé, zda se, ze by zobrazeni
euklidovskych prostorti mélo ,,naindukovat“ také odpovidajici zobrazeni tecnych prostoru. A tak
to také je.

Predpokladejme, ze
f:R"s22 — y=f(z

) €
(

je diferencovatelné zobrazeni o rovnicich y® = y f a:l) 1<n, 1 <am,tj.
yl =Y f( 9 n)’
v = ny( ) (12.148)

Zobrazeni

T.f : TR" 3 &(z) — ((f(2)) = Tof(£(2)) € TymR™,
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o oy* f(x
() = 2D

kde Df(x) je Jacobiho matice zobrazeni f v bodé x, se nazyva tecné zobrazeni
k zobrazeni f v bodé x.

(), tj. (12.149)

Pozn. 1: Vztah (12.150) znamend maticové nasobeni. Radkovd matice m slozek vektoru ¢(f(x))
je soucinem radkové matice n slozek vektoru (x) a Jacobiho matice zobrazeni f v bodé x. I kdyz
je tato definice vcelku logickd, prece jen se muze zdat ponékud formalni. M4 vsak velmi nazorny
geometricky vyznam, ktery vystihuje obrazek 12.38.

Pozn. 2: Znaceni slozek zobrazen{ f : R® — R™ symboly y' f(z',...,2"), ..., y™ f(z', ... 2")
se nékomu moZn4 jevi zbytecné sloZité. Stacilo by prece y*(z?). Zkracené oznaceni spocivajici
v tom, Ze nebudeme vypisovat viechny proménné, budeme vyuzivat, ale ve tvaru y® f(z%). Pro¢
vSak ,komplikovat“ zdpis pismenem f? Zapis y*f(x', ..., 2") specifikuje, Ze se jednd o slozku
y® zobrazeni f, kterd je funkci proménnych z!, ..., 2" MizZe se totiZ stit, Ze budeme pracovat
s vice zobrazenimi R” — R™, napriklad f, g, atd., a bude tfeba slozky jednotlivych zobrazeni
rozlisit. Je proto vhodné si na oznaceni zvyknout.

R3

Obréazek 12.38 Tec¢né zobrazeni.

Vektory jsme zavedli v odstavci 12.3.1 jako t¥idy ekvivalentnich kiivek. Predstavme si libo-
volného reprezentanta tiidy definujici vektor {(x) € T,R™, tj. néjakou kiivku C,¢. Pro slozky
vektoru &(z) = C, ¢ plati
- d$icz7£<t)

fla)= S

t=0

Obrazem kiivky C, ¢ pri zobrazeni f je kiivka

f Ocz,ﬁ : (—576) 5t — f oCI{(t) = (ylf oCm(t), - ,ymf Ocmyg(w) S Rm,
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yaf © Cw,E(t) = yaf<xlc$,§(t)7 cee 7$nCI,E<t>) )

kterd lezi v prostoru R™ a prochazi bodem y = f(z). Stava se tak reprezentantem tiidy kiivek
prochazejicich timto bodem a majicich kontakt prvniho rfadu. Tato tiida predstavuje vektor

C(f(x)) o slozkach

_ Ayt folue(t)) Ay f(zh, ... a")
dt Oxt

t=0

oy ft, )|
- W ().

x

P1i vypoctu jsme nepouzili nic, co bychom jiz neznali. Aplikovali jsme pouze pravidlo pro de-
rivovani slozenych funkef y®f o C,¢(t) s vnitinimi slozkami z°C,¢(t), 1 < i < n, které jsou
funkcemi jediné proménné, parametru ¢, a vngjsi slozkou y* f(x!, ..., a™), ktera je funkci n pro-
ménnych !, ..., 2", soufadnic bodu # € R™. JednoduSe feceno, te¢né zobrazeni je pfirozenym
zpusobem indukovdno zobrazenim f tak, ze zobrazi tecny vektor ke kiivce C vedené v prostoru
R"™ bodem z na te¢ny vektor k obrazu f o C této kiivky pri zobrazeni f, lezicimu v prostoru
R™ a prochézejicimu, jak také jinak, bodem f(z).

Pozn. 3: A jesté dalsim zptusobem bychom mohli chépat slozky vektoru ((f(x)) = T, f(&(z)).
Jeho slozka (*(f(x)) je derivaci funkce y® f(x) v bodé x ve sméru vektoru £(x), pokud bychom
pojem smérové derivace zobecnili i na vektory, které nejsou nutné jednotkové. V dalsich od-
stavcich uvidime, ze takové zobecnéni ma dobry smysl.

) dx"C%g (t)

¢ (f(x) -

)
t=0

¢*(f(x))

Pozn. 4: Definici te¢ného zobrazeni jsme pro jednoduchost formulovali pro pripad, ze defini¢nim
oborem vychoziho zobrazeni f je cely euklidovsky prostor R". To nemusi byt vzdy splnéno.
Casté jsou situace, kdy je zobrazeni f definovano na otevienych podmnozinach euklidovského
prostoru. Je-li definicnim oborem zobrazeni f oteviend mnozina D C R", staci v definici zamé-
nit R" za D. Touto zdménou nevznikd zadna potiz. Diky otevienosti mnoziny D je Jacobiho
zobrazeni reprezentované matici parcidlnich derivaci funkei y*f(x!, ..., 2™) podle jednotlivych
proménnych definovano ve vSech bodech mnoziny D standardnim zptisobem. Otazkou je, co se
stane, kdyz definicnim oborem zobrazeni f bude libovolnd mnozina A. Pak zjistime, zda existuje
oteviend mnozina D C R” obsahujici mnozinu A a diferencovatelné zobrazeni f : D — R™, je-
hoz restrikce na mnozinu A splyva se zobrazenim f. Zobrazeni f nazyvame rozsirenim zobrazeni
f na mnozinu D a v bodech mnoziny A definujeme T, f = T, f. Takové tivahy maji samozfejmé
rozumny smysl pro rozumné situace, naptiklad pro kompaktni mnoziny A, které byvaji inte-
gracnimi obory velmi ¢asto. Pro néjaké ,divoké“ mnoziny, které treba ani integrac¢nimi obory
byt nemohou, lze definici te¢ného zobrazeni pomoci rozsiteni zobrazeni f také pouzit, bude
vsak samotucelna.
Priklad 12.85: Tecné zobrazeni prakticky

V tomto piikladu ukédzeme praktické vypocty pomoci te¢ného zobrazeni. Uvidite, Ze i kdyz mozné o te¢ném
zobrazeni ¢tete poprvé, nebudete se vysledktim divit. Nazorné to vidime na obrazku 12.39.




248 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

Obrazek 12.39 Tecné zobrazeni prakticky.

Zvolme otevienou mnozinu D = (r, R) x (0,7) C R? a definujme na ni zobrazeni
f : D> ($1,$2) — (ylf('Tl?xQ):ny(xlva)) € R2

rovnicemi
y (2t 2?) = a2l cosz®, Y f(xt, 2?) = 2t sina?

oy'f  9y’f
Df(CEl,IQ) _ ozt Oxl

Jacobiho matice je

ay'f  oyif
Ox2 Ox2

cos 2 sin 22
—zlsinz?  a!cosa?
r=(x1,22?)

Pro teény obraz ((x) = T, f(£(x)) vektoru

fa) = ()2

2a
B oyl f 0 oy* f 0
((f(a)) = ( oo ﬁ@)) W | ( o fQ(I)) azﬂ‘fm '

Vysledek zapiSeme pro prehlednost zkracené, bez formélntho vypisovani boda = a f(x):

0
+ 52@)@

T

dostaneme

y* f
0x?

oy' f
Oz?

¢ (z) +

x

¢ (z) +

x

0 0
1 2 212 1ain 2 4 ¢2.1 2
= cosr” —E&“x sinxy + sinx”® 4+ £°x” cosx .
C= (¢ cosa? 0 sina?) 5oy + (€' sina + €20 cosa?) 5
Pro lepsi pfedstavu o prirazeni vektortu ¢ vektorim & vycislime obrazy vektora £ = % ay = %. Staci jen
do vztahu pro ¢ dosadit slozky & = (1,0), & = (0,1) a dostaneme slozky vektorii {1 a (o:

2 2 1 2).

(1 = (cosa?,sinz?), ¢ = (—a'sinz? 2’ cosz

Jestli vam zfskané vztahy zatim nic nefikaji, zaméiite tieba oznaceni (z',z?%) za (o,¢) a oznadeni (y',y?) za

(z,y), prohlédnéte si poradné obrézek 12.39 a srovnejte jej s obrazkem 5.9 v druhém dilu na strané 112.
A jesté jedna typicka situace, znazornénd na obrazku 12.40: Zvolme otevienou mnozinu D = (0, §)x (0, %) C
C R? a zobrazeni

fiD3z=(a"2%) — f(z)= (y' f(=" 2%), 9 f(a",2?),°f(a',2%)) € R?
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definujme rovnicemi

Ysinz?,  y?f(2!,2?) = sinz? 2 2

y f(zt, 2%) = cosx sinz?, Y3 f(a!,2?) = cosa?.

Obrézek 12.40 Tecné zobrazeni prakticky — jesté jednou.

Ze zadéani je ziejmé, Ze proménnymi ' a 22 jsou azimutalni thel ¢ a sféricky tihel ¥ kulovych soufadnic

(kapitola 5). Obrazem mnoziny D je osmina jednotkové kulové plochy bez okrajovych kruhovych oblouki, lezic
v prvnim oktantu. Jacobiho matice je

1 2 3
Df(xl x2) _ % 63yx1f aaymlf _ —sina'sina? cosa!sina? 0 .
' y'f oy’f 8y’f cosxlcosx? sinxlcosx? —sinaz?
Ox? Ox2 Ox2 z=(z1,22)
Tak tieba pro hodnoty ' = ¢ = % a #* = ¢ = Z dostaneme

V3 1

T 1 V3 V3 T 4 1 0

f(777): VR R Df(faf):

36 44 2 36 V3 3 _1

Z 4 2

Prvni fadek Jacobiho matice predstavuje slozky vektoru (1 (f(x)) = T, f (% x) (te¢ny vektor k ,geografické
rovnobézce“) a druhy radek slozky vektoru (o(f(z)) = To f ( % |w) (teény vektor ke ,geografickému poledniku®)

v bézi (6%1, %, ‘9%3>f(x)' Velikosti téchto vektoru jsou |Cl (f(x))| = sin 22, |C2 (f(x))| =1

V prikladu 12.85 jsme se mohli presvédcit, ze tecné zobrazeni indukované zobrazenim f
euklidovskych prostort neni nic, s ¢im bychom se jiz nesetkali. Funguje presné tak, jak jsme
zachéazeli s teCnymi vektory k souradnicovym krivkdm v kapitole 5. Rozdil je pouze v tom, ze
jsme nyni podlozili nazornou predstavu i formalné, korektni matematickou definici.

Vsechny ,pripravné prace“ pro definici zpétného obrazu forem jsou provedeny a muzeme ji
rovnou formulovat.
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Necht D C R" je oteviend mnozina a
f:D>x — y=f(zx) eR™
je diferencovatelné zobrazeni o rovnicich y* = y® f(2%), 1 <i <n, 1 < a < m, tj.

yl = ylf(xlﬂ"’7xn)’
y2 - y2f(x17"'7xn>7

y" = ymf(xl,...,a:”).

Nechf w je k-forma, 1 < k < m, definovand na oteviené mnoziné V' C R™ obsa-
hujici obraz f(D) mnoziny D zobrazenim f. Zpétngm obrazem neboli pullbackem
formy w indukovanym zobrazenim f rozumime k-formu 7 definovanou na mnoziné
D a splnujici rovnost

@) (&), &) = w(f(2)) <Tzf(§1(x)>, - ,TJ(@(:::))) (12.151)

pro kazdy bod x € D a kazdy soubor vektoru & (x),...,&(z) € T,R™. Znacime
n = f*w. Pullbackem 0-formy w rozumime 0-formu f*w = w o f.

Zobrazeni
o MR 3w — ffwe AR, 0<k<m, (12.152)

se nazyva zpétny obraz (pullback) diferencidlnich forem indukovany zobrazenim f.

Pozn.: Pokud by definiénim oborem zobrazeni f, popripadé formy w, byla jind mnozina nez ote-
viena, miuzeme pouzit rozsiteni definicniho oboru zobrazeni f, popripadé formy w, na otevienou
mnozinu, jak je to popsano v poznamce 4 pred prikladem 12.85.

Definice zpétného obrazu (pullbacku) znamend Ze k-tenzor n(z), ktery je obrazem bodu
xr € R" k-formou n = f*w, a operuje tedy na tecném prostoru 7T, R™ k R™ v bodé x, priradi
libovolné usporadané mnoziné k vektoru (gl(x), o ,&(:1:)) z tohoto teéného prostoru k R"
stejné realné ¢islo, jaké prifadi k-tenzor w( f (x)) (obraz bodu f(z) € R™ k-formou w) uspo-
rddané mnoziné tecnych obrazu (Tx f&(x), ..., Tf (fk(x))) téchto vektort. Pro 2-formy to
schematicky znazornuje obrazek 12.41.

Jinym grafickym znazornénim a pomtckou pro spravnou interpretaci pullbacku je komuta-
tivni diagram na obrazku 12.42.

Oznaceni T, f X - -+ x Ty, f v obrazku 12.42 znamena, Ze kazdé usporadané k-tici (fl(x), ce
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Obréazek 12.41 K interpretaci pullbacku — 2-formy.

Obrazek 12.42 K interpretaci pullbacku — komutativni diagram.

§k(x)) e T,R" x --- x T,R™ je pfirazena usporddand k-tice te¢nych obrazu vektoru & (x),. ..,
& (@), . (Tof (&), Tof (&(2))) € Ty R™ x -+ x Ty R™.
Priklad 12.86: Pullback 1-forem baze

vvvvv

e AMi(R™), 1 < a < m, zobrazenim f : D 3 x — f(z) € R™. Jako obvykle D C R™ je oteviend mnozina,
v = (2. .,2"), flx) = (y'f(a'...,2™),...,y™f(z',...,a")). Zvolme bod z € R" a vektor {(z) € T,R"
libovolné. Podle definice zpétného obrazu plati

(f* dy*)(2) (&(2)) = dy® (f(2)) (Lo f(£(2))) -
Slozky vektoru ¢(f(z)) = T, f(£(z)) jsou podle vztahu (12.149)

() = 2D e
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Tenzor dy® (f(:v)) prifazuje vektoru ((f(x)) € Ty R™ jeho a-tou slozku, proto

0y f(w)
T 9gt

€' ().

x

(f* dy™)(z) (§(x))

i-tou slozku vektoru £(z) vSak milZeme napsat ve tvaru dz‘(z)(¢(z)). Odtud

(" @y () (e(a)) = 2T

Ziskany vztah plati pro libovolny bod = definiénfho oboru zobrazeni f a libovolny vektor £(z) z teéného prostoru
v tomto bodé. Plati tedy pro zobrazeni jako takova, coz znamend, Ze formy vystupujici na jeho levé a pravé
strané jsou si rovny. PrepiSeme proto vztah tak, ze vypustime psani bodu z a vektoru &(z):
oy f
“dy® = .
I dy ox*
Druhy zépis ve vztahu (12.153) umoziuje vyjadfit formy f* dy® ,souhrnné* pomoci formalniho
maticového nasobeni.

da’, (f*dy* ... fr*dy™)=(d=' ... da™)Df. (12.153)

V nasledujici vété uvedeme vlastnosti zpétného obrazu forem.

Véta 12.27 (Vlastnosti zpétného obrazu): Necht D C R™ je oteviend mnozina

af: D — R™ diferencovatelné zobrazeni. Predpoklddejme, Ze na otevrené mnozine
V C R™, pro niZ je f(D) C V, jsou definovdiny k-formy wy, we, w al-forman, a ddle
necht B, € R jsou libovolné skaldry. Plati

fr(Bwr +yw2) = Bf*wi + v f w2, (12.154)

tj. zobrazeni f* je linedrni,

frlwonn) =fwA fin, (12.155)

ffdw=df'w. (12.156)

Dokéazat prvni dvé vlastnosti primo z definice je jednoduché, proto oba dikazy ponechame
pro cviceni a zaméfime se na tret{ vlastnost. (V dikazu budeme disledné vypisovat argumenty
zucastnénych zobrazeni, coz sice umozni pochopit vypocty, je to vsak ponékud méné prehledné,
nez bez vypisovani argumentti. Méné trpélivi ¢tenafi, kteri si feknou, ze vlastnosti zpétného
obrazu popisované ve vété jsou tak jednoduché, ze jim jisté lze vérit, mohou dikaz preskocit
a prejit rovnou k praktickym prikladim v zavéru odstavce — priklad 12.89 a nasledujici.)

Vztah (12.156) zvlast dokézeme pro O-formy. Jako O-formy jsme totiz dodefinovali funkce.
Nejsou to tedy formy ,v pravém slova smyslu“. Diikazy proto pro né musime vést oddélené.
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Pozn.: Uvédomte si, ze na zékladé platnosti vztahu (12.155) lze vztah (12.154) zobecnit i na
pripad, kdy g a ~ budou funkce na V',

Jr(Bur +qwa) = (Bo f)ffwi+ (vo f)ffws.

Predpokladejme, ze F': V 2y — F(y) € R je diferencovatelnd funkce na mnoziné V. Pak
podle definice pullbacku je f*F = F o f. Vypocteme levou i pravou stranu vztahu (12.156).
V obecném bodé x plati

fraF =g <§f dya> oy (8F> 7yt = (aF : f) W o =

oy* oy~
— [*dF]|, = ag ) 8yaf @) gt
" ltw 9%

P1i vypoctu jsme uzili jednak vlastnost (12.155) zpétného obrazu, jednak vztah (12.153) pro
f*dy®, ktery jsme odvodili v piikladu 12.86. Nyni vypocteme pravou stranu rovnosti (12.156).
Zde vyuzijeme pravidlo pro derivaci slozené funkce:

IF (y)
oy~

oy° f ()

F . )
df F=d(Fof)= 8a;fdxz — df'F|, = da'.

x

oxt

f(@)

Ziskali jsme stejny vyraz jako pii tipravé levé strany vztahu (12.156), a tim jsme jej dokazali.
Zatim vsak jen pro O-formu. Z prikladu 12.86 mame také dikaz pro prvky béaze 1-forem. Pro
obecnou 1-formu provedeme diikaz (formou ptikladu) rovnéz z definice, abychom se s ni dobte
szili. Nejprve vSak provedeme , pripravny a zaroven ,,cviény*“ krok: vypocteme pullback obecné
1-formy indukovany zobrazenim f.

Priklad 12.87: Zpétny obraz obecné 1-formy
ZapiSme 1- formu w € A1 (R™) a pilusny 1-tenzor w(y) € A1(T,R™) ve slozkéch:
w=wady®, w(y)=waly)dy*(y).

Pozn.: Uvédomujete si dobfe vyznamovy rozdil téchto zapisi? Pro zopakovani si jej pfipomenme (viz téZ po-
drobnou pozndmku za definici k-formy). V souvislosti s nasim dikazem je forma w € A;(R™) zobrazeni

w: R" sy — w(y) € AMi(TL,R™),
prifazujici bodim euklidovského prostoru R™ 1-tenzory, zatimco

w(y) : T,R™ 3 ¢(y) — w(y)(l(y) €R

je 1-tenzor v bodé y, tj. zobrazeni pfitazujici jednotlivym vektorovym argumentim ((y) z te¢ného prostoru
k R™ v bodé y redlna cisla.
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Pokrac¢ujme v dikazu. Vyéislime formu w v bodé y = f(z) € R™ na vektoru C(f(x)) € Ty R™. (UmysIné
vypisujeme vSechny argumenty zcela dusledné.) Plati

w(f(@) (C( (@) = wa () dy™ (F(2)) (¢(f())) = (wa 0 F)() ¢ (f(a)) -

Je-li vektor ¢(f(z)) te¢nym obrazem vektoru &(z) € T,R™, {(x) = () %‘x, pak
oy~ ;
() = 2T i),

Dosazenim do pfipraveného ,polotovaru w(f(x))(¢(f(z))) dostaneme

(1) (@) = (1) (T (E))) = (a0 1)) 2T @)

Zapiseme-li slozku &!(z) vektoru &(z) (vektor v bodé x) jako hodnotu prvku dz‘(x) baze 1-tenzorii v bodé
x € R™ na vektoru £(z), jako jsme to udélali v pfikladu 12.86, dostaneme

w(F@) () = 0 (F@) (T F(6@) = (a0 f)(a) 21D

Podle definice pullbacku je f*w(z)(§) = w(f(2))(Tuf(£(x))). Oznadme 1 = f*w a zapiSme tenzor n(z) ve
slozkéch (které zatim nezndme, ale nepochybné je uréime z definice pullbacku):

n(z) = ni(w)da’(z) = n(z)(E(2)) = mi(x)dz’ (z) (£(2)) -
Srovnanim vyrazi pro n(z)(£(z)) a w(f(x)) (Txf(£(2))), jak Z4d4 definice pullbacku, dostaneme

) o' () (€)= wa (1)) 22T i e

Tato rovnost dvou redlnych ¢isel (tj. hodnoty formy 7 na levé strané v bodé z na vektoru £(z) a hodnoty formy
w v bodé f(x) na vektoru T f(£(z))) musi oviem platit pro libovolng bod x a libovolny vektor &(z) € T,R™.
Dostavame tak vztah pro formu g = f*w € A;(R™) ve slozkéch, uz bez vypisovani bodu z,

* a @ 7
n=ffw= gﬂf (wq o f)dx (12.157)
resp. jen pro slozky
oy f : o
i = Or (wa o f), meboli n; = (Df)f (waof),
kde Df je jako obvykle Jacobiho matice zobrazeni f. Maticovy zapis ma tvar
3yllf 8y21f i
m ox ox ox w1
aylf  9yif y™f
2 _ 8yx2 ayxz e gxz w2 .
TIn T oy'f  oy’f . oy™ f Wm f(z)
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= (M)e = Df(z)(w)fz) mnebo bez argumentt (n) = Df (w).

Oznacenim (7)), resp. (w) ¢() mame na mysli sloupcovou matici n slozek 7;(x) formy 7 jako funkci proménnych

x = (x',... 2"), resp. sloupcovou matici m funkei (wy o f)(z), rovnéz proménnych z = (z!,...,2"). Pfitom

wa (y) jsou slozky formy w v obecném bodé y € R™.

Priklad 12.88: Dikaz vztahu (12.156) pro 1-formy z definice

Slibili jsme si dikaz vlastnosti (12.156) ve vété 12.27 pro 1-formy pifmo z definice. Pouzitim vlastnosti
(12.154) a (12.155) a vysledku piikladu 12.87 bychom jiz mohli provést dikaz zcela obecné. A také to za chvili
udélame. Porozumét dikladné definici zpétného obrazu je vsak pro dalsi postup v teorii integralu nezbytné.
Nejlépe se to podafi pro formy nizkého fadu. Proto pro 1-formy provedme ditkaz z definice. Nejprve budeme
opét dusledné vypisovat vSechny argumenty (body a vektory), abychom si dobre uvédomili, které veli¢iny figuruji
jako proménné funkci, které se budou ve vypocétu objevovat. Pozdéji psani argumentt vypustime, abychom si
dobie zafixovali strukturu ziskanych vztahi. Ctenafi, kteif pojem zpétného obrazu dobie pochopili a nebavi je
,prokousavat“ se dalsimi vypocty s mnozstvim argumentt, mohou priklad preskocit.

Zapisme tedy 1-formu w ve slozkdch a pocitejme nejprve jeji vnéjsi derivaci a pak pullback indukovany
zobrazenim f.

) = wal) (), o) = 222 @y () Ay 0).

A nyni pro konkrétni bod z € R"™ a vektory & (x),&(x) € T,R"™, tj. y = f(x), G(f(x)) = Tzf(fl(m)),
G(f(x) = Tuf (a(x)):

(" dw)(@) (61(2), &(x)) = dw(f(@)) (G (£(@)), C2(F@)) ) =
_ Owg,
-

Owey

of

ay’ (F@) A dy* (£@) (G (F@), G(F(@)) =

(NG (@) - & @) () =

B fe4 ) ]
- Seog] HIDWID (Gaige) - ghwie] ).

Vysledek opét plati pro libovolny bod = a libovolné vektory &1 (z) a &2(z) z tefného prostoru k R™ v tomto
bodé. MuZeme jej proto psit bez vypisovani argumentu ve tvaru

Frdw = <aw°’ f) O 0T 4 p i (12.158)

Owg,

T

oyP Ozt Oxd

Ziskany vztah (12.158) je levou stranou vlastnosti (12.156) pro 1-formu w. Poéitejme ted pravou stranu, nejprve
opét pro konkrétni argumenty. Nejprve tedy vypocteme pullback formy w indukovany zobrazenim f a potom
vnéjsi derivaci. Pro vyjadreni pullbacku vyuzijeme pro ten ucel pripraveného vysledku priklad 12.87. Plati

ayf()

frw(@) = wa o fl, da’ ().

Pro vypodcet vnéjsi derivace ziskané 1-formy pouzijeme vztahu (12.142). Dostaneme

a(rw)@) = 2 |wao @) 2T gt 1 awia) =
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_ Owa o f)(x) Oy f(x) ; o y “f(@)
e pvat ‘(z) A da? (z) + (wa © f)(2) 5 DO

Druhy ¢len v ziskaném vyrazu je nulovy vzhledem k zdménnosti (symetrii) smiSenych parcidlnich derivaci
druhého tadu funkei y®f(z) a antisymetrii vnéjstho sou¢inu. (Vzpomenete si, kde jsme téchto vlastnosti jiz
jednou vyuzili? Bylo to pii ditkazu vlastnosti d?w = 0.) Nyni uZ staéi si uvédomit pravidlo pro derivaci slozené

dz'(z) A dad ().

funkce:
O(wa o f)() _ dwa (y) of ayﬁf(x)
Oxt oyP , 01
a dostavdme pravou stranu dokazované vlastnosti (12.156), opét uz bez vypisovani bodu x
Owa O f oy f i
d(frw) = <86 f) o o dat A de (12.159)

Vztahy (12.158) a (12.159) jsou shodné, vlastnost (12.156) ve vété 12.27 jsme dokdzali pro 1-formy.

V dikazu vlastnosti (12.156) pro obecnou k-formu bychom dale mohli pokrac¢ovat indukci
vzhledem k faddu formy k&, nebo piimo, pouzitim vlastnosti (12.155). Zvolme druhou moznost.
Budeme pracovat s ,ispornym® vyjadienim forem ve slozkach, tj. bez vypisovani argumenti.
Pro obecnou formu w € Ai(R™) plati

W= Way..ap Y™ A .0 A dy™*,

Owa,...a
dw = 5 alka dy®™+ A dy®t A oA dy®t =
Y

dy™ A ... A dy®* A dy®rt

dz' A LA dat

= (-1 (80} o f) GRS R st

orit 7 Jxikt
A ted naopak. Nejprve vypocteme f*w a pak df*w
ffw=(Wayar 0 ) [T (dy™ AL A dy™) =

ayoq 8yak
dxin T Oz

= (Wal.“ak o f) d]}“ VANVAN d.Z'lk ,

=2 oy*! Y™\ 1 i it i _
df W = Oxik+1 ((Wal...ak o f) it e D >d$ 1A det A LA dot =
Howano ) O O] |
= (=1 . 21 U1
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0 dy™ Ay**
xi+1 \ Oxit T Ogik
Druhy sé¢itanec je nulovy, opét v disledku symetrie smiSenych parcialnich derivaci druhého radu
a antisymetie vnéjsiho souc¢inu. Proto

O Way..ap, © f) Oy Oy**
Oz ik+1 orit = Ok

+ [(Wm...ak o f) P ﬂdxi1 A oA dat A ot

dffw = (-1) { ]dmil A oA datt A date

Pouzitim pravidla pro derivaci slozené funkce

NWay..ap © f) (&uilmak . f) Dyer+1

Oxik+1 8yak+1 Ortk+1

dostavame konecny vyraz pro df*w

0w, ..o Oy~ Oy e+
(o) P
Oyk+1 Oxh Oxtk+1

dz®n A oA dater

dfw=(~1)" (

shodny s vyrazem pro f*dw.
Priklad 12.89: Zpétny obraz prakticky: pullback ,,vyrabi“ jakobiany

Prakticky vypocet zpétného obrazu si zkusime na typickém piikladu transformace souradnic. Pfi integraci
je obvyklé pracovat v souradnicich, které néjakym zptisobem odpovidaji symetrii tlohy. V roviné jsou to casto
soufadnice poldrni. Pfechod (g, ¢) — (x,y), © = ocosp, y = psinp, od poldrnich ke kartézskym soufadnicim
transformuje otevieny, resp. uzavieny obdélnik (0, R) x (0, 27), resp. [0, R] x [0, 27| na otevieny, resp. uzavieny
kruh K = {(z,y) € R?| 0 < 22 + y? < R?}, resp. K = {(z,y) € R?| 0 < 2% 4+ ¢y? < R?}. Také miiZe jit o trans-
formaci mnoziny (0, 00) x (0, 27) na euklidovskou rovinu s vyjmutou nezdpornou poloosou z, ¢i o transformaci
mnoziny [0,00) x [0, 27] na celou euklidovskou rovinu. Jsou mozné i jiné situace, lisici se vychozi volbou defi-
ni¢niho oboru polarnich souradnic. Podivejme se na problém takové transformace z hlediska zpétného obrazu.
Definujme zobrazeni

f:D=(0,R)x(0,2m) > (0,) — (x,y) ER? a=opcosp, y=psing.

Netrividlni formy na R? jsou pouze O-formy, 1-formy a 2-formy. Vypoéteme zpétny obraz 1-forem dz a dy
a 2-formy dz A dy indukovany zobrazenim f. Podle vztahu (12.157) je

0 0

ffde = —xdg—o— id(pzcoscpdg— osinpdyp,
0o Op
0 0

ffdy = —ydg+ —ydga:singodg—i—gcoscpdtp.

0o Op
Pro vypocet zpétného obrazu formy dz A dy pouzijeme vztah (12.155), tj.

ffdz A dy) = f*dz A f*dy = (cospdo — esinpdp) A (singpdo + ocospdy) .
S uvézenim vlastnosti vnéjsiho soucinu (linearita a antisymetrie) dostaneme

f*(dz A dy) = odo A dep.
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Piipomenime si, Ze forma dz A dy € A(R?) v pevné zvoleném bodé je kovariantni antisymetricky 2-tenzor, ktery
predstavuje objemovy element (odstavec 12.2.7). Objemovy (presnéji plosny) element v polarnich soutadnicich
je tedy pdo A dy. Tento vysledek nam jisté pripomind tvahy, které jsme vedli v kapitole 5.

Inverzn{ zobrazeni f~! pfevddf mnozinu R?\ [0, c0) na otevieny obdélnik D. Vypoéteme zpétny obraz forem
do, dy a doA de, definovanych na D, indukovany zobrazenim f~!. Nejprve je tieba explicitné vyjadiit proménné
0 a @ jako funkce proménnych z a y. Tento problém jsme probrali podrobné v kapitole 5, uvedeme proto jen
vysledek:

vz +y?,

Q =
P = ATCCOoS — o pro ¢ € (0,7]
1’2+y2
p = 2 — Arceos — e pro ¢ € (m,2m).
Va2 42
Pak 9 9
L 4 4 T Y

fH'do=—dz+ —dy = dx + dy,
( ) ox (9 1/‘%-24_:1/2 /.T2+y2

Y
=% d
oz " oy a2t y? x+x2+y2

1
TV

dy,

dz A dy.

V prikladu 12.89 jsme se presvedcili, ze pullback skutecné ,vyrabi jakobiany“. Plati to
samoziejmé obecné. Piedpoklddejme naptiklad, Ze zobrazeni f je transformaci soufadnic v R3,
tieba kiivo¢arych na kartézské. Dejme tomu, Ze je definovano na oteviené mnoziné D C R?,

f: D> (u,v,w) — flu,v,w) = (xf(u,v,w),yf(u,U,w),zf(u,v,w)) € R3.
Vypocteme zpétny obraz objemového elementu dx A dy A dz. Plati

ff(dx A dy A dz) = f*de A ffdy A frdz =
(a ot G do xfdw)A<ayfd“+ayfdv+ayfdw)/\
ou

ou 6 ow ov ow

ou ov ow

Determinant Jacobiho matice, ktery se ve vysledku objevil, je jakobian, az na pripadné zna-
ménko. To souvisi s tim, jaké poradi parametru u,v,w je ,to spravné“. (Timto problémem
se budeme zabyvat pozdéji.) Ze struktury vypoctu je okamzité vidét, ze pti kaZdé transfor-
maci f: D > (ub,...,u") — (z',...,2") € R", kde D C R" je oteviend mnozina a rovnice
zobrazeni f maji tvar z7 = 27 f(u', ..., u"), 1 < j < n, bude platit

A<8Zfd L % g, +8Zfdw> = (det Df)du A dv A dw.

fAdat Ao A da™) = (det Df)du AL A du™. (12.160)
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Priklad 12.90: Zpétny obraz prakticky — jesté jednou

Uvazujme nyni o zobrazeni predstavujicim prevod kulovych soufadnic na kartézské. Zvolme za definiéni
obor sférickych soufadnic opét otevienou mnozinu v R?, konkrétné D = (0, R) x (0,7) x (0,2m). (I jind volba
defini¢niho oboru je mozna, typicky napiiklad D.) Pfevod ze sférickych do kartézskych soufadnic je dan zobra-
zenim

x =rsindcosy, y=rsindsing, 2z=rcos?.

Vypocteme postupné zpétné obrazy f* dx, f*dy, f*dz, f*(dyA dz), f*(dzAdz), f*(dzAdy), f*(dzAdyAdz).
Pfedem tusime, Ze posledni z nich, tj. pullback kartézského objemového elementu, by mél vyjit r2sin ddrAddAde.
Vzhledem k tomu, Ze zde nehrozi riziko zdmény zobrazeni (mame jen jedno, f), budeme uz jednoduse pouzivat

zapis x = x(r,d, ), ... namisto podrobnéjstho x = xf(r,d, ¢), ..., u parcidlnich derivaci pak zapis %, apod.
Plati
ox ox Ox
de = —d —dd+ —d
Jrde = 5o drt g5 dv+ 5o de,
dy 9y 9y
dy = ==d —=dd+ ==d
Frdy = 5 dr+ gy 40+ 5,49
9] 3] 3]
Frde = Cdr+ Zav+ .

or oY Oy
Vzpomenme si, ze formalné mtizeme predchozi t¥i rovnice zapsat ve tvaru maticového nasobeni

oz Oy 9z
or or or

(f*de frdy frdz)=(dr d0 dy) | & 2 2

dz Oy 9z
dp  Op  Op

frdx
fFdy = sindsinedr + rcos¥sinpdd + rsind cos pdyp,
f*dz = cosvdr —rsinddd.

sind cos pdr + rcosdcospdd — rsindsinpdyp,

f (dy A dz) = (sind¥sinpdr + rcos¥sinpdd + rsind cos pdp) A (cosddr — rsinddd) =
= (r?sin® ¥ cos ) d A dy + (rsintd cos ¥ cos ) dp A dr + (—rsinp)dr A do,
f*(dz A dz) = (cos¥dr — rsind dd) A (sind cospdr + rcosv cos p dd — rsind sin p dy) =
= (r*sin® ¥sin @) d¥ A dep + (rsind cos Isinp) dp A dr + (rcos)dr A do?,
f*(dzAdy) = (sin 9 cos ¢ dr—+r cos 9 cos @ dd—r sin ¥ sin i d) A(sin 9 sin ¢ dr+r cos 9 sin ¢ dd+r sin 9 cos o dp) =
= (r’*sind cosd) dd A dp + (—rsin?9)dp A dr.

Zpétny obraz objemového elementu muzeme pocitat nékolika zptisoby a vSechny vysledky by mély byt stejné.
Plati totiz
ffdzAdyAdz) = f*(deAdy) A ffdz= f"de A f*(dy A dz) =

= f*(dzAdx) A ffdy = fr*de A ffdyA ffdz=...
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Pocitejme jeden z nich, ostatni pro procviceni spocitejte sami. Plati
frdxAdy)A ffdz =
= [(r*sind cos¥) dY A dy + (—rsin® ) dp A dr] A (cosddr — rsind dd) = r?sinddr A d9 A dp.

Pullback forem definovanych na mnoziné D indukovany zobrazenim f~! vypoctéte v ramci cviceni.

Priklad 12.91: Zpétny obraz prakticky — potreti

Vratme se k druhé ¢dsti piikladu 12.85 s tim, Ze proménné z' a 22 oznadime ¢ a ¥, jak odpovidé jejich
geometrickému vyznamu, a proménné y', 32, y> oznaéme z, y, z, jak je u kartézskych soufadnic obvyklé.
Pracujeme tedy se zobrazenim

3]l

Tz =cospsintg, y=sinpsiny, z=-cosd.

™
S =

2} > (@>ﬁ) — (x7y7z) € Ilga

Urcime zpétné obrazy 2-forem dy A dz, dz A do a dz A dy. Maji svij geometricky vyznam, k némuz se vratime
pozdéji. Nejprve vypocteme zpétné obrazy 1-forem dx, dy a dz:

f*dx = costcospdd —sin¥sinpdy,
fdy = cos¥sinpdd + sind cos p dy,
ffdz = —sinvdd.

fH(dy A dz) = (cos¥sinpdd + sind cos o dp) A (—sindd dd)) = sin® ¥ cos pdd A d,
f*(dz A dz) = (—sinddd) A (cos ¥ cos p d — sin ¥ sin p dy) = sin? ¥sin pdd A de,
f*(dx A dy) = (costcospdd — sin¥dsinp dy) A (cosd sin ¢ d) + sin ¥ cos p dp) = sind cos ¥ dd A de.

Hned se nabizi otdzka, zda a jak souvisi koeficienty u souc¢inu dd A d¢ s Jacobiho matici zobrazeni f. Jacobiho
matici snadno spocteme:

9 9 9
Df = E 9 9 _
ozf  Oyf Ozf

oxf dyf  ozf (
op op Op

costcosy cosv¥sing —sind >

—sindsingy sindcosy 0

Vidime, Ze funkce stojici u vnéjsiho soucinu d A de pii vypoctu pullbackt f*(dyA dz), f*(dzA dz), f*(dzA dy)
jsou prislusné subdeterminanty druhého fadu Jacobiho matice, tj. rovnéz urcité jakobiany.

Také vysledek prikladu 12.91 Ize zobecnit. Necht D C R"™ je oteviend mnozina a

f: D3, .. ,u") — (z},...,2™) € R™,

kden <max®=2x%f(u' ... ,u"), 1 < a < m, jsou rovnice zobrazen{ f. Vypocteme pullback
forem dz®t A ... A da®" zobrazenim f. Dostaneme, opét s vyuzitim antisymetrie vnéjsiho
soucinu,

FAZ A LA da®) = A A LA Frden =
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B oz f oz f oz f oz f B
_<8u1 du" + +3u” du)/\.../\(au1 du* + +8u” du™ | =

= (det D) 2 du' A ... A du”,

kde (det Df)7' " je minor (subdeterminant) Jacobiho matice zobrazeni f vytvoreny ze vSech
jejich radku a ze sloupct s indexy ayq, ..., a,.

12.3.5 Derivovani diferencialnich forem — Lieova derivace

V tomto odstavci se seznamime s dalsim typem derivace diferencialnich forem. Ptujde o to, jak se
diferencialni forma ,,méni podél zadaného vektorového pole“. S néc¢im podobnym jsme se uz se-
tkali. Slo o smérovou derivaci funkce, jiZ jsme se zabyvali v odstavci 9.2.4. Jeji hodnota v daném
bodé predstavovala zménu hodnoty funkce pii ,elementarnich® zménach (vsech) proménnych
vazanych na primku o jednotkovém smérovém vektoru § jdouci timto bodem, pficemz tato
zména byla vztaZzena k ,elementarni“ zméné (jediné) proménné parametrizujici tuto primku.
Co to ale znamena zména podél vektorového pole? Abychom to vyjasnili, vylepsime (zpfesnime)
znamy pojem integralnich krivek vektorového pole. Predpokldadejme, ze v euklidovském pro-
storu je zaddno diferencovatelné vektorové pole € : R" > & — £(x), £ =& a(?ci' (Pripomenme,
ze slozky &' diferencovatelného vektorového pole £ jsou diferencovatelnymi funkcemi bodu z,
tj. proménnych x!, ... ™) O integralnich ktivkach vektorovych poli (proudnicich, silo¢arach,
indukénich Cardch, apod.) jsme uz mluvili v odstavcich 9.3.2 a 9.4.1. Vime, Ze se jedna o jed-
noparametrickou soustavu kiivek v prostoru takovou, ze vektor £(x) je tecnym vektorem ke
ktivece, ktera prochazi bodem x € R™. Definice integralni kiivky na strané 572 druhého dilu by
pro vektorové pole, oznacené nyni £, znéla konkrétné takto:

Integralni kiivkou vektorového pole (z) definovaného na oteviené mnoziné D C R"
rozumime kazdou krivku

C:(-ce) 3t — C=C(t) = (2'C(t),...,2"C(t)) €R",
pro kterou plati

de(t) daic(t)

- =8m), 6 =57 =¢(cw), 1<i<n,

pro vSechna t € (—¢,¢), pro kterd z(t) € D.

Tuto myslenku budeme nyni modifikovat do podoby vhodné pro zavedeni pojmu Lieovy
derivace forem.
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Necht D C R" je oteviena mnozina a {a,} systém zobrazeni
ay: D3>x — ay(z) € R", (12.161)
kde pro jisté € > 0 a vSechna u € (—¢,¢) je ay,(z) € D s vlastnostmi:

e zobrazeni «, jsou prosta a diferencovatelnd, inverzni zobrazeni jsou rovnéz
diferencovatelnd (takova zobrazeni se nazyvaji difeomorfismy t¥idy C1),

e pro kazdy bod z € D je ap(x) = z, tj. ap = idp,

e zobrazeni
a: (—e,e) x D3 (u,z) — alu,x) = a,(r) € R"

je diferencovatelné,
® v, 0, = 4, pro kazdé dvé hodnoty u,v € (—¢,¢),
Zobrazeni {a, | u € (—¢,¢)} tvori vzhledem ke sklddani komutativni grupu, zvanou
lokalni jednoparametrickd grupa transformaci prostoru R™. V ptipadé, ze je systém

zobrazeni {c,} definovan na celém prostoru R", jde o jednoparametrickou grupu
transformaci prostoru R™.

A co ted? Predevsim provérte pro mnozinu {«, | u € (—¢,¢)} axiomy grupy. Je to jednodu-

.....

a uvazujme o zobrazeni
a;: (—e,6) 2 u — a,(u) = alu,z) € R".

Toto zobrazeni definuje krivku v R", ktera prochazi bodem z, konkrétné je o, (0) = z. A ke
krivce muzeme sestrojit tecny vektor v bodé z,

. iy datag(u)
E(x) =dy, tj. &(x)= e . (12.162)

Jednoparametrickd grupa tedy generuje diferencovatelné vektorové pole na D (poptipadé R™).
A také naopak, ale jen lokdlné. Je-li & € V(R™) diferencovatelné vektorové pole na R™, popti-
padé na oteviené mnoziné D C R", pak ke kazdému bodu zy € R", resp. o € D, existuje
okoli W, ¢islo € > 0 a jednoznacné urcend lokélni jednoparametrickd grupa {o,} tak, ze pro
vSechna © € W a vSechna u € (—¢, ) plati

_ da'o, (u)

bay@) = E(au(@)), ti. (@) = i , (12.163)

au(z)
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ale také

fo) = J@) gy - W@ Tau() —atao(@). (12.164)

0
du u—0 du o U u

pro 1 < i < n. Definici jednoparametrické grupy transformaci euklidovského prostoru prislusné
vektorovému poli nazorné ilustruje schematicky obrazek 12.43.

O[()(W) =W
a, (W)
(W) = a0 (W)

o, (1)

Obrazek 12.43 Jednoparametricka grupa transformaci a vektorové pole.

V obrazku jsou vyznaceny dva rtuzné body z,7 € W, kde W C D je oteviené okoli kaz-
dého z nich (nic nebrani tomu, abychom zvolili riznd oteviena okoli W, resp. W bodu =,
resp. T, v obrazku je pro prehlednost zakresleno okoli spoleéné). Oteviené mnoziny o, (V)
a a, 0 ay (W) = ayyo (W) jsou obrazy mnoziny W zobrazenimi o, a o, © o, = 1y Pro pevné
zvolené hodnoty u,v € (—¢,¢). Cervené vyznacené kiivky jsou obrazy jistého otevieného in-
tervalu I C (—¢,¢) zobrazenimi «, a az pro pevné zvolené body x a Z. V jednotlivych bodech
jsou vyznaceny tecné vektory k témto krivkam.

Vztah vektorového pole a jeho jednoparametrické grupy transformaci prostoru R™ ukazeme
jesté na prikladu.

Priklad 12.92: Vektorové pole a jednoparametricka grupa

Uvazujme o systému zobrazeni

oyt R? 3 (21,2%) — (2lau(z',2?), 2%, (', 2%)) € R?,

1

oy (ot 2?) = ot

cosu —x?sinu, 2%, (z',2?) =2t sinu+z?cosu, wu € (0,27).

Tato zobrazeni jsou diferencovatelna a prosta, inverzni zobrazeni jsou rovnéz diferencovatelna. Skutecné, ozna-
¢ime-li pro jednoduchost (z!)" = xla, (2!, 2?) a (22) = 22, (2!, 2?), dostaneme rovnice inverznich zobrazeni
ve tvaru

zt = (21 cosu + (2?) sinu, 2% = —(z') sinu+ (2?) cosu.
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Diferencovatelnost je na prvni pohled zfejmé. Zobrazeni «,, jsou tedy difeomorfismy. Soucasné je zfejma i dife-
rencovatelnost zobrazeni

a: (0,21) x R? 3 (u, 2!, 2%) — alu, 2!, 2?) = ay(zt, 2?),
jak pozaduje definice jednoparametrické grupy difeomorfismii. Jsou také splnény vSechny dalsi pozadavky, kon-
krétné

2

wrag (2t 2?) = 2t cos (u+v) — 2% sin (u +v) =

x'cosucosv — zlsinusinv — z

2 1

2 2

sinucosv — x“ cosusiny =

sinu + x2 cos u) sinv

= (z'au(z',2%)) cosv — (2% ay (2!, 2?)) sinv = 2! (o 0 o) (2, 2%)

(z* cosu — x? sinu) cosv — (x

xtsin (u +v) + 2% cos (u +v) =

£L'1 sin u cos v +.’171 COS U Sin v +$2 COSUCOSV — X

220y (2, 2?%)
2

sinwusinv =

(z* cosu — x? sinu) sinv 4 (x' sinu + 22 cosu) cos u

= (z'an (2", 2%)) sinv + (2%aq (2!, 27)) cosv = 2% (0 0 o) (2, 2%) .

zra_, (2t 2%) = 2! cos (—u) — 2% sin (—u) = 2’ cosu + x?sinu,

w2a_y, (2t 2?) = a'sin (—u) 4+ 2% cos (—u) = —z'sinu + 2 cosu.

Tato jednoparametrickd grupa, definovans dokonce na celém prostoru R?2, generuje vektorové pole

Azt 1,2
et 2?) = doau(z’,27) | _ (2! sinu — 2% cos uluo = —22,
du u=0
d 2 1 2
(2,2 = M = [z cosu — 2 sinuly—g = 2,
du wueo
17) 0
_ .2 1
§= 050 T g

Obrazek 12.44 Generator elementirnich rotaci.
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Vektorové pole ¢ je znazornéno na obrazku 12.44 vpravo. Jeho integralni kiivky, tj. grafy zobrazeni a,, jsou pro
prehlednost zakresleny zvlast, v levé ¢asti obrazku. Jejich tvar je zrejmy jak z grafického znazornéni vektorového
pole, tak predevsim z rovnic zobrazeni a,, které predstavuji parametrické vyjadreni soustfednych kruznic se
st¥edy v podatku soustavy soufadnic. Kazdym bodem euklidovské roviny R? s vyjimkou bodu (0,0) prochdz{
pravé jedna takova kruznice.

Uvédomime-li si, Ze rovnice zobrazeni a,, predstavuji otoceni v euklidovské roviné R? o thel u, nebudeme

se divit, ze se vektorové pole £ nazyva generdtor elementdrnich rotact.

Polozme si nyni otdzku: ,Jak se méni vektorové pole podél vektorového pole?“ Ze se ta
otazka zda divna? Ale neni. VSimnéme si obrazku 12.45.

DcCR" N {(on (@)
IC (—¢¢) ﬂ%

O[o(W) =W
a, (W)

2 (1
(W) = a0 o (W) w0

Obrazek 12.45 Zmény vektorového pole ¢ podél vektorového pole €.

Vektorové pole (, zakreslené ¢ervenymi Sipkami, se méni podél integralnich kiivek vektoro-
vého pole &, které je vyznaceno modre. V bodé z je vektorové pole ( reprezentovano vektorem
((x), v bodé ay(x) vektorem ( (ozu(x)) Jak ale mdme popsat zménu vektorového pole ¢ pii
ptrechodu z bodu x do bodu (), kdyZ reprezentujici vektory jsou umistény v riznych bodech?
Potrebovali bychom néjakym rozumnym zptusobem ,prenést“ vektor (au(x)) do bodu z. Pro-
vedeme to pomoci tecného zobrazeni k zobrazen{ a;' = a_,. Zménu, neboli Lieovu derivaci

vektorového pole ( podél vektorového pole & v bodé x, bude predstavovat vyraz

ATy, (2)—u (C (ozu(x))> L To(z)0—u (C (O‘u<x))> —((r)
du e u '

BeC(x) = (12.165)

Oznac¢me pro zkraceni

(Cy,.., ) = (¢ ¢ Da_,|

au(x)

T oy () ’
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Pro Lieovu derivaci (12.165) pak plati

0
oxt .

ac’,
du w0

9e((x) =

Abychom ji vyjadrili pomoci slozek vektoru & a ( jakozto funkeci bodu z, tj. proménnych
(x',...,2™), nepotiebujeme nic jiného nez pravidlo pro derivaci souc¢inu a pravidlo pro de-
rivaci slozené funkce. I pres tuto ,myslenkovou jednoduchost® je vlastni vypocet tak trochu
wzapeklity “, proto jej provedeme podrobné. Predevsim zrekapitulujeme vztah (12.164) pro vy-
jadieni slozek vektorového pole & pomoci jeho jednoparametrické grupy {a, | u € (—¢,¢)}:

; 0 dz'o, () 0
g(I) - g (l’) Ort N - du 0 ot . ’
zkrécené _
£ — dz'ay, 0
-~ du |, 0"
: dato, () ooy datay(x)
R R
Ozna¢me jesté x! = 2, (2!, ..., 2"), 1 <i < n, soufadnice bodu au(x) v zavislosti na sourad-
nicich bodu z. Pak ' ‘
oy, - =2'a_y(z},... 2",
A ted uz derivujme:
A, _ d [, _
du |,_, du| 0OzJ @)
u= ulT) |y =0

d [ ozr'a_, , Or'o_,
oo (57 el 5

Rozebereme jednotlivé cleny:

d (0dz'a, 0 (ddlay(xy, .., 2p) _9¢'(x)
du \ 0x7 |, O’ du )  Oxl
gj au ‘u 0 Cj($)’
Orto_y, 0oy (T, .., @) _ i
O’ oy () B O u=0 S
A (eu(@))|  _ 0G(zy,... 2y) day 0 >£k< )
du — ozk du | _, oz v
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Dostali jsme souradnicové vyjadreni Lieovy derivace vektorového pole ¢ podle vek-
torového pole & ‘ ‘
ac’ e 8&‘} 9]

oI ¢ oxi | Oxt’

0:C = [gj (12.166)

Ze ziskaného vysledku je hned vidét, ze plati ,antikomutacni® vztah 0¢¢ = —0c€.

Necht ¢ a ¢ jsou vektorovd pole na R™ (popiipadé na oteviené mnoziné D C R")
a {a,}, u € (—¢,¢) je jednoparametrickd grupa (resp. lokélni jednoparametricka
grupa) transformaci euklidovského prostoru R", pfislusnd vektorovému poli §. Lie-
ovou derivaci vektorového pole ( podle vektorového pole &, nebo téz Lieovou zdvorkou
vektorovych poli & a ¢ rozumime vektorové pole

o
oxd

; ¢

¢ oxJ

£, ¢l =0:C==[¢. €] = (é‘j ) 0 (12.167)

oz’

Zcela analogické je definice Lieovy derivace diferencialnich forem podle vektorového pole.

Necht ¢ je vektorové pole na R", resp. na oteviené mnoziné D C R", a {a, |u €
€ (—¢,¢e)} prislusnd (lokalni) jednoparametrickd grupa transformaci euklidovského
prostoru R". Déle predpoklddejme, ze w € Ax(R™) je diferencidlni k-forma defino-
vana na R", resp. na D. Lieovou derivaci formy w podle vektorového pole £ rozumime
k-formu ) .

L] B (12.168)

du u—0 u
u=0

Diferencialni forma w se nazyva invariantni vzhledem k jednoparametrické grupé
transformact prislusné vektorovému poli £, je-li ojw = w, tj. Oew = 0.

Pozn.: V dalsim vykladu budeme potrebovat Lieovu derivaci diferencialnich forem, definici vsak
lze pouzit pro libovolné tenzorové pole.

7Z definice odvodime vztah pro slozky Lieovy derivace 1-formy w = w; da?. Pullback formy
w indukovany zobrazenim «,, je

a pro Lieovu derivaci pak dostaneme
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daw | d lolake™ i
Oew(x) = A o Lm (w] ° 0y 5 >L u:de =

[ dwj(on () 027 ay, A d (02ay, _

B [ du oz T @reow) g | o chio

~ [0(wjom) dife, Oala, 0 (dalay, i

B [ Ozk Cdu O T w oau)% du uzodm B
ow,(x ; 08 (x i

- [ (')Jac(k )fk(x)éf + wj(x) 5’; >]dx :

Priklad 12.93: Licova derivace funkce

Lieovu derivaci funkce f: D 3z — f(z) € R vypocteme snadno podle defini¢niho vzorce pro k-formy,
polozime vsak k = 0. Pti vypoctu opét pouzijeme pravidlo pro derivovani slozené funkce:

Def — d(a f) _ d(foaw) _ Of da'ay _of

du du  |,_, Ozt du |,_, Oxt

¢

u=0

Lieova derivace funkce splyva s jeji derivaci smérovou (v zobecnéném smyslu, kdy vektor & nemus{ byt jednot-
kovy).

A jesté jedna zajimava véc. Samoziejmé, Lieova derivace funkce je zase funkce, ale vSimnéme si ji 1épe.
Uvédomime-li si, Ze ¢' = dz?(¢), hned vidime, Ze vyraz g L€' vznikd také kontrakei 1-formy df vektorovym
polem &, tj.

Ocf = icdf.

Tento vysledek za chvili zobecnime v prikladu 12.95.

Priklad 12.94: Lieova derivace souradnicovych vektorovych poli a 1-forem
Aplikacf vztahii (12.167) a (12.169) na soufadnicovd vektorové pole 52 a soufadnicové 1-formy da’ dosta-

neme uziteéné vzorce:
)\ oD i 0
8§ (aJJJ) = — - 1‘4 ag d{L‘ = Ii d{L‘ . (12.170)

V nasledujici vété shrneme vlastnosti Lieovych derivaci, véetné jejich kombinace s dalsimi
operacemi s vektorovymi poli a diferencialnimi formami.
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Véta 12.28 (Vlastnosti Lieovy derivace): Necht &, ¢ a A jsou libovolnd vekto-

rovd pole, f libovolnd funkce, w, x, 0 € Ax(R™), n € A(R™) libovolné diferencidlnd
formy na R™ (popripadé na otevrené mnoziné D C R™) a o, 5 € R. Plati

® De(wA M) =0wAn+nA Oew

o O:(al + BA) = a0:C + PO,

o Jc(aw + Bx) = adw + Boex,

e [£,¢]=—[¢ ¢l

o [[{,C],)\} + [[A,é],(} + {[C, )\],5} =0  Jacobiho identita,
® O qw = Oc0cw — O O¢w,

o [f& (= fl& ¢ — (0SS,

o Jcp=1td¢dp+dico pro 1 <k <n, OJp=riegdo pro k=0,
o Ociew = 1¢0cw,

o do(¢,¢) =£o(¢) = Co(€) — o([6,¢]) pro o€ Ay(R™).

Dtukazy téchto vlastnosti se snadno provedou bud primo z definice Lieovy derivace, nebo z je-
jich soutadnicovych vyjadieni. S vyjimkou jednoho, ktery provedeme v nésledujicim ptikladu,
je ponechame do cviceni.

Priklad 12.95: Jeden dukaz

Dokézeme velmi dilezitou a pro praktické pocitani nepostradatelnou vlastnost Lieovy derivace k-forem
pro 1 < k < n, Ocw = i¢dw + dicw, uvedenou ve vété 12.28. Pro funkce jsme ji dokazali v piikladu 12.93.
Diikaz provedeme matematickou indukei vzhledem k radu k diferencidlni formy o. Nejprve vztah dokdzeme pro
k = 1, tj. pro l-formu w = w; do’. Pouzijeme soufadnicového vyjadieni (12.169). Vypoéteme pravou stranu
dokazovaného vztahu a porovndme s pravou stranou vyjadreni (12.169):

: i . i [ Owi i i
ted(w; da’) + dig(w; da’) = ig <6xj dz? A dx > +d(wi") =

= 52 (& da® — & da?) + <8xj€ +wiaﬂ.> dz’ = <axj£] +wj5'xi> dx"'.

Pro 1-formu w tedy vztah plati. Pfedpokladejme (indukéni predpoklad), Ze plati pro k-formu 7, zvolenou libo-
volné. Pak o = wA 7 je (k+1)-forma. Vypo¢teme pro ni levou i pravou stranu dokazovaného vztahu a porovname
s vyuzitim indukénfho predpokladu a také toho, Ze jsme jej pravé dokézali pro 1-formy. Pro tpravu levé strany
pouzijeme vztah pro Lieovu derivaci vnéjsiho soucinu forem (véta 12.28). Plati

Oeo=0e(wAN) =0ewAn+wA Iegn=ridgdw A n+digwA n+wA igdn+wA dign,
a na druhé strané

tedlwAn) +dig(wAn) =ic(dwA n—wAdny) +dicw A n—wAien) =
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=iedw An+dwNign —icw Adn+wAigdn + dicw An+icw A dn —dw Aiegn +w A dign =

=idgdw A n+wAigdp+dicw A n+wA dign.

Pii vypoctu jsme vyuzili pravidel pro vnéjsi derivaci a kontrakei vnéjsiho soucinu forem a skutecnosti, ze i¢w
je O-forma a dw je 2-forma. Oba ziskané vyrazy jsou shodné, dokazovany vztah proto plati. Znovu zdtiraznéme
dulezitost tohoto vztahu pro praktické vypocty, zejména v souradnicich.

Pozn.: Peclivy ¢tendf mize namitnout, ze prece libovolnou (k + 1)-formu g nemusi byt mozné vyjadfit ve tvaru

0 =wAn, kde w je 1-forma a n je k-forma. Dovedete se s touto namitkou vyporadat?

Priklad 12.96: Vypocet Licovy zavorky

Zkusime zjistit, jak se zadané vektorové pole méni podél generatoru elementarnich rotaci, ktery jsme stu-
dovali v ptikladu 12.92, vektorové pole ( zadejme zatim obecné:

0 0
§:—$2@+$1@a (= C _~_<7

Dosazenim obecného vyjadreni vektorovych poli £ a ¢ ve slozkdch do vztahu (12.167) dostaneme

AT AN
8£C(£J(9xﬂ C@ﬂ)@x“

i,j=1,2,

_(a0¢ | poct o8t 08t 0 8( 20 08 L0982\ 9
0c6 = <€ e dr  ° Oxl 922 ) 0t * 5 e dr  ° Oxl 022 ) Ox?”
Po dosazeni slozek generdtoru rotace &1 = —z2, €2 = 2! dostaneme
a0 acl ) L0t 9t |\ 0
854( T H) +( ot e =) g

Hledame-li vektorova pole (, kterd jsou invariantni pfi transformacich «,, tvoricich jednoparametrickou grupu
pfislusnou vektorovému poli £, polozime J:( = 0. Dostaneme parcidlni diferencialni rovnice pro slozky takovych
invariantnich vektorovych poli . Snadno zjistime, ze invariantni je naptiklad samo vektorové pole £. Tento zaveér
je samozriejmeé trividlni, okamzité totiz plyne z antikomutativity Lieovy zévorky (étvrta VlabtnObt ve véts 12.28):
[€.€] = —[¢, €] = [£,€] = 0¢€ = 0. Invariantni bude také radidlni vektorové pole ¢ = z* 6 r 4 a? a . To ovéfime
piimym dosazenim do vyrazu pro 0¢¢. Dostaneme nulu. Intuitivné jsme takovy vysledek Jlbte cekali. Abychom
vsak nasli vsechna vektorova pole (, ktera jsou invariantni pii transformacich «,,, museli bychom umét vyresit
parcidlni diferencidlni rovnice

ot ot a¢? ac
2 1 2 _ 2 1
—at bl e+ (P =0, 2t bal o — (=0,
tj.
8(2 8(2 8C1 8(1
(=—aipqtaiss C=dgg gy =0
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12.3.6 Trocha pocitani pro fyziku — vektorové identity pomoci forem

Tento odstavec bude docela zabavny. Budeme se v ném zabyvat praktickym pocitanim s for-
mami a vektorovymi poli v R? uZiteénym pro fyziku. Elegantnim zpiisobem pomoci diferenci-
alnich forem dokazeme identity pro vektorova pole a diferencidlni operatory, které jsme uvedli
uz v odstavci 9.4. V euklidovském prostoru R? budeme pracovat s kartézskymi souradnicemi.
Znamend to, ze v te¢nych prostorech k R? je zaveden skaldrni souéin standardnim zptisobem
(£,¢) = &M + 2% + £3¢3 a tenzory, o nichZ budeme uvazovat, budou kartézské. Slozky vekto-
rovych poli a 1-forem se budou transformovat shodné. Vektory a vektorova pole budeme nyni
oznacovat symboly obvyklymi ve fyzice a psat je se Sipkami, jak jsme byli zvykli v algebte, slo-li
o vektory v jednorozmérnych, dvojrozmérnych a trojrozmérnych prostorech. Predpokladejme,
ze
ﬁ(F) = (Fl(xl,x2,x3),F2(x1,x2,x3),F3(x1,x2,x3))

je vektorové pole a ®(7) = ®(zt, 22, 2%) skaldrni pole (tj. funkce) na R3. Definujme &tyii typy
diferencialnich forem spjatych s termto poli:

W =@ (12.171)

WY =0, F da? = F'da' + F?da? + F* da?, (12.172)

W = ;eukF’ da’ A da® = F'da? A da® + F2da® A dz' + FPdat A da?, (12.173)
wg) = éezjk@dxi A da? A da® = ddat A da® A da?, (12.174)

kde € = (ei1), 1 < 4,5,k < 3, je Levi-Civituv tenzor. (Pfipomenime, Ze se jednd o kartézsky
tenzor tretiho fadu, jehoz slozka €;;, je nulova, jsou-li nékteré z indext shodné, rovna jedné,

resp. minus jedné, tvori-li indexy sudou, resp. lichou permutaci ) Tyto formy maji svtj fyzikalni

(1)

vyznam: forma A predstavuje elementdrni praci, je-li F silové pole, forma w%) elementarni

@) je funkéni nasobek objemového elementu, konkrétni

vyznam souvisi s funkci ®. Vypocteme vnéjsi derivace forem w;)

( ) s

tok vektorového pole F plochou, forma wg
( ) (vnégjsi derivace formy

je automaticky nulovd — zdavodnéte). Poéitejme:

0P 0P od
dwg)) =do = Bl da' + 92 da” + g dz? = 6, (grad’ @) dz’ = wér;dq) :

F F
dw (1)—5”2(190 Adxﬂ—g o daf A da? =

OF3  OF? s (OF OF L, (0F?oF
:(axz an)d A de (axs‘ax )d A de (E?atl_82>d A da?
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O
K Oxi
1 _

Vzpomeneme-li si na diferencialni operatory z odstavce 9.4, vidime, ze G =rot F , tj. dwﬁ =

1 |
= geuG'dad A dat = =wl, G'=

_ .2 o
=W & Dale je

1 OF :
dw? = ¢ p=—da! A dz? A da¥ = (

_,.®3
7 5 9l dz' A dz? A d2d = w

divF "

OF! N OF? N OF?
ox! 0x? ox3

Shrneme ziskané vysledky:

1217

Vime také, ze dvoji aplikace operatoru vnéjsi derivace dava nulu, tj. d(dw) = 0 pro libovolnou
formu w. Pro formy w®, w® a w® dostaneme

d2 dwgr&dcb = ng grad® — =0, (12176)
2 (1) 2 _  ®3 -
d*w o dWrotF - wdivrotﬁ =0. (12177>

Odtud hned plynou dvé nejzndméjsi vektorové identity rot grad ® = 0 a div rot F=0 pro li-
bovolné skalarni pole & a libovolné vektorové pole F. Dalsi identity nejsou pravdépodobné jiz
tak znamé, jsou vsak ve fyzice rovnéz uzitecné. Nejprve je uvedeme a potom dokazeme. Vystu-
puje v nich vektorovy soucin F x é, jehoz slozky vyjadiujeme v ortonormalni bazi nélezejici
pravotocivé orientaci, (ﬁ X é)l = eékF IGk. (Vime, %e vektorovy soucin neni, pifsné vzato, vek-
torem, nybrz antisymetrickym tenzorem druhého radu, jehoz slozky se vsak pti prechodech mezi
ortonormalnimi bazemi téZe orientace chovaji jako slozky vektoru.) Nyni avizované identity:

div (F x G) = (rot F,G) — (rot G, F), (12.178)
rot (fﬁ) = grad f x F + frot F, (12.179)
div (fF) = (grad f, F) + fdiv F . (12.180)

Pro dikaz pouzijeme ,pomocnou” identitu, kterou si dokazte sami primym rozepsanim do
slozek:
@ A W®.

Wi o = Wp

Vyuzijeme také identit dokdzanych pred chvili. Poc¢itejme:

(3) (2) 1) Y _ 5 .M (1) (1) 1 _
wdiv(ﬁxG)—dw —d( /\wé)—dwﬁ /\W@ —Wwp /\dwé =

w? 1 _ (1) (2)
rotF A w A wrotG

Dosazenim defini¢nich vztahi pro formy typu w® a w® dostaneme
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3 3 al 5 -
W gy =@ kde W= (rot F,G) — (rot G, F).

Tim jsme dokazali prvni z identit (12.178, 12.179, 12.180). Ostatni dokazte sami v ramci cviceni
(iloha 19 ve Cviceni 12.3.7).

12.3.7 Cviceni

1. Necht f: R" >z — f(z) = f(2!,...,2") € R je diferencovatelna funkce. Definujme operétor V vztahem

a 0
vi= (20 90
Oxt oxn
Dokazte, ze V f 1ze interpretovat jako kovektorové pole na R"™ a vyjadrete je ve slozkéch. Je néjaka souvislost

mezi Vf adf?
2. Je dana rovinna kiivka
Cu: (—g,8) Dt —Cu(t) = (2'Cy(t),2°Cy(t)) = (cost,sint) € R?.

a) Je-li C, kiivka prochézejici bodem x ve smyslu zavedené definice, uréete bod z.

b) Najdéte alespon jednu dalsi kiivku, kterd mé s k¥ivkou C, v bodé x kontakt prvniho fadu.

¢) Urcete teény vektor £(z) = C, k R? v bodé = generovany kiivkou C, (jako reprezentantem piislusné
tfidy ekvivalence kfivek). Rozumi se urceni slozek te¢ného vektoru v bazi (eq 4, €2 ) v teéném prostoru
T,.R?, tj. vyjadieni

0

o) = € 0) oy °

gl
d) Vypoctéte hodnoty forem dz! a dz? v bodé z na vektoru &(z).

+ & ()

Vysledky: a) 2 = C,(0) = (1,0), b) napt. Cy : (—&,e) 2t = Co(t) =

= 3% . d) dz!({(z)) =0, da? (¢(x)) = 1.
3. Necht x1,25 € R? jsou body euklidovského (topologického) prostoru, x; = (0,0), 22 = (2,2) V teném
prostoru T, R? je zadan vektor &(z1) = (0,1), v teéném prostoru T, R?2 jsou zadény vektory ((x2) =
= (-1 —1) a U( xg) = (1,—1). Déle jsou zadany diferencidln{ formy w = da', n = 2! da?, x = d(r?), kde

r = +/(z)? 4+ (2?)2. Vypliite nasledujici tabulku:

(ﬁ7ﬁ),c) Co =¢&(z) =

w I n|x
§(z1)
C(z2)
J(z2)
Vysledky:
w n X

Exz) | O] 0| ©
C($2) —1|-2]|-8
19(1'2) 1] -2 0




274 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

4. Nechf 71,2, 3 € R? jsou body euklidovského (topologického) prostoru, 1 = (1,1), z2 = (0,1), 23 = (2,2).
V teéném prostoru Ty, R? jsou zadany vektory & (z1) = (1,0) a &(xq) = (1,1), v teéném prostoru T, R?
vektory (1(w2) = (1,—1) a (a(x2) = (0,1) a v teéném prostoru T,,R? 91 (x3) = (—1,0) a ¥2(z3) = (0,1).
Dale jsou zadany diferencidlni formy w = dz! A dz?, n = zldz! A d2z? — 22da? A dzt, x = rdr A dy, kde

2! = rcos, £2 = rsin . Vyplitte nisledujici tabulku:

§1(21),&2(x1)
(1(5172%(2(%2)
V1(3), 92(73)

Navod: Vyjadrete formy n a x pomoci formy w.
Vysledky:

n X
&1(z1), &2(21) 1) 2} 1
C1(w2), C2(22) 1] 1
191(:1)3),’[92(333) —1| -4\ -1

5. Necht R? je eukliovsky (topologicky) prostor a w,n,x € Aa(R?) diferencidlni formy,
w=dz! A dz?, n=dz® A d(r?), x=dz' A dz® A da?,

kde 72 = ()24 (22)2+(23)2. Vypoltéte hodnoty tenzorti w(z), n(x) a x(z) v bodé z = (2,0, 0) na vektorech
&(x),¢(z) e T,R™, &(x) = (1,1,1), ¢(x) = (1,2, 3) a hodnotu tenzoru x(z) v tomto bodé na vektorech &(z),
¢(z) a ¥(z), kde d(x) = (—1,2,0).
Vysledky: OJ(CE)(& C) =1, n(w)(g’C) = -8, X(x)(f,c,’l?) = —9.

6. Jaké zobrazen{ indukuje forma w = (z!)~'dz! + 22d2? € A;(R?) v bodé = = (2,2%) = (t,0) € R?*?
Vysledek: w(z) =t~ dt|,—(10), w(@)(§) = t71EL(¢,0).

7. Dokazte pfimo z definice prvni vlastnost vnéjsi derivace uvedenou ve véte 12.26.

8. Vypoctéte vndjsi derivace nésledujicich forem definovanych v euklidovském prostoru R3.

a)
= e dx + Y dy—l—;dz
/x2+y2+22 /$2+y2+22 /1'2+y2+22
b)
Y T
w=— dz + dy,
/$2+y2 /1.2+y2
c)
w=xzdyA dz+ydz A dex+ zdx A dy,
d)

Yz Tz Ty

- dz + dy+ —2 g,
/$2+y2+22 /I2+y2+22 /x2+y2+22

w=(y?22) dy A dz + (222 dz A do + (2%y?) dz A dy,




12.3. OD ALGEBRY K ANALYZE: TENZOROVA POLE A DIFERENCIALNI FORMY 275

f)
=Y qyAdet —— T deAdet Y drAdy.
Va2 +y? + 22 VaZ+y?+22 Va2 +y? 4 22
Vysledky: a) dw = 0, b) dw = JL% ¢) dw = 3dz A dy A dz, d) dw = %dw dz +

y(z®—2°) z(y*—a?) 3zyz

9. Urcete defini¢ni obory néasledujicich diferencidlnich forem w, rozhodnéte, zda jsou tyto formy uzaviené,
popripadé exaktni. Pro kazdou exaktni formu najdéte formu 7, pro kterou je w = dn. Neexistuje-li forma
7 na celém defini¢nim oboru formy w, provedte potiebné zizeni defini¢niho oboru tak, aby na ném platilo
w =dn.

a)
w=4(2* —y*)(zdz —ydy), w € Ai(R?),
b)
2x(1 —eY) ey 9
=3 — A
Grap T iy weh®Y,
c)
w:xzdy+xydz—yzdx7 we AR,
(x —y2)?
d)
w:dx—3dy+3y—xdz’ we A (RY),
z 22
e)
2xz 2yz 5
- d2eAdy+ ———F——dy A d A (R
@ s e CN W e WA A w e AR,
f)
22ydy A dz +yPzdz A do + 222 de A dy, w € Ay(R3),
g)

w=(—2'cosz®)dz? A da' + ((2')?sin 2® sin? 2%) da® A da? —
— (2! sina® sin 2% cos 2?) dz® A dzt, w € Ay(R3).
Vysledky: V poradi defini¢ni obor, dw, pro dw = 0 7, kde w = dn. K je ve vSech pripadech redlné konstanta.
a) R%, dw=0,n=2a*—-2022+¢y* + K,
b) R?, dw=0,n=—17% + K,
c) R¥\ {(z,y,2) e R? ’ z=yz}, dw #0,
d) R*\ {(z,y,2) eR®| 2 =0}, dw =0, =22 K,
&) R\ {(0,0,0)}, dw £0,
f) R?, dw # 0,
g) R3, dw #0.
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10. Je ddna oteviend mnozina D = (0,00) x (0,27) x (0,00) C R? a zobrazeni
f: D>z — f(x) € R?,

zadané rovnicemi

y f(xt, 2% 2%) = 2t cosa?,
v f(zt 2% 2%) = 2'sina?,

v f(at a?a®) = o,
a) Zapiste Jacobiho matici tohoto zobrazen{ v obecném bodé x = (x!, 22, 23).

1o}

b) Vyjadiete tecny obraz libovolného vektoru &(z), tj. C(f(x)) = Txf(f(a:)), v bazi <a o

yl 9 ayQ

f(@) f@)’

oy3

> tecného prostoru T’ (,)Rrs-
f(x)
¢) Vypodtéte teéné obrazy bazovych vektort 8%1 |x7 % |x, 8%3 |m te¢ného prostoru T, R? a jejich velikosti.

d) V kapitole 5 vyhledejte odpovidajici situaci.

Vysledky:
a)
cos z2 sinz? 0
Df(z)= | —atsinz® zlcosz? 0 |,
0 0 1

¢t =¢lcosa? — E2xtsina?, (2 =l sina? + 22t cos 22, (3 = €3,

b z)) =@ L ,

) G = o]

c) T.f (%) =(cosz?,sin 22,0), velikost 1, T, f (%) =(—a'sin2?, 2! cos 22, 0), velikost x!, T, f (%) =
=(0,0,1), velikost 1.

11. Je ddna oteviend mnozina D = (0,00) x (0,7) x (0,27) C R? a zobrazen{
f: D>z — f(x) € R?,

f(xla .,L_2’ xg) = (ylf(x17 '%27 $3)7 ny(.’L'l, x2’ .’L‘S), yg.f(xla an xS)) ;
zadané rovnicemi
y f(xt, 2% 2%) = ' sina? cosa?,
v f(zt, 2%, 2%) = zlsina®sina?,
v fxt 2?,2%) = x'cosa?.
a) Zapiste Jacobiho matici tohoto zobrazen{ v obecném bodé x = (x!, 22, 23).

2]

) Oy

b) Vyjadiete tetny obraz libovolného vektoru &(z), tj. ¢ (f(:r)) :Txf(f(:c)) , v bazi <88

yl

%‘
F@) % lf(@)

tecného prostoru Tf(z)R?’.

o)
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¢) Vypoctéte tecné obrazy bazovych vektoru % s % |y % | te¢ného prostoru T, R? a jejich velikosti.

d) V kapitole 5 vyhledejte odpovidajici situaci.

Vysledky:
a)
sin 2 cos 3 sin 2 sin 23 cos 2
Df(z)=| z'cosz®cosz® x'cosz?sina® —zlsinz? |,
—zlsinz?sina® 2'sinz?cosz? 0

b) (&' & &)Df|,,

¢) Tof (521) = (sina? cosz®, sinx
Tof (32) = (2! cosa? cosz®, 2! cos 22 sin 2%, —z! sin 2?), velikost z!,
0

Tof (3%) = (—a'sina? sina®, 2! sin2? cos 23, 0), velikost z! sin 22,

2 3

sin 23, cos 22), velikost 1,

12. Je ddna kompaktni mnozina A = [1,2] x [1,3] C R? a zobrazeni

f:D3p — f(p) €R? p=(uv), fu,v)=(af(u,0),yf(u,v)),

(pii zjednoduseném zapisu z = z(u,v), y = y(u,v)) zadané rovnicemi y = uz?, y = vo L.

a) Vyjadrete ze zadanych rovnic z a y jako funkce proménnych v a v a rozhodnéte, zda lze toto zobrazeni
rozsifit na otevienou mnozinu D obsahujici defini¢ni obor A.

b) Zapiste Jacobiho matici tohoto zobrazeni v obecném bodé x = (u,v).

¢) Vyjadrete te¢ny obraz libovolného vektoru &(u,v) € T(uﬂ,)RQ, tj. ((f(u, v)) = T(W))f(f(u, v)), v bézi
(%b‘(u,v)v 8%|f(u,v)) te¢ného prostoru Tf(uﬁv)R?

d) Vypoctéte tecné obrazy bazovych vektoru a%|(u,v)’ a%|(uyv)v te¢ného prostoru Tf(w,)R2 a jejich veli-
kosti.

Vysledky:
a) x=u"303 y =ul/30?/3 (Ize rozsitit na otevienou mnozinu D obsahujici A),
b)

_1,-4/3,1/3 1,-2/3,2/3 1
Df(u,v) = 3 3 , detDf(u,v) =—=u"t,
f(u,v) ( Ly=1/3y=2/3 241/3=1/3 f(u,v) 3

o) (¢' ¢?)=(& &)Df,
) Tawf (5) = (m5u7 2018, 5u2PP00), T f(55) = (Gu= P02, JulBu 1),
13. P¥{mo z definice dokazte vlastnosti (12.154) a (12.155) ve vété 12.27.

14. Vypoctéte zpétny obraz forem dr, dv, de, dr A dd, dp A dd, dp A dr, dr A d9 A dy indukovany zobrazenim
f~1 z prikladu 12.90.
Vysledky:
rzdr +yzdy — (22 +y?)dz i _ydz +zdy
( ) , (,f 1) d(p =7 - "T-

Va2 +y? (a2 +y? + 22) 22 + g2

_zdr+ydy+2dz

“H*dr
() e

(1) av =
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—xzdy A dz —yzdz A do + (22 +y?)dz A dy
(22 +12) /22 + y2 + 22 ’
—ydy AN dz+zdz A dz
VatF 2zt 2 22
zdy A dz+ydz A der+zdx A dy

Va2 +y? (@ +y* +y?) 7

dx Ady Adz
\/x2+y2\/x2+y2+2:2'

15. Transformace soufadnic v R?, f: (1,2) x (1,3) 3 (u,v) — (z,y) € R? je ddna vztahy y = uz?, y = va~!.
Urcete rovnice zobrazeni f a vypoctéte pullbacky f*dz, f*dy, f*dx A dy.
Vysledky: f*dzr = f%u_‘l/?’vl/?’ du + %u_1/3v_2/3 dv, f*dy = %u_2/3v2/3 du + %u1/3v_1/3 dv,
fr(dz A dy) = —tutdu A do.

16. Necht f: R® — R™ a g: R™ — R” jsou diferencovatelns zobrazeni. Dokazte:
L4 Tx(go f) = Tf(x)g OTxfa
* (gof)r=froyg"

17. Dokazte vlastnosti Lieovy derivace uvedené ve vété 12.28.

(f~HrdrA dp =

(fHrdrA d¥ =

(T oA dp =

(fH*drA doA de =

18. V cuklidovském prostoru R?2 je ddno vektorové pole & = ¢ 1% + 52%. Zapiste obecné rovnice pro slozky
1-formy w = w; do! + wy d2?, kterd je invariantni vzhledem k jednoparametrické grupé transformaci {a,}
prostoru R? piislusné vektorovému poli £&. Zapiste tyto rovnice pro piipad, kdy vektorové pole &€ bude

1o}

2 2 z 2 0 1
a) generator elementarni rotace —x 3T T2 357,

b) generdtor elementarn{ translace -2;
ozl

¢) generdtor elementarni translace 8%2.

Najdéte alesponi nékterd FeSeni ziskanych rovnic v pfipadech a), b), c).
Vysledky:

2 dw 10w 2 dw! 10w
a) wy —a Gt + a5k, —w — 3T g a5,

b) 29 =0, %% =0, w = f(2?)dz' + g(z%) da?, f, g jsou libovolné funkce,

) 94 =0, 9% =0, w=p(!)da! + (') dz?, ¢, ¢ jsou libovolné funkce,

19. Dokazte vektorové identity (12.178, 12.179, 12.180).

12.4 Integral z diferencialnich forem

V tuto chvili mame pfipraveno vSe potiebné, co se tykd integrovanych objektt (integrandi).
Pokud vsak jde o integracni obory, je co dohanét. Zatim jsme integrovali pouze na kvadrech a n-
-rozmérnych jordanovsky méfitelnych mnozindch v R™ (nepocitdme-li zobecnéni v odstavcich
12.1.11 a 12.1.12). V tomto odstavci déle rozsitime ,zasobnik® moznych integracnich oboru
a definujeme integral z diferencialnich forem.
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12.4.1 Integracni obory hranaté i siSaté, placaté i krivé — singularni
krychle a fetdzce v R", k¥ivky, plochy a objemy v R? a R?

Typicky ,hranatymi“ integra¢nimi obory jsou pochopitelné n-rozmérné kvadry v R"™. Ty jsou
soucasné i ,placaté®. Maji totiz stejnou dimenzi jako euklidovsky prostor, jehoz jsou pod-
mnozinami — naptiklad tsecku na primce ¢i obdélnik v roviné jisté schvalime jako tutvary
y,hranaté“ i | placaté“. Kruh ¢i jiny dvojrozmérny ttvar v roviné je rovnéz ,placaty®, ale neni
jiz ,hranaty“. Integrovat se vSak da po kfivce v roviné ¢i trojrozmérném euklidovském pro-
storu (to jsme vidéli dokonce uz v prvnim dilu v odstaveich 2.3.5 a 2.3.6, a pak v druhém dilu
v odstavci 9.3.3), nebo po dvojrozmérné plose v trojrozmérném prostoru (vzpomente na tok
vektorového pole plochou v odstavei 9.4.1 a na uvahy v odstavci 12.1.10). A samoziejmé lze
integral zobecnit na n-rozmérny dtvar v m-rozmérném prostoru pro n < m. Takové ttvary
mohou byt i ,kiivé“. Samozrejmeé, ze takovou ,klasifikaci“ nemuze matematik brat vazné. Je
tfeba integracni obory poradné definovat. Hned k tomu pristoupime.

Spojité diferencovatelné prosté zobrazeni
c: [0,1]"3u=(u,...,u") — clu) = (:clc(u), . ,xmc(u)) e R™, (12.181)

m > n, se nazyva hladky kousek n-rozmeérné plochy v R™. Zobrazeni ¢ se také
nazyva parametrizace kousku plochy. (Poznamenejme, ze zobrazeni se nazyva spojité
diferencovatelné, jsou-li parcidlni derivace jeho slozek spojité.)

Diferencovatelné zobrazeni
c: [0,1]"3u=(u,...,u") — c(u) = (xlc(u), . ,xmc(u)> eR™, (12.182)

m > n, jehoz Jacobiho matice ma v kazdém bodé u € [0, 1]" hodnost n, se nazyva
n-rozmeérnd singuldrni krychle v R™. Zobrazeni ¢ se také nazyva parametrizace n-
-rozmeérné singularni krychle.

Zobrazeni
I":0,1"su=(u',...,u") — I"(u) = (xl_f”(u), . ,x"[”(u)) € R" (12.183)

o rovnicich
oIt v =u', 1<i<n,

se nazyva n-rozmeérnd standardni krychle v R™, zobrazeni
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I": 0,1]"su=(u',...,u") — I"(u) = (xlln(u), . ,:ch”(u)) eR™

(12.184)
o rovnicich
sRIM(ut o u™) = w7 (ut . u") =a, a=0 nebo 1,
pro libovolny vybér n indext i, € {1,...,m}, 1 <k <naj+#iy,..., i, Se nazyva

n-rozmeérnd standardni krychle v R™, m > n.

Pozn.: V symbolu I" pro zapis n-rozmérné standardni krychle nebudeme nijak rozliSovat, jakou
dimenzi ma euklidovsky prostor R™, m > n, v némz je standardni krychle vnorena. Pozname
to z kontextu problému.

Definice kousku plochy a singularni krychle vypadaji tak trochu podobné. Rozdily nazorné
ukazuje obrdzek 12.46. V jeho levé ¢ésti je hladky kousek jednorozmérné plochy v R3, ktery
spolu jeho parametrizaci muzeme nazvat oblouk (odstavec 2.3.5). V pravé ¢asti obrazku je
jednorozmérnd singularni krychle v R3. Obrazek 12.47 znazoriuje dvojrozmérnou standardni
krychli v R? (vlevo), resp. v R? (vpravo).

11 [0,1] — R? ... kousek plochy
¢y 1 [0,1] — R3 .. .sing. krychle

Obrazek 12.46 Kousek plochy a singularni krychle.

Kousek plochy jsme definovali jako hladky, zatimco singularni krychli stac¢i diferencovatel-
nost. Bude-li zobrazeni ¢ parametrizujici singularni krychli dokonce spojité diferencovatelné,
pujde o hladkou singularni krychli. Kousek plochy se nesmi uzavirat, ani sam sebe protinat
(to plyne z pozadavku, ze zobrazeni ¢ je prosté). U n-rozmérné singularni krychle pozada-
vek prostého zobrazeni chybi, je nahrazen slabsim pozadavkem maximalni hodnosti Jacobiho
matice, hDc(u) = n pro libovolny bod u € [0,1]". Singuldrni krychle se tedy uzavirat, resp.
sama sebe protinat muze, avsak v zadné c¢asti defini¢nitho oboru nesmi ,,zdegenerovat® v ttvar
nizsi dimenze nez n. I kdyz je nézvoslovi mozna neobvyklé, ma svou logiku. Defini¢nim obo-
rem zobrazeni ¢ je skuteénd (jednotkova) n-rozmérnd krychle v R™ — odtud nézev ,krychle.
»Singularni“ proto, ze obraz ¢([0,1]") m& nizsi (v krajnim piipadé stejny) rozmér nez eukli-
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R? R2 23 R3
u? 2 )
1 1
0 22
0 1wt 0 1 2zt .
0,12 c R? 12([0,1]?) c R? 1 2(0,1p) c R

Obrazek 12.47 Standardni krychle.

dovsky prostor R™, v némz je vnoren. Vsimnéte si, ze hladky n-rozmérny kousek plochy v R™
splnuje i definici spojité diferencovatelné n-rozmérné singularni krychle v R™.

Nékteré Ctenare jisté napadne otézka, pro¢ jsou definicni obory parametrizaci hladkych
kouskt ploch a singuldrnich krychli omezeny na ,skuteénou* krychli [0, 1] C R". Vzdyt tieba
v pripadé parametrizace povrchu koule se stfedem v pocéatku soustavy soufadnic a polomérem
R jsme zvykli pouzit jako parametri sférického tthlu u! = 9 € [0, 7] a azimutdlniho thlu
u? = ¢ € [0, 27]. Parametrizace povrchu koule p¥i této volbé parametri je

S [0,7] x [0,27] 5 (9,9) — (280, ), 4S8, ), 28(0, ) € R,

r = 28V, ) = Rsindcos g,
y = yS(¥,p) = Rsinvsing,
z = 28(0,¢) = RcosV .

Chceme-li vsak povrch koule parametrizovat tak, aby definicnim oborem parametrizace byl
¢tverec [0, 1)%, situace se ponékud zkomplikuje:

c:[0,1* 3 (u,v) — (:Uc(u,U),yc(u,v),zc(u,v)) € R?,

r = zc(u,v) = Rsinmucos 2w ,
y = yc(u,v) = Rsinmusin 27v,
z = zc(u,v) = Recosmu.

Parametrizaci S snadno prevedeme na parametrizaci ¢ a nazpét linearni transformaci

9
¥ =T7u, p =210, u=—, vzﬁ.
T 2

V obecném piipadé lze ,preparametrizovani®, tj. prechod od definiéniho oboru [0, 1] k definic-
nimu oboru [a, b] provést linedrni transformaci
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a N w
b—a b—a

a:[0,1]>3u — alu)=we€la,b, w=a+(b—-a)u, u=-—

Defini¢ni obor parametrizace odpovidajici geometrickému vyznamu parametri (napiiklad ihl)
je vhodny pro praktické pocitéani. Definiéni obor [0, 1] a jeho kartézské mocniny se zase velmi
pohodlné pouziji pti diikazech obecnych tvrzeni. V obecnych postupech budeme proto pouzivat
parametrizaci tak, jak je zavedena v definici hladkého kousku plochy, resp. singularni krychle.
Pri vypoctech integralii budeme pracovat s parametrizacemi odpovidajicimi geometrickému vy-
znamu parametru. Véta o transformaci integralu (pro jednonasobny integral véta o substitucéni
metodé) zajistuje, Ze uvedend transformace nemé vliv na vysledek integrace:

/ fwydw= [ fla+@®—ap] 0-a)du, [a.b]=a([0,1]).
[a,b] [0,1]

v/ v/

V dalsi ¢asti tohoto odstavce uvedeme nékolik prikladi parametrizaci hladkych kouskt ploch,
resp. singuldrnich krychli v R? a R3.
Priklad 12.97: Oblouky a krivky

Uvedeme nékolik parametrizaci zndmych obloukt a kiivek v R? a R3, a to jednak v obvyklém tvaru
respektujicim geometricky vyznam (jediného) parametru, jednak ve tvaru, kdy je obor parametru ,redukovin*
na interval [0, 1].

C: [0,47] 3w — (2C(w),yC(w)) € R?,
2C(w) =w, yC(w)=sinw.

Jedna se o ¢ast grafu sinusovky (obrazek 12.48).

7] (—+ (wc(u), ye(u), ze(w)
0,5 -
—l—?—l—»
0 1
—0,5 -
1

Obrézek 12.48 Oblouky a kfivky.

Zobrazeni je spojité diferencovatelné a prosté. Je to vsak jednorozmérny hladky kousek plochy, resp. jedno-
rozmérnd singuldrni krychle v R?? Podle definic nikoli, protoze oborem parametru w neni interval [0, 1], nybrz
interval [0, 47]. Parametrizace

c: 0,1 3u — (we(u),yc(u)) € R?,  zc(u) = dru, ye(u) = sindmru
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jiz spliiuje jak definici hladkého jednorozmérného kousku ,plochy“ v R?, tak definici (spojité diferencovatelné)
jednorozmérné singuldrni krychle v R?. Obrazy C([0,47]) a ([0, 1]) jsou shodné mnoziny. Zobrazeni

C:[0,4n] 2w — (2C(w),yC(w)) € R?,

z=2C(w) =cosw, y=yC(w)=sinw.

rovnéz neni parametrizaci oblouku ani jednorozmérné singularni krychle. Je parametrizaci jednotkové kruznice
v roviné se stredem v pocatku soustavy souradnic, kterd pocatek ,,obtha“ dvakrat. Preparametrizovanim w =
= 4mu ziskdme parametrizaci jednorozmérné singuldrni krychle, nikoli vSak oblouku (pro hodnoty parametru
u € [0, %) au+ % dostaneme stejny bod v roviné, parametrizaci, kterd by byla prostd, nenajdeme). Dal§im
piikladem oblouku a jednorozmérné singularni krychle, tentokrat v R3, je zobrazeni

c: [0,1] 2 u — (2c(u), ye(u), zc(u)) € R?,
x = zc(u) = Reos2mu, y=yc(u) = Rsin2wu, 2z = zc(u) =bu,

parametrizujici jeden zavit Sroubovice (obrazek 12.48). Jejim kolmym priumétem do soufadnicové roviny zy je

kruznice se stfedem v pocatku soustavy souradnic a polomérem R. Vyska jejiho zavitu je b.

Priklad 12.98: Plochy a objemy

Obrézek 12.49 znazoriuje graf funkce z = f(x,y) = 12— 322 — (y—1)? pro (z,y) € [-1,1] x [-2,2], jiZ jsme
se zabyvali v odstavci 12.1.1, a povrch koule se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem R = 2.

P %
12 2
v 10
1 8 1

0
=1

Y —2
— —1
% Lo 1 0 Al g 1

12
g 10
Obréazek 12.49 Plochy a objemy.

Tyto plochy se nyni pokusime parametrizovat tak, abychom je mohli popsat jako kousek plochy, popripadé
dvojrozmérnou singuldrni krychli v R3. Pro parametrizaci prvni z obou ploch pouZijeme linedrni transformaci
z = —1+2u, y = —2 + 4v. Plocha je tak hladkym kouskem dvojrozmérné plochy v R?3 parametrizovanym
rovnicemi

c: [0,1)% 3 (u,v) — (zc(u,v),ye(u,v), zc(u,v)) € R?
r=—-14+2u, y=-2+4v, z=12u(l—u)+8v(3—-2v), (u,v)€l0,1)?,

a soucasné i dvojrozmérnou singuldrni krychli v R3. Parametrizovany povrch koule je dvojrozmérnou singuldrni
krychli, parametrizovat jej lze naptiklad takto:

c: 0,13 (u,v) — (zc(u,v),yc(u,v),zc(u,v)) e R?,
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x = zce(u,v) = 2cosTu,
y = ye(u,v) = 2sinucos2mv,
z = zc(u,v) = 2sinmusin27v.

Celou kouli, véetné jejtho povrchu, lze popsat jako trojrozmérnou singuldrni krychli v R3,
c: 0,1 > (r,u,v) — (mc(r,u,v),yc(r,u,v),zc(r,u,v)) e R3,

& =2rcosTu, y=2rsinTucos2wv, z=2rsinmusin2rv, (r,u,v)€[0,1]3.

Povrch a objem elipsoidu o polooséch a, b, ¢ bychom jako dvojrozmérnou, resp. trojrozmérnou singularni krychli
v R? parametrizovali pomoci zobecnéngjch sférickijch souradnic

c: 0,1 3 (u,v) — (mc(u,v),yc(u,v),zc(u,v)) e R3,

x = zc(u,v) = asinmucos2mv,
y = yc(u,v) = bsinmusin 27,
z = zc(u,v) = ccosmu,

resp .
c: 0,1 3 (r,u,v) — (.rc(r,u,v),yc(r,u,v),zc(r,u,v)) e R3,

x = zc(u,v) = arsinmucos2mv,
y = yc(u,v) = brsinmusin27v,
z = zc(u,v) = crcosmu.

I kdyz jsou hladké kousky ploch a singularni krychle jiz dost obecné pro vyjadreni integrac-
nich oboru, prece jen jesté nevystihuji vSechny moznosti. Predstavme si jako integrac¢ni obor
tfeba obvod ¢tverce [0, 1]? v R?. Kazdou z jeho stran lze sice parametrizovat jako standardni jed-
norozmérnou krychli v R2, pro jejich sjednoceni viak parametrizaci odpovidajici jednorozmérné
singularni krychli nenajdeme. Presto kiivkovy integral po ,,obvodové“ kiivce Ctverce pocitat
umime: jednoduse se¢teme integraly po jednotlivych hranach. Dokonce jsme tak i postupovali
v odstavci 9.4.1 v prikladu 9.79. Integracnimi obory, které jsou obecnéjsi nez n-rozmeérné singu-
larni krychle a zahrnuji i takové utvary, jakym je treba pravé obvod ,obycejného® ¢tverce nebo
povrch ,obycejné“ krychle, jsou n-rozmérné singularni retézce. Zavadime je jako formélni ce-
lociselné linearni kombinace libovolného konecného poctu s n-rozmérnych singularnich krychli
C1,Ca, . .., Cs vztahem typu

I'=kicy + koco + - - - + kses, k‘jEZ, 1<7<s.

Je ovsem treba vysvétlit, co vlastné takovy vztah znamena. Nejprve nepresné, ale nazorné.
Zatim jsme sice integral z diferencidlnich forem jesté nezavedli, ale smérujeme k takové definici,
v niz diferencialni n-formy budou integrovanymi objekty a n-rozmérné hladké kousky ploch
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a n-rozmérné singularni krychle integracnimi obory. Integral pak budeme oznacovat symbolem
J w. Budeme pottebovat, aby n-rozmérny singularni retézec I' ,fungoval“ tak, abychom mohli

/w:kl/w+k2/w+---+ks/w.
I Cs

c1 co

C
psat

Definici integralu vsak zatim neméame. Definujeme proto n-rozmérny singularni fetézec jinak
a pozdéji uvidime, ze bude mit i z hlediska integrovani potfebné vlastnosti.

Oznac¢me C,,,, mnozinu vSech n-rozmérnych singularnich krychli v R™, m > n.
n-rozmeéernym singuldrnim retézcem v R rozumime funkci

' Comdc —TI(c)€Z,

kde Z je mnozina vsech celych ¢isel, takovou, ze I'(c) = 0 s vyjimkou koneéného po-
¢tu s singularnich krychli ¢y, .. ., ¢s. Pro kazdou singularni krychli ¢ € C,, ,,, oznacme
I'. takovy Tetézec, pro ktery I'.(¢c) = 1 a I'.(¢') = 0 pro kazdou krychli ¢’ € C, ,,
pro kterou je ¢ # c.

Definice sama se nejevi prilis prihledna. Uvédomme si vsak vlastnosti fetézcu, které z ni vy-
plyvaji. Pfedpokladejme, ze I' a IV jsou dva Tetézce (samoziejmé mame na mysli n-rozmérné
v R™). Necht ¢; az ¢, jsou n-rozmérné singularni krychle, pro néz je hodnota fetézce I' nenulova,
a ¢| az ¢, n-rozmérné singuldarni krychle, pro néz je nenulova hodnota fetézce I''. Z definice je
ziejmé, ze funkce I' + I a kI', k € Z (v obvyklém smyslu souctu funkei a ¢iselného ndsobku
funkce) jsou také retézce. Predpokladejme napiiklad, ze fetézce I' a IV prifazuji singuldrnim
krychlim celd ¢isla podle nasledujici tabulky, pricemz jejich hodnota na krychlich, které v ta-
bulce nejsou zapsany, je nulova. Posledni fadek tabulky udava hodnoty retézce —I'" + 2I" na
uvedenych krychlich, pricemz jeho hodnota na krychlich, které v tabulce uvedeny nejsou, je
rovnéz nulova.

c1| el c3| cu| ¢
r -1 3| 0| 2|4
I’ 0] 1| 5| 0]-=2
—I'+ 217 1]—-1|10|-2] 0

Specialnim pripadem fetézce je Fetézec typu I'.. Necht I je libovolny fetézec a necht I'(¢c;) =
=k;, 1 <j <s, kdecy,...,cs jsou singularni krychle, pro néz je hodnota fetézce I' nenulova.
Je ziejmé, ze plati

=kl +--+ kI, .

Vzhledem k definici fetézce I', mizeme rovnou oznacit I'. = ¢ a psat
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F:k1C1+"'+kSCS.

Vyznam pojmu n-rozmérny singularni retézec v R se pozdéji vyjasni jesté lépe.

12.4.2 Stény a hranice (okraje) singularnich krychli a Fetézct

Nyni vyuzijeme pojmu singularniho fetézce k tomu, abychom jako integracni obory popsali
i tvary ohranicujici singularni krychle: jiz dfive zminénou uzavienou lomenou ¢aru na obvodu
¢tverce, plochu tvorenou sténami trojrozmérné krychle, apod. Obecné tedy plijde predevsim
o utvar dc ohrani¢ujici n-rozmérnou singuldrni krychli, tj. jeji (n — 1)-rozmérny okraj, zvany
také hranice. Uvédomme si znovu, Ze nestaci specifikovat okraj singuldrni krychle jako mnozinu
bodi, ale je treba jej popsat bud také jako singularni krychli, bude-li to mozné, nebo jako
(n — 1)-rozmérny singuldrni fetézec dany celociselnou formalni linearni kombinaci singularnich
krychli. Jejich parametrizace budou primo ,indukovany“ parametrizaci samotné ptivodni singu-
larni krychle. Nejprve uvedeme priklad, ktery je nazorny a predjima, jak bude vypadat obecny
postup.

Pozn.: Hned iivodem jedna terminologickd poznamka: ndzev  hranice® pro utvary ohranicujici
integra¢ni obory nemuseji byt jejich hranicemi v topologickém smyslu. Naptiklad kiivka C
ohranicujici plochu S v trojrozmérném euklidovském prostoru neni jeji topologickou hranici.
Plocha S v R? sama, véetné této kiivky, je totiZ z topologického hlediska mnoZinou, jejiz vnitiek
je prazdnd mnozina, vnéjsek je R3\ S a hranici je mnoZina h(S) = S, tj. uzdvér mnoziny S.
V pripadé, Ze mnozina S obsahuje hrani¢ni ktivku, je h(S) = S. Nézev ,okraj* pro kiivku C by
proto byl pro odliseni vhodnéjsi. V literature je vsak presto nédzev ,hranice plochy“ obvyklejsi,
ziejmé proto, ze z vécného hlediska zaména pojmiu ,okraj“ a ,hranice® nehrozi. I my ztistaneme
u terminu ,hranice®.
Priklad 12.99: Hranice ¢tverce a ,,obycejné* krychle

Strany cCtverce, resp. stény krychle lze parametrizovat, tj. popsat jako jednorozmérné, resp. dvojrozmérné
singularni krychle. Jde tedy o to, jak z nich , poskladat“ spravny retézec. Formalni postup ukazeme na pripadech
dvojrozmérné singuldrni krychle v R? (tj. étverce) a trojrozmérné singuldrni krychle v R3 (tj. ,obydejné®
krychle). Situaci zachycuje obrdzek 12.50.

Vsimnéme si jeho levé ¢asti. Je v ni zndzornéna dvojrozmérnd standardni krychle v R2, tj. jednotkovy
Ctverec, s parametrizaci

I?: 00,1 5 (u',v®) — (2'P(u',u?), 22 (u',u?)) € R?,

o' =2 P (utu?) = b, 2? = 2?1 (vt u?) = u?, zjednodusené z' =ul, 2% =u?.
(Defini¢éni obor zobrazeni I?, tj. étverec [0, 1]2, nenf v obrdzku zakreslen, je to zbytetné.) Ze étyt stran ohrani¢u-
jicich obor hodnot dvojrozmérné standardnf krychle, tj. obrazec I%(]0, 1]?), potiebujeme vytvoiit jednorozmérny
singularni Tetézec tak, aby na sebe navazovaly a vytvorily uzavienou kiivku orientovanou v kladném geomet-
rickém sméru (proti chodu hodinovych ruciéek), jak znzorniuje bild Sipka. VSimnéme si, ze bodum lezicim na
dolni a horni strané étverce odpovidéd pevna hodnota parametru u2, konkrétné u? = 0 na dolni a u? = 1 na
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Obrazek 12.50 Hranice standardnich krychli jako singuldrni fetézce.

horni strané. Obdobn4 je situace na bo¢nich strandch, kde u! = 0 (vlevo) a u! =1 (vpravo). Na zékladé toho
vytvofime pomoci zobrazeni I? parametrizace jednotlivich stran tak, aby to byly jednorozmérné singuldrni
krychle. K tomu stadi jediny parametr, ktery oznac¢ime t!. Hned je vidét, ze zobrazeni

1 . 1 1 1y _ 72041 2
IdOlIli : [O’ 1] >t — Ido]ni(t ) =1I (t 70) €ER”,
1 . 1 1 1y _ 72041 2
IhOI‘l’li : [0’ 1] 3t — Ihorni(t ) =1 (t 31) €R
jsou jednorozmérné standardni krychle v R? parametrizujici dolni a horni stranu étverce. Obdobné
Logg (0.1 381 — Ly (th) = I°(0,11) € R?,

Loyt 0,1 38" — Lo () = IP(1,t") € R?
jsou jednorozmérné standardni krychle v R? parametrizujici levou a pravou stranu &tverce. Oznacovat zobra-
zeni parametrizujici strany tak, jak jsme to pravé udélali, nenf ptili§ vhodné — ¢im bychom nahradili indexy
yhorni“, [ dolni“, ,leva“, ,prava“ v pripadé vicerozmérnych utvart? Zvolime proto logictéjsi oznaceni, které
bude obsahovat jak informaci o dimenzi puvodni krychle, tak informaci o tom, o kterou ,sténu® se jedna a jaké
hodnoty (z moznosti 0, resp. 1) nabyva parametr, ktery je na ni konstantni. Pro dvojrozmérnou standardni
krychli (¢tverec) na obrazku 12.50 vlevo oznac¢ime

1 _ 712 1 _ 72 1 _ 72 1 _ 712
Nevs = 10,00 Tprava = 100 Ldolnt = {20 Thornt = T2y - (12.185)

Oznadeni I?

i,000

hodnota o = 0, nebo o = 1, na zbyvajici pozici je jediny parametr ¢'. Konkrétné

kde i = 1,2, o = 0,1, znamend, 7e na i-té pozici v zapisu stény pomoci zobrazeni I? je pevni

1(21,0)(t1) = ‘[2(07 tl)’ I(21,1)(t1) = IQ(Ltl)v I(22,0)(t1) = IQ(tl’O)a I(22,1)(t1) = IQ(tl) 1) .

Podle tohoto vzoru uz snadno popiSeme stény trojrozmérné standardni krychle
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0,1 3 (ul,u?u?) — Plut,u? u?) =
= (z'PPu' P u?), 2 Pt u? u®), 2P Pl e u?)) = (uh u?u?).
Definiénim oborem parametrizace viech stén je [0, 1]%, parametry oznaéime tieba t1,¢% € [0,1]%:
I o) (' 82) = (0, 81,8%), I} (8, 8%) = PP(Lt487), It ) (', 1%) = IP(t,0,47),
Iy (1, 8%) = P, 1,8%), I ot 87) = P(£,4%,0), I, (#',8%) = PP(¢',42,1) .

Vsimnéme si nyni orientace stén. Nejprve u étverce na obrazku 12.50 vlevo. Jedind proménnd ¢!, ktera paramet-
rizuje kazdou ze stran ¢tverce, roste vzdy od nuly do jedné v kladném sméru souradnicové osy, podél niz se méni.
U stén [ (2171) (pravd) a I (2210) (dolni) to odpovidd sméru, v némz potfebujeme mit orientovanou celou hranici
(oznaceno ¢ervenymi sipkami). Naopak u stén I (2170) (levd) a I (22’1) (horni) vznikd orientace opa¢na (Gerné Sipky).
Tyto stény je tfeba ,preorientovat“. Formalné se tak stane pomoci znaménka ,minus®. Hranici tak mtzeme
zapsat jako jednorozmérny singularni fetézec

2
OF = 1}y o) + It 1y + Io0) — Loy = D D (F1)™ LG ).

i=1 a=0,1

V tomto zapisu jsou jiz vSechny strany ¢tverce ,pfeorientovany“ tak, aby celd hranice byla orientovana ,zadou-
cim smérem*“, tj. proti chodu hodinovych rucicek.

Jak je to s orientaci povrchu trojrozmérné krychle? Zde samoziejmé nemédme néco jako ,kladny, resp.
zéporny smér“ jako tomu bylo u k¥ivky. Mizeme vSak pouzit normdlu v povrchu (s vyjimkou hran, kde m4
vektorové pole normély nespojitosti — ,preskok z jedné stény na jinou®). V kazdém bodé stény (s jiz zminénou
vyjimkou bodii na hrandch) mtizeme zvolit bud normélu sméfujici z krychle ven, nebo normélu sméfujici dovnitf.
Obvyklé je orientovat trojrozmérnd télesa vnéjsi jednotkovou normdlou. Vnéjsi normaly jsou také zakresleny
v obrazku 12.50. Orientaci pomoci jednotkové vnéjsi normély povazujme tedy za ,spravnou® a podivejme se,
jak jsou s ni v souladu orientace jednotlivych stén, které jsou indukovany jejich parametrizaci [ (31,’ a)(tl,t2).
Vezméme tfeba sténu I(?’S’O)(tl, t2) = I3(0,t',t?), tj. dolni sténu krychle. Plat{

w I o) (81, 87) = 2 P 12,0) = 1, 2?13 o) = 2 1P(11,4%,0) = %, 2°[y ) = 2° (', 12,0) = 0.

Parametr ¢! (prvni v pofadi) roste podél vektoru €y, parametr t? (druhy v pofadi) podél vektoru &. Vektorovy
soucin vektoru €; a € (v tomto poradi) je roven jednotkové normaéle ke sténé I ?3’0), avSak smérujici dovnitr
(Gernd Sipka v obrazku 12.50). Nedava tedy spravnou orientaci normdly 7ig, kterd je vyznadena Cervenou Sipkou.
Takto si muzete vyzkouset i dalsi stény a zjistite, ze je-li soucet indexu ¢ a a odpovidajici sténé I(‘o’i’a) sudy, dava
parametrizace stény spravnou (vnéjsi) normaélu, je-li lichy, vznikd orientace nespravnd (vnitfni). Tyto stény je
tfeba preorientovat. Hranice trojrozmérné standardni krychle je tak dvojrozmérnym singularnim fetézcem tvaru

3
aI° = Z Z (—1)Fers -

i=1 a=0,1

Tento Tetézec je formalnim souctem ,spravné orientovanych* stén.

Pojmy zavedené v predchozim piikladu snadno zobecnime.
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Priklad 12.100: Standardni krychle jako identita

7 definice n-rozmérné standardni krychle v R"™ je vidét, Ze toto zobrazeni je v podstaté identita. Proto neni
nutné, abychom jeho slozky znagcili jinak nez proménné. Muzeme proto psit

" 0,1]" su=(u'y...,u") — I"(u) €R", «'I"(u',...,u")=u",

Formalni rozdil ukazuje obrazek 12.51, vlevo pro I2, vpravo pro I°.

Obréazek 12.51 Standardni krychle jako identita.
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Této interpretace a zjednoduseného oznaceni vyuzijeme v néasledujici definici stén a hranice n-rozmérné
singularni krychle v R™.

Necht
c: [0,1]">u=(u',...,u") = c(u) :(:Elc(ul, conu™), ., ae(ut ,u")) eR™,
kde m > n, je n-rozmérna singularni krychle v R™. Zobrazeni

Cliw) =C0 (i, 1<i<n, a=0nebo 1, (12.189)

se nazyva (i, «)-sténa n-rozmérné singuldarni krychle ¢, (n — 1)-rozmérny singuldrni
fetézec

de=> "> (-1)"*cia (12.190)
i=1

a=0,1

je hranice singuldarni krychle c. Necht I' = kycy + - - - + kscs je n-rozmérny singularni
retézec v R™. Jeho hranici definujeme jako (n — 1)-rozmérny singuldrni fetézec

OI' =k10cy + -+ kg Ocy . (12.191)

Priklad 12.101: Hranice hranice

Hranice n-rozmérné singuldrni krychle ¢ je, jak jsme vidéli, (n — 1)-rozmérny singuldrn{ fetézec dc. Ten vSak
je formélnim souctem (celkového poctu 2n) (n—1)-rozmérnych krychli, a podle pfedchoz{ definice miizeme zkon-
struovat i jeho hranici 9(dc) = 02%c. Kdy% se divdme na obrazky dvojrozmérnych a trojrozmérnych singuldrnich
krychli, vidime, Ze jejich hranice jsou uzaviené. Napiiklad hranici ¢tverce je orientovana uzaviena lomena c¢ara
tvorend jeho stranami, hranici ,obycejné* trojrozmérné krychle je orientovana uzaviend plocha tvorend jejimi
sténami. Zda se tedy, Ze na ,hranici hranice“ uz nic nezbyva, tj. Ze hranice neobsahuje zadny bod. Tento zavér
opravdu plati obecné, jak hned uvidime. Predpokladejme, Ze

c: [0,1]"3u=(u',...,u") — clu) = (z'c(u',...,u"),....,a"c(u',...,u")) €eR™
je n-rozmérnd singuldrni krychle v R™. Jejf hranice je tvofena sténami. Sténa c(; q) je zobrazeni c(; o) = col (72 )’
tj.
Cli,a) [0, 1]”71 S5t= (tl, RN tnil) — C(i7a)(t) =
= (2leia .. "), 2 e () ERT
Choyt, ) =ttt ), 1<i<m.

Toto zobrazeni parametrizuje (n—1)-rozmérnou singularni krychli v R™. Muzeme definovat stény i této krychle.
Jeji sténa (j, 8), nejprve napiiklad pro j < i — 1, je zobrazen{

(cia)) sy [0, 1" 22w = (w',...,w"™?) — (ca)).p) (W) =

= (LIJI(C(Z‘_’O‘))(]}@ (wl, . ,’wn_Q), R Jim(C(i_’a))(j_ﬂ) (wl, . ,’wn_Q)) eR™,




12.4. INTEGRAL Z DIFERENCIALNICH FOREM 291

(ct,))G.8) = c(wh, ..., w7 Bw, L wt TR a,wTh L w™T?).
Hodnota § je umisténa na j-té pozici pro argumenty, hodnota « na pozici i-té. Na zbyvajicich n — 2 pozicich
figuruji parametry wy, . .., wp—2. Parametry wy, ..., w;_1 jsou na prvnich j—1 pozicich, parametry wj, ..., w;—2
na pozicich j + 1 az i — 1, parametry w;_1, ..., w,—2 na zbyvajicich pozicich i + 1 az n. Do (n — 2)-rozmérného
singuldrnfho fetézce d(dc), tj. hranice krychle ¢, se sténa (c(;q))(j,5) zapocte se znaménkem (—1)"ratith,
Zabyvejme se nyni sténou (c(; 8y)(i—1,a):

et T =t T BT

(c(jﬁ))(i,l,a)(wl, conw" ) =cwt, T B w TR e wT L w TR

V tomto zépisu je 5 na j-té pozici pro argumenty zobrazeni ¢, a je na (i — 1)-té pozici pro argumenty zobrazen{

¢(,8)» ti- na i-té pozici ve vyétu parametri t', ..., t" 1. Neboli (¢1,... " 1) = (w!, ..., w3 w1, . w2,
Tato pozice oviem odpovida pozici i-té ve vyétu parametrt (ul,...,u™) parametrizujicich zobrazeni c. Je tedy
vidét, ze

(cia) 9 = (€6.8) (110 -

Sténa (c(j,5))(i—1,a) Se viak do vysledného fetézce zapotte se znaménkem (—1)7+FFi=1+e tedy opaénym nez
sténa (c(;,a))(j,8)- Takto postupné se ,vyrusi“ ostatni dvojice stén. Piipad j > i — 1 prodiskutujte sami.

Vysledek prikladu 12.101 potvrzuje predstavu, Ze hranice libovolné n-rozmérné singularni
krychle v R™ je (n—2)-rozmérny singularni fetézec, ktery je ,nulovy“. Z pohledu definice fetézce
je to zobrazeni, které kazdé ((n — 2)-rozmérné) singuldrni krychli pfifazuje nulu mnoziny celych
¢isel.

Priklad 12.102: Hranice ted uz prakticky

Dvojrozmérné singularni krychle v R3

c: [0,12 2 u=(u"u?) — c(u) = (z'c(u',u?),2%c(u’,u?),2°c(u',u?)) € R?,

1 1,1 o _omut wu?
- = zc(u,u’) = sin — cos —,
2 2
1 2
. mul | Tu
r? = 2%c(u',u?) = sin ——sin —,
2 2
mul
3 = 23c(ut,u?) = cos —
) 2 )

je zndzornéna na obrazku 12.52. Obrazem &tverce [0,1]? zobrazenim ¢ je osmina jednotkové sféry (povrchu
koule) lezic{ v prvnim oktantu kartézské soustavy soufadnic. Uréime jeji stény a hranici.
V pifpadé stény c(1,9) dosadime u' = 0, u? = t*, tj.

xlc(l,o)(tl) = 2'¢(0,t') =0,

xQC(l,O)(tl) = 2%¢(0,t') =0,
$3C(110)(t1) =1.




292 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

Obrazek 12.52 Hranice prakticky.

Pro sténu ¢(11) je u' =1, u? = ¢!,
aleq (') = a'e(l,t) = cos—,

aleqpy(th) =0,

sténu ¢(2,0) ziskdme pro u' =t', u? =0,

zlepot') = a'e(t!,0) = sin = -,
a?c,0)(t) = 2%c(t',0) =0,
2Pc(a0)(t') = cos —,

a konené sténu ¢(z 1) pro u' = ¢+, u? =1,
zlepn(t') = a'e(t',1) =0,

2 1 2 .41 ot
e (tT) = x7e(t, 1) =sin—-,

3 Ay — T
¢,y () cos 5

Na obrézku 12.52 jsou ¢ervenymi Sipkami vyznacéeny orientace stén pfimo naindukované ,spravné® zobrazenimi
I éya), Tesp. C(j,a) = €01 (Qi’a), cerné Sipky odpovidaji orientaci stén, které je tfeba preorientovat. Hranice zadané
dvojrozmérné singularni krychle ¢ je jednorozmérny singuldrni fetézec

dc = —ca0) +ca,1) + 2,0 —C@21) -

Pozor: vsimnéte si, Ze sténa c(; ) zobrazuje interval [0,1] na bod. Co myslite, bude pozdéji pii integraci na
zdvadu, Ze nespliuje definici jednorozmérné singularni krychle?
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V prikladu 12.102 jsme videéli, ze prostrednictvim formalismu stén a Tetézci se ,spravné‘
naindukuje orientace hranice singularni krychle. Slovem ,spravné“ zde rozumime orientaci,
ktera je kompatibilni (slucitelnd) s prirozenou orientaci samotné singularni krychle. V prikladu
12.102 je ,prirozend“ orientace kulové plochy (resp. jeji ¢asti) ddna volbou wnéjsi jednotkové
normaly k této plose, tj. normaly sméfujici ven z objemu télesa ohrani¢eného touto plochou
a souradnicovymi rovinami.

12.4.3 Integral diferencialni n-formy na n-rozmérné singularni kry-
chli, integraly druhého druhu

Konecné je vse pripraveno k definici integralu z n-formy na n-rozmérné singularni krychli ¢i
n-rozmeérném singularnim fetézci. Za chvili se pustime rovnou do definice. Samoziejmé ze
v ni vyuzijeme n-nasobného Riemannova integralu z funkce n proménnych. Uvazujme, jak
»propojit“ diferencialni formy s funkcemi. Predpokladejme, ze diferencidlni n-forma w je de-
finovana na R"™, popiipadé na néjaké oteviené podmnoziné D C R™. Pak pro libovolné, ale
pevné zvoleny bod z € D, x = (z',...,2"), jew(z) € A, (T,R™). Vektorové prostory A, (T, R™),
x € R" jsou jednorozmérné, a proto ma kazda takova forma w jedinou slozku, jiz je jista funkce
f(z) = f(x',... 2"). Konkrétné je
w(z) = flx)da' A ... A da"™.

Jestlize je forma w definovana na celém prostoru R™ nebo jeji defini¢ni obor obsahuje kvadr
[0,1]" (ktery muzeme chapat jako m-rozmérnou standardni krychli v R™), je prirozené defi-
novat integral z formy w na této krychli jako Riemanniiv integral z funkce f na uzavieném
n-rozmérném kvadru K = [0, 1]* C R". Tato piedstava je také soucdsti nasledujici definice.

Pfedpokladejme, Ze diferencialni n-forma w = fdu' A ... A du” je definovina na
oteviené mnoziné D C R™ obsahujici mnozinu [0, 1]". Integrdlem z formy w na n-
-rozmeérné standardni krychli I™, 1™([0,1]™) = [0,1]", v R"™ rozumime Riemannuv

integral z funkce f na mnoziné [0, 1]". Znacime

/ W= /fdul/\.../\du” /f(ul,...,un)dul...dun. (12.192)

In=[0,1]" [0,1]" [0,1]™

Necht
c: [0,1]"3>u=(u',...,u") = c(u) = (xlc(ul,...,u”),...,xmc(ul,...,u”)) e R™

je m-rozmérna singularni krychle v R™ a w € A,(R™) je n-forma definovana na
oteviené mnoziné D C R™ obsahujici mnozinu ¢([0, 1]*). Integrdlem z formy w na
n-rozmeérné singuldrni krychli ¢ rozumime
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/w = /c*w. (12.193)

[0,1]"

Je-li I' = kicy + - - - + kscg n-rozmérny singularni fetézec v R™, definujeme

/w:kl/w+---+ks/w: /(klcfw—{—---—i—ksc:w). (12.194)
r

& & o

Nakonec tedy riemannovsky integrujeme funkce. Konkrétné, jsou-li v pripadé fetézce I' =
= kycy + - - - + ke, jednotlivé pullbacky ciw tvaru cjw = fydut A ... A du”, fj = fi(u!, ... u™),
pak

/w: /(klfl(ul,...,u”)—|—---—l—ksfs(ul,...,u”))dul... du”.

r [0,1]™

Integraly zavedené v predchozi definici nazyvame integraly druhého druhu. Pro n = 1 se jedna
o krivkovy integral druhého druhu, pro n = 2 a m = 3 o plosny integral druhého druhu.
O integralech prvniho druhu budeme hovorit v dalsich odstavcich. Jsou vazany na specialni typ
diferencialnich forem.

Pozor! Dimenze integracniho oboru (kousku plochy, singulédrni krychle, singuldrniho
retézce) musi byt shodnd s rddem integrovaného objektu (diferencialni formy).

Priklad 12.103: Krivkovy integral druhého druhu

Mozné si vzpomenete na tzv. elementdrni praci silového pole Fz fyziky. Pfedpokladejme, Ze silové pole F 74~
visf pouze na souradnicich (pracujeme v souradnicich kartézskych), tj. F(7¥) = (F1 (z,y,2), Fo(x,y, 2), F5(z,y, z))
Jeho elementarni praci jsme definovali jako skalarni soucin vektoru sily a vektoru posunuti, tj. Fdr=F dz +

1)
F

+ Fydy + F3dz. Co kdybychom ji chapali jako diferencidlni 1-formu w;’ zavedenou v odstavci 12.3.67 Pak

by kfivkovy integral druhého druhu z formy wg) po jednorozmérné singularni krychli parametrizujici urcitou
kiivku ¢ : [0,1] 3 ¢ — (zc(t),yc(t), zc(t)) predstavoval celkovou préci vykonanou silovym polem F po dané

ktivce. Vypocteme tento integral podle nové definice.

/wg) = /c*wg) = / {(Fl oc) dxdct(t) +(Fyo c)idy(;(t) + (F50¢) ngt(t) dt.

c [0,1] [0,1]
Jisté jste si v8imli, ze jsme (jediny) parametr oznadili ¢. U kiivkovych integrali je to zvykem. Ve fyzice, pfi

vypoctu préce silového pole, mize byt parametrem ¢ ¢as. Pak mizeme psat predchozi integral ve tvaru (uz jako
Riemanniiv)

/ F(7(t))a(t) dt .
0
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Préace vychazi jako ¢asovy integral veli¢iny F'#, kterd predstavuje vykon. Kromé toho jsme pro ni dostali iplné
stejny vztah jako vztah (9.59) v odstavci 9.3.3. K¥ivkovy integral druhého druhu ze silového pole F v R3 je

skutecné praci tohoto pole po dané trajektorii a diferencialni forma w( ) predstavuje elementdrni prdici.

Obecné, je-li ¢[0,1] 3 u — c(t) = (z'c(t),...,2™c(t)) € R™ jednorozmérna singulérni krychle
(parametrizovanéd ktivka) v R™, a w € A;(R™) diferencidlni 1-forma definovand na oteviené
mnoziné D C R™ obsahujici obor hodnot této krychle c([O7 1]), pricem? w = wy dal+- - -+ w,, dz™
ma krivkovy integral druhého druhu z formy w na c tvar

/w = / cw = / { 06 C(t) TP (T oc)dxztc(t) dt. (12.195)

(0,1]

Priklad 12.104: Plosny integral druhého druhu

V tomto pifkladu budeme integrovat 2-formu w € A2(R?) po parametrizované plose v R3, tj. dvojrozmérné
singularni krychli

c: [0,1 3 (u,v) — c(u,v) = (ze(u,v),ye(u,v), zc(u,v)) € R?.
2-formu na R? miizeme zapsat jako formu wg), kde F = (Fl(x, y,2), Fa(z,y, 2), F3(z,y, z)) Plati
/wff) = / ¢ (Fidy A dz+ Fodz A dz + Fyda A dy) .
¢ [0,1]

Vypocteme naznaceny pullback (provedte krok za krokem):

" yc(u,v) 0zc(u,v yc(u,v) 0zc(u,v
i< (et et

dzc(u,v) Ozc(u,v)  dzc(u,v) dzc(u,v)
+(FZO)< v ou ou ov >+

(Froq <8xc(u,v) dyc(u,v)  dxe(u,v) dye(u, v))] e

ou ov ov ou
zkracené
dyc  dzc dzc  dzc dzc  Oyc
2 ou ou ou ou ou ou
c*w}) = |(F10c) det + (Fy0c¢) det + (F50¢) det du A dv,
dyc  dzc dzc  dzc dzc  Oyc
ov ov ov ov ov v

a jeSté zkracenéji, uvédomime-li si, ze subdeterminanty Jacobiho matice Dc(u,v) zobrazeni ¢ jsou

slozkami
vektorového soucéinu vektoru

E—%%% s _ (Oxc dyc Ozc
O\ ou’ Ou’ Ou YT\ v dv v

cw? = (Foc)(€, x &) dundo. (12.196)
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Plosny integral druhého druhu z vektorového pole F , reprezentujici tok tohoto vektorového pole
zadanou plochou (ukéZeme pozdéji), mé tvar

—

/wg) = / (Foc)(é x&)dudy, (12.197)
€ [0,1]2

kde vysledny zapis je jiz Riemannovym integralem. Forma wg) predstavuje elementdrni tok vek-

torového pole F.

V odstavci 9.3.3 jsme se zabyvali problémem zavislosti kifivkového integralu na parametrizaci
krivky, kterd byla integracnim oborem. Ted je tfeba vyTesit tento problém obecné. V odstavci
12.4.1 jsme vidéli, Ze zména parametrizace z definicniho oboru [0, 1] na definiéni obor [a, b],
a < b, linedrni transformaci nem4 vliv na vysledek integralu. Ze je tento zavér platny i pro
vicendsobny integral plyne z Fubiniovy véty. Je tfeba uz jen zjistit, jaky vliv ma na vysle-
dek integralu z n-formy w zména parametrizace urcené prostym vzajemné diferencovatelnym
zobrazenim

a: [0,1]"3u=(u'...,u") — alu) = (vla(ul, oou), . a(ut ,u")) e [0,1]".
Situaci vidime na obrazku 12.53 pro n = 3.

3 3

U v

'
Sroooooocoad aocog
’

0,1 a([0,1]%) coa([0,1]%)

Obréazek 12.53 Zména parametrizace integracniho oboru.

Predpokladejme, Zze n-forma w je definovana na oteviené mnoziné D C R"™ obsahujici mno-

zinu c o «(]0, 1]™). Plati
/w: /(coa)*w: / a'cw.
coa (0,1~ [0,1]»

Forma c*w je n-forma na R™ a jeji souradnicové vyjadreni ma proto tvar

Cw=fdo'An ... AdY, f=f . 0",
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Pak

ov'la "«

outr " Quin

acfw=(foa)ardv' A ... A a*dv”:(foa)< >dui1/\ A dutt =

= (foa)det Dadu* A ... A du™ = £(f o a)|det Da|du' A ... A du™.

Zmaménko ,plus®, resp. ,minus“ odpovida situaci, kdy det Da > 0, resp. det Da < 0. Dosta-
vame tedy

/w: /(coa)*w:j: /(fooz)|detDoz|du1... du™.
cox [Oyl}n [071]71

Posledni vyraz je Riemannovym integralem. Pouzijeme-li vétu o transformaci integralu, ziskame
vysledek

/w::I: /f(vl,...,vn)dvl...dv”.
coa (0,1~

Na druhé strané je

takze
/w: i/w.

Parametrizace n-rozmérné singularni krychle nema vliv na vysledek integrace, az na znaménko
v pripadeé, ze det Da < 0. Tento dilezity obecny vysledek shrneme v nasledujicim tvrzeni.

Véta 12.29 (nezavislost integralu na parametrizaci): Necht ¢, : [0,1]"—R™
acy: [0,1]" = R™, n < m, jsou n-rozmérné singuldrni krychle v R™ takové, Ze
existuje vzajemné jednoznacné diferencovatelné zobrazeni o : [0,1]" — oz([O, 1]”),
co = cp 0 a plati cl([O, 1]") = 02([07 1]") (Zobrazeni c¢; a cy jsou rizné paramet-
rizace téhoz n-rozmérného utvaru v R™.) Predpoklidejme, Ze diferencidlni n-forma
w je definovana na otevrené mnozine D C R™ obsahujici (spolecny) obor hodnot
zobrazeni ¢ a co. Pak plat?

/w = sgndet Da/w, (12.198)

Cc1 Cc2

kde sgndet Do je znaménko determinantu Jacobiho matice zobrazeni «.
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Priklad 12.105: Pozor na poradi parametri
Vratme se jesté na chvili k piikladu 12.104. Odvodili jsme v ném vztah (12.197) pro vypodet plosného

integrdlu druhého druhu z formy wg),

/wg>: /c*w(pz): /(F“oc)(gux{v)dm dv = /(F'oc)(EUXSZ)dudv

¢ [0,1)2 [0,1]2 [0,1]2

(2)
F

(posledn{ integrél je Riemanntiv). Co kdybychom vSak zapsali formu c*wy’ ve tvaru

cw? = —(Foc)(&, x&)dvA du?

To by prece také bylo spravné, ne? Kdyz vsak budeme riemannovsky integrovat funkci —ﬁ(Eu X f_;,)7 ktera je
(jedinou) slozkou formy c*wg) pii tomto zapisu, dostaneme vysledek s opac¢nym znaménkem, nez pri zapisu
puvodnim. Je to proto, ze jsme nyni zapsali vnéjsi souc¢in 1-forem du a dv v opacném poradi. Tomu vsak
odpovida vyména fadkt v Jacobiho matici zobrazeni ¢ a odpovidajici zdména potadi Cinitellt ve vektorovém
soucinu vektoru Eu a 5_;, Jestlize jsme predem zvolili parametr u jako ,prvni*“ a parametr v jako ,druhy*,
znamena to, ze vektor Eu je ve vektorovém souc¢inu prvnim dinitelem a vektor é, ¢initelem druhym. Toto
poradi pak musime dodrzet i u ¢initelt du a dv ve vnéj$im soucinu. Zaména poradi parametri znamend zmeénu

parametrizace. Volbou poradi parametrii soucasné volime orientact integracniho oboru.

Priklad 12.106: A ted uz prakticky

V piikladu 12.102 jsme konstruovali hranici dvojrozmérné singularni krychle v R (osminy jednotkové sféry
v prvnim oktantu — obrazek 12.52).

c: 0,1 3 u=(u',u?) — clu) = (xlc(ul,UQ),J:QC(u17u2),m3c(u1,u2)) ,

kterou jsme parametrizovali takto:

1 1,1 2 . omul
- = ze(u,u”) = sin— cos —,
2 2
1 2
. omut T
22 = 2?c(ut,u?) = sin —sin —
2 2
. . mut
23 = 23e(ut,u?) = cos — .

Pfedpokladejme, Ze 2-forma w je definovana na oteviené mnoziné D C R3 obsahujici c([O, 1]2) a ma souradnicové
vyjadieni
w = wozda? A dz® 4+ wsy dz® A dzt + wiada! A dz?, nebo w = wg) ,

oznac¢ime-li wog = F1, ws1 = Fo, wis = F3. Zvolme tieba radidlni vektorové pole F = (z,y, z). Vypolteme
pullback této formy zobrazenim c. Nejprve Jacobiho matice zobrazeni ¢ a vektory &; a &s:

1 2 1 2 1
T cos TY cos TU T cos U gin ™% _Tgip T%
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
DC(U > ) - oy wub s owu’ T oy UL wu?
7§SIHTSIHT ESIHTCOST 0
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Jeji prvni radek obsahuje slozky vektoru f_i, druhy slozky vektoru 52 Jejich vektorovy soucin je

w2 omut  mu? w?  ,mut | omu? w? | omul ot
fl ><£2 (sm TCOST,ZSIH 251n2,451n2(3052),
pullback formy w? zobrazenim c je
cwg)—(42 sin3%ﬁlcosQ%Iﬂ—l—?smd%wsmz%ﬁ—‘—%sm%mcos >d A du?= Z251n—1du A du?
a integral
/wj(?z) = / cwd) = j / sin%ﬁduldu2 =

e [0,1)2 [0,112

Vysledek predstavuje osminu plosného obsahu jednotkové sféry. Je to ndhoda? Pozdéji uvidime, Ze neni.

Priklad 12.107: Jeden fyzikalni kiivkovy ...
Vypocteme praci jednoho molu van der Waalsova plynu pfi izotermické expanzi z objemu V7 na objem Vs.
Van der Waalstv plyn se pri vratnych déjich ridi stavovou rovnici

(p+ %) (V —b) = nRT,

kde n je latkové mnozstvi (v nasem piipadé n = 1mol), p, V, T jsou tlak, objem a teplota plynu, a a b jsou
kladné konstanty, R = 8,314 Jmol ' K~ je univerzaln{ plynové konstanta. Elementarni prace plynu pfi zméné

objemu je dana 1-formou
RT a
W =pdV = d
w pdV (V 3 V2> V.

Integraénim oborem je interval [Vi,Va], tj. C : [Vi,V2] 3 V — C(V) = V € R!. Vime, Ze nemusime ménit
parametrizaci tak, aby integraénim oborem byl interval [0, 1], a miizeme integrovat rovnou:

Vo—b 1 1
T In ——— .
/ /( ) v =R = a4 - )

(Pro poradek jsme parametrizaci oznagdili C a nikoli symbolem ¢. Ten méme rezervovan pro singuldrn{ krychle, je-

jichZ oborem parametrii jsou intervaly [0, 1].) P¥i vipoctu jsme respektovali skutecnost, Ze se jednd o izotermicky
déj, tj. T' = konst.

Priklad 12.108: ...a jeden plosny

Ted néco ,méné tradicniho“. Vypocteme tok vektorového pole F = (—zy,0,yz) plochou tvofenou ¢4sti
pfimkové plochy z = ﬁ@ap, 0 <0< R,0< ¢ < 27 Parametry g a ¢ jsou polarni soutadnice. Nejprve
promyslime, o jakou plochu se jednd (pro R = 2 ji vidime na obrazku 12.54 vlevo).

Ozna¢me tuto plochu S. Ve vilcovych soutadnicich z = pcosp, y = gsing, z = z ma rovnici z = ﬁggp.
Pro o = R dostaneme parametrické rovnice ¢asti ktivky, kterd plochu S ohranicuje: x = Rcosp, y = Rsin,

z= %. Tato kiivka je Sroubovice. Parametrizaci plochy S miuzeme zvolit ve tvaru

S: [0,R] x [0,27] 3 (0, ) — (2S(0.),yS(0,¢),25(0.¢)) € R?,




300 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

Obréazek 12.54 K prikladtim 12.108 a 12.109.

xS = xS(p,¢0) = pcosy,
yS = yS(o,p) = osiney,

1
28 = 28(0,p) = P

(Opét pro parametrizaci timyslné nepouzivdme symbol ¢, nebot obory parametri nejsou intervaly [0, 1]. Vime
v8ak, Ze na vysledek integrélu to nebude mit vliv.) K pochopeni ndzvu ,piimkové plocha“ si sta¢i uvédomit,
e tato plocha je vytvarena piimymi spojnicemi (tseckami) poc¢atku soustavy soufadnic s body na Sroubovici.
Jednou ¢asti hranice plochy S je oblouk Sroubovice

C:[0,21] 3¢ — (2C(¢),yC(¢), 2C(p)) € R?,

1
2C(p) = Reosp, yCly) = Rsinp, 2C(p) = —Ryp, ¢ €[0,27],

druhou ¢4sti je svisld usecka spojujici body A = (R, 0, %) a B = (R,0,0). Z piikladu 12.105 vime, ze vysledek
integrace zavisi na volbé poradi parametri. Zvolme je tfeba tak, Ze parametr ¢ bude jako prvni. Jak takovou

volbu interpretovat? Vektorovy soucin EQ X f_;; (je kolmy k plose S) miF{ ,,dovniti* prostoru vymezeného plochou

o = i . [ . . 2 .
S a obsahujictho osu z. Receno neprilis presné, zato vSak ndzorné: integral z formy wg,) po plose S bude

predstavovat mnozstvi integralnich kiivek (v ptipadé silového pole F mnozstvi silo¢ar), které touto plochou
»protece® ve sméru normdly £, x &,. Pocitejme:

; @
coS ¢ sing &

DS(Q,<P)—( . v ) :
—psingp pcosp L=

L 1 1 1 . 1
So X &p = | rosing — —opcosp, — —opsing — —pcosp, e )
x (2) _ z z _ i 37 a2 . 2
S*wp’ = (Fo8)(§ x&)do AN dp= s [ sin” ¢ cos ¢ + sin (1 + cos ga)] do A dy,
0
Nésledujici integraly propocitejte krok za krokem sami.

R 2

1

/w}f): / S*wg)zf /g?’dg /(—sin2<pcos<p+gosin<p+<psingo(;082<p)d<p ,
7

5 [0,R]x[0,27] 0 0
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po vypoctu dostaneme

1

s
K tomuto prikladu se pozdéji jesté vratime.

Priklad 12.109: A pro jistotu jesté jeden
Vypocteme tok vektorového pole F= (0, —(z+y)y, z) povrchem télesa omezeného paraboloidem z = 22 +12
a rovinou z = 1. V podstaté je to uz ,rutina“.
wg) =—(r+y)ydz A dz+ zdz A dy,
Integracni obor je na obrazku 12.54 vpravo.

S1:00,1] x [0,27] 3 (0,0) — (251(0,9),y51(0,9), 251 (0, 9)) € R?,

xSy = xS1(0,) = ocosp, yS1 =ySi(0, ) = osing, 25 = z51(0,¢) = 0%,
SZ : [Oa 1} X [07 27T] 2> (Q7 (p) — (z52(97 %0)7?452(197 30)72352(Q, SD)) € R37
xSy = xS2(0,¢) = pcosp, ySz =ySa(0, ) = osing, zS> = 252(0, ) =1.

Nyni médme plochu sloZzenou ze dvou rizné parametrizovanych ¢asti a musime zvolit poradi parametri. Plocha
je uzavrend, obepina trojrozmérné téleso. Zvolime poradi parametru tak, aby vektorovy soucin odpovidajicich
teénych vektoru (samoziejmé v pofadi ¢initeli shodnym s poradim parametri) sméfoval v obou pripadech
ven z objemu tohoto télesa. Toto poradi je standardni. V pripadé plochy S; odpovidd nas pozadavek poradi
parametri ¢ (jako prvni) a ¢ (jako druhy). V pfipadé plochy S; je pofadi opaéné, p je prvnim parametrem,
@ druhym. Situace je jasnd z obrézku 12.54. Jacobiho matice zobrazeni S a Sy (se spravnym poradim Fadkl,
odpovidajicim zvolenému poradi parametri) jsou

—psinp pcosep 0 cos ¢ sing 0
DS 5 = 5 DS 5 - )
i(e:%) ( cos ¢ sing 20 ) 2(0:¢) (—Qsingp ocosp 0 )

vektorové soudiny vektori f:, a {q,, odpovidajicich zobrazeni Sy, a vektoru Q?g a @,, odpovidajicich zobrazeni Sy,
pak L L
€p x &g = (207 cos p, 20 singp, —0),  (p x (o = (0,0,0).

Vypocteme pullbacky formy wg) zobrazenimi S a So,

Si"wg) = (F_" o Sl)(f;, X gg)dgo A do=— [2@4 sin? ¢ (cos o + sin ) + 93] dp Adp,
S;wfﬁ) = (ﬁo SQ)(C_-;, X g::p)dg/\ dp = odoAdyp,

a nakonec integraly,

1
/w;?) = //f [2g4sin2cp(coscp+singo)+g3] dpde = fg,
S 00
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V textu tohoto odstavce se nékolikrat objevil pojem orientace kiivky, resp. plochy. U plochy
jsme hovotili o orientaci normalou. I kdyz je intuitivné jasné, o co se jednd, prece jen je tfeba se
pojmu orientace vénovat podrobnéji a matematicky jej popsat. V odstavci 12.2.7 jsme zavedli
pojem orientace vektorového prostoru. Vzpomente si, ze v kazdém vektorovém prostoru jsou
dvé mozné orientace. Kazda z nich obsahuje vSechny baze, mezi nimiz se uskutec¢nuji prechody
s maticemi o kladném determinantu, matice prechodu mezi bazemi nalezejicimi do riznych tiid
maji determinant zdporny. Pfemyslejme, jak toho vyuZit pro zavedeni orientace kiivky v R1,
R?, R? a obecné v R™, plochy v R? a R?, a obecné n-rozmérného kousku plochy, resp. n-
-rozmérné singularni krychle v R™. Za¢neme nazornymi situacemi, kdy si orientaci dovedeme
predstavit: kiivkou a plochou v R3.

Piiklad 12.110: Orientace kiivky a plochy v R3

Vénujme se hned obrazku 12.55, ktery pojem orientace ndzorné ukazuje.

Obréazek 12.55 Orientace kiivky a plochy v R3.

Uvazujme nejprve o kiivce v R? jako o jednorozmérné singulérni krychli,
c: 0,1] 3t — c(t) = (zc(t), ye(t), zc(t)) € R?,

jak odpovidé obrazku. (Vime uz, ze hodnota integralu bude stejnd, at jiz bude definiénim oborem parametrizace
interval [0, 1], nebo obecny interval [a,b].) Na redlné ose, jejiz podmnozinou je definiéni obor zobrazeni ¢, je
definovano vektorové pole €; = %. V bodech c(t) € R3 kfivky je zobrazenim c¢ indukovéno vektorové pole f_;
podél této kiivky, které je spojité vzhledem k mmnoZine c([O7 1]) (Spojitost vzhledem k mnoziné jsme probirali
v druhém dilu.) Plati

- L. dxc(t) 0 | dyc(t) 0 | dzc(t) 0
G=Tel@) ==~ " "a oy T @t o2

V kazdém bodé kiivky ¢([0,1]) generuje vektor & jednorozmeérny vektorovy prostor a tvofl bézi tohoto vek-
torového prostoru. Soucasné je reprezentantem jedné ze dvou moznych orientaci (druhou reprezentuje vektor
opacny). Orientace dand vektorem é je kompatibilni, neboli souhlasnd s parametrizaci ¢, orientace dané vekto-
rem opacnym je s parametrizaci nekompatibilni, neboli nesouhlasnd. Zadana parametrizace kiivky tedy indukuje
jeji orientaci. Jind situace nastava, je-li orientace pfedem zadana spojitym vektorovym polem 5 podél krivky.
Vektor 5 generuje v kazdém bodé c(t) kiivky vektorovy prostor T¢(c, ktery je vektorovym podprostorem tec-
ného prostoru Tc(t)R3. Nazyva se tecny prostor ke krivce a vektor E reprezentuje jednu z moznych orientaci
tohoto teéného prostoru. Mozné parametrizace krivky se pak rovnéz roztridi do dvou tfid: na parametrizace
kompatibilni a nekompatibilni se zadanou orientaci. Pti praktickych vypoctech je vhodné pracovat s takovou
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parametrizaci, kterd nalezi do t¥idy parametrizaci kompatibilnich se zadanou orientaci. Uvaha, kterou jsme
pravé provedli pro kiivku v R32, se d4 snadno zobecnit na kiivku v R™, m > 1.
Obdobné uvazujeme v piipadé plochy. Parametrizujme ji jako dvojrozmérnou singularni krychli v R3,

c: [0,1)% 3 (u,v) — (ze(u,v),ye(u,v), zc(u,v)) € R?.

Zobrazenim ¢ je opét indukovano teéné zobrazeni, které kazdému vektoru € v bodé (u,v) € [0,1]? piifadi
vektor & = T(,.)c(€) v bodé c(u,v) € ¢([0,1]?). Vektory €, a &, tvoif bazi v bodech (u,v) € [0,1]2, vektory
&y = Tiuvyc(€u) a & = T(u,v)c(€y) jsou linedrné nezavislé (vite proc?) a generuji v bodé c(u,v) dvojrozmérny
vektorovy prostor Te(y ¢ C Tc(u,u)R?’ — tecny prostor k zadané plose. Baze (Eu,é,) reprezentuje v kazdém
bodé c(u,v) tiidu bazi vektorového prostoru T, ¢, tj. orientaci tohoto prostoru, kompatibilni se zadanou
parametrizaci.

Orientaci teénych prostorii v jednotlivich bodech dvojrozmérné plochy v R? mtizeme vyjadiit také alter-
nativné, pomoci vektorového soudinu &, x &,. (Pozor na dodrzen{ poradi ¢initelt ve vektorovém soucinu podle
poradi parametrii.) Tento vektorovy soucin generuje ortogondlni doplnék k podprostoru T, ) c. Vektor

§u X &u

€ % &l

se nazyva jednotkovd normdla k plose v bodé c(u,v). Muzeme Fici, Ze tato normaéla je kompatibilni s para-
metrickym vyjadrenim, norméla opac¢nd, tj. vektor —7, je nekompatibilni s parametrickym vyjadienim. Je-li
¢ parametrizovany kousek plochy, vznikd na této ploSe spojité vektorové pole jednotkové normaély (opét jde
o spojitost vzhledem k mnozing, v tomto piipadé c([0,1]2)). Podobné jako u kiivky miZzeme i v pifpadé kousku
(dvojrozmérné) plochy v R? zadat pfedem nékterou z orientacf spojitym vektorovym polem jednotkové normaly.
MozZné parametrizace se pak roztridi do dvou trid, na tf¥idu parametrizaci kompatibilnich se zvolenou orientaci
a t¥idu parametrizaci s touto orientaci nekompatibilnich. Jak je tomu vSak s orientaci dvojrozmérné plochy v R3,
ktera sice je dvojrozmérnou singularn{ krychli v R3, neni vSak parametrizovanym kouskem plochy (zobrazeni
¢ nesplituje podminku vzdjemné jednoznaénosti)? V takovém piipadé nemusi byt mozné plochu orientovat. Na
obrazku 12.55 je zndzornéna plocha, na niz lze zadat spojité vektorové pole jednotkové normély. Je to valcova
plocha, kterou mizeme parametrizovat tfeba zobrazenim

ﬁ:

c: 0,12 3 (u,v) — clu,v) = (xc(u,v),yc(u,v),zc(u,v)) e R?,

kde z = zc(u,v) = cos 2mu, y = ye(u,v) = sin 27u, z = z¢ = v. Pak

- 0 - 9]
§u = T(um)C () = (—2msin 2mu, 27 cos 27w, 0), & = T(ym)C () =(0,0,1),

M ov
= M = (cos 2u, sin 27u, 0) = {968 + ya} :
€, < &) O "0l aqop)

Toto vektorové pole je spojité (vzhledem k mnoziné ¢([0, 1]2)) a definuje orientaci plochy. Velmi zndmou plochou,
kterou orientovat nelze, je Mobiova péaska (viz obrézek 12.56).
Jeji parametrizaci lze zvolit tfeba takto:

S 2 [0,27] X [Umin, Vmax] D (u,v) — (zS(u,v),yS(u, v), 25 (u, v)) € R3,
u
x = xzS(u,v) = cosu+vcos§cosu,
y = yS(u,v) = sinu—l—vcos%sinu7

z = zS(u,v) = vsing.
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vmax

Umin

Obrézek 12.56 Mobiova paska.

(Graf na obrazku 12.56 je sestrojen pro vmin = —0,2, Vmax = 0,2.)

Nyni formulujeme pojem orientace n-rozmérné singularni krychle v R™ obecné.
Necht
c:[0,1]"3u=(u',...,u")—c(u) = (xlc(ul, coou™), . xme(ul ,u")) eR™,

kde n < m, je n-rozmérna singularni krychle, resp. n-rozmérny parametrizovany
kousek plochy v R™ (zkrdcené n-rozmérnd plocha v R™). Jeji orientaci indukovanou
parametrizaci ¢ rozumime zobrazeni

i 00 S u= (@l u®) —> ) = [(gl(u),...,gn(u))] :

&i(u) = Tuc (;;Z) : (12.199)

kde [<§l(u), .. ,fn(u))} je tfida bdzi vektorového podprostoru T,yc C Tew)R™

ekvivalentnich s bazi ({1 (u),... ,{n(u)). Je-li zobrazeni p spojité, jedna se o orien-
tovanou n-rozmérnou singularni krychli, resp. orientovany n-rozmérny parametri-
zovany kousek plochy v R™.

Zobrazeni &; c([(), 1]”) 3 c(u) — &i(u) € Towe C ToyR™ jsou spojitad vektorova pole na
dané plose (spojitost vzhledem k mnoziné ¢([0, 1]")).




12.4. INTEGRAL Z DIFERENCIALNICH FOREM 305

Pro m = n 4+ 1 mtzeme orientaci definovat ekvivalentné pomoci normaély.

Predpokladejme, ze
c: 01" u=(u',...,u") —clu)= (xlc(ul, U™, e(ut ,u”)) eR"

je m-rozmérna singularni krychle, resp. n-rozmérny parametrizovany kousek plochy
v R™ (zkracend n-rozmérna plocha v R"™). Polem jednotkové normdly induko-
vanym parametrizaci ¢ rozumime vektorové pole na této plose dané vztahem

axeexg,
CEREEE)

Je-li vektorové pole normaly n spojité, jednd se o n-rozmérnou plochu v R"*! ori-
entovanou vektorovym polem normdly.

L= (;;Z) : (12.200)

Poznamenejme, ze pokud na dané plose neexistuje spojita orientace i, nelze plochu oriento-
vat. V takovém pripadé ji nazyvame neorientabilni. V pripadé, ze spojité zobrazeni u existuje,
jedna se o plochu orientabilni, neboli orientace schopnou. V pripadé n = m — 1 je definice
orientace plochy pomoci vektorového pole normaly ekvivalentni s definici pomoci zobrazeni .

Zbyva odpovédét na otazku, jak postupovat, mame-li zadany néjaky n-rozmérny geomet-
ricky utvar v R™, na némz je jiz predem zadana jedna ze dvou moznych orientaci, a potrebujeme
jej parametrizovat. Ukazeme to opét nejprve na prikladech.

Priklad 12.111: Parametrizace indukovana orientaci

Zaddnim geometrického utvaru, tfeba kiivky nebo plochy v R3, rozumime specifikaci ur¢ité podmnoziny

prostoru R? tieba pomoci rovnic a nerovnosti ve standardnich soufadnicich — napiiklad takto:

C:{(x,y,z)€R3|z:x2+y27y:x70§z§2},

S:{(a:,y,z)eR3|x2+y2+z2=1,z20}.

Prvnim z atvara je kiivka vznikla prinikem povrchu rota¢niho paraboloidu a roviny rovnobézné s osou z
a omezend nerovnosti 0 < z < 2. Druhym ttvarem je ¢ast jednotkové sféry lezici v horni poloroviné soustavy
soufadnic.

Kfivku muZeme orientovat napiiklad tak, ze na ni zaddme spojité vektorové pole f (jako obvykle u jed-
norozmérnych, dvojrozmérnych a trojrozmérnych piipadt piseme nad vektory Sipky). Tim je v kazdém bodé
z = (x,y,2) € C kiivky C zaddna (rovnéz spojitd) orientace pu(x) = [f(:r)] te¢ného prostoru T,C C T,R3.
Zvolime-li parametrizaci ¢ : [0,1] > u — c(t) € R? kiivky C tak, ze To(€r) € u(c(t)), jednd se o parametrizaci
kompatibilni neboli souhlasnou s danou orientaci. Je-li T, (€y) € —p (c(t)), je parametrizace ¢ nekompatibiln,
neboli nesouhlasnd se zadanou orientaci. Poznamenejme, ze v pripadé k¥ivky lze orientaci jednoduse zadat i tak,
ze Tekneme, ktery bod krivky je pocatecni a ktery koncovy. Pokusime se takové zadani orientace ekvivalentné
vyjadrit pomoci vhodného spojitého vektorového pole na kiivce. Kfivku C jsme zadali rovnicemi rotac¢niho
paraboloidu a roviny, které mtizeme prepsat takto:

fl(x,y,z)E—xQ—yQ—i-z:O, fg(l',y,Z)El'—y:O
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Vektory ¢i = grad f1 = (—2z,—2y,1) a go = grad fo = (1,—1,0) jsou ke kfivce C v kazdém jejim bodé
kolmé (vzpomeiite na geometricky vyznam gradientu). Jejich vektorovy souéin C=g1 xgo = (1,1,2(z 4+ y)) je
spojitym vektorovym polem na kfivce C, pricemz vektor Q? je v kazdém bodé vektorem je krivce teénym. Totéz
plati pro vektorovy soucin —(fa = go X 1. Definovali jsme tak dvé navzajem opacné orientace krivky C. Zvolme
parametrizaci kiivky t¥eba takto: ¢ : [0,1] 3t — c(t) € R?, & = xc(t) = t, y = yc(t) = t, 2 = zc(t) = 2t2,
2t2 < 2, tj. t € [0, 1]. Te¢né vektorové pole na kiivee C pak je

& = T (@) = <angt), aygft), azgt(t)) =(1,1,4t).

Hned vidime, Ze plati & = ((xc(t), ye(t), zc(t)), tj. vektor & v kazdém bodé kiivky C nale#f orientaci n(c(t)).
Parametrizace ¢ je proto souhlasnd s piedem zvolenou orientacf. Parametrizace ¢ : [0,1] > t — &(t) € R?,
x=act) =1—-t,y=uyclt) =1—t 2z = zc(t) = 2(1 — 1), t € [0,1], indukuje tecné vektorové pole
£ = Tsy(€:) = (=1,—1,—-4(1 — t)). Plati Eli=-&= —E(xc(t),yc(t),zc(t)). Parametrizace ¢ je nesouhlasnd
s predem zadanou orientaci.

Nyni definujeme orientaci plochy S pomoci jednotkové normaly. Spojité vektorové pole jednotkové normaly

na plose S je napiiklad 7 = (ac, y, /1 — a2 — y2). Zvolme parametrizaci plochy S tfeba takto:

S [0,27] x {0, g} > (u,v) — S(u,v) = (a:S(u, v),yS(u,v),zS(u,v)) e R?,
z = xS(u,v) =cosusinv, y=yS(u,v)=sinusinv, z=25(u,v)=-cosv.
Pro te¢né vektorova pole indukovana touto parametrizaci plati

,5'; = To(u,v)S(€y) = (—sinusinwv, cosusinv,0),
& = To(u,0)S(€y) = (cosucosv,sinucos v, —sinv) .

Vektorové pole jednotkové normély odpovidajici této parametrizaci je (provedte vypocet)

) € x & o
i’ (u,v) = ==—2 = (—cosusinv, —sinusinv, — cosv) =
|§u X &ol
2 2
= —zc(u,v), —ye(u,v), —\/1 = (zc(u,v))” = (ye(u,v))” ) .
Vidime, ze 1'(u,v) = fﬁ(S(u, v)). Parametrizace ¢ je nesouhlasna s predem zvolenou orientaci zadanou vek-

torovym polem 7. Volba souhlasné parametrizace by odpovidala opa¢nému potfadi parametri, tj. opaénému

poradi ¢initeli ve vektorovém soucinu definujicim normélu indukovanou parametrizaci.

Uvazujme nyni o obecném pripadu, tj. o n-rozmérném utvaru ¥ v R™, n < m, zadaném
(m — n) rovnicemi

_ (12.201)
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kde funkce fo(z',...,;2™), 1 < a < m — n jsou diferencovatelné a hodnost matice (%) je

maximalni, tj. rovna m — n.

Necht mnozina ¥ C R™ je zaddna (nezévislymi) rovnicemi (12.201). Oznacme
N,X C T,R™ (m — n)-rozmérny vektorovy podprostor tecného prostoru 7,R™
generovany v kazdém bodé z = (z!,...,2™) € R™ vektory

Ofa Ofa
_ 1 ny _
Co = grad fo(z', ..., 2") = (8.761"”’8:6”"‘) :

Jeho ortogondlni doplnék 7,3 v prostoru T,R™ je tecny prostor k X v bodé x.
Oznac¢me Or (x) (dvouprvkovou) mnozinu orientaci vektorového prostoru 7,% v bodé
x € R™. Predpoklddejme, 7Ze existuje spojité zobrazeni

p:R" DY 52 — px) € Or(z)

pritazujici kazdému bodu x € ¥ orientaci te¢ného prostoru 7,3 tutvaru Y. Takové
zobrazeni se nazyva orientace utvaru X a utvar ¥ se nazyva orientovany. Paramet-
rizace

c:[01]"3u=(u,...,u") = c(u) = (xlc(ul,...,u”), . ,xmc(ul,...,un)) eR"™,

kde c([O, 1]") = Y, utvaru X se nazyva kompatibilni neboli souhlasnd s predem zvole-
nou orientaci, jestlize baze (Tc(u)(el), . ,Tc(u)(en)) nélezi orientaci p(c(w)). Nalezi-li
zminéna baze orientaci opacné, je parametrizace nekompatibilni neboli nesouhlasnd
s predem zvolenou orientaci.

Ve specialnim pifpadé n = m — 1, kdy je mnoZina ¥ zadana jedinou rovnici f(z?!,... ™) =
= 0 a prostor N,X je jednorozmérny, miizeme orientaci mnoziny > alternativné zadat pomoci
nekterého ze dvou vektorovych poli jednotkové normély na mnoziné 3,
af of
ozt T Oxm )’

(resp. pomoci norméaly opacné, —n), a to za predpokladu, Ze je toto vektorové pole spojité.
Parametrizace ¢ : [0,1]™' 3 u — c(u) € R™ Gtvaru ¥ je pak kompatibilni neboli souhlasnd,
resp. nekompatibilni neboli nesouhlasnd s pfedem zadanou orientaci, je-li
:flx"'xéumfl resp n:_flx"'xfmq
SRR T & X oo X ]

kde & = Tyc(e;), 1 <i<m—1. Utvar ¥, na némz lze zadat spojitou orientaci, resp. spojité
vektorové pole normaly, je orientabilni, v opacném pripadé neorientabilni.

nzigradfzi(




308 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

12.4.4 Obecny Stokestiv teorém — zaklad integralnich vét

Po dtkladné pripraveé vsech potfebnych pojmil konecné formulujeme a dokazeme jedno ze za-
kladnich tvrzeni integralniho poc¢tu — obecny Stokesuv teorém. Je velmi dilezity pro praktické
vypocty. Pomoci néj totiz budeme umeét prevadét integraly z daného integracniho oboru ¢, resp.
I, na jeho hranici ¢, resp. OI' a naopak.

Véta 12.30 (Stokestuv teorém): Necht ¢ je n-rozmérnd singuldrni krychle v R™,
2 <n <m. Necht w € A,_1(R™) je (n — 1)-forma definovand spolu se svou vnéjsi
derivaci dw na otevrené mnoziné D C R™ obsahujz’cz’c([O, 1]"*1>. Plati

alw - C/dw. (12.202)

Véta zni velmi jednoduse a také jeji dikaz je snadny. Provedeme jej ve dvou krocich. Nejprve
predpokladejme, Ze integracnim oborem pravé strany vztahu (12.202) je standardni n-rozmérna
krychle I v R", a OI" jeji hranice, tj.

a0 st = ") — I"(t) = (u'I"(1), ..., u" (1)) € RT,

Predpokladejme, ze w € A,_1(R™) je forma definovana na oteviené podmnoziné prostoru R"
obsahujici I"(]0, 1]™). Jeji soutadnicové vyjadieni mé tvar souctu forem typu

n=fu',. . ,u")dut A A duTt AduTEA LA du” .

Vzhledem k linearité integralu (integral souc¢tu forem je roven souctu integrali z jednotlivych
s¢itanci) staci provést dukaz pro formu 7. Provedeme to vypoctem a porovnénim obou stran
dokazované véty. Plati

n

_ i+ I+ n*
|- > pre [ =% N B A
aIn j=la=0 I o j=1a=0, 1 [0,1]n—1

Vypocteme pullback 17 eyl

1 —1 +1
I = [£ 0 I ) Ty du') Ao ATy du™) A (I du™) AL A (17 du”)
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It ¢ [0, =W 0" = I () = (U (V) un T (v)) € RT
kde
ut = u I (vl 0" ) =0 pro 1<s<j—1
u® = usf@ya)(vl,...,v”_l) =a pro s=17],
S =l (0l 0" =0 pro j+1<s<n

Plati

Iy du® = dv® pro 1<s<j—1,
Ii7ydu® =0 pro s=j
I(] ) du® = do*! pro j+1<s<n.

Vnéjsi soucin forem typu (%, du® je nenulovy jedin¢ tehdy, neobsahuje-li ¢initel /{7, du’. Ten
je totiz nulovy a anuloval by cely vyraz [ Gl Proto je forma I Gyl nenulova jediné pro j = 1.
V tomto pripadé je rovna

0 I | Iy Ul ) Ao A (I A=) A (I dut ™) AL A (I du™) =
= (f OI&Q)) dv' A oA do T

Integral z formy 7 po hranici I™ n-rozmérné standardni krychle je

/77— —1)e /(fOI&a)) dv' A LA d =
aOl

o [0,1]7—1

:(—1)i/ feh 0000 o det L dot T

[Ol]n—l
Hl/ flv , iil,l,vi,...,vnfl)dvl... do" ! =
[01}" 1
= (—1)”1/ {f(vl,...,vifl,l,vi,...,v"il)—f(vl,...,v’;l,O,vi,...,v”fl)}dvl... do™ !,

[Ojlv]n—l
pricemz se jiz jedna o Riemanniv integral. Pocitejme nyni pravou stranu Stokesova teorému
pro formu 7. Plati

of

dp=df A du... A du" A duT AL dut = (1) 18 du' A A du™,
u!
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/dn:(—l)i‘l /(;{ o[”)dt1 L dtn

m [0,1]"

Tento Riemanntv integral upravime pomoci Fubiniovy véty na tvar

(—1)"! / (;{Z [n) dtt Qe =

[0,1]"
0 , .
( / I”) dtll det.odeThdet At =
= (1)1 / {f(vl, U TLa U LRI T T 4 (O R DLl | KT ,v"fl)} dot .. do™ !,

kde jsme provedli substituci v/ = #/ pro1 < j <i—1, vV ' =t proi+1 < j < n

Hned vidime, zZe vysledné vyrazy ziskané pro f n a [ dn jsou shodné. Pro standardni krychli
in

jsme tedy Stokesiv teorém dokézali pro hbovolnou (n — 1)-formu w. Uvazujme ted o obecné

situaci, tj. n-rozmérné singularni krychli ¢ : [0,1]" > u — c(u) € R™, zadané rovnicemi

) = x]c(ul, oou"), 1 <5 <m. O (n—1)-formé w predpokladejme, podle pozadavki véty

12.30, ze je deﬁnovéna na oteviené mnoziné D C R™ obsahujici obraz krychle [0, 1]™ zobrazenim

c, tj. c([O, 1]") C D. Pomoci definice integralu, platnosti Stokesova teorému pro standardni

krychli a pouzitim zaménnosti pullbacku a vnéjsi derivace dostaneme

/w—/cw—/dcw—/ *(dw):c/dw.

I n

Na nasledujicim prikladu ukazeme, jak Stokesuv teorém ,funguje® a jak si pomoci néj usnadnit
vypocty.
Priklad 12.112: Jak funguje Stokestiv teorém — poprvé

Na konci prikladu 12.108 jsme slibili, ze se k nému jesté vratime. Ted je ten spravny okamzik. Snadno

ovéfime (provedte), ze forma w = wg) = —xydy A dz+yzdx A dy z prikladu 12.108 je uzavtena, tj. dw = 0. Je

definovana na celém prostoru R3, je proto také exaktni. To znamend, Ze existuje 1-forma 7, pro niz je dn = w.
Na ni lze aplikovat Stokestiv teorém ve tvaru

=[]

as s s
Hledejme formu n = wG = G1dz + G2 dy + Gz dz. Vime, Ze ze vztahu dw(l) = w%) vyplyva, ze vektorové pole
F je rotaci vektorového pole G (viz odstavec 12.3.6). Hleddme proto feSenf rovnic
_0Gz  0Gy 780178G370F78G27{“)G1

! Tyig_iwy’ 7 0z oz 57 oz Oy Bl
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Uvedené podminky spliuje napiiklad vektorové pole G = (0,zyz,0) (ovéite). Jemu odpovidd forma wg ) =
= zyz dy. Podle Stokesova teorému bychom meéli integraci této formy po hranici plochy S dostat stejny vysledek

jako v ptikladu 12.108. Hranice plochy S je slozena z ¢4sti sroubovice C : [0,27] 2 ¢ — C(p) € R3 o rovnicich
. Ry

x=12C(t) = Rcosp, y=yC(t) = Rsing, z=2C(t) = T

T

a z usecky U spojujici body A = (R, 0, %) a B = (R,0,0) (v tomto pofadi, A je poc¢dtetnim a B koncovym
bodem tsecky U). Parametrizovat ji lze tfeba zobrazenim U : [0,1] 3t — U(t) € R?, kde

R
r=aU(t)=R, y=yUt)=0, z=zU{1)= 5(1 —1).
Plati
R4 2m 1
/wg) :/wg)Jr/wg) = / C*w8)+ /L{*w(l) = 4—/<psingacos2<pdgp+/0dt:
T
o8 c u [0,27] [0,1] 0 0
RYT 1 1 1 S
= I [—330(305330—1— gsimp <1 - 3Sin2<p>:|0 = —6R4.

Vysledek je skutecné shodny s prikladem 12.108.

Priklad 12.113: Je tu ale nejednoznacnost
Zustanme jesté chvili u predchoziho prikladu. Hledali jsme v ném formu wg ), jejiz vnéjsi derivace je rovna

(2) _ (1)
F G

zadané formé wy’ = —xydy A dz + yzdax A dy. Jednu takovou jsme nasli, konkrétné ws’ = zyzdy. Je to

vSak jediné feseni rovnice dwé1 ) = wl(f)? Jisté ne. Pric¢teme-li k formé wg ) vnéjsi derivaci libovolné funkce
f = f(z,y,2), bude pozadovani rovnost rovnéz splnéna, nebot d2f = 0. Vektorové pole odpovidajici této
situaci je G’ = G + grad f a plat{

/wé?:/wé?:/<w8’+df), /df:o.

oS oS oS oS

V predchozim prikladu se objevil integral z exaktni 1-formy d f na jednorozmérné singularni
krychli. Vznika otazka, zda i pro takovy pripad lze pouzit Stokestiv teorém. Ten by pak mél

tvar
Jas=[s
c de

Co je vSak hranici jednorozmérné singularni krychle ¢i jednorozmérného singularniho tetézce?
(0-rozmérnou singulérni krychli jsme zatim nedefinovali.) A jak je definovan integrél z O-formy?
(To jsme také zatim nedefinovali — pozor, neni to Riemannuv integrél z funkce. Vite proc?)
Stokestuv teorém formulovany ve vété 12.30 se na uvedeny pripad nevztahoval. Méli bychom
proto definici v uvedeném smyslu doplnit. 0-rozmérnou singularni krychli v R™ definujeme
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jako zobrazeni ¢y : {to} > to — co(to) € R™, kde {to} C R je jednoprvkovd mnozina. Integral
z O-formy w po 0-rozmérné singularni krychli zavedeme vztahem

/w = w(co(to)) :

co
Predpokladejme, ze
c: [0,1] 3t = c(t) = (2'e(t),...,2™c(t)) € R™

je jednorozmérna singularni krychle. Co je jeji hranici? Podle definice by to mohl byt 0- rozmérny
singularni fetézec

1 1
de=3_ > ()i =32 > (=1)"co I, = c(1) = ¢(0).

Hranici jednorozmérné singularni krychle tedy fakticky tvori jeji krajni body, jen se pri vypoctu
musi vzit v ivahu se spravnym znaménkem. Nechf w je O-forma, tj. funkce. Plati

/dw: /C*dw: /d(woc):/IWdt:w(c(l))—w(c(())).

[0,1] [0,1]

Posledni integralni vyraz je jiz Riemanntv integral. Dostali jsme

Zhww@ap—w@m»/@.

dc

Vidime, ze Stokestuv teorém plati, po spravném dodefinovani chybéjicich pojmii, také pro pripad
jednorozmeérné singularni krychle (resp. jednorozmérného singularniho fetézce) a odpovidajici
0-rozmérné hranice.

Priklad 12.114: Jak funguje Stokestuv teorém — podruhé

Méme-li poéitat integral z (n—1)-formy w po hranici n-rozmérné singuldrni krychle, resp. fetézce, v R™, mu-
zeme si vybrat. Bud provedeme vypocet primo z definice, nebo pouzijeme Stokesova teorému. Casto dovedeme
odhadnout, ktery vypocet bude pohodlnéjsi, a ten pouzijeme. ,Idealni“ pro tak trochu lenivé poctare je situace,
kdy dw = 0, tj. forma w je uzaviena. To pak nemuseji pocitat vitbec nic, nebot je jasné, ze [ dw = 0, takze by inte-

[+
gral [ w i pimym vypoctem vySel nulovy. Takhle snadno ale piiklad na pouziti Stokesova teorému neodbudeme.
dc
Kdyz jsme se vratili k pitkladu 12.108 a vypocetli plosny integral (druhého druhu) pomoci k¥ivkového, vratme
se 1 k prikladu 12.109, kde jsme rovnéz pocitali plosny integral druhého druhu. Ten vSak nebudeme prevadét na
integrél kiivkovy (vite proc¢?), ale na integral objemovy. Plocha S, kterd byla integra¢nim oborem v pifkladu

12.109, je hranici mnoziny (objemu) V = {(x,y,z) € R3 } 22+ 2 <2 < 1}, tj. S = 0V. Pocitali jsme integral
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formy wF) = (—zy—y?)dz A dz+2dz A dy. Jeji vnéjsi derivace je dw( ) = wé?\),F =(—z—2y+1)dz Ady A dz.

Plati
/ / /w((ﬁ‘),F:/ —x—2y+1)dedydz,

posledni integral je trojnasobnym Rlemannovym mtegralem. Pievedeme jej do valcovych soufadnic (z = g cos ¢,
y = psiny, z = z, jakobidn ) a postupnou integraci (pouzitim Fubiniovy véty) dostaneme

o 1] 1
/wg):/ / /(—gcosgo—?gsing-l—l)dz odo pdp =
S 0 0 |[e?

27 1 1
:/ /(*@cos¢72951n<p+1)(1 —0%)odo pdp = 27?/(9793)019: g
0 0 0

Vyslo to — srovnejte s vysledkem ptikladu 12.109. Zd4a se, ze nahrazeni piimého vypoctu plosného integralu
z definice integralem objemovym s pouzitim Stokesova teorému bylo snazsi cestou k vysledku.

Priklad 12.115: Jak funguje Stokesuv teorém — potreti

Mozna, ze se vam v predchozim prikladu nezddalo, ze by prevod plosného integralu na objemovy pomoci
Stokesova teorému byl néjakym velkym usnadnénim. Tak ukazeme dalsi. Mame urc¢it tok vektorového pole
F = (7,y, z) povrchem jednotkové krychle K = {(a:,y, z) € R3 | 1<z,y,2< 1} orientované vnéjsi normélou.
Integrovanym objektem bude forma

wg) =zdy ANdz+ydz Ade+2zdx A dy.

Utvar K lze parametrizovat jako trojrozmérnou standardni krychli I3. Integraénim oborem bude hranice I3
standardni krychle, kterd je slozena ze Sesti stén. Vyjadfeni hranice jako dvojrozmérného singularniho fetézce
v souladu s definici hranice (12.188), tj. jako formélniho souétu stén (s patfiénymi znaménky) je kompatibilni
s orientaci povrchu krychle vnéjsi normalou. Pozorny ¢tenaf moznéd namitne, ze vektorové pole vnéjsi normély
k povrchu krychle neni spojité. Na hranach krychle totiz norméla neni viibec definovana. O tomto problému jsme
vsak jiz mluvili: vzhledem k tomu, Ze mnozina bod na hranach krychle je zanedbatelné, neni tento ,nedostatek“

na zavadu. Pfimy vypocet integralu z formy w( )

/w(FZ) :Z S (-1t / W,

573 i=1 a=0,1

po hranici krychle je sou¢tem tvaru

o
Vypocteme vSech Sest integrala. Plati (parametrizujte jednotlivé stény parametry u a v a provedte podrobné
vSechny vypodty)

I(lo)wg) = (10)(:Edy/\dz—i—ydz/\d:r—i—zd:r/\dy) = 0,
1(11) @) — (11)(xdyAdz—i—ydz/\dx—f—zdx/\dy) = du A dv
I(Qo)wg) = (20)(Idy/\dz+ydz/\dx+zdx/\dy) = 0,

1(2 1)“%2) = (2 y(edy ANdz+ydz Adz+zde Ady) = —du Adv
1(30)0.15;2) = (30)(:1cdyAdz—f—ydz/\dx—i—zdx/\dy) =0,
1(31)‘*)5«“2) = (31)(xdy/\dz—i—ydz/\dx—l—zdx/\dy) = du A dv
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Nenulové jsou pouze integraly na sténach I, (31 1) I ?2 1 @ I (33 1) Plati
/ w? = (—1)1+1 / du A dv + (—1)*? / —du A dv + (—1)3H / dundv=3.
aI3 [0,1)2 [0,1]2 [0,1]2

Tok daného vektorového pole F povrchem krychle orientované vnéjsi normalou je ® = 3. Pouzitim Stokesova
teorému vSak dostaneme vysledek okamzité:

/wg):/dwg):/?)dm/\dy/\dzz / drdydz =3.
I3

ar3 I3 [0,1]3

Ucinné, ze?

Priklad 12.116: Jak (ne)funguje Stokestuv teorém — poprvé

V roviné zy je zadano silové pole F' = (T%iyz, ﬁ) Maéame urcit praci, kterou toto silové pole vykona pri
o ’ v 7 . . 7 . . 2 2 . 7 ’ . 7
pusobeni na Castici, kterd se pohybuje po elipse 23 + ¥z = 1, 0 < b < a, orientované v kladném geometrickém

smyslu (proti chodu hodinovych rudicek). Vime, ze elementarn{ praci pole F predstavuje forma
) ydxr — xdy
wp’' =Fde+ Fody=*"————--—

F 1 2dy .’BQ + y2

a celkova prace je jejim integralem po zadané kiivce. Ctenaf, ktery radéji derivuje nez integruje, mize zkusit, zda

nebude vhodnéjsi provést vypocet pomoci Stokesova teorému, tj. spocitat misto kiivkového integralu z formy
2

wg) po zadané elipse integral z formy dwg) = wﬁng na mnoziné M = {(;my) € R? ’ 0< %Z + 4% < 1}, jejiz

hranici elipsa tvori. Vypocte proto vnéjsi derivaci formy wg,l) (provedte podrobné):

1o} Y 0 —x
dwl) = 2 dy Ade+ — [ ———~ ) dz Ady=0.
“r Oy \ 22 + 92 Y m+8x 22 + 92 * Y

Vypada to, ze préce silového pole F po elipse je nulova. Neradujme se vSak predcasné. Peclivéjsi ctenar radéji
ovéri predpokladany vysledek pfimym vypoctem. Provedme jej. Parametrizujme elipsu tak, aby parametrizace
byla souhlasna se zadanou orientaci, tfeba takto:

E:00,2m] 2t — E(t) = (z€(t),yE(t)) € R?,
xz=x&(t) =acost, y=yE(t)=bsint.
Plati (provedte podrobny vypocet)

ab a
a?cos?t + b2sint

E*dr = —asintdt, E*dy = bcostdt, €*w}1) =

27

ab
A= | — dt
/ a2 cos?t + b2sin¢
0

Préce A je jiz vyjadfena Riemannovym integralem. Ten je rozhodné nenulovy, nebot integrovana funkce je na
celém integracnim oboru zaporna. Jak je to ale s platnosti Stokesova teorému? Vzdyt prece podle néj méla
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prace vyjit nulova. Zamysleme se nad tim, zda v této situaci vibec lze Stokesiv teorém pouzit. Jsou splnény
jeho predpoklady? Podle nich maji byt integrované formy definovany na oteviené mnoziné obsahujici integrac¢ni
obor a jeho hranici. V naSem p¥ipadé to vSak neplati. Pfedpoklady jsou sice poruseny v jediném bodé (forma
wg) neni definovina v pocétku soustavy soufadnic), ale i to staci k tomu, abychom Stokestv teorém nemohli
pouzit. Presto se nemusime vzdat iplné. Praci se ndm podafi spocitat i bez pfimého vypoctu integralu. Jen se
néjak musime ,zbavit“ pocatku soustavy souradnic, ktery aplikaci Stokesova teorému v podobé, v jaké jsme jej
chtéli pouzit, vadi. Zvolme plochu S v roviné zy tak, aby byla omezena elipsou, po které mame pocitat praci
silového pole ﬁ, a malou kruznici K o rovnici 22 + y? = r2, r < b, (obrazek 12.57).

(=2l

D\ ;

/
—ICzBSQ\\/

£ =05

0S=05+0S=€—-K
Obrazek 12.57 K prikladu 12.116.

Pokusme se parametrizovat plochu S jako dvojrozmérnou singularni krychli. Vyplnime ji uzavienymi kiiv-
kami tak, aby hrani¢ni kruznice K presla spojité v hrani¢ni elipsu £. Parametrické vyjadfeni obou kiivek zvolime
ve tvaru jednorozmérnych singuldrnich krychli v R?:

K...ci:[0,1]3v — (zc1(v),yer(v)) = (rcos 2mv, rsin 2mv) € R?,
E...ca: [0,1] 2 v — (zea(v),yea(v)) = (acos2mv, bsin2mv) € R2.

(Vsimnéme si, ze parametrizace obou kiivek jsou souhlasné s jejich orientaci v kladném geometrickém smyslu.)
Od kruznice k elipse prejdeme spojitym zobrazenim

ey [0,1] 3u=co(u) = (1 —u)er(v) +uca(v) € R tj. ¢,(0) = c1, (1) = ca,
pridemz (a to je podstatné) kazd4 z kiivek dand parametrizaci ¢, v € [0, 1], lez{ v oblasti D obsahujici plochu S
i jejf hranici 9S = & — K. (Kfivky lezici v oblasti D, které lze jednu v druhou deformovat spojitym zobrazenim

tak, ze vSechny ,mezikiivky“ lezi v této oblasti, jsou takzvané homotopické. Tento pojem budeme pottebovat
v kapitole 13.) Parametrizaci plochy S lze zvolit ve tvaru

c: 0,1)% 3 (u,v) — c(u,v) = (zc(u,v), yc(u, ,v)) € R?,

z = zc(u,v) = r(1 — u) cos 2mv + au cos(2mv), y = yc(u,v) =r(1 — u)sin 27v 4 busin 27v .

Stény singularni krychle ¢ jsou

c1,0) ¢ [0,1] 3t — (zc(,0),yc(1,0)) = (rcos2mt, rsin2nt) € R?,
cay [0,1] 2t — (weq,),yea,)) = (acos2nt,bsin 27t) € R?,
c@0): [0,1] 3t — (wc0),yc@20)) = (r(1—t) +at,0) € R?,
¢ [0,1] 3t — (zc1),yc@n) = (r(1 —t) +at,0) € R?.

Hranici krychle ¢ je jednorozmérny singularni fetézec v R?
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Jdc = —c(1,0) + ¢1,1) + €(2,0) — ¢(2,1) = —(r cos 2wt rsin 27t) + (a cos 27t, bsin 27t) .

Stény c2,0) a c(2,1) se ve formalnim souctu vyrusily. Na singuldrni krychli ¢ a jeji hranici Stokestiv teorém

aplikovat muzeme, nebot forma w}z) je definovina na oteviené podmnoziné prostoru R2, kterd jiz pocatek

soustavy souradnic neobsahuje. Mtze to byt tfeba mnozina

2 2
D:{(m,y)ER2 m2+y2>r,x2+y2<1,r<r,a<a,b<b}.
as p

Protoze je vnéjsi derivace formy dwg) na mnoziné D nulovd a mnozina D obsahuje dvojrozmérnou singularni
krychli ¢, plati podle Stokesova teorému

/wg):/dwg)zoé /wg)+/w%1):0.
dc c

—C€(1,0) C(1,1)
Odtud
/wg>:_ /wgpz /ng
€(1,1) —¢(1,0) €(1,0)

Uvédomime-li si, Ze c(y,0) je parametrizace kruznice K a ¢y 1) parametrizace elipsy £, miZeme psét

/wg>:/wg>.
& K

Tento vysledek je velmi dillezity. Zatimco integral z formy wg) po elipse & se zrovna jednoduse spocitat nedal,

integral po kruznici K spocteme snadno:

1 1

2
M _ [ _9 r dt:f/Q dt = —2
/wF / ﬂ.’I“Q cos2 27t + r2 sin? 27t T T
K 0 0

Vyznam naseho vysledku je jesté dalekosahlejsi nez odpovidd ptivodnimu zadani spocitat integral z dané formy
po elipse. I kdyZ C nebude zrovna elipsa, ale libovoln4 kiivka obfhajici pocatek soustavy soufadnic (bod, v némz
integrovand forma ,kaz{“ predpoklady Stokesova teorému) jednou v kladném geometrickém smyslu, bude vy-
sledek stéle platit. Z toho vyplyvd, Ze integrdl z dané formy bude mit stejnou hodnotu po vSech uzavrenych
krivkach, které obihaji pocatek soustavy souradnic jednou v kladném geometrickém smyslu. A co kdyby krivka
obihala pocatek tfeba v zaporném smyslu, popripadé nékolikrat? I tento problém vyresime. Ozna¢me k pocet
obéhti krivky C kolem pocatku soustavy soutfadnic, pricemz k bude zaporné, déje-li se obihani v zdporném
smyslu. Kruznici K parametrizujeme tak, aby obihala poc¢atek soustavy soutfadnic stejnékrat, tj.

c1:[0,1] 2 v — (rcos2kmv, rsin 2kmv) € R?.
Krivku C mtzeme prevést v kruznici K spojitym zobrazenim
e [0,1] 2 u — (1 —u)er(v) +uca(v) € R?,

kde co je parametrizace kiivky C respektujici dany pocet k obéhii pocatku soustavy souradnic. Integral je potom
roven —2km (spoCtéte jej).
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Premyslivy ¢tendr si jisté polozi otdzku, co by se stalo, kdybychom nedodrzeli stejny pocet obéht kiivek
s parametrizacemi c¢; a cs, lezicich v oblasti D, kolem bodu, v némz integrovana forma neni definovana. Pted-
stavme si pro jednoduchost, ze témito dvéma krivkami jsou kruznice o polomérech r a R, r < R, se stiedy
v pocatku soustavy souradnic, pricemz mald kruznice obihd pocatek soustavy souradnic dvakrat v kladném
smyslu a velkd jen jednou, tj.

c1:[0,1] v — (rcosdnv,rsindrv) € R?,

co: [0,1] 3v — (Rcos2rv, Rsin2mv) € R?.

Pak zobrazeni
e [0,1] 20 — cy(u) = (1 —u)er(v) + uca(v) € R?

je spojité a prevadi mens{ kruznici (pro u = 0) ve vétsi (u = 1). Parametrizujme rovinnou plochu mezi kiivkami
jako dvojrozmérnou singularni krychli pomoci zobrazeni

c: 0,1]% 3 (u,v) — (2c(u,v),yc(u,v)) € R?,
ze(u,v) = (1 — u) cosdmv + Rucos2mv,  ye(u,v) = r(1 — u)sindmv + Rusin 27v.

Jeji stény jsou

cao : [0,1] 3t — (zc 0y, yca,0)) = (rcosdrt, rsindrt) € R?,
cay  [0,1] 3¢ — (ze@ ) yeaa)) = (Reos2rt, Rsin2nt) € R?,
ce,0) : [0,1] 5t — (ze(2,0),Y¢2,0) = (r(l —t)+ Rt,O) e R?,
ce : [0,1] 3t — (ze@ay,yee)) = (r(l —t)+ Rt,O) e R2.

Vypocteme-li integral z formy wg) po hranici de krychle ¢, dostaneme (propoctéte)

1

1
2 2
S r dt / ) i dt = 2
/wF / Wr2 cos? 4rrt + 12 sin? 4t + T R2 cos2 27t + R2 sin® 27t T
dc 0 0

Integrél zase vysel nenulovy a pfitom vime, ze dw}l) = 0. Jak je to mozné? Vsechno jsme prece spocitali spravné
a hranice krychle ¢ lezi v oblasti, v niz je integrovana forma definovana! Touto oblasti je napiiklad mezikruzi
o polomérech 7" a R, v < r < R < R’. Problém je v tom, Ze zobrazeni ¢ nepfedstavuje nyni parametrizaci
mezikruzi o polomérech r a R. Deformujeme-li spojitym zobrazenim ¢, (u) malou kruznici ve velkou, ,vybéhnou*
nékteré z krivek z oblasti D ven a nékterd z nich projde poc¢atkem soustavy souradnic, v némz ovsem, jak vime,
neni forma wg) definovéna.

Je tak opét porusen jeden z predpokladi Stokesova teorému. Kruznice parametrizované zobrazenimi c¢; a co

nejsou homotopické v oblasti D. Situaci ndzorné ukazuje obrazek 12.58 zobrazujici kiivky ¢, pro u = i, u=1
1

3
a u = 5 (je sestrojen pro r = 1, R = 2). Protoze zobrazeni c,(u) prevadéjici kruznici ¢; = ¢,(0) v kruznici
ca = ¢,(1) je spojité, je ziejmé, ze nékterd z kiivek ,mezi* témi, které jsou na obrazku zndzornény, musela

r_ 1
+R2

(z,y) = (0,0). Pfi volbé poloméru odpovidajici obrazku nastane tato situace pro u = % (Abychom nasli spojité
zobrazeni prevadéjici malou kruznici ve velkou tak, aby zddna z kiivek ,mezi nimi“ neprosla poc¢atkem soustavy
soufadnic, je tfeba, aby pocet obéhu kruznic kolem pocatku byl shodny.)

projit podatkem soustavy soufadnic. A vypodtem se to d& snadno ovéfit: pro (u,v) = ( ) dostaneme

K problematice homotopickych kiivek v roving, kterou jsme timto prikladem naznacili, se podrobnéji vratime
v kapitole 13.
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Obrazek 12.58 Jesté k prikladu 12.116.

Priklad 12.117: Jak (ne)funguje Stokestuv teorém — podruhé

Priklad 12.116 nyni obménime tak, ze se budeme zabyvat praci centralniho silového pole F= (mzzTyQ, ﬁ)
v roviné xy. Mame opét urcit praci, kterou toto silové pole vykona pri ptsobeni na Castici, kterd se pohybuje

po kladné orientované elipse fl“—i + %—j =1, 0 < b < a. Elementarni praci tohoto silového pole pfedstavuje forma

rdr + ydy

wg) =Fde+ Frdy = R

)

ktera, podobné jako v prikladu 12.116, nesplnuje pozadavky Stokesova teorému. Jeji vnéjsi derivace je opét
nulovd (provedte vypocet). Z pfedchozfho piikladu vime, Ze préce po zadané elipse (a také po jakékoli jiné uza-
viené kiivce obihajici v kladném smyslu jednotlivy bod, ktery predpoklady Stokesova teorému kazi, tj. poc¢atek
soustavy soufadnic) je rovna préci po stejné orientované kruznici. Vypocteme ji. Kruznici K parametrizujme
tentokrat vztahy

K:[0,27] 5t — K(t) = (zK(t),yK(t)) = (rcost,rsint) € R?.

Pak

d d
IC*wg)=’C*z$fIyzy_0=>/ P = /g)=0~

V tomto piipadé jsou si integraly vystupujici ve Stokesové teorému rovny. Neni to nic podivného. Predpoklady
véty predstavuji podminku postacugici, nikoli vSak nutnou. Proto se muze stat, Ze v konkrétni situaci je tvrzeni
véty splnéno, aniz jsou splnény predpoklady. (S podobnou situaci jsme se jiz setkali vickrat. Tieba v odstavcich
5.2.3 a 9.2.2, kde jsme se zabyvali ziménnosti smisenych parcidlnich derivaci funkce — Schwartzova véta 5.1
a jeji zobecnéni 9.4. Postacujici, nikoli v§ak nutnou podminkou zdménnosti smisenych parcidlnich derivaci byla
jejich spojitost.)

V nékolika predchozich prikladech jsme vidéli, jak Stokestiv teorém pouzivat, ale také jak
se vyhnout jeho nespravnému pouziti.
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12.4.5 Objemové elementy a integraly prvniho druhu

S pojmem ,objemovy element“ jsme se setkali v paté kapitole v druhém dilu, kdy jsme
sodvozovali“ vztahy pro element délky kiivky, element rovinné plochy a objemovy element
v kartézskych, polarnich, valcovych, kulovych (odstavec 5.2), ale také v obecnych kiivocarych
soutadnicich (odstavec 5.3). Slovo ,odvozovali“ je v uvozovkach tmyslné — slo o tvahy geo-
metricky sice nadzorné, ale z hlediska ,spravné® matematiky jim prece jen cosi chybélo. Pojem
sintegral prvniho druhu* se pro pripad ktivky objevil dokonce uz v prvnim dilu, v odstavcich
2.3.5, 2.3.6 a 2.3.7. Umoznil nam provadét vypocty geometrickych a fyzikalnich charakteristik
téles tvaru krivek, ale také specidlnich ploch (Slo o plochy rotacni). V odstavci 9.4.1 jsme sice
také pouzivali zapisy ve tvaru integrali, dokonce po obecnych kiivkach, plochach a objemech,
ale byly to zapisy, které jsme mohli chapat spise intuitivné, nez poradné matematicky. Ted
nastala chvile, kdy miizeme pojem objemového elementu a integralu prvniho druhu definovat
zcela obecné. Algebraicky zéaklad pro zavedeni objemového elementu mame pripraven v odstavcei
12.2.7.

Predpokladejme, ze ¢ : [0,1]" 5 u — ¢(u) € R™ je n-rozmérnd singuldrni krychle (nebo
parametrizovany kousek plochy) v R™. Z odstavce 12.4.3 vime, Ze pomoci te¢ného zobrazeni T,,c
indukovaného zobrazenim ¢ muzeme ziskat n linedrné nezavislych vektortt generujicich tecny

prostor Tyyc C TywyR™ k ¢ v bodé c(u). Tyto vektory jsou tecné obrazy k vektortim 8%1, ey

-9 gstandardni baze te¢ného prostoru T,R", tj.
Oun

0
o)’ &i(e(u)) =Tye (W) ‘u .

Zobrazeni c([(), 1]”) 3 c(u) = & (c(u)) € Tew)R™ jsou vektorovd pole na mnoziné c([O, 1}")

Te)Cc = “51, o ,ﬁnﬂ

Déle vime, ze v tetném prostoru T, c C R™ generuje baze (ﬁl(c(u)), . ,§n(c(u))) orientaci
p(c(u)) souhlasnou s parametrizaci c. Ve vektorovych prostorech T, R™ je definovan skaldrni
soucin standardnim zpusobem, konkrétné pro &(y) = (y, (fj)) e T,R™ a ((y) = (y, (Cj)) €
€ T,R™, 1< j < m,je(60) = €¢ +-+ ¢ Proy = c(u) € ¢([0,1]") dostaneme
jeho restrikei na T, c skalarni soucin ve vektorovém prostoru 7., c. Tecné prostory k mnoziné
c([O, 1}”) ve vsech jejich bodech jsou vektorové prostory se skalarnim soucinem a orientaci.
Proto v kazdém z nich existuje jednoznacné objemovy element wy (c(u)) € An(T,wyc). Diky
platnosti nasledujicitho tvrzeni mizeme definovat objemovy element na n-rozmérné singularni
krychli, resp. n-rozmérném parametrizovaném kousku plochy v R™.

Véta 12.31: Necht

c:[01]"3u=(u',...,u")—>c(u) = (xlc(ul, o), ame(ud ,u")) e R™
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je orientabilni n-rozmernd singuldrni krychle, resp. orientabilni parametrizovany
kousek n-rozmérné plochy v R™. Necht pro kazdy bod c(u) € c([O, 1]") C R™ je

v tecném prostoru Tyyc C To)R™ k c([O, 1]”) zadan skaldrni soucin restrikci ska-
larniho soucinu v tecném prostoru T, \R™ k R™. Ddle predpokldadejme, Ze i je spo-
jité zobrazeni definované na mnoziné c([O, 1]”), které kazdému bodu c(u) € c([O, 1]”)
pritazuje orientaci tecného prostoru Ty c. Pak existuje zobrazeni spojité na ¢

wo : c([(), 1]) S c(u) — wo (c(u)) € Ay (Tewye) (12.203)

kde wq (c(u)) je objemouy element ve vektorovém prostoru Te.,c prislusny zadanému
skaldrnimu soucinu a zvolené orientaci. Toto zobrazeni je urceno jednoznacné.

Pozn. 1: Spojitosti zobrazeni pu a wy definovanych na mnoziné c([O, 1]”) rozumime spojitost
vzhledem k této mnoziné.

Pozn. 2: Pripomenme, ze objemovym elementem prislusnym zadanému skalarnimu soucinu
a zvolené orientaci rozumime n-tenzor wy (c(u))(eljc(u), s Enewy) = 1, kde (€1cqu)s - - €ne(u))
je baze v prostoru T;,c ortonormalni vzhledem k zadanému skaldrnimu soucinu a ndlezejici
orientaci p(c(u)).

Zobrazeni wy definované ve vété 12.31 se nazyva objemouvy element na n-rozmérné
singularni krychli, resp. n-rozmérném parametrizovaném kousku plochy ¢ v R™
kompatibilni neboli souhlasny s parametrizaci c.

Spojitost zobrazeni wy zavedeného ve vété 12.31 je ziejma. V pripadé, Ze je n-rozmérna
singularni krychle (resp. kousek plochy) orientabilni, jsou vektorova pole ¢;, kde &; (c(u)) =

= Tuc(55)|u, w € [0,1]", spojitd na mnozing c([O, 1]”) (ve smyslu pfedchozi Pozn. 1), stejné

jako orientace p, kterd je indukovana bazemi (fl(c(u)), . ,{n(c(u))). Funkce

D:[0,1]"3u=(u',...,u") — D(u) €R,

& 52 R 3

B !
D(U) :wo(fl,...,fn”c(u) — det & &5 .. & |

. o

71L gn Y 5” c(u)

kde (531 (c(u)), ..., g;(c(u))) jsou slozky vektoru ; (c(u)) v ortonormalni bazi (€1 c(u); - - - » €n,c(u))
tecného prostoru Teq,c k c([O, 1]”) v bodé c¢(u), je proto rovnéz spojitd (vzhledem k mnoziné

c([0, 11)).
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Je-li ¥ n-rozmérny ttvar v R™ (ne nutné zadany jako n-rozmérnd singuldrni krychle, resp.
n-rozmérny parametrizovany kousek plochy v R™), na némz je zaddna spojita orientace u, de-
finujeme objemovy element wy na ¥ stejné, tj. jako spojité zobrazeni wy pritazujici kazdému
bodu x € ¥ C R™ objemovy element wy(x) € A, (T,X) piislusny skaldarnimu soucinu definova-
nému na tec¢ném prostoru 71,2 k ¥ restrikei skalarniho soucinu standardné zavedeného na R™
a orientaci p.

Pozn.: Je-lin =1 (kiivka v R™), znacime obvykle ¥ = C, wy = dl, pro n = 2 a m = 3 (plocha
v R?) znac¢ime ¥ = S, wy = dS, v pripadé trojrozmérného ttvaru v R? zna¢ime ¥ = V,
wg = dV. Obecné pro n = m pouzivame casto znaceni ¥ = €, wg = df).
Jsme pripraveni formulovat definici integralu prvniho druhu.
Necht ¢ je n-rozmérna singularni krychle, resp. kousek plochy v R™, wy objemovy
element a f : D > x — f(z) € R funkce definovana na oteviené mnoziné D C
C R™ obsahujici c([(), 1]”) Integralem prvniho druhu z funkce f na c, resp. objemem

mnoziny c([O, 1]") rozumime

I:/fwo, resp. v(c) :/wo. (12.204)

c

Objemem mnoziny c([O, 1]”) je tedy integral prvniho druhu z identicky jednotkové
funkce. Je-li ¥ n-rozmérny utvar v R™ (ne nutné parametrizovany jako n-rozmérna
singularni krychle, resp. kousek plochy v R™), na némz je definovin objemovy
element wp, rozumime integralem prvniho druhu z funkce f definované na oteviené
mnoziné D C R™ obsahujici utvar ¥, resp. objemem mnoziny >

I:/fwo, resp. v(X) :/wo. (12.205)

) b
Definice je sice velice jasna a pochopitelnd, vyvstavaji vsak dveé otazky:
e jak pocitat integraly prvniho druhu prakticky, tj. jak vyjadrit (a zda je to vibec potieba)
objemovy element wy jako n-formu v R™, pomoci standardnich soufadnic (z!,...,2™)
v R™,
e zda je objem n-rozmérné mnoziny c([O, 1]"), resp. ¥ v R" (tj. pro n = m) shodny s obje-

mem jordanovsky méritelné n-rozmérné mnoziny v R”, ktery jsme definovali v odstavci
12.1.7 pomoci Riemannova integralu z jeji charakteristické funkce.

Na obé postupné odpovime. K odpovédi na prvni otazku vyuzijeme obrazek 12.59.
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Obréazek 12.59 K integralu prvniho druhu.

Z odstavce 12.2.7 vime, zZe objemovy element operujici na vektorovych argumentech te¢ného
prostoru Te(,)c mizeme vyjadiit ve tvaru

Wo (c(u)) = €puy N oo N €y s
kde (€, - -+ €iy) je dudlni béze k ortonormdlni bazi (€1,¢(uy, - - - » €ne(w)) v bodé c(u) nélezejic
orientaci u(c(u)), nebo také wy = dz! A ... A dT" uZ bez vypisovani argumentu c(u) a pii
oznaceni ¢/ = dz’, 1 < j < n. Abychom vSak mohli objemovy element takto vyjadfit, potiebo-
vali bychom mit v kazdém bodé c(u) € c([O, 1]”) ortonormalni bazi (€1 c(u), - - -, €pc(u)), ti- znat
vektorova pole €,...,¢€,. Snadno vSak ziskdme pouze vektorova pole &1, ..., &,, kterda vznikaji
jako tecné obrazy souradnicovych vektorovych poli %, e a%' Vektory &, ... ,&, sice v kaz-
dém bodé c(u) generuji tecny prostor Tyc, nemusi vSak tvorit ortonormalni bazi. Napadne
nas ovsem, ze z nich mizeme vytvorit ortonormalni bazi ortogonalizacnim procesem, ktery
umime z druhého dilu (odstavec 6.1.2). Jenze to je pomérné pracnd procedura. Nemizeme se
ji néjak vyhnout? Mizeme, uvédomime-li si, ze podle definice integralu n-formy na n-rozmérné

singularni krychli plati
/fwoz /(foc)c*wo.
c [0,1)

Pro prakticky vypocet integralu tedy stac¢i umét vyjadrit pullback objemového elementu zob-
razenim c. Plati

*wolu) <a‘zl, . a‘Zﬂ)‘u = wo(c(u)) (&, - ’fﬁ)’c(u)’ &(c(u)) = Te (;;)

. B B
CWO(U) w,...,%

)

tj.
= det (5;)

c(u)

u
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7da se, ze jsme tam, kde jsme pred chvili byli, nebot veli¢iny E;, 1 <14,5 < n, jsou slozky vektort
& (c(u)), o€ (c(u)) v ortonormalni bazi (ey, . .., €,) (), kterou nemame. Piipomenme si vSak
vztah (12.133), podle néhoz plati det(@-) = Vdet G, kde matice G = (g;;), 1 < i,j < n,
je tvofena skaldrnimi sou¢iny vektoru &y, ..., &, tj. ¢;; = (&,&;). Mame ,vyhrano“. Protoze
skalarni soucin je invariantni vzhledem k volbé béze (je ve vsech bazich stejny), nepotiebujeme
slozky 5; vektoru &1,...,&, v bazi, kterou nemame, staci nam jejich slozky ve standardni bazi
tecného prostoru T, R™,

& =&, &), gy = (&) =&& + -+ &
Pro integréal prvniho druhu z funkce f na oboru ¢ dostaneme

/fwo - /(focwm. (12.206)

[0,1)~

Ze vztahu (12.206) je hned vidét, Ze pro vypocet integralu prvniho druhu explicitni vyjad-
feni objemového elementu viubec nepotiebujeme. A vsSimli jste si jedné zajimavé véci plynouci
z tohoto vztahu?

Na rozdil od integralu druhého druhu, ktery nezavisi na parametrizaci integra¢niho
oboru az na znaménko, nezavisi integral prvniho druhu na parametrizaci viibec.

Pozn. 1: V obrazku 12.59 je kromé ortonormdlni baze tecného prostoru k plose (pro n = 2
a m = 3) Carkované vyznacena jesté jednotkova norméla souhlasnd s parametrizaci. tj. 7 =
=& x & =g
odpovidajici dané orientaci zavést rovnéz, a to vztahem (12.200). Explicitni vyjaddieni normély
v ptipadé n = 2, m = 3 nam prijde velice vhod pfi interpretaci klasickych integralnich vét —
klasické Stokesovy véty a véty Gaussovy-Ostrogradského.

Vime, Ze pro obecné dimenze m a n, pro néz je m = n + 1, lze normalu

Pozn. 2: Pozor na znaceni: v algebraickych kapitolach prvniho a druhého dilu jsme zavedli
umluvu, ze v jednorozmérném, dvojrozmérném a trojrozmérném piipadé budeme nad vektory
psat sipky, jak je to obvyklé ve fyzice, v pripadech vicerozmérnych sipky psat nebudeme. Tuto
umluvu dodrzujeme i nyni. Samoziejmé se ocekava, ze ¢tenaf, ktery rozumi tomu, co cCte,
nezaméni dimenzi n za standardni oznaceni vektoru normaly, které v pripadé m > 3 pouziva
rovnéz symbolu n bez Sipky.

V nasledujicim prikladu vyzkousime funkénost nové definice integralu prvniho druhu.
Piiklad 12.118: Je obsah povrchu koule opravdu 47 R??

Jistéze je. Musime vsak provérit, zda ndm takto vyjde pomoci nové definice jako integral z odpovidajiciho

objemového elementu. Kulovou plochu (sféru) S o poloméru R parametrizujeme rovnicemi

c: [0,1]% 3 (u,v) — (ze(u,v),ye(u,v), zc(u,v)) € R?,
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= zc(u,v) = Rsinmucos2mv,
y = yc(u,v) = Rsinmusin2nv,
z = zc(u,v) = Rcosmu.

Vektory generujici teény prostor k ¢([0, 1]2), tj. ke sféie S, v bodé c(u,v) jsou

Eu(u,v) = Dze(u, v) , Oyelu,v) , dzclu,v) = (m R cos mu cos 2mv, TR cos mu sin 2rv, —w Rsin wu) ,
ou ou ou

&o(u,v) = dze(u, ) , dyelu, v) , dzclu,v) = (=27 R sin mu sin 27v, 27 R sin 7w cos 270, 0) .
v v v

_ (5“7 gu) (fuv gv) _ 7T2R2 0
Gl = ((@,fu) (60:60) ) - ( 0 4r*R?sin? m>
a jeji determinant det G = (22 R? sin 27u)?. Proto

’U(S):/UJQ: / vdet G(u,v)dudv = / 21% R? sin mu du dv = 4w R%.
0,1]

[0,1)2

Matice G je

¢ [0,1]2

7 nové definice objemu mnoziny dostdvame ocekdvany vysledek.

A ted se vratme k otazce shody objemu mnoziny na zakladé definice pomoci objemo-
vého elementu a definice pomoci charakteristické funkce. Toto srovnani ma samoziejmé smysl
pouze v pripadech, kdy jsou oba typy objemu mnoZiny definovany (existuji). V pripadé defi-
nice pomoci integralu z charakteristické funkce se jedna o jordanovsky meéfitelnou mnozinu,
tj. o ohrani¢enou mnoZinu, jejiz hranice je zanedbatelnd. Uvazujme o takové mnoziné A C K,
kde K = [a',b'] x -+ x [a™,b"] je uzavieny kvddr v R". Charakteristickou funkci mnoziny A
oznacme jako obvykle y 4 a pripometime, Ze v bodech z € A je xa(z) =1, v bodech z € K\ A
je xa(zr) = 0. Zaroven musime pozadovat, aby byl objem mnoziny A definovan také pomoci
objemového elementu. Je proto tieba, aby mnozina A byla parametrizovatelna jako n-rozmérny
kousek plochy, resp. n-rozmérnd singularni krychle ¢ : [0,1] 5 u — c(u) € c([O, 1]”) C R, tj.
c([(), 1]”) = A C K C R". V tomto pifpadé je tecny prostor v bodé c(u) k ¢ totoZny s tecnym
prostorem k R™ v tomto bodé, T ¢ = TewyR". Tetné vektory & (c(u)), o€ (c(u)), kde

o

& (c(u)) =T,c (@) lu, generujici tento vektorovy prostor, jsou predstavovany radky Jacobiho

matice zobrazeni ¢ v bodé u, tj.

Wo (c(u))(fl, ooy &n) = det De(u) = c*wo(u) (aaul’ ce 0i"> ‘ = det Dc(u) .

Tento determinant je kladny (zduvodnéte). Pak

v(A) = /Wo = /C*wo = /det Dc(u)du, du=du' ... du".
¢ [0,1]™ [0,1]™
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Posledni integral je Riemanniiv a miizeme jej prepsat pomoci véty o transformaci:

/detDc(u)du:/du:/XAdu.
A K

0.1]"

Objem mnoziny A vyjadreny pomoci objemového elementu je shodny s jejim jordanovskym
objemem.

Pomoci integralu prvniho druhu muzeme pocitat také geometrické a fyzikalni charakteris-
tiky linearnich, plosnych a prostorovych ttvartt v R3, které ¢asto potfebujeme pii feseni fyzi-
kalnich tloh. Predpokladejme, ze takovy ttvar mizeme parametrizovat jako jednorozmeérnou
(kiivka), dvojrozmérnou (plocha), ¢ trojrozmérnou (objem) singuldrni krychli v R3, paramet-
rizaci oznac¢me jako obvykle ¢ : [0,1]" — R3, n = 1,2, 3. Jedna-li se o hmotny ttvar, ozna¢me
jeho hustotu s(7), kde 7= (z,y, 2) € R3 je polohovy vektor obecného bodu titvaru. Je-li itvar
jednorozmérny, dvojrozmeérny, ¢i trojrozmérny, predstavuje s(7) linearni, plosnou, ¢i objemo-
vou hustotu. Zakladnimi fyzikalnimi charakteristikami ttvaru jsou, jak jiz vime, hmotnost m,
poloha stiedu hmotnosti 7y a tenzor momentu setrvacnosti (J;;), 1 <, j < 3, vzhledem k dané
soustave souradnic. VypocCteme je pomoci nasledujicich vztaht, v nichz pouzivame oznaceni in-
tegracniho oboru pismenem V' (namisto ¢) a oznaceni objemového elementu dV' (namisto wy),
jak je ve fyzice béZnym zvykem (oznaceni dV zastupuje jak skuteény objemovy element, tak
element plochy dS ¢i kiivky di, obdobné je tomu s oznac¢enim integra¢niho oboru):

m = /s(x,yz) dv, (12.207)
v
1
Tr = — /ws(x,yz)dV,
m
1%
Yr =

/ys(m,yz) dV, (12.208)
14

zZr =

3= 3=

/zs(w,yz) dv,
v

= [+ ) s(z,y,2)dV,
14

Jig = Jog = —/xys(x,yz) dv,
1%
Jig = Ja1 = —/xz s(z,y z)dV, (12.209)

\%
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J22 = /(1'2 + 22) 3(1"7 Y, 2) d‘/a
|4

Joz = Jzo = —/yzs(w,yz)dv,
\4

J3z = /(1'2 +9°) s(z,y,2)dV.
V

Priklad 12.119: Fyzikalni charakteristiky kuzelové plochy
Vypoc¢teme vSechny fyzikdln{ charakteristiky, které jsme uvedli ze vztazich (12.207), (12.208) a (12.209) pro

¢ast kuzelové plochy K = {(x,y, z) € R3 zzR%yz = ,%2, 0<z< h} (obrézek 12.60).

Obrazek 12.60 Rotac¢ni kuzelova plocha — k piikladu 12.119.

Mame ji také na obrazku 12.22. Predpoklddejme, ze uitvar je homogenni, tj. plosna hustota s je konstantni.
Nejprve ttvar parametrizujeme. Bude vhodné pouzit poldrnich soufadnic. (VyuZijeme jiz diive dokdzané ne-
zavislosti integralu na parametrizaci a nebudeme se namahat s hledanim takové parametrizace, jejiz defini¢ni

obor bude pravé ¢tverec [0, 1]2).

K:[0,R] x [0,27] 3 (0,0) — (zK(0,),yK(0, ), 2K(0,¢)) € R?,

z = 2K(0,) = ocosp,

y = yK(o,p) = osing,
h
z = 2K(o,¢) RO

Vektory generujici te¢né prostory v bodech plochy K jsou ve standardnich bézich (%, a%, %) prostort T M,)R3
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reprezentovany radky Jacobiho matice zobrazeni I,

_ [0zK(0,0) OyK(o,p) 0zK(0,0) \ _ . h
59(@’ SO) - ( 8,9 9 ag bl ag b - COS(,Q, Sln(p7 R bl
_ (0zK(0,0) OyK(o,p) 0zK(0,0)\ _ .
§ol0, ) = ( o 0y o = (—osing,ocosp,0),

matice G a jeji determinant jsou

(Gt €)Y _ (1t d O . o
G(Q’(p)_<(€<p,€g) (@7@))—(0 92>, det G(o, ) = 0 <1+R2>.

Pro vypocet fyzikalnich charakteristik itvaru je vSe pripraveno. Provedeme jej.

2m R 2r [ R

h? / h?

m:/swo = s//\/detGdgdgo = 1+m/[/gdg] de = wR%s 1+ﬁ’
K 0 0 0

0

27
ilerh—Q/cos
m R2 4

0

2r R

1
or = f/mwo - i//gcoswmdgd@
m m
K 00

R
/QQdQ] dp = 0,
0

2T R 27 R
1 / h?
yr = —/yswo = i//Qsirup\/detGdgd(p = 2 1—|——/sing0 /Qng de = 0,
m m m R?
K 00 0

27 R

1 s ho /
2 = E/zswo = a//ﬁ\/detGdgdgo = RQ/
K 0 0

__E1+ﬁ2£3_%
 mR R2 37

R
/9d9]d¢=
0

27

R

Jii = /s(y —|—z s//(g sin? <p—|—g >vdctGde<p =
0 0

27

z

1, h? R\ 1, h? 2R\ 1, 2h?

R

) h? h? h?
/(9251n2<p+92R2>g 1+ﬁdgdgo = s 1+ﬁ
0

27 R
Jig = Jo1 = f/sxywo = fs//QQCosgosinwvdetGdgdga =
K 0 0
R
h? )
sm2<,9dgo] {/Q‘gdgi
0

= —S 1+ﬁ
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2

R
h
Jis = J31 = /szzwo = S//E 2cos<pvdetGdgd<p =
0 0

27'r
h h?
= = SR 1+ﬁ cos pdy g 3do| = 0,
0
1
Joo = Jy1 = 1 mR2 <1+R2> (zduvodnéte rovnost Ji1 = Jaa),
h 27 R
Jog = J39 = —/syzwo = —%//ﬁsin(pvdetGdgdgo =
K 0 0
h h2 27 R
= —% 1—5—? /singodgo : /Q?’dg = 0,
0 0

2T R

J33 :/ (z% +y?) //g Vdet Gdody =

2m R

h? 3 1 4 h2 1 9
=s 1+ﬁ /dgo . /g do| = §7TSR 1+ﬁ = imR.
0 0

Tenzor momentu setrvacnosti utvaru K vzhledem k soustavé souradnic, v niz ma utvar zadanou rovnici, je
diagonélni. to znamend, ze soufadnicové osy této soustavy jsou hlavnimi osami tenzoru momentu setrvacnosti
(vzpomindte si jesté na algebru?).

Pozn. 1: Pti vypoctech integrali v tomto piikladu jsme pouzivali Fubiniovu vétu. Pro osvézeni praxe jsme nékdy
provedli postupnou integraci, jindy jsme vyuzili skutecnosti, ze integrované funkce dvou proménnych o a ¢ byla
soucinem dvou funkei, z nichz kazda zavisela pouze na jedné proménné. Vratte se k vypoctim a identifikujte
v nich oba zptsoby.

Pozn. 2: Jesté jedna mala kontrola. Kdybychom ve vyrazu pro hmotnost utvaru K polozili s = 1, méli bychom
dostat ploSny obsah zadané ¢asti kuzelové plochy v(K), tj. obsah plasté kuzele. Spocteme jej elementarné
a porovname s vysledkem ziskanym integraci objemového elementu. Predstavte si, ze plast rozstfihneme podél
povrchové piimky a narovname (polozime do roviny). Dostaneme kruhovou vyse¢ o poloméru r rovnému délce
usecky spojujici vrchol kuzelové plochy s libovolnym bodem na obvodu podstavy, tj. » = vh? + R2. Nezndme
sice vrcholovy thel « této vysece, ale vime, ze délka jejiho obvodového oblouku je 27 R (obvod podstavy kuzele
pred rozvinutim plésté). Plati proto

« 2TR R 2

= — = :2 = .
2r  2mr TRy R \/1+£
R2

Plosny obsah vysece je
h2

P:7TT‘2%:7TR2 1+E*U(IC).

Znovu jsme se presvéddéili, ze integral prvniho druhu funguje, jak ma4.
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Priklad 12.120: Priklad tak trochu neobvykly

Slyseli jste uz, ze by néjaké téleso mohlo mit koneény objem a nekonecny povrch, resp. plast? V redlném
zivoté jisté takova télesa nejsou, mizeme vsak na né narazit v matematickych i fyzikalnich teoretickych tvahach,
v nichz tfeba pfedstavuji néjaké modely skutecénosti. Vypocty jejich charakteristik pak mohou vést k nevlastnim
integraltim, s nimiz jsme se uz setkali v odstavci 12.1.11 o vicendsobném Riemannové integralu, nebo si s neko-
nec¢ny ,poradime“ vhodnou parametrizaci. Téleso vzniklé rotaci hyperboly o rovnici zy = 1 prox > a > 0 se
nazyva Torricelliho trychtyr. Je na obrazku 12.61.

Obréazek 12.61 Torricelliho trychtyt.

Jeho objem a obsah plasté muzeme urcit tfeba elementarné, pomoci ivah a vztaht z odstavce 2.3.4 prvniho
dilu. Pro objem plati vztah (2.58), vztah pro plast odvodime:

b
V = lim /7Ty2(x) de, S= hm /27Ty [y (z)]
b—o0

Ke druhému vztahu dojdeme snadno, predstavime-li si plast rota¢niho télesa jako slozeny z jakychsi ,elementar-
nich kruhovych obruéi“ o poloméru y(z) (tj. obvodu 27y(x)) a tloustce rovné elementu délky kiivky C predsta-
vujici graf funkce y(x), tj. (viz kapitolu 5)

S = c/27rydl = C/Zﬂy(x) 1+ [y(2)] d=

Pro Torricelliho trychtyt dostaneme

V = lim —dx—z,
a

b~>o<> 2

2
S:blim 1/1+—dx—hm 7;\/1+x4dx.
— 00 x

Integral spocteme pomoci substituce t2 =14 274 v daliim postupu pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky.
Postupné dostaneme

2 t2 1 1
A +aide=—7 | ———dt=-" 24 — — —— ) dt =
3 2 —1 t
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1. t—1 Vi+zd 1 V1424 —2? .
=—7n(t+-In— ) =—7| ——+-In———], oznadme S(x).
2 t+1 x2 2 V142t 422

Obsah plasté trychtyfe dostaneme jako limitu limy_, o (S(b) - S(a)). Tato limita je nevlastni, je rovna +oo
(spoctéte si ji). Muzeme tedy Fici, Ze obsah pldsté je nekonecény.

A ted zkusme Torricelliho trychtyt a jeho plast parametrizovat jako trojrozmérnou a dvojrozmeérnou singu-
14rni krychli v R3. Omezime-li se na hodnoty proménné x v intervalu [a,b] (po vypodctu integréléi provedeme
limitn{ pfechod b — 00):

ey @ (0,12 3 (u, v, w) — (xcv(u,v,w),ycv(u,v,w),zcv(u,v,w)) e R3,

z = zey(u,v,w) = a+ (b— a)u,
v €OoS 2w

y = yev(u,v,w) = m7
v sin 2w

z = ZCV(U7U7w) = m

Jacobiho matice tohoto zobrazeni a matice skalarnich soucinti teénych vektort jsou

b— _ v(b—a)cos 271'2111 __v(b—a)sin 27r2;w
a [a+(b7a)u} [a+(b7a)u]
cos 2w sin 2w
Dey (u,v,w) = aHo-aja o |
__ 2mvsin 21w 21w cos 2w
a+(b—a)u a+(b—a)u
b—a)®41 ol b vl 0
( a) { + [a+(b7a)u] } [a+(b7a)u]3
G(u,v,w) = _vlbza) — 1 0 ,
( ) [a+(b—a)u]3 [a—&-(b—a)u}z
0 0 4n?0? .
[a—b—(b—a)u}

vV det G(u, v, w) = _2molb=a)

[a+(b—a)u]2 .

Objem trychtyte je dan integralem prvniho druhu z objemového elementu, ktery oznac¢ime dV, tj.

V:/dV: /ci‘/dV: /\/detG(u,v,w)dudvdw:
cv 0,13

(0,1

v 1 1
=27n(b—a) 2dudvdw—ﬂ'<—b> .
_ a
o [a+ (b—a)u]

Posledni Riemannav integral jste jisté snadno zvladli. Pro b — oo dostaneme stejny vysledek jako zjedno-
dusenym vypocétem. Povrch trychtyte jiz jako dvojrozmérnou singuldrni krychli parametrizujeme snadno. Je
totiz (2,1)-sténou trojrozmérné singularni krychle ¢y . Cviéné spodtéme vSechny stény a vyjadieme hranici jako
dvojrozmérny singuldrni fetézec. Parametry oznac¢ime (pro odliseni od u, v a w) jako 7 a s, (r, s) € [0, 1]2. Nebu-
deme stale dokola vyznacovat obory jednotlivych zobrazeni popisujicich stény, napiSseme rovnou jejich rovnice
ve standardnich soufadnicich (z,y, z) v R3 jako funkce parametrt r a s:
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\ =

ro.
cos 2ms, — sin 27rs) ,
a

(ev)@o(rs) = (a,
( 08 27s, % sin 27rs> ,

(b —a)r,0,0),

(CV)(l,l) (r,s)
(CV)(2,0)(7"a s) =

+ +®\ﬁm

cos 27s sin 27s >
b

(ev)en(rs) = < Datb—ay at (b—a)r
(o

+ (b —a)r +(b—a)7”70>’

(ev)@a(rs) = <a+(ba)r,(H(bs_a)T70> )

(ev)@oy(rs) =

Geometrickd predstava o sténédch je velmi nazorna. Predstavime-li si trychtyt jako zuzujici se potrubi podél osy
x, jak je zndzornén na obrézku 12.61, vidime, Ze (1,0)-sténa je kruh ohranicujici trychtyt vlevo, (1, 1)-sténa jej
ohrani¢uje vpravo. (2,0)-sténa je ¢dst osy x mezi body = a a = b (mnoZina miry nula), (2,1)-sténa je plast
trychtyte, (3,0)-sténa a (3,1)-sténa jsou shodné mnoziny, predstavuji plochu pod grafem funkce y = % mezi
body z = a a x = b. Vénujme se nyni vypoctu obsahu plasté. Jeho parametrizace, jak vime, ma tvar

s: (0,13 (r,s) — (zes(r, s),ycs(r,s), zcs(r, s)) € R?,

x = zcs(r,s) = a+ (b—a)r,
(r.s) cos 27s
= ycg(r,s) = —————
y = yes(r, ath—ar
(r,5) sin 27s
z = zeg(r,s) = ———.
S5 a+(b—a)r
Jacobiho matice a matice G jsou
b—a ——2b=% — cos2ms ——L=% _ sin27s
Dcg(r, s) = [a+(b*a)7”] [a+(b7a)r] 7
0 — ﬁ sin 27s ﬁ cos 27s
b—a)? {1 - 1} 0
G(T, 8) _ ( ) [a+(b—a)r] , ,
0 4w
[a+(b7a)r}
det G(r, s) = \/1+ la+( —a)] .

[ - a)r

Oznacime-li objemovy element plochy S jako dS , je jejf obsah dén integralem

/dS: /cgdS: /\/detG(r,s)drdS:
cs [0,1]2 [0,1]2

b
= /L\/l—i— [a+ (b—a)r] drds-/i—z\/l—l—x“dx.

~ [a+ (b—a)r]

a

Posledni (jiz jen jednondsobny) integral je shodny s vysledkem vypoctu elementédrni metodou. Ziskali jsme jej
zavedenim substituce x = a + (b — a)r a integrac{ podle proménné s € [0, 1], kterd se v integrandu nakonec
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nevyskytuje. Jisté si kazdy v$iml, ze zjednoduseny postup z prvniho dilu vedl k cili mnohem rychleji nez vypocty
pomoci integral z forem na singularnich krychlich. To je sice pravda, na druhé strané je vsak tfeba si uvédomit,
7e vypoc¢ty pomoci forem na krychlich jsou univerzalni, zatimco metoda z prvniho dilu byla pouzitelnd pouze

pro rotacni télesa.

Ulohy na vypocty geometrickych a fyzikélnich charakteristik linearnich, plognych a objemo-
vych utvari prindsi cviceni.

12.4.6 Klasické integralni véty v aparatu forem a fyzikalni aplikace

Takrka ,zlatym hiebem® klasického integralniho poctu jsou tii slavné integralni véty, casto
pouzivané i ve fyzice, které predstavuji vztah mezi integralem po urcité mnoziné a integralem
po jeji hranici:

e vztah integrdlu po rovinné plose a integralu po jeji hraniéni kiivee (Greenova véta),

e vztah integrélu po obecné ploSe v trojrozmérném prostoru a jeji hranicni krivee (klasickd
Stokesova véta),

e vztah mezi integralem po objemové oblasti v trojrozmérném prostoru a jeji hrani¢ni plose
(Gaussova-Ostrogradského véta).

Pozorny c¢tenar nepochybné tusi, ze se jedna ,pouze* o specidlni pripady obecného Stokesova
teorému, ktery jsme dokédzali v odstavci 12.4.4 (véta 12.30). Uvedeme nyni zminéné véty v je-
jich klasické podobé. Formulace jsou zalozeny na predpokladu, zZe je predem zadana orientace
integracnich obort. Znamena to, ze parametrizaci integrac¢nich oboru je pri dikazech a vypo-
¢tech vhodné volit tak, aby byla s predem zadanou orientaci souhlasnd, pii volbé parametrizace
nesouhlasné s orientaci pak myslet na to, ze vysledek integrovani ziska opacné znaménko. (Uz
ted vidime, jak vyhodn& je definice integralu forem na singularnich krychlich: vSe se ,udéla
spravné samo*). Receno s mirnou nadsézkou, drobné se lisicich formulaci integralnich vét na-
jdeme v klasické literature v podstaté tolik, kolik najdeme knih. VSechny vsak fikaji totéz, co
obecny Stokestiv teorém. Pro dalsi ¢teni si z odstavce 9.1.4 druhého dilu pripomente definici
k-nasobné souvislé mnoziny (str. 453). Jinou (obecnéjsi) definici jednoduse souvislé mnoziny si
uvedeme také v nasledujici kapitole.

Véta 12.32 (Greenova): Necht A je uzavrend jednoduse (jednondsobné) souvisld

oblast v R2, jejiZ hranici je po cdstech hladkd uzaviend kiivka C = DA orientovand
v kladném geometrickém smyslu. Necht F(z,y) = (F1<l’,y>,F2(ZL',y)) je vektorové
pole definované na otevrené mnoziné D obsahujici A, jehoZ slozky maji na D spojité
parcialni derivace. Pak plati
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/ <8F2(x,y) B O0F(z,y)

D 2y ) dedy = C/Fl(:r,y) dz + Fy(z,y) dy. (12.210)

A

Na pravé strané rovnosti (12.210) je krivkovy integral druhého druhu, jak jsme jej defi-
novali v odstavci 9.3.3, na levé strané Riemanntiv dvojnasobny integral funkce pres rovinnou
oblast. Jaka je ale souvislost Greenovy véty s obecnym Stokesovym teorémem uvedenym ve
vété 12.307 Abychom na ni prisli, staci si terminologii z véty 12.32 | prelozit“ do Te¢i para-
metrizovanych kouski ploch, singularnich krychli, singularnich fetézct a diferencialnich forem.
Nézorné pomuze obrazek 12.62.

Y & Ty
C=0A
S =0V

n z )

7

7
zZ ., a T

V. Greenova V. Stokesova V. Gaussova-Ostrogradského
n=2m=2 n=2m=3 n=3m=23

Obrazek 12.62 Klasické integralni véty.

Tak tedy:

e Hladkou krivkou v R? rozumime diferencovatelné, ¢i dokonce spojité diferencovatelné zob-
razeni

C: [, B35t — C(t) = (2C(t),4C(t)) € R?.

Slovni spojeni ,spojité diferencovatelné® znamend, ze derivace slozek zobrazeni C podle
proménné t jsou spojité — viz definici hladkého kousku n-rozmérné plochy v R™. Vy-
skytuji se totiz pii vypoctu integralu ve vysledném integrandu a jejich spojitost zarucuje

nou singularni krychli v R2.

e Po castech hladka ktivka je sjednocenim konecného poctu hladkych tsekt. V nasi termi-
nologii se jedna o jednorozmérny singularni retézec.

o Uzavrenosti krivky se zde nerozumi uzavienost mnoziny v topologickém smyslu (v tomto
smyslu je kiivka v R? uzavienou mnozinou vzdy), nybrz skutecnost, Ze koncovy bod
kiivky splyva s bodem pocatecnim, tj. C(5) = C(«).
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e Predpoklad jednoduché souvislosti oblasti A je v pouzité formulaci Greenovy véty zjed-
nodusujicim omezenim oproti obecnému Stokesovu teorému (z tohoto hlediska nejsou
obé formulace ekvivalentni). Je-li oblast A jednoduse souvisld, znamend to, Ze jeji hra-
nice 0A je tvorena jedinou kiivkou. Predpokladejme, Ze oblast A lze parametrizovat jako
dvojrozmérny kousek plochy, resp. dvojrozmérnou singularni krychli v R?

ca: 0,13 (u,v) — calu,v) = (ch(u,v),ycA(u,v)) € R?, cA([O, 1]2) =A,

tak, aby tato parametrizace byla souhlasna s orientaci oblasti A indukovanou predem
zadanou orientaci hrani¢ni kiivky C. MtZeme si tieba piedstavit prostor R?, v némz
oblast A lezi, jako podprostor v R?, doplnit osu z tak, aby soustava soufadnic tvoiend
osami x, y a z byla pravotoc¢iva, a orientovat oblast A vektorovym polem jednotkové
normély 7(z,y,z) = (0,0,1), (x,y,2z) € A. Takto je to zndzornéno i na obrazku 12.62
vlevo, doplnéna osa z je znazornéna carkované. Pak Oca je jednorozmérny singuldrni
retézec

dea= > (=1)"(ca)ia)-

i=1 a=0,1

e Hranice dvojrozmérné singularni krychle ¢ v R? je vzdy uzaviena kiivka, tj. jednoroz-
mérny uzavieny singuldrni fetézec v R2. Plati totiz 9(dc) = 0, jak jsme se presvédéili
v prikladu 12.101.

e Pozadavek diferencovatelnosti, resp. spojité diferencovatelnosti vektorového pole F na
oteviené mnoziné obsahujici A je totozny se stejnym pozadavkem tykajicim se formy

wl(pl), nebot wl) = Fy(z,y) dz + Fo(z,y) dy.

e Ted uz lze aplikovat obecny Stokestiv teorém:

[ Fitey) e+ Bley)dy = [ off = [dof) =
cA

C dca

OFy(z,y)  OF(x,y) oF, OF,
p— — — il D .
Z ( Oz oy )Y [01/}2 FEE T R ca(u,v)dudv

Posledni integrél je jiz Riemanniiv a lze jej rovnou prepsat pomoci véty o transformaci.
(Determinant det Dc(u,v) je totiz kladny, nebot parametrizace c4 je souhlasna s orien-
taci oblasti A):

8F2 8F1 . aFQ ale
/ {(8:}: - ay) o CA}detDCA(U,U) dudv —A/ (8:1: - @)dxdy.

[0,1]2
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Nakonec dostaneme tvrzeni Greenovy véty

0F, OF,
/Fl(sn,y)dx—l—Fz(x,y)dy:/(8;—a;)dxdy.
c A

e Zobecnéni na piipad, kdy oblast A lze popsat jako dvojrozmérny singuldrni fetézec v R?,
je zfejmé, nebot obecny Stokesuv teorém pro takovy pripad rovnéz plati.

Dalsi dvé klasické integralni vety, Stokesovu a Gaussovu-Ostrogradského, formulujeme sice
presné, ale komentar bude jen struény. Vse podstatné jsme totiz komentovali uz v pripadé véty
Greenovy. K formulaci zminénych klasickych vét vsak potrebujeme ,klasické“ definice integrali,
které se v nich vyskytuji: kiivkovy integral druhého druhu (tuto definici zndme z druhého dilu
— odstavec 9.3.3), integral, jehoZ oborem je trojrozmérny ttvar v R? (tuto definici jsme formu-
lovali v odstavei 12.1.7) a plosny integral prvniho nebo druhého druhu (jeho klasickou definici
zatim neméame). Rizné formulace definic jsou vice ¢i méné obecné a nebudeme se jimi zaby-
vat podrobné. Vybereme moznosti spise nazorné nez zcela obecné a abstraktni. Prvni z nich
bude predpokladat, Ze (dvojrozmérna) plocha v R3, kterd je integra¢nim oborem, je zaddna
parametricky. V druhém pripadé si pripomeneme zadani n-rozmérného utvaru v R™ pomoci
m — n rovnic fi(z!,...,2™) = 0 ve standardnich soufadnicich, které jsme pouzili v zavéru
odstavee 12.4.3 (vztah (12.191)). V piipadé (dvojrozmérné) plochy v R? piijde o jednu rovnici
g(x,y,z) =0, kde predpokladame, Ze g je spojité diferencovatelnd funkce.

Necht A C R? je jordanovsky méfitelnd uzaviend mnozina, S plocha parametrizo-
vana spojité diferencovatelnym zobrazenim

S: A3 (u,v) — (.rS(u, v), yS(u,v), 28 (u, v)) €ER?

af: D> (xy,z2) — f(r,y,2) € R spojitd funkce definovand na oblasti D obsahu-
jici plochu S. Plosnym integrdalem pruniho druhu z funkce f na plose S rozumime
Riemanntv integral

/(f o S)Vdet Gdudv, znacime /de, (12.211)
A s

a= (% S
FAEA

£ = <8xS(u, v) 0yS(u,v) 0z5(u, v))

kde

“ ou ou ou




336 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

£ = 0zS(u,v) 0yS(u,v) 0zS(u,v)
v ov 7 dv T v '

Necht F : D 3 (z,y,2) — F(z,y,2) € V(R?) je spojité vektorové pole definované
na oblasti D obsahujici plochu S. Plosngm integrdlem druhého druhu z vektorového
pole F' na plose S rozumime Riemanniiv integral

/[(Fl o Q) + (Fp 0 S)v? + (F30 S)I/?’] dudv, znacime /ng, (12.212)
A s

kde 7 = Eu X 5, (Formélni zapis ,elementarni plochy“ ve tvaru dS souvisi s ,roz-
kladem“ (F'n)dS = (F)(7dS) a oznacenim dS = 7 dS.)

Necht A C R? je jordanovsky méfitelnd uzaviend mnozina, S hladkd plocha v R?
dané zobrazenim rovnici g(z,y, z) = z — h(z,y) = 0, kde

h:A> (z,y) — h(z,y) €R

je spojité diferencovatelna funkce. (Plocha S je tedy grafem funkce h.) Necht déle
f: D> (z,y,2) = R je spojitd funkce definovana na oblasti D obsahujici plochu
S. Integralem proniho druhu z funkce f na plose S rozumime Riemanniv integral

2 2
A/(foh)JH@Z) +<gz> drdy, znadime S/de. (12.213)

Necht F : D 3 (z,y,2) — F(z,y,2) € V(R?) je spojité vektorové pole definované
na oblasti D obsahujici plochu S. Plosnym integralem druhého druhu z vektorového
pole F' na plose S rozumime Riemannuv integral

/ <F18h + Fz@ + F38h> dxrdy, znacime /ﬁdg (12.214)
4 ox oy 0z 4

Prvni z klasickych definic plosnych integralii nas jisté nijak neprekvapuje a dovedeme si ji po-
rovnat s definici zalozenou na singularnich krychlich jako integrac¢nich oborech a diferencidlnich
formach jako integrovanych objektech. Obecnéjsi je v tom, ze defini¢nim oborem parametrizace
nemusi nutné byt obdélnik, ale jordanovsky méritelna uzaviend mnozina v roviné. Druha defi-
nice vyuziva kartézské rovnice plochy ve specidlnim pripadé g(x,y,z) = z — h(x,y) = 0, kdy
hladké plocha S je grafem funkce h(z,y). K ¢emu je tento predpoklad a co se stane, nebude-li
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splnén? V pripadé, Ze splnén je, predstavuje zobrazeni

A>(x,y) — (x,y, h(x,y)) eR?

parametrizaci plochy S. Proti definici miize vzniknout namitka, ze se mtze stat, ze parcialni
derivace funkce h(z,y) nebudou v nékterych bodech plochy S definovany. Stane se to v bo-
dech, v nichz je vektor normaély k plose rovnobézny se soufadnicovou rovinou xy. (Staci si
uvédomit, ze vektorové pole g = (g—g, g—g, g—g) = ( g’;, —& 1) je gradientem funkce g, a tedy
vektorovym polem normély (obecné nikoli jednotkové) k plose S.) Je-li vsak S grafem funkce
h(z,y), nastane takova situace nanejvys v bodech zanedbatelné mnoziny (zduvodnéte), coz
neovlivni integral. Jestlize plocha S neni grafem néjaké funkce h (napiiklad kulova plocha),
rozdélime ji na ¢asti, které jsou grafy funkci P(y,z), Q(z,z) a R(z,y) a vysledny integral
z funkce f ¢ vektorového pole F vypocteme jako soucet odpovidajicich integral. V pripadé
zminéné kulové plochy, napifklad x? 4+ y? + 22 = 1 bychom po¢itali zv14st integral po dolni po-
lokouli z = hy(x,y) = —v/1 — 22 — y? a po horni polokouli z = hy(z,y) = /1 — 22 — y? a oba
vysledky secetli. V ptipadé mnoziny S = {(z,y,2) € R®*| 2? +y* + 22 = 1, y > 0} bychom vy-
jadrili funkci g(z,y,2) = y — V1 — 2?2 — 22 = 0 a integrovali podle proménnych = a z. Aniz
bychom se dale podrobnéji zabyvali ivahami o klasickych definicich, ptistoupime k formulacim
zbyvajicich klasickych integralnich vét, Stokesovy a Gaussovy-Ostrogradského.

Véta 12.33 (Stokesova): Necht S je hladkd plocha v R3 orientovand spojitym
vektorovgm polem jednotkové normaly 7i. Necht jeji hranice C = 0S (hladkd uzavrend
krivka) je orientovdna souhlasné s orientact plochy S, tj. v kladném geometrickém
smyslu pri pohledu proti smeru normaly n. Ddle predpokldadejme, Ze ﬁ(x,y,z) =
= (Fl (x,y, 2), Fs(z,y, 2), Fg(a:,yz)) je spojité diferencovatelné vektorové pole v R3
definované na oblasti D C R3 obsahujici S. Pak plati

/rotﬁ(m,y,z)ﬁ(m,y,z) dS:/Fl(l',y,Z)de'—FFQ(I’,]J,Z)dy—FFg(fL',y,Z)dZ,
S c
(12.215)

zkracené

ﬁrotﬁdS:/ﬁdf’, resp. / tFdS = /
c C

19))

Véta 12.34 (Gaussova-Ostrogradského): Nechl V' je uzavrend jordanovsky mé-

ritelnd mnoZina v R3, jejiz hranici je po cédstech hladkd plocha v R?® orientovand
spojitym vektorovgm polem jednotkové normdly 7i. Predpokladejme, Ze F(x,y,z) =
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= (Fl(:r, y,2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, z)) je spojité diferencovatelné vektorové pole v R3
definované na oblasti D C R? obsahujici V. Pak plati

/F x,y, 2)i(z,y,z)dS = /leF x,y,z)dedydz, (12.216)

zkrdcenée

/(ﬁﬁ)dsz/divﬁdv resp. /ﬁdsz/divﬁdv.
S 1% S Vv

K tomu, abychom si uvédomili, Ze véta 12.32 (Greenova) je specidlnim pripadem obec-
ného Stokesova teorému pro n = m = 2, stacilo, abychom si vzpomnéli na vztah (12.177),
dwg) = foz r a aplikovali jej praveé na tento piipad. Véty 12.33 (Stokesova) a 12.34 (Gaussova-
-Ostrogradského) jsou zase specialni pripady obecného Stokesova teorému pro n = 2, m = 3
an =m = 3. Zda se vsak, ze je tu problém: v klasické Stokesové vété sice vystupuje kiiv-
kovy integral druhého druhu z vektorového pole F (v integrandu je vyraz Fy dz+ Fy dy+ F3dz)

s IR 2 "y y
() nevidime tam viak pFfmo formu wr(oz p- Ve vété Gaussove-Os-

trogradského je zase integral odpovidajl'ci formé wé?i #, forma wg) zde vsak opét néjak viditelné

nevystupuje. V obou ptipadech se ovsem vyskytuje integréal tvaru [ (éﬁ) dsS =/ GdS , pricemz
S 5

odpovidajici integralu z formy wp

ve Stokesové véteé je G = 1ot F a v Gaussové- Ostrogradského véte je G =F. Vypada to, ze

tento integral odpovida mtegralu z formy wé) Musime to ale provérit. Pomize obrazek 12.59.

Zabyvejme se integralem [ (F 1) dS a uvedme jej do kontextu s integralem prvniho druhu defi-
5

novanym pomoci objemového elementu. Symbol dS reprezentuje objemovy element definovany
na plose S = ¢([0, 1]?). Jsou-li (€}, &) vektorova pole tvorici v kazdém bodé tetného prostoru
k plose S ortonormalni bazi nalezejici orientaci souhlasné s parametrizaci plochy, plati

3 LT
dS(&,&) =1, dS(*f):det< )—det o,
¢ ¢ 0 0 1

kde f* éﬂa + 5252 a 5* 5151 + 5252 jsou libovolné vektory lezici v tomto tecném prostoru —
JSOU linedrnimi kombinacemi vektoru baze € a €. (Pfi praktickych vypoctech je volime tak, Ze
f §u a C fv, jak je také vyznaceno v obrazku 12.59.) Vektory €1, € a i, kde 77 je jednotkova
normala k plose S souhlasna s parametrizaci, soucasné tvori ortonorméalni bazi tecného prostoru
k R? v daném bodé. V této bézi je i = (0,0,1). Vektory € C a it jsou viak také linedrnfmi
kombinacemi standardni baze te¢ného prostoru k R? v tomtéZ bods, tj.

- 0 0 0
_ 1 7 2 7 3 7
§_£8x+£ 8y+£ 0z
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(=0 v +@a
1 a a a

= T e T g

ST

Oznacme T matici pfechodu od standardni baze k bazi (€}, €, 7). Pak

1

&g & &0
¢t |=|C CoofT
n' n? n? 0O 0 1

Matice T je vSak ortogonalni matici s jednotkovym determinantem (zdiavodnéte), proto

o e
dS(E,Q) =det | ' ¢ ¢ | =
nl n2 n3

() = ¢ -3¢ = n'dS =dy A dz,
= ¢ -1 = n?dS =dz A dz, (12.217)
n?dS(E, Q) = €1¢2 — €% = n*dS =dz A dy,

S
[\
o
wn
o
Iy
o
|

a odtud
(ﬁﬁ)ds = (Fin' + Fyn®* + Bsn®)dS = Fidy A dz + Fodz A do + Fyde A dy = w(2) )

Nyni uz je role obecného Stokesova teorému pro dikaz Stokesovy a Gaussovy-Ostrogradského
véty zfejmé, nebot

/ FdS = / wg).

5 5

V pripadé Stokesovy véty, kdy hrani¢ni kiivkou plochy S je spravné orientovana krivka C,
dostavame

/F1 dz + Fody + F3dz = /wg) = /dw(l) / fﬁzF = /rot FdS. (12.218)
c s
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V pripadé véty Gaussovy-Ostrogradského je naopak plocha S hranici objemového utvaru V,

takze o .
/FdS = /w}? = /dwfﬁ) = /wé?iF = /dideV. (12.219)
S oV 14 14 14

Pozn. 1: Znovu pripomenme, ze vektor jednotkové normély souhlasné s parametrizaci v praxi
pocitame jako normovany vektorovy souc¢in vektori f_; a 5,, které jsou tecnymi obrazy vektort
€y = % a €, = % indukovanymi parametrizaci c.
Pozn. 2: V predpokladech nékterych formulaci klasickych integralnich vét se vyzaduje, aby
integracni obor byl souvisly, nékdy dokonce jednoduse souvisly. Vzhledem k tomu, ze umime
integrovat na singularnich fetézcich, nemusime timto predpokladem tvrzeni ,oslabovat‘. Dile-
zité je, aby diferencidlni forma, ktera je integrovanym objektem, byla definovana a méla patricné
vlastnosti na oblasti (oteviené souvislé podmnoziné prostoru R™) obsahujici integra¢ni obor.
Ukéazku ,,opatrného“ pouziti Greenovy véty v situaci, kdy integra¢nim oborem byla dvojna-
sobné souvisld uzaviena oblast v R?, jsme vidéli v piikladu 12.116.

Dalsi fyzikalni aplikace ktivkovych a plosnych integralt prvniho i druhého druhu vcetné
pouziti integralnich vét ukazeme na nékolika prikladech.
Priklad 12.121: Préce silového pole v roviné

V druhém dilu jsme préci silového pole pocitali ,klasickym* zptisobem. Pripomente si priklady 9.72 a 9.73
v odstavci 9.3.3. V prvém pripadé se jednalo o silové pole

Fy = ¢ Y
1 (22 +y2)3/2" (22 + y2)3/2 )
v druhém o silové pole

Fy = Y i
2= 224+ y2 a2 +y2 )

V obou pripadech jsme pocitali praci tohoto pole po kruznici se stfedem v pocatku soustavy souradnic a polo-
mérem R. V prvnim ptipadé vysla nula, v druhém 27, pokud kruznice ,obihala“ pocatek soustavy souradnic
jedenkrat. Pokud by obihala k-krit, k € Z, dostaneme vysledek 27k (ovéite). A pridejme jesté tfeti silové pole,
tfeba

Fs = (Qxy +9% 2%+ 2xy) .
Jeho prace po stejné kruznici jako v predchozich situacich je rovnéz nulova. Jak souviseji tyto situace s nasimi
souCasnymi ivahami o integralu a integralnich vétach? Hned uvidime. Vime uz, Ze elementarni prace silového

pole je dana formou wg,l)
S, je urena integralem

, celkova prace po kiivce C = 95, ktera je orientovanou hranici uzaviené rovinné oblasti

AC:/wg).

c

Vypocitejte vnéjsi derivaci formy wg) pro vSechna t¥i zadand silovd pole. Uvidite, ze forma wg) je ve vsech

pripadech uzaviend, tj. dwg) = 0. Pres tuto spolecnou vlastnost vSech ti{ vektorovych poli se préace, kterou
vykonaji po téze trajektorii (kladné orientované kruznici se stfedem v poc¢atku soustavy soufadnic a polomérem

R), lisi. V prvém a tfetim pi¥ipadé je nulovd, v druhém nenulova. Pfitom formy wg) v prvém a druhém piipadé
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maji dalsi spole¢nou vlastnost — nejsou definovany v bodé O = (0,0). Nésledujici tabulka shrnuje vysledek
posouzeni vSech t¥{ situaci z hlediska pouziti Greenovy véty.

Ac | predpoklady GV | GV pouzit
Fi| 0 nejsou splnény nelze
B | or nejsou splnény nelze
ﬁ3 0 jsou splnény lze

Proc¢ tabulka vypadé pravé takto? Predpoklady Greenovy véty jsou podminkami postacujicimi pro to, aby
platilo jeji tvrzeni. Tyto predpoklady jsou z nasich t¥i pripada splnény pouze pro vektorové pole Fg. Proto ze
skutecnosti, ze forma wl(,,l) odpovidajici tomuto vektorovému poli je uzavrend, vypljvd, ze préace tohoto silového
pole nejen po zadané kruznici, ale po jakékoli uzaviené kiivce, pro niz predpoklady plati, je nulova. V ptipadé
vektorovych poli Fi a Fy predpoklady véty splnény nejsou (jsou poruseny v bodé (0,0)). Proto z uzavienosti

(1)
F

odpovidajicich forem w3’ nemiizeme a priori usoudit na nulovost integralu. To, Ze je v pfipadé vektorového pole

F\ rovnéz nulovy, je dasledkem konkrétniho tvaru tohoto vektorového pole, nikoli dusledkem Greenovy véty.

Priklad 12.122: Rovnice kontinuity

V odstavci 9.4 jsme se zabyvali rovnici kontinuity, vyjadiujici zakon zachovani hmotnosti v proudici tekutiné
o hustoté s(7, t) a rychlosti (7, t). V pikladu 9.74 jsme ji odvodili na zékladé fyzikalni argumentace v integralnim
tvaru, ktery jsme pak pribliznymi dvahami pro objem V tvaru elementdrniho kvadru (hranice 9V = S byla
tvofena sténami kvadru) ,prevedli“ na tvar diferencidlni, tj.

0 = 0
8—jdV: / s7d§ = a% +div(s7) = 0.
\%4 S=0V
Se znalosti integralnich vét, konkrétné véty Gaussovy-Ostrogradského, odvodime diferencidlni tvar z integralniho
okamzité. Pokud integracni obory V a 0V = S a diferencidlni forma
s7dS =s(vydy A dz+vadz A dz +vsdz A dy) = w@

splnuji predpoklady této véty, pak plati

/sffdg: /wg) = /dwgi) = /w((fi‘)/(sv) = /div(sf)’) dv.
S S \% \%

\%

Priklad 12.123: Maxwellovy rovnice

Soustava Maxwellovych rovnic je znama z elektrodynamiky. Pro veli¢iny E(7,t), D(7,t) (elektrické intenzita
a indukece), H (7, t), B(7,t) (magnetickd intenzita a indukce), popisujici elektromagnetické pole v prostiedi
s naboji a proudy rozlozenymi s hustotami o(7,t) (jednotka Cm™3), j(¥,t) (jednotka A m=2), plati

. . . 9B . 9D -
divD=p, divB=0, rot E=——, tot H=—+7. (12.220)
ot ot
Prvni tfi rovnice predstavuji diferencidlni zapis integralnich fyzikalnich zédkonu ziskanych experimentélné (Cou-
lombova, zdkona spojitosti magnetického toku, a Faradayova), ¢tvrtd rovnice je teoretickym doplnénim Am-
perova zakona. Zabyvejme se prvni a tfeti rovnici a tim, jak je ze zminénych empirickych zakoni odvodit.
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Obrazek 12.63 K Maxwellovym rovnicim
Pouzijeme opét integralni véty s tim, ze budeme predpokladat splnéni vSech jejich pozadavkia. Uvazujme o ob-
lasti V' s hranici 0V = S, orientovanou vnéjsi normélou 7 (obrazek 12.63 vlevo).
Okamzik t zvolme pevné a misto obecného prostiedi uvazujme pro jednoduchost o situaci ve vakuu, tj.
v prostiedi s permitivitou vakua g¢. Intenzita elektrického pole od elementarniho naboje dQ = pdV umisténého

v bodé o polohovém vektoru 7/ méfend v bodé 7 je
- 1 o(7,¢t)
dE(F—7"t) = — 2 (F—7")dV,
(m=1"1) 47r50|r—7"’|3( )
a proto
T L ol™t) o o s
E(rt) = -7 der’.
(r9) /471'50 7= 73 (r=r)dir
v
Tok vektorového pole E plochou S je
2ag_ L o(r,1) &
b= [ EdS = P — ) dS |3
/ 47rz—:0/ |7 — 7|3 (7=7) "
v

S
kde jsme jiz vyuzili véty o zaménnosti poradi integrace. Nyni vypoctéte divergenci vektorového pole

o(™,t) (7= )
=
(podle proménnych z, y, z, slozky vektoru ¥/ a proménnou ¢ berte jako konstanty). Uvidite, Ze je nulova. Toto
vektorové pole vsak neni definovano v bodé 7 = 7. Nemtizeme proto rovnou pouzit Gaussovu-Ostrogradského

vétu. Vysledek prikladu 12.116, ktery jsme odvodili pro pfipad Greenovy véty, muzeme snadno rozsifit i na
piipad véty Gaussovy-Ostrogradského (zdivodnéte): zvolme kulovou plochu K se stiedem v koncovém bodé

vektoru 7’ a s polomérem R tak, aby se vesla do oblasti V' (obrdzek 12.63). Plati
o, t) ., o(7',t) R
(F—7")dS = |r _,,|3(TK—r’)dK7

|T— -'/|3




12.4. INTEGRAL Z DIFERENCIALNICH FOREM 343

kde 7k je polohovy vektor obecného bodu plochy K a dK = fig dK jeji objemovy element opatieny orientaci
vnéjsi normélou k. (Index K jsme vSude piipsali pro lepsi srozumitelnost.) Protoze |[Fx — 7| = R a (Fx —
— 7)fig = R, dostaneme

7t , 7t 7t
oD e wyai = (27D pag = D [ g oy,
g( /‘3 3
Tk —T
K K

R R2
K
a nakonec X
¢ = /Q(FIJ) dF', zkracens ® = [ 2av.
€0 o
v %

Na druhé strané je (s pouzitim vztahu (12.219))
@:/Edﬁ:/wg) =/divédv,
5 s v
(2)

za predpokladu, Ze forma wy,’ spliiuje pozadavky Gaussovy-Ostrogradského véty. Porovndnim ziskanych vyrazi
pro tok ® a na zikladé skutecnosti, ze oblast V je libovolné, dostaneme

/divEdV:/eﬁdv — div(epE) = 0 = divD = 0.
0
14

Odvozeni tfeti Maxwellovy rovnice je velice jednoduché. Jejim experimentdlnim zakladem je Faradaytuv zdkon
elektromagnetické indukce, podle néhoz je elektrické napéti indukované na svorkach smycky C, kterd ohranicuje
plochu S, rovno zdporné vzaté casové derivaci toku magnetického pole (obrdzek 12.63), tj.

ddp - . [0B &
Uind——T - /Edr—_/gds
C S

Podle klasické Stokesovy véty, resp. podle obecného Stokesova teorému aplikovaného na formu Edi= wg) plati

/Edfz/rotﬁdg,

c S

/rotEdgz—/a—Bdg: rotE:—a—B.
ot ot

a odtud

S S

Prvni Maxwellova rovnice tedy predstavuje diferencidlni tvar Coulombova zdkona, tfeti pak diferencialni tvar

Faradayova zdkona elektromagnetické indukce.

Priklad 12.124: Greenovy identity

V tomto prikladu odvodime pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty dva uzitecné vztahy zvané Greenovy
identity. Budou se ndm v dalsich pifkladech hodit. Necht  C R3 je mnoZina splitujici pozadavky Gaussovy-
-Ostrogradského véty (resp. obecného Stokesova teorému), ¥ = 00 jeji hranice, a f(7) a g(7) funkce spojité
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diferencovatelné na oblasti D obsahujici mnozinu €2 i s jeji hranici. Oznacme F = fegradg = fVg. Plati

(s vyuzitim vztahu (12.219))
/ﬁdiz/w}f) =/dw§?) :/divﬁdQ.
o9 Q Q

o0
Vypocteme divergenci vektorového pole F:

Lp_ D (00N 0 (00\ 0 (00 _
divF = . (f&r) + 3y (f6y> t 3, <f8z> =VfVg+ fAg,

. 7’ 2 2 2 . o 7’
V= (%, 6%, %) je operator nabla a A = % + aa—yz + % je Laplacetiv operator.
Dostavame pruni Greenovu identitu

/(ng)diz/vang+/ngdQ. (12.221)
o0

Q Q

Zapisme ji nyni pro ptipad zamény funkci f a g. Dostaneme

/gidi—Q/ngfdQ+/gAfdQ.

o0 Q

Odectenim od (12.221) ziskdme vztah

[uva—gvnas= [ (189950 as.
o0 Q

Necht 7 je vektorové pole vnéjsi normély k plose . Pro Lieovu (tj. smérovou) derivaci 9, f funkce f podle
vektorového pole normaly 77 k plose ¥ = 0f2 plati

R
0z

Onf = ox dy

=aVf = (fVg—gV[f)idE = (fO0ng —g0nf) dX.

Dostavame druhou Greenovu identitu

[ta9-ga) a0 [ (10,9~ g0.p) az. (12.222)
Q

o2

Priklad 12.125: Vnéjsi Dirichletova tloha

V tomto piikladu bude nasim tikolem najit rozloZeni elektrostatického potencidlu ¢(#) vné nabitého vodice
(ve vakuu) zaujimajictho uzavienou oblast V' ohrani¢enou plochou S, je-li zaddna hodnota funkce ¢ na této
ploSe, tj. ¢|s = ¢o = konst. Dalsimi podminkami kladenymi na funkci ¢ jsou jeji spojitost na plose S a vné
oblasti V' a tzv. reguldrnost v nekonecnu. Ta spoc¢iva v existenci takového ¢isla A, Ze plati

A A
6] < 50 |0nd(7)] < 25, pro |i =R,
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v kazdém bodeé 7, 7@  je vektorové pole vnéjsi normaly k plose S. Kromé toho splnuje funkce ¢ Laplaceovu rovnici
A¢p = 0. Je totiz E = grad ¢, tj. divE = A¢. Na druhé strané je divE = £ = 0, nebot vné vodic¢e nejsou

8
zaddné naboje. Nejprve dokdzeme, ze Teseni tlohy je jednoznacné. K tomu Vyuz(l)Jeme Gaussovy-Ostrogradského

véty, resp. odpovidajici verze obecného Stokesova teorému. Ozna¢me ¢ a ¢o dvé feSeni tlohy a u = ¢1 — ¢o.
Jednoznacnost feseni bude ovérena, podaii-li se ndm dokézat, ze funkce u je identicky nulova.

Zvolme za ¥ kulovou plochu o poloméru R se stredem v poc¢atku soustavy souradnic, oblast, kterou obepin4,
ozna¢me 2. V prvni Greenové identité zvolme f = g = pu. S uvazenim skutecnosti, ze funkce p musi rovnéz
splnovat Laplaceovu rovnici, dostaneme

/(Vu)QdQ = /(uw)ﬁdz.
Q b
V piikladu 12.124 jsme si pfipomnéli, Ze (V)i = O, u, tj.

/(w)%m = /uanﬂdz.
¥

Q

Podminky regularnosti funkci ¢1 a ¢ v nekonecnu vedou k analogickym podminkam pro funkei p :

|1(7)] = [#1(7) — ¢2(P)] < [¢2(P)] + |¢2(7)] < %,

a obdobné
24
’&LN(F)I < "

To ndm umozni odhadnout integral [ 10, udX co do absolutni hodnoty:
b

4A? 167A?
O dX| < [ |0y dS < dy = .
/u I /\u 1 /R3 7
b 3

Spojenim tohoto odhadu a prvni Greenovy identity aplikované na nas specidlni pripad dostaneme

167w A2
[@wran< L

Q

Pro R — oo jde prava strana této nerovnosti k nule, proto i leva strana, ktera je diky nezapornému integrandu
nezépornd, musi byt v této limitni situaci nulovd. Proto Vu(7) = 0 a u(¥) = konst. pro |7] = R. Na plose S
ohrani¢ujici nas$ vodi¢ v8ak plati okrajovd podminka ¢1]|s = ¢2|s, proto u(7) = 0. Podminka elektrostatické
rovnovahy vodice vede k zavéru, zZe intenzita elektrického pole uvnitf vodice je nulovd (v opa¢ném piipadé by
vodi¢em tekl proud a nejednalo by se o elektrostatickou rovnovahu). Vzhledem ke vztahu E=— grad ¢ je zrejmé,
Ze potencial elektrického pole uvnitt vodice je konstantni. Z podminky jeho spojitosti pak vyplyva jeho rovnost

povrchové hodnoté ¢g.
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Priklad 12.126: Naboj na vodici

Uvazujme o vodivém télese tvaru oblasti V' ohranic¢ené povrchem 9V = S. Téleso je ve vakuu. Je nabité
celkovym nabojem @ a je v elektrostatické rovnovaze. Z elektrostatiky je znamo, ze v takovém pripadé je cely

1 7 - 1
Lo 1 77
K 0 | T_i
S=0V ! |
ASQ /| ] 7 |
/, // I
S, > - |
( L r
' L TAV
| | |
[ [
| /IL IR A5
| ‘s |
I ‘ !
prostiedi 1 :_L,: prostiedi 2

Obrazek 12.64 K prikladim 12.126 a 12.127.

naboj rozlozen vyhradné na povrchu télesa. Dokazeme to. Zvolme uzaviené plochy S; a Sy tak, aby S lezela
uvnitf oblasti V' a Sz vné (obrézek 12.64).
Intenzitu elektrostatického pole v prostoru oznacime E (je funkei souradnic) a vyjadiime jeji tok plochami

Sl,SaSQ:
cplz/ﬁdﬁ, @:/Edﬁ, %:/Edg.

S S S2

Oznacme Q1 celkovy naboj v oblasti V7 ohrani¢ené plochou S;. Ndboj v oblasti V5 ohrani¢ené plochou Ss je
zjevné Q2 = @, nebot ve vakuu zadné naboje nejsou. Za predpokladu splnéni pozadavki Gaussovy-Ostrograd-
ského véty a pri vyuziti prvnf Maxwellovy rovnice (ptiklad 12.123) ve tvaru div E = £ plati

P, = /Ed§ = /divEdv = %
S1 Vl O

@:/Ed /divEdV:Q
€0
S Vv

@ZZ/EdS_/divEdvz Q2 _ EQ
0

€0

Uy
I

b

Sz Va

V prikladu 12.124 jsme odvodili, ze potencidl uvnitt vodice je konstantni, takze intenzita je tam nulova. Proto
také ®; =0 a @1 = 0, a to pro libovolnou uzavienou plochu lezici uvnitt V. Proto je

Qi = [ eav o

Wi

pro libovolnou oblast V7 C int V. Hustota ndboje uvniti oblasti V' je nulova. Déle je

@—szmW—/mwzm

14
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hustota naboje je proto nulova i vné oblasti V. Je zfejmé, ze naboj @ je rozlozen pouze na povrchu vodice S,

a to rovnomérné (fyzikové - zdtivodnéte), s plosnou hustotou o = P%, kde Ps je plosny obsah utvaru S.

Priklad 12.127: Podminky na rozhrani dvou prostiedi

Vidéli jste jiz nékdy tzv. Fresnelovy vzorce pro odraz a lom svétla na rozhrani dvou prostiedi? Reknete
si mozna: ,,Co mé co délat chovani svétla na rozhrani prostfedi mezi priklady z elektfiny?“ Ale méa. Vzdyt
prece svétlo je elektromagnetické vinéni a musi splnovat Maxwellovy rovnice jako kazdé elektromagnetické pole.
Fresnelovy vztahy samotné zde odvozovat nebudeme, odvodime vsak podminky, které jsou vychodiskem pro je-
jich ziskani. Dokazeme, Ze na rozhrani dvou prosttedi plati pro vektory indukce elektrického, resp. magnetického
pole vztahy

ﬁ(ﬁz — .51) =0, resp. ﬁ(gg — gl) = O,

kde 7 je vektorové pole jednotkové normély k rozhrani smétujici z prostredi 1 do prostiedi 2, o je plosnad hustota
naboje na rozhrani, veliciny D a El, resp. Dy a By znamenaji elektrickou a magnetickou indukci na rozhrani
ze strany prostiedi 1, resp. 2. Uvazujme o elementarnim rovinném rozhrani podle obrazku 12.64 vpravo. Mezi
prostfedimi zvolme tenkou vrstvu o tloustce d, kterou pozdéji ,posleme® k nule. Hustotu ndboje (objemovou)
oznacme p. Pro oblast AV vyznacenou v obrazku plati podle Gaussovy-Ostrogradského véty a s vyuzitim prvni

Maxwellovy rovnice div D= o vztah
/ DdS = /divﬁdvz /de,

AV AV AV
kde hrani¢ni plocha oblasti AV je tvofena sténami AS7, ASs (shodného plogného obsahu AS) a plastém AP.
Odtud
| Das= [ bas+ [ Bas+ [ Das,
AV AS, AS, AP

a v limité pro § — 0 za predpokladu, ze se vektorové pole D ve vrstvé spojité méni z hodnoty Dy v prvnim
prostfedi na hodnotu Ds v druhém prostredi pak

1 R L
OAV AP

Podle véty o stfedni hodnoté je

§—0
AP AP

Lo 1 Lo .
lim [ DdS =1limé - 7/DdS = lim §(D)ap =0,
5§—0 0

takze ve vysledku dostaneme
= = 1
" ( 2T P = S AS / ¢ 7
AV
Veli¢ina ¢ predstavuje limitni hodnotu pro § — 0 celkového naboje v oblasti AV vztazeného na jednotkovou
plochu rozhrani, tedy plosnou hustotu ndboje na rozhrani. Dtiikaz podminky tykajici se indukce magnetického

pole na rozhrani je zcela analogicky, vyuziva vSak druhé Maxwellovy rovnice div B =0.
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Priklad 12.128: Pfaffovy formy
V druhém dilu, v piikladu 9.45, si miizeme vSimnout souvislosti prvniho zdkona termodynamiky s diferen-
cialni 1-formou,

0QQ =dE 4 6A, proidealn{ plyn pak §Q = Cy dT + P(V,T)dV, Cy = konst.,

kde 6@ je teplo prijaté uzavienou termodynamickou soustavou od okoli, § A prace vykonand touto soustavou
(oboji véetné spravného znaménka) a dE zména jeji vnitini energie. Symbol ¢ vyjadiuje skutecnost, ze veliCiny
Q@ a A nejsou stavové (jsou zavislé na d&ji, ktery v soustavé probihd), zatimco vnitini energie stavovou veli¢inou
je, takze dFE je jeji uplny diferencial. K vyrazu pro teplo pfijaté idedlnim plynem jsme nasli integracni faktor
w(T) = T~1 a odpovidajici stavovou veli¢inu S, zvanou entropie. Plat{ pro ni dS = 6Q/T. (Existence entropie
je obsahem druhého zdkona termodynamiky.) Se znalosti apardtu diferencidlnich forem muzeme tuto dvahu
zobecnit. Tak t¥eba pro idedlni plyn muZzeme vyraz v proménnych 7' (absolutni teplota) a V' (objem), pfi¢emz
P(V,T) je tlak v plynu, chapat jako diferencidlni 1-formu 6QQ = Cy dT + P(V,T)dV, kterd neni uzaviend, tj.
d(6Q) = —22dV A dT = —nRV~1dV A dT # 0. Integraénim faktorem se rozumi funkce p(V,T)) zvolend
tak, aby forma w = pdQ@Q jiz uzaviend byla. Podminka dw = 0 vede k nésledujicimu pozadavku na funkci p
(propoditejte s pouzitim stavové rovnice idedlniho plynu PV = nRT):

(e, 00 pon 0P _ (¢, 2 _nET O nR _
dw_<C’V8V P(?T M8T>dV/\dT_<CV w| dV AdT =0.

Tyto tivahy nyni zobecnime. Diferencialni 1-forma na R, tj.
neA(RY), n=X;dz, X;=X;(z',...,2"), 1<i<n, (12.223)

se nazyva Pfaffova forma. Podminka uzavienosti Pfaffovy formy ma tvar

X ; ; 0X; 0X,
dnz{ .z} de/ Ada' =0 = —— - =2 =0, 1<i,j<n.
oxd alt(i.5) dxi  Ox
Integracnim faktorem se pro p¥ipad, %e forma n neni uzavend, opét rozum{ funkce u = u(z!, ..., z™), pro kterou
forma pn jiz uzaviend je, tj. plati
I(pXi)  O(uX;) -
oxi  Oxi =0 lsijsn,
a odtud
8X¢ 8Xj o l ) c’)u 67/1
o ozt p \"7 oxt "Oxi )
M&-1i tato soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic (uréite, kolik jich je?) feseni, pak kazdy bod definiéniho
oboru formy pun mé okoli, na némz je forma un exaktni, tj. existuje funkce (0-forma) f = f(z!,...,2"),

jednoznaéné urcend az na konstantu, pro kterou je un = df.
Zabyvejme se FeSitelnosti soustavy podrobnéji. Lze ji piepsat do tvaru (zdivodnéte)

Olnp _0X; 0X;

Xy = Xjyi = Fijs yi= 75 Fyj= 57— 55;

1 <14,5 < n, achapat ji jako nehomogenni soustavu %n(n —1) algebraickych linedrnich rovnic pro n nezndmych
y1 aZ yn (odpovédéli jste si uz na otdzku poétu rovnic a vite, pro¢ je soustava nehomogenni?). Soustava mé fesenf

pravé tehdy, je-li hodnost jeji matice shodna s hodnosti matice rozsirené. Pro n = 1 samoziejmé nedostaneme
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zédnou rovnici (vite pro¢ jsme to védéli pfedem?), pro n = 2 mame jednu rovnici (méné rovnic nez nezndmgych),
pro n = 3 jsou rovnice pravé tii (stejny pocet jako pocet nezndmych). Pro n > 3 je vice rovnic nez nezndmych,
takze soustava muze mit feseni jen tehdy, jsou-li rovnice zavislé, tj. jsou-li splnény dalsi podminky. Rozebereme
podrobnéji pripady n = 2 a n = 3. Pro n = 2 ma forma 7 tvar n = X dz 4+ Y dy a soustava rovnic pro integracni
faktor p = pu(x,y) je

Olnp Y@lnu 0y 0X

X =
Oy Ox ox Oy’

1 1 . . . vov o ,
861;“ a 68';”. Hodnosti matice a matice rozsifené jsou shodné a rovny 1. Pro n = 2

neznamymi jsou veli¢iny

ma tedy problém integrac¢niho faktoru vzdy feseni vzhledem k nezndmym y; = 8(,1;;”, Yo = aé—‘;”

(y1,92) tvoii v kazdém bodé prostoru R? jednorozmérny vektorovy podprostor teéného prostoru. Specidlné
hledejme funkci p zévislou pouze na jedné z proménnych, tfeba x. Takové TeSeni existuje pro Y # 0 a je tvaru

1(z) = K exp {/; (g - %j) dx} .

Pro n = 3 je situace mnohem zajimavéjsi. Oznaé¢me n = X; dz+ X5 dy+ X3 dz. Soustavu pro funkei p = p(z, y, 2)

. Dvojice feseni

0X 0X

Xoys — X3ys = 87; - 822’
0X 0X

Xayr — X1y = 8; - a—;, (12.224)
0X. 0X

Xiys — Xoy1 = 87172 — Tyl

muzeme zapsat v elegantnim vektorovém tvaru X x i = rot X. Po vynasobeni vektorem X pak
XrotX =0.

Vzhledem k tomu, ze X #0 (v opafném piipadé by forma n byla nulovd), ale také rot X #0 (v opa¢ném
pripadé by forma n byla uzaviend), je nutnou podminkou fesen{ soustavy rovnic pro parcidlni derivace funkce
kolmost vektortt X a rot X. Je to viak i podminka postacujici? Hned na to piijdeme. Matice soustavy (12.224)
mé hodnost 2 (vypoctéte si jeji determinant). Je-li vSak Xrot X = 0, m4 matice rozsffens stejnou hodnost
(provéite). Ortogonalita vektorového pole X a jeho rotace je podminkou nutnou a postacujici pro fesitelnost
soustavy (12.224). Integraéni faktor neuzaviené Pfaffovy formy n = X; dz+ X5 dy+ X3 dz existuje pravé tehdy,
je-li X rot X = 0. Pro poiédek jesté vyjadiime podminky

Xxgj:rot)?, a XrotX =0

pomoci forem. Plati n = wg;) ayide+ydy+ysdz = wél). Podminka vyjadiujici soustavu (12.224) m4 tvar

o=t o n el =)

podminka Xrot X =0 pak

(1) (2 (3
wx' A wwﬁx = szotX =0.

Nutné a postacujici podminka existence integracniho faktoru Pfaffovy formy pro n = 3 a rovnice, kterou musime
pro nalezeni integra¢niho faktoru resit, tak zni

wg) A wél) = dwg;).
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Podminka wg) A dwg) =0 jej jiz jejim dusledkem.

Nakonec jesté pozndmka k terminologii tykajici se Pfaffovych forem: Pfaffova forma se nazyva holonomni,
je-li uzaviend, nebo existuje-li k ni integracni faktor. V ostatnich ptipadech se nazyva neholonomni. A pripo-

menme jesté, ze v pripadech, kdy integracni faktor existuje, neni obecné urcen jednoznacné.

Predchozi priklady ukazuji, ze integralim vsech moznych druhti se v prirodovédnych a tech-
nickych disciplindch nevyhneme.

12.4.7 Cviceni

1. Necht ¢ : [0,1]® 3 u = (ul,u?,ud,u?) — c(u) € R, 29c = 2lc(ul,u?,u?,ut), 1 < j < 4, je trojrozmérnd
singularn{ krychle v R*. Zapiste jeji hranici. Zapiste hranici této hranice a ukazte, Ze vysledek je ve shodé
s prikladem 12.101.

Navod: Dosazujte primo do definice hranice.

2. Necht ¢ : 0,12 > (u,v) = c(u,v) = (wc(u,v),yc(u,v),zc(u,v)) € R, kde z = xc(u,v) = aucosmv,
y = yc(u,v) = businmv, z = zc(u,v) = u?. Urete stény a hranici této dvojrozmérné singularni krychle
v R3.

Vysledek: c(1,0)(t) = (0,0,0), ca1,1)(t) = (acosnt,bsinnt, 1), ¢(2,0)(t) = (at,0,t2), c2,1)(t) = (—at,0,t2).

3. Necht ¢ : [0,1]2 > (u,v) = c(u,v) = (zc(u,v),yc(u,v), zc(u,v)) € R3, kde © = zc(u,v) = aucos T2,
y = yc(u,v) = busin 3’ z = zc(u,v) = u?. Urcete stény a hranici této dvojrozmérné singuldrni krychle
v R3.

Vysledek: c¢(1,0)(t) = (0,0,0), c1,1)(t) = (acos &, bsin I, 1), ¢2,0)(t) = (at, 0,t%), c(2,1)(t) = (0,bt,t?).

4. V prikladu 12.106 preparametrizujte integracni obor tak, aby parametrizace odpovidala obvyklému vyznamu
parametru (dhly), tj. u — 9, v = ¢, ¥ € [0, g}, p € [0, g] Vypoctéte integral pii této parametrizaci
a ukazte, ze pti spravné volbé poradi parametrii dostanete stejny vysledek jako v piikladu 12.106.
Vysledek: x(9, ) = sind cos @, y(9, ) = sindsin ¢, 2(9, ¢) = cos¥, ¥ € [0, g], XS [07 %]

5. V prikladech 12.108 a 12.109 pfeparametrizujte integracni obor tak, aby parametrizace odpovidala definici
dvojrozmérnych singuldrnich krychli v R2. Integra¢nim oborem pak bude dvojrozmérny singularni fetézec.
Vypoctéte integraly pri této parametrizaci a ukazte, ze pri spravné volbé poradi parametri dostanete stejné
vysledky jako v prikladech 12.108 a 12.109.

Vysledky: a) zc(u,v) = uRcos2mv, yc(u,v) = uRsin2mv, zc(u,v) = Zuv, b) ze(u,v) = wcos2mo,
ye(u, v) = usin 27w, ze(u,v) = u2.

6. Provedte podrobny vypocet slozek te¢nych vektoru a jednotkové normaly v obecném bodé Mdébiovy pésky
parametrizované zobrazenim S z piikladu 12.110.

Vysledky:

E si (1+ Co! u) ! si ucos cos (l—i— cosu) ! si us' ! cosu
=|(—sinu VCos — | — —vsin — cosu u v — | — —wvsin — sinu, —v —
“ 2 2 2 ’ 2 2 2 "2 2/

- U U .U
& = cosgcosu,cos§smu,sm§ ,

{xé . u(1+ u) 1 . . . u(1+ u)+1 u(l+ u)
= COS u Ss1in — VCOS — | — -vsSInu,sSinu sin — UV COS — —vVCoOSU, —COS — UV COS —
wmsy 2 2 2 ’ 2 2 2 ’ 2 2/ )"

— - 2 1 — —
fuva—\/(1+vcosu) + ~v?, ﬁ:w.
2 4 € X &y
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7. Vypoctéte ndsledujici kiivkové integraly druhého druhu [ w, poptipadé wg). V pripadé, ze parametrizace
C

kiivky neni zadana, zvolte ji sami:

a)
b)

c)

d)

0

g)

C={(z,y) eR?*|y=2? 2€0,2]}, w=(z+y)dy,

C: [0,27] >t — (zC(t),yC(t)) € R%, 2C(t) = a(t —sint), yC(t) = a(l — cost), a > 0 je konstanta,
w=ydx — xdy, (C je oblouk cykloidy),

C:[-2,-1]3>t— (2C(t),yC(t)) € R?
3at 3at? dr dy
= = t -1 -

(kfivka C je Descartuv list),

C= {(x, y) € R? z—z + 'Z—z = 1}, kiivku orientujte v kladném geometrickém smyslu, F = (z—y,x—vy),
porovnejte hodnoty k¥ivkového integralu z formy wg), F= (m(xz +12), y(x? + y2)), po Céstech kiivek

C={(z,y) eR*|y=1-2a}, ng{(x,y)eRQ‘y:‘/l_x2}7

C3 = Casti souradnicovych os,
spojujicich body A = (1,0) (pocéateéni bod) a B = (0,1) (koncovy bod),
porovnejte hodnoty integralu z formy wg), F = (0,0, ﬁ) po kiivee C : t — (xC(tLyC(t)) € R3,
xzC(t) = acost, yC(t) = asint, 2C(t) = bt, a > 0, b > 0 jsou konstanty, spojujici body A = (a,0,0)
a B= (07 a, %b) s integralem po tsecce AB,
zvolte ¢islo aw > 1 tak, aby préce sily F= (0, (x — %)2) po krivce C = {(:E,y) € R? | Yy = xo‘} z bodu
A =(0,0) do bodu B = (1,1) byla minimalni,
C je tsecka v roviné spojujici body A = (a,0) a B = (0,b), w = z dy,
C je tsecka v roviné spojujici body A = (0,7) a B = (7,0), w = siny dz + sin z dy,
C je lomena éara OABC v R3, O = (0,0,0), A = (1,0,0), B = (1,1,0), C = (1,1,1), w = zdx +
+ydy + xdz,
C = {(z,y) € R? | y = VR? — 22}, pocatecni bod A = (R,0), koncovy bod B = (0,R), w
+ydy,
C:[0,5] 5t — (2€C(t),yC(t)) € R?, 2C(t) = Rcos®t, yC(t) = Rsin® ¢t (¢tvrtina asteroidy), pocdtecni
bod A = (R,0), w = L dy—v>dw

z5/34y5/3 )

rdr +

urcete praci, kterou vykon4 sila F = (y,1) po uzaviené kiivce slozené z ¢asti os souradnic a oblouku
C= {(3:, y) € R? ’ 2% 4+ 29y% = 1} v prvnim kvadrantu, k¥ivka je orientovana v kladném geometrickém
smyslu,

urcete praci, kterou vykoné sila F = (y, —x) po kiivece C = {(m,y) € R? ’ y=1-— x2} z bodu A =
= (—1,0) do bodu B = (0,1),

urcete praci silového pole F po ¢tvrtiné kruznice v prvnim kvadrantu soustavy soutradnic xy, stfed
v pocatku soustavy souradnic, polomér R, orientace po sméru hodinovych rucicek, vektor F' smétfuje
v kazdém bodé podél kladné osy x a ma konstantni velikost F',
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p) urcete préaci silového pole F = (zy,z +y) v roviné zy po kiivee C, je-li C pl) tsecka spojujici body
O = (0,0) a B = (1, 1), p2) oblouk paraboly y = x2 spojujici tytéz body jako v tiloze p1), tj. O = (0,0)
a B = (1,1), p3) lomen4 ¢ara tvorend tseckou OC' a tseckou CB, kde O = (0,0),C = (1,0), B = (1,1),
p4) lomend ¢ara tvorend tseckou 513 a useckou Bg, kde O = (0,0), D =(0,1), B=(1,1),

— 2
q) urlete préci silového pole F' v roviné zy po kiivce C, jiz je ql) oblouk elipsy Z—z + ¥ = 1 v prvnim
kvadrantu soustavy soufadnic, orientace v kladném smyslu, q2) celd tato elipsa, orientace v kladném
smyslu, vektor F' sméfuje v kazdém bodé do pocatku soustavy souradnic a jeho velikost je ¢iselné
rovna vzdélenosti pisobisté (bodu umisténi vektoru F') od pocatku soustavy soufadnic,

r) urete praci silového pole F v roviné xy po kiivece C, jiz je tsecka spojujici body B = (a,b,c) a C =
= (2a,2b,2c), vektor F sméfuje v kazdém bodé do pocatku soustavy soufadnic a jeho velikost je
nepfimo imérnd vzdélenosti pusobisté od roviny z = 0, a, b, ¢ > 0,

s) urcete praci silového pole F v R3 po kiivce C, jiz je oblouk kruznice o parametrickych rovnicich
x = cost, y = 1, z = sint mezi body M = (1,1,0) (pocdtecni bod) a N = (0,1,1) (koncovy bod),
vektor F sméruje v kazdém bodeé k ose z a je na ni kolmy, jeho velikost je nepiimo imérna vzdalenosti
pusobisté od osy z,

t) v nésledujicich situacich dokazte konzervativnost zadanych silovych poli v roviné zy ¢&i prostoru
R? (nezdvislost prace na tvaru kiivky spojujici dva zadané body M a N), tuto praci vypoctéte

(vypocet provedte jednak stanovenim funkce U, pro niz je dU = w%), jednak primou integraci

formy w%) po vhodné zvolené krivce spojujici body M a N, vysledek nebude zaviset na volbé

kiivky): t1) F = (2axy, Bz?) (o a B jsou tzv. rozmérové konstanty, jejichz hodnota je 1, pouze
zajiét"uji spravny fyzikdlni rozmér veliCiny, v dalsich zaddnich je nebudeme uvadét), M = (1,0),
= (O 3), t2) F = (0,0, —mg), m,g > 0 jsou konstanty M = (xar,ym,20m), N = (TN, YN, 2N),

) (—&%,—= y,—7 ) r—\/xQ—i-y +22, 4> 0, M = (a,b,c), ry — 00, t4) F = —k%(z,y, 2),

= (z M;yM,ZM) 3+ i + 2y = B% N = (zn,yn,2n), 2X + Yk + 28 = r%, R > r, t5)
( = y)27 o= y)2> = (0,—1), N = (1,0), oblouk neprotind pfimku y = x (zdivodnéte),

Y — — o (111 —
1) F = (G o s +a), M= (0,0, N = (11),07) F = (3.5.1), M = (1LL1),

N = (x0,y0,1), kiivka i body M, N lezi v oblasti vymezené nerovnostmi z > 0, y > 0, z > 0.
Vysledky: a) % 20 'b) 67a?, c) i (4 In2+ ), d) 2rab, e) véechny tFi integraly jsou nulové, f) integral po

ktivee C je 2“:’2, integral po tsecce AB je Z;, g) a= f h) 24)0,j) 2, k) 0, 1) ?{%RMB, m) — %, n)
0) A= —FR,pl) Ay = 3,p2) Ay = 1%, p3) A3 = 3, p4) A4 =1, ql) Ay = 3(a? *bz) q2) Az =0,

féx/ 2402 +c2In2, k Je konstanta imérnosti VyStUPUJICI ve Vyjadrenl velikosti sily F, s) A= gln 2,
tl) 0, t2) mg(zy — 2n), t3) fW, pro = Gmims, kde G = 6,67 - 107" "N m? kg~ ? je gravitacni
konstanta, ma tato préce vyznam gravitacni potencidlni energie soustavy tvorené ¢asticemi o hmotnostech
my a mo, t4) $k%(R* —r?), t5) 1, t6) 1+ v/2, t7) Inzoyo.

8. Reste nésledujici tlohy (plosny integral druhého druhu). Neni-li zaddna parametrizace integracniho oboru,
vhodné ji zvolte. Integraly pocitejte piimo (nikoli pomoci Greenovy véty).

a) Vypodtéte tok vektorového pole F' = (22,42, zyz) povrchem krychle [0, 1]> € R3 orientovanym vnéjsi
normalou.

b) Vypoctéte tok vektorového pole F = (0,0, 2%y?2?) dolni polovinou kulové plochy
S ={(z,y,2) € R*| 2% +y* + 22 = R?} orientované normélou sméfujici ven z objemu, ktery by byl
obepnuty celou kulovou plochou.




c)

d)

f)
g)

h)

i)
j)
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Vypoctéte tok vektorového pole F = (z,y?,yz) plastém kuzele

2 2 — 2 . ’ ’ Vv s’ 7 .
S = {(:zc, y,z) e R3 | THL = (z hf) ,0<2z< h} orientovaného normélou smétujici ven z objemu ku-
zele.

Vypodtéte tok vektorového pole F = r2

T,
A= (-5§V3,5,0), B=(-5V3,-45,0),C= (%\/3,0,0), D= (0,O7a\/g). Povrch je orientovan vnéjsi
normalou.

7= (z,y, z), povrchem é&tyfsténu o vrcholech

Vypoctéte tok vektorového pole F = (z,y,z) dolni polovinou kulové plochy o poloméru R, kterd
se dotyka souradnicové roviny xy v pocitku soustavy soufadnic. Plocha je orientovana normaéalou
smeérujici ven z objemu, ktery obepind celd kulova plocha.

Vypoctéte tok vektorového pole F = (ry,yz, xz) povrchem ¢tyfsténu uréeného rovinami z = 0, y = 0,

z=0ax+y+ z=1, orientovaného vnéjsi normalou.

Vypoctéte tok vektorového pole F= (y—z,z—x,x—y) ¢asti kuzelové plochy o rovnici z = \/x2 + y?2,
z < 1, orientované normalou sméfujici dovnitt objemu kuzele.

Vypoctéte tok vektorového pole F = (z,y,z) ¢asti roviny o rovnici x +y + 2z = a, kde a > 0
je konstanta, v prvnim oktantu soustavy soufadnic. Rovina je orientovana normaélou sméfujici do
poloroviny obsahujici pocatek soustavy souradnic.

Vypoctéte tok vektorového pole F = (23,92, 2%) kulovou plochou 22 + y? + 22 = R? orientovanou
vnéjsi normélou.

Vypoététe tok vektorového pole F = (zz, 2%y, y2z) ¢asti vélcové plochy o rovnici 2% + 42 = 1 omezené
nerovnostmi x > 0, y > 0, 1 > z > 0 a orientované normalou sméfujici ven z objemu valce.

Vysledky: a) 2, b) —”;g”g, c) smR?h, d) —“58\1/5, e) TR, f) 1,¢) 0, h) —1a3, i) 27R5, j) .
9. Reste nasledujici tlohy.

a)

d)

Ukazte, ze integral

/xdx—i—ydy—i—zdz

(x2+y2_|_22)1/2
C

po uzavrené kiivce C, kterd neprochazi pocatkem soustavy soufadnic, je nulovy. Pro¢ nema kiivka
prochézet pocatkem soustavy souradnic?
Navod: Ukazte, ze integrovand forma je uzaviend.

Pomoci Greenovy véty vypoctéte integral z formy w = 3y dx + 5x dy po krivce

C={(z,y) eR*| 2> -z +y> =0,y >0} z bodu A = (0,0) do bodu B = (1,0).

Uzitim kiivkového integrédlu vypoctéte obsah rovinné plochy obepnuté (uzavienou) kiivkou C =
= {(z,y) e R?*| (z +y)* = 2y}

Néavod: Pro plosny obsah plati P = [ dz A dy, kde M je plosny ttvar obepnuty kiivkou C. Pouzijte

M
Greenovu vétu, tj. integrujte formu z dy po kiivce C. Polozte t = ¥. Urcete meze proménné ¢.

Vypoctéte kiivkovy integral z formy w = % po kiivee C = {(x,y7 z) € R3 g—i + Zé =1,z= O},
kfivka je orientovana v kladném smyslu.

Navod: Na kfivku C nelze aplikovat Greenovu vétu, nebot forma w neni definovina v bodé O =
= (0,0,0). Pouzijte jednorozmérny singuldrni fetézec slozeny z kiivky C a jiné vhodné kiivky obepi-
najici bod O tak, abyste se této singularité vyhnuli.




354 KAPITOLA 12. INTEGRACE VSEHO DRUHU PRINESE NAM DUCHA VZPRUHU

c)

m)

n)

Vypoététe plosny obsah rovinného titvaru omezeného asteroidou C : [0,27] 5 ¢ — (2C(t),yC(t)) € R?,
2C(t) = Rcos®t, yC(t) = Rsin®t.

Navod: Obdoba tlohy c).

Vypoététe plosny obsah rovinného ttvaru omezeného kardioidou C : [0,27] 5 ¢t — (2C(t),yC(t)) € R?,
2C(t) = 2acost — acos2t, yC(t) = 2asint — asin2t, a > 0 je konstanta.

Navod: Obdoba tlohy c).

Vypoctéte plosny obsah rovinného utvaru omezeného smyckou Descartesova listu
C: [0,00) >t — (2C(1),yC(t)) € R?,

xC(t) = la‘_l;, yC(t) = f’_‘ﬁi, a > 0 je konstanta.

Navod: Obdoba tlohy c).

Vypoctéte plosny obsah rovinného titvaru omezeného kiivkou C = {(x, y) € R? | (x+y)? = x} a osou
T

Navod: Obdoba tlohy c).

Urcete hodnotu integralu z formy w = yz dz + zz dy 4+ zy dz po uzaviené kiivce.

Navod: Pouzijte Greenovu vétu.

Pomoci Greenovy véty vypoctéte integral z formy w = (z + y)dz + (y — z)dy po kiivee C =
—{@y er?
Pomoci Greenovy véty vypoététe integral z formy (x2 + y?) da + (22 — y?) dy po kladné orientovaném
obvodu trojthelnika s vrcholy A = (0,0), B = (1,0), C = (0,1).

Vypoététe integral z formy x? dy Adz+y? dzAdz + 22 dz Ady po povrchu krychle omezené nerovnostmi
0<z2<1,0<y<1,0< 2z <1 a orientované vnéjsi normalou 1) piimym vypoctem, 2) uzitim
Gaussovy-Ostrogradského véty.

2 2 . 7’ 7
St = 1} orientované v kladném smyslu.

Vypodététe integral z formy (y — z)dz + (2 — x) dy + (z — y) dz po kiivce C, kterd je pruseénici ploch
o rovnicich 2 4+ 42 = 1 a « + 2 = 1. Kfivka je pfi pohledu shora podél osy z orientovina kladné.
Vypodet provedte 1) pfimo, 2) uzitim klasické Stokesovy véty.

Navod: Pomoci poldrniho thlu parametrizujte kruznici, kterd je ptidorysnym primétem kiivky C a z
jako funkci parametru dopocitejte z rovnice zadané roviny.

Integraly z cviceni 7, které lze pocitat uzitim integralnich vét, spoctéte také timto zptisobem.

Vysledky: a) integrovana forma neni v poc¢atku soustavy soutadnic definovdna, b) — 7, ¢) 5i- d) —27, e)
P=37R? ) P=6ma? g) P =324’ h) P=1%,i)0,j) —2mab, k) 0,1) 3, m) —4m,

10. Dokazte, ze definice orientace (m — 1)-rozmérné singularn{ krychle (resp. (m — 1)- rozmérného parametrizo-
vaného kousku plochy) ¢ v R™ pomoci zobrazeni p a definice orientace pomoci vektorového pole normaly
jsou ekvivalentni.

T 210>

11. Parametrizujte nasledujic{ rovinné (jednoduse souvislé) uzaviené oblasti A jako dvojrozmérné singuldrni
krychle, poptipadé je popiste jako dvojrozmérné singularni fetézce. Urcete jejich hranice. Parametrizaci
volte vzdy tak, aby byla souhlasnd s orientaci hranice v kladném geometrickém smyslu.

a)
b)
c)

A={(z,y) eR?| (x —a)* + (y — b)* < 4},
A je trojihelnik v R? s vrcholy O = (0,0), P = (a,0), Q = (0,b),
A:{(m,y)eRzyzzgygx,Ongl},




12.
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d) A:{(I,y)GRQ‘x2§y§1,0§x§1},

e) A={(z,y) R?| L <y< i I<a<2},

1

f) A je ¢ast mnoziny omezené kiivkami x = 2, y = 2, y = x~ ! a osami soustavy souradnic lezic{ v prvnim

kvadrantu,
g) Az{(m,y)GRﬂOSanSb,OSny_l}.

Navod: Je-li rovinny ttvar ohraniceny napiiklad k¥ivkami C; : [0,1] 3 v — (xC1 (u), yCl(u)) € R?
aCy: [0,1] 5 u — (2C2(u),yCa(u)) € R?, lze jej parametrizovat napfiklad takto: ¢ : [0,1]? 3 (u,v) —
— c(u,v) = (1 —v)C1(u) + vCa(u). Jsou-li kiivkami grafy funkei f1(x) a f2(z) na intervalu [a, b], je mozna
parametrizace ¢ : [0,1]2 > (u,v) — (z,y) e R%, z=a+ (b—a)u, y = (1 —v)f1(u) + vfa(u).

Vysledky: Ve viech tlohéch je c: [0,1]% 3 (u,v) — (z,y) € R% Parametrizace nen{ jednoznaéna, lze volit
naptiklad: a) = a+ 2u cos 27v, y = b+ 2usin 27v, dc = —(a,b) + (a + 2 cos 27t, b+ 2 sin 27t) + (a + 2, b) —
—(a+2t,b),b) z = au, y = —buv+bv, dc = —(0, bt)+(a 0)+(at,0)—(at, —bt+b) (kladné orientovany obvod
trojihelnika), ¢) 2 = u, y = (1 —v)u? +uv, dc = —(0, 0)+(1 1)+ (¢, t2) —tt),d) x=uy=1-v)u?+w,
dc=—(0,1)+ (1,1) + (t,1%) — (t,1), ¢) x = (14 3u), y = (1 —v) + 2%, dc = —(3, §(1+3t)) (2,3)+
+ (%(14—315), %) - (%(1—1—375), ﬁ), O =ci+co, 01 (u,v) — (§u, 21)), co je shodnd s parametrizaci ttvaru
z ulohy e), g) z = a+(b—a)u, y = T 9e=— (a, £)+ (b, £) + (a+ (b—a)t,0) — (a+ (b—a)t, m)
Parametrizujte nasledujici dvojrozmérné titvary (plochy) S v R? jako dvojrozmérné singuldrni krychle v R3,
popiipadé je popiste jako dvojrozmérné singularni fetézce. Urcete jejich hranice. V pripadé, ze je to mozné,
zvolte orientaci plochy S pomoci spojitého vektorového pole jednotkové normaly a parametrizaci volte
souhlasnou se zvolenou orientaci. Jestlize jste Gtvar S popsali jako dvojrozmérny singularni fetézec, urcete
odpovidajici vektorova pole jednotkové normaly v kazdém bodé fetézce. Rozhodnéte, zda S je orientabilni
(tj. zda na vSech singuldrnich krychlich tvoricich Fetézec je vektorové pole jednotkové normély spojité,
s pfipadnou vyjimkou zanedbatelné mnoziny).

a) S={(z,y,2) € R®| 2% +y? + 22 = R?},

b) S = {(m,y,z) ERS‘ 2% +y? - f—jz? =0,0<2< h},

) S={(z,y,2) eR3 |22 +y*=1,-1< 2 <1},

d) S={(z,y,2) e R¥| z =2® + 4%, (z,y) € [0,1]?},

e) S je ¢ast roviny o rovnici ¢ + y 4+ z = 1 v prvnim oktantu soustavy souradnic,
f) S je &ast plochy o rovnici b%2x2 + a%y? = a?b? omezend rovinami z = —1, 2 =1,z =0ay = 0,
g) S je povrch ¢tyfsténu omezeného rovinou z + y + z = 1 a soufadnicovymi rovinami,

h) S je pldst jehlanu o obdélnikové podstavé se stranami 2a a 2b lezici v soufadnicové roviné zy, stied
podstavy splyva s po¢dtkem soustavy soutadnic, vrchol jehlanu mé soufadnice V' = (0,0, h),

i) S je povrch jehlanu z tlohy h),

j) S je plast komolého jehlanu, jehoz dolni podstava je ddna tlohou h), horni podstava mé rozméry a
T v, /v . - h
a b a jeji stied lezi na ose z, vyska jehlanu je 7,
k) S je povrch jehlanu z tlohy j),
1) S je plast kuzele, jehoz podstava lezi v roviné xy a je omezena elipsou i—; + g—j = 1 a vrchol ma
soutadnice V' = (0,0, h),

m) S je povrch kuzele z tlohy 1),
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n)

0)

p)

S je plast komolého kuzele, jehoi dolni podstava lezi v roviné xy a je omezena elipsou i—z + 7;—3 =1,

jeho horni podstava je ve Vysce a vrchol celého kuzele je V = (0,0, h),

S je povrch ttvaru vzniklého rotac{ kruhu omezeného kruznici o rovnici (z — R)? + 22 = r? (lezici
puvodné v roviné zz), 0 < r < R, kolem osy z,

S je utvar vznikly rotaci ptilkruznice z tlohy o) lezici ptivodné v horni poloroviné soufadnicové roviny
xz.

Vysledky: Ve viech tlohach je ¢ : [0,1]2 > (u,v) — (x,y) € R2. Parametrizace neni jednoznaéna, jsou
i jiné moznosti parametrizace, nez zde uvedené. Pofad{ parametri je u (prvni parametr), v (druhy parametr),
parametrizace je volena tak, aby byla souhlasnd s vektorovym polem normdély urcujicim orientaci utvaru.
U uzavienych utvara je volena orientace vnéjsi normalou. Pro hranici plati dc = Zle D a—01 (=1)"F ¢ -
Ve vysledcich jsou uvddény pouze jednotlivé stény, které jsou jednorozmérnymi singuldarnimi krychlemi.
Vzdy si uvédomte, o jaké kiivky jde a jak jsou orientovany.

2)

b)

r = Rsinmucos2mv, y = Rsinmusin2mv, z = Rcosmu, ¢q,0)(t) = (0,0, R), c1,1y(t) = (0,0, —R),
(2,00 = (Rsint,0, Rcos t),

c2,1)(t) = (Rsinnt, 0, Reost, Oc = 0, 7i(u,v) = (sinwu cos 27v, sin 7u sin 27v, cos Tu),

r = vRcos2mu, y = vRsin2mu, z = hv, ¢q0)(t) = (Rt,0,ht), c1,1)(t) = (Rt,0,ht), c(q, 0)( ) =
= (0,0,0), ¢(2,1)(t) = (Rcos2nt, Rsin2xt, h), ii(u,v) =
pro (z,y,2) # (0,0,0),

T = cos2mu, y = sin2mu, z = —1 + 20, ¢(1,0)(t) = (1,0, =1+ 2t), c(1,1)(t) = (1,0, =1+ 2t), c(2,0)(t) =
= (cos 27t sin 27t, —1), ¢(2,1)(t) = (cos 2nt, sin 27t, 1), 7(u, v) = (cos 2mu, sin 27w, 0),
r=u,y=uvz=u+0? c1,0)(t) = (0,t,12), can(t) = (1,¢,1+ t2), c(2,0)(t) = (t,0,t%), ca,n)(t) =

— 2\ = _ (_ 2u _ 2v 1
=t L1+, di(u,0) = ( TP 40117 VAR Ao 1 VAw +Aue+1

__h _h g _
N 2mu, T Sin 2mu, R2+h

r=u,y=v(1—-u), 1l —u—v+uv, cq(t) = (0,t,1 =1), c1,1)(t) = (1,0,0), c2,0)(t) = (£,0,1 — 1),
con®) = (t1-1,0), 7= (L & &),

r=acos G, y=bsin T, z=—1+2v, ¢ (t)—(a 0, =1+2t), c1,1)(t) = (0,b, =1 +2t), c(2,0)(t) =
= (acos— bsin g,l— ), 0(2 n(t) = (acos— bsin T 1)
fi(u,v) = NI (bcos T, asin Tt ,0),

jedna se o dvojrozmérny singularni fetézec I' = ¢(© + D) 4 ¢ 4 ¢3¢0 je atvar z tlohy e), M),
@, ¢®) jsou postupné trojihelnikové stény &tyfsténu kolmé na osu z, y a z. Jejich parametrizace
jsou ¢ (u,v) = (0,1 — u,uv), norméla 7 = (—1,0,0), ¢ (u,v) = (u,0,v(1 — u)), normala 7(? =

= (0,1,0), ¢® (u,v) = (1—u,uv,0), norméla 7i® = (0,0, -1), (g (£) = (0, 1,0), ¢}y (t) = (0,0,1),

1 1 2 2 2
Claloy (8) = (0,1=1£,0), cly)y (1) = (0,1=1,2), e (1) = (0,0,1), ¢}, (1) = (1,0,0), ¢}, (t) = (£,0,0),
2 3 3 3 3
ey (®) = (£,0,1 = 1), ¢} (1) = (1,0,0), ¢, (1) = (0,,0), c{3 () = (1 = £,0,0), c{3), (1) = (1 —
t? t7 0)7
jedna se o dvojrozmérny singuldrni fetézec T' = ¢ 4 ¢ 4+ ¢B) 4 ¢ formalni soucet jednotli-
vych parametrizaci trojihelnikovych ttvara tvoficich plast jehlanu; uvedeme pouze parametrizaci ¢(!)
trojihelnika s vrcholy (a,—b,0), (a,b,0), (O 0,h), ostatni jsou analogické: ¢ (u,v) = (au, —bu +
1 (1
+ 2buv, (1 — u)), cgl?o)() (0,0,h), )}y (£) = (a,=b + 20t,0), c{y (1) = (at,—bt,h(1 — 1)),

1 a
52)1)(75) = (at,bt, h(1 — t)), norméala i) = ( h2h+u2,0, ,L2+u2)7
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i) k parametrizacim z tilohy h) pfibude je$té parametrizace podstavy ¢(?) (u,v) = (—a+2av, —b+2bu, 0),
0 0 0 0
ooy (#) = (—a+2at, —b,0), ¢V (t) = (—a+2at,b,0), (s (t) = (—a, —b+2bt,0), (s, (t) = (a, ~b+
+ 2bt,0), norméla 7 = (0,0, —1),

j) jedné se o dvojrozmérny singuldrni fetézec I' = M 4@ 4+ B 4 @ formalni soucet jednotli-
vyrch parametrizaci lichobéznikovych ttvart tvoticich plast jehlanu; uvedeme pouze parametrizaci ¢(!)
lichobéznika s vrcholy (a, —b,0), (a,b,0), (%, 7(%1,)%), (%, %, %), ostatni jsou analogické: ¢! (u,v) =
= (2(1+u), (-1 —u+2v+2w), 2(1 —u)), coy ) = (2,5(-1+2t),2),

1 1 a
ey () = (a,b(=1+20),0), cly) (1) = (5(1+1), =51 +1), (1= 1)),

el (1) = (5(1+8), 5(1+ 1), 5 (1 1)), normala 1) = (kes 0, o),

\/h2+a2 » \/h2+a2
k) viz dlohu j), pfipojit parametrizace podstav,
1) z = aucos2mv, y = busin27v, z = h(1 — u), c¢q,0)(t) = (0,0,h), cq1)(t) = (acos2rt,bsin 27t,0),

c2,0)(t) = (at,0,h(1 — 1)), c2,1)(t) = (at,0,h(1 —1)),
normaéla 7i(u,v) = 1 557 (hb cos 2mv, ha sin 27v, ab),

h2b2 cos? 2mv+h2a? sin? 21v+a

m) pfipojit parametrizaci podstavy = = av cos 27u, y = busin 27u, z = 0, ¢(1,0)(t) = (at,0,0), c¢q,1)(t) =
= (at,0,0), ¢(2,0)(t) = (0,0,0), c(2,1)(t) = (acos2nt,bsin 27t,0), norméla 7 = (0,0, —1),

n) postupujte analogicky jako u komolého jehlanu s vyuzitim tlohy m),

0) & = (R + rcos2mv)cos2mu, y = (R + rcos 2mv) sin 27ru, z = rsin 27v,
c1,0)(t) = (R 4+ rcos2nmt,0,rsin2nt), cq1)(t) = (R + rcos2nt,0,7sin2mt) = cq0)(t), c2,0)(t) =
= ((R+7)cos2nmt, (R+7)sin2mt,0), ¢21)(t) = ((R+7) cos 2wt, (R+7) sin 27t,0) = ¢(2,0)(t), dc =0,
fi(u,v) = (cos 2mv cos 2mu, cos 27v sin 27wu, sin 27v),

p) x = (R+rcosmv)cos2mu, y = (R+rcos ) sin 27u, z = rsinw), ¢(1,0)(t) = (R+7rcost, 0, rsinnt),
c1,1)(t) = (R+rcos2nt,0,7sinmt) = c(1,0)(t), ¢(2,0)(t) = ((R+7) cos 2mt, (R+7) sin 27t,0), ¢(2,1)(t) =
= ((R —r) cos2mt, (R — r) sin 27, 0), 7i(u, v) = (cos 7v cos 2mu, cos v sin 27w, sin 7v),

13. Parametrizujte nésledujici prostorové (jednoduse souvislé) uzaviené oblasti V' jako trojrozmérné singuldrni
krychle v R3, popiipadé je popiste jako trojrozmérné singularni fetézce. Uréete jejich hranice. Urdete slozky
vnéjsi jednotkové normaly a zjistéte, zda je kompatibilni se zvolenou parametrizaci.

a) V je oblast omezend plochami o rovnicich z = %\/ 22+y% 2 =0, 2z = h, kde h a R jsou kladné
konstanty,

. 7’ . s 7 2 2
b) V je oblast omezené plochami o rovnicich z = ¢ (2—2 + 2—2), z=c,

c) V:{(x,%z)eRg'%\/xQ—i—yQSz <h+ R2—x2—y2},

d) V je ttvar popsany v tloze o) cvideni 12 (tzv anuloid),

e) V je utvar popsany v tloze p) cvifeni 12,

f) V je koule o poloméru R se stiedem v bodé C' = (xq, yo, 20),

g) V je elipsoid s poloosami a, b, ¢ a stfedem umisténym v bodé C = (zo, yo, 20),

h) V je duty vélec o polomérech r a R, r < R, jeho osou je osa z, jedna z jeho podstav lezi v roviné
z = —h a druhd v roviné z = h,

i) V=A{(zx,y,2) €R3‘x2+y2 <z<h},
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)
k)

V' je CtyTstén omezeny rovinou z + 2y + 3z — 6 = 0 a rovinami soustavy soutadnic,

V je jehlan o &tvercové podstavé [—a, a]? (lezici v soufadnicové roviné zy s vrcholem o soufadnicich
(0,0,v)).

Vysledky: trojrozmérné singularni krychle jsou popsény zobrazenimi ¢ : [0,1]3 3 (u,v,w) — (z,y2) € R?,
stény jsou parametrizovany parametry ¢! a ¢2, normaly k plochdm obepinajicim objemové ttvary jsou vzdy
jednotkové a vnéjsi.

a)

i)

x = Rucos2mv, y = Rusin2mv, z = h(l — w)u + wh, 0(110)(1?1,152) = (0,0, ht?), c(l’l)(tl,tQ) =
= (Rcos2mt!, Rsin 2wt!, h), ca0)(t', 12) = (REY,0,h(1 4+ 2 — t1¢%)), co,1) (1, 2) = (RtY,0,h(1 4 t2 —
—t1?)) = 2,005 3,0y (81, 1%) = (Rt cos 2mt?, Rt! sin 27t?, ht'),

0(371)(1&1,152) = (Rt! cos 27t?, Rt' sin 27t h), jednotkova vnéjsi norméla ke sténé c(3,0) € Ti(z,0) =
0,0,1),

ﬁ cos 27t?, ﬁ sin 2mt?, *ﬁ)a ke sténé c(s 1) je fi(z1) = (
T = aucos2mv, y = busin27wv, z = (1 — w)cu? + we, c(l’o)(tl,tQ) = (0,0, ct?), 0(1,1)(251,152) =
= (acos2mt!, bsin2mt?, ¢), c2,0)(t',t?) = (at',0,c(1 — t3)(t")? + ct?), c21)(t',t?) = (at,0,c(1 —
—12)(t1)? + ct?) = co,0) (¢, 12), c(3,0) (1, 12) = (at! cos 2mt?, bt! sin 2782, ¢(t1)?),

c3,1) = (at! cos 27t2, bt! sin 27t2, c),

(2bct! cos 2mt? 2act! sin 27t?,—ab)
\/4b2(:2(t1 )2 cos? 2mt2+4a2c2(t1)2 sin2 2mwt2+a2b?
r = Rucos2mv, y = Rusin27v, z = (1 — w)hu + w(h + RV1 — u?), cq o) (t1,1%) = (0,0, (h+ R)t2),
can(th,t?) = (Rcos2rtt, Rsin2mt!, h), coo)(t!, %) = (Rt',0,ht' (1 — %) + t2(h + R\/1 — (t1)?)),
con(th %) = ca,0) (1, 12), c0)(th, %) = (Rt! cos 2mt?, Rt* sin 2wt?, hi'),

e (th,1%) = (Rt! cos 2mt?, Rt sin 27t h + R\/1 — (1)?),

= h h : R
(3,0) = (\/Wcos 2rt?, = Sin 272, _ﬁ) ,
31y = (t' cos2mt?, t! sin 2mt?, /1 — (t1)?),

ﬁ(S,O) = ﬁ(3,1) = (0707 1)7

v tloze 12 o) nahradte konstantu r proménnym parametrem w, hranici je Gtvar z tlohy 120), stejnd
je i normala,

v uloze 12p) nahradte konstantu r proménnym parametrem w, hranici tvofi jednak ttvar z tlohy

12p) orientovany normdlou rovnéz z ulohy 12p), jednak mezikruzi v roviné zy se stfedem v pocatku

soustavy soufadnic a poloméry r, R s normdalou 7 = (0,0, —1),

& = xo + Rusin v cos 2w, y = yo + Rusin v cos 2w, z = z + Ru cos wv, ¢(1,0)(t, 1?) = (w0, Yo, 20) »

ca,n (', %) = (wo+Rsinmt! cos 2mt?, Rsinwt! cos 2mt?, zg+R cos wtl), ¢(0,0)(t', %) = (w0, Yo, 20+ Rt'),

c (tl t2)7( —Rtl tl t2 _ Rl s 2 1 - 2 1 42\ __
2,1y (5 t7) = (zo, Yo, 20 ), ¢3,0)(t,t°) = (xo + Rt' sin7t?, yo, 20 + rt' coswt?), c3,1)(t',t°) =

= (2o + Rt'sinmt?,yo + Rt' sinwt?, z9 + Rt' cos7t?) = €(3,0) (t1,t%),

fi(1,0) = (sin7t! cos 2mt?, sin wt! sin 27¢2, cos wtt),

T = xg+ ausin v cos 2ww, y = Yo + busin v sin 27w, z = zg + cu cos mv, dale postupujte analogicky

jako u tlohy f),

z = (r+(R—r)u) cos2mv, y = (r+(R—r)u) sin27v, 2 = —h+2hw, c(1,0)(t*, t?) = (rcos 2wt*, rsin 2mt!,

—h+2ht?), ¢(1,1) (¢, ?) = (Rcos 2mt!, Rsin 2wt , —h+2ht?), ¢(2,0) (¢!, %) = (r+(R—7)t',0, —h+2ht?),

con(tht?) = (r+(R—r)t!,0,—h+2ht?) = c(2,0)(t*, 1), c(3,0)(t*, t?) = ((r+ (R —17)t') cos 2mt?, (r+

+ (R—r)tt)sin2nt?, —h), ¢z 1) (t1,¢?) = ((r+ (R—r)tt) cos 21t?, (r+ (R —r)t*) sin27wt?, h), ii(1,0) =

= (—cos 2mt!, —sin 2wt!, 0), 7y 1) = (cos 2mt!, sin 2wt 0), 73,0y = (0,0, —1), (3,1) = (0,0,1),

viz tlohu b) proa=b=1, ¢ = h,
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j) upravte rovnici na tsekovy tvar § 4+ % + 5 = 1, pridejte tfeti parametr a zobecnéte vysledky tlohy
12 g) nebo 12h),
k) pridejte tfeti parametr a vyuzijte vysledky tlohy 12h).
14. Vratte se k prikladu o Torricelliho trychtyti (p¥iklad 12.120).

a) Reprodukujte vypocet objemu a plasté trychtyfe na Gseku x € [a,b] pfi parametrizaci objemu

V. a,b] x [0,1] x [0,27] 2 (u,v,w) — (:z:V(u,v,w),yV(u,v,w),zV(u,v,w)) e R3,

z = zV(u,v,w) = u,

y = yV(u,v,w) = Ecosw7
u

z = ZV(u,v,w) = Y sinw.
u

a odpovidajici parametrizaci plasté (stac¢i polozit v = 1). Nedivte se, ze vysledky budou stejné.

b) Zvolte parametrizaci objemu na tseku = € [a, b] jako trojrozmérné singuldrn{ krychle ve tvaru

V0,12 3 (u,v,w) — (mV(u,U,w),yV(u,v,w),zV(u,v,w)) e R3,

ab
= 2V —
z = zV(u,v,w) T h—au
+(b-
y = yV(u,v,w) Mcos?nw,
ab
+(b—
z = ZV(u,v,w) = Msin%rw7
ab
nebo pro b — oo rovnou
a
= V = —
z = zV(u,v,w) "
y = yV(u,v,w) = %Cos2mu,
a
z = ZV(u,v,w) = Y sin 21w
a

a znovu vyjadrete a pocitejte objem trychtyre a obsah jeho plasté.
¢) Kterymkoli ze zpisobu pouzitych v piikladu 12.120 ¢ v Cdstech a) a b) tohoto cvideni vypoctéte
polohu stfedu hmotnosti trychtyfe V' a jeho moment setrvacnosti vzhledem k ose z. Totéz provedte
pro jeho plast S.
Vysledky: objemovy ttvar: m = sV = ws (% — %) — 2T pro b — oo, xr = %lng — 00 pro b — oo,

sz%(ﬁ—ﬁ) — gaz Pro b — oo, pldst: m — oo, xp — o0, Jy — cc.

15. Pfevedte integral [ fgradg ds , kde S je hladka uzaviend plocha obepinajici objem V' a orientovana vnéjsi
s

normélou 77 (dg =ndS) a f, g jsou spojité diferencovatelné funkce definované na oteviené mnoziné obsa-
hujici V, na integrél s integra¢nim oborem V' (Gaussova-Ostrogradského véta).
Vysledek: [(grad f -gradg + fAg)dV, A je Laplacetv operator.

v
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16. Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly prvniho druhu po rovinnych kiivkach. Objemovy element (element
délky) je znafen dl. Neni-li uvedena parametrizace kfivky, parametrizujte ji bud jako jednorozmérnou sin-
gularni krychli, resp. Fetézec, nebo pomoci parametrizace 1épe odpovidajici prirozenému oboru parametru
(naptiklad thel v poldrnich soufadnicich muze byt vyjadfen bud jako 27u, kde u € [0, 1], nebo muze byt
piimo parametrem ¢ € [0,27]). Vysledek integrace nebude na parametrizaci zdviset. Nékteré integraly
mohou byt nevlastni.

a) [xydl,C=0A, A= {(z,y) € R*| |z|+ |y| < a}, a > 0 je konstanta,
c
b) Cf\/%w, kde C je usecka spojujici body O = (0,0) a A = (1,2),

¢) [azydl, kde C je ¢tvrtina elipsy b2z? + a®y? = a?b?® v prvnim kvadrantu soustavy soufadnic,
C

d) [ \/mdl, kde C je evolventa kruznice, parametrizovand rovnicemi x = a(cost + tsint), y =
C: a(sint — tcost), a > 0 je konstanta, t € [0, 27],

e) [y*dl, C je prvy oblouk cykloidy o parametrickych rovnicich z = a(t —sint), y = a(1 — cost), a > 0
jce konstanta, ¢ € [0, 27],

f) [(2? +y?)?dl, C je oblouk logaritmické spirdly o = aexp (mep), a,m > 0, mezi body A = (a,0)
ECL O = (0,0), o a ¢ jsou polarni soufadnice,

g) Cf(ac +y)dl, C je pravy list lemniskaty 0® = a® cos2p, ¢ € [—%, ﬂ, 0 a © jsou polarni soutadnice.

h) [zydl, C je oblouk kruznice z24y* = R? v prvnim kvadrantu soustavy soufadnic, visledek porovnejte
c
s vysledkem ¢4sti c) této tlohy,

i) [xdl, C je kiivka o kartézské rovnici y = 222, z € [0,4].
C
, 2 2 2 5
Vysledky: a) 0, b) In 3+2‘/5, c) ab(%(zfgb ) d) O [(L+4n2)3/2 — 1], e) 2843, f) —avlEmE 0y ¢2,/2 1)
3R3, 1) 32(10v10 — 1).
17. Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly prvniho druhu po prostorovych kiivkach v R3. Objemovy element
(element délky) je znacen dl. Neni-li uvedena parametrizace kiivky, parametrizujte ji bud jako jednoroz-

meérnou singuldrni krychli, resp. fetézec, nebo pomoci parametrizace 1épe odpovidajici prirozenému oboru
parametru (viz komentér k tloze 16). Nékteré integraly mohou byt nevlastni.

a) [ W, C je oblouk sroubovice parametrizované rovnicemi x = a cost, y = asint, z = bt, a,b > 0
C
jsou konstanty, ¢ € [0, 2],

b) [yzdl, C je oblouk Sroubovice z ¢asti a) této tlohy,

C
¢) [(z+ z)dl, kiivka C je parametrizovdna rovnicemi z = ¢, y = %, z=1t3,tel0,1],
C

d) [/2y?+ 22dl, C je prisecnice ploch 22 +y> + 22 =a? az —y =0,
c

e) [dl, C je oblouk kuZelové sroubovice x = ae'cost, ae'sint, z = ae’, a > 0 je konstanta, mezi body
c
0 =(0,0,0) a A= (a,0,a),




f)
g)
h)
i)
)

k)
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IS

éf% dl, C je kiivka o rovnici y? = 2pz, y € [0, p],

Jxzydl, C je obvod obdélnika OABC, O = (0,0), A = (4,0), B = (4,2), C = (0,2),

C

[ zydl, C je oblouk hyperboly @ = cosht, y = sinht, 0 < ¢ < %arcosh 4,

C

J(z+y)dl, C je obvod trojuhelnika ABC v soufadnicové roviné zy, A = (0,0), B = (1,0), C = (0,1),
C

[ x2dl, C je kruznice v R?, vznikl4 jako priisecnice ploch 2% + y? + 22 = R*> az +y+ 2 =0,
c

1l <R + %) dl, kde C je kruznice v roviné zy se stfedem v pocatku soustavy soutfadnic a polomérem

C

R; ukazte, ze hodnota integralu je ¢iselné rovna obsahu ¢ésti plasté valce x2 4+ y?> = R? ohranitené
2

rovinou z = 0 a plochou z = R+ %

Vysledky: a) ¥ “;sz arctg 27% b) —2wabva? + b2, c) 56‘5{2_1, d) 2ma?, e) av/3, f) \/¥ %, g) 24, h) %,

a

i) 1+v2,j) 37R%, k) 3rR2.

18. Vypoctéte urcené geometrické a fyzikalni charakteristiky dratt (drét je popsdn kifivkou C). Neni-li fe-
¢eno jinak, povazujte drat za homogenni a jeho linedrni hustotu berte pro jednoduchost jako jednotkovou,
s(z,y) = 1 (rovinné dréty), resp. s(z,y, z) = 1 (prostorové dréity). Rozmérové konstanty (veli¢iny jednotkové
hodnoty slouzici pouze k zajisténi spravného fyzikdlniho rozméru) nevypisujeme, podobné jako v tlohéch
o praci silovych poli.

)

b)

)

d)

¢)
0

g)
h)

i
)

k)

1)

staticky moment M, = [ydl vzhledem k ose z, C je polovina elipsy Z—z + g—z = 1 lezici v horni
C

poloroviné soustavy souradnic,

poloha stredu hmotnosti ptulkruznice se stfedem v poc¢atku soustavy soufadnic a polomérem R lezici
horni poloroviné soustavy soufadnic,

hmotnost, polohu stfedu hmotnosti a moment setrvacnosti vzhledem k ose = jednoho oblouku cykloidy
x =a(t —sint), y = a(l — cost), a > 0, t € [0, 27],

soufadnice stfedu hmotnosti poloviny oblouku cykloidy z éasti ¢) této tlohy, tj. t € [0, 7],

hmotnost elipsy C o rovnici 2—2 + Z—j =1, a > b, jejiz linedrn{ hustota je ddna funkefl s(z,y) = |y],
momenty setrvacnosti prvého zavitu sroubovice C o parametrickych rovnicich a = Rcost, y = Rsint,
z =bt, t € [0,27], vzhledem k soufadnicovym osdm z, y a z,

hmotnost prvého zavitu Sroubovice z éasti f) této tlohy, je-li linedrni hustota v daném bodé iimérna
vzdalenosti tohoto bodu od pocatku soustavy souradnic,

a?®—z?
2a

hmotnost a polohu stfedu hmotnosti oblouku k¥ivky o kartézské rovnici y =
leziciho v horni poloroviné soustavy souradnic,

, a > 0 je konstanta,

moment setrva¢nosti kruznice o poloméru R vzhledem k jejimu prameéru,

hmotnost oblouku Archimédovy spirdly o = ay, a > 0, s linedrn{ hustotou s = ap, a > 0, ¢ € [0, 2nx7],
n €7,

délku hladké kiivky C, jejiz rovnice v poldrnich soufadnicich je o = f(¢), ¢ € [¢1, ¢2] (odvodte obecny
vztah pro vypocet této délky pomoci integrdlu podle proménné ),

polohu stfedu hmotnosti kardioidy ¢ = a(1 — cosp), a > 0, ¢ € [0, 27],
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19.

20.

m) staticky moment poloviny lemniskdty o = y/cos2y, ¢ € [f%, %] vzhledem k ose y, tj. integrdl M, =
= [xdl,
c

n) hmotnost prvého zavitu Sroubovice z ¢4sti f) této tlohy, je-li linedrni hustota popsana funkei s(z,y, z) =
= (* +y* +2%),

o) délku oblouku kuzelové sroubovice C o parametrickych rovnicich z = ae’cost, y = aelsint, z = ael,
a > 0 je konstanta, mezi body O = (0,0,0) a B = (a,0,a).

Vysledky: a) M, = b* + Warcsin V“Z"’Q pro a > b, M, = b> + b‘fb[ﬂ In b+v’;2_“2, pro b >
2R

>a’b)xT:07yT:ﬂ,C)m SavxT:ﬂ-a,yT:%va:2563d) :%&7Z/T:%a

e) m = 2(b2+ b arcsin Vﬂ";—“), f) Jo = Jy = avV/R2Z+02(R*+ 8a2%?), J. = 2nR2VR? + 12,
g) m = VR + 0 (nV/R A + B n 2/ ) ) a[f+1n(1+xf)} vr = 0, yr =

= VBB ) g o npt ) m o= Laal(1+ 4n2n2)2 — 1], k) f PP+ (@) de, D)
vr = —da,yr =0, m) My = V3, 0) m = VET T (2nR2 4 Sx%2), >z—af

Vypoctéte plosné integraly prvniho druhu. V ptipadé, ze parametrizace plochy S neni zadana, parametrizujte
plochu vhodnym zptisobem, popiipadé jako dvojrozmérnou singularni krychli, resp. dvojrozmérny singuldrni
fetézec v R3.

a) [xydsS, S je st roviny x 4+ y + z = 1 lezici v prvnim oktantu soustavy soufadnic (O; z,y, z),
S

b) [dS, S je ¢ast kulové plochy 22 + 9% + 22 = R? lezici uvniti valce 22 + y?> = Rz, z > 0 (hodnota
isntegrélu je rovna obsahu plochy 5),

¢) [dS, S je ¢ast hyperbolické paraboloidalni plochy z = 2y lezic{ uvnitf vélce z? + y*> = 1 a omezend
flerovnostmi x >0,y > 0, (hodnota integrélu je rovna obsahu plochy 5),

d) [zydS, S je ¢ast rotacni paraboloidalni plochy z = ﬁ(z2 +19?), a > 0, lezici v prvnim oktantu
soustavy soufadnic a soudasné uvniti vélce z2? + y? = R?,

e) [zyzdS, S je trojuhelnik o vrcholech A = (1,0,0), B = (0,1,0), C = (0,0,1),

S
S (Hiiiy)% S je povrch ¢tyfsténu o vrcholech O = (0,0,0), A = (1,0,0), B =(0,1,0), C = (0,0,1),
S

g) [dS, S je povrch anuloidu vzniklého rotaci kruznice (z — R)* 4+ 2% = 72, R > r > 0, kolem osy
z, (hodnota integrélu je rovna obsahu povrchu), pokuste se z{skat hodnotu obsahu povrchu pomoci
jednoduché geometrické ivahy bez integrovani.

2 s a* | (3R? r2\*/? V3 3—V3
Vysledky: a) 24,b) R*(m—2), c) 6(\/§—1), d) %5 ( pr: —2) (14-?) +2|,e) 155, f) *% +(vV3-
—1)In2, g) 47%rR.

Vypoctéte predepsané geometrické a fyzikalni charakteristiky plosnych tutvard. V pripadé, ze parametrizace
plochy S neni zaddna, parametrizujte plochu vhodnym zptisobem, popiipadé jako dvojrozmérnou singuldrni
krychli, resp. dvojrozmérny singularni fetézec v R3. Neni-li Feceno jinak, povazujte plosnou hustotu Gtvaru
za konstantni a rovnu jedné, s(z,y,z) = 1.

a) moment setrvacnosti plasté kuzele Rz = vy/22 + y2, 0 < z < v, vzhledem k ose z,




21.

22.
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b) poloha stfedu hmotnosti horn{ poloviny kulové plochy 2 + y? + 22 = R?,
c) obsah ¢asti dvojdilné hyperboloidalni plochy 22 — 22 —y? =1, 1 < 2 < V2,
d) obsah a moment setrvacnosti (vzhledem k ose z) povrchu rotaéniho anuloidu z tlohy 19g),

e) moment setrvacnosti povrchu pravidelného Etyfsténu o strané a vzhledem k ose prochézejici jeho

mohli vyuZit symetrie utvaru),

f) obsah povrchu rota¢niho elipsoidu mZ;yZ + If—j =1,

g) obsah éasti plochy 22 + 32 = 2z leZici uvniti valce 2% + 32 = 3,

h) hmotnost a soufadnici zr stifedu hmotnosti ¢asti kulové plochy 22 +12 + 22 = R? ohrani¢ené rovinami
x=0,y=0, x+y = R anerovnosti z > 0,

i) moment setrvac¢nosti kulové plochy o poloméru R vzhledem k ose prochézejici jejim stiedem,

j) obsah povrchu koule o poloméru R,

k) obsah plasté kuzele o poloméru podstavy r a vysce v,

1) obsah plasté paraboloidu o rovnici #2 +y? — 22 =0, 0 < z < 2.

Vysledky: a) J. = 3R3VE? + 0%, b) or =yr =0, 2r = &, ¢) Ps = 7(v/6 — 1) — Z5In 22 d) Ps =

= 47’rR, J, = 21*rR(2R? + 3r?), e) J = a41\2/§7 f) Ps = 2ma [a—i— \/GZQ_bZ In a+\/ngb‘2 pro a > b, Ps =
= 2ma |a + \/bgz_(ﬁ arcsin Vbzbfaz}, g) Ps = MT’T7 h) m = %Rz(ﬂf 1), zp = %(\/5+ 1),1) J = %WR4, j)
A R?, k) mrv/r2 + 02, 1) ZE[(1 4 220)%2 — 1].

Vyjddfete objemovy element plochy wg = d.S, kterd vznikne rotaci kiivky o poldrni rovnici ¢ = f(p) kolem
0sy . Vypoét’éte obsah plochy, kterd vznikne rotaci kardioidy ¢ = a(1 — cosp), a > 0, kolem jeji osy
soumérnosti. Uhel otoen{ kiivky kolem uvedené osy oznacte ¢ € [0, 27].

Vysledek: dS = f(¢)sinp/[f(0)]2 + f2(¢)dp A dy, Ps = Z7a?.

Dalsi geometrické a fyzikalni aplikace integralu. Reste nasledujici fyzikalni tilohy:

a) Vypoctéte teplo piijaté idedlnim plynem pii d&ji popsaném funkei p(V) = aV?2, a > 0 je konstanta,
je-li pocatecni objem V; a koncovy Va. Elementarni teplo je dano formou 6Q = w = %Cv dT 4+ pdV,
veli¢iny p (tlak), V' (objem) a T (absolutni teplota) spliiuji stavovou rovnici pV = %RT7 Cy = konst.
je molarni tepelna kapacita pri stadlém objemu, m je hmotnost plynu, u jeho molarni hmotnost, R
univerzalni plynova konstanta.

b) Vypoctéte préici jednoho molu van der Waalsova plynu (stavovad rovnice je (p + %) (V. —=b) = RT,
a,b > 0 jsou konstanty, vyznam ostatnich velid¢in je stejny jako v ¢asti a) této tlohy, pii izotermické
expanzi (konstantni teplota T' = Tp) z objemu V7 na objem Va; elementarni prace je ddna formou

0A =w=pdV.

c¢) Urcete intenzitu H magnetického pole v ohnisku F parabolického dratu o rovnici 2 = 2py, kterym
protékd konstantn{ proud I. Plati H = [ L7%T
c

dl, kde 7 je polohovy vektor obecného bodu dratu

3
X = (z,y, z) vzhledem k bodu, v némz intenzitu poéitame, a 7 je jednotkovy vektor teény k dratu
a orientovany ve sméru proudu.

d) Urcete velikost intenzity magnetického pole H ve vzdalenosti od nekoneéného piimého vodice, jimz
protékd konstantni proud I (vzorec pro vypocet intenzity viz ¢ast c) této ulohy).
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23.

24.

25.

e) Je déna kulovd plocha S o poloméru R a ve vzdélenosti v od jejiho stfedu bod M. Oznaéme &
vzdalenost bodu M od obecného bodu ) na kulové plose a « 1hel, ktery svird spojnice QM s vnéjsi
normélou k plose v bodé Q. Vypoctéte integral [ C%SQO‘ dS (tzv. potencidl dvojurstvy).

S

f) Rozlozeni tlaku v kapaliné je dano funkel p(z,y, z). Celkové tlakova sfla, jiz puisobi okoln{ kapalina
na ¢ast o objemu V' o hraniéni plose S = 0V, kterd je v kapaliné libovolné vymezena, je déna
integralem Fg = — [piidS, kde 7 je vektorové pole vnéjsi normély k plose S. Dokazte, ze plati

(&

Fg = (— [pdy A dz,— [pdz A dz,— [pda A dy). Pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty dokazte,
S S S

e Fg = [ gradpdV.
v

g) Uzitim vysledku éasti f) této tlohy vypodtéte celkovou tlakovou silu, jiz pusobi kapalina na vnitini
plast nadoby ””2(1%"2 = 2z naplnéné touto kapalinou do vysky h. Hustota kapaliny je s = konst.,
rozlozen{ tlaku je ddno funkel p(x,y, z) = p(z) = sg(h—z)+po. Ukazte, Ze velikost celkové tlakové sily
je rovna mg, kde m je hmotnost kapaliny v nddobé. (Situace odpovidd nddobé s kapalinou umisténé

v homogennim gravitaénim poli o intenzité § = (0,0, —g).)

V;
e)0prov > R, —4m prov < R, g) Fs = (0,0, —msga®h?).

Vysledky: a) Q = 4 (Cv + &) (V& = V), b) A= RTyIn Vf:g—i-a(‘/%—v%), ) H = (0,0, ﬁ), d) H =55,

Vypoctéte celkovou tlakovou silu, kterou pusobi idedlni kapalina o hustoté s na dno, resp. na plast vilcové
nadoby o poloméru R a vysce hg. Reste tyto situace:

a) Néadoba je umisténa v homogennim gravitaénim poli Zemé o intenzité (tthovém zrychleni) §. Osa
nadoby je nesouhlasné rovnobézna s vektorem g.

b) Nédoba navic rotuje stédlou thlovou rychlosti & kolem své osy.

Objem kapaliny je v obou piipadech stejny a rovny V = wR2h, kde h < hg. Pouzijte pfimého vypodctu
pifslusnych plosnych integraltt tvaru F' = [(—p(z,y,2))7dS, kde funkce p(z,y, z) urcuje rozloZeni tlaku

s
v kapaliné, S je prislusné plocha a 77 vektorové pole normély smérujici ven z kapaliny.

Vysledky: a) Fyy = (0,0, TR?pa+59V), Fplaze = 0, b) Fipo=(0,0,F), F = 7 R?pa+sgV (1 + w4qR) 2

pricemz v je vzdélenost vrcholu parabolického povrchu rotujici kapaliny od dna nadoby.

Reste vngtrnd Dirichletovu dlohu pro nabity vodi¢ v elektrostatické rovnovaze: mame uréit elektrostaticky
potencidl ¢(7) uvniti nabitého vodice reprezentovaného uzavienou ohrani¢enou oblast{ V' C R? s hrani¢ni
plochou S = 9V orientovanou vnéjsi normélou. Okrajovd podminka je ¢|s = ¢¢ = konst. Pozadujeme, aby
funkce ¢(7) byla spojité.

Navod: Uvédomte si, ze vzhledem k vysledku prikladu 12.126 musi potencidl ¢(7) spliiovat Laplaceovu
rovnici A¢ = 0. Déle pouzijte prvni Greenovy identity a dokazte jednoznac¢nost Feseni.

Reste Neumannovu tlohu pro nabity vodi¢ (uzaviend ohranicens oblast V' C R3 s hraniéni plochou S = 9V
orientovanou vnéjsi normélou ) v elektrostatické rovnovize: mdme urcit intenzitu E elektrostatického pole
uvnitt a na povrchu nabitého vodice v elektrostatické rovnovéze, je-li dan celkovy naboj vodice Q.

Navod: Na zdkladé vztahu mezi @ a ¢ (v integralnim tvaru) dokazte, Ze pro potencidl na povrchu vodice
plati % = % = C (veli¢ina C je kapacita vodice). Pro zjisténi vztahu mezi ¢ a celkovym ndbojem Q
vyjadiete tok vektorového pole E plochou S pomoci celkového nédboje a uzijte vztah mezi Ea ¢. Oznacte

Q' = kQ a vyjadrete vztah mezi ¢, Q a ¢', Q. Ukazte, ze [0, (k¢ — ¢') dS = 0.
5
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Vypoctéte intenzitu elektrického pole na povrchu vodice v elektrostatické rovnovaze, na jehoz povrchu je
celkovy naboj rozlozen s povrchovou hustotou o.
Vysledek: E = % 1, kde 71 je vnéjsi jednotkova normaéla k povrchu vodice.
Odvodte podminky pro te¢né slozky intenzity elektrického a magnetického pole na rozhrani dvou prostredi.
Navod: Pouzijte oznaceni z obréazku 12.64. Postupujte obdobné jako v piikladu 12.127 na zékladé odpovi-
dajicich Maxwellovych rovnic a pouzijte Stokesovu vétu.
Vysledek: 7(Es — F1) =0, 7(Ha — Hy) = ¢, kde ¢ je celkovy proud tekouci rozhranim vztazeny na jednotku
délky podél rozhrani.
Je dana forma n = yzda — 2zdy — xydz € A;(R?). Reste nasledujici tikoly:

a) Zjistéte, zda je forma n uzaviena.

b) Je-li odpovéd na otédzku a) zdpornd, zjistéte, zda bude existovat integracéni faktor (vypoctéte n A dn).

¢) Je-li odpovéd na otédzku b) kladnd, pokuste se néjaky integracéni faktor najit.

2

Vysledky: a) ne, b) ano, ¢) napifklad p = 272, u = (yz) 2, a dald{ moZnosti (integra¢ni faktor nenf uréen

jednozna¢né).
Dokazte nasledujici tvrzeni pro formy na R3:

g;) uzaviena, pak existuje funkce U = U(x,y, 2) tak, ze X = grad U.

b) Neni-li forma wgg) uzaviend, ale existuje k nf integra¢n{ faktor u = u(z,y, 2), tj. d(,uwg(l)) = 0, pak

a) Je-li forma w

existuje funkce f = f(z,y, 2) tak, Ze "J;) = idf

Uvazujte o teplotné homogenni uzaviené termodynamické soustavé, jejiz stavy jsou urcené dvéma parame-
try (typicky objemem a teplotou). Dokazte tzv. Carathéodoryho princip adiabatické nedosazitelnosti stavi,
vyplyvajici z druhého zdkona termodynamiky: v kazdém okoli libovolného daného pocatecniho stavu tep-
lotné homogenn{ soustavy existuji stavy, jichz neni mozné dosdhnout (resp. se k nim libovolné pt¥iblizit)
adiabatickym déjem.

Navod: Adiabaticky déj je takovy, pii némz si soustava nevyménuje teplo se svym okolim. Pro ovéreni
principu adiabatické nedosazitelnosti sta¢i dokazat, ze adiabaty se neprotinaji: Uvazujte obecné o Pfaffové
formé pro n = 2, tj. n = X (z,y) dz + Y (z,y) dy (teplo ptijaté termodynamickou soustavou od okoli uréuje
forma 0Q) = Cy dT + PdV, kfivky, podél nichz se forma anuluje, pfedstavuji v termodynamice pravé
adiabaty). Forma 7 obecné nemusi byt uzaviend, ale vzdy k nf existuje integra¢ni faktor u(x,y), tj. dun =
= 0. Existuje proto funkce f = f(x,y) takovd, ze plati un = df = 0. Ta urcuje feSeni rovnice adiabat
df = pX dz + pY dy = 0. Uvahu dokoncete a zdivodnéte, ze adiabaty tvoii jednoparametrickou soustavu
kiivek (neprotinajf se).




