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Kapitola 13

Prom¥nná je komplexní �

výsledky jsou noblesní

S komplexními £ísly jsme se podrobn¥ seznámili hned na za£átku prvního
dílu, s funkcemi v jeho druhé kapitole. �lo v²ak o funkce, jejichº de�£ní
obory byly podmnoºinami reálné osy, a také jejich funk£ní hodnoty byly
reálné. Jednodu²e, ²lo o reálné funkce jedné reálné prom¥nné. V druhém
dílu jsme se pak zabývali funkcemi více prom¥nných, a to jak skalárními, tak
vektorovými. Hodnoty prom¥nných i funk£ních hodnot v²ak stále byly reálné.
Totéº platilo i v p°edchozí kapitole tohoto dílu. V této kapitole p·jde op¥t
o funkce jediné prom¥nné, zato v²ak komplexní, která bude moci nabývat
komplexních hodnot. Ve smyslu moºností de�ni£ního oboru a oboru hodnot
tedy p·jde o roz²í°ení pojmu funkce. �eknete si: jaképak �roz²í°ení�? Kaºdé
komplexní £íslo z ∈ C, z = x + iy má p°ece svou reálnou a imaginární £ást
(x a y), takºe p·jde o funkce dvou prom¥nných f(z) = f(x, y), která také
bude mít reálnou a imaginární £ást, f(z) = u(x, y) + iv(x, y). P·jde tedy o
zobrazení f : R2 → R2, o kterých toho uº víme dost. Tato úvaha v²ak není
úpln¥ správná. Takovým zobrazením by byla vektorová funkce ~F : R2 3
(x, y)→ (u, v) ∈ R2, u = u(x, y), v = v(x, y), kdybychom od prom¥nných
x a y nic dal²ího nepoºadovali a pojmy jako je limita, derivace, resp. parciální
derivace, apod. aplikovali na funkce u(x, y) a v(x, y) samostatn¥. V p°ípad¥
komplexní prom¥nné v²ak hodnoty x a y nebudou do funk£ních p°edpis· u a v
vstupovat nezávisle. Musejí vºdy �chodit� ve dvojici vázané poºadavkem z =
x + iy. D·sledky tohoto jednoduchého faktu jsou významné, a pro ty, kte°í
se s funkcemi komplexní prom¥nné dosud nesetkali, budou moºná ne£ekané.
Chování funkcí komplexní prom¥nné je totiº aº obdivuhodné a dává nám
k dispozici nové matematické prost°edky k °e²ení problém·. Tak t°eba jen
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namátkou:

• Taylorova °ada: Chceme-li reálnou funkci reálné prom¥nné rozvinout
v Taylorovu °adu v okolí daného bodu, musíme si být jisti, ºe funkce
má v daném bod¥ derivace v²ech °ád·. U komplexní funkce komplexní
prom¥nné sta£í, aby existovala první derivace (samoz°ejm¥ ji je²t¥ ne-
máme zavedenou, ale uvidíme, ºe de�nice se formáln¥ neli²í od funkcí
reálné prom¥nné). Znamená to, ºe z existence první derivace musí au-
tomaticky vyplývat existence derivací v²ech °ád·.

• Cauchyovy-Riemmannovy podmínky: Reálná a imaginární £ást
funkce komplexní prom¥nné, která má v daném bod¥, resp. v jeho okolí,
derivaci, jsou vázány tak striktními podmínkami, ºe z reálné £ásti lze
aº na konstantu ur£it £ást imaginární a naopak.

• Laurentova °ada a reziduum: Funkce se singularitami se stále dají
rozvíjet v °adu v okolí daného bodu z0, jenºe ta má na rozdíl od °ady
Taylorovy i £leny se zápornými exponenty výrazu (z−z0). Koe�cient u
prvního z nich, tj. u (z−z−1

0 ), zvaný reziduum, je d·leºitý pro výpo£et
integrál·.

• Cauchyova v¥ta a Cauchy·v vzorec, reziduová v¥ta: Integrál z
komplexní funkce komplexní prom¥nné (také jej musíme teprve zavést)
po uzav°ené k°ivce v komplexní rovin¥ je dán pouze p°ísp¥vky singula-
rit, tj. bod·, v nichº funkce nemá derivaci, obepnutých touto k°ivkou.
Pokud tam ºádné nejsou, je nulový. Kaºdá ze singularit p°ispívá do
hodnoty integrálu p°íslu²ným reziduem tolikrát, kolikrát ji integra£ní
k°ivka obíhá.

• Výpo£ty reálných integrál·: P°echod do komplexního oboru a re-
ziduová v¥ta umoºní explicitní výpo£et reálných integrál·. I takových,
které nejde po£ítat pomocí Newtonovy-Leibnizovy formule, t°eba

∞∫
0

sinx2 dx,

∞∫
0

cosx2 dx

(Fresnelovy integrály).

• Mnohozna£né funkce: V oboru komplexní prom¥nné se vyskytnou
i tzv. mnohozna£né funkce. (Pozor p°i studiu literatury: n¥kte°í mate-
matikové nemají toto slovní spojení rádi.)
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• Laplaceova transformace: Pro funkce komplexní prom¥nné lze de�-
novat tzv. Laplaceovu transformaci a její speciální p°ípad, transformaci
Fourierovu. Pomocí Laplaceovy transformace lze nap°íklad úlohy na °e-
²ení diferenciálních rovnic p°evád¥t na °e²ení rovnic algebraických. Lze
pomocí ní porozum¥t fyzikáln¥ velmi podstatnému problému podn¥t-
odezva souvisejícímu s obecným principem p°í£innosti, atd.

Nebudeme vý£et vlastností komplexních funkcí komplexní prom¥nné dále
roz²i°ovat ani na tomto míst¥ komentovat. Uvidíte sami, aº se do toho pus-
tíme.

Jen je²t¥ dodejme, ºe problematika funkcí komplexní prom¥nné je natolik
rozsáhlá a d·leºitá pro aplikace v p°írodov¥dných i technických oborech, ºe
je jí v¥nována °ada samostatných obecných i specializovaných knih, z nichº
n¥které citujeme v seznamu literatury. V na²í u£ebnici se zdaleka nem·ºe
objevit v²echno a do detail·. Uvádíme proto jen nejd·leºit¥j²í vlastnosti
funkcí komplexní prom¥nné a p°íklady jejich praktického pouºití.

13.1 Co je to komplexní funkce komplexní prom¥nné?

Tento odstavec se v¥nuje p°eváºn¥ de�nicím týkajícím se jednak de�ni£ních
obor· funkcí komplexní prom¥nné, jednak de�nice funkcí samotných a jejich
základních vlastností.

13.1.1 Gaussova rovina, bod nekone£no, okolí bod·, £íselné

poslouposti a °ady

S algebraickou strukturou mnoºiny komplexních £ísel jsme se podrobn¥ obe-
známili v odstavci 1.2.2 prvního dílu. Víme, co je algebraický, geometrický a
exponenciální zápis komplexního £ísla, umíme komplexní £ísla zobrazovat v
tzv. otev°ené Gaussov¥ rovin¥C, která je z topologického i algebraického hle-
diska stejná jako R2. V této kapitole budeme v p°ípad¥ zápisu komplexních
£ísel pouºívat nikoli uspo°ádaných dvojic, ale tvary

z = x+ iy, z = |z|(cosϕ+ i sinϕ), z = eiϕ,

kde x = Re z, y = Im z jsou reálná a imaginární £ást komplexního £ísla z,
a |z| =

√
x2 + y2 jeho absolutní hodnota neboli modul. Úhel ϕ není ur£en

jednozna£n¥. Nejednozna£nost spo£ívá v periodicit¥ funkcí sinus a kosinus.

Kaºdému komplexnímu £íslu z proto odpovídá mnoºina p°ípustných úhl· ϕ,
zvaná argument £ísla z (obrázek 13.1 vlevo),

arg z = {ϕ ∈ R |Re z = |z| cosϕ, Im z = |z| sinϕ}. (13.1)
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Hodnotu Arg z = ϕ0 ∈ arg z, která leºí v intervalu [0, 2π), nazýváme hlavní
hodnotou argumentu. (V n¥kterých situacích je obvyklej²í volit hlavní hod-
notu argumentu v intervalu (−π, π]. S ob¥ma zp·soby se v textu setkáme.)
Hodnota ϕk = ϕ0 + 2kπ, k ∈ Z, pak p°edstavuje k-tou v¥tev argumentu.
�íslo z∗ = x− iy je komplexn¥ sdruºené k z. P°ipome¬me d·leºité praktické
vztahy z prvního dílu. Ozna£me z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, Arg z1 = ϕ10,
Arg z2 = ϕ20. Pak

z1z2 = |z1||z2| (cos (ϕ10 + ϕ20) + i sin (ϕ10 + sinϕ20)) = |z1||z2| ei(ϕ10+ϕ20).

Speci�ckým bodem mnoºiny komplexních £ísel je bod nekone£no. V reálném

 

Rex z  

Imy z  

| |z  

0  

| | cos kx z   
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Obrázek 13.1: Komplexní £íslo a jeho zápisy.

oboru jsme také hovo°ili o nekone£nu, pracovali jsme s nevlastními body �plus
nekone£no a minus nekone£no� . V p°íkladu 8.7 jsme pro n¥ dokonce zavedli
jakési algebraické operace, v souvislosti s limitami posloupností. V komplexní
rovin¥ budeme mít bod nekone£no jediný. Bude p°edstavovat, laicky a velmi
voln¥ °e£eno, �v²echno, co je od po£átku Gaussovy roviny libovoln¥ daleko� .
Samoz°ejm¥ musíme tento podivný bod po°ádn¥ de�novat. Provedeme to
pomocí stereogra�cké projekce.

P°íklad 13.1: Stereogra�cká projekce
O co se jedná ukazuje obrázek 13.1 vpravo. P°edstavme si kulovou plochu
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se st°edem (0, 0, 1
2) a polom¥rem R = 1

2 . Jejím jiºním pólem je po£átek
soustavy sou°adnic 〈O; ξ, η, ζ〉, tj. S = O, severní pól má sou°adnice N =
(0, 0, 1). Rovnice této plochy, zvané Riemannova sféra, nebo téº referen£ní
koule (hlavn¥ v krystalogra�i, kde se stereogra�cká projekce také pouºívá),
je

R =

{
(ξ, η, ζ) ∈ R3 | ξ2 + η2 +

(
ζ − 1

2

)2

=

(
1

2

)2
}
.

Body této sféry promítáme paprsky vycházejícími ze severního pólu N do
projek£ní roviny Π, totoºné se sou°adnicovou rovinou ξη. Osy projek£ní ro-
viny ozna£me x = ξ a y = η. Stereogra�ckou projekci tedy de�nujeme jako
zobrazení

P : R \ {N} 3 (ξ, η, ζ) −→ (x, y) = P (ξ, η, ζ) ∈ π,

p°i£emº bod stereogra�cký obraz bodu (ξ, η, ζ) na sfé°e R je pr·se£íkem
spojnice tohoto bodu a severního pólu s projek£ní rovinou. Je z°ejmé, ºe
stereogra�cká projekce není de�nována pro bod N (víte pro£?). Otázkou je,
zda ji lze v bod¥ N n¥jak dode�novat. Abychom na to p°i²li, vyjád°íme
polohu bodu na kulové plo²e R pomocí sou°adnic x a y v rovin¥ Π. Tuto
rovinu budeme interpretovat jako rovinu Gaussovu, tj. Π = C, a z = x+ iy
jako komplexní £íslo, které v ní leºí. Zavedeme tak zobrazení

S : C 3 z = x+ iy −→ S(z) = (ξ, η, ζ) ∈ R,

jehoº rovnice nyní odvodíme. Parametrické rovnice p°ímky, která spojuje
bod z, který má v soustav¥ 〈O; ξ, η, ζ〉 sou°adnice (x, y, 0), a severní pól
N = (0 0, 1), jsou

ξ = xt, η = yt, ζ = 1− t, t ∈ R.

Dosazením do rovnice kulové plochy R dostaneme

x2t2 + y2t2 +

(
1

2
− t
)2

=
1

4
=⇒ t2(x2 + y2 + 1)− t = 0.

Ko°eny této rovnice jsou t = 0 (odpovídá bodu N) a t = 1
1+|z|2 . Odtud

ξS(z) =
x

1 + |z|2
, ηS(z) =

y

1 + |z|2
, ζS(z) =

|z|2

1 + |z|2
. (13.2)

Stereogra�ckým pr·m¥tem rovníku Riemannovy sféry je jednotková kruº-
nice se st°edem v bod¥ (0, 0) Gaussovy roviny. Body leºící v horní povin¥
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sféry (�severní zem¥pisná ²í°ka�) se zobrazí dovnit° této kruºnice, body dolní
poloviny sféry (�jiºní zem¥pisná ²í°ka�) vn¥.

Pomocí zobrazení S jsme celou (neohrani£enou, otev°enou) Gaussovu
rovinu C �vm¥stnali� na kulovou plochu, tj. ohrani£enou mnoºinu v R3.
P°esn¥ °e£eno, obrazem mnoºiny C je tato kulová plocha bez severního pólu,
S(C) = R \ {N}. Vra´me se k otázce, jak to tedy ud¥lat, aby se i bod N
stal n¥jakým obrazem? Zobrazení S je prosté, inverzním zobrazením k n¥mu
je práv¥ stereogra�cká projekce P = S−1. Pro |z| → ∞ je ξS(z) → 0,
ηS(z) → 0 a ζS(z) → 1. Názorn¥ to znamená, ºe je-li bod z �daleko� od
po£átku soustavy sou°adnic, je jeho obraz S(z) na kulové plo²e R �blízko�
severního pólu. Zp°esníme tuto úvahu: P°edpokládejme, ºe |z| = R, z =
R(cosϕ+ i sinϕ). Pak

ξS(z) =
R cosϕ

1 +R2
, ηS(z) =

R sinϕ

1 +R2
=⇒ r =

√
(ξS(z))2 + (ηS(z))2 =

1

R−1 +R
.

Obrazem kruºnice o polom¥ru R leºící v Gaussov¥ rovin¥ je kruºnice o polo-
m¥ru r na Riemannov¥ sfé°e. �ím je kruºnice v Gaussov¥ rovni¥ v¥t²í, tím je
její obraz na sfé°e men²í, �stahuje se� k severnímu pólu. Jakýmsi �limitním
obrazem nekone£n¥ velké kruºnice� v Gaussov¥ rovin¥ je tedy severní pól Ri-
emannovy sféry. Dode�nování zobrazení S a P provedeme zavedením bodu
∞, zvaného nekone£no, p°edpisem N = S(∞), P (N) = ∞, p°i£emº zobra-
zení P a S jsou navzájem inverzní.

Pozn.: Uv¥domme si je²t¥, ºe volba soustavy sou°adnic a velikost Rieman-
novy sféry nejsou pro zavedení stereogra�cké projekce podstatné. Podstatné
je pouze to, ºe se body sféry promítají z bodu na ní p°ímými paprsky do
roviny kolmé ke spojnici tohoto bodu a st°edu sféry. Volba projek£ní roviny
jako te£né ke sfé°e je výhodná pro usnadn¥ní výpo£t·.

P°emý²livého £tená°e hned napadne, ºe �de�nice� uvedená v p°íkladu 13.1
k ni£emu není, kdyº nevíme, jak s nekone£nem po£ítat. Hned to napravíme
tím, ºe pro bod nekone£no de�nujeme algebraické operace. Jsou shrnuty v
následující tabulce, podobné té z p°íkladu 8.7 v druhém dílu. Stejn¥ jako v
ní i zde je uspo°ádání takové, ºe pro operaci �Aznak operace B � je operand
A v prvním sloupci, operand B v prvním °ádku.

+ �plus� z2 ∈ C ∞ − �minus� z2 ∈ C ∞
z1 ∈ C z1 + z2 ∞ z1 ∈ C z1 − z2 ∞
∞ ∞ nedef ∞ ∞ nedef
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· �krát� z2 ∈ C \ {0C} 0 ∞
z1 ∈ C \ {0C} z1z2 0 ∞

0 0 0 nedef
∞ ∞ nedef ∞

: �d¥leno� z2 ∈ C \ {0C} 0 ∞
z1 ∈ C \ {0C} z1 : z2 ∞ 0

0 0 nedef 0

∞ ∞ ∞ nedef

n ∈ N ∞n =∞ ∞−n = 0 0n = 0 0−n =∞
∞0 = 1 00 = 1 |∞| =∞

A co je²t¥ není pro bod nekone£no de�nováno? De�nován je pouze jeho mo-
dul, jak ukazuje p°edchozí tabulka. Argument de�nován není. To má bod
nekone£no spole£né s nulou. Na rozdíl od ní v²ak nemá de�novánu ani reál-
nou, ani imaginární £ást.

Mnoºinu C+ = C ∪ {∞} nazýváme uzav°enou, nebo téº roz²í°enou Gausso-
vou rovinou.

Abychom mohli na podmnoºinách Gaussovy roviny (neroz²í°ené i roz²í°ené)
de�novat funkce, jejich limity a derivace, pot°ebujeme mít v Gaussov¥ rovin¥
rozumn¥ de�nována okolí bod·. To, jak uº víme z odstavce 9.1 druhého dílu,
znamená mít v ní zavedenou topologii. Stejn¥ jako v kapitole 9 p·jde o topo-
logii euklidovskou. Bude zde jediný praktický rozdíl: zatímco báze euklidov-
ské topologie v Rn, speciáln¥ v R2, byla tvo°ena otev°enými n-rozm¥rnými
kvádry, tj. �hranatými útvary� , bude báze euklidovské topologie v C tvo-
°ena útvary �kulatými� , otev°enými kruhy. (Pokud si p°ipomenete p°íklad
9.2, nebude se Vám to jevit nijak divné). Trochu zvlá²tní budou n¥které
záleºitosti týkající se topologie v C+. K zavedení euklidovské topologie v
Gaussov¥ rovin¥ s výhodou vyuºijeme euklidovské metriky (kapitola 11)

µE : C×C 3 (z1, z2) −→ µE(z1, z2) = |z2 − z1| ∈ R.

Topologii indukovanou touto metrikou zavádí následující de�nice a obrázek
13.2 (v obrázku chybí kruhové okolí bodu ∞, nebo´ to v �oby£ejné� rovin¥
nakreslit nejde).

Nech´ a ∈ C a r ∈ R, r > 0. Kruhovým, resp. prstencovým r-okolím bodu
a ∈ C se rozumí mnoºina

B(a, r) = {z ∈ C | |z − a| < r}, resp. P (a, r) = B(a, r) \ {a}. (13.3)
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Kruhovým, resp. prstencovým r-okolím bodu ∞ ∈ C+ se rozumí mnoºina

B(∞, r) = {z ∈ C+ | |z| > r}, resp. P (∞, r) = B(∞, r) \ {∞}. (13.4)

Pozn.: Prstencová okolí se také n¥kdy nazývají redukovaná. V²imn¥te si,
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Obrázek 13.2: Kruhová a prstencová okolí v C a C+.

ºe odpovídají tomu, co jsme v kapitole 2 prvního a kapitole 9 druhého dílu
nazývali ryzí okolí.

Se zku²enostmi z odstavce 9.1 si kaºdý m·ºe snadno dokázat, ºe soubor v²ech
kruhových (ale i prstencových) okolí v C tvo°í bázi topologie. P°emý²lejte:
je tomu tak i v C+? (Zam¥°te se zvlá²´ na soubor kruhových a soubor prs-
tencových okolí). Dosp¥jete k záv¥ru, ºe platí

Kaºdý ze soubor· {B(a, r) | a ∈ C, r > 0} a {P (a, r) | a ∈ C, r > 0} je bází
topologie v C. Soubor {B(a, r) | a ∈ C+, r > 0} je bází topologie v C+.
Neroz²í°ená (otev°ená) Gaussova rovina C je topologickým podprostorem
roz²í°ené (uzav°ené) Gaussovy roviny C+.

Poslední v¥ta zvýrazn¥ného textu se m·ºe jevit nesrozumitelná � ne°ekli
jsme si, co je to topologický podprostor. Tento nedostatek odstraníme snadno.
Topologickým podprostorem daného topologického prostoru (X, τ), kde X
je nosná mnoºina a τ topologie, je kaºdá jeho podmnoºina, která sama je
topologickým prostorem s tzv. indukovanou topologií. Topologii τA na pod-
mnoºin¥ A ⊂ X indukujeme snadno: zahrneme do ní v²echny mnoºiny tvaru
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U ∩ A, kde U ∈ τ . Po nezbytné tro²ce p°emý²lení by uº poslední v¥ta zvý-
razn¥ného textu m¥la být srozumitelná. M¥li bychom také být schopni u
konkrétních mnoºin posoudit, zda jsou z hlediska topologie v C, resp. v C+

otev°ené, uzav°ené, nemají-li ºádnou z obou vlastností, atd. Na n¥které odli²-
nosti, vzniklé dopln¥ním bodu nekone£no, upozorníme za chvíli v p°íkladech.

Pro snadné £tení dal²ího textu bude t°eba zopakovat si n¥které pojmy z
druhého dílu, konkrétn¥ vlastnosti bod· a mnoºin z odstavc· 9.1.2 a 9.1.4.
Pro d·kladn¥j²í zopakování se k t¥mto odstavc·m vra´te. N¥komu m·ºe po-
sta£it následující stru£ná rekapitulace s p°ímou aplikací na Gaussovu rovinu.

• Hromadné a izolované body mnoºin: Hromadným bodem mnoºiny
A ⊂ C, resp. A ⊂ C+, se nazývá takový bod z ∈ C, resp. z ∈ C+, v
jehoº libovolném prstencovém okolí leºí alespo¬ jeden bod mnoºiny A,
r·zný od z. V opa£ném p°ípad¥ jde o bod izolovaný (od mnoºiny A).

• Odd¥lené mnoºiny: Mnoºiny A, B ⊂ C, resp. A, B ⊂ C+, se nazý-
vají odd¥lené, je-li Ā ∩B = A ∩ B̄ = ∅.

• Souvislé mnoºiny a oblasti: Mnoºina A ⊂ C, resp. A ⊂ C+ se
nazývá souvislá, nelze-li ji vyjád°it jako sjednocení dvou neprázdných
odd¥lených mnoºin. Souvislá otev°ená mnoºina je oblast, souvislá uza-
v°ená mnoºina je kontinuum, neboli uzav°ená oblast.

• Komponenty mnoºin: Mnoºina B ⊂ A je komponenta mnoºiny A,
je-li souvislá a platí-li implikace B′ ⊂ B ⊂ A ⇒ B′ = B. Názorn¥, i
kdyº nep°esn¥ °e£eno. komponenty mnoºiny jsou její �maximální sou-
vislé £ásti� . Kaºdá mnoºina je sjednocením v²ech svých komponent.

• Násobn¥ souvislé mnoºiny: Oblast D ⊂ C, resp. D ⊂ C+, se na-
zývá k-násobn¥ souvislá, k ∈ N, jestliºe její dopln¥k v C, resp. C+. Do-
pln¥k nekone£n¥násobn¥ souvislé mnoºiny má nekone£n¥ mnoho kom-
ponent.

P°íklad 13.2: Zajímavosti topologie v C+

Protoºe je Gaussova rovina C s euklidovskou topologií �stejná� jako eukli-
dovská rovina R2, není ºádný problém posoudit, zda její zadaná podmnoºina
je otev°ená, uzav°ená, £i p°ípadn¥ nemá ºádnou z t¥chto vlastností, zda je
souvislá a kolikanásobn¥, apod. Zku²eností z kapitoly 9 k tomu máme dost.
�ada situací v roz²í°ené Gaussov¥ rovin¥ C+ bude samoz°ejm¥ podobných
� budou to ty, v nichº není ve h°e bod nekone£no. Ty, v nichº se tento
nezvyklý bod vyskytne, moºná trochu neobvyklé budou.
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• Mnoºina A = {z ∈ C | |z| ≤ 1} je jak v C, tak v C+ uzav°ená.

• Mnoºina A = {z ∈ C | Im z ≥ 0}, chápaná jako podmnoºina C, je
uzav°ená (její dopln¥k v C je mnoºina otev°ená). Jako podmnoºina
v C+ jiº uzav°ená není. Uzav°ená je mnoºina Ā = {z ∈ C | Im z ≥
0} ∪ {∞}.

• Mnoºina A = {z ∈ C | z = z1 + t(z2 − z1), t ∈ R}, kde z1, z2 ∈
C jsou pevn¥ zvolené body (p°ímka), je z hlediska topologie v C
uzav°ená (vyjmeme-li p°ímku z euklidovské roviny, dostaneme otv°e-
nou mnoºinu).Chápeme-li v²ak mnoºinu A jako podmnoºinu roz²í°ené
Gaussovy roviny C+, uº uzav°ená nebude. Dopln¥k C+ \A totiº není
mnoºinou otev°enou. Obsahuje totiº bod nekone£no. A zkuste najít
okolí B(∞, r) bodu nekone£no tak, aby celé leºelo v C+ \ A. Nena-
jdete. Kaºdé takové okolí bude mít s mnoºinou A neprázdný pr·nik �
p°ímka A je vºdy �dost dlouhá� na to, aby pro´ala B(∞, r) p°i jakkoli
velkém r.

• V C+ platí C̄ = C+, hC = {∞}.

• Kruhová okolí bod· B(a, r), a ∈ C, jsou z hlediska topologie v C
i C+ jsou jednodu²e souvislá (dopln¥k C \ B(a, r) i dopln¥k C+ \
B(a, r) mají jedinou komponentu). Kruhová okolí B(∞, r) jsou rovn¥º
jednodu²e souvislá.

• Prstencová okolí P (a, r), a ∈ C jsou jak z hlediska topologie v C, tak
v C+, dvojnásobn¥ souvislá (komponentami dopl¬ku C \ P (a, r) jsou
mnoºiny {a} a C \ P (a, r), komponentami dopl¬ku C+ \ P (a, r) jsou
mnoºiny {a} a C+ \ P (a, r)). Prstencová okolí P (∞, r) ∈ C+ bodu
nekone£no jsou rovn¥º dvojnásobn¥ souvislá (konponentami dopl¬ku
C+ \ P (∞, r) jsou mnoºiny {∞} a B̄(0, r).

• Mnoºina A = C \ {0} je z hlediska topologie v C jednodu²e souvislá
(jejím doplnkem v C je mnoºina obsahující pouze nulu). Z hlediska C+

je dvojnásobn¥ souvislá, dopln¥k je sjednocením dvou komponent {0}
a {∞}.

• D·leºitou roli v teorii funkcí komplexní prom¥nné hrají vý°ezy. Nej-
£ast¥ji jsou to polop°ímky £i úse£ky �vy¬até� z Gaussovy roviny (jako
bychom podél nich Gaussovu rovinu rozst°ihli). Gaussova rovina C s
vý°ezy [0, 1] = {z = x + iy ∈ C |x ∈ [0, 1], y = 0} a [i, 2i] = {z =
x + iy ∈ C |x = 0, z ∈ [1, 2]} je dvojnásobn¥ souvislá, tentýº záv¥r
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platí i pro C+. Gaussova rovina C+ s vý°ezem [1, ∞) je v C+ jednoná-
sobn¥ (jednodu²e) souvislá. Jejím dopl¬kem v C+ je totiº pouze vý°ez
samotný, tj. mnoºina [1, ∞) = {z = x + iy ∈ C, x ∈ [1, ∞), y = 0}.
Bod nekone£no nepat°í k vý°ezu.

K p°íprav¥ na de�nici a úvahy o vlastnostech funkcí komplexní prom¥nné
pat°í je²t¥ n¥kolik poznámek týkajících se posloupností a °ad komplexních
£ísel. Protoºe z kapitoly 8 toho víme dost o posloupnostech a °adách £ísel
reálných, budeme s nimi rychle hotovi. De�nice a formulace v¥t jsou totiº
formáln¥ stejné a d·kazy jednoduché.

Posloupnost {zn}n∈N, zn ∈ C se nazývá ohrani£ená, jestliºe existuje £íslo
M ∈ R tak, ºe platí |zn| ≤M pro v²echny indexy n ∈ N.

�íslo z ∈ C se nazývá limita posloupnosti {zn}n∈N, zn ∈ C, jestliºe ke
kaºdému ε > 0 existuje index N tak, ºe pro v²echna n ≥ N je zn ∈ B(z, ε),
tj. |zn− z| < ε. Posloupnost se pak nazývá konvergentní (k £íslu z). Zna£íme

lim
n→∞

{zn} = z, resp. {zn} → z.

V¥ta 13.1 Vlastnosti konvergentních posloupností: Nech´ {zn}n∈N,
zn = xn + iyn ∈ C, je posloupnost komplexních £ísel, a z = x + iy ∈ C.
Nech´ {znk}nk∈N je vybraná posloupnost.

Nech´ (p°edpoklady) pak (tvrzení)

limn→∞{zn} = z ⇐⇒ limn→∞{xn} = x, limn→∞{yn} = y

{zn}n∈N konverguje =⇒ má jediný hromadný bod, a to limitu

{zn}n∈N konverguje =⇒ je ohrani£ená

limn→∞{zn} = z =⇒ limk→∞{znk} = z

limn→∞{zn} = z, limn→N{un} = u =⇒ limn→∞{zn ± un} = z ± u, limn→∞{zn un} = zu
pro un 6= 0, u 6= 0 limn→∞{zn/un} = z/u
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Dokáºeme první vlastnost, ostatní pak automaticky vyplývá z ní a z vlast-
ností konvergentních posloupností reálných £ísel. P°edpokládejme nejprve,
ºe posloupnost {zn}n∈N konverguje k £íslu z. Podle de�nice pak ke kaºdému
£íslu ε > 0 existuje index N tak, ºe pro v²echna n ≥ N je

|zn − z| < ε =⇒
√

(xn − x)2 + (yn − y)2 < ε.

Protoºe výrazy (xn−x)2 a (yn−y)2 jsou nezáporné, je z°ejmé, ºe pro n ≥ N
je také |xn − x| < ε a |yn − y| < ε. Proto

lim
n→∞

{xn} = x, lim
n→∞

{yn} = y.

Jestliºe naopak p°edpokládáme, ºe reálné posloupnosti {xn}n∈N a {yn}n∈N
konvergují k £ísl·m x a y, pak k libovolnému ε > 0 existují indexy N1 a N2

tak, ºe pro v²echna n ≥ N1, resp. v²echna n ≥ N2 platí

|xn − x| <
ε

2
, resp. |yn − y| <

ε

2
.

Zvolíme-li N = max {N1, N2}, budou pro v²echny hodnoty n ≥ N platit
ob¥ nerovnosti sou£asn¥, proto

|zn − z| =
√

(xn − x)2 + (yn − y)2 ≤ |xn − x|+ |yn − y| < ε.

V¥ta 13.2 Cauchyovo-Bolzanovo kritérium: Posloupnost {zn}n∈N, zn ∈
C, je konvergentní práv¥ tehdy, kdyº ke kaºdému £íslu ε > 0 existuje index N
tak, ºe pro v²echny indexy m, n ≥ N platí zm ∈ B(zn, ε), tj. |zm − zn| < ε.

P°ipome¬me, ºe posloupnost spl¬ující poºadavek popsaný v druhé £ásti v¥ty
13.2 jsme v p°ípad¥ reálných £ísel nazývali cauchyovská. Bude tomu tak
i nyní. D·kaz v¥ty 13.2 je jednoduchý, nebo´ vyplývá z v¥ty 8.3 (druhý
díl), která se týká reálných cauchyovských posloupností, a z první vlastnosti
uvedené ve v¥t¥ 13.1: je-li posloupnost {zn}n∈N, zn = xn+izn, konvergentní,
dejme tomu k jistému £íslu z = x + iy (které ani nemusíme znát), jsou
posloupnosti {xn}n∈N a

{yn}n∈N
rovn¥º konvergentní (první vlastnost ve v¥t¥ 13.1), a tedy cauchyovské (v¥ta
8.3). Naopak, je-li posloupnost {zn}n∈N cauchyovská, jsou také posloupnosti
{xn}n∈N a {yn}n∈N cauchyovské. Tento krok dokáºeme. Zvolme ε > 0 libo-
voln¥. Pak existuje index N tak, ºe pro v²echny hodnoty index· n, m ≥ N
je

|zm−zn| < ε =⇒
√

(xm − xn)2 + (ym − yn)2 < ε =⇒ |xm−xn| < ε, |ym−yn| < ε.
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Podle v¥ty 8.3 jsou posloupnosti {xn}n∈N a {yn}n∈N konvergentní. První
vlastnost ve v¥t¥ 13.1 pak vede k záv¥ru. ºe také posloupnost {zn}n∈N je
konvergentní. Stejn¥ jako v p°ípad¥ posloupností reálných £ísel nám ov²em
Cauchyovo-Bolzanovo kritérium ne°ekne nic o limit¥ dané posloupnosti.

De�nici konvergentní posloupnosti snadno roz²í°íme na uzav°enou Gaus-
sovu rovinu C+.

�íslo z ∈ C+ se nazývá limita posloupnosti {zn}n∈N, zn ∈ C+, jestliºe ke
kaºdému ε > 0 existuje index N tak, ºe pro v²echna n ≥ N je zn ∈ B(z, ε),
tj. |zn− z| < ε. Posloupnost se pak nazývá konvergentní (k £íslu z). Zna£íme

lim
n→∞

{zn} = z, resp. {zn} → z.

Zamysleme se, co tato de�nice p°iná²í nového a moºná ne£ekaného oproti
pojmu konvergence posloupností reálných £ísel. V reálném oboru jsme roz-
li²ovali posloupnosti konvergentní (s kone£nou limitou), divergentní (s ne-
vlastní limitou +∞, resp. −∞) a oscilující (ani konvergentní, ani diver-
gentní). Tak t°eba posloupnost {n}n∈N, chápaná v reálném oboru, je diver-
gentní, zatímco v oboruC+ konverguje k bodu∞. Posloupnost {(−1)nn}n∈N
v reálném oboru osciluje, v C+ konverguje rovn¥º k bodu ∞. Posloupnost
{(−1)n}n∈ je v reálném oboru posloupností oscilující (má dva hromadné
body, ξ1 = −1 a ξ2 = 1), v oboru komplexním rovn¥º nekonverguje (má ty-
téº dva hromadné body). Pojem cauchyovské posloupnosti v C+ nezavádíme
(zkuste p°ijít na to, pro£).

V p°ípad¥ °ad komplexních £ísel se roz²í°ení na C+ neprovádí. De�nice
a v¥ty budou znít formáln¥ stejn¥ jako pro posloupnosti reálných £ísel.

�ada
∑∞
n=1 zn, zn ∈ C se nazývá konvergentní k sou£tu s, konverguje-li

posloupnost jejích £áste£ných sou£t· {sn}n∈N k s v C. Pí²eme
∑∞
n=1 zn = s.

V opa£ném p°ípad¥ jde o °adu divergentní.

�ada
∑∞
n=1 zn se nazývá absolutn¥ konvergentní, konverguje-li °ada z abso-

lutních hodnot jednotlivých £len·, tj.
∑∞
n=1 |zn|. O p·vodní °ad¥ se pak °íká,

ºe konverguje neabsolutn¥, resp. relativn¥, resp. oby£ejn¥.

Je z°ejmé, ºe p°i zji²´ování absolutní konvergence °ad komplexních £ísel lze
pouºít kritéria pro konvergenci °ad s reálnými nezápornými £leny (v¥ta 8.7
v druhém dílu).

V¥ta 13.3 (O konvergentních °adách): Nech´ zn, wn ∈ C, n ∈ N, α, β ∈
C. Pak platí
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Nech´ (p°edpoklady) pak (tvrzení)

∑∞
n=1 zn = sz,

∑∞
n=1wn = sw ⇐⇒

∑∞
n=1(αzn + βwn) = αsz + βsw

°ada vzniklá vynecháním,∑∞
n=1 zn konverguje =⇒ p°idáním nebo zm¥nou

kone£ného po£tu £len· konverguje

∑∞
n=1 zn konverguje ⇐⇒ posloupnost £áste£ných sou£t· je cauchyovská

∑∞
n=1 zn konverguje =⇒ limn→∞{zn}n∈N = 0

∑∞
n=1 |zn| konverguje =⇒

∑∞
n=1 zn konverguje

∑∞
n=1 |zn| konverguje ⇐⇒

∑∞
n=1 |xn| a

∑∞
n=1 |yn| konvergují∑∞

n=1 |zn| = S,
∑∞
n=1 zn = s =⇒

∑∞
n=1 |zσ(n)| = S,

∑∞
n=1 zσ(n) = s

σ : N→ N je prosté zobrazení

Poslední vlastnost znamená, stejn¥ jako u °ad reálných £ísel, ºe absolutn¥
konvergentní °ady lze p°erovnávat, p°i£emº p°erovnáním £len· se nejen ne-
zm¥ní konvergence jako taková, ale ani sou£et °ady. Dokazovat tém¥° není
co. První, druhá a t°etí vlastnost vyplývají p°ímo z provní vlastnosti ve
v¥t¥ 13.1, t°etí vlastnost je d·sledkem Cauchyova-Bolzanova kritéria apli-
kovaného na posloupnost £áste£ných sou£t· °ady. �está vlastnost plyne z
poslední vlastnosti v¥ty 8.5, ve své druhé £ásti navíc s pouºitím první vlast-
nosti ve v¥t¥ 13.1. Dokáºeme pouze pátou vlastnost: p°edpokládejme, ºe °ada∑∞
n=1 |zn| konverguje. Protoºe pro v²echny hodnoty indexu n je |xn| ≤ |zn|
|yn| ≤ |zn|, jsou °ady

∑∞
n=1 |xn| a

∑∞
n=1 |yn| konvergentní podle srovnávacího

kritéria pro °ady s nezápornými £leny (v¥ta 8.7). Naopak, konvergují-li °ady∑∞
n=1 |xn| a

∑∞
n=1 |yn|, m·ºeme na základ¥ nerovnosti |zn| ≤ |xn|+ |yn| pro

v²echna n ∈ N a srovnávacího kritéria z v¥ty 8.7 u£init záv¥r, ºe konvergují
i °ady

∑∞
n=1 |xn| a

∑∞
n=1 |yn|.

P°íklad 13.3: N¥kolik jednoduchých ukázek konvergentních a nekonvergent-
ních °ad
Pro²et°íme konvergenci následujících °ad komplexních £ísel:



13.1. CO JE TO KOMPLEXNÍ FUNKCE KOMPLEXNÍ PROM�NNÉ?19

• °ada
∑∞
n=1(1 + in) nekonverguje, nebo´ limn→∞(1 + in) 6= 0 v rozporu

s v¥tou 13.3 (£tvrtá vlastnost),

• °ada
∑∞
n=1(cosπn+i sinπn) nekonverguje, posloupnost {zn}n∈N, zn =

cosπn+ i sinπn má dva hromadné body, ξ1 = −1 a ξ2 = 1, nemá tedy
limitu,

• °ada
∑∞
n=1

zn

n! konverguje absolutn¥ podle limitního d'Alembertova po-
dílového kritéria (v¥ta 8.7),

lim
n→∞

∣∣∣∣zn+1

zn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|zn+1|
(n+ 1)!

:
|zn|
n!

= lim
n→∞

n!|z|
(n+ 1)!

= 0.

13.1.2 Co je to funkce komplexní prom¥nné?

Po úvodní pasáºi týkající se (s výjimkou zavedení tak trochu neobvyklého
bodu �nekone£no�) hlavn¥ opakování topologických pojm· a vlastností £í-
selných posloupností a °ad, se kone£n¥ dostáváme k zavedení pojmu funkce
v oboru komplexní prom¥nné. Zde se op¥t objevuje jistá neobvyklost. Dosud
jsme o funkcích vºdy hovo°ili jako o zobrazeních, tj. jakýchsi �p°edpisech� £i
�pravidlech� , jak vzor·m z ur£itého p°edem daného de�ni£ního oboru p°i°adit
obrazy, p°i£emº kaºdému z povolených vzor· (prvk· de�ni£ního oboru) byl
p°i°azen práv¥ jeden obraz. Funkce komplexní prom¥nné jsou v °ad¥ u£ebnic
pojímány obecn¥ji, jsou p°ípustné i funkce mnohozna£né. P°i takovém pojetí
m·ºe mít, tak trochu nep°esn¥ °e£eno, více obraz·. (I kdyº n¥kte°í matema-
tikové toto pojetí neuznávají a kritizují, je i v renomované literatu°e obvyklé,
proto je ani my nezavrhneme. Nevzniknou tím ºádné komplikace ani nedo-
rozum¥ní. Jednodu²e � budou existovat situace, kdy funkce nebude zobra-
zení.) Nejprve pro jistotu p°ipomeneme zcela b¥ºný pojem (binární) relace a
relace na mnoºin¥ a pro po°ádek i pojem speciální relace, s kterou b¥ºn¥ pra-
cujeme, relace ekvivalence. (Samotný pojem relace, zahrnující relace unární,
binární a obenc¥ n-ární, je obecn¥j²í, pro na²e pot°eby v²ak není nutné se
jím ve v²í obecnosti zabývat.)

Nech´M a N jsou neprázdné mnoºiny. Binární relací rozumíme kaºdou pod-
mnoºinu kartézského sou£inuM ×N , tj. jakoukoli mnoºinu R uspo°ádaných
dvojic [z, w], kde z ∈M a w ∈ N . Je-liM = N , hovo°íme o relac na mnoºin¥
M . (Binární) relace na mnoºin¥ M se nazývá ekvivalence, má-li následující
vlastnosti
• [z, z] ∈ R, relace je re�exivní,
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• [z, , w] ∈ R ⇒ [w, z] ∈ R, relace je symetrická,

• [z, w], [w, u] ∈ R ⇒ [z, u] ∈ R, relace je tranzitivní.

Nech´ R1, R2 ∈ M × M jsou relace na mnoºin¥ M . P°edpokládejme, ºe
pro kaºdou dvojici [z, w] ∈ R1 je w prvkem oboru relace R2, tj. mnoºiny
DR2 = {w ∈M | existuje z ∈ DR1} tak, ºe [w, u] ∈ R2. Sloºením, nebo téº
kompozicí relací R1 a R2 rozumíme relaci

R = R2◦R1 = {[z, u] ∈M×M | existuje w ∈M tak, ºe [z, w] ∈ R1, [w, u] ∈ R2}.

Relace R−1 a R se nazývají navzájem inverzní, platí-li

R ◦R−1 = R−1 ◦ R ⊂ I

, kde I = {[z, z] ∈M ×M | z ∈M}.

Jak to souvisí s pojmem zobrazení, tj. i s dosavadním pojetím funkce?
Dejme tomu, ºe M je n¥jaký £íselný obor. Chápeme-li v rámci pojmu re-
lace první £len uspo°ádané dvojice [z, w] ∈ M ×M jako vzor a druhý jako
obraz, a víme-li, ºe týº vzor nesmí mít dva obrazy, m·ºeme zobrazení de-
�novat t°eba jako takovou relaci na mnoºin¥ M , pro niº platí implikace
[z, w1], [z, w2] ∈ R ⇒ w1 = w2. jak jist¥ tu²íte, v p°ípad¥ komplexní funkce
komplexní prom¥nné bude M = C, resp. M = C+. Te¤ bude následovat
�dávka� snadno pochopitelných de�nic.

Komplexní funkcí komplexní prom¥nné rozumíme kaºdou relaci na mnoºin¥
C+. Zna£íme ji f ⊂ C+ ×C+. Mnoºiny

Df = {z ∈ C+ | existuje w ∈ C+ tak, ºe [z, w] ∈ f},
Hf = f(Df ) = {w ∈ C+ | existuje z ∈ Df tak, ºe [z, w] ∈ f},
f(z) = {w ∈ C+ | [z, w] ∈ f}

se nazývají de�ni£ní obor, obor hodnot a mnoºin¥ hodnot funkce f v bod¥ z.
Je-li relace f zobrazení, nazývá se funkce jednozna£ná, v opa£ném p°ípad¥
mnohozna£ná. Obsahuje-li mnoºina f(z) nekone£n¥ mnoho hodnot, je funkce
nekone£n¥zna£ná. Funkce f se nazývá kone£ná, je-li f(z) ⊂ C. O funkci
reálné prom¥nné se jedná v p°ípad¥, ºe Df = R ∪ {∞}, o reálnou funkci v
p°ípad¥ Hf ⊂ R ∪ {∞}.

Nech´ f a g jsou komplexní funkce komplexní prom¥nné. P°edpokládejme, ºe
Hf ⊂ Dg. Sloºenou funkcí h = g ◦ f se nazývá relace g ◦ f . Inverzní funkcí k



13.1. CO JE TO KOMPLEXNÍ FUNKCE KOMPLEXNÍ PROM�NNÉ?21

funkci f je relace f−1. Funkce f se nazývá jednolistá, je-li funkce f−1 jedno-
zna£ná. Není-li funkce f jednolistá, nazývají se obory hodnot jednozna£ných
v¥tví funkce f−1 oblasti jednolistosti funkce f .

Nech´ f ⊂ C+ × C+ je funkce. Jednozna£nou v¥tví funkce f nazveme jed-
nozna£nou funkci φ, pro kterou je Dφ ⊂ Df a φ(z) ⊂ f(z) pro libovolnou
hodnotu z ∈ Dφ.

P°íklad 13.4: P°íklady funkcí
Uvedeme nejjednodu²²í p°íklady komplexních funkcí komplexní prom¥nné,
v£etn¥ speciálních situací.

• funkce f = {[z, Re z] | z ∈ C}, g = {[z, Im z] | z ∈ C}, jsou jedno-
zna£né, reálné a kone£né, Df = Dg = C, Hf = Hg = R

• funkce f = {[z, |z|] | z ∈ C+} je reálná a jednozna£ná, není v²ak
kone£ná, nebo´ |∞| = ∞ (viz tabulku pro po£ítání s nekone£ny),
Df = C+, Hf = R+ ∪ {∞}, R+ = [0, ∞)

• funkce f = {[z, z2] | z ∈ C+} je jednozna£ná, ale není kone£ná, Df =
C+, Hf

• funkce f = {[z, ϕ] | z ∈ C\{0}, ϕ ∈ arg z} (viz vztah (13.1)) je reálná,
nekone£n¥zna£ná a kone£ná, Df = C \ {0}, Hf = R, f(z) = arg z =
{ϕ ∈ R | z = |z|(cosϕ+ i sinϕ)}

• kaºdá z funkcí ϕk = {[z, ϕk] | z ∈ C\{0}, ϕk = Arg z+2kπ, k ∈ Z}, je
reálná, jednozna£ná a kone£ná, Dϕk = C\{0}, Hϕk = [2kπ, 2(k+1)π),
ϕk(z) = Arg z

P°íklad 13.5: Odmocniny
S odmocninami je to v komplexním oboru jiné neº v oboru reálném. Uv¥-
domme si dv¥ odli²ná vyjád°ení týkající se reálného oboru: na otázku, jaká
je hodnota odmocniny ze £ty° musíme odpov¥d¥t, ºe 2. Odpov¥¤ na otázku,
jaké je °e²ení rovnice y2 = 4 zní y1 = −2, y2 = 2. Je tomu tak proto, ºe
v reálném oboru chápeme zápis

√
4 jako hodnotu funkce y =

√
x v bod¥

x = 4. Funkce v reálném oboru je v²ak de�nována jako zobrazení, proto vzor
x = 4 nem·ºe mít dva obrazy. Hodnoty y1 = −2 a y2 = 2, které jsou °e²ením
rovnice y2 = 4, získáme jako funk£ní hodnoty dvou funkcí, f(x) =

√
x a

g(x) = −
√
x. V komplexním oboru se mají v¥ci jinak. Za �n-té odmocniny�
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z daného £ísla z se povaºují v²echna °e²ení rovnice wn = z. Uvaºme nejprve
ten nejjednodu²²í p°ípad, druhou odmocninu:

f =
{

[z, w] ∈ C+ ×C+ | z = w2
}
.

Funkce z = g(w) = w2 je jednozna£ná, pro w ∈ C+ v²ak není kone£ná. Zjis-
tíme, jak vypadá mnoºina f(z) pro z ∈ C+. �e²íme rovnici z = w2 vzhledem
k neznámé w. P°i procedu°e °e²ení s výhodou pouºijeme exponenciální tvar
zápisu prom¥nných w a z,

w = |w| ei(Argw+2rπ), z = |z| ei(Arg z+2sπ), r, s ∈ Z.

Odtud
|z| = |w|2, ei(Arg z+2sπ) = e2i(Argw+2rπ),

|w| =
√
|z|, argw =

{
1

2
Arg z + 2kπ,

1

2
Arg y + (2k + 1)π

}
, m ∈ Z.

Ke kaºdé hodnot¥ prom¥nné z dostaneme dv¥ hodnoty w, konkrétn¥

w1 = φ1(z) =
√
|z| e

i
2

Arg z, w2 = φ2(z) =
√
|z| e

i
2

Arg z+iπ, f(z) = {φ1(z), φ2(z)}.

Opravdu ke kaºdé hodnot¥ z? Funkce z = w2 je sice de�nována na C+ a
jejím oborem hodnot je rovn¥º C+, inverzní funkce v²ak není de�nována
pro z = 0 a z = ∞, nebo´ v t¥chto dvou bodech Gaussovy roviny C+ není
de�nován argument. Je proto Df−1 = C \ {0} a Hf−1 = C \ {0}. Tato
funkce není jednozna£ná (proto p·vodní funkce f není jednolistá). Má dv¥
jednozna£né v¥tve, nap°íklad φ1(z), φ2(z). Body 0 a ∞ se nazývají body
v¥tvení funkce f . Název �bod v¥tvení� má svou geometrickou interpretaci.
Pokusíme se ji vyloºit pomocí obrázk· 13.3 a 13.4 z matematického hlediska
ne p°íli² precizn¥, zato názorn¥.

Pozn.: Je t°eba zd·raznit, ºe obrázky jsou pouze schematické. P°i p°esném
výpo£tu by k°ivky odvozené z výchozí k°ivky C pomocí funkcí φ1(z) a φ2(z)
vypadaly pon¥kud jinak. Ukázka je na obrázku 13.5.

Zvolme v C jednoduchou uzav°enou k°ivku C, která neobepíná bod 0.
P°edpokládejme, ºe prom¥nná z �ob¥hne� tuto k°ivku jednou z výchozího
bodu z0 zp¥t do tohoto bodu. Jednozna£né funkce φ1(z) a φ2(z) jsou v bo-
dech této k°ivky de�novány, prom¥nné w1 = φ1|C a w2 = φ2|C �ob¥hnou�
po uzav°ených k°ivkách C1 a C2 (obrázek 13.3 vlevo). Výsledná zm¥na argu-
mentu jak prom¥nné z, tak funk£ních hodnot funkcí φ1(z) a φ2(z) bude po
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Obrázek 13.3: Body v¥tvení.

ob¥zích nulová. Jestliºe v²ak oblast, kterou k°ivka C obepíná, obsahuje bod
0, bude situace jiná. Hodnota argumentu prom¥nné z se p°i ob¥hu k°ivky
zm¥ní o 2π, takºe kaºdá z obou v¥tví odmocniny p°ejde v tu druhou, ne-
bo´ její argument se zm¥ní o π (obrázek 13.3 vpravo). Moºnost, jak p°edejít
takovému p°echodu, spo£ívá v tom, ºe zabráníme k°ivce, která by obíhala
bod 0, aby se uzav°ela. To lze zajistit nap°íklad vý°ezem podél nezáporné
£ásti osy x, tj. omezením de�ni£ního oboru funkcí φ1(z) a φ2(z) na mnoºinu
C \ [0, ∞. Jiný zp·sob, jak rozli²it v¥tve w1 = φ1(z) a w2 = φ2(z) (pro n¥º
je z = w2

1 = w2
2) spo£ívá v náhrad¥ oboru hodnot C funkce z = w2 modelem

�dvojité� Gaussovy roviny, tj. dv¥ma �listy� , které ozna£íme R1 a R2. List
R1 bude de�ni£ním oborem funkce φ1(z) (první v¥tve), list R2 de�ni£ním
oborem funkce φ2(z) (druhé v¥tve). Znamená to, ºe bod w2 zobrazíme do
roviny R1, je-li Argw ∈ [0, π) (obraz druhých mocnin první v¥tve) a do ro-
viny R2, je-li Argw ∈ [π, 2π) (obraz druhých mocnic druhé v¥tve). Aby byl
umoºn¥n p°echod první v¥tve v druhou (a naopak) p°i zm¥n¥ argumentu o
2π a celistvé násobky hodnoty 2π, je t°eba tyto dv¥ roviny n¥jak propojit:
rozst°ihneme oba listy R1 a R2 podél intervalu [0, ∞) na reálné ose a slepit
horní £ást vý°ezu listu R2 k dolní £ásti vý°ezu listu R1. Po ob¥hu bodu po
kladn¥ orientované k°ivce v rovin¥ R1 p°ejde reprezentující bod z z listu R1

na list R2, takºe v¥tev φ1(z) p°ejde ve v¥tev φ2(z). Aby p°i dal²ím ob¥hu
bodu z po dané k°ivce p°e²la v¥tev φ2(z) zp¥t ve v¥tev φ1(z), museli bychom
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Obrázek 13.4: Vý°ezy a Riemannovy plochy.

slepit dolní £ást vý°ezu listu R2 s horní £ástí vý°ezu listu R1. To uº ale v
trojrozm¥rném modelu provést nelze. Takto slepené listy R1 a R2 mají spo-
le£né dva body, nulu a nekone£no. Tvo°í tzv. Riemannovu plochu funkce f
zvané druhá odmocnina.

S odmocninami je²t¥ nejsme hotovi, zatím jsme se v¥novali jen druhé
odmocnin¥. Jak to bude vypadat s n-tou odmocninou pro n ∈ N? Inverzní
relace k n-té mocnin¥ se nazývá n-tá odmocnina. Je to mnohozna£ná funkce,
kterou ozna£íme f(z). Jejími hodnotami budou v²echna °e²ení w rovnice z =
wn. Najdeme je. Pro n = 1 je °e²ení triviální. I kdyº pro n = 2 jsme problém
d·kladn¥ probrali, uvaºujme obecn¥ o p°ípadech n ≥ 2. �e²ení zmín¥né
rovnice snadno najdeme, vyjád°íme-li prom¥nné z a w v exponenciálním
tvaru. Tomuto vyjád°ení se vymykají body 0 a ∞, pro n¥º není de�nován
argument. Pro n¥ proto zvlá²´ de�nujeme n

√
0 = 0 a

√
n∞ = ∞. Pro z ∈

C \ {0} platí

w = |w|ei(Argw+2rπ), z = |z| ei(Arg z+2sπ) =⇒ |z| ei(Arg z+2sπ) = |w|nei(nArgw+2rnπ).

S uváºením poºadavku, aby hlavní hodnota argumentu komplexní prom¥nné,
a´ uº w £i z, leºela v intervalu [0, 2π). dostaneme z tohoto porovnání

|z| = |w|n, Arg z = nArgw+2kπ, k = 0, 1, . . . , n−1, =⇒ |w| = n
√
z, Argw =

1

n
Arg z+2π

k

n
.



13.1. CO JE TO KOMPLEXNÍ FUNKCE KOMPLEXNÍ PROM�NNÉ?25

    

x  

y  
x  

y  

1 1 1( ) |w z z   2 2 2( ) |w z z   

(0,8 1,5cos ) i(0,8 0,5sin )z t t     

0  

0  

Obrázek 13.5: Odmocnina � p°esný výpo£et pro z obíhající po elipse.

Tato °e²ení se budou li²it pro r·zné hodnoty k ∈ {0, . . . , n}, potom se
za£nou opakovat. n=tá odmocnina má tedy n v¥tví, z nichº kaºdá je ur£ena
hodnotou k ∈ {0, . . . , n},

wk = φk(z) = n

√
|z| ei( 1

n
Arg z+ 2kπ

n ).

Pro k = 0 dostáváme hlavní v¥tev n=té odmocniny. Jak vypadá Riemannova
plocha? Protoºe je n-tá odmocnina n-zna£ná, musí být n-tá mocnina n-listá.
Zvolme pevn¥ úhel β a uvaºujme o výse£ích Gaussovy roviny

Vk =

{
w ∈ C∗ \ {0, ∞} |Argw ∈

[
2π
k

n
, 2π

k + 1

n

)}
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Funkce z = f−1(w) = wn je na kaºdé z t¥chto výse£í prostá a zobrazuje Vk
na celou Gaussovu rovinu s vyjmutými body nula a nekone£no, tj. f−1(Vk) =
C+ \ {0, ∞}. Kaºdá z takto získaných identických Gaussových rovin tvo°í
jeden list Riemannovy plochy R0 aº Rn−1. V kaºdém z list· provedeme vý°ez
a postupujeme podobn¥ jako na obrázku 13.3: spojíme postupn¥ dolní okraj
vý°ezu plochy R0 s horním okrajem vý°ezu plochy R1, dolní okraj vý°ezu
plochy R1 s horním okrajem vý°ezu plochy R2, atd., aº nakonec dolní okraj
vý°ezu plochy Rn−2 s horím okrajem vý°ezu plochy Rn−1. Spojíme je²t¥
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okraje vý°ez·, které zatím z·staly volné � dolní okraj vý°ezu plochy Rn−1

a horní okraj vý°ezu plochy R0. Protoºe se celá procedura ve skute£nosti
d¥je ve £ty°rozm¥rném prostoru, nedokáºeme poslední krok nakreslit tak,
aby nedo²lo k protnutí zbývající £ásti celé plochy.

Nech´ n ≥ 2 je p°irozené £íslo a z ∈ C+ \ {0, ∞}. n-tou odmocninou z
prom¥nné z nazýváme inverzní funkci (relaci) k n-té mocnin¥, tj. funkci s
jednozna£nými v¥tvemi

φk(z) = n

√
|z| ei(Arg z+ 2kπ

n ), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. (13.5)

13.1.3 Limity, spojitost, posloupnosti a °ady funkcí kom-

plexní prom¥nné

V p°edchozím odstavci jsme de�novali funkce komplexní prom¥nné a po-
psali jejich zvlá²tnosti, neobvyklé v oboru prom¥nných reálných. Jednou z
nich je moºnost �dosadit� za prom¥nnou z nekone£no (a funkce také m·ºe
�hodnoty� nekone£no nabývat). Druhou je p°ípadná mnohozna£nost funkcí.
Od této chvíle do okamºiku, kdy bude ohlá²ena zm¥na, se budeme v¥novat
funkcím, které jsou kone£né a jednozna£né. To ov²em neznamená, ºe bychom
zavrhli odmocniny, nebo jiné mnohozna£né funkce, na které p°ípadn¥ nara-
zíme. V takovém p°ípad¥ v²ak na²e úvahy omezíme na jejich jednozna£né
v¥tve.

Pojem limity a spojitosti funkce komplexní prom¥nné nebude d¥lat pro-
blémy, nebo´ uº máme dost zku²eností s limitami funkcí více prom¥nných.
Proto se hned pustíme do de�nic a tvrzení, která v²ak jiº budeme dokazovat
ve stru£nosti, nebo v·bec. M·ºeme se totiº odkazovat na postupy podrobn¥
rozebrané v kapitole 8, které jsou £asto �univerzální� , tj. pouºitelné jak pro
reálná, tak pro komplexní £ísla £i funkce.

Nech´ f(z) je funkce s de�ni£ním oborem Df a E ⊂ Df . Dále p°edpoklá-
dejme, ºe z0 ∈ C+ je hromadný bod mnoºiny E, tj. z0 ∈ Ē. �ekneme, ºe
funkce f(z) má v bod¥ limitu L ∈ C∗ vzhledem k mnoºin¥ E, jestliºe ke kaº-
dému £íslu ε > 0, existuje δ > 0 tak, ºe f(P (z0, δ) ∩ E) ⊂ B(L, ε). Jestliºe
mnoºina E obsahuje n¥jaké okolí B(z0, ϑ), pop°ípad¥ P (z0, θ), hovo°íme o
limit¥ funkce f(z) v bod¥ z0. zapisujeme

lim
z→z0, z∈E

f(z) = L, resp. lim
z→z0

f(z) = L.
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�ekneme, ºe funkce f(z) je v bod¥ z0 spojitá vzhledem k mnoºin¥ E, resp.
spojitá, je-li v tomto bud¥ de�nována a platí-li

lim
z→z0, z∈E

f(z) = f(z0), resp. lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Situaci názorn¥ ukazuje obrázek 13.6. Jist¥ jste si v²imli, ºe se de�nice li-
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Obrázek 13.6: K pojmu limity funkce v bod¥ vzhledem k mnoºin¥, resp.
limity v bod¥.

mity funkce v bod¥ vzhledem k mnoºin¥ a de�nice limity funkce v bod¥ neli²í
od odpovídajících de�nic limit reálné funkce více (konkrétn¥ dvou) prom¥n-
ných v odstavci 9.2.1 druhého dílu (strany 459 a 460). Odchylka spo£ívající
v tom, ºe nyní uvaºujeme o �kulatých� okolích bod· (kruhová a prstencová),
zatímco v p°ípad¥ funkcí dvou reálných prom¥nných byla �hranatá� (obdél-
níková, resp. ryzí obdélníková), není podstatná. Uº v druhém dílu jsme si
totiº vyloºili, ºe bází euklidovské topologie v Rn mohou být jak otev°ené
n-rozm¥rné kvádry (pro n = 2 obdélníky), tak otev°ené n-rozm¥rné koule
(pro n = 2 kruhy). Mohli bychom proto jednodu²e konstatovat, ºe pravidla
pro po£ítání kone£ných limit pro z ∈ C budou u funkcí komplexní prom¥nné
stejná jako pro funkce více prom¥nných (v¥ta 9.2). Navíc je pouze to, ºe v p°í-
pad¥ limit funkcí komplexní prom¥nné existuje i moºnost z0 =∞ a také moº-
nost, ºe limitou kone£né funkce m·ºe být bod ∞. Pravidla rekapitulujeme
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v následující v¥t¥ jiº bez d·kaz·. Z pravidel pro limity pak bezprost°edn¥
vyplývají pravidla pro spojitost funkcí v daném bod¥. A je²t¥ poznámka:
Víte, pro£ je pro de�nici limity funkce v daném bod¥ pot°ebný p°edpoklad,
aby mnoºina E obsahovala n¥jaké okolí B(z0, ϑ)? D·vod je stejný, jak jsme
jej vyloºili v druhém dílu v p°íkladu 9.15, následujícím po de�nicích limity
na stranách 459 a 460: abychom mohli hovo°it o limit¥ funkce v bod¥ (tj. o
limit¥ jako takové, bez vazby na n¥jakou mnoºinu E), je t°eba, aby limita na
mnoºin¥ E nezávisela. Mén¥ p°esn¥ °e£eno, blíºíme-li se k bodu z0 z r·zných
stran, je t°eba, aby se funk£ní hodnoty blíºily k téºe limit¥. Je to podobné
jako v p°ípad¥ limity zleva a zprava u funkce jedné reálné prom¥nné (první
díl, strana 70).

V¥ta 13.4 (Vlastnosti limit): Nech´ f(z) je (kone£ná a jednozna£ná)
funkce, E ⊂ Df , z0 hromadný bod mnoºiny E. L, L1, L2, S je ozna£ení pro
kone£né limity. Platí
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Nech´ (p°edpoklady) pak (tvrzení)

f(z) má v bod¥ z0 limitu =⇒ tato limita je jediná

A ⊂ E, z0 je hromadný bod mnoºiny A =⇒ limz→z0,z∈A f(z) = L
limz→z0, z∈E f(z) = L

limz→z0,z∈A = limz→z0,z∈A = L =⇒ limz→z0, z∈A∪B = L

f(z) má v bod¥ z0 kone£nou limitu ke kaºdému ε > 0 existuje δ > 0
vzhledem k mnoºin¥ E ⇐⇒ tak, ºe pro v²echna z1, z2 ∈ P (z0, δ)

je |f(z2)− f(z1)|

limz→z0,z∈E f(z) = L1 limz→z0,z∈E [f(z)± g(z)] = L1 + L2

limz→z0,z∈E g(z) = L2 =⇒ limz→z0,z∈E [f(z)g(z)] = L1L2

(pro podíl nech´ g(z) 6= 0, L2 6= 0) limz→z0,z∈E [f(z)/g(z)] = L1/L2

limz→z0,z∈E f(z) = L, f(E) ⊂ G
limw→L,w∈G g(w) = S, existuje δ > 0 =⇒ limz→z0 g[f(z)] = S
tak, ºe f(z) 6= L na P (z0, δ) ∩ E

limz→z0,z∈E f(x) = 0 a h(z) je =⇒ limz→z0,z∈E [f(z)h(z)] = 0
ohrani£ená na jistém P (z0, δ)

limz→z0,z∈E f(z) = 0 ⇐⇒ limz→z0,z∈E |f(z)| = 0
limz→z0,z∈E f(z) =∞ ⇐⇒ limz→z0,z∈E |f(z)| =∞
limz→z0,z∈E f(z) = L =⇒ limz→z0,z∈E |f(z)| = |L|

limz→z0,z∈E f(z) = L ∈ C ⇐⇒ limz→z0,z∈E Re z = ReL
limz→z0,z∈E Im z = ImL

S výjimkou první jsou vlastnosti limit formulovány pro limitu v bod¥ vzhle-
dem k mnoºin¥. Pátá aº p°edposlední vlastnost z·stanou v platnosti, p·jde-
li o limitu jako takovou. Ve £tvrté vlastnosti je v p°ípad¥ jejího pouºití
pro limitu jako takovou zam¥nit P (z0, δ) ∩ E za P (z0, δ). Poslední vlast-
nost p°edstavuje Cauchyovo-Bolzanovo kritérium stejnom¥rné konvergence
posloupnosti funkcí
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V teorii funkcí komplexní prom¥nné se budeme neustále setkávat s °adami
funkcí. Konkrétn¥ p·jde o °ady mocninné, jak s kladnými, tak se zápornými
mocninami prom¥nné. Proto nyní stru£n¥ rekapitulujeme n¥které podstatné
pojmy týkající se posloupností a °ad funkcí, které známe z kapitoly 8. Sa-
moz°ejm¥, p·jde o bodovou a stejnom¥rnou konvergenci posloupností a °ad.
Oba typy konvergence a jejich rozdílnost jsme velmi d·kladn¥ probrali v ka-
pitole 8. P°echodem ke komplexní prom¥nné se na nich prakticky nic nem¥ní,
op¥t jen s výjimkou role bodu nekone£no.

Uvaºujme o posloupnosti (kone£ných, jednozna£ných) funkcí {fn(z)}n∈N de-
�novaných na mnoºin¥ E ∈ C+. �ekneme, ºe posloupnost bodov¥ konverguje
k funkci f(z) na mnoºin¥ E, jestliºe v kaºdém bod¥ z0 konverguje £íselná
posloupnost {fn(z0)}n∈N k hodnot¥ f)(z0), tj. kdyº pro kaºdý bod z0 ∈ E a
kaºdé £íslo ε > 0 existuje index N(z0, ε) tak, ºe pro v²echny hodnoty indexu
n ≥ N(z0, ε) je fn(z0) ∈ B(f(z0), ε).

V²imn¥te si, ºe jsme v de�nici schváln¥ zd·raznili skute£nost, ºe indexN(z0, ε)
není z hlediska mnoºiny E univerzální, nýbrº závisí na z0. jednodu²e °e£eno,
v n¥kterých bodech mnoºiny E m·ºe posloupnost konvergovat �lépe� , v ji-
ných �h·°e� . Konvergenci povaºujeme za tím �lep²í� , £ím je index N(z0, ε)
pro dané ε men²í. Ale to uº víme z kapitoly 8. Je²t¥ jednu v¥c je t°eba si
uv¥domit: de�nice konvergence se sice vztahuje k posloupnosti kone£ných
funkcí, ale není vylou£eno, ºe funkce, která je její limitou, m·ºe nabývat i
hodnot nekone£no.

�ekneme, ºe posloupnost (kone£ných, jednozna£ných) funkcí {fn(z)}n∈N de-
�novaných na mnoºin¥ E ⊂ C+ konverguje ke kone£né funkci f(z) na mno-
ºin¥ E stejnom¥rn¥, kdyº pro kaºdé £íslo ε > 0 existuje index N(ε) tak,
ºe pro v²echny hodnoty indexu n ≥ N(z0, ε) a v²echny body z ∈ E je
fn(z0) ∈ B(f(z0), ε).

Jist¥ není t°eba zd·raz¬ovat, ºe odli²nost slovosledu v de�nici stejnom¥rné
a bodové konvergence je obsahov¥ velice podstatná. Index N(ε) nezávisí na
bodu mnoºiny E, v které posloupnost vy£íslujeme, je pro celou mnoºinu E
univerzální. Dalo by se °íci, ºe konvergence posloupnosti je ve v²ech bodech
mnoºiny E �stejn¥ dobrá� . Zd·razn¥me také, ºe pojem konvergence je de�-
nován pro p°ípad, ºe nejen £leny posloupnosti, ale také limita, jsou kone£né
funkce. A je²t¥ jeden typ konvergence jsme zmi¬ovali v kapitole 8:

Posloupnost {fn(z)}n∈N nazýváme lokáln¥ stejnom¥rn¥ konvergentní k funkci
f(z) na mnoºin¥ E, jestliºe kaºdý bod z ∈ E má takové okolí B(z, δz), ºe
posloupnost konverguje stejnom¥rn¥ na mnoºin¥ E ∩B(z, δz).
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P°íklad 13.6: Geometrická posloupnost funkcí
Geometrická posloupnost funkcí se nám jako vd¥£ná ukázka rozdílu mezi
oby£ejnou a stejnom¥rnou konvergencí osv¥d£ila uº v kapitole 8 (p°íklady
8.21 aº 8.24). Stejným zp·sobem �zafunguje� i v oboru komplexní prom¥nné.
Posloupnost {fn(z)}n∈N, fn(z) = zn, bodov¥ konverguje k identicky nulové
funkci na mnoºin¥ E = B(0, 1) (jednotkový kruh se st°edem v bod¥ 0). Na
tomto kruhu v²ak není zaru£ena stejnom¥rná konvergence. Budeme-li totiº
je zvolenému ε > 0 hledat index, od kterého vý²e platí fn(z) ∈ B(0, ε),
zjistíme (zcela stejným postupem jako v p°íkladu 8.21), ºe jej nelze zvolit
univerzáln¥ pro celou mnoºinu B(z0, ε), nebo´ n >

log ε
log |z| . Pro |z| → 1 tento

index roste do nekone£na. Ke kaºdému bodu z ∈ B(0, ε) v²ak existuje okolí,
na n¥mº posloupnost konverguje k nulové funkci stejnom¥rn¥. T°eba okolí
B(z, 1

2(1 − |z|)). Záv¥r: posloupnost {zn} konverguje na mnoºin¥ B(0, 1) k
nulové funkci bodov¥ a lokáln¥ stejnom¥rn¥, nekonverguje v²ak stejnom¥rn¥.
Na kruhu B(0, 1−δ) pro jakkoli malé δ > 0 v²ak jiº stejnom¥rná konvergence
zaji²t¥na je. Na tomto p°íkladu vidíme, ºe bodová konvergence je �nejslab²í� ,
stejnom¥rná �nejsiln¥j²í� a lokáln¥ stejnom¥rná �n¥co mezi� .

Obecn¥ platné je schema

stejnom¥rná konvergence na E =⇒ lokáln¥ stejnom¥rná konvergence na E =⇒

=⇒ bodová konvergence na E

a tvrzení: Posloupnost {fn(z)}n∈N je stejnom¥rn¥ konvergentní na (ote-
v°eném) okolí B(z0, R) bodu z0 ∈ C+, R ∈ (0, ∞), práv¥ kdyº je stej-
nom¥rn¥ konvergentní na kaºdém otev°eném okolí tohoto bodu B(z0, r),
r ∈ (0, R), nebo, ekvivalentn¥, jeho uzáv¥ru B̄(z0, r). Anebo, je²t¥ obecn¥ji:
Nech´ E ⊂ C+ je otev°ená mnoºina. Posloupnost {fn(z)}n∈N konverguje
lokáln¥ stejnom¥rn¥ na E práv¥ kdyº konverguje stejnom¥rn¥ na kaºdé uza-
v°ené podmnoºin¥ K ⊂ E.

Jist¥ jste si v²imli, ºe p°edchozí tvrzení zahrnuje i situace, kdy bodem z0 je
bod nekone£no. V takových p°ípadech je jen pot°eba si p°ipomenout de�nici
okolí tohoto bodu.

Uvaºujme op¥t o kone£ných a jednozna£ných funkcích na mnoºin¥ E ⊂ C+.
�adu funkcí

∑∞
n=1 fn(z) nazveme bodov¥ konvergentní na mnoºin¥ E, jestliºe

bodov¥ konverguje posloupnost {sn(z)}n∈N jejích £áste£ných sou£t· sn(z) =
f1(z) + · · · + fn(z). �ekneme, ºe °ada konverguje na E stejnom¥rn¥, resp.
lokáln¥ stejnom¥rn¥ konverguje-li posloupnost jejích £áste£ných sou£t· na E
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stejnom¥rn¥, resp. lokáln¥ stejnom¥rn¥. �ada se nazývá absolutn¥ konver-
gentní na E, jestliºe °ada

∑∞
n=1 |fn(z)| bodov¥ konverguje na E.

P°íklad 13.7: Sou£et geometrické °ady
Pro²et°íme bodovou, stejnom¥rnou a absolutní konvergenci geometrické °ady∑∞
n=0 fn(z), fn(z) = zn, na mnoºin¥ C+. (S£ítání od n = 0 se jist¥ nikdo

nediví.) n-tý £áste£ný sou£et této °ady ozna£íme sn(z), n-tý £áste£ný sou£et
°ady z absolutních hodnot Sn(z). Platí

sn(z) =
1− zn

1− z
, Sn(z) =

1− |z|n

1− |z|
=

n−1∑
k=0

zk.

(Vztahy si snadno sami dokáºete matematickou indukcí � úloha 4 ve Cvi£ení
13.1.5.) Kvocienty uvaºovaných geometrických °ad jsou q = z a Q = |z|.
Úvahy o konvergenci proto povedem zvlá²´ pro mnoºiny B(0, 1),C+\B(0, 1)
a hB(0, 1) (vnit°ek, vn¥j²ek a hranici jednotkového kruhu se st°edem v bod¥
0.)

• E = B(0, 1)
V kaºdém bod¥ mnoºiny B(0, 1) existuje limita

lim
n→∞

{sn} =
1

1− z
.

Geometrická °ada bodov¥ konverguje na mnoºin¥ B(0, 1) k sou£tu
s(z) = (1− z)−1. Pro sou£ty Sn(z) platí

lim
n→∞

{Sn(z)} = lim
n→∞

{
1− |z|n

1− |z|

}
=

1

1− |z|
,

°ada konverguje také absolutn¥, a to k sou£tu (1−|z|−1. Pro prov¥°ení
stejnom¥rné konvergence postupujeme obdobn¥ jako v p°íkladu 13.6 £i
v p°íkladu 8.21. Zvolíme ε > 0 a vzhledem k indexu n °e²íme nerovnici

|sn(z)− s(z)| < ε =⇒
∣∣∣∣1− zn1− z

− 1

1− z

∣∣∣∣ < ε.

Po úprav¥ a logaritmování (s uváºením skute£nosti, ºe logaritmus je
rostoucí funkce a ºe |z| < 1) dostaneme

n <
log (ε|1− z|)

log |z|
=⇒ n >

∣∣∣∣ log (ε|1− z|)
log |z|

∣∣∣∣ .
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Vidíme, ºe index, od n¥hoº vý²e platí poºadovaná nerovnost, závisí na
prom¥nné z. Blíºí-li se bod z k hranici kruhu B(0, 1), index neome-
zen¥ roste. Konvergence °ady tedy není stejnom¥rná. Je v²ak lokáln¥
stejnom¥rná: sta£í kruh zmen²it na B(0, 1−δ) pro jakkoli malé kladné
δ.

• E = C+ \B(0, 1)
Pro vn¥j²ek kruhu B(0, 1), tj. pro |z| > 1, pouºijeme následující odhad:

|sn(z)| =
∣∣∣∣1− zn1− z

∣∣∣∣ ≥ |1− |z|n|1 + |z|
−→ ∞.

Na mnoºin¥ C+ \ B̄(0, 1) °ada nekonverguje ani bodov¥.

• hB(0, 1) = {z ∈ C+ | |z| = 1}
Na hranici jednotkového kruhu se st°edem v nule je z = eiϕ. Pak

sn(z) = sn(ϕ) =
1− einϕ

1− eiϕ
= e(n−1)ϕ

2
sin nϕ

1

sin ϕ
2

,

Sn(z) = Sn(ϕ) =

∣∣∣∣∣sin
nϕ
1

sin ϕ
2

∣∣∣∣∣ .
Posloupnosti {sn(ϕ)} a {Sn(ϕ)} zjevn¥ limintu nemají. Jako p°íklad
vezm¥me t°eba bod z = i. Posloupnost {sn(i)} má £ty°i hromadné
body: 0 pro n = 4m, 1 pro n = 4m + 1, 1 + i pro n = 4m + 2 a i pro
n = 4m+ 3, m ∈ N. Na hranici kruhu B(0, 1) tedy geometrická °ada,
ani °ada z absolutních hodnot jejích £len·, nekonvergují ani bodov¥,
natoº stejnom¥rn¥.

Souhrn výsledk· ukazuje tabulka.

absolutní bodová stejnom¥rná lok. stejn.

B(0, 1) 1
1−|z|

1
1−z ne 1

1=z

C+ \B(0, 1) ne ne ne ne
hB(0, 1) ne ne ne ne

Následují v¥ty týkající se konvergence °ad. Jejich d·kazy jsou tak°ka p°es-
nou rekapitulací d·kaz· uvedených v odstavci 8.2.1, proto je zestru£níme,
pop°ípad¥ i vynecháme.
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V¥ta 13.5 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium): Posloupnost {fn(z)}n∈N
(kone£ných, jednozna£ných) funkcí de�novaných na mnoºin¥ E ⊂ C+ kon-
verguje na E stejnom¥rn¥ práv¥ tehdy, jestliºe ke kaºdému £íslu ε > 0 existuje
index N tak, ºe pro v²echny hodnoty m, n ≥ N je |fm(z) − fn(z)| < ε pro
v²echny body z ∈ E.
�ada

∑∞
n=0 fn(z) (kone£ných, jednozna£ných) funkcí de�novaných na mno-

ºin¥ E ⊂ C+ konverguje na E stejnom¥rn¥ práv¥ tehdy, jestliºe ke kaºdému
£íslu ε > 0 existuje index N tak, ºe pro v²echny hodnoty n ≥ N a k ∈ N je
|fn+1(z) + · · ·+ fn+k(z)| < ε pro v²echny body z ∈ E.

Znovu zd·razn¥me, ºe slovosled v p°edchozí v¥t¥ jasn¥ °íká, ºe index N je
univerzální pro celou mnoºinu E. D·kaz Cauchyova-Bolzanova kritéria pro
posloupnosti funkcí provedeme p°esn¥ podle postupu pouºitého v d·kazu pro
£íselné posloupnosti. Pro p°ípad °ady je

sn+k(z)− sn(z) = fn+1(z) + · · ·+ fn+k(z).

Sta£í proto, abychom Cauchyovo-Bolzanovo kritérium aplikovali na posloup-
nost jejích £áste£ných sou£t·.

V¥ta 13.6 (Srovnávací kritérium): P°edpokládejme, ºe posloupnosti funkcí
{fn(z)}n∈N a {gn(z)}n∈N jsou de�novány na mnoºin¥ E ⊂ C+ a spl¬ují ná-
sledující poºadavky:

• |fn(z)| ≥ gn(z) pro v²echna n ∈ N na mnoºin¥ E,

• °ada
∑∞
n=0 gn(z) konverguje na E stejnom¥rn¥.

Pak °ada
∑∞
n=0 fn(z) konverguje na E stejnom¥rn¥ a absolutn¥.

O£ je toto tvrzení závaºn¥j²í, o to je d·kaz jednodu²²í. vyplývá totiº p°ímo
z Cauchyova-Bolzanova kritéria a p°edpoklad· v¥ty. Zvolme ε > 0 libovoln¥.
Protoºe °ada

∑∞
n=0 gn(z), která je tvo°ena nezápornými funkcemi (jak plyne

z p°edpokladu |fn(z)| ≥ gn(z)), konverguje na E stejnom¥rn¥, existuje index
N tak, ºe pro v²echna n ≥ N a v²echna k ∈ N platí na celé mnoºin¥ E
nerovnost

gn+1(z) + · · ·+ gn+k(z) < ε.

Pak
|fn+1(z) + · · ·+ fn+k(z)| ≥ gn+1(z) + · · ·+ gn+k(z) < ε.

Stejnom¥rná konvergence °ady
∑∞
n=0 fn(z) jiº plyne p°ímo z Cauchyova-

Bolzanova kritéria. Zvlá²´ uºite£ným p°íkladem srovnávacího kritéria je si-
tuace, kdy je °ada

∑∞
n=0 gn(z) tvo°ena nezápornými konstantními funkcemi.
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Její stejnom¥rná konvergence je pak ekvivalentní konvergenci °ady reálných
nezáporných £ísel � a na tu máme spoustu kritérií ve v¥t¥ 8.7. A pokud si na
kapitolu 8 o °adách dob°e vzpomenete, vybaví se vám jist¥ zobecn¥né Weier-
strassovo kritérium (první vlastnost ve v¥t¥ 8.11), které je práv¥ srovnávacím
kritériem stejnpm¥rné konvergence °ad, av²ak pro funkce reálné prom¥nné.

Na²ím cílem ov²em není zabývat se °adami v oboru komplexní prom¥nné
jako takovými. Ke studiu funkcí komplexní prom¥nné pot°ebujeme jen velmi
speciální °ady, a to °ady mocninné, a´ jiº s kladnými £i zápornými mocninami
prom¥nné. Soust°e¤me se nejprve na ty s mocninami nezápornými. Ostatní
p°ijdou na p°et°es pozd¥ji.

�ada
∑∞
n=0 cn(z − z0)n, cn, z0 ∈ C se nazývá mocninná °ada se st°edem

v bod¥ z0. �ada
∑∞
n=0 cnz

−n se nazývá mocninná °ada se st°edem v bod¥
nekone£no.

Pozn.: �e se nedrºí sliby? sotva jsme °ekli, ºe se °adami se zápornými mocni-
nami prom¥nné zatím zabývat nebudeme, obejvuje se taková °ada v de�nici.
Záporných mocnin se zbavíme, uv¥domíme-li si, ºe °ada

∑∞
n=0 cnz

−n se st°e-
dem v bod¥ nekone£no se dá chápat jako °ada v prom¥nné ξ = z−1 se st°edem
v bod¥ nula. Studium p·vodní °ady na okolí B(∞, R) je ekvivalentní zkou-
mání °ady

∑∞
n=0 cnξ

n na okolí B(0, R−1). V textu se budeme k takovým
zám¥nám uchylovat pom¥rn¥ £asto.

V¥ta 13.7 (Abelova v¥ta a Cauchy·v-Hadamard·v vzorec):P°edpokládejme,
ºe °ada

∑∞
n=0 cn(z − z0), z0 ∈ C, konverguje v bod¥ z1 6= z0 (ve svém st°edu

konverguje °ada triviáln¥ � skládá se ze samých nul). Pak konverguje abso-
lutn¥ a stejnom¥rn¥ v kaºdém (uzav°eném) kruhu B̄(z0, r), kde R < |z1−z0|.

Existuje práv¥ jedno £íslo R, 0 ≤ R ≤ ∞, zvané polom¥r konvergence
°ady, takové, ºe °ada konverguje absolutn¥ a lokáln¥ stejnom¥rn¥ na mnoºin¥
B(z0, R) a diverguje na mnoºin¥ C+ \B(z0, R). Platí

R =

[
lim sup
n→∞

n

√
|cn|

]−1

, R =

[
lim
n→∞

n

√
|cn|

]−1

. (13.6)

Druhý vzorec v (13.6) platí v p°ípad¥, ºe p°íslu²ná limita existuje.

Skute£nost, ºe konvergence odpovídající £íselné °ady v jednom jediném bod¥
mimo st°ed zaji²´uje konvergenci (dokonce absolutní a stejnom¥rnou!) v ce-
lém kruhu aº po polom¥r daný vzdáleností tohoto bodu od st°edu °ady, nás
nep°ekvapuje. N¥co podobného tu uº bylo u mocninných °ad funkcí reálné
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prom¥nné (p°íklad 8.33 a v¥ta 8.12). P°esto si d·kazy v rychlosti p°ipome-
neme. Zvolme R < |z1 − z0|. Pro z ∈ B̄(z0, r) platí

|cn(z − z0)|n = |cn(z1 − z0)n|
∣∣∣∣ z − z0

z1 − z0

∣∣∣∣ = |cn(z1 − z0)n|ϑn, 0 ≤ ϑ < 1.

Protoºe (£íselná) °ada
∑∞
n=0 cn(z− z0)n konverguje, je posloupnost {cn(z1−

z0)}n∈N∪{0} ohrani£ená (má za limitu nulu). Existuje proto takové £íslo M ,
pro n¥º je |cn(z1 − z0)| ≤M pro v²echna n ∈ N ∪ {0}. Odtud

|cn(z − z0)n| ≤Mϑn.

�ada
∑∞
n=0Mϑn je °adou geometrickou, proto konverguje absolutn¥ a lo-

káln¥ stejnom¥rn¥ v kaºdém kruhu B(0, ϑ0), kde 0 < ϑ0 < 1 (viz p°íklad
13.7). D·kaz kon£í pouºitím v¥ty 13.6.

D·kaz existence polom¥ru konvergence a nalezení p°íslu²ného vzorce pro-
ve¤me pro zjednodu²enou, av²ak nej£ast¥j²í situaci, tj. kdyº existuje limita
limn→∞ n

√
cn. P°edpokládejme nejprve, ºe tato limita je kone£ná a hledejme

podmínku pro £íslo r tak, aby £íselná °ada s nezápornými £leny
∑∞
n=0 |cnrn|

konvergovala. (Jedná se o p°ímé uplatn¥ní postupu d·kazu v¥ty 8.12.) Podle
limitního odmocninového (Cauchyova) kritéria z v¥ty 8.7 je t°eba poºadovat

lim
n→∞

n

√
|cnrn| < 1 =⇒ r lim

n→∞
n

√
|cn| < 1 =⇒ r < [ lim

n→∞
n

√
|cn|]−1.

Naopak,op¥t podle Cauchyova odmocninového kritéria, pro r > [limn→∞
n
√
|cn|]−1

°ada
∑∞
n=0 |cnrn| diverguje. Hodnota R daná vztahem (13.6) p°edstavuje

práv¥ p°ed¥l mezi konvergencí a divergencí. Poloºme r < R. V kruhuB(z0, r),
a dokonce v uzav°eném kruhu B̄(z0, r), platí |cn(z − z0)n| ≤ |cnrn|. �ada∑∞
n=0 cn(z−z0)n v n¥m konverguje absolutn¥ a stejnom¥rn¥ podle v¥ty 13.6.
V p°ípad¥, ºe je limn→∞

n
√
|cn| = ∞, je |z − z0| limn→∞

n
√
|cn| > 1 pro

libovolný bod z ∈ C, z 6= z0. Podle limitního odmocninového kritéria proto
°ada nekonverguje v ºádném bod¥, s výjimkou svého st°edu z0 (v n¥m jsou
v²echny její £leny nulové).

P°íklad 13.8: Je²t¥ jedna °ada
Rozhodneme o oblastech konvergence a divergence, resp. o typu konvergence
°ady

∞∑
n=1

(−1)n
zn

n
.

Platí

lim
n→∞

n

√
|cn| = lim

n→∞
n

√
1

n
= lim

n→∞
exp

(
ln

n

√
1

n

)
= exp

(
lim
n→∞

1

n
ln

1

n

)
= 1.
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V záv¥ru výpo£tu jsme pouºili L'Hospitalovo pravidlo. Polom¥r konvergence
°ady je R = 1. V kruhu B(0, 1) konverguje °ada absolutn¥ a lokáln¥ stejno-
m¥rn¥, vn¥ tohoto kruhu diverguje. Konvergenci na hranici kruhu je t°eba
zvlá²´ pro²et°it. Platí tam z = eiϕ. Pro £leny °ady a jejich absolutní hodnoty
na hranici dostáváme

un = (−1)n
eiϕ

n
, |un| =

1

n
.

�ada
∑∞
n=1 |un| je harmonická. Víme o ní, ºe diverguje. Zbývá zjistit, jak je to

�oby£ejnou konvergencí� . p°edstavme si £leny °ady jako sou£inzy un = anbn,
an = 1

n , bn = (−1)neinϕ. Vezm¥me nejprve v úvahu t°eba °adu z reálných
£ástí ∞∑

n=1

Reun =
∞∑
n−1

1

n
[(−1)n cosnϕ].

Posloupnost
{

1
n

}
n∈N

je monotonní s nulovou limitou. Posloupnost {(−1)n cosnϕ}n∈
má ohrani£enou posloupnost £áste£ných sou£t·∣∣∣∣∣

n∑
k=1

(−1)n Re einϕ

∣∣∣∣∣ = Re |− exp iϕ|
∣∣∣∣∣1− (−1)N exp iNϕ

1 + exp iϕ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| cos ϕ2 |
,

s výjimkou ϕ = (2m + 1)π (odpovídá bodu z = −1). S výjimkou uvede-
ného bodu jsou tak spln¥ny podmínky konvergence podle Dirichletova kri-
téria (v¥ta 8.7). Zcela analogická je úvaha pro °adu tvo°enou imaginárními
£ástmi £len· posloupnosti {un}n∈N. Krom¥ lokáln¥ stejnom¥rné konvergence
v kruhu B(0, 1) konverguje výchozí °ada bodov¥ také na jeho hranici, s vý-
jimkou bodu z = −1.

P°íklad 13.9: A je²t¥ jedna velice d·leºitá
Z oboru reálné prom¥nné známe Taylorovu °adu exponenciální funkce

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
,

která konverguje absolutn¥ a stejnom¥rn¥ na reálné ose. Zkusme pro²et°it její
konvergenci v komplexním oboru. Pro polom¥r konvergence lze uºít i vztahu

R =

[
lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣]−1

= lim
n→∞

(
1

n+ 1

)−1

=∞.

(úloha 6 ve cvi£ení 13.5). �ada konverguje absolutn¥ a stejnom¥rn¥ v celé
(neroz²í°ené!) Gaussov¥ rovin¥. Získáváme novou funkci, kterou ozna£íme
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f(z) = ez a snadno odvodíme její vlastnosti (úloha 7 ve cvi£ení 13.5). Pomocí
ní zkonstruujeme dal²í funkce, cos z, sin z, cosh z, sinh z.

Ozna£íme

ez =
∞∑
n=1

zn

n!
, ez1+z2 = ez1 ez2 , e0 = 1, [ez]m = emz, m ∈ N

cos z =
1

2

(
eiz + e−iz

)
, sin z =

1

2i

(
eiz − e−iz

)
,

cosh z =
1

2

(
ez + e−z

)
, sinh z =

1

2
(ez − ez) .

Funkce tangens, kotangens, hyperbolický tangens a hyperbolický kotangens
se jiº zavedou jednodu²e, jako podíly

tg z =
sin z

cos z
, cotg z =

cos z

sin z
, tgh z =

sinh z

cosh z
, cotgh z =

cosh z

sinh z
.

Jsou to funkce mnohozna£né. rozboru jejch vlastností se budeme v¥novat
pozd¥ji. Mnohozna£ná je i funkce logaritmus. I jí se budeme pozd¥ji zabývat
podrobn¥. V tuto chvíli se v²ak nau£íme alespo¬ vy£íslovat její hodnoty.

P°íklad 13.10: Logaritmus
Logaritmickou a exponenciální funkci v reálném oboru známe velmi dob°e s
prvního dílu (první díl, odstavec 2.2.5). Víme, ºe se jedná o funkce navzá-
jem inverzní. Exponenciální funkce jsme zavedli jiº i v komplexním oboru, i
kdyº je²t¥ ne zcela dokonale. Pro praktické po£ítání nám to v²ak zatím sta£í.
Zkusme k ní najít inverzní relaci a uvidíme, zda ji budeme moci nazvat loga-
ritmem. Inverzní relaci k exponenciální funkci zjistíme, najdeme-li v²echna
°e²ení w = ξ + iζ rovnice ew = z.

eξ+iζ = |z|eiArg z+2kπ, k ∈ Z,

a odtud
eξ = |z| ⇒ eξ = |z|, ζ = Arg z + 2kπ.

Dostáváme nekone£n¥ (spo£etn¥) mnoho °e²ení, která m·ºeme o£íslovat in-
dexem k,

wk(z) = ln |z|+ i (Arg z + 2kπ) .

Snadno ov¥°íme (prove¤te), ºe jsou spln¥ny základní vlastnosti logaritmu

wk(z
m
1 z

n
2 ) = mw0(z1) + nw0(z2) + 2ikπ, wk(1) = 2ikπ, m, n ∈ Z.
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Funkci logaritmus zavedeme jako relaci

f(z) = ln z = {ln |z|+ i (Arg z + 2kπ) | k ∈ Z}. (13.7)

Jednozna£né funkce, které získáme pro pevn¥ zvolené k,

lnk z = ln |z|+ i (Arg z + 2kπ) = Ln z + 2ikπ,

jsou v¥tve logaritmu, v¥tev odpovídající k = 0 se ozna£uje Ln z a nazývá se
hlavní v¥tev logaritmu.

Logaritmus samoz°ejm¥ není de�nován v bodech, v nichº není de�nován
argument prom¥nné z. Jsou to body nula a nekone£no. P°i zm¥n¥ argumentu
o 2π (tj. v kladném smyslu) p°ejde k-tá v¥tev v (k+1)-tou v¥tev, p°i zm¥n¥ o
(−2π) (tj. v záporném smyslu) p°ejde ve v¥tev s indexem (k−1). �P°elévání�
mezi v¥tvemi lze zamezit, omezíme-li de�ni£ní obor na Gaussovu rovinu s
vý°ezem nap°íklad podél nezáporné osy x.

13.1.4 Diferenciální 1-formy v komplexním oboru a k°ivkový

integrál

Integrál z funkce komplexní prom¥nné je zavád¥n jako k°ivkový integrál dru-
hého druhu. P°ed formulací p°esné de�nice se v¥nujme názorné motiva£ní
úvaze. K°ivkový integrál druhého druhu v Rn jsme zavedli jiº v druhém dílu
(aniº bychom pracovali s diferenciálními formami, de�novanými aº v kapi-
tole 12). Této �klasické� de�nice nyní vyuºijeme. Integrál z vektorové funkce
~F (~r) = (F1(x, y), F2(x, y)) po rovinné k°ivce C parametrizované rovnicemi

C : [α, β] 3 t −→ C(t) = (x(t), y(t)) ∈ R2

jsme de�novali vztahem

∫
C

~F d~r =

∫
C

F1(x, y) dx+F2(x, y) dy =

β∫
α

[(F1 ◦ C(t))ẋ(t) + (F2 ◦ C(t))ẏ(t)] dt.

Pracovali jsme v v²ak reálném oboru. V komplexní rovin¥ zapí²eme parame-
trizaci k°ivky C ve tvaru komplexní funkce reálného parametru t ∈ [α, β]:

C : [α, β] 3 t −→ C(t) = z(t) = x(t) + iy(t),

a místo vektorového pole ~F s reálnými sloºkami pracujeme s funkcí f(z) =
u(x, y)iv(x, y). Po£ítejme chvíli:

f(z) dz = [u(x, y)+i v(x, y)] (dz+i dy) = [u(x, y) dx−v(x, y) dy]+i[v(x, y) dx+u(x, y) dy].
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Jeví se jako p°irozené de�novat integrál z funkce f(z) po k°ivce C jako kom-
plexní £íslo, jehoº reálnou, resp. imaginární £ást bude tvo°it (reálný) integrál
druhého druhu z (reálného) vektorového pole ~F (~r) = (u(x, y), −v(x, y)),
resp. ~G(~r) = (v(x, y), u(x, y)) v (reálné) euklidovské rovin¥. Kdo si ob-
líbil diferenciální formy, zapí²e integrá· je²t¥ jednodu²eji, pomocí 1-forem
ω = udx− v dy a η = v dx+ udy.

Je²t¥ je t°eba formulovat poºadavky na integra£ní obor � k°ivku C.
Budeme p°edpokládat, ºe je po £ástech hladká, tj. sloºená s kone£ného po-
£tu hladkých úsek·. Tomuto p°edpokladu z de�nice vyhovují jednorozm¥rné
singulární krychle a °et¥zce (odstavec 12.4.1). Dal²ím p°edpokladem je tzv.
rekti�kovatelnost k°ivky. To znamená poºadavek její kone£né délky dané in-
tegrálem prvního druhu,

∫
C

dl =

β∫
α

√
ẋ2(t) + ẏ2(t) dt <∞,

a´ uº jej chápeme klasicky (první díl, odstavec 2.3.5), nebo jako integrál z
diferenciální formy p°edstavující element délky (odstavec 12.4.5).

�Klasická� de�nice: Nech´ C je po £ástech hladká rekti�kovatelná k°ivka v C
a f(z) = u(x, y) + i v(x, y) funkce spojitá na otev°ené mnoºin¥ D obsahující
k°ivku C. Integrálem z funkce f(z) po k°ivce C rozumíme∫
C

f(z) dz =

∫
C

u(x, y) dx− v(x, y) dy + i

∫
C

v(x, y) dx+ u(x, y) dy. (13.8)

De�nice pomocí forem: Nech´ C je k°ivka (jednorozm¥rná singulární krychle,
resp. jednorozm¥rný singulární °et¥zec) v C ∼ R2 a ω = udx − v dy a
η = v dx + udy diferenciální 1-formy de�nované na otev°ené mnoºin¥ D ⊂
C obsahující C. Integrálem z funkce f(z) = u(x, y) + i v(x, y) po k°ivce C
rozumíme ∫

C

f(z) dz =

∫
C

ω + i

∫
C

η. (13.9)

Z de�nice k°ivkového integrálu z funkce komplexní prom¥nné, který je fak-
ticky �zkombinován� z k°ivkových integrál· z reálných vektorových funkcí
(jeho reálná i imaginární £ást jsou reálné k°ivkové integrály) je ihned vid¥t,
ºe i v komplexním oboru se zachovala typická vlastnost integrál· � linearita:
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∫
C

(αf(z) + βg(z)) dz = α

∫
C

f(z) dz + β

∫
C

g(z) dz, α, β ∈ C. (13.10)

Pozn.: Nabízí se je²t¥ dal²í moºnost jak interpretovat integrál
∫
C
f(z) dz. Di-

ferenciální formy jsme v odstavci 12.3 zavedli jako antisymetrická tenzorová
pole na vektorových prostorech nad R. Pokud jako skalární pole p°ipustíme
pole komplexních £ísel C, jak jsme to provedli v p°íkladu 12.54, získáme zo-
becn¥ní tohoto pojmu. Integrál z funkce f(z) po k°ivce C pak chápeme jako
integrál z formy f(z) dz po jednorozm¥rné singulární krychli, resp. °et¥zci C.

P°íklad 13.11: N¥kolik ukázek
V tomto p°íkladu vypo£teme ukázkov¥ n¥kolik integrál· z r·zných funkcí
komplexní prom¥nné po r·zných k°ivkách. K°ivky, po nichº budeme inte-
grovat, jsou na obrázku 13.7. Integrované funkce zvolíme t°eba takto (jak
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Obrázek 13.7: K p°íkladu 13.10.

vypadá jejich reálná a imaginární £ást, odvo¤te sami � úlohy 7 a 8 ve cvi-
£ení 13.1.5 ):

• f(z) = z2, ⇒ u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy,

• f(z) = az2 + bzc, a, b, c ∈ C,

• f(z) = ez ⇒ u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y,

• f(z) = 1
z , ⇒ u(x, y) = x

x2+y2
, v(x, y) = − y

x2+y2
,
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e) f(z) = 1
z−3 , ⇒ u(x, y) = x−3

(x−3)2+y2
, v(x, y) = − y

(x−3)2+y2
.

Integrace po k°ivce C1: K°ivka se skládá ze £ty° hladkých úsek·, dvou
kruhových oblouk· K1 a K2 a dvou úse£ek U1 a U2. Zapí²eme (zkrácen¥)
jejich parametrizace.

K1 : [0, π] 3 t =⇒ (2 cos t, 2 sin t) ∈ C, U1 : [−2, −1] 3 t =⇒ (t, 0) ∈ C,

K2 : [π, 0] 3 t =⇒ (cos t, sin t) ∈ C, U2 : [1, 2] 3 t =⇒ (t, 0) ∈ C.

Výpo£ty pro jednotlivé funkce rozpracujeme a zapí²eme výsledky. Podrobn¥
propo£ítejte integrály sami.

• f(z) = z2, ω = (x2 − y2) dx− 2xy dy, 2xy dx+ (x2 − y2) dy,

∫
K1

z2 dz =

π∫
0

[(4 cos2 t− 4 sin2 t)(−2 sin t)− 16 cos2 t sin t] dt+

i

π∫
0

[−16 cos t sin2 t) + (4 cos2 t− 4 sin2 t)2 cos t] dt = −16

3

∫
K2

z2 dz =

0∫
π

[(cos2 t− sin2 t)(− sin t)− 2 cos2 t sin t] dt+

+ i

π∫
0

[−2 cos t sin2 t) + (cos2 t− sin2 t) cos t] dt =
2

3

∫
U1

z2 dz =

−1∫
−2

t2 dt =
7

3
,

∫
U2

z2 dz =

2∫
1

t2 dt =
7

3

∫
C1

z2 dz =

∫
K1

z2 dz +

∫
K2

z2 dz +

∫
U1

z2 dz +

∫
U2

z2 dz = 0.

• f(z) = az2 + bz + c. Uºitím vztahu (13.10) dostaneme∫
C1

(az2 + bz + c) dz = a

∫
C1

z2 dz + b

∫
C1

z dz + c

∫
C1

dz.
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Sta£í proto, abychom spo£ítali integrál z funkcí g1(z) = z (ω = x dx−
y dy, η = y dx+ x dy) a g2(z) = 1 (ω = dz, η = dy).

∫
C1

z dz =

− π∫
0

8 sin t cos tdt+ i

π∫
0

(−4 sin2 t+ 4 cos2 t) dt

+

− 0∫
π

sin t cos tdt+

+ i

0∫
π

(cos2 t− sin2 t) dt

+

−1∫
−2

t dt+

2∫
1

tdt = 0

∫
C1

dz =

−2

π∫
0

sin tdt+ i2

π∫
0

cos tdt

+

− 0∫
π

sin tdt+ i

0∫
π

cos t dt

+

+

∫ −1

−2
dt+

2∫
1

dt = −4 + 2 + 2 = 0.

Celkov¥ je tedy integrál z funkce f(z) = az2 +bz+c po k°ivce C nulový.

• f(z) = ez, ω = ex cos y dx − ex sin y dy, ω = ex sin y dx + ex cos y dy.
Zkusme nejprve, jak by vypadal výpo£et integrálu po k°ivce K2 p°ímo
z de�nice:

∫
K2

ez dz =

0∫
π

ecos t (− sin t cos (sin t)− cos t sin (sin t)) dt+

+ i

π∫
0

ecos t (− sin t sin (sin t) + cos t cos (sin t)) dt.

Je vid¥t, ºe p°ímý postup výpo£tu je nevhodný. Uv¥domíme-li si v²ak,
ºe k°ivka C1 je uzav°ená, nabízí se pokus pouºít n¥kterou z integrálních
v¥t, v tomto p°ípad¥ Greenovu,∫

C=∂D

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy,

nebo alternativn¥ pomocí diferenciálních forem∫
C=∂D

χ =

∫
D

dχ.
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Pro funkci f(z) = ez tento postup skute£n¥ vede k cíli. Snadno se totiº
p°esv¥d£íme p°ímým výpo£tem, ºe platí

∂ex cos y

∂y
= −ex sin y

∂x
,

∂ex cos y

∂x
=

ex sin y

∂y
.

K°ivka C1 spl¬uje p°edpoklady Greenovy v¥ty. Integrál je tedy nulový.
Jiná moºnost jak integrál snadno spo£ítat, a to dokonce p°ímým vý-
po£tem, spo£ívá ve vyuºití poznámky uvedené p°ed tímto p°íkladem
a vlastností integrálu: budeme p°ímo integrovat formu f(z) dz = ez dz
po k°ivce s parametrizací

C : [α, β] 3 t → C(t) = (x(t), y(t)) ∈ C,∫
C

f(z) dz =

∫
[α,β]

f [C(t)] C∗ dz.

Zvolme t°eba k°ivku K2. Její parametrizaci x = cos t, y = sin t, t ∈
[π, 0] vyjád°íme ve tvaru

z = x+ iy = eit, pak K∗2 dz == (− sin t+ i cos t) dt = ieit dt,

∫
K2

ez dz =

0∫
π

eeit dt.

Nyní jiº interujeme podle reálné prom¥nné, i kdyº integrovaná funkce
je komplexní. Zvolíme substituci ξ = eit a dostaneme (zm¥na mezí:
π → eiπ = −1, 0→ e0 = 1)

∫
K2

ez dz =

1∫
−1

eξ dξ = e− 1

e
= 2 sinh 1.

Zkuste si podle této p°edlohy spo£ítat integrál po k°ivce K1. Integrály
po úse£kách U1 a U2 jsou reálné, a spo£ítáte je jednodu²e. Sou£et inte-
grál· po k°ivkách K1, K2, U1, U2 by vám m¥l vyjít nulový, pokud jste
po£ítali správn¥.

• f(z) = 1
z , ω = x

x2+y2
dx+ y

x2+y2
dy, η = − y

x2+y2
dx+ x

x2+y2
dy.

∫
K1

1

z
dz =

π∫
0

(
2 cos t

4
(−2 sin t) +

2 sin t

4
(2 cos t)

)
dt+



13.1. CO JE TO KOMPLEXNÍ FUNKCE KOMPLEXNÍ PROM�NNÉ?45

+ i

π∫
0

(
−2 sin t

4
(2 sin t) +

2 cos t

4
(2 cos t)

)
dt = iπ,

∫
K2

1

z
dz =

0∫
π

(cos t(− sin t) + sin t(cos t)) dt+ i

0∫
π

(
sin2 t+ cos2 t

)
dt = −iπ

∫
U1

1

z
dz =

−1∫
−2

dx

x
= − ln 2,

∫
U2

1

z
dz =

2∫
1

dx

x
= ln 2,

∫
C1

1

z
dz = 0.

Snadno se sami p°esv¥d£íte, ºe také integrál z funkce f(z) = 1
z−3 je nulový.

Provedeme je²t¥ ²est výpo£t·, konkrétn¥ z funkcí f(z) = z2, f(z) = 1
z a

f(z) = 1
z−3 po k°ivkách

C2 : [0, 2π] 3 t −→ (2 cos t), 2 sin t ∈ C,

C3 = A1 +A2 +A3 +A4,

A1 : [−1, 1] 3 t −→ (t, −1) ∈ C, A2 : [−1, 1] 3 t −→ (1, t) ∈ C,

A3 : [1, −1] 3 t −→ (t, 1) ∈ C, A4 : [1, −1] 3 t −→ (−1, t) ∈ C.

Ostatní dokon£ete v rámci cvi£ení (úloha 10 cvi£ení 13.1.5).

∫
C2

z2 dz = R3

2π∫
0

[
(cos2 t− sin2 t)(− sin t)− 2 cos2 t sin t

]
dt+

+ iR3

2π∫
0

[
−2 cos t sin2 t+ (cos2 t− sin2 t) cos t

]
dt = 0

∫
C2

1

z
dz =

2π∫
0

[
2 cos t

4
(−2 sin t) +

2 sin t

4
(2 cos t)

]
dt+

+ i

2π∫
0

[
−2 sin t

4
(−2 sin t) +

2 cos t

4
(2 cos t))

]
dt = 2πi.
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∫
C2

1

z − 3
dz =

∫
C2

x− 3

(x− 3)2 + y2
dx+

y

(x− 3)2 + y2
dy +

+ i

∫
C2

−y
(x− 3)2 + y2

dx+
x− 3

(x− 3)2 + y2
dy

V tomto p°ípad¥ jsou op¥t spln¥ny poºadavky Greenovy v¥ty kladené na
de�ni£ní obor integrovaných funkcí (resp. forem): funkce jsou de�novány a
diferencovatelné na otev°ené mnoºin¥ obsahující integra£ní obor. M·ºeme
proto od k°ivkových integrál· p°ejít k integrálu p°es oblast, kterou k°ivka
obepíná. Platí v²ak

∂

∂y

x− 3

(x− 3)2 + y2
= − ∂

∂x

−y
(x− 3)2 + y2

,
∂

∂x

x− 3

(x− 3)2 + y2
=

∂

∂y

−y
(x− 3)2 + y2

,

integrál je proto nulový. Víte, pro£ jsme tohoto postupu nemohli pouºít v
p°ípad¥ funkce f(z) = 1

z? Podmínky zám¥nnosti parciálních derivací pro její
reálnou a imaginární £ást p°ece rovn¥º platí!

∫
C3

z2 dz =

1∫
−1

2t(t2 − 1) dt+ i

1∫
−1

−2tdt+

1∫
−1

−2t dt+ i

1∫
−1

(1− t2) dt+

+

−1∫
1

(t2 − 1)dt+ i

−1∫
1

2tdt+

−1∫
1

2tdt+ i

−1∫
1

(1− t2) dt = 0.

∫
C3

dz

z
=

 1∫
−1

tdt

t2 + 1
+ i

∫
dt

t2 + 1

+

 1∫
−1

t dt

t2 + 1
+ i

∫
dt

t2 + 1

+

+

 −1∫
1

tdt

t2 + 1
+ i

−1∫
1

− dt

t2 + 1

+

 −1∫
1

t dt

t2 + 1
+ i

−1∫
1

− dt

t2 + 1

 =

= 4i

1∫
−1

dt

t2 + 1
= 4arctg t |1−1 = 2πi.

Výsledky výpo£tu shrneme do tabulky.
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f(z)→ z2 az2 + bz + c ez z−1 (z − 3)−1

C1 0 0 0 0 0
C2 0 0 0 2πi 0
C3 0 0 0 2πi 0

Nedá se z tabulky v p°íkladu 13.10 p°edpov¥d¥t n¥jaká zákonitost? U funkcí
a), b) a c) je integrál po v²ech t°ech k°ivkách nulový. Je to náhoda, nebo zá-
konitost? Co mají v²echy t°i funkce a v²echny t°i k°ivky spole£ného? V²echny
k°ivky, po nichº jsme integrovali, jsou uzav°ené a v²echny funkce, které jsme
integrovali, jsou v celé komplexní rovin¥ spojité. Ve v²ech p°ípadech tedy
byly spln¥ny poºadavky Greenovy v¥ty. Navíc se tyto funkce vyzna£ovaly
zajímavou vlastností � ur£itým typem zám¥nnosti parciálních derivací re-
álné a imaginární £ásti podle jednotlivých prom¥nných. Vra´te se znovu k
t¥mto funkcím a ov¥°te, ºe platí

∂u(x, y)

∂x
=
∂v(x, y)

∂y
,

∂u(x, y)

∂y
= −∂v(x, y)

∂z
.

Je uº jasné, pro£ vy²ly integrály nulové? Budeme-li zji²´ovat, zda takové
vztahy platí i pro funkce d) a e), zjistíme, ºe ano! Je to n¥jaká zásadní
vlastnost funkcí komplexní prom¥nné? U funkce d) integrál vy²el nulový
pouze po k°ivce C1. U k°ivek C2 a C3 vy²el nenulový (pro£? protoºe nejsou
spln¥ny podmínky Greenovy v¥ty), ale shodný. A zase: je to zákonitá shoda,
nebo náhoda? K°ivky se totiº dost li²í. Jedna je kulatá a druhá hranatá.
Nebo výsledky na k°ivce nezávisí? Na v²echny tyto otázky odpovíme v dal²ím
odstavci. Te¤ se je²t¥ budeme v¥novat jednomu jednodu²e vypadajícímu, ale
velmi d·leºitému integrálu. K zkoumání nás m·ºe inspirovat integrál∫

C2

dz

z
= 2πi,

který jsme po£ítali v p°íkladu 13.10. K°ivka �ob¥hla� jednou dokola bod
nula, v n¥mº integrovaná funkce, a tedy ani formy ω a η nejsou de�novány a
neplatí Greenova v¥ta. Co by se stalo, kdyby k°ivka ob¥hla bod nula dvakrát,
t°ikrát, pop°ípad¥ jednou v opa£ném smyslu? Zkuste si integrály spo£ítat,
dosp¥jete k výsledk·m 4πi, 5πi, −2πi. Vypadá to, ºe takový integrál �po£ítá�
ob¥hy k°ivky kolem singularity integrované funkce. Je to opravdu tak. P°i-
stupme k obecné de�nici.
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Nech´ C je uzav°ený singulární °et¥zec (po £ástech hladká rekti�kovatelná
k°ivka) v C. Ozna£me D = C+ \ {z ∈ C | z ∈ C. Pro libovolný bod z0 ∈ D
ozna£me

IndC(z0) =
1

2πi

∫
C

dz

z − z0
(13.11)

Tento integrál se nazývá index bodu z0 vzhledem ke k°ivce C.

Následující úvaha názorn¥ ukáºe, ºe index bodu vzhledem ke k°ivce opravdu
�po£ítá� ob¥hy k°ivky kolem tohoto bodu. Poslouºí pouze pro posílení geome-
trické p°edstavy. Matematická formulace vlastností �indexu� a jejich d·kaz
p°ijdou na °adu v dal²ím odstavci. P°edpokládejme, ºe uzav°ená k°ivka je
dána parametrickým vyjád°ením

C : [α, β] 3 t −→ C(t) ∈ C, C(α) = C(β).

Po£ítejme integrál vyjad°ující index bodu z0 vzhledem k této k°ivce:

IndC(z0) =
1

2πi

∫
C

dz

z − z0
=

1

2πi

∫
[α,β]

1

C(t)− z0
C∗ dz =

=

β∫
α

1

C(t)− z0

d(C(t))
dt

dt.

Funkci C(t)− z0 zapí²eme v exponenciálním tvaru a upravíme integrand:

C(t)− z0 = |C(t)− z0| eiarg[C(t)−z0],

1

C(t)− z0

dC(t)
dt

=
1

|C(t)− z0|
d

dt
|C(t)− z0|+ i

d

dt
arg (C(t)− z0) =

=
d

dt
ln |C(t)− z0| |+ i

d

dt
arg (C(t)− z0).

Integrací dostaneme

IndC(z0) =
1

2πi
ln
|C(β)− z0|
|C(α)− z0|

+
1

2π
∆ [arg(C(t)− z0)]βα =

1

2π
∆ [arg(C(t)− z0)]βα .

(Vzhledem k uzav°enosti k°ivky je totiº C(α) = C(β), a proto ln |C(β)−z0|
|C(α)−z0| =

0.) Index bodu z0 vzhledem ke k°ivce C je 1
2π -násobkem zm¥ny argumentu

funkce C(t) − z0, k níº dojde poté, co prom¥nná t prob¥hne interval [α, β].
Víme, ºe p°i jednom ob¥hu v kladném smyslu p°ejde k-tá v¥tev argumentu
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v (k + 1)-tou v¥tev, p°i ob¥hu v záporném smyslu ve v¥tev (k − 1)-tou. P°i
m ob¥zích p°ejde k-tá v¥tev v (k+m)-tou v¥tev, p°itom m m·ºe být kladné,
záporné, nebo nula. Je tedy

∆ [arg (C(t)− z0)]βα = m.

Je²t¥ jednou je v²ak t°eba zd·raznit, ºe úvaha, kterou jsme provedli, je sice
geometricky názorná, ale pouze intuitivní. �eká nás proto je²t¥ skute£ný
matematický d·kaz vlastností indexu.

13.1.5 Cvi£ení

1. Ur£ete hromadné body posloupnosti {zn}n∈N, kde zn = in.
Výsledek: i, 1, −i, −1.

2. Dokaºte v²echny vlastnosti uvedené ve v¥t¥ 13.1, které nebyly dokazovány
v textu.

3. Vyjád°ete reálnou a imaginární £ást obou v¥tví odmocniny z prom¥nné
z = x+ iy pomocí x a y.

Výsledek: ± 1√
2

(√√
x2 + y2 + x+ i

√√
x2 + y2 − x

)
.

4. Indukcí vzhledem k n dokaºte vztahy pro £áste£né sou£ty °ad
∑∞
n=0 z

n =∑n−1
k=0 z

k, resp.
∑∞
n=0 |z|n =

∑n−1
k=0 |z|k. Záv¥re£ný výraz lze v obou p°ípadech

odvodit také d¥lením mnoho£lenu mnoho£lenem.

5. P°eformulujte a dokaºte Abelovu v¥tu a Cauchy·v-Hadamard·v vzorec
(v¥ta 13.7) pro z0 =∞.
Návod: P°ejd¥te od °ady

∑∞
n=0 cnz

−n na okolích typu B(∞, r) k °ad¥∑∞
n=0 cnξ

n na okolích B(0, r−1).

6. Dokaºte, ºe polom¥r konvergence mocninné °ady lze ur£it také pomocí
vztahu R−1 = limn→∞

∣∣∣ cn+1

cn

∣∣∣.
7. Uvaºujte o funkci zavedené mocninnou °adou v p°íkladu 13.9

ez =
∞∑
n=0

zn

n!

a °e²te následující úkoly:
a) Dokaºte vlastnost ez1+z2 = ez1 ez2 .
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b) Ozna£te z = x + iy a vyjád°ete reálnou a imaginární £ást funkce ez

jako funkce prom¥nných x a y.

c) Ozna£te z = x+ iy a vyjád°ete reálnou a imaginární £ást funkcí sin z,
cos z, sinh z, cosh z jako funkce prom¥nných x a y.

Návod: a) Pouºitím v¥ty o p°erovnávání absolutn¥ konvergentních °ad ukaºte,
ºe platí ( ∞∑

k=0

zk1
k!

)( ∞∑
l=0

zl2
l!

)
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
zk1z

n−k
2 .

Výsledky: b) Re ez = ex cos y, Im ez = ex sin y, c) Re sin z = − sinx cosh y,
Im sin z = cosx sinh y, Re cos z = cosx cosh y, Im cos z = − sinx sinh y,
Re sin z = sinh z cos y, Im sin z = coshx sin y, Im cosh z = coshx cos y,
Im cosh z = sinhx sin y.

8. Zapi²t¥ následující funkce prom¥nné z = x + iy pomocí jejich reálné a
imaginární £ásti jako funkcí x a y, tj. ve tvaru f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

a) f(z) = z2, f(z) = z3, f(z) = zn, n ∈ N

b) f(z) = z−1, f(z) = z−2, f(z) = (z − a)−1, f(z) = (z − a)−2, a ∈ C,

c) f(z) = z2 cos z, f(z) = z sin z, f(z) = z3 cosh z,

d) f(z) = z−1 sinh z, f(z) = z−2 cos z,

e) ez cos z, e−z sin z.

Výsledky: a) (x2−y2)+i (2xy), (x2−3xy2)+i (3x2y−y3),
(∑[n/2]

k=0 (−1)k n!
(2k)!(n−2k)!x

n−2ky2k
)
+

i
(∑[n/2]

k=0 (−1)k n!
(2k+1)!(n−2k−1)!x

n−2k−1y2k+1
)
, kde [n/2] je celá £ást z n/2,

b) x
x2+y2

− i y
x2+y2

, x2−y2
(x2+y2)2

− i 2xy
(x2+y2)2

, ξ
ξ2+η2

− i η
ξ2+η2

, ξ2−η2
(ξ2+η2)2

− i 2ξη
(ξ2+η2)2

,
kde ξ = x− Re a, η = y −= a, c) [(x2 − y2) cosx cosh y + 2xy sinx sinh y] +
i[2xy cosx cosh y−(x2−y2) sinx sinh y], [x sinx cosh y−y cosx sinh y]+i[x cosx sinh y+
y sinx cosh y], doplnit d) doplnit, e) doplnit.

9. Pomocí vyjád°ení reálných a imaginárních £ástí integrál· vystupujících
ve vztahu (13.10) tento vztah dokaºte.

10. Dokon£ete v²echny výpo£ty z p°íkladu 13.11.

11. Vypo£t¥te hodnoty následujících funkcí v poºadovaných bodech: doplnit



13.2. MÁ-LI FUNKCEKOMPLEXNÍ PROM�NNÉ DERIVACI, PAKMÁ DERIVACE V�ECH �ÁD�51

a)

12. V oboru komplexní prom¥nné dokaºte sou£tové vzorce

cos2 z + sin2 z = 1

sin (z1 ± z2) = sin z1 cos z2 ± sin z2 cos z1,

cos (z1 ± z2) = cos z1 cos z1 ∓ sin z1 sin z2,

cosh2 z − sinh2 z = 1,

sinh (z1 ± z2) = sinh z1 cosh z2 ± sinh z2 cosh z1,

cosh (z1 ± z2) = cosh z1 cosh z1 ∓ sinh z1 sinh z2,

sin z1 + sin z2 = 2 sin z1 + z2 cos z1 − z2,

sinh z1 + sinh z2 = 2 sinh z1 + z2 cosh z1 − z2

a odvo¤te vzorce pro cosh z1 ± cosh z2, cosh z1 ± sinh z2.

13.2 Má-li funkce komplexní prom¥nné derivaci, pak

má derivace v²ech °ád·

Studiem vlastností reálných funkcí jedné i více reálných prom¥nných, a´ uº
to byly funkce skalární £i vektorové, jsme s derivacemi získali dost zku²e-
ností. Nikde jsme se v²ak nesetkali s tím, ºe by z existence derivací prvního
°ády vyplvývala existence derivací vy²²ích. Uvidíme, ºe u funkce komplexní
prom¥nné tomu tak bude.

13.2.1 Holomorfní funkce � funkce s derivací

Aby problém nazna£ený v úvodu odstavce, m¥l v·bec n¥jaký smysl, musíme
derivaci funkce komplexní prom¥nné nejprve de�novat. Formáln¥ nep·jde
o nic jiného � bude to táº limita jako u skalární funkce jedné prom¥nné.
Jenºe d·sledky budou takové, jaké jsme u funkcí reálné prom¥nné nevid¥li!
P°ipome¬me, ºe zatím stále mluvíme o kone£ných jednozna£ných funkcích.

Funkce f(z) de�novaná na otev°ené mnoºin¥ D ⊂ C se nazývá holomorfní
na mnoºin¥ D, jestliºe pro kaºdý bod z0 ∈ D existuje limita

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
. (13.12)

Tuto limitu nazýváme derivace funkce f(z) v bod¥ z0. Mnoºinu funkcí holo-
morfních na D zna£íme H(D).
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(�astým speciálním p°ípadem je situace, kdy D je oblast.) Z pravidel pro
po£ítání s limitami (v¥ta 13.4) p°ímo vyplývají pravidla pro derivace. (Pokud
byste si je cht¥li dokázat, pak díky formální shod¥ de�nice s de�nicí derivace
funkcí reálné prom¥nné a vlastnostem limit m·ºete p°ímo sledovat postupy
z prvního dílu.)

V¥ta 13.8 (Vlastnosti derivací): P°edpokládejme, ºe funkce f = f(z) a
g = g(z) jsou de�nována na otev°ené mnoºin¥ v D ⊂ C. Pak

Nech´ (p°edpoklady) pak (tvrzení)

f ± g ∈ H(D)
f, g ∈ H(D), (f ± g)′ = f ′ ± g′ =⇒ fg ∈ H(D), (fg)′ = f ′g + fg′

je-li navíc g 6= 0 (f/g)′ ∈ H(D), (f/g)′ = f ′g−fg′
g2

f ∈ H(D), h ∈ H(D1), f(D) ⊂ D1 =⇒ F = h ◦ f ∈ H(D), F ′(z) = h′[f(z)] f ′(z)

Spo£ítat derivace n¥kterých jednoduchých funkcí p°ímo z de�nice je snadné.
Postup výpo£tu je díky vlastnostem limit stejný jako u funkcí reálné pro-
m¥nné. Zkusme n¥které výpo£ty v následujícím p°íkladu.

P°íklad 13.12: Derivování z de�nice
Nejjednodu²²í výpo£et derivace z de�nice umoº¬uje polynomiální funkce.
Zvolme f(z) = zn a po£ítejme:

f ′(z0) = lim
z→z0

zn − zn0
z − z0

= lim
z→z0

n−1∑
k=0

zn−k−1zk0 = nzn−1.

(P°i výpo£tu jsme provedli d¥lení polynomu (zn− zn0 ) polynomem (z− z0).)
Pomocí prvního pravidla v¥ty 13.8 snadno zderivujeme obecný polynom n-
tého stupn¥.

Zkusme také exponenciální funkci zavedenou pomocí mocninné °ady stej-
nom¥rn¥ konvergentní v celé Gaussov¥ rovin¥:

f ′(z0) = lim
z→z0

ez − ez0

z − z0
= ez0 lim

z→z0

1

z − z0

∞∑
n=0

(
ez−z0 − 1

)
=

= ez lim
z→z0

1

z − z0

∞∑
n=1

(z − z0)n

n!
= ez0 lim

z→z0

(
1 +

∞∑
n=2

(z − zn−1
0 )

n!

)
= ez0 .
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Nic p°ekvapivého, ºe? K exponenciální funkci se v²ak je²t¥ budeme podrobn¥
vracet, konkrétn¥ v odstavci 13.2.5.

Nakonec je²t¥ odvodíme vztah pro derivaci funkce f(z) = sin z. To uº
p·jde snadno, nebo´ víme, jak derivovat exponenciální funkci a máme k
dispozici pravidla pro derivování z v¥ty 13.8.

f ′(z0) =
1

2i

(
eiz − e−iz

)
=

1

2i

(
ieiz + ie−iz

)
= cos z.

Zase nic ne£ekaného. A co logaritmus? P°i výpo£tu derivace funkce f(z) =
ln z pomocí de�ni£ní limity musíme hlídat, abychom se pohybovali neustále
na téºe p°edem zvolené v¥tvi, budeme proto pracovat v Gaussov¥ rovin¥ s
vý°ezem podél nezáporné osy x, tj. Df = C \ [0, ∞).

f ′(z0) lim
z→z0

ln z − ln z0

z − z0
=

(
lim
z→z0

z − z0

ln z − ln z0

)
.

Ozna£íme-li w = ln z, pak z = ew. Funkce ln z je na Df spojitá, proto p°i
ozna£ení w0 = ln z0 lze psát

f ′(z0) =

(
lim
w→w0

ew − ew0

w − w0

)−1

= (ew0)−1 =
1

ew0
=

1

z0
.

V p°íkladu 13.11 jsme získali podez°ení, ºe mezi reálnou a imaginární £ástí
funkce komplexní prom¥nné f(z) = u(x, y)+iv(x, y) musí být n¥jaká vazba.
V situacích, kdy jsme mohli p°i výpo£tu integrálu z funkce komplexní pro-
m¥nné po uzav°ené k°ivce pouºít Greenovu v¥tu, byl integrál vºdy nulový.
To odpovídalo podmínkám

∂u(x, y)

∂x
=
∂v(x, y)

∂y
,

∂u(x, y)

∂y
= −∂v(x, y)

∂x
.

P°íklad samoz°ejm¥ není d·kazem, takºe je t°eba ov¥°it, zda tyto podmínky
platí obecn¥, a dokázat to. Tvrzení je obsahem následující v¥ty.

V¥ta 13.9 (Cauchyovy-Riemannovy podmínky): P°edpokládejme, ºe
funkce f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je de�novaná na otev°ené mnoºin¥ D ⊂ C.
Funkce má derivaci v bod¥ z0 ∈ D práv¥ tehdy, jsou-li funkce u(x, y) a v(x, y)
v bod¥ z0 diferencovatelné a platí

∂u(x, y)

∂x

∣∣∣∣
z0

=
∂v(x, y)

∂y

∣∣∣∣
z0

,
∂u(x, y)

∂y

∣∣∣∣
z0

= −∂v(x, y)

∂x

∣∣∣∣
z0

. (13.13)
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Vztahy (13.13) se nazývají Cauchyovy-Riemannovy podmínky.

D·kaz tak d·leºitého tvrzení, jakým je v¥ta 13.9, samoz°ejm¥ nem·ºe vyne-
chat. Krom¥ toho je velmi jednoduchý. Pot°ebujete si k n¥mu pouze p°ipo-
menout de�nici diferencovatelné funkce (odstavec 9.2.3).

V první £ásti d·katu vyjdeme z p°edpokladu, ºe funkce f(z) má derivaci
v bod¥ z0 a ozna£me Re f ′(z0) = A, Im f ′(z0) = B (A a B jsou komplexní
£ísla). Platí

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
=⇒ lim

z→z0

f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)

z − z0
= 0.

(13.14)
Po£ítejme £itatele posledního zlomku:

f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0) =

= [u(x, y) + iv(x, y)]− [u(x0, y0) + iv(x0, y0)]− (A+ iB) [(x− x0) + i(y − y0)] =

= [u(x, y)− u(x0, y0)−A(x− x0) +B(y − y0)] +

+i [v(x, y)− v(x0, y0)−A(y − y0)−B(x− x0)] .

De�nujme pomocí reálné a imaginární £ásti posledního výrazu dv¥ funkce
prom¥nných (x− x0) a (y − y0)

τ1(x− x0, y − y0) =
u(x, y)− u(x0, y0)−A(x− x0) +B(y − y0)√

(x− x0)2 + (y − y0)2
,

τ2(x− x0, y − y0) =
v(x, y)− v(x0, y0)−A(y − y0)−B(x− x0)√

(x− x0)2 + (y − y0)2

a po£ítejme limitu t¥chto funkcí pro z → z0, tj. (x, y) → (x0, y0):

lim
(x,y)→(x0,y0)

τ1(x− x0, y − y0) =

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y)− u(x0, y0)−A(x− x0) +B(y − y0)

(x− x0) + i(y − y0)

(x− x0) + i(y − y0)

|(x− x0) + i(y − y0)|
.

Limita prvního zlomku je díky vztahu (13.14) nulová, druhý zlomek p°edsta-
vuje ohrani£enou funkci. Výsledná limita je proto nulová (v¥ta 13.4). Stejnou
úvahou dosp¥jeme k záv¥ru

lim
(x,y)→(x0,y0)

τ2(x− x0, y − y0) = 0.
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Pro funkce u(x, y) a v(x, y) tedy nakonec platí

u(x, y)− u(x0, y0) = A(x− x0) + (−B)(y − y0) +

+τ1(x− x0, y − y0)
√

(x− x0)2 + (y − y0)2,

v(x, y)− v(x0, y0) = B(x− x0) +A(y − y0) +

+τ2(x− x0, y − y0)
√

(x− x0)2 + (y − y0)2,

kde

lim
(x,y)→(x0,y0)

τ1(x− x0, y − y0) = 0, lim
(x,y)→(x0,y0)

τ2(x− x0, y − y0) = 0.

Tento výsledek neznamená nic men²ího, neº ºe funkce u(x, y) a v(x, y) jsou
diferencovatelné v bod¥ (x0, y0). Plyne z n¥j i dal²í d·leºitý záv¥r,

A =
∂u(x, y)

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

, −B =
∂u(x, y)

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

, B =
∂v(x, y)

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

, A =
∂v(x, y)

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

.

Kaºdé z £ísel A a B je p°edchozími vztahy vyjád°eno dv¥ma zp·soby. Z nich
je platnost Cauchyových-Riemannových podmínek jiº z°ejmá.

P°i d·kazu obrácené implikace p°edpokládáme, ºe funkce (u(x, y)) a
v(x, y) jsou v bod¥ (x0, y0) diferencovatelné a platí Cauchyovy-Riemannovy
podmínky. Ozna£íme-li

A =
∂u(x, y)

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

=
∂v(x, y)

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

,

B =
∂v(x, y)

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

= − ∂u(x, y)

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

, (13.15)

snadno jiº dokáºeme, ºe platí

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= A+ iB,

takºe £íslo A+ iB má význam derivace funkce f(z) v bod¥ z0. (D·kaz sami
dokon£ete.)

Vazba mezi reálnou a imaginární £ástí funkce komplexní prom¥nné je ve-
lice silná. Známe-li totiº nap°íklad funkci u(x, y), p°edstavující reálnou £ást
funkce, m·ºeme z Cauchyových-Riemannových podmínek ur£it £ást imagi-
nární v(x, y) aº na konstantu. P°íklad ukáºeme za chvíli. Te¤ z·sta¬me je²t¥
u Cauchyových Riemannových podmínek. P°edpokládejme, ºe funkce u(x, y)
a v(x, y) mají spojité smí²ené parciální derivace druhého °ádu. Víme o nich,
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ºe jsou zám¥nné (Schwarzova v¥ta � v¥ta 5.1). Zderivujeme Cauchyovy-
Riemannovy podmínky. Nejprve první z nich podle prom¥nné x a druhou
podle prom¥nné y, a se£teme je. Podruhé zderivujeme první podmínku podle
y a druhou podle x a op¥t se£teme. Dostaneme

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0. (13.16)

Funkce u(x, y) a v(x, y) spl¬ují Laplaceovu rovnici. �e²ení Laplaceovy rov-
nice se obecn¥ nazývají harmonické funkce. Funkce u(x, y) a v(x, y), které
jsou navíc vázány Cauchyovými-Riemannovými podmínkami, jsou sdruºené
harmonické funkce.

Pozn.: Moºná si kladete otázku, odkud se vzalo tak silné omezení kladené
na reálnou a imaginární £ást funkce komplexní prom¥nné, vyplývající z exis-
tence derivace. Uv¥domte si, ºe prom¥nné x, y nevstupují do funkcí u(x, y)
a v(x, y) nezávisle, ale vºdy �ve dvojici� x+ iy. Reálná a imaginární £ást uº
jen z tohoto d·vodu nemohou být ledajaké. A poºadavek existence derivace
podmínky je²t¥ zesiluje.

P°íklad 13.13: Reálná £ást ur£uje imaginární a naopak (aº na konstantu)
Zadejme t°eba imaginární £ást funkce f(z) vztahem v(x, y) = y cos y sinhx+
x sin y coshx a poºadujme, aby funkce byla holomorfní. Spo£t¥me si nejprve
parciální derivace funkce v(x, y):

∂v(x, y)

∂x
= y cos y coshx+ sin y coshx+ x sin y sinhx,

∂v(x, y)

∂y
= cos y sinhx− y sin y sinhx+ x cos y coshx.

Z Cauchyových-Riemannových podmínek dostaneme parciální diferenciální
rovnice prvního °ádu pro funkci u(x, y),

∂u(x, , y)

∂x
= cos y sinhx− y sin y sinhx+ x cos y coshx,

∂u(x, , y)

∂y
= −y cos y coshx− sin y coshx− x sin y sinhx.

Integrujme t°eba první z nich podle x, tj.

u(x, y) = cos y coshx− y sin y coshx+ x cos y sinhx− cos y coshx+ w(y) =

= −y sin y coshx+ x cos y sinhx+ w(y),
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kde volná funkce w(y) je integra£ní �konstanta� vzhledem k prom¥nné, podle
které jsme integrovali, tedy vzhledem k prom¥nné x. nyní zderivujeme zís-
kanou funkci u(x, y) podle prom¥nné y a dosadíme do druhé rovnice (pro-
ve¤te). Vyjde jednoduchá podmínka pro funkci w(y), totiº w′(y) = 0. Je
proto w = K ∈ R. (dokáºete zd·vodnit, pro£ je konstanta K reálná?) Pro
hledanou funkci f(z) jsme dostali rozklad na její reálnou a imaginární £ást

f(z) = (−y sin y coshx+x cos y sinhx)+i(y cos y sinhx+x sin y coshx)+w(y).

Poslední úkol, který musíme vy°e²it, spo£ívá ve �sdruºení� prom¥nných x a
y do dvojic (x+ iy). První úprava je jednoduchá,

f(z) = (x+ iy)(cos y sinhx+ i sin y coshx).

Výraz v první závorce je prom¥nná z. Budeme si ale v¥d¥t rady s druhou
závorkou? Na první pohled není �sdruºení� prom¥nných x a y do sou£tu
z = (x+ iy) vid¥t. M·ºeme si v²ak snadno dopomoci dosazením

cos y =
1

2

(
eiy + e−iy

)
, sin y =

1

2i

(
eiy − e−iy

)
,

coshx =
1

2

(
ex + e−x

)
, sinhx =

1

2

(
ex − e−x

)
.

Po dosazení a úpravách (prove¤te) dostaneme

f(z) = z sinh z +K, K ∈ R.

Trochu práce to dalo, ale nakonec jsme funkci f(z) z její imaginární £ásti
�zrekonstruovali� .

P°íklad 13.14: Cauchyovy-Riemannovy podmínky trochu jinak
Stejn¥ jako m·ºe být komplexní prom¥nná zadána pomocí modulu a argu-
mentu, tj. z = |z|eiϕ, ϕ = Arg z, tj. v exponenciálním tvaru, lze v exponen-
ciálním tvaru zadat i funk£ní p°edpis pro funkci komplexní prom¥nné,

f(z) = R(x, y) eiφ(x, y).

Je z°ejmé, ºe poºadavek holomorfnosti funkce vede k omezujícím podmín-
kám na funkce R(x, y) a φ(x, y). P·jde samoz°ejm¥ jen o jinou variantu
Cauchyových-Riemannových podmínek. Odvodíme je. Ze zadání funkce f(z)
plynou pro její reálnou a imaginární £ást vztahy

u(x, y) = R(x, y) cosφ(x, y), v(x, y) = R(x, y) sinφ(x, y),
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∂u

∂x
=
∂R

∂x
cosφ−R∂φ

∂x
sinφ,

∂u

∂y
=
∂R

∂y
cosφ−R∂φ

∂y
sinφ,

∂v

∂x
=
∂R

∂x
sinφ+R

∂φ

∂x
cosφ,

∂v

∂y
=
∂R

∂y
sinφ+R

∂φ

∂y
cosφ.

Porovnáním parciálních derivací podle standardních Cauchyových-Riemannových
podmínek (13.13) a úpravou (prove¤te ji) dostaneme

∂R(x, y)

∂x
= R(x, y)

∂φ(x, y)

∂y
,

∂R(x, y)

∂y
= −R(x, y)

∂φ(x, y)

∂x
. (13.17)

Známe-li tedy modul holomorfní funkce f(z) v závislosti na prom¥nných x a
y, m·ºeme aº na konstantu ur£it argument φ(x, y) a naopak. Zkusme vy°e²it
praktický p°ípad: φ(x, y) = xy. Pak pomocí (13.17) dostaneme

1

R

∂R

∂x
= x =⇒ lnR =

1

2
x2 + ρ(y),

1

R

∂R

∂y
= −y =⇒ lnR = −1

2
y2 + θ(x).

Porovnáním posledních dvou mezivýsledk· dostaneme

ρ(y) = −1

2
y2 + konst., θ(x) =

1

2
x2 + konst.,

lnR(x, y) =
1

2
(x2 − y2) +K, K ∈ R je konstanta,

R(x, y) = e[ 12 (x2−y2)] · eK = C e[ 12 (x2−y2)], C ∈ R, C > 0.

f(z) = C e[ 12 (x2−y2)] · eixy = C e
1
2
z2 .

Poté co jsme poznali holomorfní funkce, budeme se podrobn¥ji v¥novat in-
dexu bodu vzhledem k uzav°ené k°ivce, tj. funkci, která �po£ítá� , kolikrát
k°ivka ob¥hne daný bod.

V¥ta 13.10: Nech´ C je po £ástech hladká uzav°ená k°ivka (uzav°ený jedno-
rozm¥rný singulární °et¥zec) v C a D = C+ \ C. Funkce

IndC : D 3 z −→ IndC(z) =
1

2πi

∫
C

dξ

ξ − z
∈ C (13.18)
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nabývá na D celo£íselných hodnot, na kaºdé z komponent mnoºiny D je kon-
stantní a na neohrani£ené komponent¥ D0 mnoºiny D je nulová.

K d·kazu si nejprve p°ipravíme záleºitosti týkající se mnoºinyD a jejích kom-
ponent. Ve v¥t¥ se mluví o neohrani£ené komponent¥. M·ºeme si být jisti, ºe
mnoºina D takovou komponentu skute£n¥ má? Názorn¥ je jasné, ºe ano, je
v²ak t°eba doplnit argumentaci, která obstojí po matematické stránce. Ná-
zornou p°edstavu podpo°í obrázek 13.8. P°ipome¬me názorný význam kom-
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Obrázek 13.8: Index bodu vzhledem je k°ivce.

ponent (p°esná de�nice je uvedena v druhém dílu): Komponenty mnoºiny
jsou tak°íkajíc její �nejv¥t²í souvislé podmnoºiny� , mnoºina sama je jejich
sjednocenim. Mnoºina D = C\C na obrázku 13.8 vlevo je sjednocením svých
komponent D0, D1, D2, D3 a D4, p°i£emº komponenta D0 je neohrani£ená.
Graf k°ivky C je kompaktní mnoºina (ohrani£ená a uzav°ená). Existuje proto
otev°ený kruh B(0, R) o polom¥ru R, který graf k°ivky C obsahuje. Dopln¥k
tohoto kruhu C+ \B(0, R) je neohrani£ená souvislá mnoºina. Podle de�nice
komponenty musí existovat komponenta D0 mnoºiny D, pro kterou platí
C+ \ B(0, R) ⊂ D0. Tato komponenta je tedy neohrani£ená. D0 je jedinou
neohrani£enou komponentou mnoºiny D (zd·vodn¥te, je to jednoduché). Zá-
v¥r: Mnoºina D0 má práv¥ jednu neohrani£enou komponentu.

Nyní se pustíme do d·kazu v¥ty samotné. Vypadá trochu um¥le, ale kdyº
se zad ním zamyslíme, ukýºe se jeho �logika� jako velice pochopitelná. K°ivka
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C je parametrizována takto:

C : [α, β] 3 t −→ C(t) = (x(t), y(t)) ∈ C.

Ozna£me ξ = C(t) = x(t)+iy(t), Ċ(t) = (ẋ(t), ẏ(t)), resp. Ċ(t) = ẋ(t)+iẏ(t).
Po£ítejme index:

IndC(z) =
1

2πi

∫
C

dξ

ξ − z
=

1

2πi

β∫
α

Ċ(t) dt

C(t)− z
.

De�nujme funkci reálné prom¥nné t na intervalu [α, β] vztahem

ϕ(t) = exp

 t∫
α

Ċ(t) dt

C(t)− z

.
Pak ϕ(α) = 1 a ϕ(β) = exp [2πi IndC(z)], a dále

ϕ̇(t) =
Ċ(t)
C(t)− z

exp

 t∫
α

Ċ(t) dt

C(t)− z

,
ϕ̇(t)

ϕ(t)
=

Ċ(t)
C(t)− z

=⇒ ϕ̇(t)

Ċ(t)
=

ϕ(t)

C(t)− z
.

Tento vztah platí v²ude s výjimkou bod·, kde neexistuje derivace Ċ(t). Mno-
ºina t¥chto bod· je kone£ná, nebo´ k°ivka C je podle p°edpokladu po £ástech
hladká. Uvaºujme o funkci

φ(t) =
ϕ(t)

C(t)− z
.

Tato funkce je na intervalu [α, β] spojitá a má tam derivaci s výjimkou
kone£né mnoºiny bod·. Platí

φ̇(t) =
ϕ̇(t)(C(t)− z)− ϕ(t)Ċ(t)

(C(t)− z)2
= 0.

Funkce φ(t) je na intervalu [α, β] kontantní, takºe

φ(t) = φ(α) =
ϕ(α)

C(α)− z
=

1

C(α)− z
=⇒

=⇒ ϕ(t) = φ(α) (C(t)− z) =
C(t)− z
C(α)− z

=⇒ ϕ(β) =
C(β)− z
C(α)− z

= 1.
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Poslední rovnost vyplývá ze skute£nosti, ºe k°ivka C je uzav°ená, proto
C(α) = C(β). Odtud

exp

β∫
α

Ċ(t)
C(t)− z

dt = 1 =⇒
β∫
α

Ċ(t)
C(t)− z

dt = 2πik,

kde k ∈ Z. Máme první £ást tvrzení v¥ty 13.10 � index bodu vzhledem ke
k°ivce nabýváý celo£íselných hodnot. Dále ukáºeme, ºe index je holomorfní
funkce s nulovou derivací. Vypo£teme ji z de�nice, samoz°ejm¥ s tím, ºe jak
bod z0, v n¥mº budeme p°íslu²nou limitu po£ítat, tak obecný bod z, který se
objevuje v limitním p°echodu z → z0 jako prom¥nná, leºí v téºe komponent¥
mnoºiny D.

IndC(z)− IndC(z)

z − z0
=

1

z − z0
· 1

2πi

 β∫
α

Ċ(t) dt

C(t)− z
−

β∫
α

Ċ(t) dt

C(t)− z0

 =

=
1

2πi

β∫
α

Ċ(t) dt

(C(t)− z)(C(t)− z0)
,

a v limit¥

lim
z→z0

IndC(z)− IndC(z)

z − z0
=

1

2πi
lim
z→z0

β∫
α

Ċ(t) dt

(C(t)− z)(C(t)− z0)
=

=
1

2πi

β∫
α

Ċ(t) dt

[C(t)− z0]2
= − 1

2πi

[
1

C(t)− z0

]β
α

= 0.

Tímto výsledkem jsme dokázali hned dv¥ v¥ci: funkce IndC(z) má derivaci v
kaºdém bod¥, v n¥mº je de�nována, je tedy holomorfní na kaºdé z komponent
mnoºinyD. Derivace je nulová, takºe funkce IndC(z) je na kaºdé z komponent
mnoºiny D konstantní. �e nabývá pouze celo£íselných hodnot jsme dokázali
uº d°íve. Zbývá dokázat poslední vlastnost � nulovou hodnotu indexu na
neomezené komponent¥. Sta£í zjisit, jak je to s hodnotou indexu vn¥ kruhu
B(0, R). Zvolme bod vn¥ tohoto kruhu, tj. v mnoºin¥C+\B̄(0, R). Ozna£me
jej t°eba w, aby se nám to nepletlo s obecným bodem z mnoºiny D (obrázek
13.8 vlevo). �e je jeho index vzhledem ke k°ivce C je �názorn¥ jasné� hned
ze dvou d·vod·.
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• Index m¥°í po£et ob¥h· k°ivky kolem daného bodu, av²ak k°ivka C bod
w neobíhá v·bec.

• Budeme-li bod w vzdalovat, tj. w → ∞, bude se integrand ve vztahu
pro index �víc a víc� blíºit bodu nula. Protoºe v²ak index m·ºe nabýt
jen celo£íselné hodnoty, a to konstantní na celé (neomezené) kompo-
nent¥ D0, musí na ní nabývat nulové hodnoty.

�Názorn¥ jasnou� v¥c v²ak nem·ºeme odbýt bez po°ádného d·kazu. Pro-
vedeme proto odhad absolutní hodnoty indexu bodu z vzhledem ke k°ivce
C:

|IndC(z)| =

∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C

dξ

ξ − w

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
C

|dξ|
|ξ − w|

≤ 1

2π

∫
C

|dξ|
|w| −R

=

=
1

2π(|w| −R)

∫
C

|dξ| = lC
2π(|w| −R)

.

Výsledný výraz lC
2π(|w|−R) , p°edstavující odhad absolutní hodnoty indexu, je

kladný a klesá, kdyº se bod w vzdaluje od po£átku. Jeho limitou pro |w| → ∞
je nula. Protoºe index nabývá jen celo£íselných hodnot, musí být nule roven,
a to na celé komponent¥ D0. Jakých skute£ností jsme p°i úprav¥ pouºili?
P°edev²ím z toho, ºe k°ivka C leºí uvnit° kruhu B(0, R), plyne, ºe vzdálenost
|ξ − w| kteréhokoli jejího bodu od bodu w je v¥t²í neº vzdálenost bodu w
od hranice kruhu, tj. |ξ − w| > |w| − R. Dále fakt, ºe |dξ| =

√
ẋ2(t) + ẏ2(t)

p°edstavuje délkový element k°ivky, takºe
∫
C
|dξ| je integrál prvního druhu a

jeho výsledkem je délka k°ivky lC . Ta je podle p°edpokladu o vlastnostech
k°ivky kone£ná. Tím jsme dokon£ili poslední krok d·kazu v¥ty 13.10.

K £emu je pravá £ást obrázku 13.8? Abychom si ukázali, jak lze ur£it
index bod· leºících v jednotlivých komponentách mnoºiny D vzhledem k
dané k°ivce, je-li k°ivka t°eba i hodn¥ �zamotaná� . Slouºí k tomu následující
v¥ta, kterou nebudeme dokazovat.

V¥ta 13.11 (Ur£ení indexu): P°edpokládejme, ºe C je op¥t k°ivka v C se
v²emi pot°ebnými vlastnostmi. Zvolme reálné £íslo h > 0 a bod z ∈ C, který
neleºí na k°ivce. Ozna£me T mnoºinu pr·se£ík· úse£ky U s krajními body z
a z + h s k°ivkou C a p°edpokládejme, ºe je kone£ná. Nech´ funkce Im C(t)
je v kaºdém bod¥ τ ∈ T ryze monotónní. Poloºme ηC(τ) = 1, resp. −1, je-li
funkce Im C(t) v bod¥ τ rostoucí, resp. klesající. Pak platí

IndC(z) = IndC(z + h) +
∑
τ∈T

ηC(τ).
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Situaci, kterou popisuje tato v¥ta, vidíme na obrázku 13.8 vpravo. Úse£ka
C je v n¥m vyzna£ena mod°e. Její pravý krajní bod z + h leºí v neome-
zené komponent¥ D0 mnoºiny D. Jeho index (a index v²ech ostatních bod·
komponenty D0) je roven nule. Posuneme-li se po úse£ce C do jejího levého
krajního bodu z, p°ekro£íme k°ivku v bod¥, v n¥mº funkce Im C(t) roste.
Proto je ηC(τ) = 1. Podle v¥ty 13.11 je index bodu z (a v²ech ostatních
bod· leºících v téºe komponent¥ jako bod z) vzhledem ke ke k°ivce C ro-
ven jedné. A takto m·ºeme pokra£ovat do dal²ích komponent. V¥ta 13.11
je fomulována pro p°ípad, ºe úse£ka U je rovnob¥ºná s reálnou osou. Vzhle-
dem k tomu, ºe index nabývá na kaºdé z komponent stále téºe hodnoty, je
z°ejmé, ºe lze pouºít i úse£ek, které mají obecn¥j²í polohu. V obrázku 13.8
jsou vyzna£eny hodnoty indexu pro body v²ech komponent.

P°íklad 13.15: Integrování (skoro) bez po£ítání
Znalosti pojmu index bodu vzhledem ke k°ivce m·ºeme s výhodou vyuºít
p°i ur£ení hodnot n¥kterých integrál·. Máme nap°íklad ur£it v²echny moºné
hodnoty integrálu

I =

∫
C

dξ

ξ2 + 9

po uzav°ené k°ivce C. Zeptáte se: �Ale po jaké konkrétní k°ivce?� P°ece to
nem·ºe být jedno, integrál musí na k°ivce záviset. Závisí, ale jen do jisté
míry. P°edev²ím nesmíme k°ivku volit tak, aby procházela body ±3i, nebo´
v nich integrand, a tedy ani integrál, není de�nován. Pokud k°ivka tento
poºadavek spl¬uje, je ur£ení v²ech moºných hodnot integrálu jednoduché.
Tyto hodnoty závisejí totiº pouze na tom, kolikrát k°ivka kaºdý z bod· ±3i
�obíhá� . Hned to ukáºeme. Rozloºíme integrand na parciální zlomky, tj.

1

ξ2 + 9
=

1

6i

1

ξ − 3i
− 1

6i

1

ξ + 3i
.

Pro integrál platí

I =

∫
C

dξ

ξ2 + 9
=

1

6i

∫
C

dξ

ξ − 3i
− 1

6i

∫
C

dξ

ξ + i
=
π

3
IndC(3i)− π

3
IndC(−3i).

Protoºe index m·ºe nabývat jen celo£íselných hodnot, je integrál roven celo-
£íselnému násobku hodnoty π

3 . Závisí pouze na tom, kolikrát k°ivka C obíhá
bod 3i a kolikrát bod (−3i). N¥kolik moºností vidíme na obrázku 13.9. V
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Obrázek 13.9: Výpo£et integrálu pomocí indexu.

p°ípad¥ k°ivek na obrázku je situace následující:

C1 C2 C3 C4 C

3i 1 0 −1 0 0
−3i 0 1 −1 0 3

I π
3 −π

3 0 0 −π

V tabulce jsou vyzna£eny hodnoty indexu bod· 3i a −3i vzhledem k jednot-
livým k°ivkácm znázorn¥ným na obrázku. Poslední °ádek tabulky shrnuje
odpovídající hodnoty integrálu I.

P°i zkoumání integrálu vyjad°ujícího index daného bodu z vzhledem k uza-
v°ené k°ivce a zejména p°i °e²ení p°íkladu 13.15 jste si moºná v²imli jedné
v¥ci, která se v pr·b¥hu pozd¥j²ího výkladu ukáºe jako �zákonitá� a velmi
d·leºitá: v bod¥ z není integrand de�nován, bod z je tedy �singularitou�
integrandu. Uzav°ená k°ivka C obepíná ur£itou oblast. Pokud je index bodu
z vzhledem ke k°ivce C nulový (�singulatita� z tedy v oblasti obepnuté k°iv-
kou bu¤ v·bec neleºí, nebo v ní leºí, av²ak k°ivka se kolem ní �motá� tak,
ºe ji ob¥hne stejn¥krát v kladném i v záporném geometrickém smyslu), je
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integrál nulový. V opa£ném p°ípad¥ je integrál roven po£tu ob¥h· k°ivky ko-
lem �singularity� z. (Po£et ob¥h· bereme v úvahu v£etn¥ násobnosti, která
je kladná p°i ob¥zích v kladném smyslu a záporná p°i ob¥zích ve smyslu zá-
porném.) Slovo �singularita� je v textu uvedeno v uvozovkách, nebo´ p°esná
de�nice singularit nás teprve £eká. Pozd¥ji totiº uvidíme, ºe nejen v p°ípad¥
indexu, ale jakéhokoli integrálu z funkce komplexní prom¥nné po uzav°ené
k°ivce do výsledku p°ispívají pouze �singularity� , tj. body, v nichº není in-
tegrand de�nován.

13.2.2 Regulární funkce � funkce s Taylorovou °adou

V tomto odstavci se budeme v¥novat dal²í d·leºité vlastnosti funkcí kom-
plexní prom¥nné, jejich regulárnosti. Zdánliv¥ p·jde o n¥co jiného neº v p°í-
pad¥ holomorfnosti, ale brzy pochopíme úzkou souvislost. P°ipome¬me, ºe
stále pracujeme s funkcemi kone£nými a jednozna£nými, de�novanými na
podmnoºinách roz²í°ené Gaussovy roviny C+ (znamená to, ºe mohou být
de�novány i v bod¥ nekone£no, hodnoty nekone£no v²ak nabývat nemohou).
Pus´me se do de�nice.

Funkce f(z) se nazývá regulární v bod¥ z0 ∈ C, je-li moºné ji v jistém kruho-
vém okolí tohoto bodu B(z0, r) vyjád°it ve tvaru stejnom¥rn¥ konvergnetní
°ady

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n, cn ∈ C. (13.19)

Funkce f(z) se nazývá regulární v nekone£nu, tj. v bod¥ z0 =∞, je-li funkce
g(ξ) = f

(
1
ξ

)
regulární v bod¥ ξ0 = 0.

Nech´ D ⊂ C+ je otev°ená mnoºina. Funkce f(z) se nazývá regulární na
mnoºin¥ D, je-li regulární v kaºdém jejím bod¥.

Zamysleme se je²t¥ nad tím, jak bychom matematicky zapsali rozvoj funkce
regulární v bod¥ nekone£no. Pro funkci g(ξ) = f

(
1
ξ

)
regulární v nule dosta-

neme °adu stejnom¥rn¥ konvergentní v jistém otev°eném kruhu B(0, r)

g(ξ) =
∞∑
n=0

cn ξ
n.
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To znamená, ºe funkce f(z) bude v kruhovém okolí B(∞, r−1) vyjád°ena
°adou (rovn¥º stejnom¥rn¥ konvergentní)

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
−n = c0 +

c1

z
+
c2

z2
+ · · ·+ cn

zn
+ · · · ,

tedy, moºná (zatím) trochu p°ekvapiv¥, �mocninnou� °adou se zápornými
exponenty.

P°íklad 13.16: Zkusme regulární funkci zderivovat
Uvaºujme o funkci f(z), která je regulární v bod¥ z0 6= ∞. Podle p°ed-
chozí de�nice to znamená, ºe je na jistém kruhu B(z0, r) vyjád°ena stejno-
m¥rn¥ konvergentní °adou (13.19). Nejprve zjistíme, jak tento kruh m·ºe být
�velký� . Polom¥r konvergence °ady je podle vztahu (13.6)

Rf =

(
lim
n→∞

n

√
|cn|

)−1

.

�ada stejnom¥rn¥ konverguje pro r < R, pro r = R je zaru£ena lokální stej-
nom¥rná konvergence. Pokud jde o moºnost funkci f(z) zderivovat a zjis-
tit tak, zda a v jakém oboru je holomorfní, je snadné ov¥°it holomorfnost
kaºdého jejího £lenu p°ímo z de�nice. Prov¥¤me to za ú£elem procvi£ení.
Ozna£íme w − z = ξ, z − z0 = ζ a p°i úprav¥ pouºijeme binomické v¥ty a
samoz°ejm¥ vyuºíváme vlastností limit z v¥ty 13.4. Platí

lim
w→z

cn[(w − z0)n − (z − z0)n]

w − z
= cn lim

ξ→0

(ζ + ξ)n − ζn

ξ
=

= cn lim
ξ→0

1

ξ

(
n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
ζn−kξk − ζn

)
=

= cn lim
ξ→0

1

ξ

n∑
k=1

n!

k!(n− k)!
ζn−kξk = cn lim

ξ→0

(
nζn−1 + ξ

n−1∑
k=2

n!

k!(n− k)!
ζn−kξk−1

)
=

= ncnζ
n−1 = ncn(z − z0)n.

Vidíme, ºe jednotlivé £leny °ady f(z) jsou holomorfní funkce a pro jejich
derivace platí vztah, který jsme o£ekávali. Znamená to, ºe °ada

g(z) =
∞∑
n=1

ncn(z − z0)n−1,
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utvo°ená z derivací t¥chto £len· je derivací funkce f(z)? Pokud ano, zna-
menalo by to, ºe m·ºeme takovou °adu derivovat £len po £lenu, jak jsme
byli zvyklí u stejnom¥rn¥ konvergentních °ad reálných funkcí. U funkcí kom-
plexní prom¥nné v²ak ºádnou v¥tu, která by takový postup zaru£ovala, zatím
nemáme. Nejprve zjistíme polom¥r konvergence °ady g(z),

R−1
g = lim

n→∞
n

√
|ncn| = lim

n→∞
n
√
n · lim

n→∞
n

√
|cn| = R−1

f .

Uv¥domme si, ºe p°edchozí postup výpo£tu limity je v po°ádku, nebo´ ob¥ li-
mity objevující se na konci výpo£tu v sou£inu existují, konkrétn¥ limn→∞ n

√
n =

1 (ov¥°te si to) a limn→∞
n
√
|cn| = R−1

f . �ada g(z) má shodný polom¥r kon-
vergence s °adou f(z). V otev°eném kruhu B(z0, r), r < Rf konverguje
stejnom¥rn¥, v kruhu B(z0, Rf ) pak lokáln¥ stejnom¥rn¥.

Nakonec je t°eba dokázat, ºe existuje derivace f ′(z) a platí f ′(z) = g(z).
Pot°ebujeme dokázat, ºe

lim
w→z

f(w)− f(z)

w − z
= g(z) =⇒ lim

w→z
f(w)− f(z)

w − z
− g(z) = 0.

Trochu si zapo£ítáme. Zpracujeme nejprve výraz za limitou. Pouºijeme p°i
tom trochu jiného postupu, neº který jsme uplatnili p°i výpo£tu derivace
jednotlivých £len· °ady f(z). Platí

f(w)− f(z)

w − z
−g(z) =

∑∞
n=0 cn(w − z0)n −

∑∞
n=0 cn(z − z0)n

(w − z0)− (z − z0)
−
∞∑
n=1

ncn(z−z0)n−1 =

=
∞∑
n=1

cn

[
(w − z0)n − (z − z0)n

(w − z0)− (z − z0)
− n(z − z0)n−1

]
.

První £len sumy je na první pohled nulový, ve skute£nosti se tedy s£ítá aº od
n = 2. Elementárními postupy (nap°íklad p°ímým vyd¥lením mnoho£lenu
mnoho£lenem, nebo matematickou indukcí) lze dokázat, ºe platí (viz úlohu
4. cvi£ení 13.2.6).

(w − z0)n − (z − z0)n

(w − z0)− (z − z0)
−n(z−z0)n−1 = (w−z)

n−1∑
k=1

k(w−z0)n−k−1(z−z0)k−1.

Provedeme odhad získaného výrazu. Protoºe body z i w leºí uvnit° kruhu
B(z0, r), je |w − z0| < r, |z − z0| < r. Proto∣∣∣∣∣(w − z)

n−1∑
k=1

k(w − z0)n−k−1(z − z0)k−1

∣∣∣∣∣ < |w−z|
n−1∑
k=1

k rn−k−1rk−1 = |w−z|rn−2
n−1∑
k=1

k.
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Aritmetickou posloupnost se£teme snadno a dostaneme∣∣∣∣∣(w − z)
n−1∑
k=1

k(w − z0)n−k−1(z − z0)k−1

∣∣∣∣∣ < |w−z|rn−2n(n− 1)

2
< |w−z|n2rn−2,

a nakonec ∣∣∣∣f(w)− f(z)

w − z
− g(z)

∣∣∣∣ < |w − z| ∞∑
n=2

n2|cn|rn−2.

�ada
∑∞
n=2 n

2|cn|rn−2 konverguje, má tedy kone£ný sou£et. (Dokáºete to
zd·vodnit?) Proto je

lim
w→z

[
f(w)− f(z)

w − z
− g(z)

]
= 0 =⇒ g(z) = f ′(z).

Uv¥domme si, ºe na základ¥ provedeného d·kazu m·ºeme v derivování po-
kra£ovat a získat druhou, t°etí, a dal²í derivace funkce f(z):

f (k)(z) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)cn(z − z0)n−k, =⇒ f (k)(z0) = k! ck.

V²echny tyto derivace jsou rovn¥º regulárními funkcemi.

P°íklad 13.16 je fakticky odvozením následující d·leºité v¥ty.

V¥ta 13.12: Je-li funkce f(z) v otev°ené mnoºin¥ D ⊂ C regulární a platí-li
pro z0 ∈ D f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − z0)n, z ∈ B(z0, r) ⊂ D, pak je f(z) v D

holomorfní a platí f ′(z) =
∑∞
n=1 ncn(z − z0)n−1, z ∈ B(z0, r) ⊂ D. Funkci

f(z) lze vyjád°it mocninnou °adou

f(z) =
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(z0) (z − z0)n, z0 ∈ D, z ∈ B(z0, r), r < Rf , (13.20)

zvanou Taylorova °ada funkce se st°edem v bod¥ z0.

P°íklad 13.17: Zkusme regulární funkci zintegrovat
Uvaºujme op¥t o funkci f(z) regulární na otev°ené mnoºin¥ D a p°edpoklá-
dejme, ºe je v otev°eném kruhu B(z0, Rf ) ⊂ D dána (lokáln¥ stejnom¥rn¥
konvergentní) °adou f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − z0)n. �ada

F (z) =
∞∑
n=0

cn
n+ 1

(z − z0)n+1
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má s °adou funkce f(z) shodný polom¥r konvergence (ov¥°te výpo£tem po-
mocí vztahu (13.6)). Z p°íkladu 13.16 a v¥ty 13.11 je z°ejmé, ºe platí F ′(z) =
f(z) na mnoºin¥ D. Dejme tomu, ºe C : [α, β] 3 t→ C(t) ∈ D je k°ivka spl-
¬ující p°edpoklady de�nice integrálu, p°i£emº C(α) = a a C(β) = b. Zajímá
nás hodnota integrálu

I =

∫
C

f(z) dz.

M·ºeme o ní v·bec n¥co zjistit, kdyº k°ivka C není konkrétn¥ zadána?
O funkcích komplexné prom¥nné jsme v²ak uº sta£ili zjistit, ºe mají jisté
�p°ekvapivé� vlastnosti. Pokusme se vyuºít souvislosti funkcí f(z) a F (z) a
pravidla pro derivaci sloºené funkce:

∫
C

f(z) dz =

∫
C

F ′(z) dz =

β∫
α

F ′(C(t)) Ċ(t) dt = F [C(β)]−F [C(α)] = F (b)−F (a).

Zjistili jsme, ºe integrál nezávisí na tvaru k°ivky, pouze na jejím po£áte£ním
a koncovém bodu. Podobnou situaci jsme uº �zaºili� u k°ivkových integrál·
druhého druhu z konzervativních vektorových polí.

Velmi pe£livý £tená° by mohl být s p°edchozím �rychlým postupem�
nespokojen. V p°ípad¥ reálných funkcí reálné prom¥nné je rovnost

β∫
α

F ′[ϕ(t)]ϕ′(t) dt = F (b)− F (a), a = ϕ(α), b = ϕ(β)

z°ejmá. Vyjad°uje v¥tu o substituci p°i výpo£tu integrálu. Je v²ak takový
vztah platný i v p°ípad¥, kdy je prom¥nná i funkce komplexní? Prov¥°íme
to tak, ºe integrál po k°ivce C z funkce F ′(z) vypo£teme �po°ádn¥� , pomocí
de�nice. Platí F (z) = U(x, y) + iV (x, y), p°i£emº funkce U(x, y) a V (x, y)
spl¬ují Cauchyovy-Riemannovy podmínky. B¥hem d·kazu v¥ty 13.9 jsme
zjistili, ºe derivaci F ′(z) = u(x, y) + iv(x, y) lze díky nim vyjád°it n¥kolika
zp·soby:

F ′(z) =
U(x, y)

∂x
− i

U(x, y)

∂y
=
V (x, y)

∂y
+ i

V (x, y)

∂x
=

=
U(x, y)

∂x
+ i

V (x, y)

∂x
=
V (x, y)

∂y
− i

U(x, y)

∂y
.

Vyuºijeme prvních dvou z nich a de�nice integtrálu, tj.∫
C

f(z) dz =

∫
C

F ′(z) dz =

∫
C

u(x, y) dx−v(x, y) dy+i

∫
C

v(x, y) dx+u(x, y) dy =
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=

∫
C

(
∂U(x, y)

∂x
dx+

∂U(x, y)

∂y
dy

)
+ i

∫
C

(
∂V (x, y)

∂x
dx+

∂V (x, y)

∂y
dy

)
=

= U(x, y) + V (x, y)|ba = F (b)− F (a),

nebo p°evodem na integraci podle parametru t, samoz°ejm¥ s vyuºitím Cauchyových-
Riemannových podmínek, a s ozna£ením C(t) = (ẋ(t), ẏ(t)),

F ′[C(t)] Ċ(t) =

[
∂U(x, y)

∂x
− i

∂U(x, y)

∂y

]
C(t)

(ẋ(t) + iẏ(t)) =

=

[
∂U(x, y)

∂x
ẋ(t) +

∂U(x, y)

∂y
ẏ(t)

]
C(t)

+i

[
−∂U(x, y)

∂y
ẋ(t) +

∂U(x, y)

∂x
ẏ(t)

]
C(t)

=

=

[
∂U(x, y)

∂x
ẋ(t) +

∂U(x, y)

∂y
ẏ(t)

]
C(t)

+i

[
∂V (x, y)

∂x
ẋ(t) +

∂V (x, y)

∂x
ẏ(t)

]
C(t)

=

=
dU [C(t)]

dt
+ i

dV [C(t)]
dt

,

∫
C

f(z) dz =

∫
C

F ′(z) dz =

β∫
α

F ′[C(t)] Ċ(t) dt =

β∫
α

{
dU [C(t)]

dt
+ i

dV [C(t)]
dt

}
dt =

= U [C(t)] + iV [C(t)]|βα = F [C(β)]− F [C(α)] = F (b)− F (a).

Podle výsledku vidíme, ºe p·vodní �rychlý� postup integrace pomocí sloºené
funkce, jejíº vn¥j²í i vnit°ní sloºka byly komplexní funkce reálné prom¥nné
t, byl v po°ádku. A v²imn¥me si je²n¥ jedné zajímavé v¥ci: Bude-li k°ivka C
uzav°ená, bude integrál

∫
C
F ′(z) dz nulový!

V p°íkladech 13.16, 13.17 a v¥t¥ 13.11 jsme ukázali d·leºité vlastnosti regu-
lárních funkcí:

• Mocniné °ady regulárních funkcí lze v oboru jejich (lokáln¥ stejno-
m¥rné) konvergence derivovat i integrovat £len po £lenu.

• Integrál z regulární funkce po uzav°ené k°ivce leºící v oboru (lokální
stejnom¥rné) konvergence Taylorovy °ady, jíº je tato funkce vyjád°ena,
je nulový.



13.2. MÁ-LI FUNKCEKOMPLEXNÍ PROM�NNÉ DERIVACI, PAKMÁ DERIVACE V�ECH �ÁD�71

P°íklad 13.18: Taylorova °ada prakticky
Je na £ase ukázat p°íklad na nalezení Taylorovy °ady dané funkce. Jednodu²e
dokáºeme zapsat Taylorovu °adu racionální lomené funkce, podobn¥ jako
jsme to d¥lali v oboru reálné prom¥nné. Uvaºme nejprve velmi jednoduchý
p°íklad funkce

f(z) =
z

z + 2
= 1− 2

z + 2
.

Tato funkce je de�nována na otev°ené mnoºin¥ D = C+\{−2}. Bod z0 = −2
se tedy pochopiteln¥ nem·ºe stát st°edem °ady. Zvolme nejprve libovolný
bod z0 ∈ C, z0 6= −2 (obrázek 13.10 vlevo, sestrojen pro body z0 = 1 + i a
z0 = 0). P°ímý, ale nep°íli² pohodlný postup, jak najít koe�cienty Taylorovy

 

1  2  1  2  

1  

2  

1  

1  2  1  2  

1  

2  

1  

0 1 iz    

0 0z   

x  x  

y  y  

(1 i, 3+i)B   

 ( , 2) | | | 2B z C z     

(0, 2)B  

Obrázek 13.10: Taylorova °ada: k p°íkladu 13.18.

°ady, spo£ívá ve výpo£tu derivací v²ech °ád· funkce f(z) v bod¥ z0. v daném
p°ípad¥ to ov²em tak sloºité není. Platí

f (0)(z) = f(z) = 1− 2

z + 2
, f (0)(z0) = 1− 2

z0 + 2
,

f (1)(z) =
2

(z + 2)2
, f (1)(z0) =

2

(z0 + 2)2
,
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f (2)(z) = −2
2

(z + 2)3
, f (2)(z0) = −2

2

(z0 + 2)3
,

.... = ..................,

f (n)(z) = −2
(−1)n n!

(z + 2)n+1
, f (n)(z) = −2

(−1)n n!

(z0 + 2)n+1
,

.... = ...................,

f(z) =

(
1− 2

z0 + 2

)
− 2

∞∑
n=1

1

n!

(−1)n n!

(z0 + 2)n+1
=

= =

(
1− 2

z0 + 2

)
− 2

∞∑
n=1

(−1)n

(z0 + 2)n+1
.

Vypo£teme polom¥r konvergence °ady (výpo£et limity prove¤te sami, uº by
to nem¥l být problém),

R−1
f = lim

n→∞
n

√
|cn| = lim

n→∞
n

√
2

|z0 + 2|n+1
=

1

|z0 + 2|
, Rf = |z0 + 2|.

Polom¥r konvergence je roven vzdálenosti st°edu °ady od bodu, v n¥mº
funkce není de�nována. To nepochybn¥ není náhoda.

Taylorovu °adu m·ºeme najít mnohem elegantn¥j²ím zp·sobem, neº po-
mocí výpo£tu derivací. Vrátíte-li se k p°íkladu 2.23 (první díl), najdete tam
zp·sob, jakým jsme dokázali snadno zapsat racionální lomenou funkci jako
(geometrickou) °adu, nebo´ tato funkce byla jejím sou£tem. Podobný postup
pouºijeme i nyní. Nejprve musíme do p°edpisu zadané funkce f(z), který ne-
obsahuje st°ed °ady, tento st°ed n¥jak �namontovat� . Provedeme to um¥lým
obratem z = z − z0 + z0 a budeme pokra£ovat v úpravách:

f(z) = 1− 2

z + 2
= 1− 2

(2 + z0) + (z − z0)
= 1− 2

2 + z0

1

1 + z−z0
2+z0

.

Poslední zlomek v upraveném výrazu je sou£et geometrické °ady s prvním
£lenem rovným jedné a kvocientem q = − z−z0

2+z0
. Tato °ada je (lokáln¥ stejno-

m¥rn¥) konvergenentní, je-li |q| < 1. Pak

f(z) = 1− 2

2 + z0

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − z0)

2 + z0

)n
=

(
1− 2

z0 + 2

)
+
∞∑
n=1

−2
(−1)n

(z0 + 2)n+2
(z−z0),
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∣∣∣∣−z − z0

2 + z0

∣∣∣∣ < 1 ⇒ z ∈ B(z0, |z0 + 2|).

Z podmínky pro kvocient konvergentní geometrické °ady nám vy²el stejný
polom¥r konvergence, jako z Cauchyova-Hadamardova vzorce (13.6), coº jist¥
nep°ekvapuje. Není p°ekvapující ani to, ºe kruh konvergence m·ºe sahat
pouze po nejbliº²í singularitu, tj. bod, v n¥mº funkce není regulární.

Zbývá je²t¥ rozvinout funkci f(z) v mocninnou °adu se st°edem z0 =∞.
Znamená to najít Taylorovu °adu funkce g(ξ) = f(ξ−1) se st°edem v bod¥
ξ0 = 0.

g(ξ) =
ξ−1

2 + ξ−1
=

1

1 + 2ξ
=
∞∑
n=0

2nξn, |2ξ| < 1 ⇒ |ξ| < 1

2
,

f(z) =
∞∑
n=0

2n z−n, |1
z
| < 1

2
⇒ |z| > 2, z ∈ B(∞, 2).

Kruh, v n¥mº °ada konverguje (lokáln¥ stejnom¥rn¥), op¥t sahá od st°edu
°ady (tím je bod nekone£no) po singularitu v bod¥−2 (obrázek 13.10 vpravo).

Dal²ími d·leºitými p°íklady Taylorových °ad jsou rozvoje funkcí ez, cos z,
sin z, cosh z, sinh z se st°edem v bod¥ z0 = 0. Tyto funkce jsou de�novány v
celé neroz²í°ené Gaussov¥ rovin¥ bfC, jak víme z odstavce 13.1.3. Ale pozor!
V bod¥ nekone£no de�novány nejsou a vykazují tam velmi podivné chování.
O tom se v²ak p°esv¥d£íme pozd¥ji. A te¤ ty rozvoje kolem nuly:

ez =
∞∑
n=0

1

n!
zn, (13.21)

cos z =
1

2

(
eiz + e−iz

)
=

1

2

∞∑
n=0

1

n!
(in + (−i)n) , (13.22)

i4j + (−i)4j = 2, i4j+1 + (−i)4j+1 = 0,

i4j+2 + (−i)4j+2 = −2, i4j+3 + (−i)4j+3 = 0, j ∈ Z,

cos z =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k, (13.23)

a podobn¥

sin z =
1

2i

(
eiz − e−iz

)
=

1

2i

∞∑
n=0

1

n!
(in − (−i)n) ,
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i4j − (−i)4j = 0, i4j+1 + (−i)4j+1 = 2i,

i4j+2 + (−i)4j+2 = 0, i4j+3 + (−i)4j+3 = −2i, j ∈ Z,

sin z =
∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1. (13.24)

Stejný postup uplatníme u hyperbolického sinu a kosinu, jde bude je²t¥ jed-
nodu²²í (prove¤te):

cosh z =
1

2

(
ez + e−z

)
=

∞∑
k=0

1

(2k)!
z2k, (13.25)

sinh z =
1

2

(
ez − e−z

)
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
z2k+1. (13.26)

V odstavci 13.2.5 se k t¥mto funkcím je²t¥ vrátíme a k jejich de�nici n¥co
zajímavého �p°idáme�.

13.2.3 Holomorfní funkce, uzav°ená k°ivka a nulový integrál

V p°edchozím odstavci jsme zjistili, ºe integrál z regulární funkce f(z) =∑∞
n=0 cn(z − z0)n po uzav°ené k°ivce, která leºí v kruhu B(z0, Rf ), v n¥mº

konverguje p°íslu²ná Taylorova °ada, je nulový. Víme, ºe regulární funkce je
také holomorfní, nevíme v²ak zatím, zda tomu je i naopak (podle zku²enosti
s funkcemi reálné prom¥nné bychom nejspí²e £ekali, ºe nikoliv). Je vcelku
p°irozené poloºit si otázku, jak to bude s integrálem z holomorfní funkce
po uzav°ené k°ivce. Bude také nulový? Jaké podmínky budeme klást na
integra£ní k°ivku?

Uvaºujme nejprve o trochu jiném p°ípadu. P°edpokládejme, ºe F (z) je
holomorfní funkce na otev°ené mnoºin¥ D a její derivace f(z) = F ′(z) je
na této mnoºin¥ spojitá. Nic dal²ího o mnoºin¥ D nep°edpokládáme. Inte-
grovat budeme po k°ivce, která je uzav°ená (a samoz°ejm¥ spl¬uje v²echny
p°edpoklady pro to, aby se po ní dalo integrovat) a leºí v mnoºin¥ D, tj.
C : [α, β] 3 t → C(t) ∈ D, C(α) = C(β). O funkci f(z) nevíme, zda je
holomorfní, ale víme, ºe z holomorfní funkce vznikla jako její derivace. Platí

∫
C

f(z) dz =

∫
)CF ′(z) dz =

β∫
α

F ′[C(t)] Ċ(t) dt = F [C(β)]− F [C(α)] = 0.
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P°i výpo£tu jsme pouºili pravidlo pro integraci sloºené funkce. �e to tak
m·ºeme ud¥lat, jsme si ov¥°ili v p°íkladu 13.17.

Pozn. 1: Te¤ si n¥kdo °ekne: Pozor! Funkce F ′(z) v p°íkladu 13.17 byla ho-
lomorfní, protoºe byla regulární. Nyní tomu tak být nemusí! Nemusí, ale ne-
vadí. V p°íkladu 13.17 jsme vyuºili pouze holomorfnosti funkce F (z) (pouºili
jsme Cauchovy-Riemannovy podmínky pro její reálnou a imaginární £ást).
Holomorfnost funkce F ′(z), i kdyº byla její regulárností zaji²t¥na, jsme ne-
pot°ebovali.

Zopakujme, ºe v p°edchozí úvaze jsme na mnnoºinu D, v níº leºí integra£ní
k°ivka C, nekladli v podstat¥ ºádné poºadavky. P°edpokládali jsme jen to,
ºe je otev°ená, coº není p°íli² omezující podmínka. Na integrovanou funkci
f(z) jsme speciální poºadavek m¥li � aby m¥la tvar derivace jisté funkce
F (z), tj. f(z) = F ′(z). (P°edpoklad spojitosti není nic neobvyklého, slouºil k
zaji²t¥ní existence integrálu z funkce F ′[C(t)]Ċ(t) na intervalu [α, β].) Dal²í
úvahy a výsledky se budou zdát hodn¥ podobné, ale p°ece zde budou jisté
d·leºité odli²nosti. Za chvíli uvidíme.

Budeme se zabývat integrálem holomorfní funkce f(z) po uzav°ené k°ivce
C. (To je o funkci sice siln¥j²í p°edpoklad neº spojitost, ale naopak odstra-
níme poºadavek, aby m¥la tvar derivace.) De�ni£ním oborem integrované
funkce f(z) bude op¥t otev°ená mnoºina D a k°ivka, po které integrujeme,
v ní samoz°ejm¥ bude leºet. Integrál z funkce f(z) po k°ivce C vyjád°íme z
de�nice (13.9),∫
C

ω + i

∫
C

η =

∫
C

u(x, y) dx− v(x, y) dy + i

∫
C

v(x, y) dx+ u(x, y) dy,

Funkce u(x, y) a v(x, y) jsou diferencovatelné a spl¬ují podmínky (13.13)
� v¥ta 13.9. Zam¥°me se zvlá²´ na kaºdý z integrál·

∫
C
ω a

∫
C
η. , ω a η jsou

diferenciální 1-formy de�nované na této mnoºin¥. P°edpokládáme-li, ºe dω
a dη jsou rovn¥º diferenciální formy na D (konkrétn¥ jsou to 2-formy), tj.
jejich sloºky jsou diferencovatelné funkce, a ozna£íme-li M ⊂ D mnoºinu,
jejíº hranicí je k°ivka calC (C = ∂M), jsou spln¥ny p°edpoklady obecného
Stokesova teorému 12.30, platí∫

C

ω =

∫
M

dω,

∫
C

η =

∫
M

dη =⇒

∫
C

u(x, y) dx− v(x, y) dy =

∫
M

(
−v(x, y)

∂x
− u(x, y)

∂y

)
dx ∧ dy = 0,
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∫
C

v(x, y) dx+ u(x, y) dy =

∫
M

(
u(x, y)

∂x
− v(x, y)

∂y

)
dx ∧ dy = 0.

Nulovost integrand· na pravých stranách t¥chto vztah· zaji²´ují práv¥ Cauchyovy-
Riemannovy podmínky (13.13). Má-li n¥kdo rad¥ji klasické integrální v¥ty,
pouºije Greenovy v¥ty 12.32. P°i této formulaci sta£í p°edpokládat, ºe par-
ciální derivace funkcí u(x, y) a v(x, y) jsou spojité. Výsledky budou stejné
jako v p°edchozích vztazích, jen místo dx ∧ dy budeme rovnou psát dx dy,
jak jsme zvyklí Riemannov¥ integrálu. Ale pozor: formulace v¥ty 12.32 p°ed-
pokládá jednodu²e souvislou oblast D. Víme uº z kapitoly 12, ºe toto omezení
obecnosti je �da¬� za zjednodu²ení úvah � mnoºina D nebude �d¥ravá� a
odstraní se komplikace, jimiº jsme se zabývali v p°íkladu 12.115. Na základ¥
práv¥ provedených výpo£t· a úvah získáváme dv¥ d·leºitá tvrzení, která jsou
tzv. lokální a globální verzí slavné Cauchyovy v¥ty.

V¥ta 13.13 (Lokální Cauchyova v¥ta): Nech´ D ⊂ C je jednodu²e sou-
vislá oblast, C uzav°ená k°ivka (jednorozm¥rná singulární krychle, resp. °e-
t¥zec) v ní leºící, a f(z) funkce holomorfní v D. Pak integrál z funkce f(z)
po k°ivce C je nulový.

V¥ta 13.14 (Globální Cauchyova v¥ta): Nech´ D ⊂ C je oblast, Γ uza-
v°ená k°ivka (jednorozm¥rná singulární krychle, resp. °et¥zec) v ní leºící, a
f(z) funkce holomorfní v D. Pak platí:
• Je-li Ind−(α) = 0 pro v²echny body α neleºící v D, je∫

Gamma

f(z) dz = 0.

• Je-li Γ̄ rovn¥º uzav°ená k°ivka (jednorozm¥rná singulární krychle, resp.
°et¥zec) leºící v D a platí Ind−(α) = Ind�−(α) pro v²echny body α
neleºící v D, je ∫

Γ

f(z) dz =

∫
Γ̄

f(z) dz.

Situaci týkající se globální Cauchyovy v¥ty znázor¬uje obrázek 13.11. Zamysleme
se nad tím, k £emu je v p°ípad¥ prvního tvzení v¥ty pot°eba p°edpoklad tý-
kající se indexu bod· neleºících v oblasti holomorfnosti funkce vzhledem
k integra£ní k°ivce. Je to jednoduché � z p°íklad· p°ece víme, ºe obíhá-
li integra£ní k°ivka t°eba jen jediný bod, v n¥mº integrovaná funkce není
holomorfní, integrál nemusí být nulový.
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Obrázek 13.11: Globální Cauchyova v¥ta.

Vyzkou²íme, k £emu lze Cauchyovu v¥tu pouºít. První, co nás napadne, je
moºnost ur£it integrál po n¥jaké k°ivce C, která je pro p°ímý výpo£et sloºitá,
výpo£tem integrálu po jiné, jednodu²²í k°ivce K, je-li C+K uzav°ená k°ivka
spl¬ující poºadavky Cauchyovy v¥ty. Je to úpln¥ analogické jako pouºití
integrálních v¥t v oboru reálné prom¥nné.

P°íklad 13.19: K £emu je dobrá Cauchova v¥ta
Pomocí Cauchyovy v¥ty lze nap°íklad po£ítat reálné, £asto nevlastní inte-
grály. T°eba

I =

∞∫
0

e−x
2

cos 2bxdx.

Pro£ bychom ale tento integrál nemohli ur£it �normáln¥�? Integrand je p°ece
spojitá funkce a my víme, ºe ke spojité funkci vºdy existuje funkce primi-
tivní. Sta£í ji tedy najít, ur£it její (limitní) hodnotu v nekone£nu a v nule a je
to! jenºe v¥c není tak jednoduchá � primitivní funkce sice existuje, ale není
utvo°ena z elementárních funkcí, které známe. Nem·ºeme ji zapsat n¥jakým
vzorcem, do kterého bychom pak dosadili. P°echodem do komplexního oboru
v²ak m·ºeme integrál vypo£ítat docela snadno. Aby to bylo moºné, je t°eba
p°evést funkci do komplexního oboru a zvolit uzav°enou integra£ní k°ivku
tak, aby p°íslu²ná £ást reálné osy (v tomto p°ípad¥ nezáporná £ást reálné
osy) byla její sou£ástí. S ohledem na integrand ex

2
cos 2bx zvolíme jako inte-

grovanou funkci v komplexním oboru funkci ez
2
. Vhodnou volbu integra£ní
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k°ivky (s �perspektivou� limitního p°echodu r →∞) ukazuje obrázek 13.12
vlevo. Ale pro£ práv¥ takto? K volb¥ nás vede n¥kolik úvah:

 

b  

y  

R  R  
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3C  
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4C  
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y  

1C  

2C

 

3C  

R  0  

4
  t  

Obrázek 13.12: Integra£ní obor k úlohám z p°íkladu 13.19.

• I je integrálem ze sudou funkci na intervalu [0, ∞]. Platí proto

I =

∞∫
0

e−x
2

cos 2bxdx =
1

2

∞∫
−∞

e−x
2

cos 2bxdx.

• Uv¥domme si, ºe integrovaná funkce je reálnou £ástí komplexní funkce
reálné prom¥nné e−x

2+2ibx, tj.

e−x
2+2ibx = e−(x+ib)2−b2 = e−b

2 · e−z2 ,

kde z = x + ib. Body z tohoto typu leºí na k°ivce C3 znázorn¥né v
obrázku.

• Na reálné ose je z = x, proto e−z
2

= e−x
2
. Integrálem z této funkce na

reálné ose je, jak víme,
√
π (Laplace·v integrál), tj.

lim
x→∞

∞∫
−∞

e−x
2

=
√
π.
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• Lze o£ekávat, ºe integrály po �vzdálených� k°ivkách C2 a C4 budou
vzhledem k rychlému poklesu funkce e−z

2
= e−(x2−y2)(cos 2xy+i sin 2xy)

nulové. (Prom¥nná y se pohybuje pouze v mezích [0, b] a funkce (cos 2xy + i sin 2xy))
je ohrani£ená.

Funkce e−z
2
je holomorfní v Gaussov¥ rovin¥, proto pro ni lze pouºít Cau-

chyovu v¥tu p°i libovolné volb¥ uzav°ené integra£ní k°ivky,∫
C

e−z
2

z = 0.

K°ivka C na obrázku 13.12 je jednorozm¥rným singulárním °et¥zcem C =
C1+C+C2+C3+C4. Jednotlivé úseky parametrizujeme a integrály vypo£teme,
resp. odhadneme:

C1 : x = t, y = 0, t ∈ [−R, R], lim
R→∞

∫
C1

e−z
2

dz = lim
R→∞

e−t
2

dt =
√
π,

C2 : x = R, y = t, t ∈ [0, b], lim
R→∞

∫
C2

e−z
2

dz = lim
R→∞

b∫
0

ie−(R2−t2)−2iRt dt,

∣∣∣∣∣∣
b∫

0

ie−(R2−t2)−2iRt dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ e−R
2

b∫
0

∣∣∣e−t2 · e2iRt
∣∣∣ dt→∞ pro R→∞,

C3 : x = t, y = b t ∈ [R −R], lim
R→∞

∫
C3

e−z
2

dz = lim
R→∞

−R∫
R

e−(t+ib)2 dt =

= − lim
R→∞

R∫
−R

e−(t2−b2) (cos 2bt+ i sin 2bt) dt =

= −eb
2

lim
R→∞

 R∫
−R

e−t
2

cos 2btdt+ i

R∫
−R

e−t
2

sin 2btdt

 = −2eb
2
I,

C4 : x = −R, y = t, t ∈ [b, 0], lim
R→∞

∫
C4

e−z
2

dz = lim
R→∞

0∫
b

ie−(R2−t2)+2iRt dt = 0.

V záv¥ru výpo£tu integrálu po k°ivce C3 jsme vyuºili toho, ºe funkce e−t
2

sin 2bt
je lichá, a proto její integrál na symetrickém intervalu [−R, R] je nulový. V
p°ípad¥ k°ivky C4 jsme jiº neprovád¥li odhad. Snadno si jej provedete sami
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po vzoru k°ivky C2. Dosadím¥-li získané díl£í integrály do Cauchyovy v¥ty,
dostaneme

√
π − 2eb

2
I = 0 =⇒ I =

√
π

2
e−b

2
.

A zkusme je²t¥ jeden d·leºitý p°íklad. V optice mají zna£ný význam
Fresnelovy integrály

F1 =

∞∫
0

cosx2 dx, F2 =

∞∫
0

sinx2 dx.

Ani ony nejdou p°ímo spo£ítat nalezením primitivních funkcí i integrand·m.
Jist¥ vám v²ak neuniklo, ºe cosx2 a sinx2 jsou reálná a imaginární £ást funkce
eix2 . Rýsuje se proto moºnost p°echodu do komplexního oboru a integrace
holomorfní funkce eiz2 po vhodn¥ zvolené uzav°ené k°ivce, jejíº jedním úse-
kem bude nezáporná reálná poloosa. Taková k°ivka je znázorn¥na na obrázku
13.12 vpravo. Platí∫

C

eiz2 dz =

∫
C1

eiz2 dz +

∫
C2

eiz2 dz +

∫
C3

eiz2 dz.

Op¥t budeme parametrizovat jednotlivé k°ivky a po£ítat integrály:

C1 : x = t, y = 0, t ∈ [0, R], lim
R→∞

∫
C1

eiz2 dz = lim
R→∞

eit2 dt =

=

∞∫
0

cos t2 dt+

∞∫
0

sin t2 dt = F1 + iF2,

C2 : x = R cos t, y = R sin t t ∈
[
0,
π

4

]
, lim

R→∞

∫
C2

eiz2 dz =

= lim
R→∞

iR

π/4∫
0

eiR2e2it · eit dt = lim
R→∞

iR

π/4∫
0

eiR2 cos 2t · e−R2 sin 2t · eit dt.

C3 : x =
R
√

2

2
t, y =

R
√

2

2
t, t ∈ [1, 0], z = Rteiπ

4 , dz = Reiπ
4 ,

lim
R→∞

∫
C3

eiz2 dz = lim
R→∞

0∫
1

eiR2t2 · eiπ
2 · eiπ

4 dt =

= − lim
R→∞

eiπ
4

R∫
0

e−s
2

ds = −eiπ
4

√
π

2
= −

√
π

2
√

2
− i

√
π

2
√

2
.
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Provedeme odhad integrálu po k°ivce C2>∣∣∣∣∣∣∣iR
π/4∫
0

eiR2 cos 2t · e−R2 sin 2t · eit dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ R
π/4∫
0

∣∣∣eiR2 cos 2t · e−R2 sin 2t · eit
∣∣∣ dt

= R

π/4∫
0

e−R
2 sin 2t dt =

R

2

π/2∫
0

e−R
2 sin t dt ≤ R

2

π/2∫
0

e−R
2· 2t
π dt = − π

4R

(
e−R

2 − 1
)
.

Limitní hodnota získaného horního odhadu integrálu po k°ivce C3 proR→∞
je nulová. V záv¥ru odhadu jsme pouºili nerovnosti sin t ≤ 2t

π pro t ∈
[
0, π2

]
.

Nyní jiº m·ºeme dosadit do Cauchyovy v¥ty a dostaneme

lim
R→∞

∫
C

eiz2 dz = (F1 + iF2)−
( √

π

2
√

2
+ i

√
π

2
√

2

)
= 0,

F1 =

∞∫
0

cosx2 dx =

√
π

2
√

2
, F2 =

∞∫
0

sinx2 dx =

√
π

2
√

2
.

P°íklad 13.20: Kramersovy-Kronigovy relace
S holomorfními funkcemi komplexní prom¥nné se dob°e pracuje ve fyzice.
M¥°itelné fyzikální veli£iny jsou samoz°ejm¥ reálné. Vhodnými matematic-
kými transformacemi, o nichº budeme podrobn¥ji hovo°it v odstavci 13.6,
v²ak m·ºeme získat jejich (holomorfní) komplexní obrazy. Ty pak mají v²echny
vlastnosti, které jsme pro holomorfní funkce odvodili. Platí proto pro n¥ i
Cauchyova v¥ta. Jednou z takových fyzikálních veli£in je tzv. relativní dielek-
trická susceptibilita α(t), popisující odezvu látky na eletrické pole optických
frekvencí. Jejím holomorfním komplexním obrazem je funkce ozna£ovaná
ε(z) − 1, kde ε(z) je komplexní relativní permitivita. Aniº bychom se nyní
zabývali dal²ími matematickými aspekty problému £i jeho fyzikální podsta-
tou, v²imn¥me si funkce ε(z) − 1, o níº p°edpokládáme, ºe je holomorfní v
horní polorovin¥ Gaussovy roviny C a platí pro ni limz→∞(ε(z) − 1) = 0.
Ozna£me

f(z) =
ε(z)− 1

z − ω
, ω ∈ (0, ∞).

tato funkce je holomorfní v horní polorovin¥ Gaussovy roviny s výjimkou
bodu ω na nezáporné reálné poloose, v n¥mº není de�nována. Zvolme in-
tegra£ní k°ivku C = U1 + Kr + U2 + KR (obrázek 13.13), sloºenou ze dvou
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Obrázek 13.13: Integra£ní k°ivka k p°íkladu 13.20.

úse£ek a dvou p·lkruºnic (£árkované p·lkruºnice se zatím nev²ímejme). Po-
mocí p·lkruºnice Kr jsme se �vyhnuli� bodu ω. Pro funkci f(z) a k°ivku C
platí Cauchyova v¥ta, tj.

C ε(z)− 1

z − ω
dz = 0.

Vyjád°íme integrály po jednotlivých úsecích k°ivky a provedeme limitní p°e-
chody R→∞, r → 0. (Prove¤te v²echny kroky výpo£t·, i ty nejjednodu²²í,
které jsou v textu vynechány.)

lim
R→∞,r→0

∫
U1

ε(z)− 1

z − ω
dz +

∫
U1

ε(z)− 1

z − ω
dz

 =

lim
R→∞,r→0

 ω−r∫
−R

ε(x)− 1

x− ω
dx+

R∫
ω+r

ε(x)− 1

x− ω
dx

 = P
∞∫
−∞

ε(x)− 1

x− ω
dx.

Výsledný integrál je chápán ve smyslu hlavní hodnoty (viz odstavec 12.1.12).
Pro integrál po p·lkruºnici KR : z = Reit, t ∈ [0, π], dz = iReit platí∫

KR

ε(z)− 1

z − ω
dz = iR

π∫
0

[
ε(Reit)− 1

Reit
eit

]
dt =

π∫
0

[
ε(Reit)− 1

]
dt.



13.2. MÁ-LI FUNKCEKOMPLEXNÍ PROM�NNÉ DERIVACI, PAKMÁ DERIVACE V�ECH �ÁD�83

Vzhledem k p°edpokladu limR→∞(ε(z) − 1) = 0 je tento integrál v limit¥
pro R → 0 nulový. Zbývá integrál po p·lkruºnici Kr : z = reit, t ∈ [π, 0],
dz = ireit. Platí pro n¥j

lim
r→0

0∫
π

ε(z)− 1

z − ω
dz = ir

0∫
π

[
ε(reit)− 1

]
dz = −iπ [ε(ω)− 1] .

Dosazením do Cauchyovy v¥ty dospíváme k záv¥ru

ε(ω)− 1 = − i

π
P
∞∫
−∞

ε(x)− 1

x− ω
dx. (13.27)

Porovnáním reálných a imaginárních £ástí obou stran rovnosti (13.27) do-
staneme

Re [ε(ω)− 1] =
1

π
P
∞∫
−∞

Im ε(x)

x− ω
dx,

Im ε(ω)] = − 1

π
P
∞∫
−∞

Re ε(x)− 1

x− ω
dx. (13.28)

Tento výsledek je velmi d·leºitý pro zpracování optickcýh m¥°ení. Unamená,
ºe reálná a imaginární £ást komplexní dielektrické permitivity nejsou nezá-
vislé. Známe-li nap°íklad imaginární £ást, m·ºeme reálnou v principu ur£it.
Nakonec si je²t¥ v²imn¥me £árkované p·lkruºnice v obrázku 13.13. Je-li pro-
st°edí vodivé, není jeho komplexní dielektrická funkce de�nována v bod¥
z = 0. Proto i tento bod je t°eba p°i pouºití Cauchyovy v¥ty �obejít� .

Za ú£elem získání dal²ích praktických výsledk· se nyní pokusíme Cau-
chyovu v¥tu trochu zobecnit z hlediska poºadavk· na funkci f(z). V²imneme
si lokální Cauchyovy v p°ípad¥, kdy p°ipustíme, ºe v n¥jakém bod¥ z0 ∈ D
je poru²ena holomorfnost této funkce, ne v²ak její spojitost. Funkce je tedy
v bod¥ z0 spojitá, ale nemusí v n¥m mít derivaci. T°i v principu odli²né
polohy bodu z0 jsou zachyceny na obrázku 13.14. P°ípad, kdy bod z0 leºí
vn¥ k°ivky C (obrázek vlevo), tj. jeho index vzhledem k této k°ivce je nu-
lový, jsou spln¥ny p°edpoklady (lokální) Cauchyovy v¥ty na oblasti A ⊂ D,
která jiº bod z0 neobsahuje. Dal²í situace nastane, leºí-li bod z0 p°ímo na
k°ivce C. Ozna£me C2 £ást kruºnice se st°edem v bod¥ z0 a polom¥rem r,
zvolenou tak, aby vznikla uzav°ená k°ivka C1 + C2 podle obrázku uprost°ed.
Vyjmeme-li z oblasti D kruh A1 obsahující bod z0 tak, aby k°ivka C1 + C2

leºela v jednodu²e souvislé oblasti D\A1, budou pro tuto oblast op¥t spln¥ny
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Obrázek 13.14: Poru²ení holomorfnosti v bod¥.

poºadavky Cauchyovy v¥ty. Oblast D1 sice není jednodu²e souvislá, ale pro
v²echny body α neleºící v této oblasti (a speciáln¥ pro bod z0, o který jde)
platí IndC1+C+2(α) = 0. Proto je integrál z funkce f(z) po k°ivce C∞+ C+ 2
nulový pro libovoln¥ malý polom¥r kruºnice C2, která tvo°í �výhybku� kolem
bodu z0. P°edpokládejme, ºe k°ivka C obíhá oblast uvnit° jednou v kladném
smyslu. Totéº pak platí pro k°ivku C1 + C2. Parametrické vyjád°ení kruºnice
C2 je nap°íklad x = x0 + reit, y = y0 + reit, t ∈ [t1, t2], 2π < t1 > t2 > 0
(kruºnice je orientována v záporném smyslu). Platí

0 =

∫
C1+C2

f(z) dz =

∫
C1

f(z) dz +

∫
C2

f(z) dz =

∫
C1

f(z) dz + ir

t2∫
t1

f
(
reit

)
dt.

Provedeme odhad druhého integrálu. Vyuºijeme p°i tom skute£nosti, ºe funkce
f(z) je v bod¥ z0 spojitá, a proto je na jeho jistém okolí B(z0, %) ohrani-
£ená, tj. existuje £íslo M tak, ºe |f(z)| < M pro v²echny body z ∈ B(z0, %).
Zvolme r < %. Pak platí

∣∣∣∣∣∣ir
t2∫
t1

f
(
reit

)
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ r
∫
t1

t2
∣∣∣f (reit

)∣∣∣ < rM

t2∫
t1

= rM(t2 − t1).
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Limita druhého integrálu pro r → 0 je tedy nulová. Nulová proto musí být i
limita prvního integrálu, tj.

0 = lim
r→0

∫
C1

f(z) dz =

∫
C

f(z) dz.

V posledním p°ípad¥, kdy bod z0 leºí uvnit° k°ivky C, vyjmeme z oblasti
D kruh A2 = B(z0, %) a aplikujeme globální Cauchyovu v¥tu na k°ivku
Γ = C +K a oblast D \A2, kde K je kruºnice o polom¥ru r > %, která obíhá
bod z0 jednou v kladném smyslu. Platí∫

C

f(z) dz =

∫
K

f(z) dz.

Provedeme-li odhad integrálu po kruºnici stejným zp·sobem jako po k°ivce
C2, s tím rozdílem, ºe nyní je t1 = 0 a t2 = 2π, zjistíme, ºe limita tohoto
integrálu pro r → 0 (a sou£asn¥ s tím samoz°ejm¥ také % → 0) je nulová.
Jist¥ není t°eba zvlá²´ zd·raz¬ovat, ºe záv¥r, platný pro jeden bod v oblasti
D, v n¥mº funkce poru²uje podmínku holomorfnosti, je v n¥m v²ak spojitá,
lze roz²í°it na kone£ný po£et takových bod·.

To, ºe jsme v oblasti D p°ipustili výjime£ný bod z0 umoºní odvodit velmi
uºite£ný vzorec pro integrální vyjád°ení funk£ních hodnot holomorfní funkce.
Uvedeme a dokáºeme jej v následujícím odstavci.

13.2.4 Holomorfní a regulární jsou synonyma!

Avizovaný Cauchy·v vzorec je jednoduchým p°ímým d·sledkem Cauchyovy
v¥ty. Je klí£em k d·kazu �zlatého h°ebu� této kapitoly a jedné z nejzajíma-
v¥j²ích a �nejp°íjemn¥j²ích� vlastností holomorních funkcí.

V¥ta 13.15 (Cauchy·v vzorec): Nech´ D ⊂ C je jednodu²e souvislá ob-
last, C uzav°ená k°ivka (jednorozm¥rná singulární krychle, resp. °et¥zec), a
f(z) holomorfní funkce v D. Pak na mnoºin¥ D \ C platí

f(z) IndC(z) =
1

2πi

∫
C

f(ξ)

ξ − z
dξ. (13.29)

Dokázat tuto v¥tu bude vzhledem k �p°íprav¥� v p°edchozím odstavci velice
jednoduché. De�nujme novou funkci ϕ(ξ) vztahy

ϕ(ξ) =
f(ξ)− f(z)

ξ − z
pro ξ ∈ D, ξ 6= z,

ϕ = f ′(z) pro ξ = z.
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Vzhledem k holomorfnosti funkce f(z) v oblasti D je funkce ϕ v D také
holomorfní, s výjimkou bodu ξ = z, v n¥mº je ale spojitá (dovedete to zd·-
vodnit?). Te¤ se nám hodí Cauchyova v¥ta dopln¥ná o moºnost výjime£ného
bodu neholonomnosti integrované funkce. Díky ní platí∫

C

ϕ(ξ) dξ = 0.

Po dosazení za funkci ϕ(ξ) z její de�nice dostaneme

0 =
1

2πi

∫
C

ϕ(ξ) dξ =
1

2πi

∫
C

f(ξ)− f(z)

ξ − z
dξ =

=
1

2πi

∫
C

f(ξ)

ξ − z
dξ − f(z)

2πi

∫
C

dξ

ξ − z
=

1

2πi

∫
C

f(ξ)

ξ − z
dξ − f(z) IndC(z),

odkud jiº Cauchy·v vzorec p°ímo plyne. Pro IndC(z) = 1 p°edstavuje in-
tegrál p°ímo funk£ní hodnotu funkce f(z). Cauchy·v vzorec platí také v
globální podob¥: Budou-li spln¥ny p°edpoklady v¥ty 13.13 (globální Cau-
chyova v¥ta), pak Cauchy·v vzorec platí pro kaºdou k°ivku calC, spl¬ující
podmínku IndC(α) = 0 pro v²echny body α neleºící v oblasti D.

A te¤ p°ijde slibovaná zásadní v¥ta. Její charakter je lokální.

V¥ta 13.16 (Holomorfnost ≡ regulárnost): Funkci f(z) holomorfní v
otev°ené mnoºin¥ D ⊂ C+ lze v jistém okolí kaºdého bodu této mnoºiny
vyjád°it (stejnom¥rn¥ konvergentní) mocninnou °adou (se st°edem v tomto
bod¥).

K d·kazu se bude hodit levá £ást obrázku 13.15. Zvolme v mnoºin¥ D libo-
voln¥ bod z0. Pak existuje otev°ený kruh B(z0, R), který leºí v mnoºin¥ D.
Ozna£me K kruºnici o polom¥ru r < R se st°edem v bod¥ z0, která obíhá bod
z0 jednou v kladném smyslu, tj. IndK(z) = 1 pro libovolný bod z ∈ B(z0, r).
Pro kaºdý takový bod platí podle (13.29)

f(z) =
1

2πi

∫
K

f(ξ)

ξ − z
dz.

V integrandu je moºné �uvid¥t� sou£et geometrické °ady. Vzhledem k tomu,
ºe |z − z0| < |ξ − z0| pro libovolný bod ξ leºící na integra£ní kruºnici, totiº
platí

1

ξ − z
=

1

(ξ − z0)− (z − z0)
=

1

ξ − z0

1

1− z−z0
ξ−z0

=
1

ξ − z0

∞∑
n=0

(
z − z0

ξ − z0

)n
=
∞∑
n=0

(z − z0)n

(ξ − z0)n+1
.
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Obrázek 13.15: Holomorfní funkce je regulární � k d·kazu.

Dosadíme do Cauchyova vzorce a zam¥níme sumaci za integraci (to je umoº-
n¥no lokální stejnom¥rnou konvergencí geometrické °ady). Dostaneme

f(z) =
1

2πi

∞∑
n=0

∫
K

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

 (z − z0)n,

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n =
∞∑
n=0

 1

2πi

∫
K

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

 (z − z0)n. (13.30)

Funkci f(z) jsme tedy v okolí B(z0, r) vyjád°ili lokáln¥ stejnom¥rn¥ konver-
gentní °adou, pro jejíº koe�cienty jsme vyjád°ili integrální vztahy. Funkce
f(z) je tedy regulární. Sou£asn¥ v²ak víme, ºe mocninnou °adou regulární
funkce je °ada Taylorova. Ta také konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥. Její koe-
�cienty n!f (n)(z0) musí být rovny práv¥ získaným koe�cient·m cn, proto

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
K

f(ξ)

(ξ − z0)
dξ. (13.31)

Pozn. 1: Pokud kruºnice K obíhá bod z0 víckrát, objeví se na levé stran¥
vzorce (13.31) je²t¥ IndK(z0).
Pozn. 2: Integra£ní k°ivkou nemusí být nutn¥ kruºnice. Tu jsme zvolili pro
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zjednodu²ení d·kazu. Vzorec bude platit i v p°ípad¥, ºe budeme integrovat
po obecn¥ zvolené uzav°ené k°ivce leºící v B(z0, R).

Vztah (13.31) se nazývá zobecn¥ný Cauchy·v vzorec. V²imn¥te si, jak m·ºe
být uºite£ný: integrály typu pravé strany, dokonce po libovolné k°ivce leºící
v B(z0, R), v·bec nemusíme po£ítat! Sta£í ur£it funk£ní hodnotu na levé
stran¥ vzorce.

Cauchyovu v¥tu lze také �obrátit� . Ale jak? Lokální Cauchyova v¥ta °íká,
ºe integrál z funkce, která je holomorfní na jednodu²e souvislé oblasti D, po
uzav°ené k°ivce leºící v této oblasti (a samoz°ejm¥ spl¬ující poºadavky na
to, aby mohla být integra£ním oborem) je nulový. Znamená to, ºe bude-
li integrál z funkce f(z) po libovolné takové k°ivce nulový, m·ºeme si být
jisti, ºe je funkce holomorfní? Je to tak. O funkci f(z) pochopiteln¥ n¥co
p°edpokládat musíme, abychom existenci integrálu zajistili. Dostate£ným
poºadavkem je spojitost. Ukáºeme, ºe pak také sta£í, aby integrál byl nulový
pro hranicí libovolného trojúhelníka leºícího v dané oblasti. D·sledkem je
holomorfnost funkce f(z) v oblasti D. Pokusme se k tomuto záv¥ru dosp¥t.
Omezme se pro jednoduchost na p°ípad, kdy je oblast D konvexní. Je to
speciální p°ípad jednodu²e souvislé oblasti. (Roz²í°ení platnosti výsledku na
libovolnou otev°enou mnoºinu je snadné). Zvolme bod z1 ∈ D libovoln¥.
Vzhledem k p°edpokládané konvexnosti obsahuje mnoºina D také úse£ku
[z1, z] spojující bod z1 s libovolným bodem z ∈ D. De�nujme na D funkci

F (z) =

∫
[z1,z]

f(ξ) dξ.

Dokáºeme nejprve, ºe funkce F (z) je holomorfní. Zvolme v D dal²í libovolný
bod z0. pak v D leºí celý trojúhelník s vrcholy z1, z a z0. Ozna£me jej ∆ a
p°edpokládejme, ºe integrál z funkce f(z) po jeho hranici ∂∆ je nulový. Pak

0 =

∫
∂∆

f(ξ) dξ =

∫
[z1,z]

f(ξ) dξ +

∫
[z,z0]

f(ξ) dξ +

∫
[z0,z1]

f(ξ) dξ =

F (z) +

∫
[z,z0]

f(ξ) dξ − F (z0) =⇒
∫

[z0,z]

f(ξ) dξ = F (z)− F (z0).

Chvíli po£ítejme výraz, který povede k záv¥ru o holomorfnosti funkce F (z):

F (z)− F (z0)

z − z0)
− f(z0) =

1

z − z0

∫
[z0,z]

f(ξ) dξ, z 6= z0.
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Nyní uplatníme p°edpoklad spojitosti funkce f . Plyne z ní, ºe pro libovolné
ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe f(B(z0, δ)) ⊂ B(f(z0), ε), neboli pro kaºdou
hodnotu prom¥nné ξ, pro kterou je |ξ − z0 < δ platí |f(ξ)− f(z0)| < ε. Pro
taková ξ je proto

∣∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0)
− f(z0)

∣∣∣∣ < 1

|z − z0|

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[z0,z]

f(ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

|z − z0|

∫
[z0,z]

|f(ξ)− f(z0)| ds < 1

|z − z0|

∫
[z0,z]

εds = ε.

Z de�nice limity a de�nice derivace funkce hned plyne

f(z0) = lim
z→0

F (z)− F (z0)

z − z0
=⇒ f(z0) = F ′(z0).

Vzhledem k tomu, ºe bod zinD byl zvolen libovoln¥, je z°ejmé, ºe funkce
F (z) je v D holomorfní. Díky v¥t¥ 13.15 v²ak uº víme, ºe holomorfní funkce
je také regulární, tj. má derivace v²ech °ád·. proto i její derivace, kterou
je práv¥ funkce f(z), je holomorfní. Avizovali jsme snadné zobecn¥ní tohoto
výsledku na libovolnou otev°enou mnoºinu. Kaºdá otev°ená mnoºina totiº
s kaºdým svým bodem obsahuje také n¥jaké jeho kruhové okolí. A kruhová
okolí bod· jsou konvexní mnoºiny. (Je²t¥ si toto zobecn¥ní sami po°ádn¥
promyslete.) Výsledek formulujeme v následující v¥t¥.

V¥ta 13.17 (Morerova): P°edpokládejme, ºe funkce f(z) je spojitá na ote-
v°ené mnoºin¥ D. Je-li integrál z této funkce po hranici libovolného trojúhel-
níka leºícího v D nulový, je funkce f(z) v D holomorfní.

M·ºe se zdát, ºe Morerova v¥ta k ni£emu není. Nem·ºeme p°ece prov¥°ovat
integrály po v²ech moºných trojúhelnících. Samoz°ejm¥, ºe ne. M·ºe v²ak
nastat situace, kdy pro konkrétn¥ zadanou funkce f(z) zapí²eme její integrál
po obecn¥ zvoleném trojúhelníku a uvidíme, ºe je nulový. Morerovy v¥ty s
výhodou vyuºijeme v následujícím odstavci k zavedení matematicky a fyzi-
káln¥ veled·leºité funkce Γ(z) nazývané gama-funkce.
13.2.5 V¥ta o jednozna£nosti, holomorfní roz²í°ení, elemen-

tární funkce

V¥ta o jednozna£nosti je zásadním obecným tvrzením s velmi praktickým
vyuºitím v konkrétních p°ípadech. �asto totiº pot°ebujeme roz²í°it de�ni£ní
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obor známých reálných funkcí reálné prom¥nné do komplexního oboru. Po-
kud se to povede tak, aby roz²í°ená funkce byla na novém de�ni£ním oboru
(oblasti v komplexní rovin¥) holomorfní, zaru£uje v¥ta o jednozna£nosti, ºe
toto roz²í°ení je jediné. Zvlá²t¥ uºite£né je to v p°ípad¥, ºe reálnou funkci
reálné prom¥nné umíme zapsat pomocí stejnom¥rn¥ konvergentní mocninné
°ady (se st°edem v bod¥ x0 a polom¥rem konvergence R). Sta£í pak pro-
vést zám¥nu x → z a holomorfní roz²í°ení je hotovo. Takto lze zavést zcela
korektní de�nice známých elementárních funkcí (exponenciála, funkce sinus,
kosinus, hyperbolický sinus a kosinus, ...) a dal²ích funkcí. Obecnou verzi
v¥ty o jednozna£nosti nyní formulujeme.

V¥ta 13.18 (o jednozna£nosti): Nech´ funkce f(z) je holomorfní v oblasti
D (souvislost mnoºiny D je podstatná!). Ozna£me Nf mnoºinu v²ech nulo-
vých bod· funkce f(z) leºících v D, tj. Nf = {z ∈ D | f(z) = 0}. Pak nastane
práv¥ jedna z moºností:
• Nf = D, tj. funkce f(z) je identicky nulová v D.

• Mnoºina Nf nemá v D ºádný hromadný bod. V tomto p°ípad¥ je mno-
ºina Nf nejvý²e spo£etná a ke kaºdému jejímu bodu z0 ∈ Nf existuje
jednozna£n¥ p°irozené £íslo m = m(z0) tak, ºe platí

f(z) = (z − z0)m g(z), z ∈ D,

kde g(z) je holomorfní funkce, pro kterou je g(z0) 6= 0.

�íslo m = m(z0) se nazývá násobnost nulového bodu (ko°enu) z0 funkce
f(z).

Uv¥domme si hloubku tvrzení obsaºeného ve v¥t¥ 13.18. Znamená, ºe nu-
lové body funkce holomorfní v oblasti (souvislé otev°ené mnoºin¥) jsou bu¤
izolované (n¥co jako �noty na buben�), nebo je funkce nulová celé mnoºin¥
D. Nic �mezi tím� neexistuje. Není t°eba moºné, aby nulové body holomorfní
funkce vyplnily n¥jakou k°ivku v D.

Pus´me se do d·kazu v¥ty. Figurují v ní hromadné body mnoºiny Nf ,
které leºí v D. Ozna£me A mnoºinu v²ech t¥chto bod·. Ukáºeme, ºe A ⊂ Nf ,
tj. funkce musí být nulová i v hromadných bodech mnoºiny Nf leºících v D.
(M·ºe být samoz°ejm¥ nulová i v bodech mnoºiny Nf mimo mnoºinu A, ale
takové body budou izolované). Zvolme tedy libovolný bod a ∈ A. Sporem
dokáºeme, ºe f(a) = 0. P°edpokládejme, ºe f(a) 6= 0. Pak v jakkoli malém
okolí bodu a leºí alespo¬ jeden bod z, pro který je f(z) = 0, takºe |f(z) −
f(a)| = |f(a)|. Plyne to ze skute£nosti, ºe a je hromadný bod mnoºiny Nf .
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P°edpoklad f(a) 6= 0 je v rozporu se spojitostí funkce: v de�nici spojitosti
by sta£ilo volit t°eba ε = 1

2 |f(a)|. (Op¥t tento záv¥r dob°e promyslete.)
Zvolme nyní libovoln¥ bod z0 ∈ Nf . Funkce f(z) je regulární (nebo´ je

holomorfní), proto existuje okolí B(z0, r), v n¥mº ji lze vyjád°it stejnom¥rn¥
konvergentní mocninnou °adou se st°edem v bod¥ z0. Zvolme toto okolí tak,
aby B(z0, r) ⊂ D (obrázek 13.15 vpravo). Platí

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n, z ∈ B(z0, r).

Jsou dv¥ moºnosti týkající se koe�cient· °ady:

• cn = 0 pro v²echna n ∈ N ∪ {0},

• neplatí p°edchozí, tj. n¥které koe�cienty °ady jsou nenulové.

V prvém p°ípad¥ je funkce f(z) identicky nulová v kruhovém okolí B(z0, r)
bodu z0. V druhém p°ípad¥ ozna£me m = m(z0) nejmen²í index, pro který
je koe�cient °ady nenulový, tj. c0 = · · · = cm−1 = 0, cm 6= 0. Znamená to, ºe
v B(z0, r) platí

f(z) =
∞∑
n=m

cn(z − z0)n = (z − z0)m
∞∑
n=0

cn+m(z − z0)n = (z − z0)m g(z).

Jako novou funkci g(z) jsme ozna£ili

g(z) =
∞∑
n=0

cn+m(z − z0)n.

Tato funkce je holomorfní (jak to víme?) a platí pro ni

g(z) = (z = z0)−m f(z) pro z 6= z0, g(z0) = cm 6= 0.

Ze spojitosti funkce g(z) plyne, ºe existuje kruhové okolí B(z0, %) ⊂ B(z0, r)
bodu z0 tak, ºe v n¥mu funkce g(z) je²t¥ �vydrºí� být nenulová. Protoºe je
f(z) = (z − z0)m g(z), je funkce f(z) nenulová v prstencovém okolí P (z0, %)
bodu z0. Bod z0 je tedy izolovaným bodem mnoºiny Nf (od ostatních nulo-
vých bod· funkce f(z) je �odd¥len� prstencem P (z0, %)).

A te¤ p°ijde rozhodující úvaha, která povede k záv¥ru, ºe mnoºina Nf

obsahuje bu¤ samé izolované body, nebo má v D alespo¬ jeden hromadný
bod a v takové p°ípad¥ je totoºná s mnoºinou D. Práv¥ v této £ásti d·kazu
vyuºijeme p°edpokládané souvislosti mnoºiny D. Prozkoumejme vlastnosti
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mnoºiny A. Ozna£ili jsme tak mnoºinu v²ech hromadných bod· mnoºiny Nf

leºících v D a zjistili jsme o ní, ºe je podmnoºinou mnoºiny Nf samotné.
Zvolme libovolný bod mnoºiny A. Je to nulový bod funkce, který v²ak není
bodem izolovaným. Proto existuje jeho otev°ené kruhové okolí, které celé
leºí v mnoºin¥ A. Mnoºina A je tedy otev°ená. Ozna£íme-li A′ mnoºinu
úpln¥ v²ech hromadných bod· mnoºiny Nf (n¥které z nich nemusejí leºet
v mnoºin¥ D), m·ºeme si být jisti, ºe je uzav°ená (to je obecná vlastnost
mnoºiny v²ech hromadných bod· jakékoli mnoºiny). Platí A = A′ ∩ D, a
sou£asn¥

D \A = D \ (A′ ∩D) = D \A′,

coº je ov²em otev°ená mnoºina. Dále platí

D = D ∪ (A \A), A ∩ (D \A) = ∅.

Mnoºina D je tedy sjednocením dvou disjunktních mnoºin, konkrétn¥ A a
D \ A. Zárove¬ je v²ak souvislá (je to oblast). Tyto dv¥ vlastnosti jdou
dohromady jen ve dvou krajních p°ípadech:

• A = D, D \A = ∅, odkud Nf = D, a proto f(z) ≡ 0 na D,

• A = ∅, tj. mnoºina Nf je tvo°ena samýni izolovanými body (je proto
spo£etná), a také nemá v D ºádné hromadné body.

Jednoduchým, av²ak d·leºitým d·sledkem v¥ty o jednozna£nosti je skute£-
nost, ºe splývají-li hodnoty holomorfních funkcí f(z) a g(z) na jisté pod-
mnoºin¥ N oblasti D, a má-li mnoºina N v D alespo¬ jeden hromadný bod,
pak jsou funkce f(z) a g(z) identické na D. Vzhledem k t¥mto sympatickým
vlastnostem holomorfních funkcí na oblastech má smysl de�novat pojem tzv.
holomorfního roz²í°ení funkce.

P°edpokládejme, ºe funkce f(z) je de�nována na podmnoºin¥ E oblasti D.
Holomorfním roz²í°ením funkce f(z) na oblast D nazveme takovou funkci
F (z) holomorfní v D, jejiº hodnoty na mnoºin¥ E splývají s hodnotami
výchozí funkce f(z), tj. F (z)|E = f(z).

Existenci holomorfního roz²í°ení nám ºádná v¥ta nezaru£uje. Pokud v²ak
holomorfní roz²í°ení funkce f(z) na oblast D existuje a zárove¬ platí, ºe
mnoºina E má v D alespo¬ jeden hromadný bod, pak je toto holomorfní
roz²í°ení ur£eno jednozna£n¥. A to je velmi silný výsledek. Umoº¬uje totiº
holomorfn¥ roz²í°it funkce zadané na reálné ose, jejích podintervalech, nebo
t°eba i libovolných otev°ených podmnoºinách, stejnom¥rn¥ konvergentními
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°adami, do oblastí komplexní roviny. Intervaly reálných £ísel, pop°ípad¥ ote-
v°ené podmnoºiny reálné osy mají totiº v oblastech komplexní roviny, které
je obsahují, hromadné body. Dokonce v²echny body interval· £i otev°ených
podmnoºin reálné osy jsou jejich hromadnými body v C. V takových p°ípa-
dech sta£í vzít Taylorovu °adu výchozí reálné funkce reálné prom¥nné f(x)
a provést zám¥nu x → z. N¥které elementární funkce, konkrétn¥ ez, cos z,
sin z, cosh z, sinh z, jsme sice jiº stejnom¥rn¥ konvergentními °adami de�-
novali v odstavci 13.1.3 (p°íklad 13.9), teprve nyní v²ak máme jistotu, ºe
jiné holomorfní funkce, jejichº hodnoty na reálné ose splynou s hodnotami
�zdrojových� reálných funkcí reálné prom¥nné, neexistují. D·sledkem zadání
funkcí roz²í°ením Taylorových °ad z reálné osy do oblastí komplexní roviny
je také skute£nost, ºe formální vzorce pro jejich derivace jsou stejné jako
vzorce pro derivace odpovídajících reálných funkcí reálné prom¥nné. Stejno-
m¥rn¥ konvergentní °ady totiº m·ºeme derivovat £len po £lenu a to, jak se
ozna£uje prom¥nná, není pro tuto proceduru d·leºité. Zachovají se nap°íklad
také v²echny sou£tové vzorce pro roz²í°ení goniometrických funkcí, apod. V
následujících p°íkladech si v²imneme n¥kterých elementárních funkcí je²t¥
trochu podrobn¥ji neº v odstavci 13.1.3.

P°íklad 13.21: Exponenciála, sinus, kosinus
Funkce zadaná °adou

ez =
∞∑
n=0

zn

n!

je (jednozna£n¥ ur£eným) holomorfním roz²í°ením reálné exponenciály ex z
reálné osy do (nezor²í°ené) Gaussovy roviny C. Shrneme vlastnosti funkce
ez, z = x+ iy. Jednoduchými výpo£ty si je m·ºete snadno ov¥°it.

• Platí eζ+z = eζ · ez, |ez| = ex.

• Rovnice ez = A má pro kaºdé komplexní £íslo A 6= 0 nekone£n¥ mnoho
°e²ení. Tato °e²ení jsou tvaru x = ln |A|, y = ArgA+ 2kπ, k ∈ Z. Pro
A = 0 Nemá rovnice °e²ení.

• Funkce ez je periodická s periodou 2πi (viz obrázek 13.16).

• Platí [ez]′ = ez pro z ∈ C.

• Funkce ez není regulární (holomorfní) v nekone£nu, nebo´ funkce e−ξ

není regulární v bod¥ ξ = 0. Nemá tam dokonce ani limitu. Platí
limξ→0, ξ∈[0,∞) =∞, limξ→0, ξ∈(−∞,0] = 0.
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oblasti jednolistosti 

x  x  

y  y  

2 i  

2 i  

4 i  

6 i  

2  4  2  4  

exponenciála  sinus, kosinus  

Obrázek 13.16: K vlastnostem exponenciály, sinu a kosinu.

Funkce zadané °adami

sin z =
1

2i

(
eiz − e−iz

)
=
∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
,

cos z =
1

2

(
eiz + e−iz

)
=
∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!

p°edstavují holomorfní roz²í°ení funkcí sinx a cosx z reálné osy do C. N¥-
které vlastnosti:

• Platí v²echny sou£tové vzorce odvozené pro sinus a kosinus reálné pro-
m¥nné.

• Rovnice sin z = A má pro kaºdé A ∈ C nekone£n¥ mnoho °e²ení:

1

2
i(eiz − e−iz) = A =⇒ ξ2 − 2iAξ − 1 = 0, kde ξ = eiz.

Tato rovnice má dva ko°eny ξ1, ξ2, pro které je ξ1ξ2 = −1. Oba ko°eny
jsou proto nenulové. Z vlastností exponenciály je v²ak z°ejmé, ºe kaºdá
z rovnic eiz = ξ1, resp. eiz = ξ2 má nekone£n¥ mnoho °e²ení.

• Funkce m·ºe nabývat nulové hodnoty pouze pro y = 0. Z rovnosti
sin z = 0 totiº plyne eix−y = e−ix+y. P°echodem k absolutním hodno-
tám dostaneme ey = e−y. Tato rovnost platí jedin¥ pro y = 0. Nulových
hodnot nabývá sinus v bodech z = kπ.
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• Funkce sin z je periodická s periodou 2π na reálné ose (oblasti jedno-
listosti jsou vyzna£eny na obr. 13.16).

• Funkce sin z není regulární (holomorfní) v nekone£nu, neexistuje ani
limita limz→∞ sin z.

Vlastnosti funkce koisnus jsou zcela analogické � formulujte je sami.
Funkce tangens a kotangens jsou de�novány formáln¥ stejn¥ jako v reál-

ném oboru, tj.

tg z =
sin z

cos z
= −i

eiz − e−iz

eiz + e−iz
, cotg z =

cos z

sin z
= i

eiz + e−iz

eiz − e−iz
.

• Op¥t platí v²echny známé sou£tové vzorce.

• Funkce tangens je regulární v C s výjimkou bod·, v nichº není de�-
nována, tj. bod· z = π

2 + kπ, funkce kotangens je rovn¥º regulární, s
výjimkou bod· z = kπ.

• Funkce tangens a kotangens jsou periodické s periodou π.

• Platí |tg (x+ i|y − i| = −2i
1+e−2iz (prove¤te). Dále je∣∣∣1− |e−2iz|
∣∣∣ ≤ ∣∣∣1 + |e−2iz|

∣∣∣ ≤ 1 + |e−2iz|,

1

|1− e2y|
≥ 1

|1 + e2y|
≥ 1

1 + e2y
,

2

1 + e2y
≤ |tg (x+ iy)− i| ≤ 2

|1− e2y|
2e−2y

1 + e−2y
≤ |tg (x+ iy)− i| ≤ 2e−2y

1− e−2y
, y > 0,

a podobn¥
2e2y

1 + e2y
≤ |tg y + i| ≤ 2e2y

1− e2y
, y < 0.

Odtud dostaneme

lim
y→∞

tg z = i, lim
y→−∞

tg z = −i.

• Podobn¥ dostaneme

lim
y→∞

cotg z = −i, lim
y→−∞

cotg z = i.

Uvedené vztahy platí pro libovolné x.
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P°íklad 13.22: Funkce Gama
Eulerova funkce Gama je d·leºitou funkcí i z hlediska fyzikálních aplikací. V
reálném oboru není zadána °adou, ale integrálem

Γ(x) =

∞∫
0

tx−1 e−t dt, x > 0.

Pokusíme se ji holomorfn¥ prodlouºit do co nejv¥t²í £ásti Gaussovy roviny.
V reálném oboru platí pro t > 0 vztah tx−1 = e(x−1) ln t. Zam¥níme x → z,
z ∈ C a dostaneme

tz−1 = e(z−1) ln t, pro t > 0.

Te¤ m·ºeme p°epsat výchozí integrál jako funkci prom¥nné z,

Γ(z) =

∞∫
0

tz−1 e−t dt.

Tím jsme funkci Γ(z) formáln¥ prodlouºili na oblast C. Jen nevíme, jak se
integrál chová � zda konverguje v celé Gaussov¥ rovin¥ £i nikoli, a zda je
funkce Γ(z), kterou de�nuje, na mnoºin¥ konvergence holomorfní. Integrál je
nevlastní vlivem jak dolní, tak horní meze. V p°ípad¥ horní meze se jedná
o nevlastní integrál prvního typu (neohrani£ený integra£ní obor), v p°ípad¥
dolní meze o nevlastní integrál druhého typu (neohrani£ený integrand), viz
odstavec 12.1.12. Nejprve zavedeme funkci Γ[a,b](z) vztahem

Γ[a,b](z) =

b∫
a

tz−1 e−t dt, 0 < a < b

a budeme studovat, jak se chová pro a → 0 a b → ∞. Funkce tz−1 e−t

je pro kaºdou kladnou hodnotu t regulární v C a spojitá v kaºdém bod¥
(z, t) ∈ C × R+. Funkce Γ[a,b](z) je spojitá v C. Zvolme v C libovolný
trojúhelník ∆. Platí

∫
∂∆

Γ[a, b](z) dz =

∫
∂∆

 b∫
a

tz−1 s−1 dt

 dz =

b∫
a

∫
∂∆

tz−1 e−t dz

 dt.

Vzhledem k tomu, ºe vnit°ní integrál je nulový (integrand je holomorfní
funkce a k°ivka ∂∆ je uzav°ená), platí

∫
∂∆

Γ[a,b](z) dz = 0. Podle Morerovy
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v¥ty je funkce Γ[a,b](z) holomorfní v C. Rozd¥lme nevlastní integrál

Γ(z) = lim
a→0, b→∞

Γ[a,b](z) =

∞∫
0

tz−1 e−1 dt

na sou£et

Γ(z) =

1∫
0

tz−1 e−1 dt+

∞∫
1

tz−1 e−1 dt = α(z) + β(z).

To proto, abychom mohli zvlá²´ studovat dva nevlastní integrály, kaºdý v²ak
pouze v jedné mezi. Zabývejme se nejprve funkcí β(z). Zvolme R > 0. Pro
z = x+ iy, x ≤ R a t ≥ 1 platí |tz−1 e−t| = tx−1 e−t ≤ tR−1 e−t,∣∣∣∣∣∣

b∫
1

tz−1 e−t dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

1

∣∣∣tz−1 e−t
∣∣∣ dt ≤

b∫
0

tR−1 e−t dt

pro libovolné b > 1. Tato nerovnost z·stane zachována i v limit¥ b → ∞.
Limita

lim
b→∞

b∫
1

tR−1 e−t dt

konverguje, nebo´ pokles funkce e−1 k nule s rostoucím t je rychlej²í neº r·st
libovolné mocniny (v na²em p°ípad¥ tR−1). Integrál de�nující funkci β(z)
tedy konverguje (stejnom¥rn¥) v kaºdé polorovin¥ x ≤ R Gaussovy roviny, a
protoºe R bylo zvoleno libovoln¥, konverguje v celé Gaussov¥ rovin¥.

Nyní se zabývejme funkcí α(z). Zvolme libovoln¥ δ > 0. Pro x > δ platí
|tz−1 e−t| ≤ tδ−1 e−t ≤ tδ−1. Proto

lim
a→0

∣∣∣∣∣∣
1∫
a

tz−1 e−1 dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
a→0

1∫
a

|tz−1 e−1| dt ≤ lim
a→0

1∫
a

tδ−1 dt =
1

δ
.

Integrál vyjad°ující funkci α(z) konverguje v polorovin¥ x < 0, nebo´ £íslo δ
bylo zvoleno libovoln¥ (malé). V této polorovin¥ je funkce α(z) holomorfní.

Lze ukázat, ºe mimo tuto polorovinu integrál
1∫
a
tz−1 e−t dt nekonverguje.

Dal²í úvahy týkajíci funkce α(z) jsou nestandardní. Vyjád°íme funkci e−1

°adou,

e−t =
∞∑
n=0

(−1)n

n!
tn.
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Tato °ada konverguje stejnom¥rn¥ na R, nám ale sta£í její stejnom¥rná kon-
vergence na intervalu [0, 1]. Funkci α(z) m·ºeme povaºovat za prodlouºení
funkce α(x), x > 1, získané zám¥nou x→ z do n¥jaké £ásti Gaussovy roviny.
Pro£ prodluºujeme zrovna funkci α(x) pr x > 1? Protoºe pro tento p°ípad
integrál snadno spo£ítáme. M·ºeme totiº £leny °ady vyjad°ující funkci e−1

vynásobit funkcí tx−1, která je na intervalu [0, 1] v p°ípad¥ x > 1 spojitá, a
pak integrovat £len po £lenu:

α(x) =

1∫
0

tx−1
∞∑
n=0

(−1)n

n!
tn dt =

∞∑
n=0

1∫
0

(−1)n

n!
tn+x−1 dt =

=
∞∑
n=0

[
(−1)n

(n+ x)n!
tn+z

]1

0

=
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ x)n!
, x > 1.

Zam¥níme-li nyní x→ z, dostaneme holomorfní funkci α(z) ve tvaru °ady

α(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ z)n!
,

stejnom¥rn¥ konverguje konvergentní v kaºdé ohrani£ené podmnoºin¥ Gaus-
sovy roviny C, která neobsahuje ºádný z bod· z = 0, −1, −2, . . .. Protoºe
de�ni£ní obor °ady vyjad°ující α(x) pro x > 1 má hromadné body v C, je
toto holomorfní prodlouºení ur£eno jednozna£n¥.

Je dáno vztahem

Γ(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ z)n!
+

∞∫
1

tz−1 et dt, z 6= 0, −1, −2, . . . . (13.32)

V bodech z = 0, −1, −2, . . . má funkce Γ(z) limitu ∞.

P°íklad 13.23: V¥ta, která se nám bude hodit
V n¥kterém z dal²ích odstavc· se budeme zabývat Laplaceovou transformací
a vyuºívat ji k odvození vlastností n¥kterých funkcí s fyzikálním významem.
Bude se nám hodit následující tvrzení, které je zaloºeno na jednozna£nosti
holomorfního prodlouºení funkce. P°edpokládejme, ºe

• f(t) je komplexní funkce reálné prom¥nné t de�novaná na intervalu
t ∈ [0, ∞ skoro v²ude, tj. s moºnou výjimkou zanedbatelné mnoºiny,

• pro v²echna x ∈ (−∞, ∞) konverguje absolutn¥ integrál

F (x) =

∞∫
0

f(t) eixt dt, tj.
∞∫
0

|f(t)|dt| <∞,
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(°íkáme, ºe funkce f(t) je absolutn¥ integrabilní na intervalu [0, ∞]),

c) existuje interval [a, b] ⊂ R tak, ºe F (x) = 0 na [a, b].

Pak funkce F (x) je identicky nulová na R. Samo tvrzení uº nazna£uje,
ºe z°ejm¥ bude d·sledkem v¥ty o jednozna£nosti. Dokáºeme je. De�nujme
funkci komplexní prom¥nné z = x+ iy vztahem

G(z) =

∞∫
0

f(t) eizt dt.

Funkce F (x) je její restrikcí na reálnou osu, f(x) = G(z)|R. Zabývejme se
funkcí G(z) jen v horní polorovin¥ Gaussovy roviny, Ch = {z ∈ C | Im z ≥
0}. Prove¤me odhad jejího de�ni£ního integrálu:∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

f(t) eizt dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
0

∣∣∣f(t) eizt dt
∣∣∣ ≤ ∞∫

0

|f(t)| e−yt dt ≤
∞∫
0

|f(t)| dt.

Integrál G(z) konverguje v dolní polorovin¥ dokonce absolutn¥ (p°edpoklad
b)). Ozna£me dále f1(t), resp. f2(t) reálnou, resp. imaginární £ást funkce
f(t). Vyjád°íme reálnou a imaginární £ást funkce G(z) = u(x, y) + iv(x, y)
(prove¤te výpo£et krok za krokem):

u(x, y) =

∞∫
0

[f1(t) cosxt− f2(t) sinxt] e−yt dt,

v(x, y) =

∞∫
0

[f1(t) sinxt+ f2(ω) cosxt] e−yt dt.

P°ímým výpo£tem snadno zjistíme, ºe funkce u(x, y) a v(x, y) spl¬ují Cauchyovy-
Riemannovy podmínky (úloha 7 ve cvi£ení 13.2.6). Jejich diferencovatelnost
vyplývá z jejich de�nice a konvergence integrál·. Znamená to, ºe funkce G(z)
je holomorfní. Je holomorfním roz²í°ením funkce F (x) z reálné osy do Ch.
Reálná osa má ov²em v oblasti Ch hromadné body (dokonce kaºdý bod re-
álné osy je jejím hromadným bodem leºícím vCh). Holomorfní roz²í°eníG(z)
funkce F (x) je proto ur£eno jednozna£n¥ (d·sledek v¥ty o jednozna£nosti).
Podle p°edpokladu c) je v²ak funkce G(z) nulová ve v²ech bodech z = x,
x ∈ [a, b]. také tento interval má v Ch hromadné body (op¥t v²echny, i kdyº
by sta£il jeden). Podle v¥ty o jednozna£nosti je G(z) ≡ 0 v Ch, a tedy i na
celé reálné ose.
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Poloºme si je²t¥ otázku, zda bychom mohli integra£ní obor v de�ni£ním
vztahu pro funkci F (x) roz²í°it na celou reálnou osu, tj de�novat F (x) jako

F (x) =

∞∫
−∞

f(t) eixt dt =

0∫
−∞

f(t) eixt dt+

∞∫
0

f(t) eixt dt.

Pomocí odhad· zjistíme (prove¤te podrobn¥), ºe platí nerovnosti∣∣∣∣∣∣
0∫

−∞

f(t) eizt dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
0∫

−∞

|f(t)| dt pro y ≥ 0,

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(t) eizt dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
0

|f(t)| dt pro y ≤ 0.

Kaºdý z obou interál· konverguje na jiné oblasti, konvergence obou sou£asn¥
je zaji²t¥na jen pro y = 0, tj. na reálné ose. Existence holomorfního roz²í°ení
funkce F (x) na n¥jakou oblast Gaussovy roviny proto není zaji²t¥na.

P°íklad 13.24: Odhady na kruºnici, aneb je²t¥ n¥kolik uºite£ných vlast-
ností holomorfních funkcí
Nyní si v²imneme chování holomorfních (regulárních) funkcí p°i jejich re-
strikci na kruºnici leºící v oboru konvergence. Zjistíme, ºe holomorfní funkce,
která je ohrani£ená, nemá uº jinou moºnost, neº být konstantní. Je to p°e-
kvapivé, ale u holomorfních funkcí jsme uº na p°ekvapení zvyklí.

Uvaºujme o holomorfní (regulární) funkci f(z), která je v kruhu B(z0, R)
dána (stejnom¥rn¥ konvergentní) mocninnou °adou f(z) =

∑∞
n=0 cn (z−z0)n.

Zvolme kruºnici K se st°edem v bod¥ z0 o polom¥ru r < R, tj.

K : [0, 2π] 3 t −→ z(t) = z0 + r eit ∈ C

a sledujme chování funkce v jejích bodech. Dokáºeme vztah

1

2π

2π∫
0

|f(z0 + r eit)|2 dt =
∞∑
n=0

|cn|2 r2n. (13.33)

Platí

f(z0 + r eit) =
∞∑
n=0

cn r
n eint,

|f(z0 + r eit)|2 =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

cnc
∗
m r

n+m ei(n−m)t,
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2π∫
0

|f(z0 + r eit)|2 dt =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

cnc
∗
m r

n+m

2π∫
0

ei(n−m)t dt.

P°i úprav¥ integrálu jsme vyuºili stejnom¥rné konvergence °ady a integrovali
ji £len po £lenu. Integrál vypo£teme nejprve pro n 6= m. Platí

2π∫
0

ei(n−m)t dt =
ei(n−m)t

i(n−m)

∣∣∣∣∣
2π

0

= 0.

Pro m = n je integrál roven 2π. Odtud

2π∫
0

|f(z0 + r eit)|2 dt = 2π
∞∑
n=0

|cn|2 r2n.

Dostali jsme skute£n¥ vztah (13.33). Dále p°edpokládejme, ºe funkce f(z)
je holomorfní v celé neroz²í°ené Gaussov¥ rovin¥, a ºe je navíc ohrani£ená.
Existuje tedy £íslo M tak, ºe |f(z)| ≤ M pro v²echna z ∈ C. Aplikujeme-li
vztah (13.33) na p°ípad z0 = 0, dostaneme pro libovolnou hodnotu r > 0
odhad

∞∑
n=0

|cn|2 r2n =
1

2π

2π∫
0

|f(r eit|2 dt ≤ M2

2π

2π∫
0

dt = M2.

∞∑
n=0

|cn|2 r2n ≤M2. (13.34)

Tento vztah lze pro libovolnou hodnotu r splnit jen tak, ºe v²echny koe-
�cienty °ady budou nulové, nejvý²e s výjimkou c0. To ov²em znamená, ºe
funkce f(z) je konstantní, jak jsme avizovali! Tento výsledek je obsahem
tvrzení zvaného

Liouvillova v¥ta: Kaºdá holomorfní a ohrani£ená funkce f(z) v C je kon-
statní.

Vzorec (13.33) lze vyuºít k d·kazu dal²ího d·leºitého tvrzení. Je to

V¥ta o maximu modulu. P°edpokládejme, ºe funkce f(z) je holomorfní v
oblasti D a B(z0, R) ⊂ D. Zvolme r < R. Pak

|f(z0)| ≤ max {|f(z0 + r eit)| | t ∈ [0, 2π]}. (13.35)



102KAPITOLA 13. PROM�NNÁ JE KOMPLEXNÍ�VÝSLEDKY JSOU NOBLESNÍ

P°edpokládáme-li opak, tj. |f(z0)| > |f(z0 + r eit)| pro libovolné t ∈ [0, 2π],
dostaneme pouºitím (13.33)

∞∑
n=0

|cn|2 r2n =
1

2π

2π∫
0

|f(r eit|2 dt <
1

2π

2π∫
0

|f(z0)|2 dt = |f(z0)|2 = |c0|2.

Dosp¥li jsme ke sporu, platí tedy (13.35). Rovnost v tomto vztahu nastane
v p°ípad¥, ºe v²echny koe�cienty, po£ínaje c1, jsou nulové. Pak na celém
kruhu B(z0, r) platí f(z) = c0 = f(z0). Protoºe kruh B(z0, r) má v oblasti
D hromadné body, platí podle v¥ty o jednozna£nosti rovnost f(z) = f(z0)
na celé oblasti D.

A je²t¥ jeden uºite£ný odhad týkající se holomorfní funkce ohrani£ené na
jistém uzav°eném kruhu B̄(z0, R): vztah (13.34) platí pro libovolnou hod-
notu r < R, proto musí z·stat v platnosti i pro r = R (umíte to zd·vodnit?).
Funkce je v²ak v B(z0, R) také holomofrní, takºe pro koe�cienty cn platí
cn = 1

n!f
(n)(z0). Odtud dostáváme tzv.

Cauchy·v odhad ∣∣∣∣f (n)(z0) ≤ n!M

Rn

∣∣∣∣ . (13.36)

13.2.6 Cvi£ení

1. Holomorfní funkce f(z) je zadána ve tvaru f(z) = U(r, ϕ)+ iV (r, ϕ), kde
z = reiϕ. Odvo¤te Cauchyovy-Riemannovy podmínka pro ∂U

∂r ,
∂U
∂ϕ ,

∂V
∂r a ∂V

∂ϕ .
Návod: U(r, ϕ) = u(r cosϕ, r sinϕ), V (r, ϕ) = v(r cosϕ, r sinϕ)
Výsledek: ∂V∂ϕ = r ∂U∂r ,

∂U
∂ϕ = −r ∂V∂r

2. Holomorfní funkce f(z) je zadána ve tvaru f(z) = Z(r, ϕ)eiψ(r, ϕ), kde
z = reiϕ. Odvo¤te Cauchyovy-Riemannovy podmínka pro ∂Z

∂r ,
∂Z
∂ϕ ,

∂ψ
∂r a ∂ψ

∂ϕ .
Návod: U(r, ϕ) = Z(r, ϕ) cosψ(r, ϕ), V (r, ϕ) = Z(r, ϕ) sinψ(r, ϕ),
Výsledek: r ∂Z∂r = Z ∂ψ

∂ϕ ,
∂Z
∂ϕ = −rZ ∂ψ

∂r .

3. Ur£ete holomorfní funkci f(z), je-li dáno (ozna£ení pouºijte z p°íklad·
13.13 a 13.14 a z úloh 2 a 3 tohoto cvi£ení, f je funkce dvou prom¥nných x
a y).

a) v(x, y) = −1
2x

2 + 1
2y

2 + 2xy,

b) u(x, y) = ex(x cos y − y sinx) + 2 sinx sinh y + x3 − 3x2y + y,
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c) v(x, y) = 3 + x2 = y2 − y
2(x2+y2)

,

d) v(x, y) = ln (x2 + y2) + x− 2y,

e) R(x, y) = ex(x2 + y2),

f) φ(r, ϕ) = ϕ+ r sinϕ,

g) u(x, y) = x sinhx cos y − y sin y coshx,

h) u(x, y) = x2 − y2 + xy,

i) Z(r, ϕ) = er
2 cos 2ϕ,

j) u(x, y) = f(ax+ by), a, b ∈ R,

k) u(x, y) = f( yx),

l) u(x, y) = f(xy),

m) u(x, y) = f
(
x2+y2

x

)
,

n) u(x, y) = f(x2 + y),

o) u(x, y) = f(x+
√
x2 + y2),

p) u(x, y) = x2 − y2 + 2,

q) u(x, y) = ex(x cos y − y sin y)− y
x2+y2

,

r) v(x, y) = x+ y − 3,

s) v(x, y) = cosx sinh(y)− sinh(x) sin(y).

Výsledky: a); b); c); d); e) f(z) = eiC z2 ez, C ∈ R; f) f(z) = Az ez,
A > 0; g); h); i); j); k); l); m); n); o); p) f(z) = z2 + 2 + iK, K ∈ R;
q) f(z)=z ez − i

z + iK, K ∈ R; r) f(z) = (1 + i)z − 3i + K, K ∈ R; s)
f(z) = sin z − cosh z +K, K ∈ R.

4. Dokaºte vztah an−bn
a−b =

∑n
k=1 a

k−1bn−k, který jsme pouºili p°i odvození
v¥ty 13.11.
Návod: Upravte výraz na tvar an−bn

a−b = bn−1 pn−1
p−1 , kde p = a

b a uv¥domte si,

ºe výraz pn−1
p−1 je sou£tem prvních n £len· geometrické posloupnosti.

5. Zapi²te Taylorovu °adu následujících funkcí se st°edem z0 nejprve obecn¥,
potom pro konkrétn¥ zadané body z0. Vºdy ur£ete obor konvergence (st°ed
a polom¥r, tj. B(z0, R)).
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a) f(z) = 1
z(z−1) , z0 = −1, z0 = 2i, z0 =∞,

b) f(z) = 2z−3
z2−3z+2

, z0 = i, z0 = −1, z0 =∞,

c) f(z) = 2z2−6z+2i
z(z−i)(z+2) , z0 = 1, z0 = −i, z0 =∞,

d) f(z) = 1
(z+2)(z−1)2

, z0 = 0,

e) f(z) = z
(z−1)(z−2) , z0 = 0, z0 = −i, z0 =∞,

f) f(z) = z2−2z+5
(z−2)(z2+1)

, z0 = 0, z0 = 1, z0 = −2, z0 =∞,

g) f(z) = z2

(z+1)2
, z0 = 0, z0 = 1, z0 =∞,

h) f(z) = z2 − 3z + 1, z0 = 0, z0 = 1, z0 = 1− i,

i) f(z) = cosh z, z0 = 0,

j) f(z) = sinh z, z0 = 0,

k) f(z) = sin2 z, z0 = 0,

l) f(z) = cosh2 z, z0 = 0,

m) f(z) = z
z2−2z+5

, z0 = 1,

n) f(z) = sin (2z − z2), z0 = 1,

o) f(z) = z
z2−4z+13

, z0 = 0,

Výsledky: a) doplnit b) f(z) = −
∑∞
n=0

(
1

3n+1 + 1
2n+2

)
(z + 1)n, B(−1, 2),

doplnit; c) doplnit; d)doplnit; e) doplnit; f) doplnit; g) f(z) =
∑∞
n=2(−1)n (n−

1)zn,B(0, 1); f(z) = 1
4+
∑∞
n=1

(
−1

2

)n
n−3

4 (z−1)n,B(1, 2); f(z) =
∑∞
n=0(−1)n (n+

1)z−1, B(∞, 1); h) f(z) = 1− 3z+ z2, C; f(z) = −1− (z− 1) + (z− 1)2, C;
f(z) = (4−5i)+(5−2i)[z−(1− i)]+[z−(1− i)]2, C; i) f(z) =

∑∞
n=0

z2n

(2n)! , C;

j) f(z) =
∑∞
n=0

z2n+1

(2n+1)! , C; k) f(z) =
∑∞
n=0(−1)n+1 ·22n−1 z2n

(2n)! , C; l) f(z) =

1
2 +

∑∞
n=0 22n−1 z2n

(2n)! , C; m) f(z) = 1
4

∑∞
n=0

(−1)n

22n

[
(z − 1)2n + (z − 1)2n+1

]
,

B(1, 2); n) f(z) = 1
n! sin

(
1 + nπ

2

)
(z − 1)2n, R; o) i

6

∑∞
n=1

(2−3i)n−(2+3i)n

13n zn,
B(0,

√
13).

6. Podle vzoru p°íkladu 13.20 odvo¤te Kramersovy-Kronigovy relace pro
vodivé prost°edí, jehoº komplexní relativní permitivita je ε̃(z) = ε(z)+ iσ(z)

z ,
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kde σ(z) je komplexní obraz relativní speci�cké vodivosti prost°edí.
Návod: Pro výpo£et integrálu z funkce typu h(z)

z po p·lkruºnici se st°edem
v bod¥ 0 pouºijte formáln¥ Taylorova rozvoje holomorfní funkce h(z).
Výsledek: K výrazu pro imaginární £ást veli£iny ε̃(ω) je t°eba p°i£íst výraz
σ(0)
ω , kde σ(0) je statická hodnota relativní speci�cká vodivosti.

7. Ov¥°te, ºe funkce u(x, y) a v(x, y) z p°íkladu 13.23 spl¬ují Cauchyovy-
Riemannovy podmínky.

13.3 Co ud¥lá malá dírka v oboru holomorfnosti

aneb singularity

Doposud jsme se v¥novali výhradn¥ holomorfním funkcím, a pokud ²lo o
funkce, které nebyly holomorfní v celé Gaussov¥ rovin¥, zabývali jsme se jimi
pouze na oblastech jejich holomorfnosti. Víme ºe integrál funkce po uzav°ené
k°ivce leºící v oblasti její holomorfnosti je nulový. Setkali jsme se v²ak také
s integrály, které nulové nebyly, i kdyº integra£ním oborem byla uzav°ená
k°ivka. Typickým p°ípadem této situace je integrál vyjad°ující index bodu
z vzhledem je k°ivce. Leºí-li bod z uvnit° oblasti obepnuté k°ivkou, takºe v
n¥m integrovaná funkce 1

ξ−z není holomorfní a dokonce ani de�nována (má
singularitu), je index nenulový. V tomto odstavci si podrobn¥ji v²imneme
toho, jakým zp·sobem p°ispívají k integrál·m po uzav°ené k°ivce body, v
nichº je holomorfnost integrandu poru²ena.

13.3.1 Co jsou to singularity funkcí a jak je t°ídíme?

Body, které kazí holomorfnost funkcí, se nazývají singularity. Nejprve je t°eba
je de�novat a klasi�kovat, tj. n¥jakým zp·sobem rozpoznávat jejich závaº-
nost.

Nech´ D je oblast a z0 ∈ D. P°edpokládejme, ºe funkce f(z) je holomorfní v
D \ {z0} a není holomorfní v bod¥ z0. �íkáme, ºe funkce f(z) má v bod¥ z0

izolovanou singularitu. Izolovaná singularita z0 se nazývá odstranitelná, lze
li funkci f(z) dode�novat v bod¥ z0 tak, aby vznikla funkce holomorfní v D.

P°íklad 13.25: Jak odstranit, co odstranit lze
Jist¥ si te¤ °eknete, ºe nazvat n¥co �odstranitelým�, kdyº to lze odstranit,
je p°ece samoz°ejmé. Jak ale poznat, zda konkrétní singularita z0 konkrétní
funkce f(z) odstranit skute£n¥ p·jde, a jak p°ijít na to, jak máme funkci v
bod¥ z0 dode�novat? První, co nás asi napadne, je zjistit, zda funkce má v
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bod¥ z0 aspo¬ limitu. Pak bychom ji mohli prohlásit za hodnotu funkce v
bod¥ z0 a tím funkcí dode�novat p°inejmen²ím na spojitou. Budeme muset
odli²it postup �odstra¬ování� pro z0 ∈ C a z0 =∞. Z°ejm¥ v²ak také bude
rozdíl, zda je limita kone£ná, nebo je jí bod ∞. Zap°emý²lejme, £ím se tyto
dva p°ípady li²í: je-li limita funkce v bod¥ z0 (a´ uº z0 leºí �v kone£nu� , nebo
je z0 = ∞) kone£ná, pak existuje prstencové okolí tohoto bodu P (z0, r), v
n¥mº je funkce ohrani£ená. V p°ípad¥ nekone£né limity je naopak funkce
neohrani£ená v jakkoli malém okolí bodu z0.

P°ipome¬me, ºe o funkci f(z) p°edpokládáme, ºe je holomorfní v oblasti
D \ {z0}. Uvaºujme nejprve o situaci, kdy bod z0 leºí v kone£nu a existuje
jeho prstencové okolí P (z0, r), v n¥mº je funkce ohrani£ená. (Dokonce te¤
ani apriori nep°edpokládáme existenci limity.) Pokusme se funkci f(z) mo-
di�kovat n¥jakým faktorem, který by �smazal� singularitu tak d·kladn¥, ºe
by modi�kovaná funkce uº byla holomorfní. Z odstavce o vlastnostech limit
(v¥ta 13.4) víme, ºe je-li funkce f(z) ohrani£ená v jistém P (z0, r) a funkce
h(z) má v bod¥ z0 nulovou limitu, pak sou£in g(z) = f(z)h(z) má v bod¥
z0 rovn¥º nulovou limitu. Co kdybychom tedy funkci f(z) modi�kovali tak,
ºe ji vynásobíme faktorem h(z) = z − z0, a modi�kovanou funkci dode�-
nujeme v bod¥ z0 nulovou hodnotou? To by nemuselo sta£it. Pot°ebujeme
totiº vyrobit funkci nejen spojitou, ale holomorfní, tj. takovou, která má
v bod¥ z0 dokonce derivaci. V de�ni£ním výrazu pro derivaci v²ak rozdíl
z − z0 �guruje také ve jmenovateli. Proto bude vhodné, kdyº si na²i úvah
�pojistíme� volbou h(z) = (z − z0)2 a de�nujeme novou funkci g(z) tak, ºe
g(z) = (z − z0)2 f(z) pro z ∈ D \ {z0} a g(z0) = 0. Pak pro z ∈ D \ {z0} je

g(z)− g(z0)

z − z0
=

(z − z0)2 f(z)− 0

z − z0
= (z − z0)f(z).

Limita tohoto výrazu pro z → z0 je nulová (v¥ta 13.4, vlastnost týkající se
limity sou£inu ohrani£ené funkce a funkce s nulovou limitou). Funkce g(z)
je holomorfní v D a speciáln¥ v bod¥ z0 platí g′(z0) = 0. Rozvineme ji v
kruhu B(z0, r) v mocninnou °adu se st°edem v bod¥ z0. Protoºe je bod z0

nejmén¥ dvojnásobným ko°enem (nulovým bodem) funkce g(z), bude °ada
�efektivn¥� za£ínat aº druhou mocninou prom¥nné (z − z0),

g(z) =
∞∑
n=2

cn(z − z0)n.

Nyní jiº se dode�nování funkce f(z) v bod¥ z0 samo nabízí: f(z0) = c2. Pro
takto dode�novanou, nyní jiº holomorfní funkci f(z) dostaneme

f(z) =
∞∑
n=0

cn+2(z − z0)n.
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Vidíme, ºe jsme skute£n¥ nemuseli existenci limity funkce f(z) v singularit¥
v·bec p°edpokládat, sta£il p°edpoklad ohrani£enosti a d·sledkem je nejen
existence limity, nejen spojitost, ale dokonce existence derivace vhodn¥ do-
de�nované funkce. Pozor: v reálném oboru to neplatí!

P°ejd¥me k p°ípadu z0 =∞, stále za p°edpokladu, ºe funkce je v jeho prs-
tencovém okolí P (∞, R) ohrani£ená. Pomocnou funkci g(z) zave¤me takto:
g(z) = h(z)f(z) = z−2f(z), pro z 6= ∞, g(∞) = 0. Prove¤me zám¥nu
z → 1

ξ , jak jsme v p°ípad¥ prom¥nné pohybující se v okolí bodu nekone£no
zvyklí, a ozna£me G(ξ) = g(1

ξ ). Platí

G(ξ)−G(0)

ξ − 0
=
g(1

ξ )− 0

ξ − 0
=
ξ2 f(1

ξ )

ξ
= ξ f(

1

ξ
).

Limita výsledného výrazu pro ξ → 0 je ov²em nulová díky ohrani£enosti
funkce f(1

ξ ) v P (0, R−1) a nulovosti limity limξ→0 ξ. Funkce G(ξ) = g(1
ξ )

má tedy v bod¥ ξ0 = 0 nulovou derivaci a je holomorfní p°inejmen²ím v
B(0, R−1). Její rozvoj se st°edem v bod¥ ξ0 = 0 má tvar

G(ξ) = g(
1

ξ
) =

∞∑
n=2

cn ξ
n = ξ2

∞∑
n=0

cn+2ξ
n.

Funkci f(1
ξ ) dode�nujeme v bod¥ ξ0 = 0 hodnotou c2, tj. f(∞) = c2. Funkci

f(z) uº m·ºeme napsat ve tvaru °ady

f(z) =
∞∑
n=0

cn+2 z
−n.

Co myslíte, vyplývá naopak z odstranitelnosti singularity ohrani£enost funkce
v jistém jejím okolí? A je²t¥ jedna otázka: dejme tomu, ºe limitou funkce f(z)
v bod¥ z0 je bod nekone£no. Co kdybychom tedy dode�novali f(z0) = ∞?
Nic bychom nezískali � na²e úvahy týkající se holomorfnosti funkcí, se od
za£átku týkají pouze funkcí kone£ných.

Odstranitelnou singularitu jiº poznáme bu¤ podle ohrani£enosti funkce v
jejím okolí, nebo podle kone£né limity. Jaké jsou ale dal²í typy singularit?
Bude moºné orientovat se v nich pomocí pojmu limity? Uvaºujme: pokud
singularita není odstranitelná, zbývají dv¥ moºnosti: bu¤ je limitou funkce v
bod¥ z0 bod ∞, nebo funkce v bod¥ z0 limitu nemá. Znamená to, ºe krom¥
odstranitelných singularit existují je²t¥ dva dal²í typy, které se váºou práv¥
k t¥mto dv¥ma moºnostem týkajícím se limity? V následujících úvahách to
zjistíme.
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V¥ta 13.19 (Klasi�kace singularit): Nech´ funkce f(z) má v bod¥ z0

izolovanou singularitu. Pak nastane práv¥ jeden z následujících p°ípad·:
• typ 1: Funkce má v bod¥ z0 ∈ C odstranitelnou singularitu.

• typ 2: Existují £ísla c1, . . . , cm ∈ C, z nichº poslední, tj. cm, je nenu-
lové, taková, ºe funkce

f(z)−
m∑
k=1

ck
(z − z0)k

má v bod¥ z0 odstranitelnou singularitu.

• typ 3: Mnoºina f(P (z0, r)) je hustá v C+ pro libovolné r > 0, tj.
uzáv¥rem mnoºiny f(P (z0, r)) je celá roz²í°ená Gaussova rovina.

Neº za£neme v¥tu dokazovat, vyjasn¥me si terminologii.

Izolovaná singularita funkce f(z) typu 2 ve v¥t¥ 13.19 se nazývá pól m-tého
°ádu, resp. násobnosti m. Funkce

∑m
k=1

ck
(z−z0)k

se nazývá hlavní £ást funkce
f(z) v bod¥ z0, rozdíl f(z) a její hlavní £ásti pak regulární £ást. Izolovaná
singularita typu 3 se nazývá podstatná singularita.

Hlavní £ást funkce v p°ípad¥ pólu je fakticky výraz, který je p°í£inou neohra-
ni£enosti funkce v jakémkoli prstencovém okolí singularity. Kdyº tento výraz
od funkce ode£teme, �zbavíme se nekone£na� a dostaneme (po odstran¥ní
singularity) jiº holomorfní funkci. Jak s pólem zacháze je²t¥ prakti£t¥ji uvidíe
za chvíli. Podstatná singularita je n¥co, zdá se, hodn¥ �divného� . Vlastnost
singularity typu 3 ve v¥t¥ 13.19 znamená, ºe pro jakkoli malé prstencové
okolí P (z0, r) singularity z0, budou prvky mnoºiny f(P (z0, r)) = {f(z) | z ∈
P (z0, r)} tak �nahu²t¥ny� , ºe k ºádnému z nich nenajdeme sebemen²í okolí,
které by neobsahovalo ºádný dal²í prvek této mnoºiny.

Pus´me se do d·kazu v¥ty. Kaºdý z popsaných p°ípad· singularit má
dv¥ moºnosti: bu¤ nastane, nebo ne. P°edpokládejme, ºe pro danou situaci
nenastane p°ípad typu 3. Pak jist¥ existuje £íslo w ∈ C, k n¥muº se, tro-
chu nep°esn¥ °e£eno, nedokáºeme funk£ními hodnotami libovoln¥ p°iblíºit �
vºdycky z·stane n¥jaká �prstencová mezera� P (w, δ), v níº ºádné funk£ní
hodnoty nebudou. Matematicky p°esn¥ to znamená, ºe existují £ísla w ∈ C,
δ, r ∈ R, δ > 0, r > 0, taková, ºe pro z ∈ P (z0, r) platí |f(z)− w| > δ. Na
okolí P (z0, r) proto m·ºeme de�novat funkci g(z) = 1

f(z)−w , která bude v
tomto okolí dokonce holomorfní (funkce f(z) je v bodech mimo z0 holomorfní
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a f(z) − w nenabývá na P (z0, r) nulové hodnoty, která jedin¥ by vytvo°ila
singularitu funkce g(z)). V P (z0, r) poro funkci g(z) navíc platí |g(z)| < 1

δ ,
je zde tedy ohrani£ená. Záv¥r? Vyplývá z p°íkladu 13.25: funkce g(z) má
v bod¥ z0 odstranitelnou singularitu. P°edpokládejme, ºe jsme ji odstranili
podle receptu uvedeného v p°íkladu 13.25 a dode�novali funkci g(z) na ho-
lomorfní v B(z0, r). Dále se na²e úvahy budou v¥tvit podle toho, jaká je
hodnota g(z0), nenulová, nebo nulová.

Typ 1: P°edpokládejme nejprve g(z0) 6= 0. Pak existuje prstencové okolí
P (z0, %) bodu z0 tak, ºe v n¥m je funkce f(z) ohrani£ená. Z £eho to plyne?
P°ece z de�nice funkce g(z). V P (z0, r) je totiº f(z) = w + 1

g(z) . Protoºe je
hodnota funkce g(z0) nenulová a funkce sama je v B(z0, r) holomorfní, vydrºí
být nenulová je²t¥ na n¥jakém okolí P (z0, %) ⊂ P (z0, r). Z toho jiº plyne
ohrani£enost funkce f(z) na P (z0, %) a také odstranitelnost její singularity.

Typ 2: Zbývá p°ípad, kdy g(z0) = 0. P°edpokládejme, ºe bod z0 je nu-
lovým bodem funkce g(z) násobnosti m. Vzpomeneme-li si na d·kaz v¥ty o
jednozna£nosti, budeme v¥d¥t, ºe v B(z0, r) m·ºeme funkci g(z) zapsat ve
tvaru g(z) = (z − z0)m ϕ(z), kde ϕ(z) je funkce holomorfní v okolí B(z0, r)
a platí ϕ(z0) 6= 0. Z de�nice funkce g(z) dokonce plyne, ºe ϕ(z) 6= 0 v
celém tomto okolí. M·ºeme proto zavést dal²í funkci jako p°evrácenou hod-
notu funkce ϕ(z), h(z) = 1

ϕ(z) . Ta je v B(z0, r) holomorfní a nemá tam
ºádný nulový bod. Vyjád°íme ji mocninnou °adou se st°edem v bod¥ z0,
h(z) =

∑∞
n=0 bn(z − z0)n, b0 6= 0. Co po t¥chto �p°evratech� nakonec dosta-

neme pro funkci f(z), o kterou nám jde? Platí

f(z)− w =
1

g(z)
= (z − z0)−m h(z), z ∈ P (z0, %),

f(z)− w = (z − z0)−m
∞∑
n=0

bn(z − z0)n =
∞∑
n=0

bn(z − z0)n−m =

=
m∑
k=1

bm−k
(z − z0)k

+
∞∑
n=0

bn+m(z − z0)n,

f(z)−
∞∑
k=1

ck
(z − z0)k

= w +
∞∑
n=0

bn+m(z − z0)n.

P°i úpravách jsme vyjád°ení funkce f(z)−w pomocí °ady rozd¥lili na £ást se
zápornými a nazápornými mocninami prom¥nné (z − z0) a provedli vhodné
p°e£íslování s£ítacího indexu. Nakonec jsme ozna£ili ck = bm−k pro k =
1, 2, . . . , m. Skute£n¥ se nám poda°ilo ode£íst od funkce f(z) °adu se zá-
pornými mocninami prom¥nné (z − z0) a získat holomorfní funkci, která je
v P (z0, %) ohrani£ená. Její singularita v bod¥ z0 je proto odstranitelná.
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V¥tu 13.19 jsme formulovali pro bod z0 ∈ C, je v²ak t°eba promyslet,
jak ji modi�kovat, bude-li singularitou bod z0 =∞. Jednodu²e tak, ºe v¥tu
13.19 vztáhneme na funkci F (ξ) = f(1

ξ ) a bod ξ0 = 0. Op¥t budou t°i
moºné situace: odstranitelná singularita, pól ur£ité násobnosti, podstatná
singularita. V p°ípad¥ pólu bude mít zápis funkce pomocí hlavní a regulární
£ásti tvar

F (ξ)−
m∑
k=1

ck
ξk

=
∞∑
n=0

bn ξ
n,

f(z)−
m∑
k=1

ck z
k =

∞∑
n=0

bn
zn
.

M·ºe se zdát p°ekvapivé, ºe regulární £ást funkce je tvo°ena °adou se zá-
pornými mocninami prom¥nné z. Kdyº se v²ak nad tím zamyslíme, je to
p°irozené. �ada se zápornými mocninami prom¥nné z nemá v bod¥ ∞ sin-
gularitu, limz→∞ z

−n = 0 pro libovolné n ∈ N.

P°íklad 13.26: Jak derivovat v nekone£nu
S nekone£nem je trochu problém. De�nici funkce regulární jak v bod¥ z0 6=
∞, tak v nekone£nu jsme formulovali v odstavci 13.2.2. v dal²ích úvahách
jsme dokazovali, ºe regulární funkce je holomorfní a naopak. D·kazy jsme
v²ak provád¥li pouze pro body neroz²í°ené Gaussovy roviny. Jestliºe v²ak
má platit ekvivalence pojm· �regulární� a �holomorfní� , m¥li bychom °íci,
jak se po£ítají derivace funkce bod¥ z0 = ∞. Otázkou je, zda m·ºeme de-
�ni£ní vztah pro derivaci pouºít i pro bod z0 = ∞. Ve jmenovateli zlomku
f(z)−f(∞)

z−∞ je z − ∞ = ∞, jak nás informuje tabulka shrnující algebraické
operace s nekone£nem v odstavci 13.1.1. Výraz jako takový tedy má smysl.
Vzhledem k tomu, ºe v £itateli je pro v²echny body z kone£ná hodnota, byl
by pak zlomek pro libovolné z, a tedy i v limit¥ z →∞, nulový. Znamená to,
ºe derivace kaºdé funkce, která je v bod¥ nekone£no de�nována a má v n¥m
kone£nou hodnotu, skute£n¥ existuje a je nulová? Ne, tak to jist¥ být nem·ºe.
Uvaºme t°eba funkci ez, která je holomorfní v celé neroz²í°ené Gaussov¥ ro-
vin¥ C, není v²ak de�nována v bod¥ nekone£no. Dokonce v n¥m ani nemá
limitu, nebo´ její limity v tomto bod¥ vzhledem k r·zným mnoºinám mo-
hou být r·zné. Nap°íklad pro limity vzhledem k mnoºinám R+ (nezáporná
£ást reálné osy) a R− (nekladná £ást reálné osy) je limz→∞, z∈R+ ez = ∞
a limz→∞, z∈R− ez = 0. Nem·ºe proto mít v bod¥ nekone£no derivaci, ani
kdybychom ji v n¥m dode�novali kone£nou hodnotou. Je vid¥t, ºe v bod¥
nekone£no nem·ºeme de�ni£ní výraz pro derivaci pouºít.

Zkusme vyjít z p°edpokladu, ºe funkce f(z) je v nekone£nu regulární, coº
znamená, ºe je v jistém kruhu B(z0, r) dána stejnom¥rn¥ konvergentní °a-
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dou f(z) =
∑∞
n=0 c,z

−n. Derivováním °ady £len po £lenu dostaneme f ′(z) =∑∞
n=1−ncn z−n−1. Dosadíme-li z =∞, zjistíme, ºe f ′(∞) = 0. Vychází nám,

ºe derivace kaºdé funkce regulární v nekone£nu je nulová. Ale pozor: Derivace
regulární funkce f(z) v nekone£nu není totéº jako derivace funkce F (ξ) =
f(1

ξ ). Je-li funkce regulární v nekone£nu dána °adou f(z) =
∑∞
n=0 cn z

−n,
je funkce F (ξ) = f(1

ξ ) dána °adou F (ξ) =
∑∞
n=0 cn ξ

n a je regulární v
bod¥ ξ0 = 0. Pro derivaci platí F ′(ξ) =

∑∞
n=1 ncn ξ

n−1 a F ′(0) = c1. Na
druhé stran¥ jsme v²ak p°ed chvílí zjistili, ºe f ′(∞) = 0. Obecn¥ je tedy
f ′(z)|z0=∞ 6= f ′(1

ξ )|ξ0=0. Poznamenejme je²t¥, ºe pro funkci f(z) regulární
v nekone£nu platí samoz°ejm¥ v jistém kruhovém okolí B(∞, R) bodu ne-
kone£no Cauchyovy-Riemannovy podmínky. V samotném bod¥ nekone£no
v²ak o takových podmínkách nelze hovo°it. Týkají se totiº funkcí reálnách
funkcí dvou reálných prom¥nných u(x, y) = Re f(z) a v(x, y) = Im f(z),
které jsou de�novány v reálné euklidovské rovin¥, v níº se s ºádným �bodem
nekone£no� nepracuje (za x a y �dosadit nekone£na� nem·ºeme).

Klasi�kaci izolovaných singularit funkce jsme sice provedli, ale stále nemáme
propojení mezi typem singularity a limitou funkce, které se nám jeví jako
p°irozené. Zatím jsme prokázali pouze souvislost limity a odstranitelné sin-
gularity. P°i °e²ení p°íkladu 13.25 se ukázalo, ºe singularita z0 funkce f(z)
je odstranitelná práv¥ tehdy, má-li funkce f(z) v bod¥ z0 kone£nou limitu.
Navíc jsme získali �podez°ení� , ºe je-li singularita pólem, má v ní funkce
rovn¥º limitu, ale nekone£nou (a naopak). Prov¥°íme to nejprve pro p°ípad
z0 6= ∞. P°edpokládejme, ºe limz→z0 f(z) = ∞. To p°edev²ím znamená,
ºe funkce f(z) není konstantní a ºe je v jistém prstencovém okolí P (z0, r)
nenulová (argumenty pro toto tvrzení jist¥ snadno formulujete). g(z) = 1

f(z)

je v P (z0, r) holomorfní, nekonstantní, a v bod¥ z0 má nulovou limitu (viz
vlastnosti limit ve v¥t¥ 13.4). Dode�nujeme-li g(z0) = 0, vznikne funkce
holomorfní (regulární) v B(z0, r), jejímº ko°enem je bod z0. Ozna£íme-li ná-
sobnost tohoto ko°ene jako m, m·ºeme dode�novanou funkci g(z) zapsat ve
tvaru

g(z) = (z − z0)m ϕ(z), ϕ(z0) 6= 0.

Funkce ϕ(z) je holomorfní (regulární) v B(z0, r). Totéº platí pro funkci 1
ϕ(z) .

Pro funkci f(z) tak získáváme zápis

f(z) =
1

g(z)
= (z−z0)−m

1

ϕ(z)
= (z−z0)−m

∞∑
n=0

bn (z−z0)n =
∞∑
n=0

bn (z−z0)n−m, b0 6= 0

f(z) =
m−1∑
n=0

bn
(z − z0)m−n

+
∞∑
n=m

bn (z − z0)n−m.
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Po p°e£íslování suma£ních index· (v prvním sou£tu zám¥na k=m-n, v dru-
hém n→ n−m) dostaneme

f(z) =
m∑
k=1

bm−k
(z − z0)k

+
∞∑
n=0

bm+n(z − z0)n,

a odtud p°i ozna£ení ck = bm−k pro k = 1, 2, . . . , m a bm+n = c̄n

f(z)−
m∑
k=1

ck
(z − z0)k

=
∞∑
n=0

b̄n(z − z0)n.

Na pravé stran¥ poslední rovnosti je funkce holomorfní v B(z0, r). Levá
strana má sice v z0 singularitu, ale odstranitelnou. Z v¥ty 13.18 plyne, ºe tato
singularita je m-násobným pólem funkce f(z). Snadno dokáºeme i opa£né
tvrzení (ze skute£nosti, ºe funkce f(z) má v bod¥ z0 6= ∞ pól, vyplývá, ºe
má v tomto bod¥ limitu rovnou ∞), viz úlohu 1 ve cvi£ení 13.3.5.

Prove¤me d·kaz obráceného tvrzení pro bod z0 = ∞. P°edpokládejme,
ºe funkce f(z) je holomorfní (regulární) v jistém P (∞, R) a v bod¥ z0 =∞
má pól násobnosti m. To znamená, ºe funkce g(z) = f(z) −

∑m
k=1 ck z

k

má v bod¥ z0 = ∞ odstranitelnou singularitu. Proto je limita limz→∞ g(z)
kone£ná. Vzhledem k tomu, ºe limita (kone£ného) sou£tu

∑m
k=1 ck z

k je rovna
∞ (kaºdý z £len· tohoto kone£ného sou£tu má za limitu bod ∞), je z°ejmé,
ºe limz→∞ f(z) = ∞. Naopak, je-li limz→∞ f(z) = ∞, má funkce f(z) v
bod¥ z0 =∞ pól (úloha 2 ve cvi£ení 13.3.5).

Zjistili jsme, ºe odstranitelné singularit¥ odpovídá kone£ná limita, pólu
nekone£ná limita. Na podstatnou singularitu proto zbývá jediná moºnost:
limita v neexistuje.

Na základ¥ p°edchozích úvah jiº m·ºeme vyslovit výsledné tvrzení o
vztahu typu singularity a limity.

V¥ta 13.20 (Singularity a limity): Nech´ z0 ∈ C+ je izolovaná singularita
funkce f(z). Pak platí:

• Singularita je odstranitalená práv¥ kdyº má funkce f(z) v bod¥ z0 ko-
ne£nou limitu.

• Singularita je pólem práv¥ kdyº má funkce f(z) v bod¥ z0 limitu rovnou
∞.

• Singularita je podstatná práv¥ kdyº limita funkce f(z) v bod¥ z0 neexis-
tuje.
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P°edchozí v¥ta je velice praktická. Klasi�kovat singularity p°ímo podle v¥ty
13.19 by totiº bylo obtíºné. V¥ta 13.20 klasi�kaci velice usnad¬uje. Po£ítat
limity totiº dob°e umíme. Za chvíli si klasi�kaci vyzkou²íme na n¥kolika p°í-
kladech. Neprve v²ak na základ¥ dokázané souvislosti mezi typem singularity
z0 a limitou funkce v tomto bod¥ shrneme n¥které d·leºité vlastnosti pól·.

V¥ta 13.21 (O pólech): Póly funkcí mají následující vlastnosti:

• P°edpokládejme, ºe funkce f(z) má v bod¥ z0 ∈ C+ pól a funkce F (w)
je regulární v bod¥ ∞. Pak funkce ϕ(z) = F [f(z)] je regulární v bod¥
z0.

• P°edpokládejme, ºe funkce f(z) má v bod¥ z0 ∈ C+ pól a funkce F (w)
má pól v bod¥ ∞. Pak funkce ϕ(z) = F [f(z)] má pól v bod¥ z0.

• Bod z0 6=∞ je m-násobným pólem funkce f(z) práv¥ tehdy, lze-li tuto
funkci v jistém prstenci P (z0, r) vyjád°it ve tvaru

f(z) =
ϕ(z)

(z − z0)m
, ϕ(z0) 6= 0, ϕ(z0) 6=∞, (13.37)

p°i£emº funkce ϕ(z) je holomorfní (regulární) v B(z0, r).

• Bod z0 =∞ je m-násobným pólem funkce f(z) práv¥ tehdy, lze-li tuto
funkci v jistém prstenci P (∞, R) vyjád°it ve tvaru

f(z) = zm ϕ(z), ϕ(∞) 6= 0, ϕ(∞) 6=∞, (13.38)

p°i£emº funkce ϕ(z) je holomorfní v P (∞, R) a bod¥ z0 ji lze dode�-
novat na spojitou.

D·sledky první a druhé vlastnosti:

• Má-li funkce f(z) v bod¥ z0 pól, má funkce g(z) = [f(z)]−1 v bod¥
z0 = 0 odstranitelnou singularitu (dede�nování g(0) = 0).

• Jsou-li funkce f(z) a g(z) holomorfní (regulární) v bod¥ z0, je funkce
f(z)/g(z) v bod¥ z0 = 0 bu¤ holomorfní (regulární), nebo zde má pól.

Pozn. 1: Co znamenají podmínky ϕ(z0) 6= 0, ∞, resp. ϕ(∞) 6= 0, ∞ v t°etím
a £tvrtém tvrzení? Uvaºme takovou situaci pro bod z0 6=∞. Kdyby hodnota
funkce ϕ(z) byla v tomto bod¥ nulová, mohli bychom funkci ϕ(z) zapsat v
okolí B(z0, r) ve tvaru ϕ = (z − z0)kψ(z), kde ψ(z0) 6= 0 a k je násobnosti
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bodu z0 jako ko°ene funkce ϕ(z). V takovém p°ípad¥ by násobnosti bodu z0

jako pólu funkce nebyla m, ale niº²í. Naopak p°i ϕ(z0) = ∞ by násobnost
bod z0 jako pólu funkce f(z) byla ve skute£nosti vy²²í neº m. Podobnou
úvahu m·ºete provést pro bod z0 =∞.
Pozn. 2: Pro£ v p°ípad¥ £tvrté vlastnosti m·ºeme zaru£it jen spojitost funkce
ϕ(z) v bod¥ z0 =∞?

D·kazy v²ech vlastností uvedených ve v¥t¥ 13.20 jsou jednoduché a navzájem
analogické. Dokáºeme jen vlastnost c), zbytek ponecháme do cvi£ení 13.3.5.

P°edpokládejme, ºe bod z0 6= ∞ je m-násobným pólem funkce f(z).
Pak podle v¥ty 13.19 existují £ísla c1, . . . , cm, cm 6= 0 taková, ºe funkce
h(z) = f(z)−

∑m
k=1

ck
(z−z0)m má v bod¥ z0 odstranitelnou singularitu, je tedy

holomorfní (regulární) v jistém prstenci P (z0, r). Pak

f(z) = h(z)+
m∑
k=1

ck
(z − z0)k

= (z−z0)−m
[
h(z)(z − z0)m +

m∑
k=1

ck (z − z0)m−k
]

=
ϕ(z)

(z − z0)m
,

kde funkce

ϕ(z) = h(z)(z − z0)m +
m∑
k=1

ck (z − z0)m−k

má v bod¥ z0 odstranitelnou singularitu (bod z0 je odstranitelnou singulari-
tou funkce h(z), sou£et

∑m
k=1 ck (z−z0)m−k je holomorfní funkcí na B(z0, r)).

Po odstran¥ní singularity bude funkce ϕ(z) holomorfní v B(z0, r).
Jestliºe je naopak moºné vyjád°it funkci f(z) v n¥jakém prstencovém

okolí P (z0, r) bodu z0 ve tvaru (13.37), sta£í, abychom funkci ϕ(z) zapsali
ve tvaru °ady se st°edem v bod¥ z0 a postupn¥ dostaneme

ϕ(z) =
∞∑
n=0

bn (z−z0)n =⇒ f(z) = (z−z0)m
∞∑
n=0

bn (z−z0)n =
∞∑
n=0

bn (z−z0)n−m

=
m∑
k=1

bm−k
(z − z0)k

+
∞∑
n=m

bn (z − z0)n−m,

f(z)−
m∑
k=1

bm−k
(z − z0)k

=
∞∑
n=m

bn (z − z0)n−m.

Na pravé stran¥ poslední rovnosti je holomorfní (regulární) funkce. Podle
v¥ty 13.19 je bod z0 m-násobným pólem funkce f(z).

A te¤ uº n¥kolik jednoduchých p°íklad· na ur£ení typu singularity po-
mocí limit. Vzhledem k tomu, ºe mám k dispozici v¥tu 13.20, m·ºeme u pól·
také ur£it jejich násobnost.
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P°íklad 13.27: Klasi�kace singularit prakticky
V kaºdém z následujících p°íklad· vyzna£íme singularity zadané funkce a
ur£íme v nich limity. Zvlá²´ pro²et°íme v kaºdém z p°ípad· bod ∞.

f(z) =
z2 − 1

z3 − z2 + z − 1
=

(z + 1)(z − 1)

(z − 1)(z − i)(z + i)

z0 limz→z0 f(z) typ singularity

1 1 odstratitelná, f(1) = 1
i ∞ pól, m = 1
−i ∞ pól, m = 1
∞ 0 není singularita

f(z) =
sin z

z

z0 limz→z0 f(z) typ singularity

0 1 odstratitelná, f(0) = 1
∞ neexisstuje podstatná

f(z) =
z

sin z

z0 limz→z0 f(z) typ singularity

kπ, k ∈ Z 1 odstratitelná, f(z) = 1
∞ neexistuje podstatná

f(z) = z4
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z0 limz→z0 f(z) typ singularity

∞ ∞ pól, m = 4

f(z) = ez
−1

z0 limz→z0 f(z) typ singularity

0 neexistuje podstatná
∞ 0 není singularita

f(z) =
(1 + z2)2

1− z2

z0 limz→z0 f(z) typ singularity

1 ∞ pól, m = 1
−1 ∞ pól, m = 1
∞ ∞ pól, m = 2
∞ 0 není singularita

Jak jsme stanovili násobnost pólu z0 =∞? Platí

F (ξ) = f

(
1

xi

)
=

(
1 + 1

ξ2

)2

1− 1
ξ2

=
ξ2 + 1

ξ2(ξ2 − 1)
.

Je vid¥t, ºe bod ξ0 = 0 je dvojnásobným pólem funkce F (ξ).

f(z) =
1

z2 − 1
cos

πz

z + 1
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z0 limz→z0 f(z) typ singularity

1 −π
8 odstratitelná, f(z) = −π

8
−1 neexistuje podstatná
∞ 0 odstranitelná, f(∞) = 0

Na záv¥r odstavce je²t¥ jedna de�nice, která bude uºite£ná pozd¥ji. Protoºe
v²ak souvisí také se singularitami, uvádíme ji hned.

Nech´ D je oblast. Funkce f(z) nazývá meromorfní v oblasti D, je-li v oblasti
D holomorfní (regulární) s výjimkou nejvý²e spo£etn¥ mnoha pól·, p°i£emº
mnoºina t¥chto pól· nemá v D hromadné body.

Z uvedené de�nice je vid¥t, ºe hromadné body mnoºiny pól· funkce f(z)
mohou leºet na hranici oblasti D. Skute£nost, ºe jistý bod z0 je hromad-
ným bodem mnoºiny pól· funkce f(z), znamená, ºe v kaºdém prstencovém
okolí bodu z0 (a´ jiº je z0 6= ∞, nebo z0 = ∞) leºí nekone£n¥ mnoho pól·
funkce f(z). Hromadné body pól· jsou svými vlastnostmi blízké podstatným
singularitám ve smyslu následující v¥ty.

V¥ta 13.22 (Sochockého): Je-li bod z0 podstatnou singularitou, nebo hro-
madným bodem pól· funkce f(z), pak v kaºdém jeho prstencovém okolí nabývá
funkce hodnot libovoln¥ blízkých libovoln¥ zvoleném £íslu w ∈ C.

V¥tu si zkuste dokárat sami (úloha 8. cvi£ení 13.5). �tená°, který namítne,
ºe Sochockého v¥ta odpovídá situaci c) ve v¥t¥ 13.19, má v zásad¥ pravdu.
V¥ta 13.22 je odli²ná pouze tím, ºe zahrnuje do klasi�kace také hromadné
body pól· dané funkce. Víte, jaký je rozdíl mezi podstatnou singularitou
a hromadným bodem mnoºiny pól· funkce? Je to jednoduché. Podstatná
singularita je de�nitoricky zavedena jako jeden z typ· izolovaných singularit.
Hromadný bod mnoºiny pól· ov²em izolovaný není.

P°íklad 13.28: Hromadný bod mnoºiny pól·
P°íkladem funkcí, které mají tolik pól·, ºe se �hromadí� je funkce tangens,
de�novaná v neroz²í°ené Gaussov¥ rovin¥ jako podíl funkcí sinus a kosinus.
Má pól v kaºdém bod¥ Gaussovy roviny, v n¥mº je cos z = 0. Je to funkce
meromorfní: mnoºina pól· funkce tangens je

P = {z ∈ C | z = x+ iy, x = (2k + 1)
π

2
, y = 0, k ∈ Z},
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je spo£etná a bod z0 = ∞ je jejím hromadným bodem. Skute£n¥, zvolíme-
li libovoln¥ prstencové okolí P (∞, R) = {z ∈ C | |z| > R}, pak nerovnost
k π2 > R má nekone£n¥ mnoho °e²ení, konkrétn¥ pro k > 2R

π . V P (∞, R) tak
leºí nekone£n¥ mnoho pól· funkce tg z (obrázek 13.17). Analogickou úvahu
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Obrázek 13.17: Póly tangenty a kotangenty.

m·ºeme vést pro funkci kontangens.
A je²t¥ poznámka. Jist¥ vám p°ipadá, ºe hromadný bod z0 =∞ mnoºiny

P nenapl¬uje �názornou p°edstavu� n¥jakého �hromad¥ní� , resp. �nahus´ování� .
Je to tím, ºe bod ∞ je tak trochu nezvyklý a b¥ºné p°edstav¥ se vymyká.
P°estoºe v²ak póly studované funkce tangens mají mezi sebou ekvidistantní
odstupy, je jich v kaºdém prstencovém okolí bodu ∞ nekone£n¥ mnoho (ne-
bo´ v kruhovém okolí B(0, R) je jich pouze kone£n¥ mnoho). Bod ∞ tak
spl¬uje de�nici hromadného bodu mnoºiny P.

Podstatných singularit si v²ímá také velká Picardova v¥ta, podle níº
funkce nabývá v kaºdém prstencovém okolí své podstatné singularity v²ech
hodnot mnoºiny C, s výjimkou nejvý²e jedné. Tato v¥ta je siln¥j²í neº 13.21.
Tvrdí, ºe kdyº zvolíme libovolné £íslo w ∈ C s nejvý²e jedinou výjimkou (ale
neví se p°edem, zda v·bec taková výjimka pro daný konkrétní p°ípad exis-
tuje a která to je), pak funkce v libovolném prstencovém okolí své podstatné
singularity této hodnoty p°ímo nabude, nejen ºe se jí libovoln¥ p°iblíºí.

13.3.2 Singularity a dosud neobvyklý rozvoj funkce, rezi-

duum
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V minulém odstavci jsme se nau£ili praktický zp·sob, jak t°ídit izolované
singularity fukcí do t°í typ· podle limit. M·ºeme o nich je²t¥ n¥co nového
objevit? V²imneme-li si znovu podrobn¥ji v¥ty 13.18, uv¥domíme si, ºe je-
li singularita z0 funkce f(z) odstranitelná a odstraníme-li ji, je funkce v
jejím okolí vyjád°ena (obecn¥ nekone£nou) mocninnou °adou s kladnými
mocninami prom¥nné (z − z0). Je-li singularita pólem, lze funkci vyjád°it
rovn¥º mocninnou °adou, obsahující v²ak kone£ný po£et £len· se nápornými
mocninami prom¥nné (z − z0), podle násobnosti pólu. A jak je to v p°ípad¥
podstatné singularity? Lze funkci stále vyjád°it mocninnou °adou, která v²ak
jiº bude mít nekone£ný po£et £len· se zápornými mocninami prom¥nné (z−
z0)? A co kdyº je funkce holomorfní v oblasti, která �obepíná� více singularit,
které t°eba ani nebudou izolované � vzpome¬me na �d¥ravé� (vícenásobn¥
souvislé) oblasti. Tuto otázku °e²í následující d·leºitá v¥ta.

V¥ta 13:22 (Laurentova °ada): Nech´ z0 ∈ C a nech´ funkce f(z) je
holomorfní v mezikruºí M = {z ∈ C | r < |z − z0|, R}. Pak ji lze rozvinout v
°adu

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)n, (13.39)

která konverguje stejnom¥rn¥ v kaºdém mezikruºí M ′ = {z ∈ C | r′ < |z −
z0| < R′, r < r′ < R′ < R}. V mezikruºí M °ada konverguje lokáln¥ stejno-
m¥rn¥.

Nech´ z0 = ∞ a nech´ funkce f(z) je holomorfní v mnoºin¥ M = {z ∈
C | |z| > R}. Pak ji lze rozvinout v °adu

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn z

n, (13.40)

která konverguje stejnom¥rn¥ v kaºdé mnnoºin¥M ′ = {z ∈ C | |z| > R′, R′ >
R}. Na mnoºin¥ M °ada konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥.

Terminologie: �ada (13.39), resp. (13.39) se nazývá Laurentova. Je-li st°ed
°ady z0 6= ∞, nazývá se sou£et jejích £len· se zápornými mocninami pro-
m¥nné (z−z0) hlavní £ást, sou£et zbývajících £len· tvo°í regulární £ást °ady.
Je-li z0 = ∞, tvo°í hlavní £ást °ady naopak £leny s kladnými mocninami
prom¥nné (z − z0), zbývající £leny pak regulární £ást. (Absolutní £len pat°í
vºdy k regulární £ásti.)

K d·kazu v¥ty 13.22 poslouºí obrázek 13.18. Nejprve se zabývejme p°ípadem
z0 6= ∞ (obrázek vlevo). Zvolme jednorozm¥rný singulární °et¥zec Γ jako
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Obrázek 13.18: K d·kazu v¥ty o Laurentov¥ °ad¥.

formální sou£et dvou kruºnic Γ = C1 + C2, parametrizovaných takto:

C1 : [0, 2π] 3 t −→ ξ(t) = z0 +R′eit ∈ C,

C2 : [2π, 0] 3 t −→ ξ(t) = z0 + r′eit ∈ C.

Podle Cauchyova vzorce (13.29) v globální verzi platí pro v²echny body z,
pro n¥º je r′ < |z − z0| < R′,

f(z) IndΓ =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Cauchy·v vzorec m·ºeme takto pouºít, nebo´ index bod· α leºících v oblasti
{α ∈ C | |z − z0| ≤ rr}, v níº o funkci f(z) nic nevíme, vzhledem k °et¥zci
Γ je nulový, takºe jsou spln¥ny podmínky v¥ty 13.13. Platí totiº IndΓ(α) =
IndC1(α)+IndC2(α) = 1+(−1) = 0. Pro body z ∈ {z ∈ C | r′ < |z−z0| < R′}
je IndΓ(z) = IndC1(z) + IndC2(z) = 1 + 0 = 1. Pak

f(z) =
1

2πi

∫
C1

f(ξ)

ξ − z
dξ +

∫
C2

f(ξ)

ξ − z
dξ

 . (13.41)
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Upravujme výraz 1
ξ−z tak, abychom mohli f(z) vyjád°it jako °adu v moc-

ninách prom¥nné (z − z0). Nejprve pro integraci po k°ivce C1, pro kterou je
|z − z0| < |ξ − z0|. Ozna£íme-li q = z−z0

ξ−z0 , vidíme, ºe |q| < 1. Platí

1

ξ − z0
=

1

(ξ − z0)− (z − z0)
=

1

ξ − z0
· 1

1− z−z0
ξ−z0

=
1

ξ − z0
· 1

1− q
=

=
1

ξ − z0

∞∑
n=0

(
z − z0

ξ − z0

)n
=
∞∑
n=0

(z − z0)n

(ξ − z0)n+1
.

p°i úprav¥ jsme pouºili vzorec pro sou£et nekone£né geometrické °ady s kvoci-
entem q, |q| < 1, 1

1−q =
∑∞
n=0 q

n. Analogicky postupujeme p°i úprav¥ výrazu
1

ξ−z0 pro integraci po k°ivce C2, kde ozna£íme q = ξ−z0
z−z0 , |q| < 1. Dostaneme

1

ξ − z0
=

1

(ξ − z0)− (z − z0)
= − 1

z − z0

1

1− ξ−z0
z−z0

= − 1

ξ − z0

1

1− q
=

= − 1

ξ − z0

∞∑
n=0

(
ξ − z0

z − z0

)n
= −

∞∑
n=0

(ξ − z0)n

(z − z0)n+1
.

Te¤ sta£í jen dosadit do integrál· ve vztahu (13.41):

f(z) =
1

2πi

∫
C1

f(ξ)
∞∑
n=0

(z − z0)n

(ξ − z0)n+1
dξ − 1

2πi

∫
−C2

f(ξ)
∞∑
n=0

(ξ − z0)n

(z − z0)n+1
dξ =

=
∞∑
n=0

 1

2πi

∫
C1

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

 (z−z0)n+
∞∑
n=0

 1

2πi

∫
−C2

f(ξ)(ξ − z0)n dξ

 (z−z0)−n−1.

V druhém sou£tu provedeme zám¥nu −n− 1→ n a dostaneme

∞∑
n=0

 1

2πi

∫
C1

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

 (z−z0)n+
−1∑

n=−∞

 1

2πi

∫
−C2

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

 (z−z0)n,

tj.

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)n, cn =

1

2πi

∫
C

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ, r < |z − z0| < R.

(13.42)
kde C je libovolná uzav°ená k°ivka leºící v oblastiM ′, s vlastností IndC(z0) =
1. Pomocí globální Cauchyovy v¥ty (v¥ta 13.13) jist¥ snadno zd·vodníte, pro£
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m·ºeme integrály po kruºnicích nahradit integrálem po vý²e popsané obecné
k°ivce C. Snadno také zd·vodníme, ºe °ada konveruje stejnom¥rn¥ v oblasti
M ′. Je to díky stejnom¥rné konvergenci geometrické °ady s kvocientem, jehoº
absolutní hodnota je men²í neº jedna.

P°ípad z0 = ∞ p°evedeme na p°edchozí situaci, budeme-li uvaºovat o
funkci F (ζ) = f

(
1
ζ

)
, holomorfní v oblasti P (0, R−1). St°edem °ady vyja-

d°ující funkci F (ζ) bude bod ζ0 = 0. Platí

F (ζ) =
∞∑

n=−∞
Cnζ

n, Cn =
1

2πi

∫
K

F (ξ)

ξn+1
dξ,

kde K je kruºnice parametrizovná vztahem ξ = %eit, t ∈ [0, 2π], % = 1
R′ ,

R′ > R. Po zp¥tné zám¥n¥ ζ → z−1, zám¥n¥ n → −n a ozna£ení cn = C−n
dostaneme

f(z) =
∞∑

n=−∞
cnz

n =
0∑

n=−∞
cnz

n +
∞∑
n=1

cnz
n, cn =

1

2πi

∫
K

F (ξ)

ξ−n+1
dξ |z| > R.

(13.43)
První ze sou£t· p°edstavuje regulární £ást Laurentovy °ady funkce f(z) se
st°edem v nekone£nu, druhý pak její hlavní £ást.

Vra´me se k situaci, kdy je bod z0 (a´ uº z0 ∈ C, nebo z0 = ∞) izo-
lovanou singularitou funkce f(z), tj. funkce je holomorfní v jistém prstenci
P (z0, R). Z p°edchozích úvah je z°ejmá souvislost mezi po£tem £len· hlavní
£ásti Laurentovy °ady funkce se st°edem v bod¥ z0 a typem singularity:

Nech´ funkce je holomorfní v P (z0, R), z0 ∈ C, resp. z = ∞. Bod z0 je
pólem m-tého °ádu funkce f(z) práv¥ kdyº má hlavní £ást Laurentovy °ady
této funkce se st°edem v bod¥ z0 práv¥ m £len·, tj.

∑−1
n=−m cn(z − z0)n,

c−m 6= 0, resp.
∑
n = 1mcnz

n, cm 6= 0. Bod z0 je podstatnou singularitou
funkce f(z) práv¥ tehdy, má-li hlavní £ást Laurentovy °ady se st°edem v
bod¥ z0 nekone£n¥ mnoho £len·.

P°íklad 13.29: Jak na Laurentovu °adu?
Na p°íkladu racionální lomené funkce ukáºeme praktický postup stanovení
Laurentovy °ady se st°edem v obecném bod¥ pro p°ípad funkce se singulari-
tami. Zvolme t°eba

f(z) =
2z2 + 6z − 2i

z(z − i)(z + 2)
=

2

z − i
+

1

z
− 1

z + 2
.

Hned ze zadání této funkce, a je²t¥ lépe z jejího rozkladu na parciální zlomky,
vidíme, ºe má t°i jednonásobné póly, z1 = i, z2 = 0 a z3 = −2, v nekone£nu
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je regulární (f(∞) = 0). Máme za úkol vyjád°it v²echny Laurentovy rozvoje
zadané funkce se st°edem v bod¥ z0, tj. rozvoje v jednotlivých mezikruºích s
tímto st°edem, v nichº je funkce f(z) holomorfní. P°edpokládejme nejprve,
ºe z0 6= ∞, ale také z0 6= z1, z2, z3. P°edpokládejme dále pro ur£itost, ºe
|z1− z0| < |z2− z0| < |z3− z0|, tj. |i− z0| < |z0| < | − 2− z0| (obrázek 13.19
vlevo). Po£ítejme:

 

0z  

2 0z   

1 iz   

3 2z    

1

2

3

4

M

M

M

M

 

2 0z   

1 iz   

3 2z    

3

2

1

M

M

M

 

0z    0z    

Obrázek 13.19: K p°íkladu 13.19 � oblasti holomorfnosti funkce.

• M1 = {z ∈ C | |z − z0| < |i− z0|}
P°i úprav¥ parciálních zlomk· budeme postupovat obdobn¥ jako v d·-
kazu v¥ty 13.22.

2

z − i
=

2

(z − z0)− (i− z0)
= − 2

i− z0
· 1

1− z−z0
i−z0

= − 2

i− z0

∞∑
n=0

(
z − z0

i− z0

)n
=

=
∞∑
n=0

[
− 2

(i− z0)n+1

]
(z − z0)n,

1

z
=

1

(z − z0) + z0
=

1

z0
· 1

1 + z−z0
z0

=
1

z0

∞∑
n=0

(
−z − z0

z0

)n
=

=
∞∑
n=0

[
(−1)n

zn+1
0

]
(z − z0)n,
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1

z + 2
=

1

(z − z0) + (2 + z0)
=

1

2 + z0
· 1

1 + z−z0
2+z0

=
1

2 + z0

∞∑
n=0

(
−z − z0

2 + z0

)n
=

=
∞∑
n=0

[
(−1)n

(2 + z)n+1

]
(z − z0)n.

Rozvoj funkce f(z) v oblasti M1, která je kruhovým okolím bodu z0 o
polom¥ru R1 = |i− z0| je

f(z) =
∞∑
n=0

[
− 2

(i− z0)n+1
+

(−1)n

zn+1
0

− (−1)n

(2 + z0)n+1

]
(z − z0)n.

Skute£nost, ºe hlavní £ást rozvoje v této oblasti nemá ºádné £leny, jist¥
nikoho nep°ekvapuje. Funkce f(z) je totiº v dané oblasti holomorfní,
takºe Laurentova °ada je °adou Taylorovou. Nabízí se kontrola: pro
koe�cienty cn musí platit cn = n!f (n)(z0). Zkusme to ov¥°it jen pro
n = 1:

cn = − 2

(i− z0)n+1
+

(−1)n+1

zn+1
0

− (−1)n

(2 + z0)n+1
=⇒ c1 = − 2

(i− z0)2
− 2

z2
0

+
1

(2 + z0)2
,

f ′(z) = − 2

(z − i)2
− 1

z2
+

1

(z + 2)2
, f ′(z0) = − 2

(z0 − i)2
− 1

z2
0

+
1

(z0 + 2)2
.

• M2 = {z ∈ C | |i− z0| < |z − z0| < |z0|}

2

z − i
=

2

(z − z0)− (i− z0)
=

2

z − z0
· 1

1− i−z0
z−z0

=
2

z − z0

∞∑
n=0

(
i− z0

z − z0

)n

=
−1∑

n=−∞

[
2(i− z0)−(n+1)

]
(z − z0)n,

1

z
=

∞∑
n=0

[
(−1)n

zn+1
0

]
(z − z0)n,

1

z + 2
=

∞∑
n=0

[
(−1)n

(2 + z0)n+1

]
(z − z0)n.

V²imli jste si, ºe rozvoj parciálních zlomk· 1
z a 1

z+2 v mezikruºí M2 je
stejný jako v M1? To proto, ºe funkce 1

z a 1
z+2 jsou holomorfní nejen v

M2, ale dokonce v kruhu B(z0, |z0|). Jejich Laurentova °ada je °adou
Taylorovou. Nemuseli jsme proto nic po£ítat, jen jsme Taylorovy roz-
voje opsali z p°edchozích výpo£t· platných pro oblast M1. Laurentova
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°ada funkce f(z) v M2 má tvar

f(z) =
−1∑

n=−∞

[
2(i− z0)−(n+1)

]
(z−z0)n+

∞∑
n=0

[
(−1)n

zn+1
0

+
(−1)n+1

(2 + z0)n+1

]
(z−z0)n.

První sou£et je hlavní £ást funkce f(z), druhý pak její £ást regulární.

• M3 = {z ∈ C | |z0| < |z − z0| < | − 2− z0|}
VmezikruºíM3 je funkce 1

z+2 stále holomorfní, takºe její rozvoj z·stává
Taylorovou °adou. Rozvoj funkce 2

i−z z·stane stejný jako v p°ípad¥M2,
nebo´ tato funkce je holomorfní nejen v v M3, ale dokonce v C+ \M1.
Platí proto

2

z − i
=

−1∑
n=−∞

[
2(i− z0)−(n+1)

]
(z − z0)n,

1

2 + z
=

∞∑
n=0

[
(−1)n

(2 + z0)n+1

]
(z − z0)n.

Situace se zm¥nila pouze u funkce 1
z , která byla v B(z0, |z0|) stále

holomorfní, av²ak posunem prom¥nné z do oblastiM3 jsme �p°ekro£ili�
její singularitu z2 = 0. Rozvoj proto musíme spo£ítat:

1

z
=

1

(z − z0) + z0
=

1

z − z0
· 1

1 + z0
z−z0

=
1

z − z0

∞∑
n=0

(
− z0

z − z0

)n
=

=
−1∑

n=−∞

[
(−1)n+1z

−(n+1)
0

]
(z − z0)n.

Pro f(z) pak platí

f(z) =
−1∑

n=−∞

[
(−1)n

(2 + z0)n+1
+ (−1)n+1z

−(n+1)
0

]
(z−z0)n+

∞∑
n=0

[
(−1)n

(2 + z0)n+1

]
(z−z0)n.

• M4 = {z ∈ C+ | |z − z0| > | − 2− z0|}
Rozvoje funkcí 2

i−z a 1
z z·stanou stejné jako v p°ípad¥ c), spo£ítat je

t°eba pouze rozvoj funkce 1
2+z . Dostaneme

1

2 + z
=

1

(2 + z0) + (z − z0)
=

1

z − z0
· 1

1 + 2+z0
z−z0

=
1

z − z0

∞∑
n=0

(
−2 + z0

z − z0

)n
=

=
−1∑

n=−∞

[
(−1)n+1(2 + z0)−(n+1)

]
(z − z0)n,
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f(z) =
−1∑

n=−∞

[
2(i− z0)−(n+1) + (−1)n+1z

−(n+1)
0 + (−1)n(2 + z0)−(n+1)

]
(z−z0)n

A te¤ se pus´me do rozvoj· kolem bodu z0 = ∞. Singularity funkce f(z)
op¥t vymezí v Gaussov¥ rovin¥ oblasti, v nichº je funkce holomorfní (obrázek
13.19 vpravo). Rozvineme v nich funkci F (ξ) = f

(
1
ξ

)
v °adu se st°edem v

bod¥ ξ0 = 0. Postupovat budeme op¥t tak, ºe najdeme rozvoje jednotlivých
parciálních zlomk·.

• M1 = {z ∈ C+ | |z| > 2} = B(∞, 2), z → 1
ξ , tj. 0 < |ξ| < 1

2
V oblasti M1 jsou v²echny parciální zlomky funkce f(z) holomorfní,
takºe Laurentova °ada bude obsahovat pouze regulární £ást. Platí

2

z − i
=

2
1
ξ − i

=
2ξ

1− iξ
= 2i− 2i

1

1− iξ
= 2i− 2i

∞∑
n=0

(iξ)n =

= −2i
∞∑
n=1

inz−n,

1

z
= z−1 rozvoj má jeden £len

1

z + 2
=

1
1
ξ + 2

=
ξ

1 + 2ξ
=

1

2
− 1

2

1

1 + 2ξ
=

1

2
− 1

2

∞∑
n=0

(−2)nξn =

=
∞∑
n=1

(−2)nz−n,

f(z) =
1

z
+
∞∑
n=2

[
−2in+1 + (−1)n2n−1

]
z−n = z−1+

−2∑
n=−∞

[
−2i−n+1 + (−1)n2−n−1

]
zn,

p°i£emº p°i jsme v poslední úprav¥ provedli zám¥nu n→ −n a vzali v
úvahu, ºe (−1)n = (−1)−n.

• M2 = {z ∈ C | 1 < |z| < 2}, z → ξ−1, tj. 1
2 < |ξ| < 1

Parciální zlomky 1
z a

2
z−i jsou holomorfní v oblastiM1∪M2 = B(∞, 1).

Jejich rozvoje budou proto obsahovat jen regulární £ást a budou stejné
jako v p°edchozím p°ípad¥. Pro zlomek 1

z+2 platí

1

z + 2
=

1
1
ξ + 2

=
1

2
· 1

1 + 1
2ξ

=
1

2

∞∑
n=0

2−nξ−n =
1

2
+
∞∑
n=1

(−1)n2−nzn,

f(z) =

(
−1

2
+ z−1 +

n=−2∑
−∞
−2i−n+1zn

)
+
∞∑
n=1

(−1)n−1 2−nzn.
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V závorce je regulární £ást Laurentovy °ady funkce (absolutní £len a
záporné mocniny prom¥nné z), zbytek tvo°í hlavní £ást (kladné moc-
niny prom¥nné z).

• M3 = {z ∈ C | 0 < |z| < 1}, tj. 1 < |ξ| <∞ z → 1
ξ

Rozvoje parciálních zlomk· 1
z a

1
z+2 z·stanou stejné jako v p°edchozím

p°ípad¥, zm¥ní se pouze rozvoj zlomku 1
z−i . Platí

1

z − i
=

i

1 + i
ξ

= i
∞∑
n=0

(−i)nξ−n = i +
∞∑
n=1

(−1)nin+1zn,

f(z) =

(
i− 1

2
+ z−1

)
+
∞∑
n=1

(−1)n−1
[
2−n + in+1

]
zn.

Regulární £ást rozvoje má pouze dva £leny � absolutní £len a £len s
mocninou z−1.

P°íklad 13.30: Není n¥co v nepo°ádku?
Zamyslíme-li se nad výsledky p°edchozího p°íkladu, m·ºeme pojmout �podez°ení� ,
zda není n¥co v nepo°ádku v souvislosti s tvrzením, které jsme vyslovili
t¥sn¥ p°ed uvedeným p°íkladem: hlavní £ásti Laurentových °ad funkce f(z)
se st°edem z0 na jednotlivých oblastech M1 aº M4 (s výjimkou M1, kde jsou
v²echny parciální zlomky holomorfní) mají nekone£n¥ mnoho £len·, p°estoºe
v²echny singularity funkce f(z) jsou pouze jednonásobné póly. Tento rozpor
je ov²em jen zdánlivý. Tvrzení se totiº týká situací, kdy singularita je p°ímo
st°edem °ady. V p°íkladu 13.29 je v²ak st°edem °ady obecný bod z0, který
sám není singularitou. Abychom se p°esv¥d£ili o správnosti této úvahy, vy-
jád°íme funkci f(z) z p°íkladu 13.29 její Laurentovou °adou se st°edem v
n¥které ze singularit. Zvolme t°eba z0 = z2 = 0. Funkce f(z) je holomorfní v
prstencovém okolí P (0, 1) této singularity. Na tento p°ípade se proto vzta-
huje tvrzení uvedené p°ed p°íkladem 13.29. Najdeme Laurentovy rozvoje
jednotlivých parciálních zlomk· funkce f(z) v P (0, 1):

2

z − i
= −2

i
· 1

1− z
i

= 2i
1

1 + iz
2i
∞∑
n=0

(−iz)n = 2
∞∑
n=0

(−i)n+1zn,

1

z
= z−1,

1

2 + z
=

1

2
· 1

1 + z
2

=
1

2

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
zn,
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f(z) = z−1 +
∞∑
n=0

[
(−i)n+1 +

(−1)n

2n+1

]
zn.

Hlavní £ást Laurentovy °ady má skute£n¥ jediný £len, z−1. Hlavní £ásti Lau-
rentových °ad funkce f(z) v se st°edem z0 = 0 v dal²ích oblastech, které
vymezí singularity v Gaussov¥ rovin¥, jiº samoz°ejm¥ budou mít obecn¥ ne-
kone£n¥ mnoho £len· � prove¤te p°íslu²né rozvoje a p°esv¥d£te se o tom.

Rozvineme-li funkci f(z) v prstencových okolích dal²ích singularit, v
nichº je holomorfní, tj. P (i, |z2 − z1|) = P (i, 1) a P (2, |z1 − z3|) = P (2, 2),
zjistíme, ºe v obou p°ípadech má hlavní £ást Laurentovy °ady pouze jediný
£len (jak odpovídá násobnosti pólu), v prvém p°ípad¥ 2

z−i , v druhém − 1
z+2 .

P°íklad 13.31: Je²t¥ jednou racionální lomená funkce
V p°edchozích p°íkladech jsme získali návod, jak rozvinout racionální lome-
nou funkci do Laurentovy °ady s p°edepsaným st°edem. Jednalo se v²ak o
speciální p°ípad � racionální ryze lomenou funkci s pouze jednonásobnými
ko°eny jmenovatele. Parciální zlomky proto byly tvaru A

z−a , kde a je ko°en
jmenovatele. Nebude-li racionální funkce ryze lomená, p°epí²eme ji snadno
do tvaru £áste£ného podílu (který bude polynomem) a zbytku (ten jiº bude
racionální funkcí ryze lomenou). Co ale v p°ípad¥, ºe jmenovatel bude mít
vícenásobný ko°en? Uvaºme t°eba funkci

f(z) =
Az +B

(z − a)2

a hned ji ²ikovn¥ upravme:

f(z) =
A(z − a)

(z − a)2
+
Aa+B

(z − a)2
=

A

z − a
+

K

(z − a)2
.

První zlomek uº rozvinout v Laurentovu °adu s libovolným st°edem umíme.
U druhého zlomku, v n¥mº jsme pro zjednodu²ení ozna£ili K = Aa + B, si
sta£í uv¥domit, ºe je derivací funkce f2(z) = − K

z−a , kterou ov²em také rozvi-
nout umíme. Vzhledem k tomu, ºe Laurentova °ada konverguje stejnom¥rn¥,
sta£í uº jen výsledek zderivovat, tj.

f(z) = f1(z) + [f2(z)]′ =
A

z − a
+

[
− K

(z − a)

]′
.

Konkrétní výpo£et provedeme t°eba pro a = 1 a z0 = 0.
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• M1 = {z ∈ C | 0 ≤ |z| < 1}

A

z − 1
= −A

∞∑
n=0

zn,

−K
z − 1

= K
∞∑
n=0

zn,

[ −K
z − 1

]′
= K

∞∑
n=1

nzn−1,

f(z) = −A
∞∑
n=0

zn + (A+B)
∞∑
n=1

nzn−1 = B +
∞∑
n=1

[nA+ (n+ 1)B] zn.

• M2 = {z ∈ C+ | |z| > 1}

A

z − 1
=

A

z

1

1− 1
1− 1

z

=
A

z

∞∑
n=0

1

zn
=

−1∑
n=−∞

Azn

−K
z − 1

= −K
−1∑

n=−∞
zn,

[ −K
z − 1

]′
= −K

−1∑
n=−∞

nzn−1,

f(z) = A
−1∑

n=−∞
zn−(A+B)

−1∑
n=−∞

nzn−1 = Az−1−
−2∑

n=−∞
[nA+(n+1)B]zn.

Objeví-li se parciální zlomek typu

f(z) =
Ak−1z

k−1 +Ak−2z
k−2 + · · ·+A1z +A0

(z − a)k
,

postupujeme obdobn¥ a vyjád°íme funkci f(z) ve tvaru

f(z) =
B1

z − a
+

d

dz

(
B2

z − a

)
+ · · ·+ dk−1

dzk−1

(
Bk−1

z − a

)
,

v n¥mº jsou koe�cientyB1, . . . , Bk−1 jednozna£n¥ ur£eny koe�cientyA1, . . . , Ak−1

a ko°enem a jmenovatele.

P°íklad 13.32: A je²t¥ jeden....
Zkusme je²t¥ rozvoj funkce v °adu se st°edem v podstatné singularit¥, t°eba

f(z) = z2 sin
1

z − 1
, tj. z0 = 1.
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Nejprve zapí²eme rozvoj funkce sin 1
z−1 ,

sin
1

z − 1
=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

(
1

z − 1

)2k+1

,

a pak jej vynásobíme rozvojem funkce z2, tj.

z2 = (z − 1)2 + 2z − 1 = (z − 1)2 + 2(z − 1) + 1.

Dostaneme

f(z) =
[
((z − 1)2 + 2(z − 1) + 1

] ∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

(
1

z − 1

)2k+1

=

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

[
(z − 1)−2k+1 + 2(z − 1)−2k + (z − 1)−2k−1

]
=

f(z) = (z−1)+2+
∞∑
k=1

(−1)k
[

1

(2k + 1)!
− 1

(2k − 1)!

]
z−2k+1+2

∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!
z−2k.

Regulární £ástí rozvoje je kone£ný polynom (z − 1) + 2, zbytek p°edstavuje
hlavní £ást rozvoje.

A pro£ se v·bec singularitám a rozvoj·m funkcí kolem nich tak v¥nujeme?
Víme totiº, ºe singularity zp·sobují to, ºe integrál z dané funkce po uza-
v°ené k°ivce, která n¥jaké singularity obepíná, nebude obecn¥ nulový. Jak
tedy p°ispívají singularity k integrálu? Vyzkou²íme to na nejjednodu²²ím
moºném p°ípadu. Budeme integrovat funkci f(z), která je holomorfní v prs-
tencovém okolí P (z0, r) izolované singularity z0, po kruºnici se st°edem práv¥
v této singularit¥ a polom¥rem % < r. Vyuºijeme p°itom rozvoje funkce v
Laurentovu °adu se st°edem v bod¥ z0 a moºnosti její integrace £len po
£lenu. Nejprve vezm¥me v úvahu p°ípad, kdy z0 6= ∞. Integra£ní kruºnici
parametrizujeme takto:

K : [0, 2π] 3 t −→ z(t) = z0 + % eit ∈ C.

Pak

∫
K

f(z) dz =

∫
K

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)n =
∞∑

n=−∞

2π∫
0

cn%
n eint i%eit dt =
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=
∞∑

n=−∞
icn%

n+1

2π∫
0

ei(n+1)t dt.

Pro n 6= −1 platí
2π∫
0

ei(n+1)t dt =

∣∣∣∣∣ ei(n+1)t

i(n+ 1)

∣∣∣∣∣
2π

0

= 0,

nenulový je pouze jediný z integrál·, pro n = −1, a ten je roven 2π. Odtud
je jiº p°ísp¥vek singularity k integrálu z°ejmý:∫

K

f(z) dz = 2πic−1.

(Díky globální Cauchyov¥ v¥t¥ víme, ºe integrál bude stejný v p°ípad¥, ºe
integrujeme po libovolné uzav°ené k°ivce C leºící v P (z0, r), která obíhá
singularitu jednou v kladném smyslu, tj. IndC(z0) = 1.) Výsledek je tak
trochu p°ekvapením. A´ je Laurent·v rozvoj jak chce dlouhý, na integrál má
vliv pouze první £len jeho hlavní £ásti! Integrál bude nulový i v p°ípad¥, ºe
funkce má v bod¥ z0 singularitu, t°eba pól n¥jakého °ádu, nebo dokonce i
podstatnou, ale hlavní £ásti Laurentovy °ady �chybí� první £len. To je t°eba
p°ípad funkce f(z) = cos 1

ξ , která má podstatnou singularitu v bod¥ z0 = 0.
Její Laurentova °ada je, jak víme, tvaru

cos
1

ξ
=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!

1

ξ2k
=⇒ c−1 = 0.

Prozkoumejme je²t¥ p°ípad, kdy singularitou bude bod z0 = ∞ a funkce
je holomorfní v prstencovém okolí P (∞, R). Integra£ní kruºnici paramet-
rizujme tak, aby leºela v tomto prstencovém okolí a obíhala bod z0 = ∞
jednou v kladném smyslu (bude tedy obíhat bod ξ0 = 0 jednou ve smyslu
záporném), tj.

K : [0, 2π] 3 t −→ z(t) = % e−it ∈ C, % > R.

Provedeme-li obdobný výpo£et jako p°ed chvílí (prove¤te krok za krokem),
dostaneme ∫

K

f(z) dz = −2πic−1.

V p°ípad¥ singularity v nekone£nu se v integrálu op¥t uplatní pouze koe�ci-
ent c−1. Ale pozor! Není to koe�cient prvního £len hlavní £ásti, nýbrº £ásti
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regulární! Koe�cient c−1 je natolik významný, ºe se pro n¥j zavádí samo-
statný název.

Nech´ funkce f(z) je holomorfní v P (z0, r), z0 6=∞. Koe�cient c−1 Lauren-
tovy °ady f(z) =

∑∞
n=−∞ cn (z−z0)n se nazývá reziduum funkce f(z) v bod¥

z0, zna£íme c−1 = resf(z0). Je-li funkce f(z) holomorfní v bod¥ z0 = ∞
a f(z) =

∑∞
n=−∞ cnz

n její Laurentova °ada se st°edem v bod¥ z0 = ∞
, nazývá se reziduem funkce f(z) v bod¥ z0 = ∞ hodnota −c−1, zna£íme
−c−1 = res f(∞).

Jist¥ te¤ nebude problém ur£it rezidua funkcí z p°íklad· 13.29, 13.31 a 13.32
(cvi£ení 13.3.5). Musíme v²ak po£ítat rezidua tak, ºe se budeme pokaºdé
trápit s rozvojem funkce v Laurentovu °adu? To by jist¥ nebylo p°íli² ú£inné,
kdyº ostatní koe�cienty °ady £asto nebudeme v·bec pot°ebovat. Jak uº to
v matematice £asto bývá, i zde existuje zp·sob, jak zjistit rezidua jinak neº
p°ímo z de�nice. Vztahuje se na odstranitelné singularity a na póly. V p°ípad¥
podstatných singularit se nedá nic d¥lat, Laurentov¥ °ad¥ se nevyhneme. Jak
tedy na rezidua bez Laurentovy °ady?

Nejprve si jako obvykle v²imneme situace, kdy izolovanou singularitou
je bod z0 6= ∞.Je-li singularita odstranitelná (a je-li odstran¥na dosazením
f(z0) = limz→z0 f(z)) nemá hlavní £ást Laurentovy °ady funkce f(z) se
st°edem z0 ºádné £leny. Je proto res f(z0) = 0. Má-li funkce v bod¥ z0

m-násobný pól, pak (podle v¥ty 13.20c)) ji lze v jistém prstencovém okolí
P (z0, r) tohoto pólu vyjád°it ve tvaru

f(z) =
ϕ(z)

(z − z0)m
, ϕ(z0) 6= 0, ϕ(z0) 6=∞,

kde funkce ϕ(z) je holomorfní v B(z0, r). Stejn¥ jako v úvaze, pomocí které
jsme reziduum objevili, po£ítejme integrál z funkce f(z) po kruºnici K :
[0, 2π] 3 t→ z = z0 + % eit, 0 < % < r:

2πi res f(z0) =

∫
K

ϕ(z)

(z − z0)m
= 2πi

ϕ(m−1)(z0)

(m− 1)!
.

Vzpomínáte je²t¥ na zobecn¥ný Cauch·v vzorec (13.31)? Práv¥ díky n¥mu
jsme mohli provést poslední úpravu. Pro reziduum tak dostáváme

res f(z0) = lim
z→z0

1

(m− 1)!

d(m−1)

dzn−1
[(z − z0)m f(z)] . (13.44)
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A jak to bude s reziduem funkce v nekone£nu? Pokud je v bod¥ z0 = ∞
�opravdová� izolovaná singularita, tj. pól, nebo podstatná, nezbývá neº na-
psat p°íslu²nou Laurentovu °adu a reziduum z ní �p°e£íst� . V p°ípad¥, ºe je
funkce v bod¥ z0 = ∞ regulární, nebo jsme ji regulární u£inili odstran¥ním
odstranitelné singularity, m·ºeme si ur£ení rezidua zjednodu²it (nezapomí-
nejte, ºe na rozdíl od bodu v C m·ºe být reziduum v nekone£nu nenulové i v
p°ípad¥, ºe funkce je v nekone£nu regulární). P°edpokládejme tedy, ºe funkce
f(z) je regulární v bod¥ z0 =∞. Pak její Laurentova °ada má v jistém kruhu
B(∞, R) tvar

f(z) =
0∑

n=−∞
cn z

n = c0+c−1z
−1+

−2∑
n=−∞

cn z
n = f(∞)+c−1z

−1+
−2∑

n=−∞
cn z

n,

res f(∞) = −c−1 = z[f(∞)− f(z)] +
−2∑

n=−∞
cn z

n,

a v limit¥ z →∞ dostaneme

res f(∞) = lim
z→∞

z[f(∞)− f(z)], (13.45)

je-li funkce f(z) regulární v bod¥ z0 =∞.

Nakonec si je²t¥ jednou uv¥domme a shr¬me souvislost singularit a reziduí:

• Reziduum funkce f(z) v bod¥ z0 6=∞ je koe�cient c−1 její Laurentovy
°ady se st°edem v bod¥ z0.

• Je-li funkce f(z) v bod¥ z0 6= ∞ holomorfní (regulární), je reziduum
funkce v tomto bod¥ v kaºdém p°ípad¥ nulové, nebo´ hlavní £ást Lau-
rentovy °ady funkce se st°edem v bod¥ z0 nemá ºádné £leny.

• Reziduum funkce v bod¥ z 6=∞ m·ºe být nulové i v p°ípad¥, ºe funkce
v tomto bod¥ není regulární, av²ak £len c−1z

−1 v její Laurentov¥ °ad¥
není obsaºen (nap°íklad funkce f(z) = z−2 má v bod¥ z0 = 0 dvojná-
sobný pól, ale res f(0) = 0).

• Reziduum funkce f(z) v bod¥ z0 =∞ je záporn¥ vzatý koe�cient c−1

její Laurentovy °ady se st°edem v bod¥ z0 =∞, tj −c−1.

• Je-li funkce v bod¥ z0 = ∞ regulární, p°esto m·ºe mít v tomto bod¥
nenulové reziduum. �len c−1z

−1 totiº náleºí do regulární £ásti Lauren-
tovy °ady funkce se st°edem v bod¥ z0 =∞.



134KAPITOLA 13. PROM�NNÁ JE KOMPLEXNÍ�VÝSLEDKY JSOU NOBLESNÍ

• Naopak, m·ºe se stát, ºe funkce regulární v bod¥ z0 =∞ má v tomto
bod¥ nulové reziduum (nap°íklad funkce f(z) = z−2, zmín¥ná p°ed
chvílí, je v bod¥ z0 =∞ regulární, av²ak res f(∞) = 0).

• Reziduum funkce v bod¥ z =∞ m·ºe být nulové i v p°ípad¥, ºe funkce
v tomto bod¥ není regulární, av²ak £len c−1z

−1 v její Laurentov¥ °ad¥
není obsaºen (nap°íklad funkce f(z) = ez má v bod¥ z0 =∞ dokonce
podstatnou singularitu, ale res f(∞) = 0, nebo´ jediným £lenem reu-
lární £ásti Laurentovy °ady této funkce se st°edem v bod¥ z0 = ∞ je
absolutní £len c0z

0 = 1).

13.3.3 Reziduová v¥ta aneb místo integrování s£ítáme rezi-

dua

V p°edchozím odstavci jsme jiº speciální p°ípad takzvané reziduové v¥ty (také
v¥ty o reziduích) odvodili. Týkal se situace, kdy jsme integrovali funkci f(z)
s izolovanou singularitou v bod¥ z0 a holomorfní v prstenci P (z0, r) po uza-
v°ené k°ivce C leºící v tomto prstenci, p°i£emº IndC(z0) = 1. Vrátíte-li se k
tomuto odvození a zobecníte-li situaci na p°ípad, kdy index bodu z0 vzhle-
dem ke k°ivce C bude mít obecnou hodnotu, dosp¥jete ke vztahu∫

C

f(z) dz = 2πi IndC(z0) res f(z0).

Co kdyº ale bude integra£ní k°ivka C obepínat více singularit dané funkce?
M·ºe jich být kone£n¥ mnoho, nebo i spo£etn¥ mnoho. (O p°ípadu nespo-
£etn¥ mnoha singularit �obehnaných� integra£ní k°ivkou reziduová v¥ta ne-
vypovídá.) Znamená to tedy, ºe se týká meromorfních funkcí. P°ipome¬me,
ºe jsou to takové funkce, které mají následující vlastnosti:
• Jsou holomorfní v mnoºin¥ D \A, kde D je otev°ená mnoºina.

• V kaºdém bod¥ mnoºiny A je pól dané funkce.(Zahrnuje i p°ípad, kdy
mnoºina A je prázdná.)

• Mnoºina A nemá v mnoºin¥ D ºádný hromadný bod.

Zvolme uzav°ený jednorozm¥rný singulární °et¥zec leºící v mnoºin¥ D \ A
tak, aby neobíhal body, které neleºí v mnoºin¥ D. Znamená to, ºe pro kaºdý
takový bod je IndΓ(α) = 0. Pro názornost dal²í úvahy sledujme obrázek
13.20, v n¥mº α0, α1, α2 a α3 jsou p°íklady bod·, které neleºí v mnoºin¥
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Obrázek 13.20: K odvození reziduové v¥ty.

D. Pro v²echny je p°edpoklad IndΓ(α) = 0 spln¥n, ale pro kaºdý trochu
jinak. Mnoºina D je �d¥ravá� (°e£eno správným jazykem matematiky, je to
£ty°násobn¥ souvislá oblast). Bod α0 leºí zcela �mimo� mnoºinu D (nepat°il
by do mnoºinyD, ani kdybychom díry zaplnili), body α1 a α2 leºí v �dírách� ,
ale ºádná z k°ivek C1, C2, C3 °et¥zce Γ = C1 + C2 + C3 tyto díry neobíhá. Bod
α3 leºí také v dí°e, tu v²ak obíhá k°ivka C1 jednou v záporném smyslu, k°ivka
C2 v·bec a k°ivka C3 jednou v kladém smyslu. Proto

IndΓ(α3) = IndC1(α3) + IndC2(α3) + IndC3(α3) = 1 + 0 + (−1) = 0.

Body typu α3 výchozí p°edpoklad rovn¥º spl¬ují.
Ozna£me B = {zj ∈ A | IndΓ(zj) 6= 0}. Je to mnoºina v²ech takových

singularit funkce f(z), které °et¥zec (resp. n¥která z k°ivek, jimº je tvo°en)
skute£n¥ obíhá. (Na obrázku 13.20 je mnoºina A tvo°ena body z1 aº z8, mno-
ºina B body z1 aº z5.) Dále ozna£me W = C+ \ Γ (mnoºinu W získáme vy-
jmutím v²ech bod· °et¥zce Γ z Gaussovy roviny). Ozna£me Vi, i = 1, . . . , N ,
komponenty mnoºiny W . Víme, ºe na kaºdé z nich je funkce IndΓ(z) kon-
stantní (v¥ta 13.10), na neomezené komponent¥ V0 je její hodnota nulová.
(Na obrázku 13.20 má mnoºina W p¥t komponent, V0, V1, V2, V3 a V4.) Je-li
pro n¥kterou z komponent Vj mnoºiny W mnoºina V ∩ (C+ \D) neprázdná,
pak pro kaºdý bod α náleºející do této komponenty je IndΓ(α) = 0, nebo´
takový bod neleºí v mnoºin¥ D. K lep²ímu pochopení pom·ºe obrázek 13.21.
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V jeho levé £ásti jsou vyzna£eny komponenty mnoºiny W = C+ \Γ V0 (neo-
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Obrázek 13.21: Je²t¥ k odvození reziduové v¥ty.

hrani£ená komponenta), V1, V2, V3 a V4. Barvu pozadí mají komponenty V0

a V4, na nichº má funkce IndΓ(z) nulovou hodnotu, tmavým ²rafováním je
vyzna£ena komponenta V1, na níº nabývá funkce IndΓ(z) hodnoty 1, sv¥tlé
²rafování odpovídá hodnot¥ IndΓ(z) = −1 (komponenty V2 a V3). V pravé
£ásti obrázku je mnoºina C+ \ D (pat°í do ní v²echny mnoºiny s barvou
pozadí). Neprázdný pr·nik s touto mnoºinou mají pouze komponenty V0 a
V4 mnoºiny W , coº jsou práv¥ �díry� v oblasti D.

P°edchozí �mnoºinová� úvaha nám pom·ºe k tomu, abychom zjistili,
kolik pól· (obecn¥ ze spo£etn¥ mnoha pól·, tvo°ících mnoºinu A) má ve
skute£nosti nenulový index vzhledem k °et¥zci Γ, tj. kolik prvk· má mnoºina
B. Dosp¥jeme k záv¥ru, ºe jich je pouze kone£n¥ mnoho! Uvaºujme:

• Víme, ºe mnoºina A nemá v D ºádný hromadný bod (plyne z de�nice
meromorfní funkce).

• Ty z bod· mnoºiny A, pro n¥º je index vzhledem k °et¥zci Γ nenulový,
leºí v omezených komponentách mnoºiny W (vlastnost funkce IndΓ(z)
� v¥ta 13.10).

• Libovolná z t¥chto komponent, ozna£me ji obecn¥ V , je podmnoºinou
mnoºinyD. Dokonce i pro její uzáv¥r V platí V ⊂ D. Pro£ i pro uzáv¥r?
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Protoºe hranice komponenty je tvo°ena £ástmi grafu °et¥zce Γ, který
leºí v mnoºin¥ D.

• Uzáv¥ry ohrani£ených komponent mnoºiny W jsou kompaktní (jsou to
uzav°ené ohrani£ené mnoºiny).

• Body mnoºiny V ∩ A leºí uvnit° mnoºiny V . Hranice komponenty V
je totiº tvo°ena £ástmi °et¥zce Γ, na n¥mº ov²em podle p°edpokladu
nesmí leºet ºádný pól funkce.

• Kaºdý z bod· mnoºiny V ∩ A lze pokrýt kruhovým okolím leºícím
v mnoºin¥ V tak, aby kaºdá dv¥ z t¥chto okolí m¥la prázdný pr·nik.
Ostatní body mnoºiny V lze pokrýt otev°enými kruhovými okolími tak,
aby v ºádném z nich neleºely body mnoºiny V ∩ A (takové pokrývání
je moºné proto, ºe mnoºina A nemá v D hromadné body). Vytvo°ili
jsme tak otev°ené pokrytí mnoºiny V .

• V komponent¥ V leºí pouze kone£ný po£et bod· mnoºiny A. Kdyby
tomu tak nebylo, nebylo by moºné vybrat z práv¥ vytvo°eného otev°e-
ného pokrytí mnoºiny V kone£né podpokrytí. To by bylo v rozporu s
její kompaktností.

• Po£et komponent mnoºiny W je rovn¥º kone£ný. Mnoºina B proto
obsahuje pouze kone£ný po£et pól· funkce f(z).

Ozna£me body mnoºiny B z1 aº zN . Funkci f(z) lze rovinout do Laurento-
vých °ad se st°edy z1, z2, ... zN . Kaºdá z nich má svou hlavní i regulární
£ást, tj.

f(z) = Hi(z)+Ri(z) =
−1∑

n=−∞
c(i)
n (z−zi)n+

−∞∑
n=0

c(i)
n (z−zi)n, i = 1, 2, . . . , N.

De�nujme novou funkci tak, ºe od funkce f(z) ode£teme hlavní £ásti v²ech
t¥chto Laurentových °ad a vzniklou funkci, která tak bude mít v bodech z1,
z2, ... zN pouze odstranitelné singularity, v t¥chto singularitách dode�nujeme
na holomorfní funkci, tj.

g(z) = f(z)−H1(z)−· · ·−HN (z) pro z 6= zi, g(zi) = lim
z→zi

[f(z)−H1(z)−· · ·−HN (z)].

Podle Cauchyovy v¥ty je∫
Γ

g(z) dz = 0 =⇒
∫
Γ

f(z) dz =
N∑
i=1

∫
Γ

Hi(z) dz = 2πi resHi(zi).
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Platí ale resHi(zi) = res f(zi), a tak dostáváme slavnou reziduovou v¥tu:

V¥ta 13.23 (O reziduích): Nech´ f(z) je meromorfní funkce v oblasti D,
A mnoºina v²ech jejích pól· leºících v D, Γ jednorozm¥rný singulární °et¥zec
v D \A takový, ºe IndΓ(α) = 0 pro v²echny body α neleºící v oblasti D. Pak
platí ∫

Γ

f(z) dz = 2πi
∑
zj∈A

res f(zj) IndΓ(zj). (13.46)

Uv¥domme si, ºe i kdyº ve vztahu (13.46) formáln¥ s£ítáme p°es v²echny
body mnoºiny A, kterých m·ºe být i nekone£n¥ (spo£etn¥) mnoho, obsahuje
sou£et ve skute£nosti pouze kone£ný po£et nenulových s£ítanc·. Uplatní se
totiº pouze rezidua v bodech mnoºiny B, jejichº index vzhledem k °et¥zci Γ
je nenulový. Index pólu vzhledem k °et¥zci, po kterém funkci integrujeme,
je jakousi �vahou� p°ísp¥vku odpovídajícího rezidua. Reziduum se prost¥
zapo£te do integrálu tolikrát, kolikrát integra£ní obor ob¥hne p°íslu²ný pól.

A je²t¥ jednu zajímavou vlastnost reziduí m·ºeme odvodit, má-li funkce
v Gaussov¥ rovin¥ C pouze kone£ný po£et singularit. P°edpokládejme, ºe
tomu tak opravdu je a funkce má v C p izolovaných singularit z1, . . . , zp.
V²echny se jist¥ vejdou do dostate£n¥ velkého kruhu B(0, r), ohrani£eného
kruºnicí K : [0, 2π] 3 t→ z(t) = z0 + eit. Podle reziduové v¥ty je

1

2πi

∫
K

f(z) dz =
p∑
j=1

res f(zj).

Vn¥ kruºnice K nejsou ºádné singularity s moºnou výjimkou singularity v
bod¥ ∞, v n¥mº ov²em, jak víme, m·ºe mít funkce nenulové reziduum, i
kdyº singularitou ani nebude. Proto platí

− 1

2πi

∫
K

f(z) dz =
1

2πi

∫
−K

f(z) dz = res f(∞),

takºe
p∑
j=1

res f(zj) + res f(∞) = 0. (13.47)

V¥ta o reziduích má °adu d·leºitých, zajímavých, a moºní i ne£ekaných d·-
sledk·. Neº se v²ak pustíme do jejich formulace a dokazování, uve¤me aspo¬
jeden p°íklad na pouºití v¥ty.
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P°íklad 13.33: Místo integrování s£ítáme rezidua
Uvaºujme o meromorfní funkci

f(z) =
z15

(z2 + 1)2(z4 + 2)3
.

Jejími póly jsou °e²ení rovnic z2+1 = 0 a z4+2 = 0, která spolu s hodnotami
reziduí shrnuje tabulka.

rovnice pól nás. res f(z) res f(z) res f(z) res f(z)

z4 + 2 = 0 zk = 4
√

2 kπ
4 , k = 1, 2, 3, 4 3

z2 + 1 = 0 z5 = i, z6 = −i 2 10
308

10
308 − −

Ur£it rezidua funkce ve v²ech jejích pólech je v tomto konkrétním p°ípad¥
dost nep°íjemné po£ítání. Pokud v²ak uº rezidua máme, dokáºeme pomocí
nich spo£ítat integrál po libovolné uzav°ené k°ivce (nebo jednorozm¥rném
singulárním °et¥zci) v C, a to pouze na základ¥ hodnot indexu pól· vzhle-
dem k této k°ivce £i °et¥zci. Sta£í tedy v¥d¥t, kolikrát integra£ní k°ivka (°et¥-
zec) obíhá jednotlivé póly a se£íst rezidua s jejich �vahami� , ur£enými práv¥
po£tem ob¥h·. A je²t¥ samoz°ejm¥ vynásobit faktorem 2πi. Ukázka r·zných
integra£ních k°ivek je na obrázku 13.22. Ozna£me jednorozm¥rný singulární
°et¥zec. který bude integra£ním oborem, jako obvykle Γ. Integrál z funkce
f(z) m·ºe v principu nabývat hodnoty 2πi-násobku v²ech moºných hodnot,
které jsou celo£íselnými kombinacemi reziduí. �ádné jiné hodnoty naopak
nabýt nem·ºe. Tak nap°íklad, ozna£íme-li rj = res f(zj), a budeme-li p°ed-
pokládat, ºe ºádná z k°ivek na obrázku 13.22 neobíhá po téºe cest¥ více neº
jednou, dostaneme tyto hodnoty integrál·:∫
C1

f(z) dz = 2πi [res f(z4) IndC1(z4) + res f(z6) IndC1(z6)] = −2πi(r4 + r6),

∫
C2

f(z) dz = 2πi [res f(z2) IndC2(z2) + res f(z3) IndC2(z3)] = −2πi(r2 + r3),

∫
C3

f(z) dz = 2πi [res f(z5) IndC3(z5) + res f(z6) IndC3(z6)] = 2πi(r5 − r6),
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Obrázek 13.22: K p°íkladu 13.33.

∫
C4

f(z) dz = 2πi res f(z1) IndC4(z1) = −4πi r1,

∫
C

f(z) dz = 2πi
6∑
j=1

res f(zj) IndC(zj) = 2πi
6∑
j=1

rj .

Jestliºe se tedy p°ipravíme p°edem hodnoty reziduí zadané funkce, m·ºeme
pak jiº snadno po£ítat hodnoty integrál· pro libovolné uzav°ené k°ivky £i
°et¥zce, aniº bychom v·bec integrovali. Reziduové v¥ty se dá vyuºít i jinak.
Kdybychom t°eba m¥li funkci f(z) integrovat po n¥jaké sloºité k°ivce a znali
hodnoty indexu pól· funkce vzhledem k této k°ivce, a necht¥lo se nám po-
£ítat rezidua, m·ºeme místo toho integrovat po n¥jaké jiné, t°eba podstatn¥
jednodu²²í k°ivce, budou-li hodnoty indexu pól· funkce vzhledem k ní stejné
jako v p°ípad¥ k°ivky p·vodní. Hodnota integrálu musí být stejná. Tak t°eba
namísto integrálu po k°ivce C3 v obrázku 13.22 bychom mohli integrovat po
°et¥zci Γ = K1 +K2, kde K1 by byla kladn¥ orientovaná kruºnice se st°edem
v bod¥ z5, která by obíhala tento st°ed jednou, a K2 záporn¥ orientovaná
kruºnice se st°edem z6, která jej rovn¥º obíhá jednou. Je samoz°ejm¥ otáz-
kou konkrétního zadání, který postup zvolit.

Pokud jde o k°ivku C, která obíhá v²echny póly dané funkce leºící v
neroz²í°ené Gaussov¥ rovnn¥, tj. �v kone£nu� , nemusíme rezidua v nich po-
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£ítat v·bec. Sta£í pouºít vztah (13.47) a ur£it pouze reziduum funkce v bod¥
z0 = ∞. V na²em p°íkladu je funkce f(z) v nekone£nu regulární, nebo´ její
limita je kone£ná (je nulová). Pro výpo£et rezidua pouzijeme vzorec (13.45),

res f(∞) = lim
z→∞

z [f(∞)− f(z)] = −1.

Pak ∫
C

f(z) dz = 2πi
6∑
j=1

res f(zj) = −2πi res f(∞) = 2πi.

Výsledek se shoduje s tím, který jsme dostali pracnou cestou pomocí výpo£tu
jednotlivých reziduí.

Slibovali jsme zajímavé a uºite£né d·sledky v¥ty o reziduích. T°i z nich, které
se obvykle uvád¥jí jako samostatná tvrzení, uvedeme jako �t°i v jednom� v
následující v¥t¥.

V¥ta 13.24 (V¥ty o ko°enech a pólech:) Nech´ Γ je uzav°ený jednoroz-
m¥rný singulární °et¥zec v oblasti D takový, ºe pro kaºdý bod α mimo tuto
oblast platí IndΓ(α) = 0. Ozna£me D1 = D \ Γ a p°edpokládejme, ºe pro
kaºdý bod ξ ∈ D1 je IndΓ(ξ) = 0, nebo 1.

• Nech´ funkce f(z) je holomorfní v D a v D1 má práv¥ Nf ko°en·
(nulových bod·), v£etn¥ násobnosti, a nemá nulové body na °et¥zci Γ.
Pak platí

Nf =
1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz = Indf◦Γ(0).

• Rouchéova v¥ta Nech´ platí v²echny p°edchozí p°edpoklady. Dále p°ed-
pokládejme, ºe funkce h(z) je rovn¥º holomorfní v oblasti D platí pro
ni |f(z)− h(z)| < |f(z)| pro kaºdý bod z ∈ Γ. Pak Nh = Nf .

• Princip argumentu Nech´ platí v²echny p°edpoklady týkající se ob-
lasti D a °et¥zce Γ. Nech´ funkce f(z) je holomorfní v D s výjimkou
kone£n¥ mnoha pól·. Ozna£me Nf , resp. Pf po£et ko°en·, resp. pól·
funkce f(z) v D1, v£etn¥ jejich násobnosti a p°edpokládejme, ºe ºádný
z nich neleºí na °et¥zci Γ. Pak

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz = Nf − Pf .



142KAPITOLA 13. PROM�NNÁ JE KOMPLEXNÍ�VÝSLEDKY JSOU NOBLESNÍ

Zdá se vám, ºe taková v¥ta k ni£emu není? Naopak. Integrovaná funkce,
dejme tomu g(z), m·ºe mít docela £asto tvar tzv. logaritmické derivace
funkce f(z), jak tomu je v na²í v¥t¥. Pro získání hodnoty integrálu

∫
Γ
g(z) dz

nemusíme uº opravdu po£ítat skoro nic. V prvních dvou p°ípadech sta£í jen
zjistit index po£átku soustavy sou°adnic v Gaussov¥ rovin¥ vzhledem k °e-
t¥zci f ◦Γ, v p°ípad¥ t°etím po£et ko°en· a pól· funkce obepnutých °et¥zcem
Γ. Anebo naopak, chceme-li ur£it index bodu 0 vzhledem k n¥jaké kompliko-
vané k°ivce f ◦ Γ, sta£í zjistit po£et nulových bod· funkce f(z) obepnutých
°et¥zcem Γ. (Nesmíme v²ak zapomenout na p°edpoklad, ºe °et¥zec Γ má
obíhat kaºdý z ko°en· funkce f(z) nejvý²e jednou, a to v kladném smyslu.)
A druhý p°ípad má je²t¥ dal²í, velmi zajímavou a moºná i trochu ne£eka-
nou aplikaci v algeb°e! Tu poznáme za chvíli, poté, co v¥tu 13.24 dokáºeme.
Netrp¥liví £tená°i mohou d·kaz t°eba i p°esko£it a vrátit se k n¥mu pozd¥ji.

Dejme tomu, ºe jsou spln¥ny v²echny p°edpoklady pro první tvrzení v¥ty.
Ozna£me g(z) = f ′(z)

f(z) . Tato funkce je v oblasti D meromorfní (kaºdý její
pól je ko°enem jmenovatele � co myslíte, platí o obrácen¥, ºe kaºdý ko°en
jmenovatele je pólem funkce g(z)?). Je-li bod z0 ∈ D ko°enem funkce f(z) s
násobností m = m(z0), platí v jistém jeho kruhovém okolí B(z0, r) f(z) =
(z − z0)mϕ(z), kde ϕ(z) je holomorfní funkce a ϕ(z0) 6= 0. Proto je i funkce

1
ϕ(z) holomorfní v B(z0, r). V prstencovém okolí P (z0, r) pak platí

g(z) =
f ′(z)

f(z)
=
m(z − z0)m−1 ϕ(z) + (z − z0)m ϕ′(z)

(z − z0)m ϕ(z)
=

=
m

z − z0
+
ϕ′(z)

ϕ(z)
.

Funkce ϕ′(z)
ϕ(z) je ov²em holomorfní v okolí B(z0, r) a tvo°í regulární £ást Lau-

rentovy °ady funkce. Hlavní £ást má jediný £len, a to m
z−z0 . Je vid¥t, ºe

res g(z0) = m = m(z0). Ozna£me A mnoºinu v²ech ko°en· funkce f(z),
které leºí v mnoºin¥ D1 = D \ Γ. Podle reziduové v¥ty je

1

2πi

∫
Γ

g(z) dz =
1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
z0∈A

res g(z0) IndΓ(z0) =
∑
z0∈A

m(z0) = Nf .

Po£ítejme index bodu 0 vzhledem k °et¥zci f ◦ Γ:

Indf◦Γ(0) =
1

2πi

∫
f◦Γ

dξ

ξ
=

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz = Nf ,

kdyº jsme b¥hem výpo£tu provedli substituci ξ = f(z).
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P°ikro£me k d·kazu druhé £ásti v¥ty 13.24. Zamysleme se te¤ nad tím,
co znamená podmínka |f(z)−h(z)| < |f(z)| v bodech °et¥zce Γ. V¥ta °íká, ºe
dv¥ holomorfní funkce, které jsou si blízké na hranici mnoºiny D1 ve smyslu
uvedené nerovnosti, mají v D1 stejný po£et ko°en·. To je docela silné tvr-
zení, uv¥domíme-li si, ºe podmínka �blízkosti� funkcí f(z) a h(z) není v·bec
n¥jak silná. Bude spln¥na pro kaºdou funkci h(z), která se �vhodným zp·-
sobem� neli²í p°íli² od nulové funkce. Pro funkci f(z) jsme dokázali platnost
tvrzení a) v¥ty 13.24. Funkce h(z) ov²em také spl¬uje p°edpoklady a), nebo´
je holomorfní v D a nemá ºádný ko°en v bodech °et¥zce Γ. (Kdyby totiº
bylo h(ξ) = 0 v n¥kterém bod¥ ξ ∈ Γ, pak by v tomto bod¥ musela platit
nerovnost, která nikdy platit nem·ºe, |f(ξ)| < |f(ξ)|.) Pro funkci h(z) tedy
rovn¥º platí výsledek formulovaný v prvním tvrzení v¥ty, tj.

1

2πi

∫
Γ

h′(z)

h(z)
dz = Nh = Indh◦Γ(0).

Druhé tvrzení má je²t¥ dal²í £ást, kterou také musíme dokázat. V²imn¥me
si polohy bodu z0 = 0 vzhledem k °et¥zc·m Γf = f ◦ Γ a Γh = h ◦ Γ.
Pro£ to? Ve h°e jsou totiº hodnoty indexu tohoto bodu vzhledem k Γf i
Γh. Pokud by bod z0 = 0 na n¥kterém z °et¥zc· leºel, nebyla by p°íslu²ná
hodnota indexu de�nována. Pro jednoduchost na chvíli p°edpokládejme, ºe
Γ je parametrizovaná (samoz°ejm¥ uzav°ená) k°ivka, [α, β] 3 t → Γ(t) ∈
C. To, co bude následovat, platí i pro °et¥zec, který není ni£ím jiným neº
formálním sou£tem k°ivek, a snadno se to dokáºe (jak, nad tím zap°emý²lejte
sami). Vzhledem k p°edpokladu platnosti vztahu |f(z) − h(z)| < |h(z)| na
k°ivce Γ, je |Γf (t) − Γh(t)| < |Γf (t)| pro v²echny hodnoty parametru t ∈
[α, β]. Kdyby bod z0 = 0 leºel na k°ivce Γf , tj. pro jistou hodnotu t1 ∈ [α, β]
by platilo Γ(t1) = 0, dostali bychom odtud nerovnost |Γh(t1)| < 0, která
nem·ºe platit. Kdyby bod z0 = 0 leºel naopak na k°ivce Γh, vy²la by zase
pro jistou hodnotu t2 nerovnost |Γf (t2)| < |Γf (t2)|. Ale ta také platit nem·ºe.
A te¤ de�nujme k°ivku

Γ̃ : [α, β] 3 t −→ Γ̃(t) =
Γh(t)

Γf (t)
∈ C.

Platí

Γ̃′(t) =
Γ′h(t)Γf (t)− Γh(t)Γ′f (t)

Γ2
f (t)

=⇒ Γ̃′(t)

Γ̃(t)
=

Γ′h(t)

Γh(t)
−

Γ′f (t)

Γh(t)
.
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Po£ítejme index bodu z0 = 0 vzhledem k °et¥zci Γ̃:

2πiInd
Γ̃
(0) =

∫
Γ̃

dz

z
=

β∫
α

Γ̃′(t)

Γ̃(t)
dt =

β∫
α

Γ′h(t)

Γh(t)
dt−

β∫
α

Γ′h(t)

Γh(t)
dt =

∫
Γh

dz

z
+

∫
Γf

dz

z
=

= 2πi
[
Ind Γh(0)− Ind Γf (0)

]
.

Na druhé stran¥ na celém intervalu parametr· [α, β] platí

|1− Γ̃(t)| =
∣∣∣∣∣1− Γh(t)

Γf (t)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Γf (t)− Γh(t)

Γf (t)

∣∣∣∣∣ < 1.

Je vid¥t, ºe v²echny body °et¥zce Γ̃ leºí v otev°eném kruhu B(1, 1). Bod
z0 = 0 leºí na hranici tohoto kruhu a je tak bodem neomezené komponenty
mnoºiny C+ \ Γ̃. Index bodu z0 = 0 vzhledem k °et¥zci Γ̃ je proto nulový a
indexy bodu z0 = 0 vzhledem ke k°ivkám Γh a Γf shodné. Záv¥r zní

Indh◦Γ(0) = Ind f◦Γ(0) =⇒ Nh = Nf .

P°íklad 13.33: Základní v¥ta algebry
N¥který £tená° si práv¥ klade otázku, k £emu v·bec Rouchéova v¥ta je.
Nejspí² k ni£emu. A co zde najednou d¥lá algebra? Kupodivu, obojí spolu
souvisí. Základní v¥tou algebry se £asto nazývá klí£ové tvrzení týkající se po-
£tu ko°en· polynomu: Polynom n-tého stupn¥ jedné (komplexní) prom¥nné
s komplexními koe�cienty má v C práv¥ n ko°en· v£etn¥ násobnosti. Znáte
algebraický d·kaz tohoto tvrzení? Asi ne. Dokazuje se totiº analyticky, a to
práv¥ s pouºitím Rouchéovy v¥ty. Je to opravdu elegantní.

Uvaºujme o polynomu v normovaném tvaru (normování nemá vliv na
ko°eny)

h(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0, aj ∈ C, 1 ≤ j ≤ n− 1.

Polynom f(z) = zn má v C práv¥ n-násobný ko°en, totiº nulu. Pokud se
nám poda°í dokázat, ºe funkce f(z) a h(z) spl¬ují p°edpoklady Rouchéovy
v¥ty, budeme hotovi. P°edev²ím je jasné, ºe polynomy nemají ºádné póly,
jsou to holomorfní funkce. Sta£í dokázat jen nerovnost |h(z)− f(z)| < |f(z)|
na �dostate£n¥ velké a kaºdé v¥t²í� kruºnici. Ozna£me

g(z) = h(z)− f(z) = an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0.
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Platí

|g(z)|
|f(z)|

=
|an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0|
|zn|

=

∣∣∣∣an−1

z
+
an−2

z2
+ · · ·+ a0

zn

∣∣∣∣ <
<
|an−1|
|z|

+
|an−2|
|z2|

+ · · ·+ |a0|
|zn|

.

Zvolme £íslo R = 1 + |an−1|+ |an−2|+ · · ·+ |a0|, tj. R > 1. Na kruºnici Γ se
st°edem v bod¥ z0 = 0 a polom¥rem R platí

|h(z)− f(z)|
|f(z)|

=
|g(z)|
|f(z)|

<
|an−1|
|z|

+
|an−2|
|z2|

+ · · ·+ |a0|
|zn|

=

=
|an−1|

1 + |an−1|+ · · ·+ |a0|
+· · ·+ |a0|

1 + |an−1|+ · · ·+ |a0|
< 1 =⇒ |h(z)−f(z)| < |f(z)|.

Tato nerovnost bude zachována i pro libovolný polom¥r R′ > R. Polynomy
f(z) a h(z) spl¬ují p°edpoklady Rouchéovy v¥ty pro kruºnici Γ, ale také
pro jakoukoli kruºnici s v¥t²ím polom¥rem. Mají proto v libovolném kruhu
B(0, R′), R′ > R, a koneckonc· v celé Gaussov¥ rovin¥ C, stejný po£et
ko°en·.

Zbývá dokázat princip argumentu, tj. tvrzení c) v¥ty 13.24. Podobn¥ jako
p°i d·kazu tvrzení a) ozna£me g(z) = f ′(z)

f(z) . Funkce g(z) je jakoºto podíl
meromorfních funkcí rovn¥º meromorfní. Víme uº, ºe je-li bod z0 ko°enem
funkce f(z) násobnosti m = m(z0), je res g(z0) = m. P°edpokládejme, ºe
bod z̃0 je pólem funkce f(z) násobnosti p = p(z̃0). Pak v jistém prstencovém
okolí P (z̃0, r) existuje holomorfní funkce ϕ(z) tak, ºe platí

f(z) =
ϕ(z)

(z − z̃0)p
, ϕ(z̃0) 6= 0,

f ′(z)

f(z)
=
−p

z − z̃0
+
ϕ′(z)

ϕ(z)
=⇒ res g(z̃0) = −p.

Ozna£me A, resp. B mnoºinu v²ech ko°en·, resp. pól· funkce f(z) leºících
v D. Podle reziduové v¥ty je

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
z0∈A

res g(z0) +
∑
z̃0∈B

res g(z̃0) = Nf − Pf .

Pro£ se tvrzení c) v¥ty 13.24 °íká princip argumentu? Uº jsme jednou po-
dobnou úvahu provád¥li v souvislosti s indexem bodu vzhledem k uzav°ené
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k°ivce. Bylo to v odstavci 13.1.4 za p°íkladem 13.11. Vrátíme-li se k této
úvaze, uvidíme, ºe integrál po k°ivce Γ z logaritmické derivace funkce f(z),
tj.
∫
Γ

(f ′(z)/f(z)) dz, udává zm¥nu argumentu funkce f(z) p°i jednom ob¥hu

k°ivky Γ v kladném smyslu. Tvrzení c) v¥ty 13.24 tak °íká, ºe tato zm¥na
argumentu je rovna rozdílu po£tu ko°en· a po£tu pólu (v£etn¥ násobnosti)
meromorfní funkce f(z) v dané oblasti, samoz°ejm¥ za podmínky spln¥ní
p°edpoklad· v¥ty. Je-li Γ jednorozm¥rný singulární °et¥zec, se£tou se v²echny
p°ísp¥vky ke zm¥n¥ argumentu funkce f(z) pocházející od jednotlivých k°i-
vek, jejichº formální, sou£tem je °et¥zec Γ.

13.3.4 Reziduová v¥ta � ú£inný nástroj pro výpo£et reál-

ných integrál·

Tento odstavec je £ist¥ praktický. Ukazuje moºnosti pouºití v¥ty o reziduích
pro výpo£et reálných integrál· r·zných typ·. Je v²ak t°eba zd·raznit, ºe se
jedná o ukázky, nikoli o n¥jaké �univerzální recepty� , jak reziduovou v¥tu
p°i výpo£tech reálných integrál· aplikovat. Ukázky s komentá°i mohou sa-
moz°ejm¥ p°isp¥t k proniknutí do podstaty aplikace reziduové v¥ty, v ºádném
p°ípad¥ v²ak nemohou nahradit praktickou zku²enost, kterou £tená° m·ºe
získat jedin¥ tím, ºe vypo£te °adu desítek r·zných integrál·.

�asto se setkáváme s integrály Riemannova typu, a´ jiº vlastními £i ne-
vlastními, v nichº je integrandem spojitá funkce reálné prom¥nné. Zdá se, ºe
v takovém p°ípad¥ nem·ºe být výpo£et problémem. Ke spojité funkci p°ece
existuje funkce primitivní (jak jsme se p°esv¥d£ili jiº v prvním dílu, odsta-
vec 2.3.2, v¥ta 2.8). Sta£í ji najít a v p°ípad¥ vlastního integrálu dosadit
meze (Newtonova-Leibnizova formule, první díl, odstavec 2.3, vztah (2.48)),
v p°ípad¥ integrálu nevlastního spo£ítat p°íslu²né limity. Jenºe v¥c není tak
jednoduchá, jak se zdá. Nalezení primitivní funkce totiº m·ºe být problé-
mem. Jsou-li v²ak integra£ní obor a integrovaná funkce vhodné pro p°evod
integrálu do komplexního oboru, není t°eba primitivní funkci v·bec hledat.
Tato situace je £astá u nevlastních integrál· druhého druhu (tj. v nekone£-
ných mezích, viz nap°íklad Dodatek K v prvním dílu), kdy absolutní hodnota
integrované funkce rychle klesá �vzdaluje-li se� prom¥nná sm¥rem k neko-
ne£nu. Objevuje se v²ak i u integrál· vlastních, na intervalech [0, 2kπ], které
bývají obory parametr· p°i parametrizaci kruºnic, resp. jiných jednoduchých
uzav°ených k°ivek.

Zdá se v²ak, ºe nejlep²í bude p°ejít rovnou k typickým ukázkám.
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P°íklad 13.34: Integrály na intervalech [0, 2kπ]
po£ítejme vlastní reálný integrál

I =

2∫
0

π
dx

1− 2p cosx+ p2
, 0 < p < 1.

Netrapme se problémem, zda a jak hledat primitivní funkci a rovnou zvaºme,
jak by tento integrál mohl souviset s n¥jakým integrálem v komplexním
oboru, pro jehoº výpo£et by se dala pouºít reziduová v¥ta. Aby se tato
v¥ta v·bec dala pouºít, musíme integrovat po uzav°ené k°ivce £i uzav°eném
jednorozm¥rném singulárním °et¥zci. Budeme-li prom¥nnou x povaºovat za
parametr p°i parametrizaci uzav°ené k°ivky v Gaussov¥ rovin¥, m·ºe být
touto k°ivkou t°eba jednotková kruºnice K : z = eix. Tohle je docela ²i-
kovná substituce, nebo´ umoº¬uje snadno vyjád°it i funkci cosx, vystupující
v integrandu, konkrétn¥

cosx =
1

2

(
eix + e−iz

)
=

1

2

(
z +

1

z

)
, dx = −i

dz

z

Pak
I =

∫
K

−i
dz

z (1− pz − pz−1 + p2)
=

∫
K

i dz

pz2 − (p2 + 1)z + p
.

Ur£íme póly integrované funkce. Jsou jimi ko°eny polynomu ve jmenovateli.
Platí pz2 − (p2 + 1)z + p = p (z − p)

(
z − p−1

)
. Integrovaná funkce má dva

jednonásobné póly z1 = p a z2 = p−1. Pól z1 = p leºí uvnit° kruºnice K, pól
z2 = p−1 vn¥. Plyne to z p°edpokladu 0 < p < 1. Pak

I =

∫
K

f(z) dz =

∫
K

i
dz

p(z − p)(z − p−1)
= 2πi

(
IndK(p) res f(p) + IndK(p−1) res f(p−1)

)
.

Platí IndK(p) = 1, IndK(p−1) = 0, sta£í proto spo£ítat pouze reziduum
funkce v bod¥ z1 = p. Pro výpo£et pouºijeme vztah (13.44),

res f(p) = lim
z→p

[
(z − p) i

p(z − p)(z − p−1)

]
=

i

p(p− p−1)
=

ip

p2 − 1
.

Pro integrál nakonec dostáváme

I = 2πi
ip

p2 − 1
=

2πp

1− p2
.

primitivní funkci k integrandu p·vodního reálného integrálu jsme skute£n¥
nepot°ebovali.
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P°íklad 13.35: ... a je²t¥ jeden podobný ...
S integrálem

I =

2π∫
0

dx

(p+ q cosx)2
, 0 < q < p

byste si asi poradili sami, ale pro procvi£ení jej vypo£teme. Substituce bude
stejná jak v p°edchozím p°íkladu, tj.

K : z = eix, cosx =
1

2

(
z +

1

z

)
, dx = − i dz

z
,

I =

∫
K

−i dz[
p+ q

2

(
z + 1

z

)]2 .
Integrovaná funkce

f(z) =
−i dz[

p+ q
2

(
z + 1

z

)]2 =
−4iz

q2(z − z1)(z − z2)
,

z1 =
1

q

(
−p+

√
p2 − q2

)
, z2 =

1

q

(
−p−

√
p2 − q2

)
.

Oba póly funkce f(z) jsou dvojnásobné. Vzhledem k nerovnosti 0 < q < p
leºí uvnit° kruºnice K pouze pól z1, uplatní se proto jen reziduum funkce
f(z) v tomto bod¥. Vypo£teme je (záv¥re£né úpravy prove¤te sami):

res f(z1) = lim
z→z1

d

dz

[
(z − z1)2 −4iz

(z − z1)2(z − z2)2

]
= · · · = −ip

(p2 − q2)3/2
,

I = 2πi res f(z1) =
2πp

(p2 − q2)3/2
.

P°íklad 13.36: ... a jeden s malou obm¥nou
Výpo£et integrálu

I =

π∫
0

cotg (x− a) dx, a = α+ iβ, β 6= 0,

je také podobný p°edchozím, jen trochu sloºit¥j²í. Má-li prom¥nná x parame-
trizovat celou kruºnici, je t°eba volit substituci ve tvaru z = Keit, kde t = 2x
(prob¥hne-li x interval [0, π], prob¥hne t interval [0, 2π], jak pot°ebujeme).
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Aby se funkce cotg (x−a) dala vyjád°it co nejjednodu²eji, zvolme K = e−ia.
Pak

K : z = e2i(x−a) = e2β e2i(x−α), dx =
−i dz

2z
,

cotg (x− a) =
cosx− a
sinx− a

= upravte sami = i
z + 1

z − 1
,

I =

∫
K

z + 1

2z(z − 1)
,

Integrovaná funkce f(z) = z+1
2z(z−1) má dva jednonásobné póly z1 = 0 a

z2 = 1, jejichº poloha vzhledem ke kruºnici K závisí na hodnot¥ β.
• Pro e2β > 1 leºí oba póly uvnit° integra£ní kruºnice a rezidua v nich
jsou

res f(0) = lim
z→0

[
z

z + 1

2z(z − 1)

]
= −1, res f(1) = lim

z→1

[
(z − 1)

z + 1

2z(z − 1)

]
= 2.

Pro integrál dostaneme

I = 2πi [IndK(0) res f(0) + IndK(1) res f(1)] = iπ.

• Pro e2β < 1 leºí uvnit° integra£ní kruºnice pouze pól z1 = 0, integrál
má hodnotu

I = 2πiIndK(0) res f(0) = −iπ.

Pro β = 0 integrál diverguje.

V¥nujme se nyní reálným nevlastním integrál·m druhého druhu. �asto po-
t°ebujeme spo£ítat integrály tvaru

∞∫
−∞

R(x) sinαxdx,

∞∫
−∞

R(x) cosαxdx, (13.48)

kde R(x) je racionální lomená funkce. Speciálním p°ípadem je situace, kdy
chceme v daných mezích integrovat samotnou funkci R(x), tj. klademe α =
π
2 , resp. α = 0 v prvém, resp. druhém z integrál· (13.48). Pokud má jmeno-
vatel funkce R(x) ko°eny na reálné ose, je t°eba chápat integrály ve smyslu
hlavní hodnoty. Aby bylo zaru£eno, ºe integrály konvergují, sta£í p°edpo-
kladat, ºe funkce R(x) je ryze lomená se stupn¥m £itatele alespo¬ o dv¥
niº²ím neº je stupe¬ jmenovatele. Na p°íkladech uvidíme, jak tento p°ed-
poklad funguje. Je-li integrovaná funkce sudá, je snadné spo£ítat i integrál
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v mezích od −∞ do nuly, nebo od nuly do ∞. Zp·sob výpo£tu integrál·
typu (13.48) op¥t ukáºeme na p°íkladech, nebo´ n¥jaký univerzální postup
lze t¥ºko popsat, jak jsme jiº avizovali.

P°íklad 13.37: Nevlastní integrál z racionální lomené funkce
Po£ítejme integrál z racionální lomené funkce spl¬ující vý²e uvedený p°ed-
poklad o stupních £itatele a jmenovatele,

I =

∞∫
−∞

dx

(x2 + a2)3
, a ∈ R, a 6= 0.

V tomto p°íkladu se rovnou nabízí p°echod prom¥nné do komplexního oboru
zám¥nou x→ z. Funkce f(z) = 1

(z2+a2)3
je vCmeromorfní a má trojnásobné

póly z1 = i|a| a z2 = −i|a|. Abychom mohli pouºít reziduovou v¥tu, musíme
funkci f(z) integrovat po uzav°ené k°ivce. Ta by ov²em m¥la být vhodn¥
zvolena tak, aby obsahovala reálnou osu. Samoz°ejm¥, nem·ºe ji obsahovat
celou. M·ºeme v²ak jako sou£ást integra£ní k°ivky zvolit úse£ku U spojující
body (−R, 0) a (R, 0), R > 0, a pak provést limitní p°echod R→∞. K°ivku
uzav°eme p·lkruºnicí KR se st°edem v bod¥ z0 = 0 a polom¥rem R. Situaci
ukazuje obrázek 13.23 vlevo. Uvnit° integra£ní k°ivky C = U + KR, je-li

 

x  x  

y  y  

R  R
 

i| |a  

R  r  r  R  

U  

RK  
RK  

rK  

1U  2U  

Obrázek 13.23: Integra£ní k°ivky k p°íklad·m 13.37 aº 13.39.

dostate£n¥ velká, tj. R > |a|, leºí pouze pól z1 = i|a|. Reziduum funkce f(z)
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v n¥m je

res f(i|a|) = lim
z→i|a|

[
1

2!

d2

dz2
(z − i|a|)3 f(z)

]
=

1

2
lim
z→i|a|

d2

dz2

(
1

(z + i|a|)3

)
= − 3i

16|a|5
,

(podrobný výpo£et, tj. derivování a úpravu, prove¤te sami). Protoºe nako-
nec budeme provád¥t limitní p°echod R → ∞, reziduum funkce f(i|a|) do
integrálu p°isp¥je. Pro integrál z funkce f(z) po k°ivce C platí

∫
C

f(z) dz =

∫
U

f(z) dz +

∫
KR

f(z) dz =

R∫
−R

f(x) dx+

∫
KR

f(z) dz.

V limit¥ R→∞ p°edstavuje první z integrál· hledanou hodnotu I. Limitou
druhého integrálu je nula. Dokáºeme to pomocí odhadu. P·lkruºnici KR
parametrizujeme vztahem z = R eit, t ∈ [0, π], dz = iR eit dt. Vzhledem k
zamý²lenému limitnímu p°echodu R → ∞ provedeme odhad pro R > a.
Platí∣∣∣∣∣∣∣
∫
KR

1

(z2 + a2)3
dz

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

iR
eit

(R2 e2it + a2)3

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
KR

∣∣∣∣∣iR eit

(R2 e2it + a2)3

∣∣∣∣∣ dt =

=
1

R5

π∫
0

dt

|
(
|1 + a2

R2 e−2it|
)3 ≤

1

R5

π∫
0

dt

|
(
1− |a|

2

R2

)3 −→ 0 pro R→∞.

Uv¥domili jste si dob°e poslední krok odhadu? Pro£ je ve jmenovateli zlomku
najednou znaménko minus? Není to p°eklep. Pro t = π

2 , nebo t = 3π
2 má

jmenovatel hodnotu 1− |a|
2

R2 , která je minimem mnoºiny absolutních hodnot
výrazu 1 + a2

R2 e2it. �íslo 1

1− |a|
2

R2

je proto horním odhadem integrandu.

Mohli jsme také postupovat p°ímo výpo£tem limity druhého integrálu,
závislého na R jako na parametru, s p°esunem limitního p°echodu R → ∞
za integrál. N¥kdy se v²ak bez odhad· neobejdeme, proto je t°eba v¥d¥t, jak
je provád¥t.

Nyní jiº ná² integrál snadno dopo£teme. Podle reziduové v¥ty je∫
C

f(z) dz =

∫
C

dz

(z2 + a2)3
= 2πi resf(i|a|) =

3π

8|a|5
.
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Sou£asn¥ díky odhadu integrálu z funkce f(z) po p·lkruºnici KR víme, ºe je
to práv¥ hodnota na²eho reálného nevlastního integrálu I, tj.

I =

∞∫
−∞

dx

(x2 + a2)3
=

3π

8|a|5
.

A co kdybychom pot°ebovali hodnotu integrálu z téºe funkce, ale pouze v
mezích [0, ∞)? Protoºe je integrovaná funkce sudá, je hodnota takového
integrálu polovinou hodnoty I, stejn¥ jako integrál z funkce f(x) v mezích
(−∞, 0].

P°íklad 13.38: Integrál z racionální lomené funkce �modulované� kosinem
Vypo£teme integrál

I =

∞∫
0

cosx

x2 + a2
dx, a ∈ R, a 6= 0.

Pozor, meze integrálu jsou [0, ∞). Integrand je v²ak sudou funkcí, proto je
roven polovin¥ integrálu z této funkce v mezích (−∞, infty). Jist¥ tu²íte,
ºe postup p°i výpo£tu tohoto integrálu bude velice podobný jako v p°íkladu
13.37, dokonce integra£ní k°ivka bude stejná. Jen si musíme poradit s volbou
funkce f(z). Protoºe stupe¬ £itatele racionální lomené funkce v integrandu
je tentokrát práv¥ o dv¥ v¥t²í neº stupe¬ jmenovatele (v p°edchozím p°íkladu
byla v rozdílu stup¬· zna£ná �rezerva�), bude ve h°e také správné provedení
odhadu po p·lkruºnici KR. Podle reziduové v¥ty bude platit

∫
C

f(z) dz =

R∫
−R

f(x) dx+

∫
KR

f(z) dz = 2πi
∑

z0∈Ch

res f(z0),

kde jsme symbolem Ch ozna£ili horní polorovinu Gaussovy roviny.
Jak tedy zvolit funkci f(z)? Tak, abychom její restrikcí na reálnou osu

dostali funkci, která bude integrand n¥jak ²ikovn¥ zahrnovat. Okamºitým
nápadem by z°ejm¥ mohla být volba f1(z) = cos z

z2+a2
. Tato funkce nabývá na

reálné ose p°ímo hodnot integrandu. N¥komu se m·ºe zdát vhodn¥j²í volba
f2(z) = eiz

z2+a2
, nebo´ na reálné ose pro ni bude platit

f2(x) =
cosx

x2 + a2
+ i

sinx

x2 + a2
,

R∫
−R

f2(x) dx =

R∫
−R

cosx

x2 + a2
dx.
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Imaginární £ást funkce f(x) je totiº lichou funkcí a její integrál v mezích
(−∞, ∞) je proto nulový. Je mezi ob¥ma moºnostmi volby funkce f(z) n¥-
jaký rozdíl? Funkce f1(z) i f2(z) mají jednonásobné póly v bodech i|a| a
−i|a|, z nichº se p°i volb¥ integra£ní k°ivky na obrázku 13.23 vlevo uplatní
pouze ten první, leºící v horní polorovin¥ Gaussovy roviny. Vypo£t¥me rezi-
dua funkcí f1(z) a f2(z) v tomto pólu, a pro ú£ely procvi£ení i v bod¥ −i|a|,
leºícím v dolní polorovin¥. P°edpokládejme, bez újmy na obecnosti výsledku,
ºe a > 0, abychom nemuseli stále psát absolutní hodnotu. Dostaneme po-
stupn¥

res f1(ia) = lim
z→ia

[
(z − ia)

cos z

z2 + a2

]
=

cos ia

2ia
=

e−a + ea

4ia
=
−i cosh a

2a
,

res f1(−ia) = lim
z→−ia

[
(z + ia)

cos z

z2 + a2

]
= −cos ia

2ia
= −e−a + ea

4ia
=

i cosh a

2a
,

res f2(ia) = lim
z→ia

[
(z − ia)

eiz

z2 + a2

]
=

e−a

2ia
=

e−a

4ia
=
−ie−a

2a
,

res f2(−ia) = lim
z→−ia

[
(z + ia)

eiz

z2 + a2

]
= − ea

2ia
=

iea

2a
.

A je zde dilema. Rezidua funkcí f1(z) a f2(z) v jejich spole£ných pólech
(konkrétn¥ nám jde o pól ia) jsou r·zná. P°ece nem·ºeme dostat dva r·zné
výsledky téhoº integrálu. Co je tedy správn¥? Problém m·ºe být (a bude) v
limitní hodnot¥ integrálu po p·kruºnici KR pro R→∞. Prove¤me p°íslu²né
odhady podobn¥ jako v p°íkladu 13.37. P·lkruºnici parametrizujme vztahem
z = R eit = R(cos t + i sin t), dz = iR eit, t ∈ [0, π]. Postupným dosazením
dostaneme pro funkci f1(z)

∫
KR

cos z

z2 + a2
dz =

iR

2

π∫
0

(
eiR(cos t+i sin t) + e−iR(cos t+i sin t)

)
R2 e2it + a2

eit dt =

i

2

π∫
0

[
e−R sin t

R

ei(t+R cos t)

e2it + a2

R2

+
eR sin t

R

ei(t−R cos t)

e2it + a2

R2

]
dt.

Hned vidíme, ºe druhý s£ítanec v integrandu je pro R → ∞ vinou faktoru
eR sin t

R neomezenou funkcí, nebo´ pro t ∈ [0, π] je sin t > 0. (Pokles s r·stem
jmenovatele tohoto faktoru nepom·ºe, nebo´ jej r·st exponenciální funkce
v £itateli �p°ebije� .) Integrál z funkce f1(z) po p·lkruºnici KR tedy není v
limit¥ R→∞ nulový, jak bychom si p°áli. Reziduová v¥ta samoz°ejm¥ platí
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pro libovolnou p·lkruºnici KR, ale pro výpo£et zadaného reálního integrálu
I se volba funkce f1(z) nehodí.

Zkusme, jak dopadne odhad integrálu po p·lkruºnici KR, R → ∞ pro
funkci f2(z). Podobn¥ jako v p°íkladu 13.37 jiº p°edjímejme limitní p°echod
R→∞ a bez újmy na obecnosti p°edpokládejme R > a. Dostaneme rovnou∣∣∣∣∣∣∣

∫
KR

eiz

z2 + a2
dz

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

ei(R cos t+i sin t)

R2 e2it + a2
iR eit dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
π∫

0

∣∣∣∣∣ei(R cos t+i sin t)

R2 e2it + a2
iR eit

∣∣∣∣∣ dt =

π∫
0

1

R

e−R sin t∣∣∣e2it + a2

R2

∣∣∣ dt ≤
π∫

0

e−R sin t

R
∣∣∣1− a2

R2

∣∣∣ dt.

Limita posledního integrálu pro R → ∞ je nulová, totéº platí pro integrál
z funkce f2(z) po p·lkruºnici KR. P°i p°echodu integrace do komplexního
oboru je tedy vhodná volba funkce f2(z) = eiz

z2+a2
a platí (pro R > a)

∫
C

=

R∫
−R

cosx

x2 + a2
dx+ i

R∫
−R

sinx

x2 + a2
dx+

∫
KR

eiz

z2 + a2
dz = 2π res f2(ia).

S uváºením skute£nosti ºe
R∫
−R

sinx
x2+a2

dx = 0 a v limit¥ pro R→∞ dostaneme

nakonec

I =

∞∫
−∞

cosx

x2 + z2
dx = 2πi

(
−ie−a

2a

)
=
πe−a

a
.

A je zde dal²í otázka: pro£ nevedeme p·lkruºnici o polom¥ru R, R → ∞,
v dolní polorovin¥ Gaussovy roviny? Pak by se uplatnilo reziduum v bod¥
−ia a zase bychom dostali jiný výsledek! Odpov¥¤ je i tentokrát jednoduchá.
Vzhledem k tomu, ºe kruºnice v dolní polorovin¥ by byla parametrizována
vztahem z = R eit, t ∈ [0, −π], nebyla by limita integrálu z funkce f2(z)
po této kruºnici pro R → ∞ nulová. Reziduová v¥ta by sice platila, ale k
výpo£tu na²eho reálného integrálu by nám nepomohla.

P°íklad 13.39: Integrál z funkce sinc
V optice se £asto vyskytuje výraz typu sinx

x , takzvaná funkce sinc prom¥nné
x, a je t°eba spo£ítat z ní integrál v mezích [0, ∞), tj.

I =

∞∫
0

sinx

x
.
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Protoºe je integrovaná funkce sudá (£itatel i jmenovatem jsou liché funkce),
m·ºeme tento integrál získat jako polovinu integrálu v mezích (−∞, ∞). K
integraci v oboru komplexní prom¥nné se nabízí funkce f(z) = eez

z , nebo´
imaginární £ást její restrikce na reálnou osu je práv¥ ná² integrand sinx

x .
Funkce f(z) má v²ak singularitu v bod¥ z0 = 0, jíº se proto integra£ní
cesta musí vyhnout. Budeme integrovat po k°ivce na obrázku 13.23 a pak
provedeme limitní p°echody R → ∞ a r → 0. V oblasti ohrani£ené k°ivkou
C, sloºenou ze dvou úse£ek a dvou p·lkruºnic, jak ukazuje obrázek 13.23,
nemá funkce f(z) ºádné singularity. Podle reziduové v¥ty, ale i podle v¥ty
Cauchyovy, je integrál z funkce f(z) po k°ivce C nulový,

∫
C

eiz

z
dz =

−r∫
−R

cosx+ i sinx

x
dx+

∫
Kr

eiz

z
dz+

R∫
r

cosx+ i sinx

x
dx+

∫
KR

eiz

z
dz =

∫
C

eiz

z
dz = i

−r∫
−R

sinx

x
dx+

∫
Kr

eiz

z
dz + i

R∫
r

sinx

x
dx+

∫
KR

eiz

z
dz = 0.

P°i úprav¥ integrálu jsme vyuºili skute£nosti, ºe funkce cosx
x je lichá, takºe její

integrál v mezích [−R, −r] je roven záporn¥ vzatému integrálu v symetricky
poloºených mezích [r, R]. Limita

lim
R→∞, r→0

i

 −r∫
−R

sinx

x
dx+

R∫
r

sinx

x
dx


je rovna hlavní hodnot¥ integrálu 2I, tj.

P
∞∫
−∞

sinx

x
= 2P

∞∫
0

sinx

x
.

Zbývá ur£it, resp. odhadnout integrály po p·lkruºnicích KR a Kr. Jist¥
bychom uvítali, kdyby integrál po �velké� p·lkruºnici KR byl nulový. K
tomu, abychom to mohli rozhodnout hned, by sta£ilo, aby stupe¬ jmeno-
vatele racionální lomené funkce tvo°ící faktor u eiz byl alespo¬ o dv¥ v¥t²í
neº stupe¬ £itatele. V na²em p°ípad¥ je R(z) = 1

z , jde tedy pouze o rozdíl
jednoho stupn¥ mezi £itatelem a jmenovatelem. To v²ak je²t¥ neznamená,
ºe by integrál nemohl být nulový. Odhad ov²am musíme po°ádn¥ provést.
Budeme integrovat per partes:∫

KR

eiz

z
dz = − ieiz

z

∣∣∣∣∣
R

−R
−
∫
KR

ieiz

z2
dz =

eiR − e−iR

R
−
∫
KR

ieiz

z2
dz.
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Limita prvního s£ítance pro R→∞ je nulová (funkce v £itateli je omezená,
konkrétn¥ |eiR − e−iR| ≤ 2 pro libovolné R), v druhém s£ítanci je stupe¬
jmenovatele racionální lomené funkce v integrandu práv¥ o dv¥ v¥t²í neº
stupe¬ £itatele, a to jiº sta£í k tomu, aby integrál byl v limit¥ pro R → ∞
nulový.

Pozn.: Pon¥kud �p°ím¥j²í� odhad (bez integrace per partes) je t°eba tento:
parametrizujeme p·lkruºnici KR obvyklým zp·sobem, KR : z = R eit, t ∈
[0, π], a po£ítáme∣∣∣∣∣∣∣

∫
KR

eiz

z
dz

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

ei(R cos t+iR sin t)

R eit
dt

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

∣∣∣∣∣ei(R cos t+iR sin t)

R eit

∣∣∣∣∣ it =

1

R

π∫
0

e−R sin t dt =
1

R


π
2∫

0

e−R sin t dt+

π∫
π
2

e−R sin t dt

 .
Pro£ jsme takto integrál rozd¥lili? Protoºe v intervalech

[
0, π2

]
a
[
π
2 , π

]
m·-

ºeme provést vhodný odhad funkce sin t lineární funkcí, av²ak v kaºdém z
obou interval· jinou. Konkrétn¥ je

sin t ≥ 2t

π
pro t ∈

[
0,
π

2

]
, sin t ≥ −2t

π
+ 1 pro t ∈

[
π

2
, π

]
,

nebo´ graf funkce sin t na intervalu
[
0, π2

]
leºí pod úse£kou spojující body

O = [0, 0] a A =
[
π
2 , 1

]
a na intervalu

[
π
2 , π

]
pod úse£kou spojující body

A =
[
π
2 , 1

]
a B = [π, 0]. Dokon£íme odhad integrálu:∣∣∣∣∣∣∣
∫
KR

eiz

z
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

R


π
2∫

0

e−
2Rt
π dt+

π∫
π
2

e( 2Rt
π
−R) dt

 =

=
1

R

[
− π

2R
(e−R − 1) +

π

2R
e−R(eR − 1)

]
=

π

R2
(1−e−R) −→ 0 pro R→∞.

Integrál z funkce eiz

z po �malé� p·lkruºnici Kr v limit¥ r →∞ nepochybn¥
nulový nebude. Je to vid¥t z tvaru integrované funkce, jejíº graf je na obrázku
13.24, a z geometrické p°edstavy o integrálu I jako o hodnot¥ udávající plo²ný
obsah útvaru pod grafem (se zapo£tením znamének � co je pod osou x, je
záporné). Kdyby totiº byl integrál z funkce eiz

z po �malé� p·lkruºnici Kr v
limit¥ r → 0 nulový, musel by být nulový i integrál I. Z grafu na obrázku
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Obrázek 13.24: K p°íkladu 13.39: graf funkce sincx.

13.24 je hned vid¥t, ºe tomu tak není: velikosti plochy pod jednotlivými
oblouky grafu v intervalech [kπ, (k+1)π] mezi jeho pr·chody nulovými body
se neustále zmen²ují.

Integrál po �malé� kruºnici vypo£teme tak, ºe integrovanou funkci roz-
vineme v Laurentovu °adu a budeme ji integrovat £len po £lenu. Platí

∫
Kr

eiz

z
dz =

∫
Kr

1

z

[
1 + iz +

1

2
(iz)2 +

1

3!
(iz)3 + · · ·

]
dz =

∫
Kr

dz

z
+

∫
Kr

ψ(z) dz,

kde ψ(z) je funkce regulární v C, tedy i v bod¥ z0 = 0. Proto je jistém kruho-
vém okolí B(0, %) ohrani£ená. Vzhledem k avizovanému limitnímu p°echodu
r → 0 m·ºeme volit r < %. Pak existuje £íslo M > 0 tak, ºe na p·lkruºnici
Kr platí |ψ(z)| < M . Odtud

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Kr

ψ(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤Mπr → 0 pro r → 0.



158KAPITOLA 13. PROM�NNÁ JE KOMPLEXNÍ�VÝSLEDKY JSOU NOBLESNÍ

Sta£í uº je vypo£ítat integrál z funkce 1
z po Kr. P·lkruºnici Kr parametri-

zujeme vztahem z = r eit, t ∈ [π, 0]. Pak

∫
Kr

1

z
dz =

0∫
π

(
1

r
e−it

)(
ireit

)
dt = −iπ.

Celkov¥ nakonec dostáváme

2iP
∞∫
0

sinx

x
dx− iπ = 0 =⇒ P

∞∫
0

sinx

x
dx =

π

2
.

Tento d·leºitý integrál je²t¥ zobecníme. Ozna£me

I =

∞∫
0

g(x)
sinx

x
dx.

Úvahy, které kolem n¥j povedeme, jsou velmi podobné jako pro p°edchozí
jednodu²²í p°ípad, kdy g(t) = 1. Integrovanou funkci zvolme ve tvaru g(z) eiz

z
a p°edpokládejme, ºe funkce g(z) je holomorfní a navíc je sudá. To abychom
mohli zvolit integra£ní k°ivku jako v p°edchozím p°ípad¥, podle obrázku
13.23. Platí (integrál je chápán ve smyslu hlavní hodnoty)

2I = P
∞∫
−∞

g(x)
sinx

x
dx = lim

r→0, R→∞

 −r∫
−R

g(x)
sinx

x
dx+

R∫
r

g(x)
sinx

x
dx

 .
Je-li funkce g(z) v horní polorovin¥ Gaussovy roviny ohrani£ená, tj. existuje
�univerzáln¥� £íslo M tak, ºe v této polorovin¥ je |g(z)| ≤ M , m·ºeme
p°i odhadu integrálu po p·lkruºnici KR p°esn¥ sledovat odhad, který jsme
provád¥li v p°ípad¥ funkce eiz

z , a dostaneme∣∣∣∣∣∣∣
∫
KR

g(z)
eiz

z
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
Mπ

R2
(1− e−R) → 0 pro R→∞.

Obdobn¥ provedeme výpo£et integrálu po p·lkruºnici Kr : z = r eit. Protoºe
je funkce g(z) eiz holomorfní, rozvineme ji v Taylorovu °adu se st°edem v
bod¥ z0 = 0, g(z) eiz = g(0) e0 +

∑∞
n=1 cnz

n. Pak

g(z)
eiz

z
=
g(0)

z
+ ψ(z), ψ(z) =

∞∑
n=1

cnz
n−1,
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Funkce ψ(z) je holomorfní, a proto je v jistém okolí B(0, %) ohrani£ená, tj.
|ψ(z)| ≤ M pro v²echna z ∈ B(0, %). Zvolíme-li r < % (coº vzhledem k
pozd¥j²ímu limitnímu p°echodu r → 0 ud¥lat m·ºeme)∣∣∣∣∣∣∣

∫
Kr

ψ(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤Mπr → 0 pro r → 0.

Zbývá ur£it limitu integrálu
∫
Kr

g(0)
z dz pro r → 0. V p°ípad¥ funkce g(z) = 1

jsme ji uº ur£ili, byla rovna −iπ. Celkem je

lim
r→0

∫
Kr

g(z)
eiz

z
dz = −iπg(0),

a kone£n¥

iP
∞∫
0

g(x)
sinx

x
dx− i

π

2
g(0) = 0 =⇒ P

∞∫
0

g(x)
sinx

x
dx = g(0)

π

2
.

Je to nanejvý² zajímavý výsledek a pozd¥ji si jej znovu p°ipomeneme. Funkce
sincx p°i integraci funkce g(x) sincx na intervalu [0, ∞) �vymaºe� v²echny
hodnoty g(x) s výjimkou g(0).

P°íklad 13.40: Trochu jiná integra£ní cesta
V p°edchozích dvou p°íkladech mohl vzniknout dojem, ºe p°i výpo£tu reál-
ných nevlastních integrál· p°echodem do komplexního oboru musí být sou-
£ástí integra£ní k°ivky £ást �nekone£né� kruºnice. Tak jednoduché to není. Je
t°eba se °ídit typem integrované funkce a p°edpokládanými odhady. Zkusme
integrál

I =

∞∫
−∞

f(x) dx =

∞∫
−∞

eax

1 + ex
dx, a ∈ R, 0 < a < 1

Jako integrovaná funkce se nabízí p°ímo funkce f(z), vzniklá z integrandu
integrálu I jen zám¥nou x → z. Na první pohled vidíme, ºe má singularitu
(konkrétn¥ jde o jednonásobný pól � umíte to zd·vodnit?) v bod¥ z0 = iπ.
Tak pro£ bychom nemohli integrovat po k°ivce za obrázku 13.23 vlevo? Jed-
nodu²e proto, ºe bod z0 = iπ není singularitou jedinou. jmenovatel zlomku,
tj. výraz 1 + ez je nulový v bodech zk = z0 + 2kπi, k ∈ Z, takºe singula-
rity jsou �rovnom¥rn¥ rozesety� po imaginární ose. (Tomu se ani nedivíme,
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Obrázek 13.25: K p°íkladu 13.40.

nebo´ funkce ez je periodická s ryze imaginární periodou 2πi.) Zv¥t²ováním
p·lkruºnice KR bychom �p°ibírali do hry� dal²í a dal²í a nikdy bychom je
neobsáhli v²echny. Zvolíme proto integra£ní k°ivku tak, aby bylo moºné ji
podél reálné osy �rozprost°ít� od −R po R, R → ∞, ale tak, aby uvnit° ní
leºel jen kone£ný po£et singularit, t°eba jen jedna. ��ikovnou� k°ivku vidíme
na obrázku 13.25. Podle v¥ty o reziduích platí pro libovolné R

∫
C

f(z) dz =
4∑
i=1

∫
Ci

eaz

1 + ez
dz = 2πi res f(iπ).
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Po£ítejme integrály po jednotlivých k°ivkách C1 aº C4 a jejich limity pro
R→∞. Nezapom¥¬me, ºe e2πi = 1.

k°ivka parametrizace integrál limita

C1 z = t, z ∈ [−R, R]
R∫
−R

eat

1+et dt I

C2 z = R+ 2πit, t ∈ [0, 1]
1∫
0

ea(R+2πit)

1+eR+it dt 0

C3 z = t+ 2πi, z ∈ [R, −R]
−R∫
R

ea(t+2πi)

1+et dt −I · e2aπi

C4 z = −R+ 2πit, t ∈ [1, 0]
0∫
1

ea(−R+2πit)

1+e−R+2πit dt 0

Vyjád°ení v²ech integrál· jejich limitní hodnoty po k°ivkách C1 a C3 pro
R → ∞ jsou z°ejmé na první pohled. Abychom v²ak v¥°ili tomu, ºe limitní
hodnoty integrál· po k°ivkách C2 a C4 jsou nulové, musíme provést odhady.
Provedeme odhad pro k°ivku C2, pro k°ivku C4 jej prove¤te sami � je to
velice podobné. Na k°ivce C2 platí

|f(z)| =
∣∣∣∣∣ ea(R+2πit)

1 + eR+2πit

∣∣∣∣∣ ≤ |ea(R+2πit)|
|1− |eR+2πi|t|| =

eaR

eR − 1
,

∣∣∣∣∣∣∣
∫
C2

eaz

1 + ez

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2π
eaR

eR − 1

1∫
0

dt = 2π
e(a−1)R

1− e−R
→ 0 for R→∞

V limit¥ R→∞ dostáváme

(1− e2aπi) = 2πi res f(iπ).

Musíme je²t¥ spo£ítat reziduum. Protoºe se jedná o jednonásobný pól, je to
jednodu²e limita

res f(iπ) = lim
z→iπ

(z − iπ)
eaz

1 + ez
= lim

z→iπ

eaz + a(z − iπ)eaz

ez
= −eiaπ,
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kterou jsme spo£ítali pomocí L'Hospitalova pravidla. Nakonec dostáváme

I = 2πi
−eiaπ

1− e2iaπ
=

π

sin aπ
.

Dal²í p°íklady si zkuste vypo£ítat v rámci cvi£ení. T¥ch, které obsahuje Cvi-
£ení 13.3.5 je stále velmi málo na to, abyste získali pot°ebnou praxi v tako-
vých výpo£tech. Sbírky úloh, v nichº je takových p°íklad· mnoºství, uvádíme
v soupisu litratury.

13.3.5 Cvi£ení

1. Dokaºte, ºe má-li funkce f(z) v bod¥ z0 6=∞ pól, platí limz→z0 f(z) =∞.

2. Dokaºte, ºe má-li funkce f(z) v bod¥ z0 =∞ limitu ∞, má v tomto bod¥
pól.

3. Prove¤te podrobn¥ výpo£ty v²ech limit v p°íkladu 13.26.
Návod: V p°ípad¥ výpo£tu limity poslední ze zadaných funkcí v bod¥ z0 =

∞ po£ítejte limitu limξ→0 F (ξ), kde F (ξ) = f
(

1
ξ

)
.

4. Dokaºte vlastnosti a), b) a d) a jejich d·sledky e) a f), uvedené ve v¥t¥
13.20.

5. Zapi²te izolované singularity následujících funkcí a ur£ete jejich typ.

6. P°i d·kazu v¥ty 13.17 (v¥ta o jednozna£nosti) jsme de�novali nulový bod
(ko°en) násobnosti m funkce f(z). Dokaºte následující tvrzení:

a) Bod z0 ∈ C je m-násobným ko°enem holomorfní funkce f(z) práv¥
tehdy, lze li v jistém kruhovém okolí B(z0, r) bodu z0 zapsat funkci
f(z) ve tvaru f(z) = (z − z0)m ϕ(z), kde ϕ je holomorfní v B(z0, r) a
platí ϕ(z0) 6= 0. Vysv¥tlete podmínku ϕ(z0) 6= 0.

b) Bod z0 ∈ C je m-násobným ko°enem holomorfní funkce f(z) práv¥
kdyº platí f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m)(z0) = 0 a f (m+1)(z0) 6= 0.

Návod b): Pouºijte tvrzení a) a rozvoj funkce v Taylorovu °adu se st°edem
v bod¥ z0.

7. V následujících úlohách ur£ete ko°eny (nulové body) funkcí a jejich ná-
sobnosti, dále pak singuarity, jejich typ, u odstranitelných singularit dode�-
nování, u pól· násobnost.
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a) f(z) = z2 + 9,

b) f(z) = z2+9
z4

,

c) f(z) = z sin z,

d) f(z) = (1− ez)(z2 − 4)3,

e) f(z) = 1− cos z,

f) (z2−π2)2

z7
sin z,

g) f(z) = sin3 z
z ,

h) f(z) = sin z3,

i) f(z) = sin3(z),

j) f(z) = 1
z−z3 ,

k) f(z) = z4

1−z4 ,

l) f(z) = z5

1−z2 ,

m) f(z) = 1
z(z2+4)2

,

n) f(z) = ez

1+z2
,

o) f(z) = 1+z2

ez ,

p) f(z) = z e−z,

q) f(z) = 1
ez−1 −

1
z ,

r) f(z) = ez

z(1−ez) ,

s) f(z) = 1−ez

2+ez ,

t) f(z) = 1
z3(2−cos z)

,

u) f(z) = e−
1
z2 ,

v) f(z) = z e
1
z ,

w) f(z) = e
z

1−z ,
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x) f(z) = e
1
z−1

ez−1 ,

y) f(z) = cos z
z2

,

z) f(z) = z7

(z2−4)2
cos 1

z−2 ,

aa) f(z) = sin 1
z + 1

z2
,

bb) f(z) = e−z cos 1
z , item [cc)] f(z) = eaz

1+ez , a ∈ R.

Výsledky: a) jednonásobné ko°eny:±3i, dvojnásobný pól∞; b)jednonásobné
ko°eny: ±3i, dvojnásobný ko°en ∞; c) dvojnásobný ko°en z0 = 0, jednoná-
sobné ko°eny zk = kπ, k ∈ Z, podstatná singularita ∞; d) trojnásobné
ko°eny ±2, jednonásobné ko°eny zn = 2kπ, k ∈ Z, podstatná singularita ∞;
e) dvojnásobné ko°eny zk = 2kπ, k ∈ Z, podstatná singularita ∞; f) trojná-
sobné ko°eny ±π, jednonásobné ko°eny zk = kπ, k ∈ Z \ {±1}, podstatná
singularita ∞; g) dvojnásobný ko°en z0 = 0, trojnásobné ko°eny zk = kπ,
k ∈ Z\{0}, podstatná singularita∞; h) trojnásobný ko°en z0 = 0, jednoná-
sobné ko°eny 3

√
kπ, 1

2
3
√
kπ(1 ± i

√
3), k ∈ Z \ {0}, podstatná singularita ∞;

i) trojnásobné ko°eny zk = kπ, k ∈ Z, podstatná singularita ∞; j) trojná-
sobný ko°en ∞, jednonásobný pól z0 = 0, jednonásobné póly ±1; k) £ty°ná-
sobný ko°en z0 = 0, jednonásobné póly ±1, ±i, odstranitelná singularita ∞,
f(∞) = −1; l) p¥tinásobný ko°en z0 = 0, jednonásobné póly±1, trojnásobný
pól∞; m) p¥tinásobný ko°en∞, jednonásobný pól z0 = 0, dvojnásobné póly
±2i; n) jednonásobné ko°eny zk 2k+1

2 π, k ∈ Z, jednonásobné póly ±i, pod-
statná singularita ∞; o) jednonásobné ko°eny ±i, podstatná singularita ∞;
p) jednonásobný ko°en z0 = 0, podstatná singularita ∞; q) odstranitelná
singularita z0 = 0, f(0) = −1

2 , jednonásobné póly zk = 2ikπ, k ∈ Z \ {0},
hromadný bod mnoºiny pól· ∞; r) dvojnásobný pól z0 = 0, jednonásobné
póly zk = 2ikπ, k ∈ Z \ {0}, hromadný bod mnoºiny pól· ∞; s) jednoná-
sobné ko°eny zk = 2ikπ, jednonásobné póly ξk = ln 2 + i(2k + 1)pi, k ∈ Z,
hromadný bod mnoºiny pól· ∞; t) trojnásobný pól z0 = 0, jednonásobné
póly zk = 2kπ ± i ln (2 +

√
3) (°e²ení rovnice cos z = 2), k ∈ Z, hromadný

bod mnoºiny pól· ∞; u) podstatná singularita z0 = 0, odstranitelná singu-
larita ∞, f(∞) = 1; v) podstatná singularita z0 = 0, jednonásobný pól ∞;
w) podstatná singularita z0 = 1, odstranitelná singularita ∞, f(∞) = 1

e ; x)
podstatná singularita z = 1, jednonásobné póly zk = 2ikπ, k ∈ Z, hromadný
bod mnoºiny pól·∞; y) jednonásobné ko°eny x = 2kπ, k ∈ Z\{0}, dvojná-
sobný pól z0 = 0, podstatná singularita ∞; z) sedminásobný ko°en z0 = 0,
dvojnásobný pól z1 = −2, podstatná singularita z2 = 2, trojnásobný pól ∞;
aa) podstatná singularita z0 = 0, odstranitelná singularita ∞, f(∞) = 0;
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bb) podstatná singularita z0 = 0, podstatná singularita ∞, cc) podstatná
singularita ∞, jednonásobné póly zk = iπ + 2kπi, k ∈ Z.

8. Vra´te se k p°íkladu 13.30 a rozvi¬te funkci f(z) v Laurentovu °adu se
st°edem

a) z0 = i,

b) z0 = −2.

Výsledky: a), b) doplnit

9. V následujících p°ípadech ur£ete v²echny Laurentovy rozvoje funkce f(z).

a) f(z) = 1
z(z−1) , z0 = 0, z0 = 1, z0 =∞,

b) f(z) = 1
(z+2)(z−1)2

, z0 = 0,

c) f(z) = z2 e
1
z , z0 = 0, z0 =∞,

d) f(z) = z
(z−1)(z−2) , z0 = 2,

e) f(z) = z2−2z+5
(z−2)(z2+1)

, z0 = 2,

f) f(z) = sin2 z, z0 = 0,

g) f(z) = 1
(z−a)k

, a 6= 0, z0 = 0, z0 =∞,

h) f(z) = 1
(z2+1)2

, z0 = i, z0 =∞,

i) f(z) = cos z2−2z
(z−2)2

, z0 = 2,

Výsledky: a) z0 = 0, M1 = {z ∈ C | 0 < |z| < 1}: f(z) = z−1 +∑∞
n=0 z

n, M2 = {z ∈ C | 1 < |z| < ∞}: f(z) = −
∑−2
n=−∞ z

n; z0 = 1,
M1 = {z ∈ C | 0 < |z − 1| < 1}: f(z) = 1

z−1 +
∑∞
n=0(−1)n(z − 1)n,

M2 = {z ∈ C | 1 < |z − 1| < ∞}: f(z) =
∑−2
n=−∞(z − 1)n; z0 = ∞,

M1 = {z ∈ C | 1 < |z| < ∞}: f(z) =
∑−2
n=−∞ z

n, M2 = {z ∈ C | 0 <
|z| < 1}: f(z) = z−1 +

∑∞
n=0 z

n; c) z0 = 0, M = {z ∈ C | 0 < |z| < ∞}:
f(z) =

(
1
2 + z + z2

)
+
∑−1
n=−∞

1
(2−k)!z

k, nezáporné mocniny prom¥nné z
tvo°í regulární £ást, zbytek je hlavní £ást; z0 = ∞, M1 = {z ∈ C | 0 <

|z| < ∞}, f(z) =
(

1
2 + z + z2

)
+
∑−1
n=−∞

1
(2−k)!z

k, kladné mocniny pro-
m¥nné z tvo°í hlavní £ást, zbytek je regulární £ást; d) M1 = {z ∈ C | 0 <
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|z − 2| < 1}: f(z) = 2(z − 2)−1 +
∑∞
n=0(−1)n+1(z − 2)n, M2 = {z ∈

C | 1 < |z| < ∞}: f(z) = (z − 2)−1 +
∑−1
n=−∞(−1)n(z − 2)n; e) M1 = {z ∈

C | 0 < |z − 2| <
√

5}: f(z) = (z − 2)−1 + i
∑∞
n=0(−1)n (2+i)n+1−(2−i)n+1

5n+1 (z −
2)n, M2 = {z ∈ C |

√
5 < |z − 2| < ∞}: f(z) = (1 + i)(z − 2)−1 +

i
∑−2
n=−∞(−1)n−1(2 − i)−n−1 − (2 + i)−n−1 (z − 2)n; f) M1 = C: f(z) =∑∞
k=1

∑k−1
m=0

(−1)k−1

(2m+1)!(2k−2m−1)! z
2k; g)Návod: Uv¥domte si, ºe zadaná funkce

je
(

(−1)k−1

(k−1)!

)
-násobkem (k − 1)-té derivace funkce 1

z=a ; z0 = 0, M1 = {z ∈

C | 0 ≤ |z| < |a|}: f(z) = (−1)k

ak
∑∞
n=0

(n+k−1)!
n!(k−1)!

(
z
a

)n, M2 = {z ∈ C+ | |a| <
|z|}: f(z) = z−k

∑0
n=−∞

(n+k−1)!
n!(k−1)!

(
z
a

)n; h) z0 = i,M1 = {z ∈ C | 0 ≤ |z− i| <
2}: f(z) = −1

4(z − i−2)− i
4(z − i)−1 +

∑∞
n=0

in(n+3)
2n+4 (z − i)n; z0 =∞, M1 =

{z ∈ C+ | |z| > 1}: f(z) =
∑−1
n=−∞(−1)n−1n z(2n − 2); i) M1 = C: f(z) =

cos 1 +
∑−1
k=−∞

[
(−1)−k−14−2k−1 sin 1

(−2k−1)! (z − 2)4k+2 + (−1)−k4−2k cos 1
(−2k)! (z − 2)4k

]
.

10. Funkce f(w) = e
z
2
·w−1
w , kde w, z ∈ C a z je parametr, je vytvá°ející

funkce pro Besselovy funkce Jn(z) celého °ádu, tj. f(w) =
∑∞
n=−∞ Jn(z)wn,

0 < |w| <∞. Pomocí tohoto vztahu dokaºte, ºe

Jn(z) =
1

π

π∫
0

cos (nt− z sin t) dt (Bessel·v integrál).

Návod: Uv¥domte si, ºe Jn(z) jsou koe�cienty Laurentovy °ady funkce f(w)
se st°edem w0 = 0. Integrujte vztah po kruºnici w = eit, t ∈ [−π, π].

11. Ur£ete hodnoty reziduí ve v²ech izolovaných singularitách a v bod¥ ne-
kone£no funkcí z p°íklad· 13.29, 13.31 a 13.32.
Výsledky: 13.29: res f(i) = 2, res f(0) = 1, res f(−2) = −1, res f(∞) = −2;
13.31: res f(a) = A, res f(∞) = −a; 13.32: res f(1) = 5

6 , res f(∞) = −5
6 .

12. Vypo£t¥te integrály

a)
π∫
0

cotg (x− a) dx, a = α+ iβ, β 6= 0 (pro β = 0 integrál diverguje),

b)
∞∫
0

cosax−cos bx
x2

dz, a, ∈ R, a, b ≥ 0,

c)
∞∫
−∞

eax−ebx

1−ex dx, a, b ∈ (0, 1), (Návod: integrál je t°eba brát ve smyslu

hlavní hodnoty, integra£ní k°ivka je podobná jako v p°íkladu 13.40, je
v²ak t°eba se vyhnout bodu 0).
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d)
∞∫
0

e−ax
2

cos bxdx, a ∈ R, a > 0,

e)
∞∫
−∞

x sinx
x2+2x+10

,

f)
∞∫
0

cosx
(x2+a2)

dx, a > 0,

g)
∞∫
0

x2 cos bx
(x2+a2)2

dx, a, b > 0,

h)
∞∫
0

cos ax
(x2+b2)2

dx

i)
∞∫
−∞

(x+1) e−3ix

x2−2x+5
dx,

j)
∞∫
0

sin ax
x(x2+1)

dx, a > 0,

k)
∞∫
0

cosax
coshx dx, a ∈ C, ur£ete podmínku pro parametr a,

l)
∞∫
0

sinx
x(x2+1)2

dx,

m)
∞∫
−∞

cos ax
x4+1

dx, a ∈ R, a > 0,

n)
∞∫
0

dx
(x2+1)2

.

Výsledky:a) iπ sgnβ b) 1
2(b−a)π, c) π(cotg aπ−cotg bπ), d) 1

2

√
π/a e−(b2/4a),

e) 1
3π e−3(3 sin 1−cos 1) OV��IT, f) π(a+1) e−a

4a3
, g) π e−ab(1−ab)

4a , h) π e−ab(1+ab)
4b3

,

i) DOPLNIT, j) DOPLNIT, k)DOPLNIT, l) DOPLNIT, m) π√
2

e−
a
√
2

2

(
sin a

√
2

2 + cos a
√

2
2

)
,

n) −π
4 .

13.4 Co jsou to mnohozna£né funkce

De�nice funkce komplexní prom¥nné, uvedená na za£átku kapitoly, kon-
krétn¥ v odstavci 13.1.2, je formulována tak, ºe p°ipou²tí, aby funkce byla
mnohozna£ná. Je to toiº jakákoli relace f na mnoºin¥ C, resp. C+. Znamená
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to, ºe jedné hodnot¥ prom¥nné z ∈ C+ (vzoru) m·ºe p°íslu²et více hodnot
w ∈ C+, takºe �obrazem� hodnoty z je mnoºina f(z) = {w ∈ C+ | [z, w] ∈
f}. Uvedli jsme si také p°íklady mnohozna£ných funkcí � argument a n-tou
odmocninu, n ∈ N. Brzy potom jsme se dohodli, ºe zatím budeme uvaºo-
vat pouze o jednozna£ných funckích, tj. takových, pro n¥º je mnoºina f(z)
vºdy jednoprvková, takºe relace f je zobrazením, a to do chvíle, kdy dohodu
zru²íme. tato chvíle nyní nastala a za£neme se mnohozna£nými funkcemi
zabývat podrobn¥ji.

13.4.1 Prodlouºení holomorfní funkce podél k°ivek � moºné

výsledky

Moºná te¤ £ekáte, ºe de�nici mnohozna£ných funkcí za£neme odvíjet od
argumentu, jako jsme to ud¥lali v p°ípad¥ odmocnin (p°íklad 13.5) nebo lo-
garitmu (p°íklad 13.10). Do jisté míry by to ²lo. Lep²í by v²ak bylo mít obec-
n¥j²í postup, který umoºní charakterizovat v²echny vlastnosti mnohozna£-
ných funkcí. Za tu obecnost sice zaplatíme jistou �da¬� v podob¥ p°edpo-
kladu existence derivace funkcí, které budou ve h°e, tento p°edpoklad v²ak
nebude p°íli²ným omezením: funkce, které nemají derivaci alespo¬ v n¥jakých
oblastech, nejsou pro praktické ú£ely p°íli² vyuºitelné. Základním principem,
který k de�nici mnohozna£ných funkcí (s holomorfními jednozna£nými v¥t-
vemi) pouºijeme, je v¥ta o jednozna£nosti (v¥ta 13.17). I kdyº logaritmické
funkci je v¥nován následující samostatný odstavec, ukáºeme si na ní, o jaký
problém se jedná.

P°íklad 13.41: Logaritmus a v¥ta o jednozna£nosti
Logaritmickou funkci o základu e v reálném oboru, tj. p°irozený logaritmus
umíme podobn¥ jako jiné funkce rozvinout v Taylorovu °adu se st°edem x0

(s omezením na kladné hodnoty x0)

lnx = lnx0 +
∞∑
n=1

(−1)n−1

nxn0
(x− x0)n,

p°i£emº °ada konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ na intervalu (0, 2x0) (tohle jist¥
dokáºete zd·vodnit). Provedeme-li zám¥nu x → z, dostaneme °adu lokáln¥
stejnom¥rn¥ konvergentní v otev°eném kruhu B(x0, x0), viz obrázek 13.26,

Ln z = lnx0 +
∞∑
n=1

(−1)n−1

nxn0
(z − x0)n, Arg z ∈

[
0,
π

2

]
∪ [

3π

2
, 2π). (13.49)

Tato °ada p°edstavuje holomorfní funkci, která je holomorfním roz²í°ením
p°irozeného logaritmu z intervalu (0, x0) na oblast B(x0, x0). Vzhledem k
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Obrázek 13.26: Kam aº lze roz²í°it logaritmus.

tomu, ºe mnoºina (0, x0) má v B(x0, x0) hromadné body, je podle v¥ty 13.17
a jejích d·sledk· toto prodlouºení jediné. (Dokonce v²echny body intervalu
(0, x0) ⊂ R jsou jeho hromadnými body v B(x0, x0), i kdyº by zcela posta£il
jediný.) Sou£et °ady nazveme p°irozeným logaritmem prom¥nné z. Zv¥t²ová-
ním hodnoty x0 (posouváním st°edu °ady po reálné ose vpravo) zv¥t²ujeme
oblast lokáln¥ stejnom¥rné konvergence °ady, a tedy de�ni£ního oboru loga-
ritmu.

Zp·sobem, který jsme ukázali v p°íkladu 13.41, dokáºeme logaritmus de-
�novat pouze v pravé polorovin¥ Gaussovy roviny. Do levé se v ºádném
p°ípad¥ nedostaneme. Zdá se, ºe tento zp·sob, jak de�novat logaritmus v
komplexní rovin¥, je oproti tomu, který jsme pouºili v p°íkladu 13.10, velice
nedokonalý. Jist¥ by to byla pravda, kdybychom polohu st°edu Taylorovy
°ady skute£n¥ omezili jen na reálnou osu. K tomu nás v²ak nic nenutí. Po-
kusme se zp·sob roz²i°ování de�ni£ního oboru holomorfní funkce pomocí v¥ty
o jednozna£nosti zobecnit. Vyuºijeme k tomu schematický obrázek 13.27.
P°edpokládejme, ºe C je k°ivka s po£áte£ním bodem z0 a koncovým bodem
z, a ºe na otev°eném kruhu B(z0, r0) je de�nována holomorfní funkce fz0(ξ)
(symbolem ξ jsme zde ozna£ili obecnou prom¥nnou, aby se nepletla s ozna-
£ením koncového bodu z). Funkci fz0(ξ) budeme nazývat výchozí element.
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Obrázek 13.27: My²lenka a teoretický postup prodluºování podél k°ivek.

M·ºeme ji vyjád°it pomocí Taylorovy °ady

fz0(ξ) =
∞∑
n=0

c(0)
n (ξ − z0)n.

Zvolme bod z1 na k°ivce C tak, aby leºel v kruhu B(z0, r0) a rozvi¬me funkci
fz0(ξ) v °adu se st°edem z1,

fz1(ξ) =
∞∑
n=0

c(1)
n (ξ − z1)n,

a p°edpokládejme, ºe tato °ada stejnom¥rn¥ konverguje na jistém kruhu
B(z1, r1) (nemusí nutn¥ jít o nejv¥t²í moºný kruh konvergence). Pokra£o-
váním v této procedu°e nakonec dosp¥jeme k vyjád°ení Taylorov¥ °ad¥ kon-
vergentní na otev°eném kruhu, který bude obsahovat koncový bod z k°ivky
C. K°ivka C je takto pokryta otev°enými kruhy. Vzhledem k tomu, ºe k°ivka
(jako mnoºina bod· v C) je kompaktní, lze z tohoto pokrytí vybrat pokrytí
kone£né. Volíme je tak, aby obsahovalo výchozí z kruh· B(z0, r0). Kruhy
tvo°ící toto pokrytí ozna£íme B(zi, ri), i = 0, 1, . . . , zn, p°i£emº poslední z
nich, kruh B(zN , rN ), obsahuje bod z. Pak na B(zN , rn) dostaneme °adu

fzN (ξ) =
∞∑
n=0

c(N)
n (ξ − zN )n,
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jejímº vy£íslením v koncovém bod¥ z k°ivky C pak získáme hodnotu, kterou
zna£íme fz0,C(z). Tímto ozna£ením dáváme najevo, ºe hodnota závisí jak na
výchozím elementu, tak m·ºe záviset i na k°ivce C. Tímto postupem, sloºe-
ným z kone£ného po£tu krok·, jsme prodlouºili výchozí element podél k°ivky
C do bodu z. Hodnotu fz0,C(z) proto nazýváme výsledek analytického prodlou-
ºení výchozího elementu do bodu z podél k°ivky C. Uv¥domme si, ºe kdyº takto
postupujeme podél zadané k°ivky, musíme na konci dostat výsledek analy-
tického prodlouºení jednozna£n¥, tj. bez ohledu na to, jak volíme konkrétní
pokrývající kruhy. Pro£? Vyplývá to z v¥ty o jednozna£nosti 13.17. Uva-
ºujme o pr·niku kterýchkoli dvou �sousedních� kruh· t°eba hned B(z0, r0)
a B(z1, r1). Ozna£me jej D01. Je jist¥ neprázdný. Na B(z0, r0) máme holo-
morfní funkci fz0(z) ur£enou Taylorovou °adou se st°edem z0, na B(z1, r1)
holomorfní funkci fz1(z) °adou se st°edem z1. Na pr·niku hodnoty sou£tu
obou °ad splývají. Funkce fz1(z) je tedy holomorfním prodlouºením funkce
fz0(z) z oblasti D01 = B(z0, r0) ∩ B(z1, r1) na oblast B(z1, r1). Protoºe
oblast D01 má v B(z1, r1) hromadné body, je toto holomorfní prodlouºení
jediné. Tato úvaha je platná i pro dal²í dvojice sousedních kruh· v celém
�°et¥zu� B(z0, r0), B(z1, r1), . . ., B(zN , rN ). Pomocí uvedené procedury by
tedy bylo v principu moºné získat t°eba práv¥ hodnoty logaritmu i v levé
polorovin¥ Gaussovy roviny. Na druhé stran¥ jasné, ºe v podob¥, jak jsme ji
popsali, asi nebude vhodná pro praktické pouºití.

A je²t¥ si musíme poloºit otázku: co kdyº prodlouºíme daný výchozí ele-
ment z bodu z0 do bodu z podél jiné k°ivky, nap°íklad C̄? Dostaneme stejnou
hodnotu jako p°i prodlouºení podél, nebo jinou hodnotu, neº p°i prodlouºení
podél k°ivky C? Intuitivn¥ cítíme, ºe nebude-li kruh·m konvergence p°i pro-
dluºování �stát v cest¥� ºádná p°ekáºka, jíº by mohla být t°eba singularita,
nebo n¥jaká �díra� , jako je tomu na obrázku 13.17, m¥li bychom dostat stej-
nou hodnotu. V opa£ném p°ípad¥ by výsledek prodlouºení po r·zných k°iv-
kách mohl, ale nemusel, být odli²ný. Samoz°ejm¥, kdyby taková �p°ekáºka�
leºela p°ímo na k°ivce, prodlouºení by se nedalo provést � procedura by se
jednodu²e na takové p°ekáºce �zarazila� . Pokud proceduru prodlouºení vý-
chozího elementu fz0(z) z bodu lze uskute£nit, °ekneme, ºe výchozí element
�lze prodlouºit� podél zadané k°ivky.

Shr¬me nyní vý²e uvedené úvahy a názvosloví i formáln¥ v následující
de�nici.

Nech´ C je k°ivka s po£áte£ním bodem z0 a koncovým bodem z a fz0(ξ)
funkce holomorfní v jistém kruhu B(z0, r0). Tuto funkci nazveme výchozí
element, n¥kdy také výchozí analytický element. Je-li moºné vý²e uvedenou
procedurou získat hodnotu fz0,C(z), °ekneme, ºe výchozí element fz0(ξ) lze
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analyticky prodlouºit podél k°ivky C. Hodnotu fz0,C(z) pak nazýváme výsledek
analytického prodlouºení výchozího elementu fz0(ξ) do bodu z podél k°ivky C.
Funkce vznikající prodluºováním výchozích element· nazýváme analytické.

Pozn.: P°emý²livé £tená°e m·ºe napadnout, zda p°i analytickém prodlu-
ºování výchozího elementu nem·ºe nastat problém, není-li parametrizace
k°ivky C prostým zobrazením, tj. protíná-li k°ivka sama sebe. Jak na takové
�k°iºovatce� poznáme, jak bude prodluºovací procedura pokra£ovat? Odpo-
v¥¤ je jednoduchá: splývající body C(t1), C(t2) ∈ C, t1, t2 ∈ [α, β], jsou
�odli²eny� práv¥ odpovídajícími hodnotami parametru, t1 6= t2. (N¥které
u£ebnice a monogra�e kv·li tomu zavád¥jí v podstat¥ samoú£elný pojem
funkce de�nované na k°ivce jako zobrazení t→ F (t) = (t, f(C(t))) ∈ R×C,
a poté pojem funkce analytické na k°ivce. V tomto textu se v²ak bez nich
obejdeme.)

Následující v¥ta £áste£n¥ odpovídá na otázky, které jsme si poloºili: nakolik
mohou £i nemohou být výsledky prodlouºení daného výchozího elementu
fz0(ξ) do bodu z po r·zných k°ivkách spojujících body z0 a z r·zné.

V¥ta 13.25 (o monodromii): Nech´ D je oblast obsahující body z0 a z a
nech´ fz0(ξ) je funkce holomorfní na jistém kruhu B(z0, r0) ⊂ D. P°edpo-
kládejme, ºe výchozí element fz0(ξ) lze analyticky prodlouºit do bodu z podél
v²ech k°ivek spojujících body z0 a z a leºících v oblasti D. jsou-li k°ivky C a C̄
náleºející do takového souboru k°ivek homotopické, je výsledkek analytického
prodlouºení výchozího elementu podél kaºdé z nich shodný, tj. fz0,C = fz0,C̄.

Dokázat tuto v¥tu není obtíºné. Nejprve ov²em musíme °íci, co jsou to ho-
motopické k°ivky. Sta£í, abychom tento pojem de�novali pouze pro k°ivky
se spole£nými krajními body.

P°edpokládejme, ºe k°ivky C a C̄ leºící v oblasti D ⊂ C mají spole£ný po£á-
te£ní bod z0 a koncový bod z. Tyto k°ivky se nazývají homotopické, existuje-
li spojité zobrazení

H : [0, 1] 3 s −→ H(s) = Cs ⊂ D

takové, ºe C0 = C a C1 = C̄.

P°íkladem m·ºe být t°eba lineární zobrazení, Cs = (1− s)C + sC̄.
Vra´me se k v¥t¥ o monodromii a povaºujme její p°edpoklady za spln¥né.

Navíc p°edpokládejme, ºe k°ivky C a C̄ jsou homotopické. Výchozí element
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fz0(ξ) jsme prodlouºili podél k°ivky C procedurou popsanou vý²e. Znamená
to, ºe jsme z pokrytí k°ivky otev°enými kruhy, jejichº zavád¥ní jsme v pro-
cedu°e popsali (a které samoz°ejm¥ m·ºeme volit tak, aby leºely v oblasti
D), vybrali kone£né podpokrytí O = {B(z0, r0), . . . , B(zN , rN )}, tak, aby
z ∈ B(zN , rr). Sjednocením t¥chto kruh· je oblast, která obsahuje k°ivku
C a je podmnoºinou oblasti D. Existuje hodnota s ∈ [0, 1] tak, ºe k°ivka
Cs celá leºí v tomto sjednocení (obrázek 13.27). Provedeme-li nyní teoretic-
kou proceduru analytického prodluºování výchozího elementu podél k°ivky
Cs, dostaneme výsledek tohoto prodlouºení do bodu z, tj. fz0,Cs . Otev°ené
kruhy pokrývající k°ivku Cs p°i této procedu°e mají neprázdné pr·niky s
kruhy B(z0, r0) aº B(zN , rN ). Na kaºdém z t¥chto pr·nik· funkce vzniklé
postupn¥ jako holomorfní prodlouºení p·vodního elementu fz0(ξ) splývají,
jak plyne z jiº vícekrát zmi¬ované v¥ty o jednozna£nosti 13.17. Proto je na-
konec také fz0,C(z) = fz0,Cs , a to nezávisle na hodnot¥ s. Práv¥ provedenou
úvahu m·ºeme opakovat pro dal²í dvojici �dostate£n¥ blízkých� k°ivek Cs,
Cs′ , atd. Kdyby k°ivky C a C̄ nebyly homotopické, tj. kdyby se spojitému p°e-
chodu jedné v druhou postavila do cesty n¥jaká p°ekáºka typu singularity,
nebo díry, nebylo by moºné vý²e uvedenou argumentaci pouºít. To v²ak je²t¥
neznamená, ºe by výsledky analytického prodlouºení výchozího elementu po-
dél k°ivek, které nejsou homotopické, nemohly být stejné. Ze zn¥ní v¥ty o
monodromii pouze vyplývá, ºe výsledky prodlouºení podél homotopických
k°ivek shodné jsou.

P°íklad 13.42: Prodlouºení podél k°ivek, které nejsou homotopické, nemusí
vést k r·zným výsledk·m
Jako jednoduchý p°íklad situace popsané v názvu m·ºeme uvést t°eba vý-
chozí element f−1(ξ) = 1

ξ . Výsledek jeho analytického prodlouºení do bodu
z = 1 podél p·lkruºnic C : x(t) = eit, t ∈ [π, 0], a C̄ : x(t) = eit, t ∈ [π, 2π]
(obrázek 13.28) je stejný, i kdyº k°ivky C a C̄ nejsou homotopické ve smyslu
v¥ty 13.25. Pro£ je výsledek stejný? protoºe funkce f(ξ) = 1

ξ je na mnoºin¥
C \ {0} jednozna£ná. A pro£ nejsou k°ivky C a C̄ homotopické? Hned uvi-
díme. De�nujme oblast D t°eba jako prstenec P (0, R), R > 1, (nebo rovnou
jako C \ {0}). Výchozí element f−1(ξ) = 1

ξ lze analyticky prodluºovat podél
k°ivek leºících v této oblasti a spojujících body z0 = −1 a z = 1. Nelze jej
v²ak prodluºovat podél k°ivek procházejících bodem ξ0 = 0. Tento bod je
totiº singularitou funkce 1

ξ a p°ekáºkou procedury prodluºování. Brání tedy
i spojité deformaci k°ivky C v k°ivku C̄. Mnoºina k°ivek Cs p°i kaºdé ta-
kové deformaci by totiº musela nutn¥ obsahovat k°ivku procházející bodem
ξ0 = 0. Ta v²ak neleºí v oblasti D.
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Obrázek 13.28: K p°íkladu 13.42.

D·kaz v¥ty o monodromii fakticky zahrnoval jedno d·leºité tvrzení, které
te¤ formulujeme explicitn¥, aniº bychom je jiº museli dokazovat. Vypovídá
o prodluºování výchozího elementu podél �dostate£n¥ blízkých k°ivek� .

V¥ta 13.26: Jestliºe lze výchozí element fz0(ξ) analyticky prodlouºit podél
k°ivky C, pak existuje oblast D obsahující tuto k°ivku taková, ºe tento výchozí
element lze analyticky prodlouºit podél v²ech k°ivek, které v ní leºí. Výsledek
analytického prodlouºení podél t¥ch k°ivek, které mají s k°ivkou C stejné krajní
body, je stejný.

A je²t¥ jeden d·leºitý p°ímý d·sledek plyne z v¥ty o monodromii. Zamyslete
se nad jeho d·kazem sami:

Funkce analytická v jednodu²e souvislé oblastiD je v této oblasti holomorfní.

Te¤ je jiº v²e p°ipraveno pro formulaci v¥ty, která odpovídá na otázku, kolik
moºných r·zných výsledk· prodlouºení daného výchozího elementu fz0(ξ)
nejvý²e existuje. V p°edchozích úvahách jsme uvaºovali pouze o p°ípadech,
kdy bod z leºel v neroz²í°ené Gaussov¥ rovin¥, v¥ta v²ak je obecn¥j²í, zahr-
nuje i bod z =∞.

V¥ta 13.27: Kaºdému bodu z ∈ C+ odpovídá nejvý²e spo£etn¥ mnoho hodnot
dané analytické funkce. Neboli: r·zných výsledk· analytického prodlouºení
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daného výchozího elementu fz0(ξ) do bodu z, kde z ∈ C+ je libovolný bod, je
nejvý²e spo£etn¥ mnoho.

D·kaz této v¥ty je názorný, je-li z libovolný bod v C. Je z°ejmé, ºe kaºdou
z moºných hodnot analytické funkce v tomto bod¥ lze dostat jako výsle-
dek analytického prodlouºení výchozího elementu podél n¥které z k°ivek s
krajními body z0 a z. Ozna£me ji C. Nech´ O je pokrytí této k°ivky ote-
v°enými kruhy. Dále je z°ejmé, ºe existuje lomená £ára L s týmiº krajními
body taková, ºe její vrcholy (s moºnou výjimkou krajních bod·) mají ob¥
sou°adnice racionální a pokrytí O pokrývá i ji. Mnoºina C ∪L je kompaktní,
a proto lze z jejího otev°eného pokrytí O vybrat kone£né podpokrytí O0.
K°ivky C a L jsou homotopické, proto, jak plyne z v¥ty o monodromii, platí
fz0,C(z) = fz0,L(z). �ar typu L je ov²em spo£etn¥ mnoho. Více výsledk·
analytického prodlouºení výchozího elementu fz0(ξ) do bodu z uº tedy být
nem·ºe. Samoz°ejm¥, kolik je výsledk· analytického prodlouºení ve skute£-
nosti, to závisí na jednotlivých p°ípadech. Nejd·leºit¥j²ím z nich se budeme
v¥novat v dal²ích odstavcích.

13.4.2 Logaritmus jako základ mnohozna£ných funkcí

P°ipome¬me, ºe logaritmus jako mnohozna£nou funkci, konkrétn¥ relaci

f(z) = {w ∈ C |w = ln |z|+ i(Arg z + 2kπ), k ∈ Z}

jsme zavedli uº v odstavci 13.1.3 (p°íklad 13.10, vztah (13.7)). Pro kaºdý
bod z 6= 0, ∞ dostáváme spo£etn¥ mnoho hodnot w, daných mnohozna£-
ností argumentu prom¥nné z. Dal²í �verzi� logaritmu v podob¥ holomorfního
roz²í°ení reálné Taylorovy °ady do pravé poloroviny Gaussovy roviny (s vy-
jmutým bodem z = 0) máme v p°íkladu 13.41. Otázkou je, zda jeho hodnoty
získané tímto roz²í°ením splývají s hodnotami danými vztahem (13.7) pro
Arg z ∈ [0, π2 ]∪ [3π

2 , 2π). A je²t¥ máme moºnost vyjád°it hodnoty logaritmu
na mnoºin¥ C \ {0}, tj. pro z 6= 0, ∞, pomocí analytického prodluºování
podél k°ivek. Je pot°eba zvolit vhodný výchozí element. Pom·ºeme si op¥t
znalostmi z reálného oboru. Víme, ºe v reálném oboru je funkce lnx, aº na
konstantu, primitivní funkcí k funkci 1

x , m·ºeme jej proto vyjád°it ve tvaru
integrálu jako funkce horní meze

lnx =

x∫
1

dx

ξ
.
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Poloºme z0 = 1. Zám¥nou x→ z dostaneme výchozí element

f1(ξ) =

ξ∫
1

dζ

ζ
, (13.50)

který je holomorfní funkcí v kaºdé jednodu²e souvislé oblasti Gaussovy roviny
obsahující bod z0 = 1 a neobsahující bod 0 a nezávisí na tvaru k°ivky, která
spojuje bod z0 = 1 s bodem ξ. Zvolme libovoln¥ bod z ∈ C \ {0}, do n¥hoº
budeme výchozí element prodluºovat podél k°ivek, které za£ínají v bod¥
z0 = 1 a kon£í v bod¥ z. Samoz°ejm¥, ºádná z t¥chto k°ivek nesmí procházet
bodem ξ0 = 0 (vzpomenete si pro£?). Zvolme k°ivku C s po£áte£ním bodem
z0 = 1 a koncovým bodem z tak, aby neprocházela bodem 0, a k°ivku C0

zvolme speciáln¥ podle obrázku 13.29, ale se rovn¥º s po£áte£ním bodem
z0 = 1 a koncovým bodem z. K°ivka C0 je tvo°ena úse£kou spojující body
ζ1 = 1 a ζ2 = |z| a £ástí kruºnice ζ = |z| eit, t ∈ [0, Arg z. (P°ipome¬me si, ºe
argument s velkým �A� znamená hlavní hodnotu, tj. tu, která leºí v intervalu
[0, 2π).) Prodlouºením výchozího elementu (13.50) do bodu z podél k°ivky
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Obrázek 13.29: Logaritmus.
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C0 dostaneme

Ln z = f1,C0(z) =

∫
C0

dζ

ζ
=

|z|∫
1

dx

x
+

Arg z∫
0

i|z| eit

|z| eit
dt = ln |z|+ i Arg z. (13.51)

Výsledek analytického prodlouºení výchozího elementu do bodu z podél
k°ivky C0 je shodný z hodnotou logaritmu z p°íkladu 13.10. A pokud bod z
leºí v pravé polorovin¥ Gaussovy roviny pak musí být shodný také s hod-
notou, kterou získáváme holomorfním roz²í°ením logaritmu z reálné osy do
této poloroviny, daným vztahem (13.49). Analytické prodlouºení výchozího
elementu podél k°ivky C do bodu z dostaneme jako integrál

f1,C(z) =

∫
C

dξ

ξ
.

V²imn¥me si, ºe k°ivky C a C0 na obrázku 13.29 nejsou homotopické. Uvi-
díme, jaký vliv to má na výsledek analytického prodlouºení. Uvaºujme o
uzav°eném jednorozm¥rném singulárním °et¥zci Γ de�novaném jako formální
sou£et Γ = C + (−C0). Platí∫

Γ

dξ

ξ
=

∫
C

dξ

ξ
−
∫
C0

dξ

ξ
.

Na druhé stran¥ platí ∫
Γ

dξ

ξ
=

1

2πi
IndΓ(0),

proto
lnC(z) = f1,C(z) = Ln (z) + 2πi IndC+(−C0)(0). (13.52)

Dostali jsme obecný p°edpis pro v²echny hodnoty logaritmu. Jiné nejsou
moºné. Index bodu ξ0 = 0 vzhledem k libovolné uzav°ené k°ivce, resp. uza-
v°enému jednorozm¥rnému singulárnímu °et¥zci, je celo£íselný. Hodnoty lo-
garitmu dané vztahem (13.52) jsou totoºné s hodnotami (13.7). Funkce lo-
garitmus je analytická v oblasti C+ \ {0, ∞}. Body 0 a ∞ jsou body v¥tvení
nekone£ného (spo£etného) °ádu.

Tzv. k-tá v¥tev logaritmu je jednozna£ná funkce

lnk(z) = Ln (z) + i2kπ, Ln (z) = ln0(z) = ln |z|+ iArg z, k ∈ Z

Kaºdé této v¥tvi p°íslu²í jeden Reimann·v list, jímº je Gaussova rovina s
vý°ezem podél nezáporné, nebo nekladné £ásti reálné osy, podle toho, ja-
kou konvenci pro interval hlavní hodnoty argumentu zvolíme. Ob¥ moº-
nosti jsou vid¥t na obrázku 13.29 vpravo, vý°ez je zakreslen £erven¥. Volb¥
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Arg z ∈ (−π, π) odpovídá vý°ez podél nekladné £ásti reálné osy, tj. Rieman-
n·v list C \ (−∞, 0], volb¥ Arg z ∈ (0, 2π) pak vý°ez podél nekladné £ásti
reálné osy, tj. Riemann·v list C \ [0, ∞). Logaritmus má spo£etn¥ mnoho
Riemannových list·, ozna£me je Rk, k ∈ Z. V²echny jsou stejné (jsou kopi-
emi Gaussovy roviny s vý°ezem) a p°edstavují mnoºinu, v níº se pohybuje
prom¥nná z. Pro daný bod z na k-tém Riemannov¥ listu, z ∈ Rk, nabývá
logaritmus hodnoty lnk(z) = ln0(z) + i2kπ. Vý°ez na Riemannov¥ listu zaru-
£uje, ºe ºádná uzav°ená k°ivka, která v n¥m leºí, nem·ºe obejít bod ξ0 = 0.
Prom¥nná z tedy �z·stává� na tomto listu a hodnota logaritmu �z·stává�
hodnotou k-té v¥tve. k-tý Riemann·v list logaritmu je (nejv¥t²ím moºným)
de�ni£ním oborem k-té (jednozna£né) v¥tve této (mnohozna£né) analytické
funkce.

Z úvah v odstavci 13.1.2 víme, ºe slepením Riemannových list· podél
vý°ez· (pro p°ípad odmocniny vzpome¬te na obrázek 13.4) získáme Rie-
mannovu plochu, která jiº �p°elévání� v¥tví umoº¬uje. Touto problematikou
se dále nebudeme zabývat.

13.4.3 Dal²í mnohozna£né funkce

Logaritmus je základem pro zavedení dal²ích elementárních mnohozna£ných
funkcí. První na °ad¥ je obecná mocnina.

Obecná mocnina

V oboru reálné prom¥nné je obecná mocnina de�nována vztahem

xα = eα lnx, x > 0, α ∈ R.

Odtud se volba výchozího elementu obecné mocniny p°ímo nabízí ve tvaru

fz0(ξ) = ξα = eαLn ξ, z 6= 0, ∞, α ∈ C. (13.53)

Tento výchozí element nazýváme hlavní hodnota, resp. hlavní v¥tev analy-
tické funkce zα. Je holomorfní funkcí v Gaussov¥ rovin¥ s vý°ezem podél
nezáporné, resp. nekladné £ásti reálné osy (vý°ez je t°eba ud¥lat kv·li lo-
garitmu). P°ípadné dal²í v¥tve této funkce jsou dány v¥tvemi logaritmu, ale
nejen jimi. Závisí také na exponentu α. Nech´ C je stejn¥ jako u logaritmu
k°ivka spojující bod z0 = 1 a obecný bod z ∈ C, z 6= 0, která neprochází bo-
dem ξ0 = 0. Výsledek analytického prodlouºení výchozího elementu obecné
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mocniny podél této k°ivky je ur£en výsledkem analytického prodlouºení vý-
chozího elementu logaritmu, tj.

fz0,C(z) = (zα)C eα(Ln z+2πi IndC+(−C0)(0)) = zα e2πiαk, (13.54)

kde k = IndC+(−C0) ∈ Z. Po£et r·zných výsledk· analytického prodlouºení
výchozího elementu zα závisí na exponentu α takto:
• Pro α ∈ Z je sou£in αk celé £íslo a e2πiαk = 1. Funkce zα je v ta-
kovém p°ípad¥ jednozna£ná (a ani jsme nic jiného ne£ekali, nebo´ to,
ºe celo£íselné mocniny prom¥nné z jsou jednozna£nými funkcemi, je
z°ejmé).

• Pro α ∈ Q lze sou£in kα zapsat ve tvaru kα = m + p
q , kde m ∈ Z,

p, q ∈ N, 1 < p < q, a £ísla p a q jsou nesoud¥lná. V tom p°ípad¥ je
výsledek analytického prodlouºení obecn¥ tvaru

(zα)C = zα e
2πi p

q , p ∈ {0, 1, . . . , q − 1}.

Máme tak q r·zných výsledk· analytického prodlouºení racionální moc-
niny. Op¥t se nedivíme, nebo´ jsme jiº d°íve d·kladn¥ rozebrali od-
mocniny typu n

√
z = z1/n, n ∈ . Body 0 a ∞ jsou body v¥tvení q-tého

°ádu funkce z
p
q . Riemannova plocha má q list·, p°i£emº kaºdý z nich je

Gaussova rovina s vý°ezem podél nekladné, nebo nezáporné reálné osy.
Listy na sebe navazují slepením podél vý°ez· a tvo°í tak Riemannovu
plochu. (Horní £ást vý°ezu k-tého listu je slepena s dolní £ástí vý°ezu
(k−1)-tého listu, k = 1, . . . , q−1, horní £ást vý°ezu (q−1)-tého listu
je slepena s dolní £ásti vý°ezu nultého listu.)

• Je-li α obecné reálné, nebo komplexní £íslo, a nenastane n¥který z
p°edhozích p°ípad·, je r·zných výsledk· analytického prodlouºení vý-
chozího elementu zα nekone£n¥, ale spo£etn¥ mnoho (víc jich uº být
nem·ºe).

P°íklad 13.43: Charakter mnohozna£nosti obecné mocniny
Jak to vypadá s hodnotami obecné mocniny, p°esn¥ji °e£eno s moºnými vý-
sledky analytického prodlouºení jejího výchozího elementu, nejlépe uvidíme,
vy£íslíme-li reálnou a imaginární £ást v obecném p°ípad¥. P°edpokládejme,
ºe exponent α je obecn¥ komplexní, α = a + ib. Nejprve vyjád°íme výchozí
element:

zα =
(
|z| eiArg z

)(a+ib)
= |z|a eib ln |z| eiArg z(a+ib) = |z|a e−bArg z ei(b ln |z|+aArg z) =
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= |z|a e−bArg z (cos (b ln |z|+ aArg z) + i sin (b ln |z|+ aArg z))

Ozna£me (zα)k = (zα)C , je-li IndC+(−C0)(0) = k. Pak

(zα)k = zα ei2αkπ = zα ei2(a+ib)kπ = zα e−2bkπ (cos 2akπ + i sin 2akπ) .

Vidíme, ºe mnohozna£nost obecné mocniny se projeví nejen mnohozna£ností
argumentu, ale i mnohozna£ností absolutní hodnoty, která je dána faktorem
e−2bkπ. Ta �zmizí� , bude-li b = 0, tj. bude-li exponent α reálný. V p°ípad¥
b 6= 0 je obecná mocnina v kaºdém p°ípad¥ mnohozna£ná, a to i pro ak ∈ Z,
kdy je ei2akπ = 1.

P°íklad 13.44: Analytické prodlouºení z bodu z do bodu z
Nadpis p°íkladu se m·ºe zdát divný: zm¥ní se n¥co, p°ejdeme-li z bodu z
(z 6= 0) zase do bodu z? M·ºe se zm¥nit. Prodluºujeme p°ece podél k°ivek,
k nimº pat°í i takové, které v bod¥ z za£ínají i kon£í. Záleºí pak na tom,
kudy vede jejich cesta. Uvaºujme o uzav°ené k°ivce C′ procházející bodem z.
V jistém kruhovém okolí bodu z jsou de�novány jednozna£né v¥tve obecné
mocniny. Zvolme t°eba v¥tev (zα)k. Víme o ní, ºe ji lze získat analytickým
prodlouºením výchozího elementu zα podél k°ivky C spojující body z0 = 1
a z, je-li IndC+(−C0) = k (C0 je k°ivka z obrázku 13.29). Platí

(zα)C′+C = zα e2πiα IndC′+C+(−C0)
(0),

odkud dostáváme vcelku praktický vztah

(zα)C′ = (zα)k e2πiα IndC′ (0). (13.55)

Vyjád°ení obecné mocniny m·ºeme je²t¥ dále zobecnit. D·leºitá je nap°íklad
funkce (z− β)α, tj. jakási �posunutá� obecná mocnina. Body v¥tvení jsou β
a ∞. Vztah (13.55) je pak t°eba modi�kovat takto:

((z − β)α)C′ = ((z − β)α)k e2πiα IndC′ (β). (13.56)

Vzorec (13.56) hned vyzkou²íme. Uvaºujme o analytické funkci F (z) = 4
√

1− z4

a její v¥tvi ur£ené hodnotou F (0) = 1. Je to holomorfní funkce de�novaná
na jistém okolí bodu z0 = 0. Povaºujme ji za výchozí element f0(ξ). Na²ím
úkolem je analyticky prodlouºit tento element podél k°ivky C′ znázorn¥né
na obrázku 13.30. Provedeme rozklad na jednoduché obecné mocniny

1−z4 = (−1)(z+1)(z−1)(z+i)(z−i),
4
√

1− z4 = (−1)
1
4 (z+1)

1
4 (z−1)

1
4 (z+i)

1
4 (z−i)

1
4
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Obrázek 13.30: K p°íkladu 13.44.

a budeme hledat analytické prodlouºení kaºdé z nich podél k°ivky C′. Obecn¥
m·ºeme vzít za výchozí element analytického prodlouºení kaºdé z odmocnin
její libovolnou v¥tev, ozna£me ji indexem v (výchozí v¥tev). Pouºitím vztahu
(13.56) dostaneme(

4
√
z + 1

)
C′

=
(

4
√
z + 1

)
v

e
2πi
4

IndC′ (−1) = 1,(
4
√
z − 1

)
C′

=
(

4
√
z − 1

)
v

e
2πi
4

IndC′ (1) =
(

4
√
z − 1

)
v

e
iπ
2 ,(

4
√
z + i

)
C′

=
(

4
√
z + i

)
v

e
2πi
4

IndC′ (−i) =
(

4
√
z + i

)
v

e−
iπ
2 ,(

4
√
z − i

)
C′

=
(

4
√
z − i

)
v

e
2πi
4

IndC′ (i) =
(

4
√
z − i

)
v

e−
iπ
2 , (13.57)

a pak (
4
√

1− z4
)
C′

= 4
√
−1
(

4
√
z4 − 1

)
C′

= −i 4
√
−1
(

4
√
z4 − 1

)
v
.

Podle zadání je 4
√

(−1)
(

4
√
z4 − 1

)
v

= 1 pro z = 0, proto
(

4
√

1− z4
)
C′

=

−i, z = 0.

Z logaritmu jsou odvozeny n¥které dal²í analytické (mnohozna£né) funkce,
jichº si nyní stru£n¥ v²imneme.

Arkustangens
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Taylorova °ada (se st°edem v nule) arkustangenty jako reálné funkce reálné
prom¥nné je

arctg x =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1.

Oborem její lokáln¥ stejnom¥rné konvergence je interval (−1, 1). Po zám¥n¥
x→ z dostaneme °adu

Arctg z =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
z2n+1,

která konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ v kruhuB(0, 1) a na intervalu (−1, 1) ⊂
R splývá s reálnou arkustangentou. Podle v¥ty o jednozna£nosti je tato °ada
holomorfním roz²í°ením funkce arctg x na kruh B(0, 1) ⊂ C (nezapome¬me,
ºe kaºdý bod intervalu (−1, 1) je jeho hromadným bodem leºícím v B(0, 1)).
Hodnoty funkce arkustangens v dal²ích bodech Gaussovy roviny získáme
analytickým prodluºováním vhodného výchozího elementu. Podobn¥ jako u
logaritmu sta£í abychom, si uv¥domili, ºe v reálném oboru je funkce arctg x
primitivní funkcí k 1

1+x2
a �p°enesli� do komplexní roviny. Zvolme proto

výchozí element ve tvaru

f0(ξ) =

ξ∫
0

dζ

1 + ζ2
. (13.58)

M·ºeme jej analyticky prodluºovat podél v²ech k°ivek spojujících body z0 =
0 a z ∈ C, které neprocházejí ºádným z bod· ±i. Rozkladem integrandu
ve vztahu (13.58) na parciální zlomky p°evedeme celý problém na problém
logaritmu:

1

1 + ζ2
=

1

2i

1

ζ − i
− 1

2i

1

ζ + i
,

Arctg z =
1

2i

z∫
0

dζ

ζ − i
− 1

2i

z∫
0

dζ

ζ + i
=

1

2i
Ln
z − i

−i
− 1

2i
Ln
z + i

i
,

Arctg z =
1

2i
Ln

1 + iz

1− iz
, arctg z =

1

2i
ln

1 + iz

1− iz
. (13.59)

Prodlouºili jsme tak výchozí element arkustangenty do Gaussovy roviny s
výjimkou bod· z = ±i a dokonce jej m·ºeme pouºít i pro bod z =∞, nebo´
limz→∞

1
2i Ln 1+iz

1−iz = π
2 .
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Funkce arkustangens je analytická v dvojnásobn¥ souvislé oblasti C+ \
{−i, i} (a lze ji tedy prodluºovat podél libovolných k°ivek, které v této oblasti
leºí). Zvolme v oblasti C+ \ {−i, i} uzav°enou k°ivku C′. Pak

(arctg z)C′ =
1

2i

[
ln (z − i)

−i

]
C′
− 1

2i

[
ln (z + i)

i

]
C′

=

=
1

2i

[
Ln(z − i)

−i
+ 2πi IndC′(i)

]
− 1

2i

[
Ln(z + i)

i
+ 2πi IndC′(−i)

]
=⇒

(arctg z)C′ = Arctg z + π [IndC′(i)− IndC′(−i)] (13.60)

Jednozna£né v¥tve arkustangenty jsou de�novány na C+ s vý°ezy podél ima-
ginární osy za£ínajícími v bodech i a −i, tj. C \ ((−∞, −i] ∪ [i, ∞)). (Tento
vý°ez zajistí, aby ºádná k°ivka nemohla ob¥hnout body −i a i ani jednotliv¥,
ani jejich dvojici.) Dodejme je²t¥, ºe hlavní v¥tev Arctg z splývá na reálné
ose s funkcí arctg x.

Arkussinus

Taylorova °ada reálné funkce arcsinx se st°edem v bod¥ z0 = 0

arcsinx =
∞∑
n=0

(2n)!

22n(2n+ 1)(n!)2
x2n+1

konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ na intervalu (−1, 1) (vypo£t¥te polom¥r kon-
vergence). Po zám¥n¥ x→ z dostaneme °adu

Arcsin z =
∞∑
n=0

(2n)!

22n(2n+ 1)(n!)2
z2n+1, (13.61)

která konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ v kruhu B(0, 1). K vyjád°ení hlavní
hodnoty arkussinu v oboru komplexní prom¥nné pouºijeme °e²ení rovnice
z = sinw = 1

2i(e
iw − e−i), tj.

eiw = iz +
√

1− z2,

Arcsin z = −i Ln
[
iz +

√
1− z2

]
, arcsin z = −i ln

[
iz +

√
1− z2

]
.

(13.62)
P°i výpo£tu hlavní hodnoty arkussinu se volí hlavní hodnota odmocniny
(1 − z2)

1
2 . Funkce argkussinus není de�nována v bodech ±1 (body v¥tvení

odmocniny) a v bod¥ ∞ (bod v¥tvení logaritmu). Funkce arkussinus je ana-
lytická v oblasti C \ {−1, 1} (trojnásobn¥ souvislá oblast v C+, nebo´ z C+
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jsou vyjmuty body ±1 a ∞). Jednozna£né holomorfní v¥tve jsou de�novány
na oblasti C+ \ ((−∞, −1] ∪ [1, ∞) ∪ {∞}).

Zkusme prov¥°it, co se stane, prodlouºíme-li funkci Arcsin z podél kruº-
nice K o polom¥ru % < 1 se st°edem nap°íklad v bod¥ 1 (jeden z bod· v¥tvení
odmocniny vystupující ve vyjád°ení arkussinu). Volba polom¥ru % < 1 za-
jistí, aby kruºnice �neob¥hla� bod 0, který je bodem v¥tvení logaritmu. P°i
takovém ob¥hu dojde k zám¥n¥ v¥tví odmocniny, tj.

√
1− z2 → −

√
1− z2,

tj.

(arcsin z)K = −i Ln
[
iz −

√
1− z2

]
= −i Ln

z2 − (1 + z2)

iz +
√

1− z2
=

= −i
[
Ln (−1)− Ln (iz +

√
1− z2)

]
, tj.

(arcsin z)K = (arcsin z)C′ = π −Arcsin z, (13.63)

kde C′ je libovolná (uzav°ená) k°ivka homotopická s kruºnicí K. Obdobná
úvaha by platila, kdybychom podél zmín¥né kruºnice K £i k°ivky C′ prodlu-
ºovali jinou výchozí v¥tev arkussinu (arcsin z)v neº hlavní, tj. (arcsin z)v,C′ =
π− (arcsin z). Pokuste se o podobnou úvahu pro bod v¥tvení odmocniny −1.

13.4.4 Mnohozna£né funkce a integrál, fyzikální aplikace

V tomto odstavci uvedeme ukázky výpo£tu reálných integrál·, jejichº in-
tegrandy obsahují po p°echodu do komplexního oboru mnohozna£né funkce.
P°i výpo£tu je pak t°eba dávat pozor, zda integra£ní k°ivka p°echází mezi
v¥tvemi mnohozna£né funkce a v kladném p°ípad¥ tutu skute£nost respekto-
vat integrováním �správné� v¥tve. Ukáºeme také realistické p°ípady fyzikální
aplikace z oblasti fyziky pevných látek, kde se mnohozna£né funkce vyskyt-
nou.

P°íklad 13.45: Integrál obsahující logaritmus
Úskalí integrace mnohozna£ných funkcí ukáºeme nejprve na jedné z nejty-
pi£t¥j²ích situací, kdy integrand obsahuje logaritmus. Máme za úkol spo£ítat
pomocí p°echodu do komplexního oboru reálný integrál

I =

∞∫
0

lnx

(x2 + 1)2
dx.

Zám¥na prom¥nné se jeví jasná, jednodu²e x → z, integrovaná funkce bude
mít tvar f(z) = ln z

(z2+1)1
. Funkce ln z je analytická v C+ \{0, ∞, i, −i}. Body

0 a ∞ jsou body v¥tvení, body ±i jsou dvojnásobné póly.
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Tvar integrandu (polynom £tvrtého stupn¥ ve jmenovateli a �jen� loga-
ritmus v £itateli) napovídá, ºe integrál po �velké� p·lkruºnici KR, R → ∞
by mohl být nulový. Samoz°ejm¥ za chvíli provedeme po°ádný odhad. In-
tegra£ní k°ivka se v²ak musí vyhnout bodu v¥tvení logaritmu z0 = 0. Zdá
se, ºe by mohla být pouºita integra£ní k°ivka na obrázku 13.23 vpravo. Vez-
m¥me v úvahu hlavní hodnotu logaritmu Ln z, v horní polorovin¥, v níºe leºí
�kandidát� na integra£ní k°ivku, je Arg z ∈ [0, π], k°ivka neobíhá bod v¥t-
vení, proto hodnota logaritmu �z·stává� na hlavní v¥tvi. Vyjád°íme integrál
po zmín¥né k°ivce C = U1 +Kr + U2 +KR:

∫
C

Ln z

(z2 + 1)2
dz =

−r∫
−R

Ln z

(z2 + 1)2
dz+

∫
Kr

Ln z

(z2 + 1)2
dz+

R∫
r

Ln z

(z2 + 1)2
dz+

∫
KR

Ln z

(z2 + 1)2
dz.

Provedeme nejprve odhady integrál· po p·lkruºnicích. Na p·lkruºnici KR je
z = R eit, t ∈ [0, π], tj. |Ln z| =

√
ln2R+ t2 ≤

√
ln2R+ π2. Pak∣∣∣∣∣∣∣

∫
KR

Ln z

(z2 + 1)2
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
KR

| ln z|
|z2 + 1|2

≤
π∫

0

√
ln2R+ π2

R4(1−R−2)2
dt = π

√
ln2R+ π2

R3(1−R−2)2
−→ 0

pro R→∞. Na p·lkruºnici Kr je z = r eit, t ∈ [π, 0], |Ln z| = | ln r + eit| ≤√
ln2 r + π2. Postupnými odhady pak dostaneme∣∣∣∣∣∣∣

∫
Kr

Ln z

(z2 + 1)2
dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Kr

| ln z|
|z2 + 1|2

≤
0∫
π

√
ln2 r + π2

|r2e2it + 1|2
dt ≤

≤
0∫
π

√
ln2 r + π2

|1− r2|2
dt = πr

√
ln2 r + π2

|1− r2|2
−→ 0 pro r → 0.

Zbývá vyjád°it integrály po úse£kách U1 a U2. Pro úse£ku U1 je situace jed-
noduchá, nebo´

∫
U1

Ln z

(z2 + 1)2
dz =

R∫
r

lnx

(x2 + 1)2
dx −→ I pror → 0, R→∞.

Na úse£ce U2 je Ln z = Lnx = ln (−x) + iπ. Substitucí x→ −x dostaneme

∫
U2

Ln z

(z2 + 1)2
dz = −

r∫
R

lnx+ iπ

(x2 + 1)2
dx −→ I + iπ

∞∫
0

dx

(x2 + 1)2
= I − π

2
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pro r → 0 a R→∞. (Pokud jste propo£ítali úlohy ve cvi£ení 13.3.5, hodnotu

integrálu
∞∫
0

dx
(x2+1)2

znáte z úlohy 12n).) Dostali jsme mezivýsledek

∫
C

Ln z

(z2 + 1)2
dz = 2I − i

π2

4
.

Platí v²ak také ∫
C

Ln z

(z2 + 1)2
dz = 2πi res f(i),

takºe od výsledku nás d¥lí pouze výpo£et rezidua funkce f(z) v bod¥ i,
který je dvojnásobným pólem funkce leºícím uvnit° integra£ní k°ivky C (p°i
výpo£tu budeme pot°ebovat hodnotu Ln i = π

2 ):

res f(i) = lim
z→i

d

dz

[
(z − i)2 Ln z

(z2 + 1)2

]
=
π

8
+

i

4
.

Porovnáním dvojího vyjád°ení integrálu
∫
C
f(z) dz dostaneme

2I − i
π2

4
= 2πi

(
π

8
+ i

i

4

)
=⇒ I = −π

2
.

P°íklad 13.46: Integrál obsahující obecnou mocninu
V aplikacích se £asto vyskytují reálné integrály obsahující obecnou mocninu,
nap°íklad ve tvaru

I =

∞∫
0

R(x)xα dx, α ∈ R,

kde R(x) je racionální lomená funkce a exponent α není celo£íselný. P°i
výpo£tu takového integrálu je op¥t vhodné p°ejít do komplecního oboru. In-
tegrovaná funkce bude sou£inem meromorfní funkce R(z) a obecné mocniny
zα, tj. f(z) = R(z) zα. Jejími póly jsou ko°eny jmenovatele funkce R(z) a
body 0 a ∞ jsou body v¥tvení. P°edpokládejme, ºe funkce R(z) má je²t¥
dal²í vlastnosti, týkající se jejího chování v blízkosti bod· v¥tvení mocniny,
konkrétn¥

lim
z→∞

zα+1R(z) = 0, lim
z→0

zα+1R(z) = 0

Integtra£ní k°ivka C bude v tomto p°ípad¥ jiná neº na jakou jsme dosud
zvyklí. Je na obrázku 13.31 vlevo. Platí∫

C

f(z) dz = 2πi
∑
k

res f(zk),
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Obrázek 13.31: K p°íklad·m 13.46 a 13.48.

kde index k £ísluje singularity (póly) leºící v oblasti obepnuté integra£ní
k°ivkou C = U∞ + KR + U2 + Kr. P°i vyjád°ení integrál· po jednotlivých
£ástech k°ivky C musíme dát pozor. úse£ce U2 je argument prom¥nné z o 2π
v¥t²í neº na úse£ce U1 (úse£ka U1 jde podél horní £ásti vý°ezu sm¥rem vpravo,
úse£ka U2 podél dolní £ásti vý°ezu sm¥rem vlevo). Zvolíme-li na úse£ce U1

jako výchozí hlavní v¥tev mocniny zα, na úse£ce U2 musíme po£ítat s v¥tví
(zα)KR = zα e2πiα. Dostáváme tak∫
C

=

∫
U1

R(z) zα dz +

∫
KR

R(z) zα dz +

∫
U2

R(z) (zα)KR dz +

∫
Kr

R(z) zα dz

Limitní vlastnosti funkce zα+1R(z) pro z → ∞ a z → 0 zaru£ují nulovou
limitu integrál· po kruºnicích KR a Kr (odhady prove¤te). V limit¥ R→∞
a r → 0 pak je

∞∫
0

R(x) zα dx+ e2πiα

0∫
∞

R(x) zα dx = 2πi
∑
k

res f(zk),

kde index k nyní £ísluje v²echny póly funkce f(z). Po malé úprav¥ je

∞∫
0

xαR(x) dx = − π

sinπα
eiπα

∑
k

res [zαR(zα)]zk .
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Tento obecný vztah pouºijeme hned v následujícím p°íkladu.

P°íklad 13.47: Komplexní permitivita v okolí kritických bod· sdruºené
hustoty elektronových stav·
Do teorie pevných látek se v tomto textu nem·ºeme pono°it. Proto budeme
v¥°it, ºe tzv. komplexní permitivita látky (co to je komplexní permitivita
vysv¥tlíme v kapitole o Laplaceov¥ transformaci) je dána integrálem

ε(ω + iη)− 1 =

∞∫
0

Jcvω
′ dω′

ω′[(ω′)2 − (ω + iη)]
,

kde η je kladná konstanta (tzv. roz²i°ovací parametr). Komplexní funkce
ε(ω + iη) reálné prom¥nné ω uvedeného tvaru je rozhodující pro tvar optic-
kých spekter pevné látky v okolí p°ímých mezipásových p°echod· elektron·.
Veli£ina Jcv(ω′) je jiº zmín¥ná sdruºená hustota elektronových stav· valen£-
ního a vodivostního pásu látky. V typickém p°ípad¥ tzv. kritického bodu
3DM0 (trojdimenzionální minimum sdruºené hustoty stav·) závisí na (re-
álné) prom¥nné ω′ vztahem Jcv(ω

′) = K
√
ω′ − ωg pro ω′ ≥ ωg, pro ω′ < ωg

je nulová. Konstanta ωg je kruhová frekvence odpovídající energiové vzdá-
lenosti valen£ního a vodivostního pásu v bod¥ p°ímého mezipásového p°e-
chodu, Eg = h̄ωg. S uváºením konkrétního vztahu pro funkci Jcv(ω′) a po
substituci x = ω′ − ωg dostaneme pro veli£inu ε(ω + iη) integrál

ε(ω + iη) =

∞∫
0

x1/2 dx

(x+ ωg)[(ωg + x)2 − (ω + iη)2]
.

Jedná se o integrál, který jsme v obecn¥j²í podob¥ rozebírali v p°íkladu 13.46,
pro α = 1

2 a R(x) = 1
(x+ωg)[(ωg+x)2−(ω+iη)2]

. Odpovídající funkce komplexní
prom¥nné

f(z) =
z1/2

(z + ωg)[(ωg + z)2 − (ω + iη)2]

má jednonásobné póly z1 = −ωg + ω + iη, z2 = −ωg − ω − iη a z3 = −ωg.
Dosadíme-li do výsledku p°íkladu 13.46, dostaneme

ε(ωiη) = iπ (res f(z1) + res f(z2) + res f(z3)) .

Uº sta£í jen spo£ítat rezidua. Vzhledem k tomu, ºe jsou póly jen jednoná-
sobné, je v¥c jednoduchá. U odmocnin vezmeme v úvahu hlavní hodnoty, jak
p°edepisuje vzorec z p°íkladu 13.46:

res f(z1) =

√
−ωg + ω + iη

2(ω + iη)2
, res f(z2) =

√
−ωg − ω − iη

2(ω + iη)2
, res f(z3) = −

√−ωg
(ω + iη)2

,
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ε(ω+iη) =
iπ

(ω + iη)2

[
−2(−ωg)1/2 + (−ωg + ω + iη)1/2 + (−ωg − ω = iη)1/2

]
.

Pilný £tená° jist¥ dokáºe rozd¥lit tuto funkci na její reálnou a imaginární £ást
(úloha 3 ve Cvi£ení 13.1.5). Pro názornou p°edstavu uvádíme grafy derivace

 

 eV   

1d

d



  

 eV   

2d

d


  

Obrázek 13.32: Derivace reálné a imaginární £ásti dielektrické permitivity v
závislosti na frekvenci ω pro h̄ωg = 2, 1 eV a h̄η = 0, 05 eV.

reálné a imaginární £ásti funkce εω + iη pro ωg = a η = na obrázku 13.32. (U
funkcí samotných jsou zm¥ny p°íli² malé, a také proto, ºe sou£asné metody
m¥°ení oprických vlastností umoº¬ují vyhodnotit z experimentu p°ímo de-
rivaci dielektrické permitivity.) Reálná £ást je ozna£ena jako ε1, imaginární
jako ε2.

P°íklad 13.48: Polarizovatelnost
Veli£ina zvaná polarizovatelnost ur£uje odezvu látky (prost°edí) na elektrické
pole. Podrobn¥ji se problémem podn¥tu a odezvy budeme zabývat v kapi-
tole o Laplaceov¥ transformaci. V tomto p°íkladu budeme pouze p°edjímat
n¥které výsledky, abychom na nich mohli ukázat, jak se výpo£ty integrál· z
mnohozna£ných funkcí uplatní ve fyzikálních aplikacích. P°edpokládejme jen
závislost veli£in na £ase a izotropní prost°edí. V oboru optických frekvencí
reaguje látka na elektrické pole E(t) tak, ºe se polarizuje. Polarizaci popisuje
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veli£ina

P (t) =

∞∫
0

ε0α(τ)E(t− τ) dτ,

kde α(τ) je tzv. relativní polarizovatelnost, ε0 je permitivita vakua (je to
konstanta). Tento (lineární) integrální vztah vyhovuje principu p°í£innosti.
Vyjad°uje totiº fakt, ºe odezva je jistým zp·sobem zpoºd¥na za podn¥tem,
p°esn¥ji °e£eno, odezva v okamºiku t závisí na podn¥tu ve v²ech okamºi-
cích v·£i t minulých. Pozd¥ji ukáºeme, ºe polarizovatelnost, která je reálnou
funkcí reálné prom¥nné, lze vyjád°it pomocí jejího obrazu α̃(ω), závislého na
frekvenci signálu ²í°ení podn¥tu (E(t) = E0 eiωt) integrálním vztahem

α(t) =
1

2π

∞∫
−∞

α̃(ω) eiωt dω,

p°i£emº nejjednodu²²ím modelem pro získání obrazu α̃(ω) je vztah qy(t) =
ε0α̃(ω) (E0 eiωt), p°i£emº y(t) je °e²ení pohybové rovnice lineárního tlume-
ného oscilátoru s vynucující silou

ÿ + 2βẏ + ω2
vy =

qε0E0

m
eiωt,

β, q a m jsou kladné konstanty (konstanta tlumení, náboj a hmotnost osci-
látoru), ωv je vlastní frekvence netlumených kmit· oscilátoru a qy(t) je jeho
dipólový moment. Rovnici snadno vy°e²íme (nehomogenní lineární diferen-
ciální rovnice druhého °ádu s konstantními koe�cienty, kdo zapomn¥l, jak se
°e²í, m·ºe vzít na pomoc kapitolu 7 v druhém dílu). Pro ωv > β a v limit¥
pro t→∞ (vlastní kmity jsou utlumeny) p°ejde °e²ení na tvar

qy(t) =
−q2ε0E0 eiωt

ω2 − 2iωβ − ω2
v

, α̃ = − q2

ω2 − 2iωβ − ω2
v

.

�Reálnou� polarizovatelnost dostaneme výpo£tem integrálu

α(t) = − q
2

2π

∞∫
−∞

eiωt dω

ω2 − 2iωβ − ω2
v

.

Integrovaná funkce v komplexním oboru, kterou dostaneme jednodu²e zám¥-
nou x→ z, tj.

f(z) =
ezt

z2 − 2izβ − ω2
v

,
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má jednonásobné póly z1,2 = iβ ±
√
ω2
v − β2. Pouºijeme integra£ní k°ivku

C = U + KR na obrázku 13.31 vpravo a pro dostate£n¥ velkou hodnotu R
(aby integra£ní k°ivka obepnula póly) dostaneme

∫
C

f(z) dz =

R∫
−R

f(x) dx+

∫
KR

f(z) dz = 2πi (res f(z1) + res f(z2)) .

Integrál po p·lkruºnici KR je v limit¥ R→∞ roven nule (viz integrály typu
p°íkladu 13.38), tj.

α(t) = 2πi (res f(z1) + res f(z2)) .

Je²t¥ vypo£teme rezidua. Platí

res f(z1) =
eit(iβ+

√
ω2
v−β2)

2
√
ω2
v − β2

, res f(z2) = −eit(iβ−
√
ω2
v−β2)

2
√
ω2
v − β2

,

res f(z1)+res f(z2) = i e−βt
sin (t

√
ω2
v − β2)√

ω2
v − β2

, α(t) = q2 e−βt
sin (t

√
ω2
v − β2)√

ω2
v − β2

.

U odmocniny bereme v úvahu hlavní hodnotu. (Stalo by se n¥co, kdybychom
vzali druhou v¥tev?)

13.4.5 Cvi£ení

1. Prove¤te rozbor charakteru mnohozna£nosti funkce ln z−a
z−b , a, b ∈ C.

Popi²te Riemannovy listy (tj. oblasti C+ s vý°ezy, na nichº jsou de�novány
jednozna£né v¥tve této funkce).

2.De�nujte analytické funkce arkuskotangens arccotg z a arkuskosinus arccos z
pomocí arctg z a arccos z a diskutujte jejich charakter mnohozna£nosti.
Výsledek: hlavní v¥tve: Arccotg z = π

2 −Arctg z, Arccos z = π
2 −Arcsin z.

3. De�nujte analytické funkce, které jsou inverzními funkcemi k hyperbolic-
kým funkcím (tzv. hyperbolometrické funkce) a diskutujte jejich charakter
mnohozna£nosti.
Výsledky: Argsinh z = Ln [z +

√
z2 + 1], Argcosh z = Ln [z +

√
z2 − 1],

Argtgh z = 1
2Ln1+z

1−z , Argcotgh z = 1
2Ln z+1

z−1 .

4. Dokaºte následující vztahy:
a) sinh z = −i sin iz,
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b) cosh z = cos iz,

c) tgh z = −itg iz,

d) cotgh z = icotg iz.

5. Ur£ete oblast analyti£nosti zadaných funkcí a vypo£t¥te hodnoty v p°e-
depsaných bodech. Zadání: funk£ní p°edpis, v¥tev, body z v nichº je t°eba
funkci vy£íslit:

a) f(z) =
√
π2 + ln2 z, v¥tev f(1) = π, z = i, z = −i,

b) f(z) =
√

1 +
√

1 + z, v¥tev f(8) = 2, z = −3
4 , z = −2,

c) f(z) = ln 1 +
√
z, v¥tev f(−1) = 1

2 ln 2 + iπ
4 , z = 4 − i0 (dolní £ást

vý°ezu),

d) f(z) = arctg z, vyjád°ete obecn¥ v²echny hodnoty,

e) f(z) = zz = ezLn z, hlavní v¥tev logaritmu, z = −e, e1) na horním
okraji vý°ezu, e2) na dolním okraji vý°ezu.

Výsledky: a) f(i) = π
√

3
2 , f(−i) = iπ

√
5

2 , b) f
(
−3

4

)
=
√

3√
2
, c) f(4− i0) = iπ,

d) DOPLNIT, e1) e−e(1+iπ), e2) e−e(1−iπ).

6. Ur£ete výsledek analytického prodlouºení následujících mnohozna£ných
analytických funkcí (výchozí v¥tev zadána) podél uzav°ené k°ivky C′ znázor-
n¥né na obrázku 13.xx.

a) f(z) = 3
√
z, výchozí v¥tev f(1) = 1,

b) f(z) = ln2 z, výchozí v¥tev f(1) = 0,

c) f(z) = ez ln z, za výchozí v¥tev logaritmu volte v¥tev hlavní,

d) f(z) = (1 +
√
z) ln z, výchozí v¥tev f(1) = 4πi.

Výsledky: a) ( 3
√
z)C′ = 3

√
z e−

2πi
3 , pro z = 1

2 je hodnota − 1
2 3√2

(1 + i
√

3), b)(
ln2 1

2

)
C′

= (ln 2 + 2πi)2, c)
(
ez ln z

)
C′

= ez ln z e2πiz, pro z = 1
2 je hodnota

−
√

2, d) hodnota [(1 +
√

(z)) ln z]C′ pro z = 1
2 je −

(
1− 1√

2

)
ln 2.

7. Diskutujte charakter mnohozna£nosti analytických funkcí
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a) f(z) = zi, charakterizujte polohu hodnot této funkce pro pevn¥ zvolené
z, tj. mnoºinu f(z),

b) f(z) = z
3
4 ,

c) f(z) = zπ.

Výsledky: a) zi = e−(Arg z+2kπ) ei ln |z|, funkce je de�nována na oblasti C+ \
{0, ∞} a je nekone£n¥zna£ná, pro dané z leºí hodnoty funkce na polop°ímce
Arg f(z) = ln |z|, moduly hodnot tvo°í dv¥ geometrické posloupnosti s kvo-
cienty e±2π, b) z

3
4 = |z|

3
4 e

3
4

i(Arg z+2kπ), k = 0, 1, 2, 3, funkce je £ty°zna£ná,
c) zπ = |z|π e[iπ(Arg z+2kπ)], k ∈ Z, funkce je nekone£n¥zna£ná, pro dané z leºí
její hodnoty na kruºnici o polom¥ru |z|π a mnoºina t¥chto hodnot je hustá
na této kruºnici.

8. Vypo£t¥te následující integrály:

a)
∞∫
0

lnx
(x+a)2

+ b2, (Návod: integra£ní k°ivku zvolte podle obrázku 13.31

vlevo),

b)
1∫
0

4
√
x(1−x)3

(1+x)3
, (Návod: funkce f(z) vzniklá zám¥nou x→ z má v Gaus-

sov¥ rovin¥ s vý°ezem podél intervalu [0, 1] na reálné ose £ty°i jedno-
zna£né holomorfní v¥tve, na opa£ných stranách vý°ezu U1 : z = t, t ∈
[0, 1] a U2 : z = t, t ∈ [1, 0] má r·zné hodnoty, integra£ní k°ivku zvolte
ve tvaru C = KR + U1 + U2, kde KR je kruºnice se st°edem v bod¥ 0 a
polom¥rem R→∞),

c)
∞∫
0

xa−1 dx
1+x , a ∈ (0, 1) (Návod: integra£ní k°ivku zvolte podle obrázku

13.31 vlevo),

d)
∞∫
0

x2 lnx
(1+x2)2

dx

e)
∞∫
0

ln2 x
1+x2

dx

f)
1∫
−1

dx
3
√

(1−x)(1+x)2

g)
∞∫
0

dx
(x2+4) 3√x ,
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h)

Výsledky: a) 1
2b ln (a2 + b2) arctg a

b , b)
3π 4√2

64 , c) π
sin aπ , d)

π
4 , e)

π3

8 , f) 2π√
3
,

g) π√
3
OV��IT

13.5 Laplaceova a Fourierova transformace

Vzpomínáte je²t¥ na Fourierovu °adu periodické funkce? Zabývali jsme se jí
v v druhém dílu v odstavci 8.3.2. a také ve Cvi£ení 8.3.4 (úloha 9). Uvaºme
ji nyní ve tvaru se základní periodou [−`, `), tj.

1

2
α0 +

∞∑
n=1

(
αn cos

πnt

`
+ βn sin

πnt

`

)
,

αn =
1

`

`∫
−`

f(t) cos
πnt

`
dt, βn =

1

`

`∫
−`

f(t) sin
πnt

`
dt, α0 =

1

`

`∫
−`

f(t) dt.

Oproti citované úloze jsme zde zam¥nili prom¥nnou x za t, nebo´ ozna£ení x
rezervujeme pro reálnou £ást komplexní prom¥nné z. Protoºe uº pracujeme s
funkcemi komplexní prom¥nné, bude výhodné vyjád°it goniometrické funkce
pomocí komplexních jednotek,

cos
πnt

`
=

1

2

(
e

iπnt
` + e−

iπnt
`

)
, sin

πnt

`
=

1

2i

(
e

iπnt
` − e−

iπnt
`

)
.

Fourierovu °adu pak lze (po malé úprav¥) zapsat ve tvaru

f(t) =
α0

2
+
∞∑
n=1

[
(αn − iβn) e

iπnt
` + (αn + iβn) e−

iπnt
`

]
=

∞∑
n=−∞

cn e
iπnt
` ,

kde cn = 1
2(α−n + iβ−n) pro n < 0, cn = 1

2(αn − iβn) pro n > 0, c0 = α0
2 (tj.

c−n = c∗n pro libovolné n ∈ Z),

cn =
1

2`

`∫
−`

f(t) e
iπnt
` dt.

A te¤ zauvaºujme trochu nep°esn¥ a intuitivn¥. P°edstavme si, ºe uvaºujeme
o funkci f(t) se stále v¥t²í a v¥t²í periodou `, aº nakonec pro `→∞ funkce
fakticky p°estane být periodická. Místo indexované prom¥nné πnt

` nastupuje
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spojitá prom¥nná ω a suma p°ejde v integrál. Místo posloupnosti koe�cient·
{cn}n∈Z pak máme funkci c(ω) a integrální vyjád°ení funkce f(t) ve tvaru

c(ω) =

∞∫
−∞

f(t) eiωt dt, f(t) =
1

2π

∞∫
−∞

c(ω) e−iωt dω.

Zobrazení f(t) → c(ω) p°edstavuje Fourierovu transfomaci obecn¥ neperio-
dické funkce f(t), zobrazení c(ω) → f(t) pak zp¥tnou Fourierovu transfor-
maci. Samoz°ejm¥, abychom s transformací mohli pracovat, je t°eba diskuto-
vat podmínky konvergence integrál· a dal²í vlastnosti transformace. P°istou-
píme v²ak k problému obecn¥ji, nebo´ Fourierova transformace je speciálním
p°ípadem transformace Laplaceovy, která se zavádí nikoli jen formálním vy-
jád°ením reálných goniometrických funkcí pomocí komplexních jednotek, ale
rovnou obecn¥ v komplexním oboru. Je v²ak t°eba upozornit, ºe odstavce o
Laplaceov¥ transformaci v tomto textu je t°eba chápat spí²e jako orienta£ní
seznámení s problematikou v£etn¥ nejjednodu²²ích praktických aplikací. Je
tomu tak proto, ºe východiskem �po°ádné� de�nice a rozboru problematiky
je Lebesgue·v integrál, jehoº výklad je jiº mimo moºnosti tohoto textu. Spe-
ciální p°ípad Laplaceovy transformace lze zaloºit na integrálu Riemannov¥,
coº neumoº¬uje d·sledné rozvinutí teorie.

13.5.1 Jednostranná Laplaceova transformace

Pus´me se rovnou do de�nice Laplaceovy transformace. Existují r·zné, jen
mírn¥ odli²né verze de�nice, podstata problému je v²ak stejná. Zde pouºijeme
de�nici nej£ast¥j²í, která se navíc dob°e pamatuje.

Nech´ f(t) je komplexní funkce reálné prom¥nné t de�novaná na intervalu
[0, ∞) taková, ºe Riemann·v integrál

Lf = F (z) =

∞∫
0

f(t) eizt dt (13.64)

absolutn¥ konverguje alespo¬ v jednom bod¥ z ∈ C. Znamená to, ºe alespo¬

pro jeden bod z ∈ C konverguje nevlastní integrál
∞∫
0

∣∣f(t) eizt
∣∣ dt, tj. ºe

existuje kone£ná limita

lim
B→∞

B∫
0

|f(t) eizt|dt.
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Pak se funkce F (z) nazývá jednostranný Laplace·v obraz funkce f(t). Mno-
ºinu

L0 = {f(t) | L = F (z) existuje alespo¬ pro jeden bod z ∈ C}

nazýváme t°ída p°edm¥t·. Funkce f(t) ∈ L0 se nazývá funkce exponenciál-
ního °ádu s indexem r·stu ζ0, jestliºe existují £ísla t0, M ∈ [0, ∞) tak, ºe
pro v²echna t ≥ t0 platí |f(t)| ≤ M eζ0t. (Lze klást t0 = 0.) Jednostrannou
Laplaceovou transformací rozumíme zobrazení L0 3 f → Lf .

Pozn.: Obecná de�nice Laplaceova obrazu je formulována pomocí Lebesgue-
ova integrálu a poºaduje se konvergence integrálu typu (13.64) v Lebesgueov¥
smyslu, jak jsme jiº nazna£ili v úvodu odstavce. V tomto textu chápeme in-
tegrál jako Riemann·v, a tomu také odpovídají p°edpoklady.

Pro dal²í úvahy p°edpokládejme, ºe funkce f(t) je na intervalu [0, ∞) po
£ástech spojitá. Pak integrál

B∫
0

|f(t) eizt|dt

existuje a má kone£nou hodnotu pro kaºdé B > 0. Platí

lim
B→∞

B∫
0

∣∣∣f(t) eizt
∣∣∣ dt = lim

B→∞

B∫
0

|f(t)||eizt|dt ≤ lim
B→∞

M

B∫
0

e(ζ0−y)t dt = lim
B→∞

[
M

ζ0 − y

]B
0

.

Tato limita je kone£ná pro v²echna y = Im z, pro která je y > ζ0, tj. v
£ásti Gaussovy roviny Ch = {z ∈ C | Im z > ζ0}. Pro taková z má inte-

grál
∞∫
0

∣∣f(t) eizt
∣∣ dt kone£nou hodnotu, a integrál

∞∫
0
f(t) eizt dt tak absolutn¥

konverguje. Pro funkci |F (z)| v oblasti Ch platí

|F (z)| =

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(t) eizt dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
0

|f(t) eizt|dt ≤ M

y − ζ0
.

Dokázali jsme díl£í tvrzení:

Kaºdá po £ástech spojitá funkce exponenciálního °ádu je prvkem t°ídy p°ed-
m¥t· L0.
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P°íklad 13.49: Laplaceova transformace konstatní funkce
V roli vzoru si p°edstavme konstatní funkci, f(t) = K. Je-li K = 0, je
z°ejmé, ºe integrál (13.64), de�nující Laplace·v obraz, je identicky nulový.
Proto F (z) = 0 v celé Gaussov¥ rovin¥ C. Pro K 6= 0 je

F (z) =

∞∫
0

K eizt dt = K
eizt

iz

∣∣∣∣∣
∞

0

= − 1

iz
, pro y = Im z > 0.

Integrál (13.64) pro nenulovou konstatní funkci existuje v celé horní poloro-
vin¥ Gaussovy roviny.

P°íklad 13.50: Laplaceova transformace exponenciální funkce
Pro f(t) = eiat platí

F (z) =

∞∫
0

eiat eizt dt =
ei(a+z)t

i(a+ z)

∣∣∣∣∣
∞

0

= − 1

i(a+ z)
pro Im (a+ z) > 0.

P°íklad 13.51: Absolutn¥ integrabilní funkce
P°edpokládejme, ºe funkce f(t) je absolutn¥ integrabilní na intervalu [0, ∞),

takºe integrál
∞∫
0
|f(t)| dt konverguje (má kone£nou hodnotu). Odhadneme

Laplace·v obraz této funkce

F (z) =

∞∫
0

f(t) eizt dt

co do absolutní hodnoty s uváºením skute£nosti, ºe |eizt| = |eiz| · |e−yt|:∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(t) eizt dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
0

|f(t)| e−yt dt ≤
∞∫
0

|f(t)| dt pro y ≥ 0.

Laplace·v obraz absolutn¥ integrabilní funkce existuje v celé horní polorovin¥
Gaussovy roviny, v£etn¥ reálné osy.

Dal²í konkrétní p°íklady uvedeme aº v dal²ím odstavci, kdy pro jejich °e²ení
budeme moci s výhodou vyuºít obecných vlastností Laplaceovy transfor-
mace.
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13.5.2 Laplace·v obraz, jeho pozoruhodné vlastnosti a vý-

hodné pouºití

Z p°edchozího odstavce víme, ºe Laplace·v obraz F (z) = Lf funkce f(t),
která je absolutn¥ integrabilní, existuje na docela �velké� oblasti komplexní
roviny � v její horní polorovin¥. Zjistíme, jaké má vlastnosti. P°edev²ím nás
bude zajímat, zda je funkce F (z) holomorfní. Kdyby totiº obecn¥ nebyla,
nem¥la by taková transformace p°íli² velký význam. Vzhledem k tomu, ºe
jedinou funkcí s komplexní prom¥nnou z, která do transformace vstupuje,
je exponenciální funkce eizt v integrandu, zdá se být holomorfnost obrazu
F (z) p°edem jasná. Musíme ji v²ak prov¥°it. Ozna£me f(t) = g(t) + ih(t) =
Re f(t) + i Im f(t) rozklad funkce f(t) na reálnou a imaginární £ást, g(t) a
h(t) jsou reálné funkce reálné prom¥nné. Pak

F (z) =

∞∫
0

f(t) eizt dt =

∞∫
0

[g(t) + ih(t)] ei(x+iy)t dt =

=

∞∫
0

e−yt[g(t) cosxt− h(t) sinxt] dt+ i

∞∫
0

e−yt[h(t) cosxt+ g(t) sinxt] dt,

u(x, y) = ReF (z) =

∞∫
0

e−yt[g(t) cosxt− h(t) sinxt] dt,

v(x, y) = ImF (z) =

∞∫
0

e−yt[h(t) cosxt+ g(t) sinxt] dt.

Vyzkou²íme, zda platí Cauchyovy-Riemannovy podmínky. Díky absolutní
konvergenci integrál· m·ºeme zam¥¬ovat po°adí parciálního derivování podle
prom¥nných x, y s integrováním podle prom¥nné t a dostaneme

∂u(x, y)

∂x
=

∞∫
0

e−yt [−tg(t) sinxt− th(t) cosxt] dt,

∂v(x, y)

∂y
= −te−yt

∞∫
0

h(t) cosxt+ g(t) sinxt.

Skute£n¥ je ∂u
∂x = ∂v

∂y . Stejn¥ snadno se ov¥°í druhá Cauchyova-Riemannova
podmínka (prove¤te). P°edchozí výpo£et platí nejen pro Laplace·v obraz ab-
solutn¥ integrabilní funkce, ale obecn¥ pro Laplace·v obraz jakékoli funkce,
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je-li de�novaný na n¥jaké oblasti, resp. otev°ené mnoºin¥. Zbývá v²ak od-
pov¥d¥t na otázku, jaká je pro danou funkci f(t) �nejv¥t²í� mnoºina, na
které Laplace·v obraz existuje. Na tuto otázku obecn¥ odpovídá následu-
jící v¥ta, která zárove¬ zahrnuje i práv¥ odvozenou vlastnost holomorfnosti
Laplaceova obrazu.

V¥ta 13.28: Nech´ f(t) ∈ L0. Pak existuje práv¥ jedno £íslo ζ1 ∈ R tak,ºe
integrál (13.64) konverguje absolutn¥ pro v²echna z ∈ C, pro která je Im z >
ζ1, a nekonverguje absolutn¥ pro ºádné z ∈ C, pro které je Im z < ζ1. V
oblasti {z ∈ C | Im z > ζ1} je Laplace·v obraz F (z) funkce f(t) holomorfní.
Je-li f(t) funkce exponenciálního °ádu s indexem r·stu ζ0, je ζ1 ≤ ζ0.

V²imn¥te si, ºe v¥ta nehovo°í i tom, zda integrál (13.64) konverguje £i diver-
guje v bodech z = x + iζ1. Je to analogické jako t°eba u mocninných °ad.
tam jsme také s jistotou v¥d¥li, ºe °ada konverguje (lokáln¥ stejnom¥rn¥) v
otev°eném kruhu konvergence a diverguje vn¥ tohoto kruhu. Její chování na
hrani£ní kruºnici jsme museli prov¥°ovat p°ípad od p°ípadu. Tak tomu je i v
p°ípad¥ Laplaceových obraz·.

N¥které £ásti v¥ty 13.28 máme uº dokázány. Je to holomorfnost Lapla-
ceova obrazu na mnoºin¥, na které p°íslu²ný integrál (absolutn¥) konverguje,
a také nerovnost ζ1 ≤ ζ0 v p°ípad¥, ºe funkce f(t) je exponenciálního °ádu s
indexem r·stu ζ0 a ºe skute£n¥ existuje £íslo ζ1 s vlastnostmi popisovanými
ve v¥t¥. P°edpokládejme, ºe tomu tak skute£n¥ je a ºe funkce f(t) je expo-
nenciálního °ádu s indexem r·stu ζ0. Dále uvaºujme, co by se stalo, kdyby
platila nerovnost ζ0 < ζ1 (d·kaz sporem). Pak by pro libovolný bod z−x+iζ,
jehoº imaginární £ást ζ leºí v intervalu (ζ0, ζ1), integrál zárove¬ konvergoval
(nebo´ ζ > ζ0) i divergoval (nebo´ ζ < ζ1). A to pochopiteln¥ není moºné.

Je²t¥ v²ak zbývá dokázat poslední podstatou £ást v¥ty, totiº existenci
£ísla ζ1 ur£ujícího �polorovinu konvergence� a �polorovinu nekonvergence�
Laplaceova integrálu. Zvolme libovoln¥ bod z = x+iζ ∈ C, pro který integrál
(13.64) absolutn¥ konverguje. Platí∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

f(t) eizt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
0

|f(t)| ei(x+iζ)t ≤
∞∫
0

|f(t)| e−ζt dt <∞.

P°edpokládejme, ºe mnoºina bod· z, v nichº integrál (13.64) nekonverguje
absolutn¥, je neprázdná a ozna£me z̃ = x̃ + iζ̃ její libovolný bod. Pak pro
kaºdý bod w, pro který je y = Imw ≤ ζ̃ je∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

f(t) eiwt dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
0

|f(t)| ei(x+iy)t ≤
∞∫
0

|f(t) e−yt dt ≥
∞∫
0

|f(t) e−ζ̃t dt.
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Mnoºina {y ∈ R | integrál (13.64) konverguje absolutn¥} je tedy zdola ome-
zená. Její in�mum, které ozna£íme ζ1, je hledanou hodnotou omezující po-
lorovinu konvergence Laplaceova integrálu (zdola).

Základní vlastnosti Laplaceovy transformace shrneme v následující v¥t¥.

V¥ta 13.29 (Vlastnosti Laplaceovy transformace): P°edpokládejme, ºe
funkce fi = fi(t), i = 1, . . . , n, resp. f = f(t) jsou prvky t°ídy p°edm¥t· L0.
Ozna£me Fi(z), resp. F (z) jejich Laplaceovy obrazy de�nované na oblasti
D ⊂ C. Pak

Nech´ (p°edpoklady) pak (tvrzení)

ci ∈ C, g(t) =
∑n
i=1, cifi(t) =⇒ Lg = G(z) =

∑n
i=1 ci Fi(z) (linearita)

a ∈ C, g(t) = eiat =⇒ Lg = G(z) = F (a+ z)

g(t) = itf(t) =⇒ Lg = G(z) = F ′(z)

f (n)(t) ∈ L0, f(t) má na [0, ∞) spojité Lf ′ = −izF (z)− f(0+)

derivace do °ádu (n− 1) v£etn¥, které =⇒ Lf (n) = (−iz)nF (z)−
mají v bod¥ t = 0 kone£né limity zprava −

∑n−1
j=0 (−iz)n−j−1 f (j)(0+)

g(t) =
t∫

0
f(τ) dτ =⇒ Lg = G(z) = −F (z)

iz

Dokázat tyto vlastnosti je velice snadné. První z nich, linearita, je okamºit¥
z°ejmá z de�nice Laplaceovy transformace. Pro Laplace·v obraz G(z) funkce
g(t) =

∑n
i=1 cifi(t) dostaneme

G(z) =

∞∫
0

n∑
i=1

cifi(t) =

∞∫
0

(
n∑
i=1

cifi(t)

)
eizt dt =

n∑
i=1

ci

∞∫
0

fi(t) eizt dt =
n∑
i=1

ciFi(z).

Také d·kaz dal²ích dvou vlastností je zcela p°ímo£arý. Pro Laplace·v obraz
funkce g(t) = eiatf(t) platí

G(z) =

∞∫
0

eiatf(t) eizt dt =

∞∫
0

f(t) ei(a+z)t dt = F (a+ z).
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Derivace Laplaceova obrazu funkce f(t) je

F ′(z) =
d

dz

∞∫
0

f(t) eizt dt =

∞∫
0

itf(t) eizt dz,

p°i£emº moºnost �zasunout� derivaci podle prom¥nné z je zaji²t¥na abso-
lutní konvergencí integrálu. Pro funkci g(t) = itf(t) dostaneme její Laplace·v
obraz ve tvaru

G(z) =

∞∫
0

itf(t) eiztd.

Vidíme, ºe skute£n¥ platí G(z) = F ′(z).

P°íklad 13.52: A hned to vyzkou²íme
Prozatím jsme dokázali první t°i vlastnosti ve v¥t¥ 13.29. Neº se pustíme
do dal²ích d·kaz·, vyzkou²íme je v praxi. Pokusíme se najít Laplace·v ob-
raz funkce g(t) = t2 sin bt. Nep·jdeme v²ak na to z de�nice, ale vyuºijeme
zmín¥ných prvních t°í vlastností z v¥ty 13.29. Funkci g(t) vyjád°íme pomocí
exponenciálních funkcí a drobné formální úpravy, která pozd¥ji umoºní rov-
nou pouºít t°etí vlastnosti z v¥ty 13.29:

g(t) =
1

2i
t2
(
eibt − e−ibt

)
=

1

2i

(
−(it)2 eibt + (it)2 e−ibt

)
=

1

2i

(
−(it)2ϕ1(t) + (it)2ϕ2(t)

)
.

Ozna£ili jsme ϕ1(t) = eibt a ϕ2(t) = e−ibt. Laplaceovy obrazy t¥chto funkcí
dostaneme bu¤ aplikací druhé vlastnosti z v¥ty 13.29 na jednotkovou funkci,
nebo p°ímo pouºitím výsledku p°íkladu 13.50:

Φ1(z) = − 1

i(b+ z)
, Φ2(z) = − 1

i(−b+ z)
.

Dvojí aplikací t°etí vlastnosti z v¥ty 13.29 pak dostaneme

G(z) = − 1

2i

(
Φ′′1(z)− Φ′′2(z)

)
=

1

2

d2

dz2

(
− 1

(b+ z)
+

1

(−b+ z)

)
Dvojí derivování jiº prove¤te sami.

Zbývá dokázat poslední dv¥ vlastnosti ve v¥t¥ 13.29. Op¥t vyjdeme z de�-
nice. P°edpokládejme, ºe funkce f(t) i f ′(t) jsou prvky t°ídy p°edm¥t·. Pro
Laplace·v obraz funkce f ′(t) (v oblasti, kde integrál vyjad°ující tento obraz
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absolutn¥ konverguje) dostaneme úpravou de�ni£ního integrálu metodou per
partes

Lf ′ =
∞∫
0

f ′(t) eizt dt = f(t) eizt
∣∣∣∞
0
−
∞∫
0

iz f eizt dt = −f(0+)− iz F (z).

Laplaceovy obrazy vy²²ích derivací dostaneme, samoz°ejm¥ za p°edpoklad·
uvedených ve v¥t¥, postupnou aplikací práv¥ dokázaného pravidla:

Lf ′′ = −iz f ′(0+)− iz Lf ′ = −f ′(0+)− iz (−f(0+)− iz F (z)) =

= (−iz)2F (z)−
1∑
j=0

(iz)2−j−1 f j(0+),

atd. Obecný vztah pro Laplace·v obraz n-té derivace funkce f(t) snadno
dokáºeme indukcí vzhledem k n. Poslední vlastnost ve v¥t¥ 13.29 okamºit¥
plyne z vlastnosti p°edposlední, aplikujeme-li ji na funkci f(t) = g′(t). Vy-
zkou²íme je²t¥ jednoduchý p°íklad na p°edposlední a poslední pravidlo.

P°íklad 13.53: Laplace·v obraz derivace a integrálu daného p°edm¥tu
Na²ím úkolem bude najít Laplaceovy obrazy funkcí

g(t) = 2t sin t+ t2 cos t, h(t) = t.

Funkce g(t) je derivací funkce f(t) = t2 sin bt, b = 1, jejíº Laplace·v obraz
jsme vyjád°ili v p°íkladu 13.52. P°edposlední pravidlo ve v¥t¥ 13.29 vede k
výpo£tu

G(z) = Lf ′ = −f(0+)− iz F (z) = −iz

(
1

(z − 1)3
− 1

(z + 1)3

)
.

Tato funkce má singularity (trojnásobné póly) na reálné ose v bodech z =
±1. Laplace·v integrál absolutn¥ konverguje pro Im z > 0.

Funkce h(t) je zase integrálem funkce f(t) = 1, konkrétn¥ h(t) =
t∫

0
dτ .

Platí F (z) = − 1
iz , proto

H(z) = Lh = −F (z)

iz
= − 1

z2
.

Oborem absolutní konvergence Laplaceova integrálu funkce h(t) a sou£asn¥
oblastí holomorfnosti jejího Laplaceova obrazu je mnoºinaD = {z ∈ C | Imz >
0}.
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P°i praktických výpo£tech vyºadujících nalezení Laplaceových obraz· funkcí
je situace £asto taková, ºe vysta£íme jen se základními obrazy vypo£tenými
z de�nice a pravidly formulovanými ve v¥t¥ 13.29. V rámci Cvi£ení 13.5.5 si
obrazy n¥kterých elementárních funkcí vypo£teme � úloha 4. A kdyº si s
výsledk· setavíte tabulku, m·ºete ji s výhodou pouºívat p°i konstrukci La-
placeových obraz· funkcí, které jsou lineárními kombinacemi funkcí v jistém
smyslu �základních� .

D·leºitým p°íkladem Laplaceovy transformace, který nyní rozebereme,
je nalezení Laplaceova obrazu periodické funkce

P°íklad 13.54: Laplace·v obraz periodické funkce
P°edpokládejme, ºe periodická funkce f(t) je dána periodickým opakováním
základního motivu, jímº je funkce f0(t) nenulová na intervalu [0, T ) a nulová
mimo tento interval, T je perioda. Posuneme-li základní motiv o celistvý
po£et n period doprava, dostaneme funkci fn(t) = f0(t−nT ), n ∈ (N∪{0}).
Periodickou funkci f(t) na intervalu [0, ∞) pak vytvo°íme jako sou£et

f(t) =
∞∑
n=0

fn(t) =
∞∑
n=0

f0(t− nT ).

P°edpokládejme, ºe funkce f0(t) je prvkem t°ídy p°edm¥t· L0�. Její La-
place·v obraz ozna£me F0(z) a oblast, v níº p°íslu²ný Laplace·v integrál
absolutn¥ konverguje, ozna£me D. Platí

F0(z) =

∞∫
0

f0(t) eizt dt =

T∫
0

f0(t) eizt dt.

Nech´ také f(t) ∈ L0. Laplace·v obraz základního motivu posunutého o nX
period je

Fn(z) =

∞∫
0

f0(t− nT ) eizt dt =

(n+1)T∫
nT

f0(t− nT ) eizt dt.

V posledním integrálu provedeme substituci τ = t− nT a dostaneme

Fn(z) = eiznT

T∫
0

f0(τ) eizτ dτ = F0(z) eiznT .

Pro Laplace·v obraz funkce f(t) pak platí

F (z) =
∞∑
n=0

F0(z) eiznT =
F0(z)

1− eizT
,
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je-li |eizT | < 1, tj. y > 0, kde y = Im z. (Výraz eizT je kvocientem geometrické
°ady.) Laplace·v integrál funkce f(t) tedy absolutn¥ konverguje na pr·niku
oblasti D, v níº existuje Laplace·v obraz základního motivu f0(t), s horní
polorovinou Gaussovy roviny, tj. D ∩ {z ∈ C | Im z > 0}.

A te¤ obrácen¥: známe-li Laplace·v obraz, m·ºeme ur£it p·vodní p°edm¥t?
Problém tzv. zp¥tné Laplaceovy transformace je obtíºn¥j²í neº hledání La-
placeových obraz· k zadaným vzor·m. N¥které z v¥t, které se problema-
tiky zp¥tné Laplaceovy transformace týkají, uvedeme tentokrát bez d·kaz·.
Otázku je t°eba poloºit si nejprve takto: jak poznáme, zda zadaná funkce
komplexní prom¥nné F (z) je Laplaceovým obrazem n¥jakého p°edm¥tu? Ná-
sleduje pak problém, jak tento p°edm¥t nalézt. Následující v¥ta formuluje
podmínky nutné pro to, aby k funkci F (z) existoval n¥jaký p°edm¥t.

V¥ta 13.30: Je-li funkce F (z) Laplaceovým obrazem n¥jakého p°edm¥tu, pak
jsou spln¥ny následující podmínky:
• Existuje reálné £íslo ζ1 tak, ºe funkce F (z) je holomorfní v polorovin¥
{z ∈ C | Im z > ζ1}.

• Nech´ ζ > ζ1. Ozna£me A = {z ∈ C | Im z ≥ ζ}. Pak limz→∞, z∈A F (z) =
0.

• Ozna£me M = {z ∈ C | Im z > k|z|, 0 < k < 1}. Pak existuje kone£ná
limita limz→∞, z∈M (zF (z)).

Dal²í otázkou je jednozna£nost vzoru, tj. zda je moºné, aby r·zné vzory m¥ly
týº Laplace·v obraz. Ukazuje se, ºe dva r·zné vzory f1(t) a f2(t) téhoº La-
placeova obrazu se mohou na intervalu [0, ∞) li²it nejvý²e v bodech zanedba-
telné mnoºiny (viz odstavec 12.1.3), p°i£emº kaºdý z t¥chto bod· je bodem

nespojitosti alespo¬ jednoho z obou vzor·. Platí také
∞∫
0
|f2(t)−f1(t)|dt = 0.

Nejednozna£nost lze odstranit takto: nech´ f(t) je vzor Laplaceova obrazu
F (z) a bod a ∈ (0, ∞ jeho bodem nespojitosti. Hodnotu funkce f(t) v bod¥
a p°ede�nujeme na f(a) = 1

2 [f(a−) + f(a+)].

V¥ta 13.31 (Bromwich·v vzorec): Nech´ F (z) je Laplace·v obraz funkce
f(t). Platí

f(t) =
1

2π

∫
P

F (z) e−izt dz = lim
a→∞

1

2π

a+ib∫
−a+ib

F (x+ ib) e−i(x+ib)t dx, (13.65)
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integra£ním oborem je libovolná p°ímka P o rovnici z = x + ib, x ∈ R,
rovnob¥ºná s reálnou osou a leºící v oblasti holomorfnosti funkce F (z).

Zkusme v¥tu 13.31 dokázat. Znamená to spo£ítat integrál

I = lim
a→∞

a+ib∫
−a+ib

F (z) e−izt dz, F (z) =

∞∫
0

f(t′) eizt′ dt′,

a dokázat, ºe je roven f(t). Tak po£ítejme, samoz°ejm¥ za spln¥ní v²ech p°ed-
poklad·, které takový výpo£et vyºaduje (postupn¥ je budeme up°es¬ovat):

I = lim
a→∞

a+ib∫
−a+ib

F (z) e−izt dz = lim
a→∞

a+ib∫
−a+ib

 lim
B→∞

B∫
0

f(t′) eizt′ dt′

 e−izt dz =

= lim
B→∞, a→∞

B∫
0

f(t′)

[
eiz(t′−t)

i(t′ − t)

]a+ib

−a+ib

dt′ = lim
B→∞, a→∞

B∫
0

2f(t′) e−b(t
′−t) (a sinc a(t′ − t)

)
dt′.

Po provedení substituce τ = a(t′ − t) dostaneme integrál I do tvaru

I = lim
a→∞

∞∫
0

g(τ, a) sinc τ dτ, g(a, τ) = 2f(t+
τ

a
) e−

bτ
a .

Roz²i°me de�ni£ní obor funkce g(a, τ) nejprve na celou reálnou osu tak,
aby vznikla funkce sudá, tj. pro τ < 0 de�nujme g(a, τ) = g(a, −τ), a
potom do komplexního oboru. Bude-li funkce g(a, z) holomorfní, m·ºeme
bezprost°edn¥ pouºít výsledku p°íkladu 13.39 a napsat

I = lim
a→∞

g(0)
π

2
= πf(t) =⇒ f(t) =

1

π
lim
a→∞

a+ib∫
−a+ib

F (z) e−izt dz.

A to je dokazovaný vztah pro zp¥tnou Laplaceovu transformaci. P°ipome¬me
je²t¥ jednou, ºe výsledek je nezávislý na volb¥ konstanty b. Samoz°ejm¥ je
t°eba, aby p°ímka P : z = x+ ib leºela v oblasti holomorfnosti funkce F (z).

Vzorec (13.65) se také n¥kdy nazývá vzorec Riemann·v-Mellin·v. Protoºe
vyºaduje p°ímou integraci, není pro ur£ování vzor· p°íli² vhodný. Daleko
prakti£t¥j²í je uºití reziduí.

V¥ta 13.32: Nech´ jsou spln¥ny následující podmínky (obrázek 13.33):
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Obrázek 13.33: K v¥t¥ 13.32.

• Funkce F (z) je holomorfní v C s výjimkou spo£etn¥ mnoha izolovaných
pól· z1, z2, . . . leºících v polorovin¥ {z ∈ C | Im z < K}.

• K1, K2, . . . je posloupnost kruhových oblouk·, z nichº kaºdý protíná
p°ímku Im z = K v bodech −Rn + iK a Rn + iL, R1 < R2 < · · ·.

• Kaºdá z uzav°ených k°ivek Cn = Kn + Un, kde Un : z = t + iK,
t ∈ [−Rn, Rn], obepíná póly z1, z2, . . . , zn (ºádný z nich neleºí na
Kn).

• limn→∞
∫
Kn

F (z) e−izt dz = 0.

Pak

f(t) = i
∞∑
n=1

res F (z) e−izt
∣∣∣
z=zn

. (13.66)

P°íklad 13.55: Jak pouºít v¥tu 13.32
Jako obvykle zkusíme formulované tvrzení hned pouºít. Uvaºme funkci f(t) =
sinωt, ω ∈ R, ω > 0. V reálném sv¥t¥ p°edstavuje tato funkce harmonické
kmity s kruhovou frekvencí ω. Její Laplace·v obraz zjistíme snadno, nebo´
f(t) = 1

2i

(
eizt − e−izt

)
a Laplace·v obraz exponenciálních funkce eiat jsme

po£ítali v p°íkladu 13.50 dokonce pro obecnou komplexní hodnotu a. Platí

F (z) =
1

2i

[
− 1

i(z + ω)
+

1

i(z − ω)

]
= − ω

z2 − ω2
,
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pro v²echna z, pro n¥º je Im z > 0. P°edstavme si, ºe máme opa£ný úkol:
máme zadánu funkci F (z) a pot°ebujeme zjistit p°edm¥t. P°edev²ím ov¥°íme
nutné podmínky pro to, aby vzor v·bec mohl existovat. Tyto podmínky jsou
dány v¥tou 13.30. Vlastnost a) je spln¥na, nebo´ funkce F (z) je holomorfní
v oblasti D = {z ∈ C | Im z > 0}, tj. ζ1 = 0. Pro limity zmi¬ované v
poºadavcích b) a c) v¥ty 13.30 platí

lim
z→∞

F (z) = lim
z→∞

(
− ω

z2 − ω2

)
= 0, lim

z→∞
z F(z) = lim

z→∞

(
− ωz

z2 − ω2

)
= 0.

Kdybychom k výpo£tu vzoru cht¥li pouºít Bromwich·v vzorec (v¥tu 13.31),
museli bychom um¥t spo£ítat integrál

lim
a→∞

a+ib∫
−a+ib

− ω

z2 − ω2
e−izt dz

pro z = x + ib, x ∈ (−a, a), b > 0. Pouºijeme-li v²ak v¥tu 13.32, budeme
hotovi velice rychle. Funkce G(z) = F (z) e−izt má póly v bodech z1 = −ω a
z2 = ω, hodnoty reziduí v nich jsou

resG(−ω) = lim
z→−ω

−ω e−izt

z2 − ω2
(z+ω) =

1

2
eiωt, resG(ω) = lim

z→ω
−ω e−izt

z2 − ω2
(z−ω) = −1

2
e−iωt.

Pro p°edm¥t f(t) platí

f(t) = i (resG(−ω) + resG(ω)) = sinωt.

V¥ta 13.32 výborn¥ zafungovala, p°edm¥t k obrazu F (z) = − ω
z2−ω2 jsme

pomocí ní na²li velice snadno.

Pokud si vy°e²íte v²echny £ásti úlohy £. 4 ve Cvi£ení 13.5.5, uvidíte, jak
£asto jsou Laplaceovými obrazy elementárních funkcí a funkcí z nich sesta-
vených �b¥ºnými� operacemi, jako je lineární kombinování, pop°ípad¥ náso-
bení, racionální ryze lomené funkce. Není v tom n¥jaká zákonitost? Jist¥ºe
je. Odhaluje ji následující v¥ta.

V¥ta 13.33: Racionální lomená funkce F (z) je Laplaceovým obrazem jistého
p°edm¥tu f(t) práv¥ tehdy, je-li ryze lomená, tj. stupe¬ jejího £itatele je
men²í neº stupe¬ jmenovatele.

Vypadá to skoro neuv¥°iteln¥ a docela snadno se to dokazuje pomocí v¥ty
13.30. P°edpokládejme nejprve, ºe funkce racionální lomená funkce F (z) je



208KAPITOLA 13. PROM�NNÁ JE KOMPLEXNÍ�VÝSLEDKY JSOU NOBLESNÍ

Laplaceovým obrazem n¥jakého p°edm¥tu. Pak podle v¥ty 13.30 spl¬uje pod-
mínky a), b) a c) (nutné podmínky). Je-li F (z) racionální funkce,

F (z) =
Anz

n +An−1z
n−1 + · · ·+A1z +A0

Bmzm +Bm−1zm−1 + · · ·+B1z +B0
,

pak z podmínky b) okamºit¥ plyne ºe stupe¬ £itatele je niº²í neº stupe¬
jmenovatele. Podmínka c) bude jiº spln¥na automaticky, nebo´

lim
z→∞

zF (z) = 0 pro m > n+ 1, lim
z→∞

zF (z) =
An
Bn+1

pro m = n+ 1.

V druhé £ásti d·kazu p°edpokládejme, ºe funkce F (z) je racionální ryze lo-
mená. Dokáºeme, ºe pak je Laplaceovým obrazem jistého p°edm¥tu. Funkce
F (z) má kone£n¥ mnoho pól·. Jsou jimi nanejvý² ko°eny jmenovatele. (Pro£
�nanejvý²�? Obecn¥ vzato, n¥které ko°eny £itatele a jmenovatele mohou být
shodné v£etn¥ násobnosti. V takovém ko°enu by funkce F (z) nem¥la pól, ale
odstranitelnou singularitu). Ozna£íme-li ζ1 nejv¥t²í ze v²ech hodnot imagi-
nárních £ástí t¥chto pól·, m·ºeme konstatovat, ºe funkce F (z) je holomorfní
v oblasti D = {z ∈ C | Im z > ζ1}. P°edpokládejme, ºe funkce má póly v
kaºdém z ko°en· jmenovatele. Kdyby tomu tak p°i zadání funkce nebylo,
m·ºeme ji dode�novat v odstranitelných singularitách a upravit (vykráce-
ním p°íslu²ných ko°enových £initel·) tak, abychom tento p°edpoklad splnili.
Funkci F (z) m·ºeme rozloºit na parciální zlomky. V nejjednodu²²ím p°ípad¥,
kdy budou ko°eny jmenovatele jednonásobné, má takový rozklad tvar

F (z) =
m∑
j=1

Aj
z − zj

.

Z p°íkladu 13.50 víme, ºe funkce − 1
i(z−zj) je Laplaceovým obrazem p°edm¥tu

fj(t) = e−izjt. Ozna£íme-li p°edm¥t k funkci F (z) jako f(t), dostáváme

f(t) =
m∑
j=1

−iAjfj(t), tj. F (z) = L

−i
m∑
j=1

Aj e−izjt

 ,
kde jsme symbolem L−1 ozna£ili zp¥tnou Laplaceovu transformaci. Co ale
v p°ípad¥, kdy ko°eny jmenovatele funkce F (z) budou vícenásobné? Dejme
tomu, ºe £íslo zj je k-násobným ko°enem jmenovatele funkce F (z). Pak roz-
klad na parciální zlomky, který známe jiº z prvního dílu, obsahuje sou£et

Aj,k
(z − zj)k

+
Aj,k−1

(z − zj)k−1
+ · · ·+ Aj,1

z − zj
,
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koe�cienty jsou funkcí F (z) jednozna£n¥ ur£eny. Uvaºme nyní obecný £len
tohoto sou£tu, Aj,l

(z−zj)l
, l = 1, . . . , k. Aº na násobení konstantou je (l−1)-tou

derivací funkce 1
z−zj . Skute£n¥, platí

Aj,l
(z − zj)l

=
(−1)l−1

(l − 1)!

dl−1

dzl−1

(
1

z − zj

)
, l = 1, . . . , k,

a dál uº pouºijeme v¥tu 13.29:

k∑
l=1

Al
(z − zj)l

= L
(
−i

k∑
l=1

(−i t)l−1(l − 1)!Al e
−izjt

)
.

Vyzkou²íme si práv¥ popsaný postup na jednoduchém p°íkladu.

P°íklad 13.56: Hledání p°edm¥tu
Ryze lomená racionální funkce

F (z) = −i
2az

(z2 − a2)2
, a ∈ C,

je holomorfní v C s výjimkou dvojnásobných pól· z1,2 = ±a. V poloro-
vin¥ D = {z ∈ C | Im z > max {−Im a, Im a}} je rovn¥º holomorfní. Podle
v¥ty 13.33 je Laplaceovým obrazem jistého p°edm¥tu f(t), který, budeme-
li se dost snaºit, jist¥ najdeme. Rozloºíme funkci F (z) na parciální zlomky
a upravíme je tak, abychom funkce, jejichº obrazy tyto zlomky budou, z
rozkladu �uvid¥li� . Platí

F (z) = −i
2az

(z2 − a2)2
=

A1,2

(z − a)2
+

A1,1

z − a
+

A2,2

(z + a)2
+

A2,1

z + a
.

P°evedeme-li v²echny zlomky na pravé stran¥ na spúole£ného jmenovatele
(z2 − a2) a porovnáme £itatele levé a pravé strany, dostaneme

−2iaz = A1,2(z+a)2 +A1,1(z−a)(z+a)2 +A2,2(z−a)2 +A2,1(z+a)(z−a)2.

Jeden zp·sob, jak zjistit koe�cienty Aj,l je roznásobit pravou stranu a po-
rovnat polynomy vlevo a vpravo. Jednodu²²í v²ak bude, kdyº si uv¥domíme,
ºe rovnost, kterou jsme získali, musí platit pro v²echny hodnoty prom¥nné z.
Vhodnou volbou tak získáme neznámé koe�cienty p°ímo. Poloºíme-li z = a,
resp. z = −a, dostaneme −2ia2 = 4a2A1,2, resp. 2ia2 = 4a2A2,2, a odtud
A1,2 = − i

2 , A2,2 = i
2 . Jestliºe diskutovanou rovnost zderivujeme, dostaneme

−2ia = 2A1,2(z+a)+A1,1[(z+a)2+2(z−a)(z+a)]+2A2,2(z−a)+A2,1[(z−a)2+2(z+a)(z−a)].
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Op¥t postupn¥ poloºíme z = a, resp. z = −a a dostaneme −2ia = 4aA1,2 +
4a2A1,1, resp. −2ia = −4aA2,2 + 4a2A2,1. Dosadíme za A1,2 a A2,2 jiº d°íve
ur£ené hodnoty a dostaneme A1,1 = A2,1 = 0. Rozklad funkce F (z) na
parciální zlomky je jednoduchý,

F (z) = − i

2

1

(z − a)2
+

i

2

1

z + a
=

1

2

d

dz

[
1

−i(z − a)
− 1

i(z + a)

]
=

=
1

2

d

dz

[
L(e−iat)− L(eiat)

]
= −i

d

dz
L(sin at).

Podle t°etí vlastnosti ve v¥t¥ 13.29, kdyº si v ní zam¥níme ozna£ení F (z)
za G(z) a naopak, dostáváme p°edm¥t f(t), jehoº Laplaceovým obrazem je
zadaná funkce F (z), f(t) = t sin at.

Na záv¥r tohoto odstavce je²t¥ ukáºeme, jak je moºné pouºít Laplaceovy
transformace pro nalezení partikulárního °e²ení obecn¥ nehomogenních oby-
£ejných lineárních diferenciálních rovnic s konstatními koe�cienty se zada-
nými po£áte£ními podmínkami. Laplaceova transformace totiº umoº¬uje p°e-
vést takové rovnice na rovnice algebraické.

P°íklad 13.57: Laplaceova transformace jako nástroj pro °e²ení diferenci-
álních rovnic
Rovnici f ′′(t)− 2f ′(t) + 2f(t) = et pro neznámou funkci f(t), s po£áte£ními
podmínkami f(0+) = 1, f ′(0+) = 1, jist¥ umí vy°e²it kaºdý. Od toho p°ece
máme kapitolu 7 v druhém dílu. Ukáºeme si v²ak jinou, moºná i rychlej²í
metodu, vyuºivající Laplaceovy transformace. Ozna£íme F (z) Laplace·v ob-
raz p°edm¥tu f(t) (p°edpokládáme p°itom samoz°ejm¥, ºe f(t) ∈ L0). Pro
vyjád°ení derivací p°edm¥tu pouºijeme £tvrtou vlastnost z v¥ty 13.29, tj.

Lf ′ = −izF (z)− f(0+) = −izF (z)− 1,

L′′ = −f ′(0+)− iz [−f(0+)− izF (z)] = −1 + iz − z2F (z)

, a známé vyjád°ení Laplaceova obraru funkce h(t) = et,

H(z) =
1

−i(z − i)
= − 1

1 + iz
.

Pro Laplace·v obraz rovnice tak dostaneme[
−1 + iz − z2F (z)

]
− 2 [−izF (z)− 1] + 2F (z) = − 1

1 + iz
,
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odkud

(−z2 + 2iz + 2)F (z) = − 1

1 + iz
− (1 + iz) =⇒ F (z) = − 1

1 + iz
.

Tato funkce, získaná °e²ením jednoduché algebraické rovnice, je Laplaceovým
obrazem p°edm¥tu f(t) = et, který je °e²ením výchozí rovnice p°i daných
po£áte£ních podmínkách. Rychlé, ºe?

P°íklad 13.58: A je²t¥ jedna rovnice, tentokrát integro-diferenciální
Máme °e²it následující integro-diferenciální rovnici se zadanou po£áte£ní
podmínkou:

f ′(t) + 5f(t) + 6

t∫
0

f(τ) dτ, f(0+) = 1.

Op¥t pouºijeme v¥tu 13.29, tentokrát také její poslední vlastnost. P°i ozna-
£ení Lf = F (z) dostaneme

Lf ′ = −f(0+)− izF (z) = −1− izF (z), L

 t∫
0

f(τ) dτ

 = −F (z)

iz
,

−izF (z) + 5F (z)− 6F (z)

iz
= 0 =⇒ F (z) =

iz

z2 + 5iz − 6
.

Rozloºíme funkci F (z) na parciální zlomky a z rozkladu hned �p°e£teme�
°e²ení rovnice:

F (z) =
iz

(z − 3i)(z − 2i)
=

3i

z − 3i
− 2i

z − 2i
,

f(t) = 3 e−3t − 2 e−2t.

Dal²í rovnice a soustavy rovnic k procvi£ení najdete v úlohách 8 a 9 Cvi£ení
13.5.5.

13.5.3 Dvoustranná a vícerozm¥rná Laplaceova transformace,

Fourierova transformace

V p°edchozích odstavcích jsme s velmi podrobn¥ v¥novali takzvané jedno-
stranné, jednorozm¥rné Laplaceov¥ transformaci. �Jednostrannost� zname-
nala, ºe oborem integrace de�ni£ního nevlastního integrálu byl interval [0, ∞),
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�jednorozm¥rnost� pak respektovala fakt, ºe p°edm¥t, resp. jeho Laplace·v
obraz, byly funkcemi jedné reálné prom¥nné t, resp. jedné komplexní pro-
m¥nné z. V p°ípad¥ dvoustranné Laplaceovy transformace bude integra£ním
oborem de�ni£ního integrálu celá reálná osa, v p°ípad¥ vícerozm¥rné Lapla-
ceovy transformace budou p°edm¥t i obraz funkcemi více prom¥nných, kon-
krétn¥ n reálných prom¥nných, f = f(t1, . . . , tn), resp. n komplexních pro-
m¥nných, F = F (z1, . . . , zn). Zdaleka se nebudeme problametice t¥chto typ·
Laplaceovy transformace v¥novat tak podrobn¥, jako jednostranné jedno-
rozm¥rné Laplaceov¥ transformaci. Dvoustranné jednorozm¥rné Laplaceovy
transformace si v²imneme proto, ºe se z ní jako speciální p°ípad odvozuje
Fourierova transformace, ostatní typy zmíníme pouze informativn¥, tento-
krát bez hlub²ího rozboru matematického zázemí.

Nech´ f(t) je komplexní funkce reálné prom¥nné t de�novaná na intervalu
(−∞, ∞) taková, ºe Riemann·v integrál

L̄f = F̄ (z) =

∞∫
−∞

f(t) eizt dt (13.67)

absolutn¥ konverguje alespo¬ ve dvou r·zných bodech z1, z2 ∈ C. Zna-
mená to, ºe alespo¬ pro dva body z1, z2 ∈ C konverguje nevlastní integrál
∞∫
−∞

∣∣f(t) eizt
∣∣ dt, tj. ºe existuje kone£ná limita

lim
B→∞

B∫
−B

|f(t) eizt| dt.

Pak se funkce F̄ (z) nazývá dvoustranný Laplace·v obraz funkce f(t). Mnoºinu

L = {f(t) | L = F (z) existuje alespo¬ pro dva r·zné body z1, z2 ∈ C}

nazýváme t°ída p°edm¥t·.Dvoustrannou Laplaceovou transformací rozumíme
zobrazení L̄ 3 f → L̄f = F̄ (z) ∈ L̄(L).

P°ipome¬me, ºe integrál (13.67) chápeme v Riemannov¥ smyslu, stejn¥ jako
u jednorozm¥rné Laplaceovy transformace. (Víme v²ak, ºe obecn¥j²í de�nice
bere v úvahu integrál Lebesgue·v.) Pro existenci a vlastnosti dvoustranného
Laplaceova obrazu platí zcela analogická tvrzení jako pro jednostranný obraz.

V¥ta 13.34: P°edpokládejme, ºe dvoustranný Laplace·v obraz F̄ (z) funkce
f(t) existuje pro dva r·zné body z1, z2 ∈ C, pro n¥º je Im z1 < Im z2. Pak
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integrál (13.67) konverguje absolutn¥ v pásu D12 = {z ∈ C | Im z1 < Im z <
Im z2} a funkce F (z) je v tomto pásu holomorfní. Existují £ísla ζm < ζM
tak, ºe integrál konverguje absolutn¥ v pásu D = {z ∈ C | Im zeta1 ≤ Im z ≤
Im ζ2}, a diverguje vn¥ tohoto pásu.

Holomorfnost dvoustranného Laplaceova obrazu v pásu jeho konvergence
se dokazuje pomocí Cauchyových-Riemannových podmínek, tj. úpln¥ stejn¥
jako v p°ípad¥ jednostranné Laplaceovy transfomace. Pokud jde o prov¥°ení
oblasti konvergence, sta£í provést p°íslu²né odhady, p°i nichº op¥t postupu-
jeme obdobn¥, jako v jednostranné transformace. Prove¤me je. S uv¥dom¥-
ním si faktu, ºe nevlastní integrál je limitou

∞∫
−∞

f(t)eizt dt = lim
B→∞

B∫
−B

f(t) eizt dt,

resp.
∞∫
−∞

∣∣∣f(t)eizt
∣∣∣ dt = lim

B→∞

B∫
−B

∣∣∣f(t) eizt
∣∣∣ dt,

nebudeme v dal²ím textu tyto limity striktn¥ vypisovat (stejn¥ jsme postu-
povali v odstavcích týkajících se jednostranné Laplaceovy transformace). Pro
z = x+ iy, z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, y1 ≤ y ≤ y2 platí

∞∫
−∞

∣∣∣f(t) eizt
∣∣∣ dt =

∞∫
−∞

|f(t)| e−yt dt,

∞∫
−∞

|f(t)| e−y1t dt ≥
∞∫
−∞

|f(t)| e−yt dt ≥
∞∫
−∞

|f(t)| e−y2t dt.

Poslední nerovnost potvrzuje absolutní konvergenci integrálu (13.67) v pásu
D12. V souvislosti s dvoustrannou Laplaceovou transformací prove¤me je²t¥
jednu úvahu. Rozd¥lme de�ni£ní integrál (13.67) na dva, v intervalech (−∞, 0]
a [0, ∞), a odhadn¥me je z hlediska absolutní konvergence. P°i vyjád°ení in-
tegrálu v mezích (−∞, 0] pouºijeme substituci t→ −t:

∞∫
−∞

∣∣∣f(t) eizt
∣∣∣ dt =

0∫
−∞

|f(t)| e−yt dt+

∞∫
0

|f(t)| e−yt dt =

=

∞∫
0

|f(−t)| eyt dt+

∞∫
0

|f(t)| e−yt dt.
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Integrály

F−(z) =

∞∫
0

f(−t) e−izt dt = Lf−(t), F+(z) =

∞∫
0

f(t) e−izt dt = Lf+(t),

(13.68)
kde jsme ozna£ili f+(t) = f(t) a f−(t) = f(−t) pro t ∈ [0, ∞), vyja-
d°ují jednostranné Laplaceovy obrazy funkcí f−(t) a f+(t). Pak F̄ (z) =
F−(z) +F+(z). Pouºijeme nyní v¥tu 13.28. Její aplikace na integrál vyjad°u-
jící funkci F+(z) je zcela p°ímá: existuje £íslo ζ1 tak, ºe pro Im z > ζ1 integrál
konverguje absolutn¥, pro Im z > ζ1 nekonveguje absolutn¥. V p°ípad¥ inte-
grálu vyjad°ujícího obraz F−(z) je t°eba p°eformulovat de�nici Jednostranné
Laplaceovy transformace tak, ºe v de�ni£ním integrálu provedeme zám¥nu
z → −z. 0dpovídající analogie v¥ty 13.28 bude naopak zaji²´ovat existtenci
£ísla ζ2 tak, ºe integrál bude absolutn¥ konvergovat pro Im z < ζ2 a pro
Im z > ζ2 bude integrál z absolutní hodnoty integrandu divergovat. V p°í-
pad¥, ºe je ζ1 < ζ2, je pr·nik oblastí absolutní konvergence obou integrál·
neprázdný a m·ºeme ozna£it ζm = ζ1, ζM = ζ2, p°esn¥ ve smyslu v¥ty 13.34.
V p°ípad¥, ºe platí ζ1 > ζ2, dvoustranný Laplace·v obraz funkce f(t) neexis-
tuje a taková funkce není prvkem t°ídy p°edm¥t· L. Situaci názorn¥ okazuje
obrázek 13.34. Vlevo je znázorn¥n p°ípad, kdy existuje jak dvoustranný La-
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Obrázek 13.34: Oblasti absolutní konvergence Laplaceových integrál·.

place·v obraz, tak Fourier·v obraz daného p°edm¥tu. Prost°ední obrázek
odpovídá situaci, kdy neexistuje dvoustranný Laplace·v obraz dané funkce
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f(t) (a tím pádem ani obraz Fourier·v), obrázek vpravo odpovídá existenci
dvoustranného Laplaceova obrazu funkce f(t) v pásu, který neobsahuje re-
álnou osu, a proto neexistuje Fourier·v obraz této funkce.

Pro hodnoty prom¥nné z leºící v pásu konvergence D = {z ∈ C | ζm <
Im z < ζM} lze pro dvoustranný Laplace·v obraz pouºít tvrzení platná pro
obraz jednostranný, konkrétn¥ vlastnosti z v¥ty 13.29, vzorec (13.65) (v¥ta
13.31) za p°edpokladu, ºe integra£ní p°ímka P leºí v pásu konvergence D,
a také v¥tu 13.32 umoº¬ující zjistit p°edm¥t f(t) pomocí reziduí v pólech
obrazu F̄ (z).

Ozna£me F ⊂ Lmnoºinu v²ech takových funkcí ze t°ídy p°edm¥t· L, pro n¥º
platí ζm < 0, ζM > 0, tj. pro n¥º pás absolutní konvergence integrálu 13.67),
vyjad°ujícího dvoustranný Laplace·v obraz F (z) p°edm¥tu f(t), obsahuje
reálnou osu. které tento p°edpoklad spl¬ují. Funkci

F̄ (x) =

∞∫
−∞

f(t) eixt dt (13.69)

pro f(t) ∈ F nazýváme Fourier·v obraz p°edm¥tu f(t) a zobrazení

F̄ : L 3 f(t) → Ff = F̄ (x) ∈ F̄(L) ⊂ L̄(L)

Fourierova transformace.

Pro zp¥tnou (inverzní) Fourierovu transformaci platí modi�kace vzorce (13.65)

f(t) =
1

2π

∞∫
−∞

F̄ (x) e−ixt dx. (13.70)

Pro hledání dvoustranných Laplaceových obraz· a Fourierových obraz·(a
zp¥tn¥ p°edm¥t·) je velmi uºite£ný vztah (13.68)m·ºeme £asto s výhodou
vyuºít i jednostranných Laplaceových obraz·, kterých budeme mít po absol-
vování cvi£ení 13.5.5 slu²nou zásobu.

P°íklad 13.59: Kdyº je p°edm¥tem sudá, nebo lichá funkce
P°edpokládejme, ºe funkce f(t) ∈ L je sudá. Pak pro její dvoustranný La-
place·v obraz dostaneme pomocí vztahu (13.68)

F̄ (z) =

∞∫
0

f(t) e−izt dt+

∞∫
0

f(t) eizt dt = F (−z) + F (z),
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kde F (z) je jednostranný Laplace·v obraz funkce f(t) na intervalu t ∈
[0, ∞). Je-li nakopak funkce f(t) lichá, je F̄ (z) = −F (−z) + F (z). Samo-
z°ejm¥ musíme �kontrolovat� pás konvergence. Dejme tomu, ºe integrál vy-
jad°ující jednostranný Laplace·v obraz funkce f(t), t ∈ [0, ∞), absolutn¥
konverguje v polorovin¥ Gaussovy roviny, v níº je Im z > ζ1, v opa£né po-
lorovin¥ absolutn¥ nekonverguje. P°i zám¥n¥ z → −z zaji²´uje absolutní
konvergenci podmínka −Im z > ζ1, tj. Im z < −ζ1. Oblast absolutní konver-
gence integrálu vyjad°ujícího dvoustranný Laplace·v obraz funkce f(t) bude
neprázdná pouze v p°ípad¥, ºe ζ1 < 0. V takovém p°ípad¥ bude touto oblastí
pás D = {z ∈ C | |ζ1| < Im z < |ζ1|} a ten obsahuje reálnou osu. Proto bude
existovat i Fourier·v obraz funkce f(t).

P°íklad 13.60: A te¤ prakticky ...
Uº jsme si °ekli d°íve, ºe funkce f(t) = sinc t = sin t

t je ve fyzice velmi d·leºitá,
vyskytuje se zejména v optice. Proto nás m·ºe zajímat její Fourier·v obraz.
V úloze 10 Cvi£ení 13.5.5 si sami dokáºete, ºe jednostranným Laplaceovým
obrazem tohoto p°edm¥tu je funkce F (z) = Arctg (iz−1). Funkce sinc t je
sudá. Proto, jak jsme p°ed chvílí odvodili v p°íkladu 13.59, dostaneme její
dvoustranný Laplace·v obraz F̄ (z) ve tvaru sou£tu F (−z) +F (z), kde F (z)
je jednostranný Laplace·v obraz, tj.

F̄ (z) = Arctg (−iz−1) + Arctg (iz−1).

Vyjád°ení arkustangenty máme k dispozici z odstavce 13.4.3, v n¥mº jsme
pro její hlavní i obecnou v¥tev odvodili vztah (13.59). Zde vezmeme v úvahu
hlavní v¥tev. Ve vztahu (13.59) provedeme zám¥ny z → −iz a z → iz a
dostaneme

F̄ (z) =
1

2i
Ln

1 + i(−iz−1)

1− i(−iz−1)
+

1

2i
Ln

1 + i(iz−1)

1− i(iz−1)
=

=
1

2i

[
Ln

z + 1

z − 1
+ Ln

z − 1

z + 1

]
.

Te¤ ale pozor! N¥kdo by si mohl °íci, ºe v závorce je sou£et logaritm· vý-
raz·, které jsou k sob¥ navzájem vázány p°evrácenou hodnotou, takºe podle
pravidel logaritmování bude výsledkem nula. To by ov²em byla pravda pouze
v p°ípad¥, ºe logaritmované výrazy jsou reálné a kladné. To ov²em obecn¥
nejsou � mohou být dokonce komplexní. A v této situaci �oby£ejná� pravi-
dla pro logaritmování obecn¥ neplatí. Výsledek proto musíme je²t¥ upravit
tak, ºe logaritmy rozepí²eme na reálnou a imaginární £ást. Pro reálnou £ást
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jiº pravidla logaritmování platit budou. dostaneme

F̄ (z) =
1

2i

[(
ln

∣∣∣∣z + 1

z − 1

∣∣∣∣+ iArg
z + 1

z − 1

)
+

(
ln

∣∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣∣+ iArg
z − 1

z + 1

)]
=

=
1

2

[
Arg

z + 1

z − 1
+ Arg

z − 1

z + 1

]
.

A jak to bude s Fourierovým obrazem funkce sinc t? V p°ípad¥ Fourierovy
transformace je prom¥nná z reálná, tj. dosazujeme z = x. Pro hodnoty
x ∈ (−∞, −1) ∪ (1, ∞) nabývají zlomky x+1

x−1 a x−1
x+1 kladných hodnot a

hlavní hodnoty jejich argument· jsou nulové. Dostaneme F̄ (x) = 0. Pro
x ∈ (−1, 1) jsou tyto zlomky záporné a hlavní hodnota kaºdého z nich je
rovna π. Dostaneme F̄ (x) = 1. Fourier·v obraz funkce sinc t je jakýsi �puls�
konstantní (jednotkové) vý²ky, který se rozprostírá jen na intervalu (−1, 1)
(a po dode�nování jej m·ºeme uvaºovat na intervalu [−1, 1]). Samoz°ejm¥,
zp¥tným Fourierovým obrazem tohoto pulsu bude op¥t funkce sinc t.

P°íklad 13.61: ... a fyzikáln¥
Práv¥ získaný výsledek má zna£ný význam. Ukazuje na t¥sný vztah matema-
tického aparátu Fourierovy transformace k fyzice. I kdyº fyzikální aplikace
jsou avizovány aº pro dal²í odstavec, ud¥lejme si malý vstup do fyziky uº
nyní. P°edstavme si ve shod¥ s obrázkem 13.35, ºe na nepr·hledné stínítko
C (clona) s úzkou ²t¥rbinou podél intervalu [−d, d] = [−1, 1] dopadá kolmo
rovnob¥ºný svazek sv¥tla jedné vlnové délky λ, jíº odpovídá kruhová frek-
vence ω = 2π

T = 2πc
λ , kde T je perioda vln¥ní a c rychlost sv¥tla. Co uvidíme

na stínítku S? Vzhledem k tomu, ºe tento text není primárn¥ fyzikální, pou-
ºijeme k výkladu popisovaného experimentu zna£ná zjednodu²ení. Zavedeme
je²t¥ tzv. vlnový vektor ~k, jehoº velikost je de�nována jako k = 2π

λ a sm¥r je
shodný se sm¥rem ²í°ení sv¥telných paprsk·. Obrázek 13.35 ukazuje, jak je
experiment realizován a obsahuje i dal²í pot°ebná ozna£ení. Dopadající sv¥tlo
se ²í°í podél sou°adnicové osy ξ, jeho vlnový vektor má v ortonormální bázi s
osami ξ, η a ζ (poslední osa není zakreslena)sloºky ~k0 = (k, 0, 0). Vyjdeme-li
z obecného tvaru zápisu rovinné vlny E(τ, ~r), kde prom¥nné τ a ~r = (ξ, η, ζ)
p°edstavují £as a prostorové sou°adnice místa, v n¥mº vlnu pozorujeme, do-
staneme dopadající vlnu vztah E = E0 e−i(ωτ−k0ξ). V místech dopadu na
clonu C je ~r = (0, η, ζ) a E = E0 e−iωτ . Podle jednoho ze základních prin-
cip· klasické optiky, tzv. Huygensova principu lze ²í°ení sv¥telné vlny inter-
pretovat zhruba °e£eno takto: kaºdý bod vlnoplochy (geometrického místa
bod· vyzna£ujících se shodnou fází vlny) je zdrojem nové kulové vlny a
obálka vlnoploch v²ech takto vzniklých sekundárních vln je vlnoplochou vý-
sledné vlny v dal²ím okamºiku. Kdyby tedy rovnob¥ºnému svazku sv¥tla v
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Obrázek 13.35: Difrakce na ²t¥rbin¥.

²í°ení nic nep°ekáºelo, postupoval by nadále v podob¥ rovinné vlny. Clona
se ²t¥rbinou je v²ak p°ekáºkou, která výslednou vlnoplochu zm¥ní. Dochází
k ohybu a interferenci sv¥tla, k tzv. difrakci. Zam¥°íme se jen na situaci, kdy
je stínítko S �hodn¥ daleko� od clony C, takºe vlny, které k n¥mu p°icházejí,
lze ve výsledku p°ibliºn¥ popsat op¥t jako rovinné. (Této aproximaci se °íká
Fraunhoferova difrakce, zatímco p°esn¥j²í popis p°edstavuje difrakci Fresne-
lovu.) P°edpokládejme, ºe výsledné vln¥ní pozorujeme, resp zaznamenáváme
na stínítku S v míst¥ o sou°adnicích P = (a, η, 0). Sekundární kulová vlna
o elementární amplitud¥ E0

dx
2d = 1

2E0 dx ²í°ící se z obecného bodu ²t¥rbiny
(0, x, 0), x ∈ [−1, 1], má v bod¥ (a, η, 0) tvar

dE =
E0

2%
e−i
[
ωτ−k
√
a2+(η−x)2

]
dx,

výsledná funkce E je pak dána integrálem tohoto výrazu v mezích [−1, 1].
P°edtím, neº budeme integrovat, provedeme avizovanou Freaunhoferovu apro-
ximaci. Ve jmenovateli výrazu pro sekundární vlnu nahradíme % .

= a a ex-
ponent upravíme takto:

√
a2 + (η − x)2 =

√
a2 + η2

√
1− 2ηx

a2 + η2
+

x2

a2 + η2

.
=
√
a2 + η2− ηx√

a2 + η2
=

=
√
a2 + η2 − x sinϕ.
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Pro vlnu v pozorovacím bod¥ P pak dostaneme

E(τ, P )
.
=
E0

2a
e−i(ωτ−ak)

1∫
−1

e−ixk sinϕ dx.

Ozna£íme-li t = k sinϕ a popí²eme-li �propustnost� clony C pomocí funkce
F (x) = 1 pro x ∈ [−1, 1] a F (x) = 0 pro x ∈ R \ [−1, 1], m·ºeme vlnu v
bod¥ P zapsat ve tvaru

E(τ, t) = E(τ, P ) =
E0

2a
e−i(ωτ−ak)

∞∫
−∞

F (x) e−ixt dx =

=
πE0

a
e−i(ωτ−ak)F−1F =

πE0

a
e−i(ωτ−ak) sin t

t
=
πE0

a
e−i(ωτ−ak) sin k sinϕ

k sinϕ
.

Na stínítku S samoz°ejm¥ neuvidíme rozloºení funkce E(τ, k sinϕ), ale roz-
loºení intenzity sv¥tla, tj. I = E∗E,

I(ϕ) =
π2|E0|2

a2

sin2 (k sinϕ)

k2 sin2 ϕ
= I0

sin2 (k sinϕ)

k2 sin2 ϕ
.

Jiº jen okrajov¥ si v²imneme vícerozm¥rné Laplaceovy transformace, a to za
zjednodu²ujících p°edpoklad·.

Nech´ f(t1, . . . , tn) je komplexní funkce n reálných prom¥nných, která je
absolutn¥ integrabilní v Rn, tj. integrál

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

|f(t1, . . . , tn)|dt1 . . . dtn

má kone£nou hodnotu. Pak integrál

F (z1, . . . , zn) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

f(t1, . . . , tn) ei(z1t1+···+zntn) dt1 . . . dtn (13.71)

de�nuje n-rozm¥rný Laplace·v obraz funkce f(tq, . . . , tn) a zobrazení

L̂ : f(t1, . . . , tn) −→ L̂f = F (z1, . . . , zn)

se nazývá n-rozm¥rná Laplaceova transformace.
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Pro zp¥tnou vícerozm¥rnou Laplaceovu transformaci platí

f(t1, . . . , tn) =
1

(2π)n

∫
P1

· · ·
∫
Pn

F (z1, . . . , zn) e−i(z1t1+···+zntn) dz1 . . . dzn,

(13.72)
kde Pj , j = 1, . . . , n, jsou p°ímky v Cn o rovnicích Pj : zj = xj + iKj ,
zl = 0 pro l 6= j.

Nech´ F (z1, . . . , zn) je n-rozm¥rný Laplace·v obraz funkce f(t1, . . . , tn).
P°edpokládejme, ºe také parciální derivace této funkce jsou absolutn¥ inte-
grabilní na Rn. Pak pro jejich Laplaceovy obrazy Gj = L̂ ∂f

∂tj
platí

Gj(z1, . . . , zn) = −izj F (z1, . . . , zn).

13.5.4 Konvoluce a její Laplace·v obraz

Tento odstavec bude stru£ný, ale z hlediska technických a fyzikálních aplikací
nesmírn¥ d·leºitý. Konvoluce funkcí totiº £asto p°edstavují vztah mezi pod-
n¥tem a odezvou p°i fyzikálních d¥jích. P°esv¥d£íme se o tom o n¥co pozd¥ji,
v odstavci 13.6. Pojem konvoluce objas¬uje následující de�nice.

Nech´ f(t), g(t) a h(t) jsou komplexní funkce reálné prom¥nné t de�nované
na R. �ekneme, ºe funkce h(t) je konvolucí funkcí f(t) a g(t), jestliºe platí

h(t) =

∞∫
0

f(τ) g(t− τ) dτ. (13.73)

Tuto de�nici lze zobecnit na p°ípad funkcí více prom¥nných.

Nech´ f(t1, . . . , tn), g(t1, . . . , tn) a h(t1, . . . , tn) jsou komplexní funkce reál-
ných prom¥nných t1, . . . , tn de�nované naRn. �ekneme, ºe funkce h(t1, . . . , tn)
je konvolucí funkcí f(t1, . . . , tn) a g(t1, . . . , tn), jestliºe platí

h(t1, . . . , tn) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

f(τ1, . . . , τn) g(t1 − τ1, . . . , tn − τn) dτ1 . . . dτn.

(13.74)

Za p°edpokladu, ºe v²echny funkce zú£astn¥né ve vztahu konvoluce spl¬ují
p°edpoklady pro existenci Laplaceova obrazu, m·ºeme provést Laplaceovu
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transformaci tohoto vztahu. Prove¤me to pro nejjednodu²²í, ale pro fyzikální
aplikace prakticky nejd·leºit¥j²í p°ípad, jednostrannou jednorozm¥rnou La-
placeovu transformaci. Ozna£me

F(z) =

∞∫
0

f(t) eizt dt, G(z) =

∞∫
0

g(t) eizt dt, H(z) =

∞∫
0

h(t) eizt dt

Laplaceovy obrazy funkcí f(t), g(t) a h(t). Transformujeme vztah konvoluce
a pouºijeme p°i tom Fubiniovu v¥tu. Dostáváme postupn¥

H =

∞∫
0

h(t) eizt dz =

∞∫
0

 ∞∫
0

f(τ) g(t− τ) dtau

 eizt dt =

=

∞∫
0

f(τ)

 ∞∫
0

g(t− τ) eiz(t−τ) d(t− τ)

 eizτ dτ =

= G(z)

∞∫
0

f(t) eizτ dτ =

 ∞∫
0

f(τ) eizτ dτ

 ∞∫
0

g(t− τ) eiz(t−τ) d(t− τ)

 =⇒

H(z) = F(z)G(z). (13.75)

Skv¥lý výsledek! Laplace·v obraz konvoluce je prostým sou£inem Laplaceo-
vých obraz· funkcí, které do konvoluce vstupují! Laplaceova transformace
p°evádí lineární integrální vztah mezi funkcemi g(t− tau) a h(t) zprost°ed-
kovaný funkcí f(τ) na vztah algebraický, který lze chápat jako úm¥ru mezi
Laplaceovými obrazy G(z) aH(z) s �koe�cientem� F . Analogický vztah platí
i pro p°ípad konvoluce funkcí více prom¥nných

H(z1, . . . , zn) = F(z1, . . . , zn)G(z1, . . . , zn). (13.76)

Tyto vztahy vyuºijeme v následujícím odstavci p°i ukázkách fyzikálních apli-
kací.

13.5.5 Cvi£ení

1.Matematickou indukcí vzhledem k n dokaºte obecný vzorec pro Laplace·v
obraz n-té derivace funkce f(t).

2. Z de�nice vypo£t¥te Laplace·v obraz funkce f(t) = t eiaz, a ∈ C, a ur-
£ete oblast D jeho holomorfnosti (tj. obor absolutní konvergence de�ni£ního
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integrálu).
Výsledek: F (z) = − 1

(a+z)2
, D = {z ∈ C | Im z > −Im a}

3. Z de�nice vypo£t¥te Laplace·v obraz funkce f(t) = t sin at, a ∈ C, a
ur£ete oblast jeho holomorfnosti (tj. obor absolutní konvergence de�ni£ního
integrálu).
Výsledek: F (z) = −i 2az

(z2−a2)2
, D = {z ∈ C | Im z > max {±Im a}}

4. Vypo£t¥te Laplaceovy obrazy následujících funkcí a ur£ete oblasti jejich
holomorfnosti:

a) f(t) = cos bt,

b) f(t) = sin bt,

c) f(t) = t cos bt, b ∈ C,

d) f(t) = eiat cos bt, a, b ∈ C,

e) f(t) = eiat sin bt, a, b ∈ C,

f) f(t) = t2 cos bt,

g) f(t) = cosh bt, b ∈ C,

h) f(t) = sinh bt, b ∈ C,

i) f(t) = tn,

j) f(t) = t eiat, a ∈ C,

k) f(t) = t2 eiat, a ∈ C,

l) f(t) = tn eiat, a ∈ C,

m) f(t) = sin at sinh bt, a, b ∈ C,

n) f(t) = cos at sinh bt, a, b ∈ C,

o) f(t) = sin at cosh bt, a, b ∈ C,

p) f(t) = cos at cosh bf , a, b ∈ C,

q) f(t) = eiat sinh bt, a, b ∈ C,

r) f(t) = eiat cosh bt, a, b ∈ C,
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s) f(t) = sin at sin bt, a, b ∈ C,

t) f(t) = sin at cos bt, a, b ∈ C,

u) f(t) = cos at cos bt, a, b ∈ C,

v) f(t) = at, a ∈ R, a > 0,

w) f(t) = t at, a ∈ R, a > 0.

Výsledky:

5.Uvaºme funkci f(t) na intervalu [0, ∞), která je prvkem t°ídy p°edm¥t· L0

pro jednostrannou Laplaceovu transformaci a její Laplace·v obraz je Lf =
F (z). P°edpokládejme, ºe funkce je na tomto spojitá s výjimkou bodu a 6= 0
a má v n¥m limitu f(a−) zleva, resp. limitu f(a+) zprava. Dokaºte, ºe platí

Lf ′ = −izF (z)− f(0+)− [f(a+)− f(a−)] eiaz.

Zobecn¥te tento výsledek na obecnou po £ástech spojitou funkci, která je
prvkem t°ídy p°edm¥t·. (Po £ástech spojitá funkce má na daném intervalu
kone£ný po£et bod· nespojitosti.)

6. Následující racionální ryze lomené funkce F (z) jsou podle v¥ty 13.33 La-
placeovými obrazy ur£itých p°edm¥t· (na jistých oblastech prom¥nné z).
Najd¥te tyto p°edm¥ty a ur£ete oblast konvergence p°íslu²ných Laplaceo-
vých integrál·, tj. podmnoºinu Gaussovy roviny, v níº je zadaná funkce F (z)
Laplaceovým obrazem nalezeného p°edm¥tu.

a) F (z) = iz
z2−b2 ,

b) F (z) = − b
z2−b2 ,

c) F (z) = iz
z2+b2

,

d) F (z) = − b
z2+b2

,

e) F (z) = a−iz
(a−iz)2+b2

,

f) F (z) = b
(a−iz)2+b2

,

g) F (z) = a−iz
(a−iz)2−b2 ,

h) F (z) = b
(a−iz)2−b2 ,



224KAPITOLA 13. PROM�NNÁ JE KOMPLEXNÍ�VÝSLEDKY JSOU NOBLESNÍ

i) F (z) = (a−iz)2−b2
[(a−iz)2+b2]2

,

j) F (z) = 2b(a−iz)
[(a−iz)2+b2]2

,

k) F (z) = 1
(z2−b2)2

,

l) F (z) = − iz
(a+iz)2

,

m) F (z) = 1
(a+iz)(b+iz) , a 6= b,

n) F (z) = − z
(z−ia)3

,

o) F (z) = − z2+a2

(z2−a2)2
,

p) F (z) = 2
(1−z2)(1−iz)2

,

q) F (z) = n!
(−iz)n+1

r) F (z) = − 1
z2(1−z2)

,

s) F (z) = 3−2iz
4−z2 ,

t) F (z) = − 3−iz
z2(1−z2)

�

u) F (z) = 1
3−4iz−z2 ,

v) F (z) = − z2+iz+4
(4−iz)2

,

Výsledky: a) f(t) = cos bt, D = {z ∈ C | Im z > max Im (±b)}, b) f(t) =
sin bt, D = {z ∈ C | Im z > max {Im (±b)}}, c) f(t) = cosh bt, D =
{z ∈ C | Im z > {max Re (±b)}}, d) f(t) = sinh bt, D = {z ∈ C | Im z >
max {Re (±b)}}, e) f(t) = e−at cos bt, D = {z ∈ C | Im z > max {(−Re a ±
Im b}}, f) f(t) = e−at sin bt, D = {z ∈ C | Im z > max {(−Re a ± Im b}},
g) f(t) = e−at cosh bt, D = {z ∈ C | Im z > max {(−Re a ± Re b}}, h)
f(t) = e−at sinh bt, D = {z ∈ C | Im z > max {(−Re a ± Re b}}, i) f(t) =
t e−at cos bt,D = {z ∈ C | Im z > max {(−Re a±Im b}}, j) f(t) = t e−at sin bt,
D = {z ∈ C | Im z > max {(−Re a ± Im b}}, k) f(t) = sin bt−bt cos bt

3b2
, D =

{z ∈ C | Im z > max {±Im b}}, l) f(t) = (1 + at) eat, D = {z ∈ C | Im z >

Re a}, m) f(t) = eat−ebt

a−b , D = {z ∈ C | Im z > max {Re a, Re b}}, n)
f(t) = (t + 1

2at
2) eat, D = {z ∈ C | Im z > Re a}, o) f(t) = t cos at,

D = {z ∈ C | Im z > max {±Im a}}, p) f(t) = (1 + t) e−t − cos t, D =
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{z ∈ C | Im z > 0}, q) f(t) = tn, D = {z ∈ C | Im z > 0}, r) f(t) = t− sin t,
D = {z ∈ C | Im z > 0}, s) f(t) = 2 cos 2t+ 3

2 sin 2t, D = {z ∈ C | Im z > 0},
t) f(t) = 3t − 1 − cos t − 3 sin t, D = {z ∈ C | Im z > 0}, u) f(t) =
1
2(e−t − e−3t), D = {z ∈ C | Im z > −1}, v) f(t) = t

2(sin 2t + 2 cos 2t),
D = {z ∈ C | Im z > 0}. Prov¥°it p°edm¥ty, oblasti D jsou prov¥°eny � v
po°ádku.

7. Platí tzv. Heavisideova v¥ta o rozkladu: Lze-li funkci F (z) pro |z| > R, kde
R > 0, vyjád°it ve tvaru (lokáln¥ stejnom¥rn¥) konvergentní °ady F (z) =∑∞
n=1

cn
(−iz)n , pak je Laplaceovým obrazem p°edm¥tu f(t) =

∑∞
n=1

cntn−1

(n−1)! .
Pomocí této v¥ty dokaºte, ºe funkce F (z) = Arctg (iz−1) je Laplaceovým
obrazem p°edm¥tu f(t) = sinc t = sin t

t .
Návod: Vyjád°ete mocninné rozvoje obrazu i p°edm¥tu. V p°ípad¥ arkustan-
genty berte v úvahu hlavní v¥tev. Uv¥domte si, ºe platí (arctg ξ)′ = 1

1+ξ2
,

se£t¥te tuto geometrickou °adu a integrujte ji.

8. Pouºitím Laplaceovy transformace °e²te následující diferenciální rovnice se
zadanými po£áte£ními podmínkami (hledáte tedy partikulární °e²ení t¥chto
rovnic).

a) f ′′(t) + 5f ′(t) + 6f(t) = 12 et, f(0+) = 1, f ′(0+) = 1,

b) f ′′(t) + 6f(t) = cos t, f(0+) = 0, f ′(0+) = 0,

c) f ′′′(t) + f ′(t) = 12 e2t, f(0+) = −1, f ′(0+) = 2,

d) f ′′(t) + 3f ′(t) + 2f(t) = t+ e−t, f(0+) = 0, f ′(0+) = 0,

e) f ′(t) + 6f(t) + 9
t∫

0
f(τ) dτ = 0, f(0+) = 1,

f) f ′(t)− f(t)− 2
t∫

0
f(τ) dτ = sin t, f(0+) = 0,

g) f(t) = cos 3t+ e−t
t∫

0
eτf(τ) dτ ,

h) f ′′(t) + f ′(t) + f(t) +
t∫

0
f(τ) dτ = 2, f(0+) = 2, f ′(0+) = −2.

i) f ′′(t)− 2f ′(t) + 2f(t) = 0, f(0+) = 1, f ′(0+) = 1,

j) f ′′(t)+2f ′(t)+f(t)=sin t, f(0+) = 0, f ′(0+) = 0,
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k) f ′′(t) + f(t) = cos t, f(0+) = −1, f ′(0+) = 1,

l) f ′(t) + 2f(t) +
t∫

0
f(τ) dτ = sin t, f(0+) = 0.

Výsledky: a) f(t) = et, b) f(t) = 1
3(cos t − cos 2t), c) f(t) = 1

10(36 cos t −
12 sin t − et − 15), d) 3

4(e−2t − 1) − t e−t + t
2 , e) f(t) = (1 − 3t) e−3t, f)

f(t) = 1
2(sin t − t e−t), g) f(t) = cos 3t − 1

3 sin 3t, h) f(t) = 2 e−t, i) f(t) =
et cos t, j) f(t) = 1

2e−t(1 + t) − 1
2 cos t, k) f(t) = t

2 sin t − cos t + sin t, l)
f(t) = 1

2(t e−t + sin t). Výsledky ov¥°it.

9. Pomocí Laplaceovy transformace °e²te následující soustavy diferenciálních
rovnic za daných po£áte£ních podmínek.

a) f ′1(t) − f1(t) + 2f2(t) = 0, f ′2(t) − 5f1(t) − 3f2(t) = 0, f1(0+) = 1,
f2(0+) = 1,

b) f ′1(t)−7f1(t)+10f2(t) = 12 e−t, f ′2(t)−3f1(t)−5f2(t) = 5 e−t, f1(0+) =
2, f2(0+) = 1,

c) f ′′1 (t) + 7f ′2(t) + 8f1(t) = 0, f ′′2 (t) − f ′1(t) + 2f2(t) = 0, f1(0+) = 1,
f ′1(0+) = 0, f2(0+) = 0, f ′2(0+) = 0,

d) f ′1(t) − f ′2(t) + 2f1(t) = 0, f ′2(t) + 3f ′2(t) − 2f1(t) − f3(t) = 0, f ′3(t) −
2f ′2(t) + 3f3(t) = 0, f1(0+) = 1, f ′1(0+) = 0, f2(0+) = 1, f3(0+) = 0.

e) f ′1(t) + f1(t) − f2(t) = et, f ′2(t) − f1(t) + f2(t) = et, f1(0+) = 0,
f2(0+) = 0,

f) f ′1(t) + f2(t) = 0, f ′2(t)− 2f1(t)− 2f2(t) = 0, f1(0+) = 0, f2(0+) = 0.

Výsledky: a) f1(t) = e2t(cos 3t − sin 3t), f2(t) = e2t(cos 3t + 2 sin 3t), b)
f1(t) = −2 e−2t + 3 e−t + 3 et, f2(t) = −4 e−2t + 2 e−t + et, c) f1(t) =
1
15(7 cos 4t − 8 cos t), f2(t) = 1

15(2 cos 4t − 8 cos t), d) f1(t) = 1
5(1 − e−5t),

f2(t) = 1
5(2 + 3 e−5t), f3(t) = 2

5(1− e−5t), e) f1(t)− et − 1, f2(t) = et − 1, f)
f1(t) = et(cos t−2 sin t), f2(t) = et(cos t+3 sin t). Prov¥°it výsledky i zadání
� v p°edloze jsou chyby.

10. Periodická funkce je zadána motivem f0(t) = 1 pro t ∈ [0, 1] a f0(t) = −1
pro t ∈ (1, 2). (Perioda této funkce je T = 2.) Ur£ete Laplace·v obraz této
funkce.
Výsledek: F0(z) = i

z (1− 2 eiz + e2iz), F (z) = 1−eiz

−iz(1+eiz)
,
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11. Periodická funkce je zadána motivem f0(t) = sin t pro t ∈ [0, π] a f0(t) =
0 pro t ∈ (π, 2π). (Perioda této funkce je T = 2π.) Ur£ete Laplace·v obraz
této funkce.
Výsledek: F0(z) = 1

1−z2 (1 + eiπz), F (z) = 1
(1−z2)(1−eiπz)

.

13.6 Funkce komplexní prom¥nné a fyzika

Jediným zp·sobem, jak potvrdit fyzikální teorie, odhalující zákonitosti v
reálném sv¥t¥, je experiment. Experimentální fyzika samoz°ejm¥ pracuje s
reálnými veli£inami. To ov²em nevylu£uje moºnost, aby tam, kde to povaha
reálných d¥j· p°ipou²tí, pracovala fyzika s komplexními �obrazy� reálných
veli£in a s formálním matematickým aparátem zaloºeným na on¥ch p¥k-
ných vlastnostech funkcí komplexní prom¥nné, které jsme studovali v této
kapitole. D·leºitou ukázkou praktických aplikací vlastností funkcí komplexní
prom¥nné bylo t°eba usnadn¥ní, ne-li dokonce umoºn¥ní výpo£t· reálných
integrál· p°echodem do komplexního oboru. Tato aplikace byla £ist¥ mate-
matická, bez fyzikálního zázemí. Povaha n¥kterých fyzikálních teorií je v²ak
taková, ºe si o zpracování v komplexním oboru p°ímo °íkají. Jednou z nich je
teoretický popis vztahu mezi podn¥tem a odezvou, druhou pouºití tzv. kon-
formních zobrazení pro °e²ení úloh hydromechaniky £i elektrostatiky. Obo-
jímu se budeme stru£n¥ v¥novat v jednotlivých £ástech tohoto odstavce. Ne-
fyzikové, nelekejte se, základní prvky fyzikálního zázemí budou vºdy stru£n¥
objasn¥ny. �tená°, jehoº fyzika nezajímá, m·ºe následující odstavce vyne-
chat.

13.6.1 Podn¥t, odezva a p°í£innost

Problematiku podn¥tu a odezvy vysv¥tlíme na p°íkladu elektrického pole.
Elektrické pole v prostoru a £ase pocházející od n¥jakých zdroj·, jimiº jsou
náboje a proudy, je popsáno elektrickou intenzitou, která je vektorovou funkcí
£asu a sou°adnic, ~E = ~~r, t. S intenzitou elektrického pole je t¥sn¥ spjata
jeho indukce, a to vztahem ~D(~r, t) = ε0

~E(~r, t) pro p°ípad, ºe se jedná
o elektrické pole ve vakuu. Veli£ina ε0 je permitivita vakua a má hodnotu
ε0 = 8, 854.10−12 C2 N−1 m−2. V látkovém prost°edí jiº situace není zda-
leka tak jednoduchá. Vztah, který jste se u£ili na st°ední ²kole ve tvaru
~D = ε0εr ~E), zahrnující vliv prost°edí pomocí relativní permitivity εr platí
jen velmi omezen¥. Podívejme se na problém podrobn¥ji s tím, ºe pro jedno-
duchost budeme uvaºovat pouze o izotropním prost°edí (tj. takovém, jehoº
vlastnosti nejsou sm¥rov¥ závislé). Vloºíme-li látku do elektrického pole o
intenzit¥ ~E(~r, t) (toto pole nazveme podn¥t), reaguje tím, ºe se elektricky



228KAPITOLA 13. PROM�NNÁ JE KOMPLEXNÍ�VÝSLEDKY JSOU NOBLESNÍ

polarizuje. Stav polarizace je makroskopicky popsán veli£inou ~P (~r, t), zva-
nou polarizace, která p°edstavuje odezvu látky na podn¥t. Elektrická indukce
je pak dána sou£tem dvou p°ísp¥vk·, ~D(~r, t) = ε0

~E(~r, t)+ ~P (~r, t). Nejjedno-
du²²í vztah mezi podn¥tem a odezvou, který si v·bec dovedeme p°edstavit,
má tvar

~P (~r, t) = ε0α(~r, t) ~E(~r, t), ~D(~r, t) = ε0(1 + α(~r, t)) ~E(~r, t). (13.77)

Tento vztah je
• lineární: odezva je úm¥rná podn¥tu, úm¥ru zprost°edkovává odezvová
funkce α(~r, t) zvaná polarizovatelnost, resp. ε0(1 + α(~r, t)) zvaná die-
lektrická permitivita,

• lokální: odezva v daném míst¥ závisí na podn¥tu pouze v tomtéº míst¥,

• synchronní: odezva v daném okamºiku závisí na podn¥tu pouze v tom-
téº okamºiku.

Jenºe takhle to v p°írod¥ obecn¥ nechodí. Reakce prost°edí, tj. odezva,
má obvykle jistou setrva£nost. �ásticím látky chvíli trvá, neº se polarizují.
Vztahy (13.77) tak p°edstavují realistický model skute£nosti jen tehdy, jsou-li
(pon¥kud nep°esn¥ °e£eno) £asové zm¥ny podn¥tu velmi pomalé a prostorové
zm¥ny se poznají aº na velkých vzdálenostech. Pokusíme se vztah mezi pod-
n¥tem a odezvou �vylep²it� tak, aby z·stala zachována jeho linearita (tj.
nebudeme brát v úvahu nap°íklad jevy elektrické hystereze) a lokálnost, ale
aby byla respektována zmín¥ná �setrva£nost� prost°edí. Musíme také vzít
v úvahu p°í£innost fyzikálních jev·, na základ¥ níº m·ºe odzeva v daném
okamºiku záviset na podn¥tu pouze v okamºicích minulých. Jediný rozumný
zp·sob, jak toto v²echno skloubit, je vyjád°ení odezvy v integrálním tvaru

~P (~r, t) = ε0

t∫
−∞

α(~r, t− t′) ~E(~r, t′) dt′ = ε0

∞∫
0

α(~r, τ) ~E(~r, t− τ) dτ,

~D(~r, t) = ε0
~E(~r, t) + ε0

∞∫
0

α(~r, τ) ~E(~r, t− τ) dτ. (13.78)

V p°ípad¥, ºe by prost°edí bylo homogenní (jeho vlastnosti by byly polohov¥
nezávislé) by se vztahy zjednodu²ily,

~P (~r, t) = ε0

∞∫
0

α(τ) ~E(~r, t− τ) dτ,



13.6. FUNKCE KOMPLEXNÍ PROM�NNÉ A FYZIKA 229

~D(~r, t) = ε0
~E(~r, t) + ε0

∞∫
0

α(τ) ~E(~r, t− τ) dτ. (13.79)

Pro odezvu jsme získali lineární, lokální a nesynchronní, av²ak p°í£inné
vztahy. Odezvové funkce ε0α(~r, t − t′) (polarizovatelnost, nebo také dielek-
trická susceptibilita), resp. α(~r, t− t′) (relativní polarizovatelnost, nebo také
relativní dielektrická susceptibilita) svazují odezvu v bod¥ ~r v okamºiku t s
podn¥tem v tomtéº bod¥, av²ak v okamºiku t− t′. Dielektrickou permitivitu
tyto vztahy nede�nují. Dal²í zobecn¥ní vztahu mezi podn¥tem a odezvou
p°edstavuje zahrnutí skute£nosti, ºe odezva v daném míst¥ prost°edí m·ºe
obecn¥ záviset na podn¥tu ve v²ech místech prost°edí, tj.

~P (~r, t) = ε0

∫
K

α(~r, ~r − ~r′, t− t′) ~E(~r, t′) dt′ d~r′, (13.80)

~D(~r, t) = ε0
~E(~r, t) + ε0

∫
K

α(~r, ~r − ~r′, t− t′) ~E(~r, t′) dt′ d~r′,

kde integra£ním oborem K je oblast £asoprostorového kuºele odpovídající
minulosti události (~r, t). Tyto vztahy jsou lineární, nelokální, nesynchronní,
av²ak p°í£inné a platí pro obecn¥ nehomogenní prost°edí. V prost°edí ho-
mogenním v odezvové funkci α(~r, ~r− ~r′, t− t′) vymizí samostatná závislost
na prom¥nné ~r a odezva je zprost°edkována funkcí α(~r − ~r′, t − t′). Line-
ární p°í£inné vztahy mezi podn¥tem a odezvou, a´ jiº lokální, nebo nelo-
kální, dob°e vystihují chování prost°edí v elektrických polích tzv. optických
frekvencí. Pro ilustraci uve¤me jen rozsah optických frekvencí v oblasti vi-
ditelného sv¥tla: jedná s o frekvence zhruba v intervalu (4, 0− 8, 0) · 1014 s−1

odpovídající vlnovým délkám stovek nanometr·. Do oblasti optických frek-
vencí se pochopiteln¥ zahrnuje je²t¥ £ást infra£ervené a ultra�alové oblasti
elektromagnetického spektra.

Dodejme je²t¥, ºe vztahy typu podn¥t-odezva, které charakterizují pro-
st°edí (materiál), v n¥mº se odehrávají, nazýváme ve fyzice materiálové
vztahy.

V tomto textu nám nejde o fyziku ve v²ech detailech, ale o fyzikální
pouºití aparátu funkcí komplexní prom¥nné. Soust°edíme se proto na zjed-
nodu²enou situaci, kterou popisují lineární lokální vztahy (prost°edí, v nichº
takové materiálové vztahy platí, se nazývají bezdisperzní). V p°ípad¥ homo-
genního prost°edí dokonce �zmizí� prostorová závislost. Vzhledem k linearit¥
a izotropnosti prost°edí ani nemusíme psát vektory. Dostaneme tak jedno-
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duchý tvar vztahu mezi podn¥tem a odezvou

P (t) = ε0

∞∫
0

α(τ)E(t−τ) dτ, D(t) = ε0E(t)+ε0

∞∫
0

α(τ)E(t−τ) dτ. (13.81)

Hned vidíme, ºe odezva je konvolucí odezvové funkce a podn¥tu! Znovu si
uv¥domme, ºe vztah konvoluce je (za p°edpokladu linearity) p°ímým d·sled-
kem obecného principu p°í£innosti!

13.6.2 Odezva látky na sv¥tlo a vliv p°í£innosti aneb krásná

fyzika

P°edpokládejme, ºe v²echny zú£astn¥né funkce jsou prvky t°ídy p°edm¥t·
pro jednostrannou Laplaceovu transformaci a jejich Laplaceovy obrazy ozna£me
P(z), E(z) a α̃(z). Pro£ tento p°edpoklad? Protoºe v p°ípad¥ jeho spln¥ní
dostaneme mezi Laplaceovými obrazy t¥chto fyzikálních veli£in algebraický
vztah. Nap°íklad k tomu, aby funkce α(t) byla prvkem t°ídy p°edm¥t·, sta£í
jednoduchá v¥c � aby byla absolutn¥ integrabilní na intervalu [0, ∞). A k
tomu zase sta£í, aby byly nenulová a ohrani£ená pouze na kone£ném inter-
valu. To odpovídá realit¥, nebo´ vazba odezvy v okamºiku t k podn¥tu v
okamºiku t′ < t je p°irozen¥ tím slab²í, £ím jsou okamºiky t a t′ vzdálen¥j²í.
Funkci α(t−t′) = α(τ) tedy jist¥ bude moºné od jisté hodnoty τ0 aproximovat
nulou. Laplace·v obraz funkce α(τ) takové realistické odezvové funkce bude
holomorfní funkcí v horní polorovin¥ Gaussovy roviny a Laplace·v integrál
bude také absolutn¥ konvergovat na reálné ose. Skute£n¥,

∞∫
0

∣∣∣α(τ) eixτ
∣∣∣ dτ =

∞∫
0

|α(τ)|dτ.

Podle p°edpokladu absolutní integrability funkce α(τ) má tento integrál ko-
ne£nou hodnotu.

Pro Laplaceovy obrazy E(z), α̃(z) a P(z) podn¥tu, odezvové funkce a
odezvy platí vztah typu, tj. (13.75)

P(z) = ε0α̃(z)E(z).

Jenºe co s tím? Experimentáln¥ pot°ebujeme získat odezvovou funkci α(τ)
a také podn¥t a odezva jsou reálné funkce reálné prom¥nné. Pokud bychom
v²ak n¥jakým zp·sobem dokázali z reálného experimentu získat funkci α̃(z),
mohli bychom pomocí zp¥tné transformace nalézt odezvovou funkci α(τ)
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charakterizující chování látky v elektromagnetickém poli p°i frekvencích, pro
n¥º platí vztah (13.81). A jak se ukazuje, p°íroda je dokonce taková, ºe
umoº¬uje porovnávat mikroskopické kvantov¥mechanické modely odezvy na
sv¥tlo p°ímo s Laplaceovým obrazem odezvové funkce na reálné ose. To má
ov²em dalekosáhlý význam: nap°íklad u pevných látek, kde odezva souvisí
s p°echody elektron· v mezi valen£ním a vodivostním pásem, to umoº¬uje
studovat tvar t¥chto elektronových pás· a pochopit tak dal²í procesy v pev-
ných látkách. Podívejme se tedy, co se bude �matematicky� dít, bude-li na
prost°edí dopadat monochromatická rovinná vlna E(~r, t) = E0 cos (ωt− ~k~r).
Tato funkce je reálnou £ástí komplexní rovinné vlny E(~r, t) = E0 e−i(ωt−~k~r),
jejíº zápis známe z p°íkladu 13.61. Vzhledem k tomu, ºe reálná a imagi-
nární £ást komplexních funkcí jsou ur£eny jednozna£n¥, m·ºeme pracovat z
komplexní vlnou � bude to jednodu²²í. Pro pochopení problému získání £a-
sové závislosti odezvové funkce, resp. jejího Laplaceova obrazu, není d·leºitá
prostorová závislost funkcí, proto sta£í zapsat pouze £asovou £ást dopadající
vlny, E(t) = E0 e−iωt (pop°ípad¥ si p°edstavit, ºe prostorová £ást je zahrnuta
v E0). Po£ítejme odezvu,

P (t) = ε0

∞∫
0

α(τ)E(t− τ) dτ = ε0E0

∞∫
0

α(τ) e−iω(t−τ) dτ =

= ε0E0 e−iωt

∞∫
0

ατ eiωτ dτ =⇒

P (t) = ε0α̃(ω)E(t), D(t) = ε0(1 + α̃(ω))E(t) = ε̃(ω)E(t). (13.82)

(V posledním vztahu jsme pouºili ozna£ení ε̃(ω) = 1 + α̃(ω), které ov²em
neznamená, ºe ε̃(ω) je hodnota Laplaceova obrazu funkce ε(t). O existenci
jejího Laplaceova obrazu jsme nic nep°edpokládali.)

Uvaºujme, co práv¥ získaný výsledek principiáln¥ znamená. Pokud bychom
dokázali experimentáln¥ zjistit odezvu látky na monochromatickou vlnu o
kruhové frekvenci ω, dostali bychom p°ímo hodnotu Laplaceova obrazu ode-
zvové funkce (polarizovatelnosti) v bod¥ z = ω + i0 komplexní roviny, tj.
na reálné ose. M¥°ení spektrální závislosti odezvy, tj. její závislosti na frek-
venci dopadající monochromatické vlny, by umoºnilo získat spektrální závis-
losti Laplaceova obrazu odezvové funkce na reálné ose. Uº to samo o sob¥
je dostate£né pro moºnost testování relevance teoretických mikroskopických
model· (polarizovatelnost v závislosti na frekvenci totiº dokáºe kvantová te-
orie nap°íklad u pevných látek spo£ítat na základ¥ modelu jejich elektronové
pásové struktury). Ve skute£ném experimentu ale situace není tak jednodu-
chá, jak se nám z p°edchozí jednoduché úvahy m·ºe jevit. Úvaha nazna£uje
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pouze podstatu toho, jak se experimentáln¥ k odezvové funkci dostat. Po-
pi²me, jak experiment zhruba probíhá ve skute£nosti. Dejme tomu, ºe sv¥tlo
dopadá na vhodn¥ upravený vzorek, vyle²t¥ný objemový blok, nebo tenkou
desti£ku. �áste£n¥ se odráºí, £áste£n¥ absorbuje, £áste£n¥ projde (je-li vzorek
dost tenký). Dejme tomu, ºe budeme m¥°it odraºené sv¥tlo, popsané vlnou
o amplitud¥ Er = r̃E0, kde r̃ je koe�cient odrazivosti. Pracujeme-li s vlnami
formáln¥ jako s vlnami komplexními, je koe�cient odrazivosti samoz°ejm¥
rovn¥º komplexní a m·ºeme jej zapsat ve tvaru r̃ = % eiθ, kde % = |r̃| je jeho
modul a θ jeho fáze. Koe�cient odrazivosti zachycuje jak zm¥nu amplitudy
vlny vlivem odrazu, tak zm¥nu její fáze. Závisí na úhlu dopadu, frekvenci
a polarizaci dopadající vlny a samoz°ejm¥ na vlastnostech látky. Pot°ebu-
jeme v¥d¥t, jak r̃(ω) souvisí s odezvovou funkcí α̃(ω). Fyzika °íká toto: p°i
kolmém dopadu sv¥tla na povrch vzorku (úhel dopadu je nulový, polarizace
není podstatná) platí

r̃(ω) = %(ω) eiθ(ω) =
ñ(ω)− 1

ñ(ω) + 1
, ε̃(ω) = ε0[1 + α̃(ω)] = [ñ(ω)]2,

kde ñ(ω) = n(ω) + ik(ω) je tzv. komplexní index lomu, jeho reálná a ima-
ginární £ást jsou index lomu (vystupující ve Snellov¥ zákonu) a index ab-
sorpce látky. Zdá se to být jednoduché. Sta£í p°ece zm¥°it frekven£ní spek-
trum koe�cientu odrazivosti a z vý²e uvedených jednoduchých vztah· zís-
káme spektrum odezvové funkce, jiº p°ímo porovnatelné a výpo£ty mikro-
skopických model·. Ale to by nebyla fyzika, aby nám co cesty nepoloºila
dal²í p°ekáºku. P°ímým m¥°ením je dostupná pouze intenzita odraºeného
sv¥tla, tj. veli£ina |Er|2, a odpovídající kvadrát modulu koe�cientu odrazi-
vosti R(ω) = |r̃|2 = %2, nazývaný odrazivost. Jinými slovy, p°i experimentu
se ztrácí informace o fázi. Tato informace v²ak na²t¥stí není ztracená úpln¥.
Vzpomínáte si je²t¥ na p°íklad 13.20? V n¥m jsme jiº narazili na pojem
komplexní dielektrické permitivity, kterou jsme ve zmín¥ném p°íkladu zna-
£ili ε(z), av²ak její fyzikální význam jsme nevysv¥tlovali. P°edpokládali jsme,
ºe veli£ina α(z) = ε(z)−1 je holomorfní v horní polorovin¥ Gaussovy roviny a
dokázali jsme pro ni platnost Kramersových-Kronigových relací (13.27), resp.
(13.28), udávájících vztah mezi reálnou a imaginární £ástí funkce ε(z) − 1
na reálné ose, tj. pro z = ω + i0. Veli£inu ε jsme nazvali komplexní rela-
tivní Souvislost veli£iny ε s permitivitou ε̃ je jednoduchá, ε̃(ω) = ε0ε(ω). Z
Kramersových-Kronigových vztah· pro veli£inu α̃(ω) = ε̃ − 1 a z její sou-
vislosti s koe�cientem odrazivost snadno odvodíme integrální vztah pro fázi
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koe�cientu odrazivosti

θ(ω) = −ω
π

∞∫
0

ln [R(x)/R(ω)]

x2 − ω2
dx,

který vyplývá z relací

θ(ω) = −2ω

π

∞∫
0

ln %(x)

x2 − ω2
dx, ln %(ω) =

2

π

∞∫
0

xθ(x)

x2 − ω2
dx,

pro ω > 0. Problém spo£ívající v tom, ºe neznáme a ani nem·ºeme zm¥°it
spektrum odrazivosti v nekone£ném oboru frekvencí, se v praxi °e²í pomocí
extrapolace spektra z oblasti frekvencí, v níº jsme m¥°ení provád¥li, do ob-
lastí sousedních (niº²ích a vy²²ích frekvencí). K extrapolaci lze t°eba pouºít
m¥°ení, která jiº byla v pot°ebných oblastech frekvencí provedena jinými au-
tory zabývajícími se vlastnostmi dané látky v odli²ném spektrálním rozsahu.
Pokud taková m¥°ení v literatu°e nenajdeme, musíme se spokojit s extrapo-
lací nulovou funkcí, coº samoz°ejm¥ vede k mén¥ p°esným výsledk·m.

P°íklad 13.62: Plazmony
V p°íkladu 13.48 jsme kv·li procvi£ení výpo£tu reálných integrál· p°evodem
do komplexního oboru uvedli ukázku mikroskopického modelu odezvy fyzi-
kální soustavy na elektrické pole dané frekvence. Tehdy jsme je²t¥ nehovo°ili
v souvislosti se vztahem podn¥t-odezva o Laplaceov¥ transformaci. Kdyº
se k p°íkladu 13.48 vrátíme, uvidíme, ºe jsme pomocí modelu popisujícího
mechanismus odezvy fakticky vypo£ítali dvoustranný Laplace·v obraz ode-
zvové funkce (relativní polarizovatelnosti) na reálné ose (tj. Fourier·v obraz)
a zp¥tnou transformací jsme pak získávali �skute£nou� odezvovou funkci.
Uvedeme je²t¥ jeden p°íklad výpo£tu Laplaceova obrazu polarizovatelnosti
pomocí modelu. Konkrétn¥ p·jde o volné elektrony v látce, které vlivem
elektrického pole konají tzv. plazmové kmity. Uvaºujme o systému volných
elektron· s objemovou koncentrací N0. Nejjednodu²²ím klasickým mikrosko-
pickým modelem pohybu tohoto systému v elektrickém poli ~E = ~E0 e−iωt je
model Drudeho, zaloºený na pohybové rovnici

m~̇v +mΓ~v = e ~E0 e−iωt,

kde m a e p°edstavují hmotnost a náboj elektronu, ~v jeho rychlost, Γ para-
metr charakterizující tlumení. �e²ením této rovnice je vektorová funkce

~v(t) = ~A e−Γt +
ie ~E0

m(ω + iΓ)
e−iωt,
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kde ~A je vektorová integra£ní konstanta. Pro �dlouhé £asy� , kdy dochází k
utlumení p°ísp¥vku ~A e−Γt (obecné °e²ení odpovídající homogenní rovnice)
v porovnání s p°ísp¥vkem odpovídajícím vynucující síle (partikukární °e²ení
nehomogenní rovnice), dostáváme pro rychlost a odpovídající proudovou hus-
totu ~j = eN0~v vztahy

~v(t) =
ie ~E0

ω + iΓ
e−iωt, ~j(t) =

ie2N0
~E0

m(ω + iΓ)
e−iωt.

P°ed chvílí jsme odvodili vztah (13.82) ~P (t) = ε0α̃(ω) ~E(t). Abychom zís-
kali funkci α̃(ω), pot°ebujeme je²t¥ dát do souvislosti veli£iny ~P a ~j. Tato
souvislost je obsaºena v rovnici

~j =
∂ ~P

∂t
= −iωε0α̃(ω) ~E0 e−iωt.

Dostáváme tak

α̃(ω) = −e
2N0

ε0m

1

ω(ω + iγ)
, ε̃(ω) = ε0

[
1−

ω2
p

ω(ω + iΓ)

]
, ω2

p =
e2N0

ε0m
.

Hodnotu ωp nazýváme plazmová frekvence. Výpo£et jsme provedli pro systém
elektron· ve vakuu. V prost°edí o statické relativní permitivit¥ εS je t°eba
je²t¥ funkci ε̃(ω) touto hodnotou vynásobit.

�tená°e, kterého fyzika zajímá, napadne otázka, kde a pro£ jsme vzali
název plazmová frekvence. Frekvence by m¥la odpovídat n¥jakým kmit·m.
O jaké kmity jde v tomto p°ípad¥? Stru£né elementární vysv¥tlení omezující
se na jednorozm¥rný pohyb podél osy ξ by mohlo vypadat t°eba takto: P°ed-
stavme si, ºe element náboje (vytvá°eného elektrony) se z bodu o sou°adnici
ξ vysune z rovnováhy o výchylku u(ξ, t). Náboj N0 dξ, rozloºený v rovno-
váze v intervalu (ξ, ξ + du), se rozloºí do intervalu (ξ + u, ξ + u+ dξ + du),
odpovídající koncentrace bude N = N(ξ, t). Pak

N0 dξ = N(dξ + du) =⇒ N
.
= N0

(
1− ∂u

∂ξ

)
.

V rovnováze je hustota celkového náboje (tvo°eného kladnými ionty a zá-
pornými elektrony) nulová. P°edpokládejme, ºe rozloºení iont· se nem¥ní.
Vlivem posunu elementu elektronového náboje se celková hustota náboje
zm¥ní a bude popsána funkcí

% = e[N −N0] = −eN0
∂u

∂ξ
.
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Ve vakuu platí odpovídá této hustot¥ náboje intenzita elektrického pole daná
první Maxwellovou rovnicí

ε0 div ~E = % =⇒ ∂E

∂ξ
= −eN0

ε0

∂u

∂ξ
,

p°i£emº pro u = 0 je E = 0. Pohybová rovnice elementu elektronového
náboje má tedy tvar

m
∂2u

∂t2
+
e2N0

ε0
u = 0 =⇒ mü+ ω2

pu = 0.

Jejím °e²ením jsou netlumené kmity práv¥ s plazmovou frekvencí, u(ξ, t) =
A(ξ) cosωpt+B(ξ) sinωpt.

Úvahy týkající se fyzikálních aplikací matematického aparátu, kterými jsme
se zabývali v tomto odstavci, ukazují, nakolik je samotná matematika �p°ímo£ará�
a v podstat¥ snadná oproti fyzice, která vyºaduje modely, aproximace a £asto
tak trochu �spekulativní� argumentaci vedenou tak, aby vystihovala realitu.

13.6.3 N¥co málo o konformních zobrazeních

�asto se setkáváme s fyzikálními £i technickými úlohami, jejichº symetrie
je taková, ºe je lze °e²it jako úlohy rovinné. Znamená to, ºe hledáme pr·-
b¥h n¥jakých funkcí Φ(x, y, z) v prostoru, závislých v²ak pouze na dvou
sou°adnicích, x a y. Typickými p°íklady tohoto typu jsou úlohy, jejichº cí-
lem je najít pr·b¥h potenciálu elektrostatického pole �nekone£n¥ dlouhého�
válce, nebo elektrostatického pole uvnit° dlouhého válcového kondenzátoru,
tepelný tok mezi dv¥ma válcovými trubkami zah°átými na r·znou teplotu
(a´ jiº soust°ednými £i uloºenými excentricky), apod. V takových p°ípadech
je popisovaný fyzikální jev jist¥ nezávislý na sou°adnici m¥°ené podél osy
válc·. Nemusí také jít p°ímo o válce, ale t°eba i obecná válcová t¥lesa, která
jsou stejn¥ jako válec dlouhá, av²ak jejich p°í£ným °ezem není kruh, ale
obecn¥j²í útvar, který se podél t¥lesa nem¥ní. P°ímé °e²ení °ady praktických
úloh v rovin¥ xy je zna£n¥ komplikované, £i dokonce nesch·dné. Zejména
tehdy, nemají-li v rovin¥ xy ºádnou symetrii. Metoda konformního zobra-
zení umoº¬uje, pomocí p°evodu úlohy do oboru komplexní prom¥nné, najít
°e²ení podstatn¥ snadn¥ji a elegantn¥. Její podstatou je následující postup:
• Z prom¥nných x a y se sestaví komplexní prom¥nná z a hledaná funkce

Φ(x, y), de�novaná na jisté oblasti D ⊂ R2 se povaºuje za reálnou,
nebo imaginární £ást jisté (holomorfní) komplexní funkce Φ̃(z) na ob-
lasti D ⊂ C, resp. D ⊂ C+, kterou je ov²em t°eba sestavit.
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• Samotný první krok ke snaz²ímu nalezení °e²ení úlohy nepom·ºe. Hledá
se v²ak vhodné zobrazení w = f(z), které p°evede oblast D na jinou,
symetri£t¥j²í oblast f(D), av²ak zachovává rovnice, jimiº se °ídí funkce
v rovin¥ p·vodní prom¥nné z také pro odpovídající funkce nové pro-
m¥nné w.

• Úloha se vy°e²í v rovin¥ prom¥nné w, w(z) = u(x, y) + iv(x, y), tj.
nalezne se funkce F (u, v) taková, ºe Φ(x, y) = F (u(x, y), v(x, y)).

• Dosazením w = w(z) se (obecn¥ komplexní) °e²ení p°evede zp¥t do
roviny p·vodní prom¥nné z = x+iy a rozd¥lí se na reálnou a imaginární
£ást. Jedna z nich bude °e²ením p·vodní úlohy � podle toho, jak jsme
zavedli komplexní veli£inu, která je °e²ením úlohy v rovin¥ prom¥nné
w.

Samoz°ejm¥, vzniká otázka, zda takový postup v konkrétních situacích v·bec
existuje, tj. zda se vºdy poda°í najít vhodné zobrazení w = f(z). Hezkou
vlastností funkcí komplexní prom¥nné je, ºe odpov¥¤ na tuto otázku je
kladná. Pot°ebné poºadavky spl¬ují práv¥ holomorfní konformní zobrazení.
Problematika konformních zobrazení je velmi ²iroká a je do detail· °e²ena v
obsáhlých kapitolách °ady dostupných u£ebnic a monogra�í. V tomto textu
se jí nem·ºeme zabývat podrobn¥. Ukáºeme pouze její podstatu a n¥které
aplikace.

S jistou nadsázkou lze °íci, ºe metoda °e²ení fyzikálních problém· pomocí
konformních zobrazení je zaloºena na geometrickém významu derivace funkce
komplexní prom¥nné. Vyloºíme nejprve názorn¥, o co se jedná. Uvaºujme o
funkci f(z) holomorfní v ur£ité oblasti D a p°edpokládejme, ºe její derivace
f ′(z0) je nenulová. Pak tuto derivaci m·ºeme zapsat ve tvaru

f ′(z0) = |f ′(z0)| eiϑ, ϑ = Arg f ′(z0).

(Kdyby derivace byla nulová, nebyl by takový zápis moºný, nebo´ argument
nuly není de�nován.) Sledujme schematický obrázek 13.36. V jeho levé £ásti
je zakreslena k°ivka C : [α, β] 3 t → C(t) = x(t) + iy(t) ∈ C a její te£na v
bod¥ t0 ∈ (α, β). Úhel, který tato te£na svírá s osou x, je

ϕ = Arg Ċ(t0) = Arg (ẋ(t0) + iẏ(t0)).

(V bodech α, resp. β by se jednalo pravou, resp. levou te£nu a derivace
Ċ(α+), resp. Ċ(β−).) Obrazem k°ivky C zobrazením w = f(z) = ξ + iη je
k°ivka Γ : [α, β] 3 t → Γ(t) = f ◦ C(t) ∈ C, jejíº te£na v bod¥ t0 svírá s
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Obrázek 13.36: K de�nici konformního zobrazení.

osou ξ úhel

ψ = Arg Γ̇(t0) = Arg
{
f ′[C(t0)]Ċ(t0)

}
= Arg f ′(C(t0)) + Arg Ċ(t0) = ϑ+ ϕ.

Význam tohoto výsledku je jasný: zobrazení f(z) �pooto£í� te£nu ke k°ivce
vedenou bodem dotyku z0 = C(t0) o úhel ϕ = Arg f ′(z0). To znamená, ºe
v p°ípad¥, ºe se dv¥ k°ivky v n¥kterém bod¥ protínají, zachová zobrazení
f(z) úhel mezi nimi. To je podstatou konformnosti zobrazení. Co je na této
vlastnosti tak d·leºité? T°eba to, ºe konformní zobrazení zobrazí dv¥ sou-
stavy ortogonálních sou°adnicových k°ivek na dv¥ soustavy obecn¥ jiných
sou°adnicových k°ivek, ale op¥t oetogonálních. Na vý²e uvedené vlastnosti
� zachování úhl· � je také zaloºena pon¥kud obecn¥j²í de�nice konform-
ního zobrazení, která nevyºaduje, aby funkce f(z) byla holomorfní.

Zobrazení f(z) se nazývá konformní v bod¥ z0, je-li v tomto bod¥ spojité a
zachovává-li orientovaný úhel mezi k°ivkami protínajícími se v tomto bod¥.
Nech´ M je otev°ená mnoºina (ne nutn¥ souvislá). Zobrazení f(z) se nazývá
konformní na mnoºin¥ M , je-li na mnoºin¥ M prosté a konformní v kaº-
dém jejím bod¥. �íkáme, ºe funkce f(z) konfromn¥ zobrazuje mnoºinuM na
mnoºinu f(M).

Z úvodní úvahy o významu derivace f ′(z0) zobrazení f(z) a z obecné de�nice
konformního zobrazení vyplývá automaticky následující v¥ta.
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V¥ta 13.35: Nech´ funkce f(z) je holomorfní v bod¥ z0 a platí f ′(z0) 6= 0.
Pak zobrazení f(z) je konformní v bod¥ z0.

V dal²ím budeme uvaºovat jiº jen o holomorfních konformních zobrazeních,
která mají, díky existence derivace, v praktických aplikacích v¥t²í význam
neº obecn¥ neholomorfní konformní zobrazení. Z de�nice holomorfního kon-
formního zobrazení je navíc z°ejmé, ºe kompozice takových zobrazení je rov-
n¥º konformním zobrazením.

P°edpokládejme, ºe funkce f(z) je holomorfní na mnoºin¥ M . Bod z0 se
nazývá kritickým bodem, je-li f ′(z0) = 0. Oblasti D1, D2 ⊂ C se nazývají
konformn¥ ekvivalentní, jestliºe existuje konformní zobrazení f(z) tak, ºe
D2 = f(D1) (pak také D1 = f−1(D2)).

V souvislosti s druhou £ástí této de�nice vzniká otázka, zda a za jakých
podmínek lze k zadaným oblastem D1, D2 ⊂ C najít konformní zobrazení
f(z) tak, aby se staly konformn¥ ekvivalentními, a kolik takových zobrazení
m·ºe existovat. Na tuto otázku odpovídá jedna z poloºek následující v¥ty,
jejímº prost°ednictvím doplníme je²t¥ dal²í obecné vlastnosti holomorfních
konformních zobrazení, které nebudeme dokazovat.

V¥ta 13.36 (Obecné vlastnosti konformních zobrazení):

• Je-li zobrazení f(z) konformní na oblasti D ⊂ C (D neobsahuje bod
∞), pak f(D) je op¥t oblast neobsahující bod ∞ a zobrazení f−1(z) je
konformní na f(D).

• Riemannova v¥ta: Nech´ D1, D2 ⊂ C jsou libovolné jednodu²e souvislé
oblasti, p°i£emº hranice kaºdé z nich obsahuje alespo¬ dva r·zné body.
Pak existuje nekone£n¥ mnoho konformních zobrazení zobrazujích ob-
last D1 na oblast D2. Zvolíme-li libovoln¥, ale pevn¥ body z0 ∈ D1 a
w0 ∈ D2, a reálné £íslo a ∈ R, pak existuje práv¥ jedno konformní
zobrazení f(z), pro n¥º je f(D1) = D1, f(z0) = w0 a a ∈ arg f ′(z0).

• Je-li D oblast a f(D) konformní zobrazení de�nované na D, pak f(D)
je oblast stejné násobnosti souvislosti jako D.

• Princip p°i°azení hranic: Nech´ D1 a D2 jsou jednodu²e souvislé oblati
a C1 = ∂D1 a C2 = ∂D2 (jednoduché uzav°ené k°ivky). Nech´ f(z)
je konformní zobrazení zobrazující D1 na D2. Pak lze zobrazení f(z)
spojit¥ roz²í°it na mnoºinu D̄1 (uzáv¥r oblasti D1) tak, ºe toto roz²í°ení
zobrazuje mnoºinu D̄1 homeomorfn¥ na mnoºinu D̄2.
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Vlastnosti uvedené ve v¥t¥ jsou velmi zajímavé a také d·leºité. Plyne z nich
nap°íklad to, ºe kaºdou jednodu²e souvislou oblast lze konfromn¥ zobrazit na
otev°ený kruh (t°eba i jednotkový), ale také na otev°ený £tverec. Pozd¥ji uvi-
díme na p°íkladech, ºe se této moºnosti, spolu s v¥tou 13.37, kterou uvedeme
za chvíli, dá s výhodou vyuºít p°i °e²ení rovinných fyzikálních problém·.

V následujícím p°íkladu se je²t¥ vrátíme k pojmu kritického bodu, abychom
je²t¥ lépe pochopili podstatu poºadavku f ′(z) 6= 0, kladeného na holomorfní
konformní zobrazení.

P°íklad 13.63: Co je na kritickém bodu �kritického�
�Kritické� je z°ejm¥ to, ºe v kritickém bod¥ není de�nován argument £ísla
f ′(z0). Jaký vliv to v²ak má na úhel mezi dv¥ma k°ivkami C a C̄, které
se v tomto bod¥ protínají? Jedná-li se o hladké k°ivky, je jejich úhel ne-
pochybn¥ dob°e de�nován, stejn¥ jako úhel mezi jejich obrazy zobrazením
f(z), které je holomorfní a hladkost obraz· tedy �nepokazí� . Bude se úhel
mezi obrazy k°ivek li²it od úhlu mezi nimi samotnými? Vyzkou²íme to na
konkrétním jednoduchém p°íkladu, ilustrovaném obrázkem 13.37. Uvaºme
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Obrázek 13.37: Jak funguje zobrazení f(z) v kritickém bod¥.

zobrazení f(z) = z2, které je holomorfní v celé Gaussov¥ rovin¥ C. Jediným
kritickým bodem je bod z0 = 0. Hladké k°ivky C a C̄ zvolme co nejjedno-
du²²ím zp·sobem tak, aby procházely bodem z0, nap°íklad tak, ºe k°ivka C
bude úse£ka spojující body z0 = 0 a z1 = 1 + i, k°ivka C̄ pak £ást reálné osy
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x mezi body z0 = 0, z2 = 1,

C : [0, 1] 3 t → C(t) = t+ it ∈ C, C̄ : [0, 1] 3 t → C̄(t) = t ∈ C.

K°ivka C svírá s k°ivkou C̄ úhel γ = π
4 . Pro k°ivky Γ = f ◦ C a Γ̄ = f ◦ C̄

dostaneme

Γ : [0, 1] 3 t → Γ(t) = (t+it)2 = 2it2 ∈ C, Γ̄ : [0, 1] 3 t → Γ̄(t) = t2 ∈ C.

K°ivka Γ̄ je op¥t £ástí reálné osy (osa ξ) mezi body w0 = 0 a w2 = 1, zatímco
k°ivka Γ je £ástí imaginární osy, spojuje body w0 = 0 a w1 = 2i. Jedná se
tedy o navzájem kolmé úse£ky. Zatímco p·vodní úse£ky svíraly úhel π4 , svírají
jejich obrazy úhel dvojnásobný. Je t°eba si je²t¥ uv¥domit, ºe zatímco úhel
p·vodních úse£ek byl dob°e de�nován pomocí argument· derivací

Ċ(0) = 1 + i ⇒ Arg Ċ(0) =
π

4
, ˙̄C(0) = 1 ⇒ Arg ˙̄C(0) = 0,

pro úhel jejich obraz· zobrazením f(z) = z2 to takto provést nelze, nebo´
derivace zobrazení Γ(t) i Γ̄(t) v bod¥ t0 = 0 jsou nulové a jejich argumenty
proto nejsou de�novány. Úhel, který úse£ky Γ a Γ̄ svírají, jsme ur£ili geome-
tricky, pomocí parametrického vyjád°ení samotného, bez pouºití derivací.

Zd·razn¥me je²t¥, ºe podmínka f ′(z) 6= 0 je pro konformnost holomorf-
ního zobrazení podmínkou posta£ující, nikoli nutnou. Není-li spln¥na, nezna-
mená to nutn¥, ºe zobrazení nebude v daném (kritickém bod¥) konformní.

D·leºitou praktickou vlastností, zejména pro fyzikální a technické aplikace, je
skute£nost, ºe konformní zobrazení zachovává Laplaceovu rovnici. Znamená
to, ºe je-li n¥jaké funkce dvou prom¥nných harmonická, pak její kompozice
s konformním zobrazením je rovn¥º harmonická funkce. P°esn¥ji to popisuje
následující v¥ta.

V¥ta 13.37 (Invariance Laplaceovy rovnice p°i konformním zobra-

zení): Nech´ w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) zobrazení holomorfní v oblasti
D ⊂ C a f(D) ⊂ G, kde G ⊂ C je rovn¥º oblast. Je-li funkce F (u, v) je har-
monická v oblasti G, pak funkce Φ(x, y) = F (u(x, y), v(x, y)) je harmonická
v oblasti D.

P°ipome¬te si, ºe harmonická funkce dvou prom¥nných je taková, která spl-
¬uje Laplaceovu rovnici. Pro funkce Φ(x, y) a F (u, v) a v¥ty 13.37 to zna-
mená

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
= 0,

∂2F

∂u2
+
∂2F

∂v2
= 0.
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V²imn¥te si také, ºe jsme ve v¥t¥ nepoºadovali explicitn¥ konformnost holo-
morfního zobrazení w = f(z), �prominuli� jsme podmínku f ′(z) 6= 0. Platí-li
v¥ta v této pon¥kud obecn¥j²í podob¥, platí samoz°ejm¥ i pro p°ípad, ºe pod-
mínka nenulovosti derivace bude v oblasti D spln¥na a holomorfní zobrazení
f(z) bude v celé oblasti D také konformní, tj. bez kritických bod·. D·kaz
v¥ty je jednoduchý a provedeme jej p°ímým výpo£tem. Pro stru£nost vý-
po£tu ozna£me parciální derivace typu ∂u

∂x = ux, ∂2u
∂x∂y = uxy a pro ostatní

funkce a prom¥nné obdobn¥, jak jsme to d¥lali v odstavci 5.2.3, viz t°eba
ozna£ení dané vztahy (5.19) na stran¥ 106 druhého dílu. Z téhoº odstavce
m·ºeme p°ímo pouºít vztahy (5.21) na stran¥ 111, dosadíme-li do nich za
funkci F na²i funkci Φ a za funkci f na²i funkci F . (Lep²í ale bude, kdyº si
pot°ebné derivace sloºených funkcí z cvi£ných d·vod· znovu sami propo£í-
táte.) P°i výpo£tu vezmeme v úvahu, ºe reálná i imaginární £ást holomorfní
funkce f(z) jsou v d·sledku platnosti Cauchyových-Riemannových podmí-
nek harmonické funkce prom¥nných x a y, spl¬ují tedy rovn¥º Laplaceovu
rovnici, uxx + uyy = 0 a vxx + vyy = 0. Získáme mezivýsledek

Φxx = Fuuu
2
x + 2Fuvuxvx + Fvvv

2
x + Fuuxx + Fvvxx,

Φyy = Fuuu
2
y + 2Fuvuyvy + Fvvv

2
y + Fuuyy + Fvvyy,

Φxx + Φyy = Fuu(u2
x + u2

y) + 2Fuv(uxvx + uyvy) + Fvv(v
2
x + v2

y).

K dal²í úprav¥ pouºijeme Cauchyovy-Riemannovy podmínky pro funkce u(x, y)
a vx, y, ux = vy a uy = −vx, díky nimº platí

uxvx + uyvy = ux(−uy) + uyux = 0, v2
x + v2

y = (−u2
y) + u2

x = u2
x + u2

y,

a dostaneme
Φxx + Φyy = (Fuu + Fvv)(u

2
x + u2

y) = 0,

nebo´ podle p°edpokladu v¥ty spl¬uje funkce F (u, v) Laplaceovu rovnice, tj.
Fuu + Fvv = 0.

Uv¥domme si, co v¥ty 13.36 a 13.37 spole£n¥ umoº¬ují: Máme nap°íklad
za úkol najít °e²ení Laplaceovy rovnice na oblasti zadaného tvaru p°i za-
daných okrajových podmínkách. Hledáme tedy harmonickou funkci V (x, y)
(tj. takovou, pro kterou platí Vxx + Vyy = 0) dejme tomu na dvojnásobn¥
souvislé oblasti D, p°i£emº jsou zadány hodnoty funkce Φ(x, y), Φ1 a Φ2, na
k°ivkách C1 a C2 tvo°ících hranici této oblasti, tj. formáln¥ ∂D = C1 + C + 2.
(Popsané zadání p°edstavuje Dirichletovu úlohu, jíº jsme se z jiného pohledu
zabývali v kapitole 12, v p°íkladu 12.124.) Jak budeme postupovat:

• Z vlastnosti b) ve v¥t¥13.36 víme, ºe existuje konformní zobrazení w =
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (jen ho najít!), které p°evede oblast D na
�²ikovn¥j²í� , av²ak konformn¥ ekvivalentní oblast f(D).
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• Vy°e²íme Dirichletovu úlohu na oblasti f(D) s odpovídajícími okrajo-
vými podmínkami. Ty budou zase dv¥, nebo´ podle vlastnosti c) ve
v¥t¥ 13.36 bude nová oblast také dvojnásobn¥ souvislá a podle vlast-
nosti d) si budou hrani£ní k°ivky Γ1 a Γ2 �správn¥� p°i°azeny k°ivkám
C1 a C2 pomocí spojitého roz²í°ení zobrazení f(z) na hranici oblasti
D). Znamená to, ºe najdeme funkci F (u, v), pro kterou je spln¥na La-
placeova rovnice Fuu +Fvv = 0 a okrajové podmínky F (u, v)|Γ1 = Φ1,
Fu, v|Γ2 = Φ2.

• Sestavíme funkci Φ(x, y) = F (u(x, y), v(x, y)). V¥ta 13.37 zaji²´uje,
ºe funkce Φ(x, y) je °e²ením p·vodní úlohy.

P°íklad 13.64: Potenciál koncentrického válcového kondenzátoru
Máme ur£it rozloºení elektrostatického potenciálu uvnit° kondenzátoru tvo-
°eného nekone£n¥ dlouhými soust°ednými válci o polom¥rech r a R, R > r.
Na vnit°ním válci je p°edepsána hodnota Φ1, na vn¥j²ím hodnota Φ2. Elek-
trostatický potenciál pochopiteln¥ spl¬uje trojrozm¥rnou Laplaceovu rovnici.
Vzhledem k symetrii zadaného problému (nekone£ný kondenzátor) v²ak bude
nezávislý na sou°adnici m¥°ené podél osy válce. Sou°adnicovou rovinu xy m·-
ºeme zvolit kolmo k ose válce a po£átek soustavy sou°adnic umístit do st°edu
v¥t²í kruºnice C2 (obrázek 13.38). Povaºujme prom¥nné x a y za reálnou a
imaginární £ást komplexní prom¥nné z = x+ iy. Hledáme °e²ení Laplaceovy
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Obrázek 13.38: Válcové kondenzátory.
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rovnice Φxx + Φyy = 0 za okrajových podmínek Φ|C1 = Φ1, Φ|C2 = Φ2.
Podle v¥ty 13.36 existuje konformní zobrazení w = f(z) takové, ºe p°evede
oblast D (mezikruºí mezi kruºnicemi C1 a C2) na n¥jakou jinou vhodnou ob-
last tak, aby se postup °e²ení Laplacoevy rovnice zjednodu²il. Kruºnice jsou
parametrizovány vztahy

C1 : [0, 2π] 3 t → z = r eit, C2 : [0, 2π] 3 t → z = R eit,

obecná kruºnice uvnit° mezikruºí pak vztahem z = % eit, % ∈ (r, R). Hle-
dejme zobrazení f(z) tak, aby hlavní hodnota argumentu prom¥nné z, tj.
parametr t, byla p°ímo imaginární £ástí funkce f(z), tj. v = Arg z. �tená°i,
který uº má s po£ítáním s funkcemi komplexní prom¥nné zku²enost, je hned
jasné, ºe v takovém p°ípad¥ bude reálnou £ástí funkce f(z) logaritmus mo-
dulu prom¥nné z, tj. u = ln |z|. P°esto tuto skute£nost prov¥°íme pomocí
Cauchyových-Riemannových podmínek. Pro v(x, y) = Arg z platí

v(x, y) = Arg z = arccos
x√

x2 + y2
, resp. 2π − arccos

x√
x2 + y2

,

pro y ≥ 0, x2 + y2 6= 0, resp. pro y ≤ 0. Pro reálnou £ást u(x, y) platí
(propo£ítejte podrobn¥)

∂u

∂x
=
∂v

∂y
=

x

x2 + y2
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
=

y

x2 + y2
,

u(x, y) =
1

2
ln (x2 + y2) = ln

√
x2 + y2 = ln |z|.

Pro |z| = r (kruºnice C1) je u = ln r a v ∈ [0, 2π), pro |z| = R (kruºnice
C2) je u = lnR a v ∈ [0, 2π). Funkce w = f(z) = Ln z = ln |z| + iArg z je
konformním zobrazení, které p°evádí mezikruºí D v rovin¥ prom¥nné z mezi
k°ivkami C1 a C2 a s vý°ezem podél intervalu [r, R] na obdélník f(D) v rovin¥
prom¥nné w, f(D) = [ln r, lnR]× (0, 2π). Protoºe podle v¥ty 13.37 z·stává
p°i holomorfním (a tedy i konformním) zobrazení zachována Laplaceova rov-
nice, hledáme funkci F (u, v), pro kterou je Fuu + Fvv = 0 a platí okrajové
podmínky F (ln r, v) = Φ1, F (lnR, v) = Φ2. Z rozta£ní symetrie p·vodního
problému je dále z°ejmé, ºe funkce Φ(x, y) musí být invariantní vzhledem
k oto£ení soustavy sou°adnic, a tedy nezávislá na argumentu prom¥nné z.
Proto je funkce F (u, v) nezávislá na prom¥nné v a Laplaceova rovnice se
zjednodu²uje na tvar Fuu = 0. Její obecné °e²ení je F (u, v) = Au + B. Z
okrajových podmínek pak dostaneme A ln r + B = Φ1, A lnR + B = Φ2, a
odtud

A =
Φ2 − Φ1

lnR− ln r
, B =

1

2
(Φ1 + Φ2)− 1

2
(Φ2 − Φ1)

lnR+ ln r

lnR− ln r
,
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F (u, v) =
Φ2 − Φ1

lnR− ln r
u+

[
1

2
(Φ1 + Φ2)− 1

2
(Φ2 − Φ1)

lnR+ ln r

lnR− ln r

]
.

Hledané °e²ení Φ(x, y) dostaneme uº jednodu²e dosazením za u(x, y),

Φ(x, y) =
1

2

Φ2 − Φ1

lnR− ln r
ln (x2 + y2)+

[
1

2
(Φ1 + Φ2)− 1

2
(Φ2 − Φ1)

lnR+ ln r

lnR− ln r

]
.

�e²ení je gra�cky znázorn¥no na obrázku 13.39 vlevo pro r = 1 cm, R =
2 cm, Φ1 = 0 V, Φ2 = 10 V. Mnozí £tená°i se moºná p°i pro£ítání práv¥
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Obrázek 13.39: Válcové kondenzátory � pr·b¥h potenciálu.

p°edvedeného výpo£tu divili, pro£ volíme tak sloºitý postup, kdyº °e²ení
úlohy lze najít velmi jednodu²e. Sta£í p°ece vyjád°it Laplace·v operátor v
polárních sou°adnicích namísto kartézských a pak pouºít symetrie úlohy, z níº
vyplývá nezávislost hledaného °e²ení na polárním úhlu, který jsme ozna£ili
t. Laplace·v operátor ve válcových sou°adnicích najdeme v odstavci 9.4.2
druhého dílu ve vztazích (9.27). Vynecháme-li t°etí prom¥nnou (ve vztazích
(9.27) ozna£enou jako z), a vezmeme-li v úvahu, ºe funkce Φ závisí pouze na
vzdálenosti % od po£átku soustavy sou°adnic, dostaneme pro ni oby£ejnou
diferenciální rovnici

Φ′′(%) +
1

%
Φ′(%).
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Ozna£íme-li χ(%) = Φ′(%), získáme pro funkci χ(%) rovnici se separovatelnými
prom¥nnými, kterou snadno vy°e²íme:

χ′(%) +
1

%
χ(%) ⇒ lnχ = − ln %+K ⇒ %χ(%) = A,

kde K a A jsou konstanty. Dal²í výpo£et je velmi jednoduchý:

Φ′(%) =
A

%
=⇒ Φ(%) = A ln %+B.

Zbytek uº je záleºitostí okrajových podmínek. Získali jsme totéº °e²ení jako
pomocí konformního zobrazení, ale podstatn¥ rychleji. Pro£ tedy pouºí-
vat metodu konformního zobrazení, kdyº je komplikovan¥j²í? Protoºe m·ºe
snadno vést k cíli i ve sloºit¥j²ích p°ípadech, které t°eba nemají ºádnou sy-
metrii, která by vedla k okamºitému zjednodu²ení rovnice. Uvidíme to v
následujícím p°íkladu.

P°íklad 13.65: Potenciál excentrického válcového kondenzátoru
P°edchozí úlohu zobecníme na p°ípad, ºe pr·°ezem kondenzátoru je excent-
rické mezikruºí s hrani£ními kruºnicemi C1 a C2 (obrázek 13.38 zcela vpravo).
Na hrani£ních kruºnicích C1, resp. C2 jsou okrajovými podmínkami op¥t p°e-
depsány hodnoty potenciálu Φ1, resp. Φ2.

Parametrizujme kruºnice ohrani£ující oblast D, na které hledáme °e²ení
problému,

C1 : [0, 2π] 3 t → z(t) = l + r1 eit, C2 : [0, 2π] 3 t → z(t) = r2 eit.

V první fázi °e²ení úlohy budeme hledat takové konformní zobrazení, které
p°evede excentrické mezikruºí na koncentrické, tj. takové, jehoº hranici bu-
dou tvo°it soust°edné kruºnice. Úlohu se soust°ednými kruºnicemi uº °e²it
umíme díky p°edchozímu p°íkladu.

P°emý²lejme, jaká zobrazení p°evád¥jí kruºnici v jinou kruºnici, která
bude mít oproti té p·vodní posunutý st°ed a obecn¥ jiný polom¥r. Je-li vý-
chozí kruºnice K parametrizována vztahem z = r eit, t ∈ [0, 2π], pak posu-
nutí st°edu a zm¥nu polom¥ru docílíme t°eba zobrazením w = f(z) = az+b.
Skute£n¥

f(K) : [0, 2π] 3 t −→ w = az + b = ar eit + b.

�ísla a a b mohou být obecn¥ komplexní, konkrétn¥ pro a m·ºene napsat
a = |a| eit0 , kde t0 = Arg a. Pak dostaneme parametrizaci k°ivky f(K) ve
tvaru

w ◦ K(t) = |a|r ei(t+t0) + b.
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Jedná se o kruºnici se st°edem v bod¥ b a polom¥rem |a|r. Oborem parametru
t je op¥t interval [0, 2π], jenºe jeho krajnímu bodu 0 jiº neodpovídá bod s
nulovým argumentem, ale bod s argumentem t0. Dal²í zobrazení p°evád¥jící
kruºnici v kruºnici je nap°íklad f(z) = 1

z . Kruºnice K p°i n¥m p°ejde v
kruºnici parametrizovanou vztahem w = r−1 e−it, t ∈ [0, 2π]. Ta má st°ed
op¥t v bod¥ z0 = 0, polom¥r rovný p°evrácené hodnot¥ polom¥ru p·vodní
kruºnice K, a je orientována opa£n¥ neº kruºnice K. Zobecn¥ním tohoto
zobrazení je funkce f(z) = (az + b)−1. Prov¥°íme, jak funguje.

w ◦ K(t) =
1

ar eit + b
=

1

|a|r ei(t+t0) + b
=
|a|r e−i(t+t0) + b∣∣ar ei(t+t0) + b

∣∣2 =

=
|a|r∣∣ar ei(t+t0) + b

∣∣2 e−i(t+t0) +
b∣∣ar ei(t+t0) + b

∣∣2 .
Op¥t jsme dostali parametrizaci kruºnice, jejíº st°ed a polom¥r jsou

w0 =
b∣∣ar ei(t+t0) + b

∣∣2 , r′ =
|a|r∣∣ar ei(t+t0) + b

∣∣2 .
Pomocí vhodného zobrazení f(z) lze danou kruºnici �p°esunout� do p°edem
zvoleného bodu a modi�kovat ji tak, aby její obraz m¥l p°edem zvolený
polom¥r.

V p°ípad¥ excentrického mezikruºí, které je pr·°ezem válcového konden-
zátoru, jehoº elektrický potenciál máme po£ítat, je v²ak t°eba pomocí zob-
razení f(z) zobrazit dv¥ kruºnice sou£asn¥ tak, aby st°edy jejich obraz· byly
shodné. Zjednodu²me je²t¥ situaci tím, ºe obrazu vnit°ní kruºnice p°edepí-
²eme jednotkový polom¥r, r = 1. Polom¥r obrazu vn¥j²í kruºnice p°edem
volit nebudeme, uvidíme, co vyjde. Zobrazení f(z) zvolíme ve tvaru racio-
nální lomené funkce,

f(z) =
az + b

cz + d
.

Pon¥kud nep°íjemným po£ítáním zjistíme (prove¤te), ºe poºadavk·m kla-
deným na obrazy kruºnic C1 a C2 vyhovují hodnoty

a =

√
r2

2 − (l + r1)2

r2
2 − (l − r1)2

+ 1 = A+ 1, c = A− 1,

b = −[A(l − r1) + (l + r1)], d = −[A(l − r1)− (l + r1)],

polom¥r obrazu vn¥j²í kruºnice je

R =
1 +
√
δ

1−
√
δ
, δ =

(r2 − r1)2 − l2

(r2 + r1)2 − l2
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Pro zápis °e²ení v rovin¥ prom¥nné w m·ºeme pouºít výsledku z minulého
p°íkladu s tím, ºe do vztahu pro °e²ení F (u, v) dosadíme

u = ln |w| = ln

∣∣∣∣az + b

cz + d

∣∣∣∣, r = 1.

Potenciál Φ(x, y) excentrického válcového kondenzátoru pak dostáváme ve
tvaru

Φ =
Φ2 − Φ1

lnR
ln

∣∣∣∣az + b

cz + d

∣∣∣∣+ Φ1 =
Φ2 − Φ2

lnR
ln
a2

[(
x+ b

a

)2
+ y2

]
c2

[(
x+ d

c

)2
+ y2

] .
Lep²í p°edstavu neº vzorec dává graf na obrázku 13.39 vpravo, sestrojený
pro r1 = 1 cm, r2 = 2 cm, l = 0, 5 cm, Φ1 = 0, V, Φ2 = 10 V.

P°íklad 13.65: Elektrostatika v rovin¥
N¥které problémy elektrostatiky je moºné °e²it jako rovinné. To jsme vid¥li
v p°edchozích dvou p°íkladech. Je vhodné pracovat s prom¥nnými x a y jako
s reálnou a imaginární £ástí komplexní prom¥nné z. P°i takové interpretaci
je zase moºné usnadnit si °e²ení problému p°echodem k jiné prom¥nné w
pomocí vhodného konformního zobrazení w = f(z). I s tím jsme se setkali v
p°edchozích p°íkladech. V tomto p°íkladu ukáºeme obecn¥j²í aplikaci proble-
matiky konformních zobrazení v rovinné elektrostatice. Konkrétn¥ p·jde o
vyjád°ení toku intenzity elektrostatického pole ~E = (Ex(x, y), Ey(x, y)) da-
nou k°ivkou C. (V trojrozm¥rných situacích jsme zvyklí na pojem toku vekto-
rového pole plochou, kterou v rovinném p°ípad¥ nahrazuje k°ivka.) Obrázek
13.40 ukazuje, jak k pojmu toku elektrostatického pole (obecn¥ jakéhokoli
vektorového pole) k°ivkou dosp¥jeme. Sestavíme diferenciální formu dφE re-
prezentující elementární tok. (Postupujeme obdobn¥ jako p°i odvození toku
vektorového pole plochou v odstavci 9.4.1, kde jsme po£ítali hmotnostní tok
kapaliny. K výpo£tu, jehoº výsledek je dán vztahem (9.64), se vztahuje ob-
rázek 9.43.)

Elementární tok vektorového pole ~E k°ivkou na obrázku 13.40 je

δφE = E l0 = E dl cosα = E dl (~n0~n) = ( ~E~n) dl,

kde význam veli£in je z°ejmý z obrázku, normály ~n0 a ~n jsou voleny jako
jednotkové. (Pro zápis diferenciální formy vyjad°ující elementární tok volíme
ozna£ení δΦE , abychom vyjád°ili jednak �elementárnost� , jednak skute£nost,
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Obrázek 13.40: Tok vektorového pole v rovin¥ k°ivkou.

ºe v p°ípad¥ obecného vektorového pole ~E dop°edu nevíme, zda tato forma
bude uzav°ená.) Celkový tok je dán integrálem prvního druhu

φE =

∫
C

( ~E~n) dl.

Z kapitoly 12 víme, ºe takový integrál lze vyjád°it také jako integrál dru-
hého druhu, nebo´ prost°ednictvím integrandu závisí na orientaci integra£-
ního oboru. Abychom to provedli, je t°eba vyjád°it formu dl, reprezen-
tující jednorozm¥rný objemový (tj. délkový) element na k°ivce, jako line-
ární kombinaci forem dx a dy. Uvaºujme o libovolné parametrizaci k°ivky
C : [0, 1] 3 t → C(t) = (x(t), y(t)) ∈ R2. Jednotkový vektor te£ny a nor-
mály ke k°ivce C jsou

~τ =

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
,

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

)
, ~n =

(
ẏ√

ẋ2 + ẏ2
,

−ẋ√
ẋ2 + ẏ2

)
.

Platí

C∗ δφ = [( ~E~n)◦C] C∗ dl =

[
(Ex ◦ C)

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

+ (Ey ◦ C)
−ẋ√
ẋ2 + ẏ2

√
ẋ2 + ẏ2

]
dt =

[(Ex ◦ C)ẏ − (Ey ◦ C)ẋ] dt = C∗ (−Ey dx+ Ex dy) .
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pro diferenciální 1-formu reprezentující elementární tok vektorového pole ~E
k°ivkou C a pro celkový tok dostáváme výsledné vztahy

δφE = −Ey(x, y) dx+ Ex(x, y) dy, φE =

∫
C

−Ey(x, y) dx+ Ex(x, y) dy.

(13.83)
Potud byl postup obecný, za ~E lze dosadit jakékoli vektorové pole s vlast-
nostmi umoº¬ujícími p°íslu²né objekty (diferenciální formu dφE a její k°iv-
kový integrál) de�novat. V p°ípad¥, ºe ~E je intenzita elektrostatického pole,
m·ºeme tok vyjád°it také pomocí potenciálu, nebo´ ~E = −grad Φ. V tomto
p°ípad¥ je forma δφE skute£n¥ uzav°ená. Vyzkou²ejte si to výpo£tem její
vn¥j²í derivace d(δφE) a uvaºte, ºe pro potenciál Φ platí Laplaceova rovnice.
M·ºeme proto psát δφE = dΦ, jinými slovy, 1-forma δφE je vn¥j²í derivací
jisté funkce φE(x, y). Pomocí potenciálu dostaneme

φE =

∫
C

∂Φ

∂y
dx− ∂Φ

∂x
dy. (13.84)

Z fyziky víme, ºe tok intenzity elektrostatického pole ve vakuu uzav°enou
k°ivkou souvisí s celkovým nábojem Q, který tato k°ivka obepíná, jedno-
duchým vztahem φE = ε−1

0 Q, kde ε0 je permitivita vakua (uº jsme se s ní
setkali v p°edcházejícím odstavci).

Te¤ zkonstruujeme holomorfní funkci w = w(z) tak, aby její reálná £ást,
vyjád°ená v závislosti na prom¥nných x a y, p°edstavovala elektrostatický
potenciál Φ(x, y). Práv¥ tak tomu bylo v p°íkladech 13.63 a 13.64. Hledáme
w = f(z) ve tvaru

w = w(z) = u(x, y) + iv(x, y) = Φ(x, y) + iv(x, y),

p°i£emº funkce u(x, y) = Φ(x, y) a v(x, y) musí spl¬ovat Cauchyovy-Riemannovy
podmínky. Na základ¥ roho m·ºeme získat kompletní vyjád°ení funkce w(z)
(aº na konstantu). Platí

dv(x, y) =
∂v(x, y)

∂x
d +

∂v(x, y)

∂y
dy = −∂Φ(x, y)

∂y
dx+

∂Φ(x, y)

∂x
dy = dφE .

P°i poslední úprav¥ jsme pouºili vztah (13.83) a vztah mezi intenzitou a
potenciálem ~E = −grad Φ. Pro funkci v(x, y) dostaneme integrací

v(x, y) = φE(x, y) + konst. a odtud w(z) = Φ(x, y) + iφE(x, y)
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Vyjád°íme derivaci w′(z). Podle vztah· (13.15) jsou £ty°i moºnosti, jak ji
zapsat,

w′(z) =
∂u(x, y)

∂x
− i

∂u(x, y)

∂y
=

∂v(x, y)

∂y
+ i

∂v(x, y)

∂x
=

=
∂u(x, y)

∂x
− i

∂v(x, y)

∂x
=

∂v(x, y)

∂y
+ i

∂u(x, y)

∂y
.

První z nich umoº¬uje vyjád°it derivaci w′(z) p°ímo pomocí potenciálu
Φ(x, y),

w′(z) =
∂Φ(x, y)

∂x
− i

∂Φ(x, y)

∂y
=⇒ iw′(z) =

∂Φ(x, y)

∂y
+ i

∂Φ(x, y)

∂x
.

Hned uvidíme, jaký fyzikální význam tato veli£ina má. Spo£ítejme formu
iw′(z) dz:

iw′(z) dz = i

(
∂Φ(x, y)

∂y
+ i

∂Φ(x, y)

∂x

)
(dx+ i dy) =

=

[
∂Φ(x, y)

∂y
dx− ∂Φ(x, y)

∂x
dy

]
+ i

[
∂Φ(x, y)

∂x
dx+

∂Φ(x, y)

∂y
dy

]
,

iw′(z) dz = dφE + i(−dWE),

kde

dWE(x, y) = −∂Φ(x, y)

∂x
dx− ∂Φ(x, y)

∂y
= Ex(x, y) dx+ Ey(x, y) dy

je elementární práce elektrostatického pole (vykonaná na kladném jednotko-
vém testovacím náboji). Je to rovn¥º uzav°ená forma, a to díky smí²ených
parciálních derivací druhého °ádu funkce Φ(x, y).

Vzhledem k souvislosti toku intenzity elektrického pole uzav°enou k°ivkou
s nábojem, který je touto k°ivkou obepnut, zavádíme komplexní náboj jako
integrál po uzav°ené k°ivce C

Q̃ = ε0

∫
C

iw′(z) dz = ε0 [φE + i(−WE)] . (13.85)

Reálná £ást výrazu ε0Q̃ p°edstavuje tok intenzity danou uzav°enou k°ivkou
a imaginární £ást pak záporn¥ vzatou práci, kterou elektrické pole vykoná
na kladném jednotkovém náboji p°i jeho pohybu po této k°ivce.
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N¥koho m·ºe napadnout, ºe elektrostatické pole je konzervativní, a proto
bude výsledek nulový. To by ov²em platilo jen tehdy, kdyby k°ivka neobíhala
ºádné singularity integrovaných forem dφE a dWE . Ty mohou být zp·sobeny
nap°íklad bodovými náboji.

Praktický význam vztahu (13.85) spo£ívá v moºnosti pouºít pro výpo£et
integrálu reziduové v¥ty,

Q̃ = φE + i(−WE) =

∫
C

iw′(z) dz = −2π
∑
zk

resw′(zk) IndC(zk). (13.86)

Ve vztahu (13.86) se s£ítá p°es singularity funkce w′(z), p°i£emº se uplatní
pouze ty, které k°ivka C skute£n¥ obíhá, tj. pro n¥º je IndC(zk) 6= 0.

Abychom tedy spo£ítali tok elektrostatického pole uzav°enou k°ivkou a jeho
práci po této k°ivce, nemusíme v·bec integrovat, pouze vypo£teme a se£teme
rezidua. I to je výhoda pouºití konformního zobrazení.

P°íklad 13.66: Ustálené proud¥ní v rovin¥
Matematický popis ustáleného proud¥ní v rovin¥ je velmi podobný jako v
elektrostatice. Také po£ítáme tok vektorového pole danou k°ivkou, jenºe se
jedná o pole rychlosti proud¥ní, po£ítáme-li objemový tok, nebo o vekto-
rové pole s~v, po£ítáme-li hmotnostní tok tekutiny s hustotou s. Je-li prou-
d¥ní ustálené, nezávisí uvaºované vektorové pole explicitn¥ na £ase, tj. ~v =
~v(x, y) = (vx(x, y), vy(x, y)), s = s(x, y). Protoºe nám jde o matematickou
podstatu problému, uvaºujme pro jednoduchost o ideální kapalin¥, jejíº hus-
tota je konstantní. Pak sta£í po£ítat objemový tok, nebo´ tok hmotnostní je
pouze jeho konstantním násobkem. Pro vyjád°ení objemového toku pouºi-
jeme p°ímo vztah (13.83), platný pro libovolné vektorové pole,

δφV = −vy(x, y) dx+ vx(x, y) dy,

φV =

∫
C

−vy(x, y) dx+ vx(x, y) dy. (13.87)

P°edpokládejme, ºe sloºky vektorového pole rychlosti mají spojité parciální
derivace prvního °ádu na n¥jaké jednonásobn¥ souvislé oblasti D ⊂ R2. V
p°ípad¥, ºe platí div~v = ∂vx

∂x +
∂vy
∂y = 0 (v p°ípad¥ ustáleného proud¥ní ide-

ální kapaliny je to d·sledkem obecné rovnice kontinuity ∂s
∂t + div (s~v) = 0

� vztah (9.66) na stan¥ 591 v druhém dílu), je 1-forma vyjad°ující elemen-
tární objemový tok uzav°ená a je vn¥j²í derivací jisté funkce φV (x, y). Ta
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je ur£ena aº na konstantu a nazýváme ji funkce proud¥ní. K°ivky o rovni-
cích φV (x, y) = konst. jsou proudnice. Tento název je velmi názorný: funkce
proud¥ní, vyjad°ující objemový tok, se podél proudnice nem¥ní, takºe �p°es
proudnici nic nete£e� . Vektorové pole rychlosti je tedy v kaºdém bod¥ pro-
storu te£né k proudnici, která tímto bodem prochází, jak to také odpovídá
de�nici proudnic zavedené v odstavci 9.3.2 (vztah (9.58) na stran¥ 572, p°í-
klad 9.69 na stran¥ 575). Podobn¥ jako v elektrostatice zavedeme holomorfní
funkci w = w(z) tak, aby funkce proud¥ní byla její imaginární £ástí. Aby to
bylo moºné, musí být funkce φV (x, y) harmonická, coº znamená, ºe musí
spl¬ovat Laplaceovu rovnici. Prov¥°íme to:

∂2φV
∂x2

+
∂2φV
∂y2

=
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y
= rot~v.

V p°ípad¥, ºe se jedná o nevírové rychlostní pole, je rot~v = ~0. V na²em
p°ípad¥ uvaºujeme o proud¥ní ideální kapaliny, jejíº vlastností je krom¥ kon-
stantní hustoty také absence vnit°ního t°ení. Ideální kapalina proto nem·ºe
tvo°it víry. Funkce ΦV p°i n¥m spl¬uje Laplaceovu rovnici a m·ºe být pou-
ºita jako imaginární £ást hledané funkce w = w(z). Uvidíme, co bude £ástí
reálnou, vyplývající z Cauchyových-Riemannových podmínek. Poloºme tedy

w(z) = u(x, y) dx+ iφV (x, y) dy

a poºadujme spln¥ní Cauchyových-Riemannových podmínek

∂u(x, y)

∂x
=
∂φV (x, y)

∂y
= −vx(x, y),

∂u(x, y)

∂y
= −∂φV (x, y)

∂x
= −vy(x, y).

Pak je forma

u(x, y)

∂x
dx+

∂u(x, y)

∂y
dy = − [vx(x, y) dx+ vy(x, y) dy] =

=

[
∂φV (x, y)

∂y
dx− ∂φV (x, y)

∂x
dy

]
uzav°ená (zd·vodn¥te, je to snadné) a je proto vn¥j²í derivací jisté funkce
Φ(x, y), kterou nazveme potenciál. Je ur£ena aº na konstantu. Platí

Φ(x, y)− Φ(x0, y0) = −
(x,y)∫

(x0,y0)

vx(x, y) dx+ vy(x, y) dy,
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P°i£emº integra£ním oborem je libovolná k°ivka spojující po£áte£ní bod
(x0, y0) s koncovým bodem (x, y).

Funkci
w = w(z) = Φ(x, y) + iφV (x, y) (13.88)

nazýváme komplexní potenciál proud¥ní. Pro jeho derivaci platí

w′(z) =
∂φV (x, y)

∂y
+ i

∂φV (x, y)

∂x
= vx(x, y)− ivy(x, y). (13.89)

V²imn¥me si zajímavé fyzikální souvislosti s tímto výsledkem. Je-li v n¥jakém
bod¥ z0 = x0 + iy0 ∈ C derivace holomorfní funkce nulová, není zobrazení
w = w(z) v tomto bod¥ obecn¥ konformní, bod z0 je kritickým bodem.
Sou£asn¥ je ze vztahu (13.89) vid¥t, ºe v bod¥ (x0, y0) ∈ R2 je nulová i
rychlost proud¥ní, kapalina v tomto bod¥ �stojí� !

Podobn¥ jako v elektrostatice je²t¥ vypo£teme formu iw′(z) dz. Dosta-
neme

iw′(z) dz = i

(
∂φV (x, y)

∂y
+ i

∂φV (x, y)

∂x

)
(dx+ idy) =

=

(
∂φV (x, y)

∂y
dx− ∂φV (x, y)

∂x
dy

)
+i

(
∂φV (x, y)

∂x
dx+

∂φV (x, y)

∂y
dy

)
= dφV +idΦ.

Integrál

φ̃V =

∫
C

iw′(z) dz (13.90)

nazveme komplexní tok.

V p°ípad¥ ustáleného proud¥ní ideální kapaliny, kdy je vektorové pole rych-
lostí nez°ídlové (div~v = 0) a nevírové (rot~v = ~0), nemá v dané oblasti ºádné
singularity, a proto je komplexní tok uzav°enou k°ivkou nulový.

Pozn.: Jestliºe proud¥ní není ustálené, m·ºe být v n¥kterých bodech prostoru
div~v 6= 0. Nebo t°eba ustálené je (rychlost v bodech, kde je de�nována,
nezávisí explicitn¥ na £ase), ale forma vyjad°ující elementární tok není t°eba
v n¥kterých bodech de�nována. Tok uzav°enou k°ivkou, která obepíná takové
body, je obecn¥ nenulový. Body, v nichº tato situace nastane, p°edstavují
z°ídla, nebo místa zániku proudnic, obdobn¥ jako je tomu v p°ípad¥ toku
elektrostatického pole uzav°enou k°ivkou obepínající náboje. Integrál (13.87)
uzav°enou k°ivkou obepínající jeden takový bod udává vydatnost z°ídla (je-li
kladný), resp. místa zániku (je-li záporný).
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P°íklad 13.67: Obtékání p°ekáºky a zobrazení �ukovského
Nakonec je²t¥ vy°e²íme jednu konkrétní úlohu. P°edpokládejme, ºe ideální
kapalina ustálen¥ proudí v rovin¥ xy podél osy x. V cest¥ jí stojí pevný kruh
se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic a polom¥rem R. Kapalina tuto p°e-
káºku obtéká a na²ím úkolem je ur£it tvar (rovnice) proudnic a ekvipoten-
ciálních k°ivek (k°ivek, podél nichº je konstatní potenciál Φ(x, y)). (Pokud
bychom cht¥li najít skute£né proud¥ní, které tomuto modelu zhruba odpo-
vídá, m·ºeme si p°edstavit ²irokou a hlubokou °eku a v ní nap°í£ uloºený
dlouhý válec. Vodu bychom museli povaºovat za ideální kapalinu, i kdyº jí
vlivem nezanedbatelného vnit°ního t°ení ve skute£nosti není.) Je²t¥ je t°eba
zadat velikost rychlosti kapaliny daleko od válce. �ekn¥me, ºe její hodnota
je v0. Povaºujeme-li prom¥nné x a y za reálnou a imaginární £ást komplexnéí
prom¥nné z, jak je u metody konformního zobrazení pot°eba, má okrajová
podmínka pro proud¥ní tvar vx(∞) = v0, vy(∞) = 0. Obrázek 13.41 situaci
názorn¥ p°ibliºuje. Ze symetrie úlohy je z°ejmé, ºe proudnice v dolní poloro-
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„centrální“ proudnice 

  vzor                obraz 

K  

1P  2P  R  

kritické body: R  

Obrázek 13.41: Obtékání kruhové p°ekáºky.

vin¥ jsou zrcadlovým obrazem proudnic v polorovin¥ horní. Jednu proudnici
v horní polorovin¥ (a tím i její zrcadlový obraz) fakticky známe. je to k°ivka
C sloºená z polop°ímky P1 : z = t, t ∈ (−∞, −R) na reálné ose, p·lkruºnice
z = R eit, t ∈ [π, 0], a polop°ímky P2 : z = t, t ∈ (R, ∞) op¥t na reálné
ose. Kapalina proudí v mnoºin¥ D̄, kde D je oblast vn¥ kruhu p°edstavují-
cího p°ekáºku. Proudnice z°ejm¥ nebudou mít n¥jaký jednoduchý tvar, který
bychom dokázali ur£it p°ímo. Metoda konformního zobrazení v²ak umoº¬uje
nalézt vhodné zobrazení w = f(D) a °e²it úlohu místo v oblasti D v oblasti
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f(D), v níº je nalezení °e²ení snaz²í. Výhodné by bylo, kdyby se nám poda°ilo
zvolit zobrazení w = f(z) tak, aby oblast f(D) byla rovina, nebo polorovina.
Pak by okrajová podmínka kladená na rychlost znamenala, ºe obrazy proud-
nic (v rovin¥ prom¥nné w = u + iv) budou p°ímky rovnob¥ºné z osou u.
Jak ale takové zobrazení najít? Víme o n¥m nap°íklad to, ºe musí k°ivku C
zobrazit na reálnou osu, speciáln¥ f(R eit) ∈ R, tj. v(R cos t, R sin t) = 0.
Nejjednodu²²í p°íklad takového zobrazení f(z), který nám okamºit¥ m·ºe
p°ijít na mysl pro R = 1 je f(eit) = eit + e−it = 2 cos t ∈ −2, 2 pro t ∈ [π, 0].
Obrazem jednotkové p·lkruºnice je úse£ka spojující body −2 a 2 na reálné
ose. Zobrazení m·ºeme je²t¥ upravi tak, aby obrazem jednotkové p·lkruº-
nice byla úse£ka spojující body w1 = −1 a w2 = 1 na reálné ose. Sta£í zvolit
f(eit) = 1

2(eit + e−it). Zobecn¥ním tohoto p°edpisu na z ∈ C+ je zobrazení
�ukovského

w = f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
. (13.91)

Na první pohled vidíme, ºe f(∞) = f(0) = ∞. Uvedením vztahu (13.91)
samoz°ejm¥ zdaleka nejsme hotovi. Musíme prozkoumat obecné vlastnosti
tohoto zobrazení a p°edev²ím jeho obraz f(D). Nejprve zjistíme, co je ob-
razem polop°ímek P1 : z = t, t ∈ (−∞, −1], a P2 : z = t, t ∈ [1, ∞).
Platí

f(t) =
1

2

(
t+

1

t

)
∈ R, f(−1) = −1, f(1) = 1, lim

t→−∞
f(t) = −∞, lim

t→∞
f(t) =∞,

obrazem polop°ímky P1 je op¥t polop°ímka P1, obrazem polop°ímky P2 pak
polop°ímka P2. Rovnost f(∞) = f(0), vyplývající ze vztahu (13.91) nazna-
£uje, ºe zobrazení f(z) není prosté. Skute£n¥, uváºime-li dva r·zné body
z1 6= z2 a °e²íme rovnici f(z1) = f(z2), dostaneme

z1 +
1

z1
= z2 +

1

z2
=⇒ (z1 − z2)

(
1− 1

z1z2

)
= 0 =⇒ z1z2 = 1.

Oblast D roviny prom¥nné z, v níº je zobrazení �ukovského prosté, musí
spl¬ovat bu¤ nerovnost z1z2 > 1 pro libovolné dva body z1, z2 ∈ D, nebo
nerovnost opa£nou. V prvém p°ípad¥ je D vnit°kem jednotkového kruhu se
st°edem v po£átku soustavy sou°adnic, D = B(0, 1), v druhém p°ípad¥
vn¥j²kem tohoto kruhu, D = B(∞, 1) � a to je ná² p°ípad, aº na to,
ºe ná² kruh není jednotkový, ale má polom¥r R. Zobrazení f(z) tomu za
chvíli snadno p°izp·sobíme. Nejprve v²ak je²t¥ ov¥°me, co je obrazem ob-
lastí B(0, 1) a B(∞, 1) p°i zobrazení (13.91). V obou p°ípadech je to celá
rovina C+. Skute£n¥, zvolme libovolný bod w ∈ C a °e²me rovnici w = f(z)
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vzhledem k neznámé z,

w =
1

2

(
z +

1

z

)
=⇒ z2 − 2wz + 1 = 0 =⇒ z1,2 = −w ±

√
w2 − 1.

Rovnice má vºdy °e²ení. Ze vztah· pro ko°eny, z1z2 = 1, z1 + z2 = 2w,
speciáln¥ z prvního z nich, hned vidíme, ºe pro |z1| < 1 je |z2| > 1 a naopak.
Jeden z ko°en· vºdy leºí uvnit° oblasti B(0, 1), druhý v jejím vn¥j²ku, tj.
uvnit° oblasti B(∞, 1). Kone£n¥ obrazu w = ∞ odpovídají vzory z1 = 0 a
z2 =∞, jak jsme koneckonc· poznali jiº z de�ni£ního vztahu (13.91). První
z t¥chto vzor· leºí uvnit° B(0, 1), druhý vn¥. Nakonec, je²t¥ neº se opravdu
pustíme do °e²ení úlohy o obtékání, si ud¥lejme p°edstavu, co ud¥lá zobrazení
�ukovského se standardn¥ uºívanými sít¥mi sou°adnicových k°ivek v rovin¥
prom¥nné z, tj. jak je zobrazí do roviny prom¥nné w. Obrázek 13.42 ukazuje,
jak se zobrazí kartézská sí´, tvo°ená soustavami sou°adnicových p°ímek x =
Re z = C1, y = Im z = C2, kde C1 a C2 jsou libovolné reálné konstanty. Pro

obr13-42.pdf

Obrázek 13.42: Obraz kartézské sít¥ p°i zobrazení �ukovského.

p°ímky x = C1, y = t ∈ R, resp. x = t ∈ R, y = C2 dostaneme

u(C1, t) =
C1

2

(
1 +

1

C2
1 + t2

)
, v(C1, t) =

t

2

(
1− 1

C2
1 + t2

)
,

resp.

u(t, C2) =
t

2

(
1 +

1

C2
2 + t2

)
, v(t, C2) =

C2

2

(
1− 1

C2
2 + t2

)
. Na obrázku 13.43 jsou pak obrazy polární sít¥, tvo°ené kruºnicemi |z| = C1,
neboli z = C1 eit, t ∈ [0, 2π] a polop°ímkami Arg z = C2, neboli z =
t cosC2 + it sinC2, t ∈ [0, ∞), kde C1 a C2 jsou op¥t libovolné reálné kon-
stanty. Rovnice t¥chto k°ivek jsou

u(C1 cos t, C1 sin t) =
1

2

(
C1 +

1

C1

)
cos t, v(C1 cos t, C1 sin t) =

1

2

(
C1 −

1

C1

)
sin t
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obr13-43.pdf

Obrázek 13.43: Obraz polární sít¥ p°i zobrazení �ukovského.

resp.

u(t cosC2, t sinC2) =

(
t+

1

t

)
cosC2 v(t cosC2, t sinC2) =

(
t− 1

t

)
sinC2.

První soustava k°ivek je soustavou elips o kartézských rovnicích v rovin¥
promn¥nné w

u2

A2
+
v2

B2
, A =

1

2

(
C1 +

1

C1

)
, B =

1

2

(
C1 −

1

C1

)
.

Kartézské rovnice jsme získali z parametrických vyjád°ením cos t, resp. sin t,
umocn¥ním na druhou a se£tením. Druhá soustava k°ivek je tvo°ena hyper-
bolami

u2

cos2C2
− v2

sin2C2
= 1.

Tu jsme získali vyjá°ením 1
2

(
t+ 1

t

)
, resp. 1

2

(
t− 1

t

)
z první, resp. druhé

parametrické rovnice, umocn¥ním na druhou a ode£tením.
Nyní uº se dejme do °e²ení vlastní úlohy. Je²t¥ musíme zobrazení w =

f(z) p°izp·sobit tak, aby odpovídalo kruhové p°ekáºce o polom¥ru R, nikoli
polom¥ru jednotkovém. Modi�kace je jednoduchá. Zvolíme

w = f(z) =
K

2

(
z +

R2

z

)
,

p°i£emº konstanta K slouºí k dal²í �adjustaci� zobrazení, která spo£ívá v
uplatn¥ní okrajové podmínky pro rychlost proud¥ní v nekone£nu, vx(∞) =
v0, vy(∞) = 0. Dosazením do vztahu (13.89) dostaneme

vx − ivy =
K

2

(
1− R2

z2

)
, v0 + i0 =

K

2
pro z →∞,
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proto K = 2v0 a hledaná modi�kace zobrazení �ukovského a jeho derivace
mají de�nitivn¥ tvar

w = f(z) = v0

(
z +

R2

z

)
, w′ = f ′(z) = v0

(
1− R2

z2

)
.

P·lruºnice K : z = R eit, t ∈ [π, 0], se zobrazí na úse£ku f(K) : w = t,
t ∈ [−2v0R, 2v0R], její zrcadlový obraz z = R eit, t ∈ [−π, 0] na tutéº úse£ku.
Obrazem polop°ímky P1 o rovnici z = t, t ∈ (−∞, −R) je polop°ímka
f(P1) o rovnici w = t, t ∈ (−∞, −2v0R], obrazem polop°ímky P2 o rovnici
z = t, t ∈ [R, ∞) je polop°ímka f(P2) o rovnici w = t, t ∈ [2v0R, ∞).
�Centrální� proudnice je �zdvojená� na polop°ímkách P1 a P2, �rozd¥luje
se� podél horní a dolní p·lkruºnice ohrani£ující p°ekáºku. Jejím obrazem je
�zdvojená� reálná osa v rovin¥ prom¥nné w. Z vyjád°ení derivace vidíme, ºe
zobrazení má dva kritické body, z1 = −R a z2 = R. Jsou to body, v nichº se
p°ímková £ást centrálních proudnic napojuje na kruºnici. V t¥chto bodech
je rychlost kapaliny nulová.

Vyjád°íme komplexní potenciál proud¥ní a jeho reálnou a imaginární £ást,
potenciál a tok (viz vztah (13.88)):

w = f(z) = v0

(
z +

R2

z

)
= v0

(
x+ iy +

R2

x+ iy

)
,

Φ(x, y) = Re f(z) = v0x

(
1 +

R2

x2 + y2

)
,

φV (x, y) = Im f(z) = v0y

(
1− R2

x2 + y2

)
. (13.92)

Rovnice obraz· proudnic v rovin¥ prom¥nné w jsou Imw = konst., rovnice
ekvipotenciálních k°ivek mají tvar Rew = konst.. V rovin¥ prom¥nné z pak
dostáváme °e²ení na²í úlohy,

proudnice: v0y

(
1− R2

x2 + y2

)
= K1,

ekvipotenciály: v0x

(
1 +

R2

x2 + y2

)
= K2.

N¥které k°ivky soustavy proudnic a ekvipotenciálních k°ivek jsou znázor-
n¥ny na obrázku 13.44.
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obr13-44.pdf

Obrázek 13.44: Proudnice a ekvipotenciály p°i obtékání kruhové p°ekáºky.

Z n¥kolika málo nejjednodu²²ích ukázek vidíme, jak mocná je metoda kon-
formního zobrazení. A to v tomto textu nem·ºeme zdaleka ukázat v²echny
její moºnosti (°e²ení problém· elektrostatiky v rovin¥ s bodovými náboji,
dipóly i multipóly, nevírové i vírové proud¥ní kapaliny v rovin¥ se z°ídly a
místy zániku kapaliny, apod.) Literatura zabývající se touto problematikou je
v²ak natolik bohatá a dob°e dostupná, ºe pro váºného zájemce není problém
seznámit se s teorií i aplikacemi konformních zobrazení seznámit podrobn¥.

13.6.4 Cvi£ení

1. Dokaºte, ºe zobrazení w = f(z) = az+b
cz+d p°evádí kruºnice v kruºnice a

p°ímky v p°ímky.

2. V rovin¥ prom¥nné z uvaºujte sí´ k°ivek tvo°enou soustavami ortogonál-
ních k°ivek x = C1, y = C2, kde C1, C2 ∈ R jsou konstanty (tzv. kartézská
sí´). Zobrazení w = f(z) = z2 je konformní v horní polorovin¥ Gaussovy
roviny, tj. v oblasti D = {z ∈ C | Im z > 0}. Jaká sí´ odpovídá kartézské síti
v rovin¥ prom¥nné w? Jaká sí´ v rovin¥ prom¥nné z odpovídá kartézské síti
v rovin¥ prom¥nné w?
Výsledek: Kartézské síti v rovin¥ prom¥nné z odpovídá v rovin¥ prom¥nné
w soustava konfokálních parabol w = C1−y2+2iC1y, w = x2−C−22+2iC2x.
Vzorem ke kartézské síti w = K1, w = K2, kde K1, K2 jsou konstanty, v ro-
vin¥ prom¥nné z je sí´ rovnoosých hyperbol.

3. V rovin¥ prom¥nné z uvaºujte sí´ k°ivek tvo°enou soustavami ortogonál-
ních k°ivek |z| = C1, Arg z = C2, kde C1, C2 ∈ R jsou konstanty (tzv.
polární sí´). Zobrazení w = f(z) = z2 je konformní v horní polorovin¥ Gaus-
sovy roviny, tj. v oblasti D = {z ∈ C | Im z > 0}. Jaká sí´ odpovídá polární
síti v rovin¥ prom¥nné w? Jaká sí´ v rovin¥ prom¥nné z odpovídá polární
síti v rovin¥ prom¥nné w?
Výsledek: V obou p°ípadech polární sí´.
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4. Úlohy 2. a 3. °e²te pro p°ípad zobrazení w = ez, které je konformní v
oblasti D = {z ∈ C | 0 < Im z < 2π}.
Výsledek: Kartézská sí´ v rovin¥ prom¥nné z se zobrazí na polární sí´ o
rovnicích |w| = eC1 , Argw = C2.

5. Oblast D je vymezena t°emi kruºnicemi, z nichº kaºdé dv¥ mají vn¥j²í
dotyk (oblast D je �uvnit°�). Jeden z bod· dotyku je z0 = 0. Na jakou oblast
se zobrazí oblast D funkcí w = f(z) = 1

z?
Výsledek: Polopás s vy¬atým p·lkruhem sestrojeným nad základnou polo-
pásu jako nad pr·m¥rem.

6. Oblast D (polopás) je zadána takto: D = {z ∈ C | 0 < Re z < 1, Im y >
0}. Na jakou oblast ze zobrazí funkcí w = f(z) = 1

z?
Výsledek: �tvrtý kvadrant s vy¬atým p·lkruhem |w − 1

2 | ≤
1
2 .

7. Najd¥te v²echna zobrazení typu w = f(z) = az+b
cz+d , která ponechávají na

míst¥ body z1 = 1 a z2 = −1, tj. f(z1) = z1 a f(z2) = z2.
Výsledek: w = az+b

bz+a , a, b ∈ C jsou libovolné konstanty, neboli w−1
w+1 = A z−1

z+1 ,
kde A ∈ C je libovolná konstanta.

8. Najd¥te zobrazení typu w = f(z) = az+b
cz+d p°evád¥jící jednotkový kruh na

horní polorovinu roviny C+ tak, aby bod z1 = −1 p°e²el v bod w1 =∞, bod
z2 = 1 v bod w2 = 0 a bodz3 = i v bod w3 = −1.
Výsledek: w = f(z) = −i z−1

z+1 .

9. Ur£ete zobrazení typu w = f(z) = az+b
cz+d tak, aby zobrazovalo horní polo-

rovinu roviny C+ na sebe samu, a aby platilo f(∞) = 0, f(0) = 1, f(1) =∞.
Výsledek: w = f(z) = 1

1−z .

10. Ur£ete zobrazení typu w = f(z) = az+b
cz+d tak, aby zobrazovalo horní

polorovinu Im z > 0 roviny C+ na kruh |w| < R, a abz platilo f(i) = 0,
f ′(i) = 1. Ur£ete polom¥r R.
Výsledek: w = f(z) = 2i z−i

z+i , R = 2.

11. Dokaºte, ºe zobrazení w = f(z) = eiϕ z−z0
z−z∗0

zobrazuje p°ímky x = C1 na

kruºnice protínající kruºnici |w| = 1 v bod¥ eiϕ pod pravým úhlem a p°ímky
y = C2 na kruºnice dotýkající se kruºnice |w| = 1 v bod¥ eiϕ.

12. Dokaºte, ºe zobrazení w = f(z) = 1
2

(
z + 1

z

)
je prosté v horní polorovin¥

D = {z ∈ C∗ | Im z > 0} a ur£ete oblast f(D).
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Výsledek: f(D) je rovina s vý°ezy podél polop°ímek Re z ∈ (−∞, −1] ∪
[1, ∞), v = 0.

13. Ur£ete obraz f(z) oblasti D = {z ∈ C | 0 < Re z < π
2 } zobrazením

w = f(z) = cos z.
Výsledek: Pravá polorovina s vý°ezem podél polop°ímky 1 ≤ Rew < ∞,
Imw = 0.

14. Ur£ete obraz f(z) oblasti D = {z ∈ C | − π
4 < Re z < π

4 } zobrazením
w = f(z) = tg z.
Výsledek: Kruh |w| < 1.


