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Kapitola 13

Proménna je komplexni —
vysledky jsou noblesni

S komplexnimi ¢isly jsme se podrobné seznamili hned na zacatku prvniho
dilu, s funkcemi v jeho druhé kapitole. Slo viak o funkce, jejichz defieni
obory byly podmnoZzinami redlné osy, a také jejich funkéni hodnoty byly
realné. Jednoduge, 8lo o rediné funkce jedné redlné proménné. V druhém
dilu jsme se pak zabyvali funkcemi vice proménnych, a to jak skalarnimi, tak
vektorovymi. Hodnoty proménnych i funkénich hodnot vSak stéle byly realné.
Totéz platilo i v predchozi kapitole tohoto dilu. V této kapitole ptijde opét
o funkce jediné proménné, zato vSak komplexni, kterd bude moci nabyvat
komplexnich hodnot. Ve smyslu moznosti defini¢nfho oboru a oboru hodnot
tedy pijde o rozsifeni pojmu funkce. Reknete si: jaképak ,roz8iteni“? Kazdé
komplexni &fslo z € C, z = x + iy mé pfece svou redlnou a imaginarni ¢ast
(x a y), takze ptijde o funkce dvou proménnych f(z) = f(z, y), ktera také
bude mit redlnou a imaginarni ¢ast, f(z) = u(x, y) + iv(z, y). Pujde tedy o
zobrazeni f : R? — R?, o kterych toho uz vime dost. Tato tuvaha v§ak neni
iplné spravna. Takovym zobrazenim by byla vektorova funkce F: R?>
(z, y) = (u, v) € R, u = u(x, y), v = v(x, y), kdybychom od proménnych
x a y nic dalstho nepozadovali a pojmy jako je limita, derivace, resp. parcialni
derivace, apod. aplikovali na funkce u(z, y) a v(x, y) samostatné. V pfipadé
komplexni proménné viak hodnoty x a y nebudou do funkénich predpisi v a v
vstupovat nezavisle. Museji vzdy ,,chodit* ve dvojici vazané pozadavkem z =
x + iy. Dusledky tohoto jednoduchého faktu jsou vyznamné, a pro ty, kterd
se s funkcemi komplexni promé&nné dosud nesetkali, budou moZné necekané.
Chovani funkci komplexni proménné je totiz az obdivuhodné a davad nam
k dispozici nové matematické prostfedky k feseni problémt. Tak tfeba jen
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namatkou:

e Taylorova iada: Chceme-li redlnou funkci redlné promeénné rozvinout
v Taylorovu fadu v okoli daného bodu, musime si byt jisti, ze funkce
mé v daném bodé derivace v8ech fadt. U komplexni funkce komplexni
mame zavedenou, ale uvidime, Ze definice se formdlné nelisi od funkci
redlné proménné). Znamena to, ze z existence prvni derivace musi au-
tomaticky vyplyvat existence derivaci vSech Fadi.

e Cauchyovy-Riemmannovy podminky: Redlnd a imaginarni ¢ast
funkce komplexni proménné, kterd ma v daném bodé, resp. v jeho okoli,
derivaci, jsou vazany tak striktnimi podminkami, Ze z redlné c¢asti lze
aZz na konstantu uréit ¢ast imaginarni a naopak.

e Laurentova fada a reziduum: Funkce se singularitami se stale daji
rozvijet v fadu v okol{ daného bodu zp, jenze ta mé na rozdil od fady
Taylorovy i ¢leny se zapornymi exponenty vyrazu (z — zp). Koeficient u
prvniho z nich, tj. u (z — 25 1), zvany reziduum, je dilezity pro vypocet
integrali.

e Cauchyova véta a Cauchyiiv vzorec, reziduova véta: Integral z
komplexni funkce komplexni proménné (také jej musime teprve zavést)
po uzaviené kiivce v komplexni roviné je dan pouze piispévky singula-
rit, tj. bodd, v nichz funkce nemé derivaci, obepnutych touto kfivkou.
Pokud tam zadné nejsou, je nulovy. Kazda ze singularit pfispiva do
hodnoty integralu pfislusnym reziduem tolikrat, kolikrat ji integracni
ktivka obihd.

e Vypocty realnych integralii: Prechod do komplexniho oboru a re-
ziduové véta umozni explicitni vypocet redlngch integrali. I takovych,
které nejde pocitat pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule, tFeba

[e.e] o0

/sin 22 dz, / cos 2% dz

0 0
(Fresnelovy integrdly).

e Mnohoznaé¢né funkce: V oboru komplexni proménné se vyskytnou
i tzv. mnohoznacéné funkce. (Pozor pii studiu literatury: néktefi mate-
matikové nemaji toto slovni spojeni radi.)
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e Laplaceova transformace: Pro funkce komplexni proménné lze defi-
novat tzv. Laplaceovu transformaci a jeji specialni ptipad, transformaci
Fourierovu. Pomoci Laplaceovy transformace lze napiiklad tlohy na fe-
Seni diferencidlnich rovnic prevadét na feSeni rovnic algebraickych. Lze
pomoci ni porozumét fyzikilné velmi podstatnému problému podnéi-
odezva souvisejicimu s obecnym principem pfi¢innosti, atd.

Nebudeme vycet vlastnosti komplexnich funkci komplexni proménné dale
rozgifovat ani na tomto misté komentovat. Uvidite sami, az se do toho pus-
time.

Jen jesté dodejme, Ze problematika funkci komplexni proménné je natolik
rozsahld a dilezita pro aplikace v prirodovédnych i technickych oborech, Ze
je ji vénovana fada samostatnych obecnych i specializovanych knih, z nichz
nékteré citujeme v seznamu literatury. V nasi ucebnici se zdaleka nemiize
objevit vSechno a do detaili. Uvidime proto jen nejdilezitéjsi vlastnosti
funkeci komplexni proménné a piiklady jejich praktického pouziti.

13.1 Co je to komplexni funkce komplexni proménné?

Tento odstavec se vénuje prevazné definicim tykajicim se jednak defini¢nich
obort funkci komplexni proménné, jednak definice funkei samotnych a jejich
zékladnich vlastnosti.

13.1.1 Gaussova rovina, bod nekonec¢no, okoli bodi, ¢iselné
poslouposti a fady

S algebraickou strukturou mnoziny komplexnich ¢isel jsme se podrobné obe-
znamili v odstavci 1.2.2 prvntho dilu. Vime, co je algebraicky, geometricky a
exponencidlni zdpis komplexniho éisla, umime komplexni ¢isla zobrazovat v
tzv. oteviené Gaussové roviné C, ktera je z topologického i algebraického hle-
diska stejna jako R2. V této kapitole budeme v p¥ipadé zapisu komplexnich
¢isel pouzivat nikoli uspofadanych dvojic, ale tvary

z=x+1iy, z=|z|(cosp+ising), z=-e?

kde x = Rez, y = Im z jsou redind a tmagindrni ¢dst komplexniho ¢&isla z,
a |z| = V2?2 + y? jeho absolutni hodnota neboli modul. Uhel ¢ neni uréen
jednozna¢né. Nejednoznacnost spociva v periodicité funkci sinus a kosinus.

Kazdému komplexnimu &islu z proto odpovidd mnozina pfipustnych thla o,
zvané argument Cisla z (obrazek 13.1 vlevo),

argz = {p € R|Rez = |z|cos ¢, Imz = |z|sin p}. (13.1)
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Hodnotu Arg z = ¢g € arg z, ktera lezi v intervalu [0, 27), nazyvame hlavni
hodnotou argumentu. (V nékterych situacich je obvyklejsi volit hlavni hod-
notu argumentu v intervalu (—m, 7). S ob&ma zptisoby se v textu setkdme.)
Hodnota ¢ = ¢o + 2kw, k € Z, pak predstavuje k-tou vétev argumentu.
Cislo 2* = 2 — iy je komplexné sdruZené k z. Pfipomeinime dilezité praktické
vztahy z prvniho dilu. Oznaéme 2z, = x1 + iy1, 22 = T2 + iy2, Argz1 = @10,
Arg zo = pop. Pak

z129 = |z1||z2| (cos (10 + @20) + isin (@10 + singag)) = |21]]22] el(P10+p20)

Specifickym bodem mnoziny komplexnich &isel je bod nekonecno. V redlném

i y=|mZ NI(O,O,].)
y=[z[sing,
__ —
2]
2 X=Rez
ﬁ'=| z|cos ¢,
o=@y +2kr, keZ /

Obréazek 13.1: Komplexni ¢islo a jeho zapisy.

oboru jsme také hovorili o nekone¢nu, pracovali jsme s nevlastnimi body ,,plus
nekone¢no a minus nekone¢no®. V piikladu 8.7 jsme pro né dokonce zavedli
jakési algebraické operace, v souvislosti s limitami posloupnosti. V komplexni
roviné budeme mit bod nekonecno jediny. Bude predstavovat, laicky a velmi
volné fefeno, ,,viechno, co je od poc¢atku Gaussovy roviny libovolné daleko®.
Samoziejmé musime tento podivny bod pofddné definovat. Provedeme to
pomoci stereografické projekce.

Piiklad 13.1: Stereograficka projekce
O co se jedna ukazuje obrizek 13.1 vpravo. Pfedstavme si kulovou plochu
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se stiedem (0, 0, %) a polomérem R = % Jejim jiznim pdlem je pocatek
soustavy soufadnic (O; &, n, (), tj. S = O, severni p6l mé soufadnice N =
(0, 0, 1). Rovnice této plochy, zvané Riemannova sféra, nebo téz referencni
koule (hlavné v krystalografii, kde se stereografickd projekce také pouziva),

je
R = {(5, nOeR et (o 1) = (;)2}

Body této sféry promitame paprsky vychézejicimi ze severniho p6lu N do
projeként roviny 11, totozné se soufadnicovou rovinou £7. Osy projekéni ro-
viny oznacme x = £ a y = 1. Stereografickou projekci tedy definujeme jako
zobrazeni

P:RA\{N}> (0, Q) — (z,y) =P n, () e,

pficemz bod stereograficky obraz bodu (&, n, ¢) na sféfe R je prusecikem
spojnice tohoto bodu a severniho poélu s projekéni rovinou. Je zfejmé, Ze
stereograficka projekce neni definovana pro bod N (vite proc¢?). Otazkou je,
zda ji lze v bodé N néjak dodefinovat. Abychom na to pfisli, vyjadiime
polohu bodu na kulové plose R pomoci soufadnic xz a y v roviné II. Tuto
rovinu budeme interpretovat jako rovinu Gaussovu, tj. I = C, a z =z + iy
jako komplexni ¢islo, které v ni lezi. Zavedeme tak zobrazeni

S:Coz=x+1iy — S(z)=(&n, () € R,

jehoz rovnice nyni odvodime. Parametrické rovnice pifmky, kterd spojuje
bod z, ktery ma v soustavé (O; &, n, () soufadnice (z, y, 0), a severni pol
N =(00, 1), jsou

E=uat, n=yt, (=1—t, teR.

Dosazenim do rovnice kulové plochy R dostaneme

1 21
x2t2+y2t2+<2—t) :Z:>t2(932+92+1)_t:0'
Kofeny této rovnice jsou ¢t = 0 (odpovida bodu N) a ¢t = ﬁ Odtud
€5(:)= —" . wS(x) = —Y . ¢s(z)= (13.2)
)= — Z) = ——— Z) = ——. .
NP L+ [z ENPE

Stereografickym primeétem rovniku Riemannovy sféry je jednotkova kruz-
nice se stfedem v bodé (0, 0) Gaussovy roviny. Body lezici v horni poviné
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sféry (,,severni zemépisna §ifka*) se zobrazi dovnitf této kruznice, body dolni
poloviny sféry (,,jizni zemépisn4 $itka*) vneé.

Pomoci zobrazeni S jsme celou (neohrani¢enou, otevienou) Gaussovu
rovinu C ,,vméstnali“ na kulovou plochu, tj. ohrani¢enou mnozinu v RS3.
Ptesné feceno, obrazem mnoziny C je tato kulova plocha bez severniho poélu,
S(C) = R\ {N}. Vratme se k otazce, jak to tedy udélat, aby se i bod N
stal néjakym obrazem? Zobrazeni S je prosté, inverznim zobrazenim k nému
je pravé stereografickd projekce P = S~1. Pro |z| — oo je £S(z) — 0,
nS(z) — 0 a (S(z) — 1. Nazorné to znamen4, ze je-li bod z ,daleko® od
pocatku soustavy soufadnic, je jeho obraz S(z) na kulové ploge R ,blizko*
severniho polu. Zpfesnime tuto uvahu: Predpokladejme, ze |z| = R, z =
R(cos ¢ +isin ). Pak

1

_ Rcosyp B
R4+ R

14 R%

_ Rsingp

£9(2) 1+ R?

S5(2)

— 7 =/(65(2))% + (15(2))?

Obrazem kruZznice o poloméru R lezici v Gaussové roviné je kruznice o polo-
méru r na Riemannové sfére. Cim je kruznice v Gaussové rovni€ vétsi, tim je
jeji obraz na sféfe mensi, ,stahuje se“ k severnimu polu. Jakymsi ,limitnim
obrazem nekonecéné velké kruznice* v Gaussové roviné je tedy severni pél Ri-
emannovy sféry. Dodefinovani zobrazen{ S a P provedeme zavedenim bodu
00, zvaného nekonecno, predpisem N = S(00), P(N) = oo, pfi¢emz zobra-
zen{ P a S jsou navzajem inverzni.

PR

novy sféry nejsou pro zavedeni stereografické projekce podstatné. Podstatné
je pouze to, ze se body sféry promitaji z bodu na ni pfimymi paprsky do
roviny kolmé ke spojnici tohoto bodu a stfedu sféry. Volba projekéni roviny
jako te¢né ke sféfe je vyhodné pro usnadnéni vypodti.

Ptfemyslivého ¢tendfe hned napadne, Ze ,definice uvedena v prikladu 13.1
k ni¢emu nenf, kdyZ nevime, jak s nekone¢nem pocitat. Hned to napravime
tim, Ze pro bod nekonecno definujeme algebraické operace. Jsou shrnuty v
nésledujici tabulce, podobné té z piikladu 8.7 v druhém dilu. Stejné jako v
ni i zde je uspoiadani takové, Zze pro operaci ,,Aznak operace B* je operand
A v prvnim sloupci, operand B v prvnim fadku.

+ ,plus® | 20 € C o0 — ,minus“ | 22 € C 0
21€C |21+ 2 00 z1 € C 21— 29 00
o0 %) nedef ) %) nedef
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- krat 20€ C\{0c} O 00

z1 € C\ {0c} 2122 0 o0
0 0 0 nedef

00 00 nedef oo

. ,déleno“ | 2p€ C\{0c} O 00

z1 € C\ {0c} 21t 22 00 0
0 0 nedef 0
o0 o0 oo nedef

neEN|loc"=00|c0™=0] 0"=0 |0T"=x
ool =1 0" =1 |]oo| =00

A co jesté neni pro bod nekone¢no definovano? Definovan je pouze jeho mo-
dul, jak ukazuje predchozi tabulka. Argument definovian neni. To m4a bod
nekonecéno spoleéné s nulou. Na rozdil od ni v8ak nemé definovanu ani real-
nou, ani imaginarni ¢ast.

Mnozinu C* = CU {00} nazyvame uzavienou, nebo téz rozsivenou Gausso-
vou rovinou.

Abychom mohli na podmnozinach Gaussovy roviny (neroz§ifené i rozsitené)
definovat funkce, jejich limity a derivace, potfebujeme mit v Gaussové roviné
rozumné definovana okoli bodi. To, jak uz vime z odstavce 9.1 druhého dilu,
znamend mit v ni zavedenou topologii. Stejné jako v kapitole 9 pijde o topo-
logii euklidovskou. Bude zde jediny prakticky rozdil: zatimco béze euklidov-
ské topologie v R, specialné v R?, byla tvofena otevienymi n-rozmérnymi
kvadry, tj. ,hranatymi Gtvary“, bude béze euklidovské topologie v C tvo-
fena utvary ,kulatymi“, otevienymi kruhy. (Pokud si pfipomenete ptiklad
9.2, nebude se Vam to jevit nijak divné). Trochu zvlastni budou nékteré
zélezitosti tykajici se topologie v C*. K zavedeni euklidovské topologie v
Gaussové roviné s vyhodou vyuzijeme euklidovské metriky (kapitola 11)

pp: CxC>3(z1, 22) — pp(z1, 22) = |22 — 21| € R.

Topologii indukovanou touto metrikou zavadi nasledujici definice a obrazek
13.2 (v obrazku chybi kruhové okoli bodu oo, nebot to v ,,oby¢ejné“ roviné
nakreslit nejde).

Necht a € C ar € R, r > 0. Kruhovym, resp. prstencovym r-okolim bodu
a € C se rozumi mnoZina

B(a,r)={z€C||z—a| <r}, resp. P(a,r)=B(a,r)\{a}. (13.3)
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Kruhovijm, resp. prstencovim r-okolim bodu oo € CT se rozumi mnoZina
B(oo, r) ={z€ Ct||z] >r}, resp. P(co,r)= B(co, )\ {cc}. (13.4)

Pozn.: Prstencovi okoli se také ne&kdy nazyvajl redukovand. Viimnéte si,

y 1 B(a, r,) P(o,r) Y]

P(b, r,) a

b rl\‘ r X
I’E/ . oc

Obrazek 13.2: Kruhova a prstencova okoli v C a CT.

ze odpovidaji tomu, co jsme v kapitole 2 prvniho a kapitole 9 druhého dilu
nazyvali ryzi okoli.

Se zkuSenostmi z odstavce 9.1 si kazdy muize snadno dokazat, Ze soubor vSech
kruhovych (ale i prstencovych) okoli v C tvofi bazi topologie. Pfemyglejte:
je tomu tak i v CT? (Zamétte se zv1ast na soubor kruhovych a soubor prs-
tencovych okoli). Dospé&jete k zavéru, ze plati

Kazdy ze souborti {B(a, r)|a € C, r >0} a {P(a, r)|a € C, r > 0} je bazi
topologie v C. Soubor {B(a, r)|a € C*, r > 0} je bazi topologie v CT.
Nerozsitena (otevienda) Gaussova rovina C je topologickym podprostorem
roziifené (uzaviené) Gaussovy roviny Ct.

Posledn{ véta zvyraznéného textu se muZe jevit nesrozumitelnd — nefekli
jsme si, co je to topologicky podprostor. Tento nedostatek odstranfme snadno.
Topologickym podprostorem daného topologického prostoru (X, 7), kde X
je nosnd mnozina a 7 topologie, je kazda jeho podmnozina, kterd sama je
topologickym prostorem s tzv. indukovanou topologii. Topologii 74 na pod-
mnoziné A C X indukujeme snadno: zahrneme do ni vSechny mnoziny tvaru
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UNA, kde U € 7. Po nezbytné trosce pfemysleni by uz posledni véta zvy-
raznéného textu méla byt srozumitelnd. Meéli bychom také byt schopni u
konkrétnich mnoZin posoudit, zda jsou z hlediska topologie v C, resp. v CT
oteviené, uzaviené, nemaji-li Zidnou z obou vlastnosti, atd. Na nékteré odlis-
nosti, vzniklé doplnénim bodu nekone¢no, upozornime za, chvili v prikladech.

Pro snadné ¢teni dalsiho textu bude tfeba zopakovat si nékteré pojmy z
druhého dilu, konkrétné vlastnosti bodt a mnozin z odstavci 9.1.2 a 9.1.4.
Pro dikladnéjsi zopakovani se k témto odstaveim vratte. Nékomu muaze po-
stacit nasledujici struénd rekapitulace s p¥imou aplikaci na Gaussovu rovinu.

e Hromadné a izolované body mnozin: Hromadnym bodem mnoZiny
A C C, resp. A C CT, se nazyva takovy bod z € C, resp. z € CT, v
jehoz libovolném prstencovém okoli lezi alespon jeden bod mnoziny A,
rizny od z. V opa¢ném piipadé jde o bod izolovany (od mnoziny A).

e Oddélené mnoziny: Mnoziny A, B C C, resp. A, B C C", se nazy-
vaji oddelené, je-li ANB=ANB=.

e Souvislé mnoZiny a oblasti: Mnozina A C C, resp. A C CT se
nazyva souvisld, nelze-li ji vyjadfit jako sjednoceni dvou neprazdnych
oddélenych mnozin. Souvisld oteviend mnozina je oblast, souvisla uza-
viend mnozina je kontinuum, neboli uzaviend oblast.

e Komponenty mnoZin: Mnozina B C A je komponenta mnoziny A,
je-li souvisla a plati-li implikace B € B € A = B’ = B. Néazorng, i
kdyZz nepfesné feceno. komponenty mnoziny jsou jeji ,maximélni sou-
vislé ¢asti“. Kazda mnozina je sjednocenim vSech svych komponent.

e Nasobné souvislé mnoziny: Oblast D C C, resp. D C CT, se na-
z¥va k-ndsobné souvisld, k € N, jestlize jeji dopln&k v C, resp. C™. Do-
plnék nekonecnéndsobné souvislé mnoziny ma nekoneéné mnoho kom-
ponent.

Priklad 13.2: Zajimavosti topologie v C*

Protoze je Gaussova rovina C s euklidovskou topologii ,stejnd“ jako eukli-
dovska rovina R?, nenf zadny problém posoudit, zda jeji zadana podmnozina
je oteviend, uzaviend, ¢i pripadné nemé zadnou z téchto vlastnosti, zda je
souvisla a kolikandsobné, apod. Zkusenosti z kapitoly 9 k tomu mame dost.
Rada situaci v roz§ifené Gaussové roving C* bude samoziejmé podobnych
— budou to ty, v nichZ neni ve hie bod nekoneéno. Ty, v nichZ se tento
nezvykly bod vyskytne, mozné trochu neobvyklé budou.
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e Mnozina A = {z € C||z| < 1} je jak v C, tak v C* uzaviena.

e Mnozina A = {# € C|Imz > 0}, chdpana jako podmnozina C, je
uzaviend (jeji doplnék v C je mnoZina oteviend). Jako podmnozina
v CT jiz uzaviena neni. Uzaviend je mnozina A = {z € C|Imz >

0} U {oc}.

e Mnozina A = {z € C|z = z1 +t(z2 — 21),t € R}, kde 21, 22 €
C jsou pevné zvolené body (pfimka), je z hlediska topologie v C
uzaviend (vyjmeme-li pfimku z euklidovské roviny, dostaneme otvte-
nou mnozinu).Chépeme-li vSak mnozinu A jako podmnoZinu rozsifené
Gaussovy roviny C™, uz uzaviend nebude. Doplngk C* \ A totiZ nenf
mnozinou otevienou. Obsahuje totiz bod nekonefno. A zkuste najit
okoli B(oo, r) bodu nekoneno tak, aby celé lezelo v CT \ A. Nena-
jdete. Kazdé takové okoli bude mit s mnoZinou A neprazdny pranik —
pfimka A je vzdy ,dost dlouha* na to, aby protala B(oco, r) pfi jakkoli
velkém r.

e V C* plati C = C*, hC = {o0}.

e Kruhova okoli bodt B(a, r), a € C, jsou z hlediska topologie v C
i C* jsou jednoduge souvisld (doplngk C \ B(a, r) i doplngk C* \
B(a, r) maji jedinou komponentu). Kruhova okoli B(oco, r) jsou rovnéz
jednoduse souvisla.

e Prstencova okoli P(a, ), a € C jsou jak z hlediska topologie v C, tak
v CT, dvojnéasobné souvisld (komponentami doplitku C \ P(a, r) jsou
mnoziny {a} a C\ P(a, r), komponentami doplitku C* \ P(a, r) jsou
mnoziny {a} a CT \ P(a, r)). Prstencovd okoli P(oco, r) € CT bodu
nekone¢no jsou rovnéz dvojnasobné souvisla (konponentami doplitku
CT\ P(o0, r) jsou mnoziny {co} a B(0, r).

e Mnozina A = C\ {0} je z hlediska topologie v C jednoduse souvisla
(jejim doplnkem v C je mnoZina obsahujici pouze nulu). Z hlediska C™*
je dvojnéasobné souvisla, doplnék je sjednocenim dvou komponent {0}

a {oo}.

e Diilezitou roli v teorii funkci komplexni promeénné hraji vyrezy. Nej-
Castéji jsou to polopfimky ¢i usecky ,vyhaté“ z Gaussovy roviny (jako
bychom podél nich Gaussovu rovinu rozst¥ihli). Gaussova rovina C s
vytezy [0, 1] = {z =2 +iy € Clz € [0, 1],y = 0} a [, 2i] = {z =
x+iy € Clz =0, z € [1, 2]} je dvojnasobné souvisla, tentyz zavér
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platiipro CT. Gaussova rovina C* s vyfezem [1, 0o) je v C* jednoné-
sobné (jednoduse) souvisla. Jejim doplitkem v C* je totiZ pouze vytez
samotny, tj. mnozina [1, 00) = {z =z +iy € C, z € [1, o0), y = 0}.
Bod nekone¢no nepatii k vyfezu.

K pripravé na definici a Gvahy o vlastnostech funkci komplexni proménné
patii jesté nékolik poznamek tykajicich se posloupnosti a fad komplexnich
¢isel. Protoze z kapitoly 8 toho vime dost o posloupnostech a fadach ¢isel
realnych, budeme s nimi rychle hotovi. Definice a formulace vét jsou totiz
formélné stejné a dikazy jednoduché.

Posloupnost {z,}nen, zn € C se nazyva ohranicend, jestlize existuje ¢islo
M € R tak, ze plati |z,| < M pro vSechny indexy n € N.

Cislo z € C se nazyva limita posloupnosti {zn}nenN, zn € C, jestlize ke
kazdému € > 0 existuje index N tak, ze pro viechna n > N je z, € B(z, ¢),
tj. |zn — 2| < e. Posloupnost se pak nazyva konvergenind (k ¢islu z). Znadime

Jgrgo{zn} =z, resp. {z,} — z.

Véta 13.1 Vlastnosti konvergentnich posloupnosti: Necht {z,}neN,
Zn = Tn + iy, € C, je posloupnost komplexnich cisel, a z = x + iy € C.
Necht {zp, }n,en je vybrana posloupnost.

Necht (predpoklady) pak (tvrzeni)

{zn}nen konverguje md jeding hromadnij bod, a to limitu
{zn}nen konverguje je ohranicend

lim, o0{2zn} =2 limy_yoo{2n, } = 2

o

lim, so0{2n} = 2, lim, ,n{un} = u limy, soo{2n L un}t = 2z £ u, imy,oo{2zp un} = zu
pro up =0, u#0 limy—oo{2n/un} = z/u
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Dokézeme prvni vlastnost, ostatni pak automaticky vyplyva z ni a z vlast-
nost{ konvergentnich posloupnosti redlnych ¢&isel. Pfedpokladejme nejprve,
ze posloupnost {z, }nen konverguje k ¢islu z. Podle definice pak ke kazdému
¢islu € > 0 existuje index N tak, Ze pro v8echna n > N je

l2n — 2| < € :>\/(9:n—3:)2+(yn—y)2<8.

Protoze vyrazy (x, — )% a (y, —y)? jsou nezdporné, je ziejmeé, ze pro n > N
je také |z, —z| < e a |y, — y| < e. Proto

Jim {z,} =2, lim {y,} =y.

Jestlize naopak predpokladame, Ze realné posloupnosti {zy }nen & {yn}neNn
konverguji k ¢islim « a y, pak k libovolnému € > 0 existuji indexy Ny a N»
tak, ze pro v8echna n > Ny, resp. v8echna n > N> plati

€

7

Zvolime-li N = max{Nj, Ny}, budou pro vSechny hodnoty n > N platit
obé nerovnosti soucasné, proto

13
[ =z < 5, resp. Jyn —yl <

lon = 2| = /(@ — )+ (g — 9)? < 2 — 2| + |yn —y| <.

Véta 13.2 Cauchyovo-Bolzanovo kritérium: Posloupnost {z, }neN, 2n €
C, je konvergenini pravé tehdy, kdyZ ke kaZdému ¢islu € > 0 existuje index N
tak, Ze pro viechny indexy m, n > N plati z,, € B(zn, €), tJ. |z2m — zn| < €.

Ptipomenme, Ze posloupnost splitujici pozadavek popsany v druhé ¢éasti véty
13.2 jsme v piipadé€ redlnych &isel nazyvali cauchyovskd. Bude tomu tak
i nyni. Dikaz véty 13.2 je jednoduchy, nebot vyplyva z véty 8.3 (druhy
dil), ktera se tyka redlnych cauchyovskych posloupnosti, a z prvni vlastnosti
uvedené ve vété 13.1: je-li posloupnost {z, }neN, 2n = @n+1zy,, konvergentni,
dejme tomu k jistému &slu z = x + iy (které ani nemusime znét), jsou
posloupnosti {z, }nen a
{yn}neN

rovnéz konvergentni (prvni vlastnost ve vété 13.1), a tedy cauchyovské (véta
8.3). Naopak, je-li posloupnost {2y, }nen cauchyovskd, jsou také posloupnosti
{Zn}neN a {Yn}nen cauchyovské. Tento krok dokazeme. Zvolme £ > 0 libo-
volné. Pak existuje index IV tak, Ze pro vSechny hodnoty indexi n, m > N
je

‘Zm_zn‘ <& = \/(xm - xn)Q + (ym - yn>2 <& — ‘xm_wn‘ <g, ’ym_yn‘ <eé.
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Podle véty 8.3 jsou posloupnosti {x,}neN @ {¥n}nen konvergentni. Prvni
vlastnost ve vété 13.1 pak vede k zavéru. Ze také posloupnost {z,}nen je
konvergentni. Stejné jako v piipadé posloupnosti redlnych ¢isel ndm ovsem
Cauchyovo-Bolzanovo kritérium nefekne nic o limité dané posloupnosti.

Definici konvergentni posloupnosti snadno rozsifime na uzavienou Gaus-
sovu rovinu C+.

Cislo z € C* se nazyva limita posloupnosti {zn }nen, zn € CT, jestlize ke
kazdému € > 0 existuje index N tak, ze pro viechna n > N je z, € B(z, ¢),
tj. |zn — 2| < e. Posloupnost se pak nazyva konvergentni (k ¢islu z). Znaime

7}1_)11(}0{271} =2z, resp. {zn} — z.

Zamysleme se, co tato definice pFind&i nového a moznéd netekaného oproti
pojmu konvergence posloupnosti redlnych ¢isel. V redlném oboru jsme roz-
lisovali posloupnosti konvergentni (s kone¢nou limitou), divergentni (s ne-
vlastni limitou 400, resp. —oo) a oscilujici (ani konvergentni, ani diver-
gentni). Tak t¥eba posloupnost {n},eN, chapana v redlném oboru, je diver-
gentni, zatimco v oboru C* konverguje k bodu oo. Posloupnost {(—1)"n}pen
v realném oboru osciluje, v CT konverguje rovnéz k bodu oo. Posloupnost
{(=1)"},e je v realném oboru posloupnosti oscilujici (mé dva hromadné
body, & = —1 a & = 1), v oboru komplexnim rovnéz nekonverguje (mé ty-
té% dva hromadné body). Pojem cauchyovské posloupnosti v CT nezavadime
(zkuste pfijit na to, proc).

V piipadé fad komplexnich ¢isel se rozsifeni na C* neprovadi. Definice
a véty budou znit formalné stejné jako pro posloupnosti redlnych &isel.

Rada Yo Zn, 2n € C se nazyva konvergentni k souctu s, konverguje-li
posloupnost jejich ¢astetnych souctii {sy, }nen k s v C. PiSeme > 02 2z, = s.
V opacném piipadé jde o fadu divergenins.

Rada Yoo zn Se nazyva absolutné konvergentni, konverguje-li fada z abso-
lutnich hodnot jednotlivych ¢lent, tj. >.>° |z,|. O puvodni Fadé se pak Fika,
ze konverguje neabsolutné, resp. relativné, resp. obycejné.

Je ziejmé, 7e pii zjistovani absolutni konvergence fad komplexnich &isel 1ze
pouzit kritéria pro konvergenci fad s redlnymi nezépornymi ¢leny (véta 8.7
v druhém dilu).

Véta 13.3 (O konvergentnich fadach): Necht z,, w, € C,n € N, a, 5 €
C. Pak platf
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Necht (predpoklady) pak (tvrzent)

oo 1 Zn =Sy, Yo Wy =Sy = > (azy + Pwy) = as, + Bsy
Tada vznikld vynechdnim,
Yono 1 zn konverguje = pFiddnim nebo zménou
koneéného poctu clent konverguje
Yool | zn konverguge <= posloupnost ¢astecnijch soucti je cauchyouvskd
Yoo zn konverguge = limp—oo{2ntnen =0
o021 |zn| konverguje = >.>° zn konverguje
52, |zl konverguje = Y [wal @ X2 Iyl konverguje
Yot =8, X0l = = Yolilzem| =5, 20Li 20m) = 8

o : N — N je prosté zobrazent

Posledni vlastnost znamend, stejné jako u fad realnych cisel, Ze absolutné
konvergentni fady lze pferovnavat, pfi¢emz piferovnanim ¢lent se nejen ne-
zméni konvergence jako takova, ale ani soucet fady. Dokazovat téméf nenf
co. Prvni, druha a tfeti vlastnost vyplyvaji pfimo z provni vlastnosti ve
vété 13.1, tieti vlastnost je disledkem Cauchyova-Bolzanova kritéria apli-
kovaného na posloupnost ¢astecnych souctt fady. Sesta vlastnost plyne z
posledni vlastnosti véty 8.5, ve své druhé ¢asti navic s pouzitim prvni vlast-
nosti ve vété 13.1. Dokadzeme pouze patou vlastnost: predpokladejme, ze fada
Yoo |zn| konverguje. Protoze pro vSechny hodnoty indexu n je |z,| < |z,]
[yn| < |znl, jsou Fady >0 |zn] @ > pey |yn| konvergentni podle srovnavaciho
kritéria pro fady s nezapornymi ¢leny (véta 8.7). Naopak, konverguji-li fady
Sooo i zn| a Yoo |yn|, miZeme na zékladé nerovnosti |z, | < |z,| + |yn| pro
vSechna n € N a srovnavaciho kritéria z véty 8.7 udinit zavér, ze konverguji
ifady 202 |zn] a 3202 (ynl-

Priklad 13.3: Nékolik jednoduchych ukéazek konvergentnich a nekonvergent-
nich fad
Progetiime konvergenci nésledujicich fad komplexnich éisel:
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e fada > ;2 (1 +in) nekonverguje, nebot lim,_,~ (1 +in) # 0 v rozporu
s vétou 13.3 (¢tvrtd vlastnost),

e fada > 02 (cos mn+isin7n) nekonverguje, posloupnost {z, }neN, 2n =
cos ™ +isinwn mé dva hromadné body, £ = —1 a & = 1, nema tedy
limitu,

e fada ) o7, 2—7,1 konverguje absolutné podle limitniho d’Alembertova po-

dilového kritéria (véta 8.7),

Zna1 n+1‘

Zn

~ lim |z .@_ . n!|z|

e nooo (n+ 1)1 nl  nteo (n4 1)

n—0o0

= 0.

13.1.2 Co je to funkce komplexni proménné?

Po tvodni paséazi tykajici se (s vyjimkou zavedeni tak trochu neobvyklého
bodu ,nekoneno®) hlavné opakovéni topologickych pojmi a vlastnosti ¢i-
selnych posloupnosti a fad, se konetné dostavame k zavedeni pojmu funkce
v oboru komplexni proménné. Zde se opét objevuje jista neobvyklost. Dosud
jsme o funkcich vzdy hovofili jako o zobrazenich, tj. jakychsi ,pfedpisech® &
,pravidlech®, jak vzordm z urcitého pfedem daného definiéniho oboru priradit
obrazy, pricemz kazdému z povolenych vzort (prvki defini¢niho oboru) byl
prifazen prdvé jeden obraz. Funkce komplexni proménné jsou v fadé ucebnic
pojimany obecnéji, jsou piipustné i funkce mnohoznacné. Pii takovém pojeti
mize mit, tak trochu nepiesné feceno, vice obrazi. (I kdyz néktefi matema-
tikové toto pojeti neuznavaji a kritizuji, je i v renomované literatuie obvyklé,
proto je ani my nezavrhneme. Nevzniknou tim 7adné komplikace ani nedo-
rozumeéni. JednoduSe — budou existovat situace, kdy funkce nebude zobra-
zeni.) Nejprve pro jistotu pfipomeneme zcela bézny pojem (binarni) relace a
relace na mnoZiné a pro poradek i pojem specialni relace, s kterou bézné pra-
cujeme, relace ekvivalence. (Samotny pojem relace, zahrnujici relace unarni,
binarn{ a obencé n-arni, je obecnéjsi, pro nase potieby vSak neni nutné se
jim ve v8i obecnosti zabyvat.)

Necht M a N jsou neprizdné mnoziny. Bindrnd relaci rozumime kazdou pod-
mnozinu kartézského souéinu M x N, tj. jakoukoli mnozinu R uspoiiddanych
dvojic [z, w],kde z € M aw € N. Je-li M = N, hovotime o relac na mnoziné
M. (Binarni) relace na mnoziné M se nazyva ekvivalence, ma-li nasledujici
vlastnosti

o [z, z] € R, relace je reflexivnd,
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o [z,,w] € R = [w, z] € R, relace je symetrickd,

o [z, w], [w, u] € R = [z, u| € R, relace je tranzitivni.

Necht R1, Re € M x M jsou relace na mnoziné M. Pfedpokladejme, Ze
pro kazdou dvojici [z, w] € Ry je w prvkem oboru relace Ra, tj. mnoZiny
Dr, = {w € M |existuje z € Dg,} tak, ze [w, u] € Ra. SloZenim, nebo téz
kompozici relaci Rq a Ry rozumime relaci

R = Re0R;1 ={[z, u] € M xM |existuje w € M tak, ze [z, w] € R1, [w, u] € Ra}.
Relace R~! a R se nazyvaji navzajem inverzni, plati-li

RoR '=R1'oRCZ
ykdeZ={[z,2]e M x M |z € M}.

Jak to souvisi s pojmem zobrazeni, tj. i s dosavadnim pojetim funkce?
Dejme tomu, Ze M je né&jaky &iselny obor. Chapeme-li v rdmci pojmu re-
lace prvni ¢len uspofadané dvojice [z, w] € M x M jako vzor a druhy jako
obraz, a vime-li, Ze tyZz vzor nesmi mit dva obrazy, muzeme zobrazeni de-
finovat tfeba jako takovou relaci na mnoziné M, pro niz plati implikace
[z, w1], [z, wa] € R = wi = we. jak jisté tusite, v pFipadé komplexnd funkce
komplexni promeénné bude M = C, resp. M = CT. Ted bude nasledovat
,davka® snadno pochopitelnych definic.

Komplexni funkci komplexni proménné rozumime kazdou relaci na mnoziné
C™. Zna¢ime ji f C Ct x CT. Mno#iny

Dy = {z€ CT|existujew € C* tak, Ze [z, w] € f},
H; = f(Df) = {we C"|existuje z € Dy tak, Ze [z, w] € f},
flz) = {weC|[z,w € f}

se nazyvaji definicni obor, obor hodnot a mnoziné hodnot funkce f v bodé¢ z.
Je-li relace f zobrazeni, nazyva se funkce jednoznacnd, v opatném piipadé
mnohoznaénd. Obsahuje-li mnozina f(z) nekone¢né mnoho hodnot, je funkce
nekonecnéznacnd. Funkce f se nazyva konecnd, je-li f(z) C C. O funkci
redlné proménné se jedna v pripadé, ze Dy = R U {oo}, o redlnou funkci v
piipadé Hy C RU {oo}.

Necht f a g jsou komplexni funkce komplexni proménné. Predpokladejme, Ze
Hy C Dy. SloZenou funkci h = go f se nazyva relace go f. Inverzni funkci k
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funkci f je relace f~1. Funkce f se nazyva jednolistd, je-li funkce f~! jedno-
zna¢nd. Neni-li funkce f jednolista, nazyvaji se obory hodnot jednozna¢nych
vétvi funkce f~1 oblasti jednolistosti funkce f.

Necht f € CF x CT je funkce. Jednoznacnou vétvi funkce f nazveme jed-
noznacnou funkci ¢, pro kterou je Dy C Dy a ¢(z) C f(z) pro libovolnou
hodnotu z € Dy.

Priklad 13.4: Piiklady funkei
Uvedeme nejjednodussi priklady komplexnich funkci komplexni proménné,
vletné specidlnich situaci.

e funkce f = {[z, Rez||z € C}, g = {[z, Imz]|z € C}, jsou jedno-
znacné, realné a konecné, Dy = D, = C, Hy = H;, = R

e funkce f = {[z,|z]]|z € CT} je realna a jednoznafna, nenf viak
kone¢na, nebot |oo| = oo (viz tabulku pro pocitani s nekonecny),
Df:C+, Hf:R+U{OO}, Rt = [0, o0)

e funkce f = {[z, z%]| 2 € CT} je jednoznacna, ale neni konetna, Dy =
Ct, Hy

o funkce f = {[z, ¢] |z € C\ {0}, ¢ € arg z} (viz vztah (13.1)) je realna,
nekonecnéznacnd a konetna, Dy = C\ {0}, Hy = R, f(2) = argz =
{p e R|z=|z|(cosp +isinp)}

o kazda z funkei ¢ = {[2, i) |z € C\{0}, v = Arg 242k, k € Z}, je
realnd, jednoznac¢na a kone¢nd, D,, = C\{0}, H,, = [2km, 2(k+1)7),
pr(z) = Arg z

Priiklad 13.5: Odmocniny

S odmocninami je to v komplexnim oboru jiné nez v oboru realném. Uvé-
domme si dvé odlisna vyjadieni tykajici se realného oboru: na otazku, jaka
je hodnota odmocniny ze ¢tyf musime odpovédét, ze 2. Odpovéd na otézku,
jaké je Feeni rovnice y? = 4 zni y; = —2, yo = 2. Je tomu tak proto, Ze
v realném oboru chapeme zapis v/4 jako hodnotu funkce y = v/ v bodé
x = 4. Funkce v redlném oboru je v8ak definovana jako zobrazeni, proto vzor
2 = 4 nemuze mit dva obrazy. Hodnoty y; = —2 a yo = 2, které jsou feSenim
rovnice y? = 4, ziskame jako funkéni hodnoty dvou funkci, f(z) = /z a
g(x) = —y/z. V komplexnim oboru se maji véci jinak. Za ,n-té odmocniny*
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z daného ¢&fsla z se povazuji vSechna feSeni rovnice w™ = z. UvaZme nejprve
ten nejjednodussi piipad, druhou odmocninu:

f:{[z,w]€C+xC+|z:w2}.

Funkce z = g(w) = w? je jednoznaénd, pro w € C* viak neni koneén4. Zjis-
time, jak vypada mnoZzina f(z) pro z € C™. Resfme rovnici z = w? vzhledem
k neznamé w. Pti proceduie feSeni s vyhodou pouzijeme exponenciéln{ tvar
zapisu proménnych w a z,

w = |w‘ ei(Argw-i—Qwr)7 5 = ‘Z| ei(Argz—&-st), s € 7.
Odtud
|Z‘ _ |w|2’ ei(Argz+2$7r) _ eQi(Argw—i—Qrw)’
1 1
lw| =1/]z], argw = {2Argz + 2k, §Argy + (2k + 1)7r} , m¢eZ.

Ke kazdé hodnoté proménné z dostaneme dvé hodnoty w, konkrétné

wy = ¢1(2) =/ |2] 3Ny — P2(2) = /2| e%Arngﬂ, f(z) ={¢1(2), ¢2(2)}-

Opravdu ke ka#dé hodnoté z? Funkce z = w? je sice definovana na C*t a
jejim oborem hodnot je rovnéz CT, inverzni funkce vSak neni definovana
pro z = 0 a z = 0o, nebot v téchto dvou bodech Gaussovy roviny C* neni
definovan argument. Je proto Dy1 = C\ {0} a H;1 = C\ {0}. Tato
funkce neni jednozna¢na (proto puivodni funkce f neni jednolista). Ma dvé
jednoznacné vétve, naptiklad ¢1(z), ¢2(2). Body 0 a oo se nazyvaji body
vétvent funkce f. Nazev ,bod vétveni“ ma svou geometrickou interpretaci.
Pokusime se ji vylozit pomoci obrazkt 13.3 a 13.4 z matematického hlediska
ne prili§ precizné, zato nazorné.

Pozn.: Je t¥eba zdtraznit, Ze obrazky jsou pouze schematické. Pfi pfesném
vypoc¢tu by kiivky odvozené z vychozi kiivky C pomoci funkci ¢1(z) a ¢2(2)
vypadaly ponékud jinak. Ukizka je na obrazku 13.5.

Zvolme v C jednoduchou uzavienou kiivku C, ktera neobepina bod 0.
Predpokladejme, ze proménné z ,,ob&hne® tuto k¥ivku jednou z vychoziho
bodu zp zpét do tohoto bodu. Jednoznaéné funkce ¢1(z) a ¢a(z) jsou v bo-
dech této kiivky definovany, proménné w; = ¢i|¢c a wa = ¢2|c ,ob&hnou*
po uzavienych kiivkach C; a Co (obrazek 13.3 vlevo). Vysledné zména argu-
mentu jak proménné z, tak funkénich hodnot funkci ¢1(z) a ¢2(z) bude po
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y Z Arg w, = y

=Argw, + 7 ‘ z
Argw, = W,

=Argw, + 7 d W
( 7 X

Arg w

10 {Argwl 10

W,

W, W, = ¢ (2) =z},
W, =, (2) =\/5|2

Obréazek 13.3: Body vétveni.

obézich nulova. Jestlize v8ak oblast, kterou kiivka C obepina, obsahuje bod
0, bude situace jind. Hodnota argumentu proménné z se pfi obéhu kiivky
zméni o 27w, takze kazda z obou vétvi odmocniny piejde v tu druhou, ne-
bot jeji argument se zméni o 7 (obrazek 13.3 vpravo). Moznost, jak predejit
takovému prechodu, spo¢ivd v tom, Ze zabranime kiivce, kterd by obihala
bod 0, aby se uzaviela. To lze zajistit napiiklad vyfezem podél nezaporné
Casti osy x, tj. omezenim defini¢niho oboru funkei ¢1(2) a ¢2(z) na mnozinu
C\ [0, co. Jiny zpiisob, jak rozligit vétve w1 = ¢1(z) a we = ¢2(2) (pro néz
je z = w? = w3) spoéiva v nahradé oboru hodnot C funkce z = w? modelem
,dvojité“ Gaussovy roviny, tj. dvéma listy“, které oznaCime Ry a Rs. List
R; bude defini¢nim oborem funkce ¢1(z) (prvni vétve), list Ry defini¢nim
oborem funkce ¢2(2) (druhé vétve). Znamen4, to, Ze bod w? zobrazime do
roviny Ry, je-li Argw € [0, 7) (obraz druhych mocnin prvni vétve) a do ro-
viny Ra, je-li Argw € [r, 27) (obraz druhych mocnic druhé vétve). Aby byl
umoznén piechod prvni vétve v druhou (a naopak) pfi zméné argumentu o
27 a celistvé nasobky hodnoty 27, je tfeba tyto dvé roviny néjak propojit:
rozstiihneme oba listy Ry a Ry podél intervalu [0, co) na realné ose a slepit
horni ¢ast vyfezu listu Re k dolni ¢asti vyfezu listu R;. Po obéhu bodu po
kladné orientované kiivce v roviné R; piejde reprezentujici bod z z listu R;
na list Ro, takze vétev ¢1(z) piejde ve vétev ¢2(z). Aby pii dalgim obéhu
bodu z po dané kiivce pFesla vétev ¢a(z) zpét ve vétev ¢1(z), museli bychom

v
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) 5 listy slepeny podél vyiezu
.y dva listy s vyi
Yy vyfez ty s Vyrezy druhy spoj nelze zobrazit

Obrazek 13.4: VyTezy a Riemannovy plochy.

slepit dolni ¢ast vyfezu listu Ro s horni ¢asti vyfezu listu R;. To uz ale v
trojrozmérném modelu provést nelze. Takto slepené listy R; a Ro maji spo-
le¢né dva body, nulu a nekone¢no. Tvoii tzv. Riemannovu plochu funkce f
zvané druhd odmocnina.

S odmocninami jesté nejsme hotovi, zatim jsme se vénovali jen druhé
odmocninég. Jak to bude vypadat s n-tou odmocninou pro n € N7 Inverzni
relace k n-té mocniné se nazyva n-td odmocnina. Je to mnohoznacéna funkce,
kterou oznacime f(z). Jejimi hodnotami budou vSechna feSeni w rovnice z =
w"™. Najdeme je. Pro n =1 je feSeni trivialni. I kdyz pro n = 2 jsme problém
dikladné probrali, uvazujme obecné o pfipadech n > 2. Regeni zminéné
rovnice snadno najdeme, vyjadifme-li proménné z a w v exponencidlnim
tvaru. Tomuto vyjadfeni se vymykaji body 0 a co, pro néz neni definovin
argument. Pro né proto zvlait definujeme {/0 = 0 a y/noo = co. Pro z €
C\ {0} plati

i(Argw+2rm)

w= |w|e . 2= |Z| ei(Arg z+2sT) — |Z| ei(Arg 2+2sm) _ |w|nei(nArgw+2rn7r).

S uvazenim poZadavku, aby hlavni hodnota argumentu komplexni proménné,
at uz w ¢ z, lezela v intervalu [0, 27). dostaneme z tohoto porovnani

1 k
|| = |w|", Argz =nArgw+2kmr, k=0,1,...,n-1, = |w|= Vz, Argw = —Argz+2r—.
n n
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z=(0,8+15cost)+i(0,8+0,5sint)

A
y W=6¢(z)=vVz| . W, =¢,(2) =1z,
—X

0. [ 02 /_

0.8 -0.3H

0.7 -0.4

0.6 -0.54
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Obréazek 13.5: Odmocnina — piesny vypocet pro z obihajici po elipse.

Tato feSeni se budou lisit pro razné hodnoty k € {0, ..., n}, potom se
zacnou opakovat. n=t4 odmocnina ma tedy n vétvi, z nichz kazda je urcena
hodnotou k € {0, ..., n},

(1 2km
wy = or(2) = {/|7] el(mArg=+2E),
Pro k = 0 dostavame hlavni vétev n=té odmocniny. Jak vypada Riemannova

plocha? Protoze je n-t4 odmocnina n-zna¢nda, musi byt n-t4 mocnina n-lista.
Zvolme pevné thel § a uvazujme o vysecich Gaussovy roviny

k k+1
Vk:{wec*\{O,ooHArgwe[QWn,QW :; )}, k=0,1,...,n—1.

Funkce z = f~1(w) = w" je na kazdé z téchto vyseci prosta a zobrazuje Vj
na celou Gaussovu rovinu s vyjmutymi body nula a nekone¢no, tj. f~*(Vy) =
C*\ {0, co}. Kazd4 z takto ziskanych identickych Gaussovych rovin tvoii
jeden list Riemannovy plochy Ry az R,—1. V kazdém z listil provedeme vyfez
a postupujeme podobné jako na obrazku 13.3: spojime postupné dolni okraj
vyfezu plochy Ry s hornim okrajem vyiezu plochy R;, dolni okraj vyfezu
plochy R; s hornim okrajem vy¥ezu plochy Rs, atd., az nakonec dolni okraj
vyfezu plochy R, s s horim okrajem vyfezu plochy R, 1. Spojime jesté
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okraje vytezi, které zatim ztistaly volné — dolni okraj vyfezu plochy R, 1
a horni okraj vyfezu plochy Ry. Protoze se cela procedura ve skutecnosti
déje ve Ctyfrozmérném prostoru, nedokdzeme posledni krok nakreslit tak,
aby nedoslo k protnuti zbyvajici ¢asti celé plochy.

Necht n > 2 je pfirozené &islo a z € Ct \ {0, oco}. n-tou odmocninou z
proménné z nazyvame inverzni funkei (relaci) k n-té mocning, tj. funkei s
jednoznac¢nymi vétvemi

Qkﬂ')

du(2) = |z As=T25E) ke t0,1, ... n— 1} (13.5)

13.1.3 Limity, spojitost, posloupnosti a fady funkci kom-
plexni proménné

V pfedchozim odstavci jsme definovali funkce komplexni{ proménné a po-
psali jejich zvlastnosti, neobvyklé v oboru proménnych redlnych. Jednou z
nich je moznost ,,dosadit* za proménnou z nekone¢no (a funkce také muze
,hodnoty“ nekone¢no nabyvat). Druhou je pfipadnd mnohozna¢nost funkci.
Od této chvile do okamziku, kdy bude ohldSena zména, se budeme vénovat
funkcim, které jsou konecné a jednoznacné. To oviem neznamend, Ze bychom
zavrhli odmocniny, nebo jiné mnohoznacéné funkce, na které pfipadné nara-
zime. V takovém pifpadé vsak naSe tivahy omezime na jejich jednoznacné
vétve.

Pojem limity a spojitosti funkce komplexni proménné nebude délat pro-
blémy, nebot uz mame dost zkuSenosti s limitami funkci vice proménnych.
Proto se hned pustime do definic a tvrzeni, ktera vSak jiz budeme dokazovat
ve struénosti, nebo viibec. Muzeme se totiz odkazovat na postupy podrobné
rozebrané v kapitole 8, které jsou c¢asto ,univerzaln{“, tj. pouzitelné jak pro
realné, tak pro komplexni &sla ¢i funkce.

Necht f(z) je funkce s definiénim oborem Dy a E C Dy. Dale piedpokla-
dejme, ze zp € C*t je hromadny bod mnoziny E, tj. 29 € E. Rekneme, 7e
funkce f(z) ma v bodé limitu L € C* wzhledem k mnoZiné E, jestlize ke kaz-
dému ¢islu € > 0, existuje § > 0 tak, ze f(P(z0, 0) N E) C B(L, ). Jestlize
mnozina F obsahuje néjaké okoli B(zg, ), popiipadé P(zg, #), hovofime o
limité funkce f(z) v bodé zy. zapisujeme

lim f(z)=L, resp. lim f(z)=L.

z—z0,2€E Z—20
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Rekneme, Ze funkce f (z) je v bodé zy spojita vzhledem k mnoziné FE, resp.
spojité, je-li v tomto budé definovana a plati-li

lim  f(2) = f(z0), resp. lim f(z) = f(20)-

z—z0,2€E Z—r20

Situaci nazorné€ ukazuje obrazek 13.6. Jisté jste si v8imli, Ze se definice li-

ENnB(z,,9)=B(z,,9)

Obréazek 13.6: K pojmu limity funkce v bodé vzhledem k mnoziné, resp.
limity v bodé.

mity funkce v bodé vzhledem k mnoziné a definice limity funkce v bodé& nelisi
od odpovidajicich definic limit redlné funkce vice (konkrétné dvou) promeén-
nych v odstavci 9.2.1 druhého dilu (strany 459 a 460). Odchylka spocivajici
v tom, Ze nyni uvazujeme o ,kulatych” okolich bodu (kruhova a prstencova),
zatimco v pfipadé funkei dvou redlnych proménnych byla  hranatéd“ (obdél-
nikové, resp. ryzi obdélnikova), neni podstatna. Uz v druhém dilu jsme si
totiz vylozili, Ze baz{ euklidovské topologie v R™ mohou byt jak oteviené
n-rozmérné kvadry (pro n = 2 obdélniky), tak oteviené n-rozmérné koule
(pro n = 2 kruhy). Mohli bychom proto jednoduse konstatovat, ze pravidla
pro pocitani konecngjch limit pro z € C budou u funkci komplexni proménné
stejné jako pro funkce vice proménnych (véta 9.2). Navic je pouze to, ze v pii-
padé limit funkci komplexni proménné existuje i moznost zgp = oo a také moz-
nost, ze limitou kone¢né funkce muaze byt bod oco. Pravidla rekapitulujeme
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v nasledujici vété jiz bez dikazti. Z pravidel pro limity pak bezprostiedné
vyplyvaji pravidla pro spojitost funkci v daném bodé. A je$té poznamka:
Vite, pro¢ je pro definici limity funkce v daném bodé potiebny predpoklad,
aby mnozina E obsahovala néjaké okoli B(zg, ¢)? Duvod je stejny, jak jsme
jej vylozili v druhém dilu v pfikladu 9.15, nasledujicim po definicich limity
na stranach 459 a 460: abychom mohli hovofit o limité funkce v bodé (tj. o
limité jako takové, bez vazby na né&jakou mnozinu E), je tieba, aby limita na
mnoZiné F nezavisela. Méné piesné feceno, blizime-li se k bodu zg z riznych
stran, je tfeba, aby se funk¢éni hodnoty blizily k téze limité. Je to podobné
jako v p¥ipadé limity zleva a zprava u funkce jedné redlné proménné (prvni
dil, strana 70).

Véta 13.4 (Vlastnosti limit): Necht f(z) je (konecnd a jednoznacnd)
funkce, EC Dy, zo hromadny bod mnoZiny E. L, L, Lo, S je oznaceni pro
konecné limity. Plati
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Necht (predpoklady) pak (tvrzeni)

I

f(2) md v bodé zy limitu tato limita je jedind

A C FE, z je hromadny bod mnozZiny A —
lim, ., .ep fz)=1L

hmz—wo,zeA f(Z) =L

hmzazo,zeA = limz%ZO,ZGA =L — hmz%zo,ZEAUB =L

f(2) md v bodé zy konecnou limitu

ke kazdému € > 0 existuje § > 0

vzhledem k mnoZiné B < tak, Ze pro vSechna z1, zo € P(z0, 0)
je | f(z2) — f(21)]

hmzazo,zeE f(Z) =1 hmz%zo,ZEE[f(Z) + g(z ] =L1+ Lo

hmz—>zo,z€E g(z) = Lo — limzﬁzo,zEE{f(Z)g(z)] =1L,

(pro podil necht g(z) # 0, L #0) im0 2er[f(2)/9(2)] = L1/ L2

hmz—wo,zEE f(Z) = L: f(E) cG

limy 1 wea g(w) = S, existuje § > 0 = lim, ., g[f(2)] =95

tak, Ze f(z) # L na P(zp, )N E

lim, ., .ce f(z) =0 a h(2) je = lim, ., .ep[f(2)h(2)] =0

ohranicend na jistém P(zo, J)

hmzazo,zeE f(Z) =0 — hmz%zo,ZEE |f(2)‘ =0

lim, . .er f(2) = 00 = lim, ;) .cr|f(2)] =

hmz—mo,zEE f(Z) =1L — hmz—wo,zEE |f(2:)‘ = ’L‘

lim, s, .ce f(2) =L € C <= lim, ., .ceRez=RelL

lim, . .epImz =Im L

S vyjimkou prvni jsou vlastnosti limit formuloviny pro limitu v bodé vzhle-
dem k mnozZiné. Pat4 az predposledni vlastnost zlistanou v platnosti, ptijde-
li o limitu jako takovou. Ve &tvrté vlastnosti je v piipadé jejiho pouziti
pro limitu jako takovou zaménit P(zp, 6) N E za P(zp, §). Posledni vlast-
nost predstavuje Cauchyovo-Bolzanovo kritérium stejnomérné konvergence
posloupnosti funkci
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V teorii funkci komplexni proménné se budeme neustéle setkavat s fadami
funkci. Konkrétné ptijde o fady mocninné, jak s kladnymi, tak se zapornymi
mocninami proménné. Proto nynf stru¢né rekapitulujeme nékteré podstatné
pojmy tykajici se posloupnosti a fad funkci, které zname z kapitoly 8. Sa-
moziejmé, pijde o bodovou a stejnomérnou konvergenci posloupnosti a Fad.
Oba typy konvergence a jejich rozdilnost jsme velmi dikladné probrali v ka-
pitole 8. Pfechodem ke komplexni proménné se na nich prakticky nic neméni,
opét jen s vyjimkou role bodu nekonecéno.

Uvazujme o posloupnosti (kone¢nych, jednozna¢nych) funkei { f,,(2) }nen de-
finovanych na mnoziné £ € CT. Rekneme, ze posloupnost bodové konverguje
k funkci f(z) na mnoziné E, jestlize v kazdém bodé zp konverguje ¢iselné
posloupnost { f,,(20) }nen k hodnoté f)(zg), tj. kdyZ pro kazdy bod 29 € E a
kazdé ¢islo e > 0 existuje index N(zo, €) tak, Ze pro vSechny hodnoty indexu
n > N(zo, €) je fa(20) € B(f(20), €).

V&imnéte si, Ze jsme v definici schvalné zdaraznili skute¢nost, ze index N (zo, €)
neni z hlediska mnoziny E univerzalni, nybrz zavisi na zg. jednoduse feceno,
v nékterych bodech mnoziny F miize posloupnost konvergovat ,lépe”, v ji-
nych  hiafe“. Konvergenci povazujeme za tim ,lepsi“, ¢im je index N(zo, €)
pro dané ¢ mensi. Ale to uz vime z kapitoly 8. Jesté jednu véc je t¥eba si
uvédomit: definice konvergence se sice vztahuje k posloupnosti kone¢nych
funkci, ale neni vylouceno, Ze funkce, ktera je jeji limitou, mize nabyvat i
hodnot nekoneéno.

Rekneme, 7e posloupnost (konetnych, jednoznaénych) funkei { f(2)}nen de-
finovanych na mnoziné E C Ct konverguje ke koneéné funkci f(z) na mno-
7ing E stejnomeérné, kdyz pro kazdé ¢islo e > 0 existuje index N(g) tak,
ze pro v8echny hodnoty indexu n > N(zp, €) a vSechny body z € E je

fn(20) € B(f(20), €)-

Jisté neni tfeba zdtraziiovat, Ze odlisnost slovosledu v definici stejnomérné
a bodové konvergence je obsahové velice podstatné. Index N(e) nezavisi na
bodu mnoziny E, v které posloupnost vyéislujeme, je pro celou mnozinu E
univerzalni. Dalo by se Fici, ze konvergence posloupnosti je ve v8ech bodech
mnoziny E ,stejné dobra“. Zdairaznéme také, ze pojem konvergence je defi-
novan pro piipad, Ze nejen ¢leny posloupnosti, ale také limita, jsou koneéné
funkce. A jesté jeden typ konvergence jsme zmihovali v kapitole 8:

Posloupnost { f,,(z) }nen nazyvame lokdlné stejnomérné konvergentni’k funkci
f(2) na mnoziné E, jestlize kazdy bod z € E ma takové okoli B(z, d,), ze
posloupnost konverguje stejnomérné na mnoziné E N B(z, 4,).
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Piiklad 13.6: Geometrickd posloupnost funkci

Geometrickd posloupnost funkci se nam jako vdééna ukizka rozdilu mezi
oby¢ejnou a stejnomérnou konvergenci osvédéila uz v kapitole 8 (priklady
8.21 az 8.24). Stejnym zptisobem ,zafunguje® i v oboru komplexni proménné.
Posloupnost {f,(2) }nen, fn(z) = 2", bodové konverguje k identicky nulove
funkci na mnoziné E = B(0, 1) (jednotkovy kruh se stfedem v bodé 0). Na
tomto kruhu vSak nenf zarucena stejnomérna konvergence. Budeme-li totiz
je zvolenému ¢ > 0 hledat index, od kterého vyse plati f,(z) € B(0, ¢),
zjistime (zcela stejnym postupem jako v piikladu 8.21), Ze jej nelze zvolit
univerzalné pro celou mnozinu B(z, €), nebot n > kl)‘;gé‘. Pro |z] — 1 tento
index roste do nekone¢na. Ke kazdému bodu z € B(0, €) vsak existuje okoli,
na némz posloupnost konverguje k nulové funkci stejnomérné. T¥eba okoli
B(z, (1 —|2])). Zavér: posloupnost {2"} konverguje na mnoziné B(0, 1) k
nulové funkci bodové a lokdlné stejnomérné, nekonverguje viak stejnomérné.
Na kruhu B(0, 1—4) pro jakkoli malé > 0 v8ak jiz stejnomérna konvergence
zajisténa je. Na tomto piikladu vidime, Ze bodové konvergence je ,nejslabgi“,
stejnomérné ,nejsilnéjsi a lokalné stejnomérnd ,néco mezi“.

Obecné platné je schema
stejnomérna konvergence na £ = lokilné stejnomérna konvergence na £ —

= bodova konvergence na E

a tvrzeni: Posloupnost {f,(z)}nen je stejnomérné konvergentni na (ote-
vieném) okoli B(zg, R) bodu zp € C*, R € (0, o), pravé kdyz je stej-
nomérné konvergentni na kazdém otevieném okoli tohoto bodu B(z, 1),
r € (0, R), nebo, ekvivalentné, jeho uzavéru B(zg, r). Anebo, jeité obecndji:
Necht E C C* je oteviena mnoZina. Posloupnost {f,(z)}nen konverguje
lokalné stejnomérné na F pravé kdyz konverguje stejnomérné na kazdé uza-
viené podmnoziné K C E.

Jisté jste si v8imli, Ze pfedchozi tvrzeni zahrnuje i situace, kdy bodem z je
bod nekoneno. V takovych pfipadech je jen potieba si pfipomenout definici
okoli tohoto bodu.

Uvazujme opét o konecénych a jednozna¢nych funkcich na mnoziné £ C C™.
Radu funkei Yon 1 fn(2) nazveme bodové konvergentni na mnoziné E, jestlize
bodové konverguje posloupnost {s,(z)}nen jejich ¢asteénych souctii s,,(z) =
fi(z) + -+ fu(2). Rekneme, ze Yada konverguje na E stejnomérné, resp.
lokdlne stejnomeérné konverguje-li posloupnost jejich ¢asteénych souétt na E
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stejnomeérné, resp. lokilné stejnomérné. Rada se nazyva absolutné konver-
gentni na E, jestlize fada Y o ; | fn(2)| bodové konverguje na E.

Priklad 13.7: Soucet geometrické fady

Progetiime bodovou, stejnomérnou a absolutni konvergenci geometrické fady
o o fn(2), fn(2) = 2", na mnozing C*. (S¢itani od n = 0 se jist& nikdo

nedivi.) n-ty ¢astecny soucet této fady oznacime s,(z), n-ty ¢aste¢ny soucet

fady z absolutnich hodnot S, (z). Plati

1=z _1—\z|”_n_1k

Sn(Z) = ) Sn(z) = = Z AN

1—z 1-12] &

(Vztahy si snadno sami dokaZete matematickou indukei — tloha 4 ve Cviceni
13.1.5.) Kvocienty uvazovanych geometrickych ¥ad jsou ¢ = z a Q = |z|.
Uvahy o konvergenci proto povedem zvl4st pro mnoziny B(0, 1), C*t\B(0, 1)
a hB(0, 1) (vnitiek, vnéjsek a hranici jednotkového kruhu se stfedem v bodé
0.)

e £ =DB(0,1)
V kazdém bodé mnoziny B(0, 1) existuje limita
. 1
g tend =

Geometrickd fada bodové konverguje na mnoziné B(0, 1) k souctu
s(z) = (1 — 2)~L. Pro soutty S, (z) plati

. L I—1]z") 1
Jim (,(2)} = tim { b=

n—oo 1— |Z|
fada konverguje také absolutné, a to k souc¢tu (1 — |z|~!. Pro provéfent
stejnomérné konvergence postupujeme obdobné jako v piikladu 13.6 ¢i
v piikladu 8.21. Zvolime € > 0 a vzhledem k indexu n Fe§ime nerovnici

1— 2" 1

1—=2 1—2z

lsn(2) —s(2)| <e = ‘ <e.

Po upravé a logaritmovani (s uvazenim skute¢nosti, ze logaritmus je
rostouci funkce a ze |z| < 1) dostaneme

log (e]1 — z[)

log (¢]1 ZI)‘
log |z|

log |2
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Vidime, Ze index, od né€hoz vyse plati pozadovana nerovnost, zavisi na
proménné z. Blizi-li se bod z k hranici kruhu B(0, 1), index neome-
zené roste. Konvergence fady tedy nenf stejnomeérna. Je vSak lokilné
stejnomérna: stadi kruh zmensit na B(0, 1—¢) pro jakkoli malé kladné

J.
e E=C"\ B(0,1)
Pro vnéjgek kruhu B(0, 1), tj. pro |z| > 1, pouZijeme nasledujici odhad:

’1—2“ I1— |z
1—2z |7 147

|sn(2)] = — 00,

Na mnoziné C* \ B(0, 1) fada nekonverguje ani bodové.

e hB(0,1) ={2€ C"||z| =1}
Na hranici jednotkového kruhu se stiedem v nule je z = e'¢. Pak
1— inp in P
su(2) = sulp) = T = e IEL

1 —eip sin 2’
sin &£
S =S = L
n(2) () Sin%

Posloupnosti {s,(¢)} a {Sn(¢)} zjevné limintu nemaji. Jako piiklad
vezméme tieba bod z = i. Posloupnost {s,(i)} ma ¢tyfi hromadné
body: 0 pron =4m, 1l pron =4m+1, 1 +ipron =4m+2 ai pro
n = 4m + 3, m € N. Na hranici kruhu B(0, 1) tedy geometrické fada,
ani fada z absolutnich hodnot jejich ¢leni, nekonverguji ani bodové,
natoz stejnomeérné.

Souhrn vysledki ukazuje tabulka.

absolutni bodova stejnomérnd lok. stejn.

1 1 1
B(O, 1) -7 11—z ne 1=z
Ct\ B(0, 1) ne ne ne ne
hB(0, 1) ne ne ne ne

Nésleduji véty tykajici se konvergence fad. Jejich dikazy jsou takika pies-
nou rekapitulaci dikazi uvedenych v odstavci 8.2.1, proto je zestruénime,
popfiipadé i vynechame.



34KAPITOLA 13. PROMENNA JE KOMPLEXNI — VYSLEDKY JSOU NOBLESNI

Véta 13.5 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium): Posloupnost { f,(2) }nen
(konecnijch, jednoznacnych) funkci definovanijch na mnoziné E C CT kon-
verguje na E stejnomérné pravé tehdy, jestliZe ke kaZdému ¢islu € > 0 existuge
index N tak, Ze pro vSechny hodnoty m, n > N je |fm(2) — fu(2)| < € pro
vSechny body z € F.

Rada o0 fn(2) (koneénych, jednoznacnijch) funkci definovanijch na mno-
Zine E C CV konverguje na E stejnomérné prdve tehdy, jestlize ke kaZdému
Cislu € > 0 existuje index N tak, Ze pro vSechny hodnoty n > N a k € N je
| frt1(2) + -+ fotr(2)| < € pro vSechny body z € E.

Znovu zdiraznéme, Ze slovosled v predchozi vété jasné rika, Ze index N je
univerzalni pro celou mnozinu E. Dikaz Cauchyova-Bolzanova kritéria pro
posloupnosti funkci provedeme piesné podle postupu pouzitého v dikazu pro
¢iselné posloupnosti. Pro pfipad fady je

stk(2) = 5a(2) = Far1(2) - + Fusn(2).

Staci proto, abychom Cauchyovo-Bolzanovo kritérium aplikovali na posloup-
nost jejich ¢aste¢nych soudcti.

Véta 13.6 (Srovnavaci kritérium): Predpoklddejme, Ze posloupnosti funkci
{fn(2)nen a {gn(2) }nen jsou definoviny na mnozine E C CT a splituji nd-
sledugici poZadavky:

o [fn(2)| > gn(2) pro vSechna n € N na mnoziné E,

o fada Y o2 gn(2) konverguje na E stejnomérné.
Pak fada >0 fn(2) konverguje na E stejnomérné a absoluiné.

z Cauchyova-Bolzanova kritéria a pfedpokladi véty. Zvolme € > 0 libovolné.
Protoze fada Y o2 gn(2), ktera je tvofena nezapornymi funkcemi (jak plyne
z piedpokladu | f,(2)] > gn(2)), konverguje na E stejnomérné, existuje index
N tak, ze pro vSechna n > N a v8echna k£ € N plati na celé mnoziné E
nerovnost
In1(2) + -+ gnyr(z) <e.
Pak
[frr1(2) + -+ foin(2)] = gna1(2) + - + gnin(z) <e.

Stejnomérné konvergence fady Yoo fn(2) jiz plyne pfimo z Cauchyova-
Bolzanova kritéria. Zvlast uzite¢nym piikladem srovnavaciho kritéria je si-
tuace, kdy je fada > 0 gn(2) tvofena nezdpornymi konstantnimi funkcemi.
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Jeji stejnomeérna konvergence je pak ekvivalentni konvergenci fady realnych
nezdpornych ¢isel — a na tu mame spoustu kritérii ve vété 8.7. A pokud si na
kapitolu 8 o fadach dobie vzpomenete, vybavi se vam jisté zobecnéné Weier-
strassovo kritérium (prvni vlastnost ve vété 8.11), které je pravé srovnavacim
kritériem stejnpmérné konvergence fad, avSak pro funkce redlné proménné.

Nagim cilem ov8em neni zabyvat se fadami v oboru komplexni proménné
jako takovymi. Ke studiu funkci komplexni proménné potiebujeme jen velmi
specialni fady, a to fady mocninné, at jiz s kladnymi ¢i zadpornymi mocninami
proménné. Soustfedme se nejprve na ty s mocninami nezapornymi. Ostatni
prijdou na pretfes pozdéji.

Rada fozovcn(z — 20)", ¢n, 20 € C se nazyva mocninnd fada se stfedem
v bodé zp. Rada Y ;2 c,2™" se nazyva mocninnd fada se stiedem v bodé
nekonecno.

Pozn.: Ze se nedri sliby? sotva jsme Tekli, Ze se fadami se zapornymi mocni-
nami proménné zatim zabyvat nebudeme, obejvuje se takova fada v definici.
Zapornych mocnin se zbavime, uvédomime-li si, ze fada > 72 ¢, 2™ " se stie-
dem v bodé nekone¢no se da chapat jako fada v proménné & = 27! se stfedem
v bodé nula. Studium pivodni Ffady na okoli B(co, R) je ekvivalentni zkou-
méni fady 0%, c,&™ na okoli B(0, R71). V textu se budeme k takovym
zdménam uchylovat pomérné casto.

Véta 13.7 (Abelova véta a Cauchytv-Hadamardv vzorec): Predpoklddejme,
Ze fada Y o2 cn(z — 20), 20 € C, konverguje v bodé z1 # zy (ve svém stiedu
konverguge Fada trividlne — sklddd se ze samgch nul). Pak konverguje abso-
lutné a stejnomérné v kazdém (uzavieném) kruhu B(zg, 1), kde R < |21 — 20|

Ezistuje prdve jedno ¢islo R, 0 < R < oo, zvané polomér konvergence
Fady, takové, Ze Fada konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné na mnoziné
B(z0, R) a diverguje na mnoZiné Ct \ B(zo, R). Plati

—1 —1

R= [limsup v |cn|] , R= Lh_)ngo v |cn|} . (13.6)
Druhy vzorec v (13.6) plati v pfipadé, Ze pfislusnd limita existuje.
Skute¢nost, ze konvergence odpovidajici ¢iselné fady v jednom jediném bodé
mimo stfed zajistuje konvergenci (dokonce absolutni a stejnomérnou!) v ce-

lém kruhu az po polomér dany vzdalenosti tohoto bodu od stfedu fady, néas
nepiekvapuje. Néco podobného tu uz bylo u mocninnych ¥ad funkci redlné
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proménné (piiklad 8.33 a véta 8.12). Presto si diikazy v rychlosti pfipome-
neme. Zvolme R < |z1 — zg|. Pro z € B(z, r) plati

Z— 20

len(z — 20)|™ = |en(21 — 20)"| = len(z1 — 20)" 9", 0<9 <1

Rl — 20
Protoze (¢iselné) fada Y n cn(z — 20)™ konverguje, je posloupnost {c,(z1 —
20) }nenufo} ohrani¢end (mé za limitu nulu). Existuje proto takové ¢islo M,
pro néz je |, (21 — 20)| < M pro v8echna n € N U {0}. Odtud

len(z — 20)"| < MY™.

Rada Yoo MI™ je fadou geometrickou, proto konverguje absolutné a lo-
kalné stejnomérné v kazdém kruhu B(0, 9y), kde 0 < 99 < 1 (viz piiklad
13.7). Dikaz kon&i pouzitim véty 13.6.

Ditkaz existence polomeéru konvergence a nalezeni pfislusného vzorce pro-
vedme pro zjednoduSenou, avSak nejcast&jsi situaci, tj. kdyZ existuje limita
lim,, o0 {/c,. Pfedpoklddejme nejprve, Ze tato limita je konecnd a hledejme
podminku pro ¢islo 7 tak, aby éiselnd fada s nezdporngmi cleny > 02 |cnr"|
konvergovala. (Jedné se o pfimé uplatnéni postupu dikazu véty 8.12.) Podle
limitniho odmocninového (Cauchyova) kritéria z véty 8.7 je tieba pozadovat

lim {/|e,r| <1 = r lim M< 1 = r<[lim {/|e.]]t
n—oo n—oo n— o0
Naopak,opét podle Cauchyova odmocninového kritéria, pro 7 > [lim, 0o /Jcn|]™?
fada > o2 |cnr™| diverguje. Hodnota R dana vztahem (13.6) pfedstavuje
pravé piedél mezi konvergenci a divergenci. Polozme r < R.V kruhu B(zg, r),
a dokonce v uzavieném kruhu B(zo, ), plati e, (z — 20)"| < |enr™|. Rada
o o cn(z—20)" v ném konverguje absolutné a stejnomérné podle véty 13.6.

V piipadé, Ze je lim, oo V] = 00, je |2 — 20| limy 500 ¥/]cn] > 1 pro
libovolny bod z € C, z # zp. Podle limitniho odmocninového kritéria proto
fada nekonverguje v zadném bodé, s vyjimkou svého stifedu zp (v ném jsou
viechny jeji ¢leny nuloveé).

Piiklad 13.8: Jesté jedna fada
Rozhodneme o oblastech konvergence a divergence, resp. o typu konvergence
fady

S (i
n=1 n

Plati

1 1.1
hm len| = nh_)rrgo \/7—n11_>r{.10exp (1 { n) = exp (nlgréonln n) =1.
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V zavéru vypoctu jsme pouzili L’Hospitalovo pravidlo. Polomér konvergence
fady je R = 1. V kruhu B(0, 1) konverguje fada absolutné a lokalné stejno-
mérné, vné tohoto kruhu diverguje. Konvergenci na hranici kruhu je tfeba
zvlast progetiit. Plati tam z = e'?. Pro ¢leny fady a jejich absolutni hodnoty
na hranici dostavame

1

Rada 3.°° | |uy| je harmonicka. Vime o ni, Ze diverguje. Zbyva zjistit, jak je to
,obyéejnou konvergenci“. pfedstavme si ¢leny fady jako soudinzy u, = a,bn,

Gp = %, bn = (—1)"e'np. Vezméme nejprve v tvahu tieba fadu z realnych
Césti - -
1
R = —[(=1)" cos n¢y].
Z eup Z - [(—1)" cos ny]
n=1 n—1

Posloupnost {%} N je monotonni s nulovou limitou. Posloupnost {(—1)" cos np}ne
n

ma ohrani¢enou posloupnost ¢asteénych souctu
1—(=1)NexpiNgp < 1
1+ expip = |cos |’

= Re |—expiy|

Z(—l)" Ree™?
k=1

s vyjimkou ¢ = (2m + 1)m (odpovida bodu z = —1). S vyjimkou uvede-
ného bodu jsou tak splnény podminky konvergence podle Dirichletova kri-
téria (véta 8.7). Zcela analogicka je uvaha pro fadu tvofenou imagindrnimi
Castmi ¢lenti posloupnosti {uy, fnen. Kromé lokalné stejnomérné konvergence
v kruhu B(0, 1) konverguje vychozi fada bodové také na jeho hranici, s vy-
jimkou bodu z = —1.

Priklad 13.9: A jesté jedna velice dtlezita
7 oboru realné proménné zname Taylorovu fadu exponencialni funkce

X - :I:n
e = E 7',
=0 n.

ktera konverguje absolutné a stejnomérné na realné ose. Zkusme prosetiit jeji
konvergenci v komplexnim oboru. Pro polomér konvergence lze uzit i vztahu

—1 1 —1
= lim ( ) = Q.
n—oo \n 4+ 1

(aloha 6 ve cvifeni 13.5). Rada konverguje absolutné a stejnomérné v celé
(nerozsitené!) Gaussové roviné. Ziskavame novou funkci, kterou oznacime

Cn+1
Cn

n—o0

R = [lim
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f(2) = e® a snadno odvodime jeji vlastnosti (tloha 7 ve cvi¢eni 13.5). Pomoci
ni zkonstruujeme dalgi funkce, cos z, sin z, cosh z, sinh z.

Oznacime

o0 n
z
e* = E 2 et e 01 [*]" =e™*, meN
= n!

—_

cosz =5 (eiz + e_iz) , sinz= % (eiz - e_iz) ,

1 1
coshz = 3 (e*+e %), sinhz= 3 (e —e%).

Funkce tangens, kotangens, hyperbolicky tangens a hyperbolicky kotangens
se jiz zavedou jednoduse, jako podily

sin z coSs 2z sinh 2z cosh z

tgz = ——, cotgz = ——, tghz = ———, cotghz =

coS 2 sin z cosh z
Jsou to funkce mnohoznac¢né. rozboru jejch vlastnosti se budeme vénovat
pozdé&ji. Mnohoznacéné je i funkce logaritmus. I ji se budeme pozdéji zabyvat
podrobné. V tuto chvili se vSak naucime alespoiil vycislovat jeji hodnoty.

sinh z

Piiklad 13.10: Logaritmus

Logaritmickou a exponencialni funkci v readlném oboru zndme velmi dobfe s
prvniho dilu (prvni dil, odstavec 2.2.5). Vime, ze se jedna o funkce navza-
jem inverzni. Exponencialni funkce jsme zavedli jiz i v komplexnim oboru, i
kdyz jesté ne zcela dokonale. Pro praktické poc¢itani nam to v8ak zatim stadi.
Zkusme k ni najit inverznf relaci a uvidime, zda ji budeme moci nazvat loga-
ritmem. Inverzni relaci k exponencialni funkci zjistime, najdeme-li vSechna
fefeni w = £ 4 i( rovnice eV = 2.

ef—l—i( — ‘Z|eiArgz+2k7r, ke Z,
a odtud
ef =z = e =z, ¢ =Argz+ 2kn.

Dostavame nekonené (spocetné) mnoho feSeni, ktera muZeme ocislovat in-
dexem k,
wi(z) =In|z| +1i(Arg z + 2k7) .

Snadno ovéfime (provedte), ze jsou splnény zakladni vlastnosti logaritmu

wi (21" 25) = mwo(z1) + nwo(z2) + 2ikmw, wi(l) = 2ikw, m, n € Z.
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Funkci logaritmus zavedeme jako relaci
f(z)=Inz={ln|z|+i(Argz + 2km) | k € Z}. (13.7)
Jednozna¢né funkce, které ziskdme pro pevné zvolené k,
Ing z = In|z| +i(Argz + 2km) = Ln z + 2ikm,
jsou wvétve logaritmu, vétev odpovidajici k£ = 0 se oznatuje Ln z a nazyvi se

hlavni vétev logaritmu.

Logaritmus samoziejmé neni definovan v bodech, v nichz neni definovan
argument proménné z. Jsou to body nula a nekone¢no. P¥i zméné argumentu
0 27 (tj. v kladném smyslu) piejde k-ta vétev v (k+1)-tou vétev, pfi zméné o
(—2m) (tj. v zdporném smyslu) prejde ve vétev s indexem (k—1). , Pelévani“
mezi vétvemi lze zamezit, omezime-li defini¢ni obor na Gaussovu rovinu s
vyfezem napiiklad podél nezaporné osy .

13.1.4 Diferencialni 1-formy v komplexnim oboru a kiivkovy
integral

Integral z funkce komplexn{ proménné je zaviadén jako kiivkovy integral dru-
hého druhu. Pfed formulaci pfesné definice se vénujme nazorné motivaéni
tuvaze. Kfivkovy integral druhého druhu v R”™ jsme zavedli jiz v druhém dilu
(aniz bychom pracovali s diferencidlnimi formami, definovanymi az v kapi-
tole 12). Této ,klasické“ definice nyni vyuzijeme. Integral z vektorové funkce
F(7) = (Fi(z, y), Fa(x, y)) po rovinné kfivce C parametrizované rovnicemi

C:la, Bt — C(t) = (x(t), y(t)) € R?

jsme definovali vztahem

B
/Fdr = /F1 (x, y)de+Fo(z, y)d / [(F1oC(t)x(t) + (Fy o C(t))y(t)] dt.

Pracovali jsme v v8ak redlném oboru. V komplexni roviné zapiSeme parame-
trizaci kiivky C ve tvaru komplexni funkce redlné¢ho parametru ¢ € [«, (]:

C:la, B3t — Ct) = 2(t) = (t) + iy(t),

a misto vektorového pole F' s realnymi slozkami pracujeme s funkei f (z) =
u(z, y)iv(z, y). Pocitejme chvili:

f(2)dz = [u(z, y)+iv(z, y)] (dz+idy) = [u(z, y) de—v(z, y) dy]+i[v(z, y) de+u(z, y) dy].
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Jevi se jako pfirozené definovat integral z funkce f(z) po kiivce C jako kom-
plexni ¢&islo, jehoZ redlnou, resp. imaginarni ¢ast bude tvofit (redlny) integral
druhého druhu z (realného) vektorového pole F(7) = (u(z, y), —v(z, y)),
resp. G(7) = (v(z, y), u(z, y)) v (realné) euklidovské roving. Kdo si ob-
libil diferencialni formy, zapiSe integrat jesté jednoduseji, pomoci 1-forem
w=udr —vdy an=vdzr+ udy.

Jesté je tifeba formulovat pozadavky na integracni obor — kiivku C.
Budeme predpokladat, Ze je po ¢astech hladka, tj. sloZzenéd s kone¢ného po-
¢tu hladkych tsekti. Tomuto pfedpokladu z definice vyhovuji jednorozmérné
singularni krychle a fetézce (odstavec 12.4.1). Dalgim piedpokladem je tzv.
rektifikovatelnost kiivky. To znamend pozadavek jeji koneéné délky dané in-
tegralem prvniho druhu,

B
/dl _ /\/:EQ(t) +2(1) dt < oo,
C «

at uz jej chapeme klasicky (prvni dil; odstavec 2.3.5), nebo jako integral z
diferencialni formy ptedstavujici element délky (odstavec 12.4.5).

»Klasicka* definice: Necht C je po ¢astech hladka rektifikovatelna kiivka v C
a f(z) = u(x, y)+iv(z, y) funkce spojita na oteviené mnoziné D obsahujici
k¥ivku C. Integrdlem z funkce f(z) po kFivce C rozumime

/f(z) dz = /u(w, y)dz —v(z, y)dy + i/v(x, y)dx + u(z, y)dy. (13.8)
C C C

Definice pomoci forem: Necht C je kiivka (jednorozmérné singularni krychle,
resp. jednorozmérny singularni fetézec) v C ~ R? a w = udr — vdy a
n = vdx + udy diferencialni 1-formy definované na oteviené mnoziné D C
C obsahujici C. Integrilem z funkce f(z) = u(x, y) + iv(z, y) po kfivce C

rozumime
/f(z)d2= /w+i/n- (13.9)
C C C

7 definice kiivkového integralu z funkce komplexni proménné, ktery je fak-
ticky ,,zkombinovan“ z kiivkovych integrali z redlnych vektorovych funkci
(jeho realna i imaginarni ¢ast jsou realné k¥ivkové integrély) je ihned vidét,
ze i v komplexnim oboru se zachovala typické vlastnost integraltt — linearita:
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/(af(z)—i—ﬁg(z))dz :a/f(z) dz—&—ﬂ/g(z) dz, «,pfeC. (13.10)
C C

c

Pozn.: Nabizi se jesté dalsi moznost jak interpretovat integral [ f(z)dz. Di-
C

ferencialni formy jsme v odstavci 12.3 zavedli jako antisymetrickd tenzorova
pole na vektorovych prostorech nad R. Pokud jako skalarni pole pfipustime
pole komplexnich ¢&isel C, jak jsme to provedli v piikladu 12.54, ziskdme zo-
becnéni tohoto pojmu. Integral z funkce f(z) po kfivce C pak chapeme jako
integral z formy f(z)dz po jednorozmérné singularni krychli, resp. fetézci C.

Priklad 13.11: Nékolik ukazek

V tomto piikladu vypocteme ukazkové nékolik integrali z rtiznych funkci
komplexni proménné po ruznych kiivkach. K¥ivky, po nichZ budeme inte-
grovat, jsou na obrazku 13.7. Integrované funkce zvolime tieba takto (jak

Obréazek 13.7: K prikladu 13.10.

vypada jejich redlna a imaginarni ¢ast, odvodte sami — tlohy 7 a 8 ve cvi-
Ceni 13.1.5 ):

e f(2)
o f(z
o f(
o f(

227 = U(CU, y) = CCQ - y27 U(ﬂ?, y) = meu

) =az®+ bz, a, b, c€C,
z) =¢e* = u(x,y) =e"cosy, v(z, y) =e"siny,
)

z) = %7 = U(Z’, y) = ﬁ? ’U(.I‘, y) = _332711127
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e) f(2) = =5, = ulz, y) = ma v(z, y) = —m-

Integrace po ktivce Ci: Kiivka se sklada ze ¢tyf hladkych tsekt, dvou
kruhovych oblouki K; a Ko a dvou usetek U a Us. ZapiSeme (zkracené)
jejich parametrizace.

Ky [0, 7] 5t = (2cost, 2sint) € C, U;: [-2,-1]>t = (t,0) € C,
Ko : [r, 0] >t = (cost, sint) € C, U : [1,2] 5t = (t,0) € C.
Vypotty pro jednotlivé funkce rozpracujeme a zapiSseme vysledky. Podrobné
propoditejte integraly sami.
o f(2)=2% w= (22 —y?)dr — 2zydy, 2oydx + (22 — y?) dy,
™
/22 dz = /[(4 cos®t — 4sint)(—2sint) — 16 cos® tsint] dt +
K1 0
. 16

™
1/[—16 costsin®t) + (4cos?t — 4sin?t)2cost] dt = Y
0

0
/ 2dz = /[(0082 t —sin?t)(—sint) — 2 cos® tsint] dt +
Ko 0

™
2
+ i/[—2 costsin®t) + (cos?t — sin®t) cost] dt = 3
0

-1

2
/dez = /tzdt:;, /zzdz = /tzdt:;
1

Z/{1 -2 Z/{2
/szz = /22d2+/22d2+/22dz+/22dz:o.
C1 K1 Ka U Uz

e f(2) = az? + bz + c. Uzitim vztahu (13.10) dostaneme

/(az2+bz—|-c)dz:a/z2d2+b/zdz+c/dz.
C1 C1

C1 cl
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Staci proto, abychom spoditali integral z funkei g;(z) = z (w = xdz —
ydy,n=ydr +xdy) a g2(2) =1 (w = dz, n = dy).

™

g 0
/zdz = (—/8sintcostdt+i/(—4sin2t+4cos2t)dt) + (—/Sintcostdt+

C1 0 0
—1 2

0
+ i/(COS2t—Sin2t)dt) +/tdt+/tdt:0
T 1

—2

T T 0 0
/dz = (—Q/Sintdt+12/costdt> + (—/Sintdt+i/costdt) +
C1 0

0 ™ ™

2
-1
+ / dt+/dt:—4+2+2:0.
-2
1

Celkové je tedy integral z funkce f(z) = az?+bz+c po kfivce C nulovy.

o f(z) =¢€* w=¢e"cosydr — e*sinydy, w = esinydz + e” cosy dy.
Zkusme nejprve, jak by vypadal vypocet integralu po kiivce Ko pFimo
z definice:

0
/ e“dz = /eCOSt (—sintcos (sint) — costsin (sint)) dt +
Ko U

—

v
+ / et (—sintsin (sint) + cost cos (sint)) dt.
0

Je vidét, ze pfimy postup vypoctu je nevhodny. Uvédomime-li si vSak,
ze kiivka C; je uzaviend, nabizi se pokus pouZzit nékterou z integralnich
vét, v tomto piipadé Greenovu,

/ Pz, y)dz + Q(=, y)dy:/(am_ay) dz dy,
C=0D D
nebo alternativné pomoci diferencialnich forem

/X—!dx.

C=0D
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Pro funkci f(z) = e® tento postup skuteéné vede k cili. Snadno se totiz
presvédéime pfimym vypoctem, Ze plati

de®cosy  e"siny  Oe"cosy  esiny
oy Oz or Oy
Kiivka Cy spliiuje pfedpoklady Greenovy véty. Integral je tedy nulovy.
Jind moznost jak integral snadno spocitat, a to dokonce pfimym vy-
poétem, spodiva ve vyuZiti poznamky uvedené pred timto piikladem
a vlastnosti integralu: budeme pfimo integrovat formu f(z)dz = e*dz
po kfivce s parametrizaci

C: o, Bl 2t — C(t) = (x(t), (1) € C,

[s@a:= [ frewea.
¢ [a,8]

Zvolme treba ki¥ivku KCo. Jeji parametrizaci x = cost, y = sint, t €
[, 0] vyjadiime ve tvaru

z=ax+iy=e", pak Kjdz==(—sint+icost)dt = iedt,

0

/ez dz = /eeit dt.

Ko ™
Nyni jiz interujeme podle redlné proménné, i kdyz integrovana funkce
je komplexni. Zvolime substituci ¢ = e'' a dostaneme (zména mezi:
T—=e™=-10—=e=1)

1
1
/ezdz:/egdgze—f:QSinhl.
e
-1

Ko

Zkuste si podle této predlohy spoéitat integral po kfivce KCp. Integraly
po tseckach Uy a Us jsou redlné, a spocitate je jednoduse. Soucet inte-
grali po kiivkach Ky, Ko, Uy, Us by vam mél vyjit nulovy, pokud jste
pocitali spravné.

i f(Z) = %7 W= IQin d:E-'— IQin dy; n= _ﬁdl‘_k

dy.

-z _
x2 +y2

™

1 2 t 2sint

/fdz = /( o8 (—2sint) + S (QCost)) dt +
z 4 4

K1

0
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T
2 t 2cost
+ 1/ ( sin 2sint) + CZS (2 cost)) dt = i,

0
) 0 0
/fdz = / (cost(—sint) —|—smt(cost))dt+i/ (sin2t+0082t) dt = —ir

T

_ 2
/ dz = di:—ln?, /ldz = /dx—ln2,
x z x

—2 1253 1

/dz:O.

Snadno se sami piesvédéite, ze také integral z funkce f(z) =

Zi 5 je nulovy.

Provedeme je§té Sest vypocti, konkrétné z funkci f(z) = 22, f(z) = % a

f(z) = X5 po krivkich
Cy: [0,27] 5t — (2cost), 2sint € C,
=A1 +Ax + Az + Ay,

Ar: [-1,1]5t — (t,-1) € C, Ay: [-1,1]3t — (1,t) €C,
Az [1,-1]>5t — (t, 1) e C, As:[1,-1]>t — (—1,t) € C.

Ostatni dokon&ete v ramci cvi¢eni (tiloha 10 cviceni 13.1.5).

2m
/z2 dz = RS/ [(COSQt —sint)(—sint) — 2 cos? tsint} dt +
0

Co
27
+ iR3/ [—2costsin2t—|—(coth—siHQt) cost} dt =0
0
1 T r2cost 2sin ¢
/fdz = /{ CZS (—2sint) + = (2cost)] dt +
z
Co 0
2

2sint 2cost
+ i/{— s;n (—2sint) + CZS (200875))} dt = 27i.
0
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z—3 Y
de = d d
/z— 2 C/(x—3)2+y2 Tt a3 YT
2

Co
. —y r—3
d d
* 1/<x—3>2+y2 S P PR R

Co

V tomto piipadé€ jsou opét splnény pozadavky Greenovy véty kladené na
defini¢ni obor integrovanych funkci (resp. forem): funkce jsou definovany a
diferencovatelné na oteviené mnoziné obsahujici integra¢ni obor. Muzeme
proto od kf¥ivkovych integrali piejit k integralu pfes oblast, kterou kiivka
obepina. Plati v8ak

o =3 90 -y 0 =3 0 -y
Oyle=32+y?  Ow@-3P+y¥ Ou(e-3P+y Oyle—37+y*

integrél je proto nulovy. Vite, pro¢ jsme tohoto postupu nemohli pouzit v
pripadé funkce f(z) = %? Podminky zdménnosti parcialnich derivaci pro jeji
redlnou a imaginarni ¢ast prece rovnéz plati!

1 1 1
/z dz / 21 dt+1/ 2tdt+/ 2tdt+1/(1—t2)dt+
-1 -1

+/ —1dt+1/2tdt+/2tdt+1/(1—t2)dt_0
1

1

1

dz tdt . tdt . dt
<o /i+ / +
z 1t?+1 t2+1 t2+1 t2+1
—1 —1 —1
/tdt+./ dt +/tdt +./_ dt _

241 J 2+ 2 +1 2+1]
1 1 1 1

/ d

= 4

1/1t2+1

Vysledky vypocétu shrneme do tabulky.

Cs3

_|_

— darctgt |1, = 2mi.
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f(z) = |22 az2+bz+c e 271 (2-3)71

C1 0 0 0 o0 0
Co 0 0 0 2mi 0
Cs 0 0 0 27 0

Neda se z tabulky v pf¥ikladu 13.10 pfedpovédét néjaki zakonitost? U funkci
a), b) a c) je integral po vSech t¥ech k¥ivkéch nulovy. Je to nahoda, nebo za-
konitost? Co maji vechy t¥i funkce a vSechny tfi kifivky spole¢ného? Vechny
kfivky, po nich# jsme integrovali, jsou uzaviené a vSechny funkce, které jsme
integrovali, jsou v celé komplexni roviné spojité. Ve vSech piipadech tedy
byly splnény pozadavky Greenovy véty. Navic se tyto funkce vyznacovaly
zajimavou vlastnosti — urcitym typem zdménnosti parcidlnich derivaci re-
alné a imaginarni ¢asti podle jednotlivych proménnych. Vratte se znovu k
témto funkcim a ovéite, Ze plati

ou(zx, y) _ Ou(z, y)  Ouz,y)  Odv(z,y)

ox oy oy 0z

Je uz jasné, pro¢ vysly integraly nulové? Budeme-li zjistovat, zda takové
vztahy plati i pro funkce d) a e), zjistime, Ze ano! Je to néjaki zasadni
vlastnost funkci komplexni proménné? U funkce d) integral vySel nulovy
pouze po kiivce C;. U kiivek Cy a C3 vySel nenulovy (pro¢? protoZe nejsou
splnény podminky Greenovy véty), ale shodny. A zase: je to zékonita shoda,
nebo nahoda? Kfivky se totiz dost ligf. Jedna je kulatd a druha hranaté.
Nebo vysledky na kiivce nezavisi? Na v8echny tyto otazky odpovime v dal§im
odstavci. Ted se jesté budeme vénovat jednomu jednoduge vypadajicimu, ale
velmi dileZitému integralu. K zkoumani nds miize inspirovat integral

ktery jsme pocitali v pfikladu 13.10. Kfivka ,obé&hla“ jednou dokola bod
nula, v némz integrovana funkce, a tedy ani formy w a 7 nejsou definovany a
neplati Greenova véta. Co by se stalo, kdyby kfivka obéhla bod nula dvakrat,
trikrat, popiipadé jednou v opacném smyslu? Zkuste si integraly spocitat,
dospéjete k vysledktim 4xi, 57i, —27i. Vypada to, Ze takovy integral , pocitéd”
obé&hy kiivky kolem singularity integrované funkce. Je to opravdu tak. P¥i-
stupme k obecné definici.



A8KAPITOLA 13. PROMENNA JE KOMPLEXNI — VYSLEDKY JSOU NOBLESNI

Necht C je uzavieny singularni fetézec (po ¢astech hladka rektifikovatelna
kiivka) v C. Ozna¢me D = C* \ {z € C|z € C. Pro libovolny bod 2y € D
oznacmie

1 [ dz
Inde(z0) = 271/ — (13.11)

Tento integral se nazyva index bodu zg vzhledem ke kiivce C.

Nésledujici ivaha nézorné ukéize, Ze index bodu vzhledem ke kiivce opravdu
,pocitd’ obé&hy kivky kolem tohoto bodu. Poslouzi pouze pro posileni geome-
trické predstavy. Matematickd formulace vlastnosti ,indexu“ a jejich dikaz
pfijdou na fadu v dalsim odstavci. Pfedpokladejme, Ze uzaviend kiivka je
déna parametrickym vyjadfenim

C:la, 8]t — C(t) € C, C(a)=C(p).

Pocitejme integral vyjadiujici index bodu zp vzhledem k této kiivce:

1 dz 1 1
I = — = — - C* —
nde(zo) 2mi / Z— 20 27ri[ /] C(t) — ZOC dz
a7/3

c
B
_ 1 d{c@)
-] ),

C(t) — 20 t
Funkci C(t) — zp zapiSeme v exponencidlnim tvaru a upravime integrand:

C(t) — 2 = |C(t) — 2| e@8lC(D)—20]

1 de() 1 d d
s = T = 60 — ]+ i (€0 — 20) =
= Lnje(t) - zol | +iscarg (C(t) — 20).
dt dt
Integraci dostaneme
Inde(z0) = I 19O =20Ly LA frgier) — 20)f = = A farg(C(t) — 20))F.

21 |C(a) — 20| 27 “ 2

(Vzhledem k uzavienosti kiivky je totiz C(a) = C(8), a proto In ;ggg%:ig‘ =
0.) Index bodu zy vzhledem ke kiivce C je %—n&sobkem zmény argumentu
funkce C(t) — zo, k niz dojde poté, co proménna ¢ prob&hne interval [, [].
Vime, ze pfi jednom obéhu v kladném smyslu pfejde k-t4 vétev argumentu
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v (k + 1)-tou vétev, pii ob&hu v zaporném smyslu ve vétev (k — 1)-tou. Pri
m obézich pfejde k-ta vétev v (k4 m)-tou vétev, pfitom m muze byt kladné,
zaporné, nebo nula. Je tedy

Afarg (C(1) — z0)]; = m.
Jesté jednou je v8ak t¥eba zdiraznit, ze ivaha, kterou jsme provedli, je sice
geometricky nazornd, ale pouze intuitivni. Cekd nés proto jesté skuteCny
matematicky dikaz vlastnosti indexu.

13.1.5 Cvideni

1. Urcete hromadné body posloupnosti {z, }nen, kde z, = i".
Vysledek: i, 1, —i, —1.

2. Dokazte vSechny vlastnosti uvedené ve v&té 13.1, které nebyly dokazovany
v textu.

3. Vyjadrete redlnou a imaginarni ¢ast obou vétvi odmocniny z proménné
z = x + iy pomoci x a y.

Vysledek: j:% (W.F lm)

4. Indukci vzhledem k n dokazte vztahy pro ¢astecné soucty fad Y o2 2" =
Zz;é 2P resp. 020 |2|" = ZZ;& |z|F. Zavéretny vyraz lze v obou pifpadech
odvodit také délenim mnohoc¢lenu mnohoclenem.

5. Preformulujte a dokazte Abelovu vétu a Cauchyiv-Hadamardiv vzorec
(véta 13.7) pro zg = 0.

Navod: Prejdéte od fady > ,>cpz™" na okolich typu B(oco, r) k radé
S o en€™ na okolich B(0, r—1).

6. Dokazte, Zze polomér konvergence mocninné fady lze ur¢it také pomoci

Cn+1
Cn

vztahu R™ = lim,, 00

7. Uvazujte o funkci zavedené mocninnou Fadou v piikladu 13.9
S n

z
=2

n!
= n!

a Feste nasledujici tkoly:
a) Dokazte vlastnost e*1122 = el e?2,
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b) Oznalte z = z + iy a vyjadiete redlnou a imaginarni ¢ast funkce e*
jako funkce proménnych x a y.

¢) Oznacte z = z + iy a vyjadfete redlnou a imaginarni ¢ast funkef sin z,
cos z, sinh z, cosh z jako funkce proménnych x a .

Navod: a) Pouzitim véty o pferovnavani absolutné konvergentnich fad ukazte,

ze plati

o 21 = k

n—
() (23 S mita

k=0 n=0k=0
Vysledky: b) Ree® = e” cosy, Ime® = e” siny, ¢) Re sinz = —sinz cosh y,
Im sinz = coszxsinhy, Re cosz = cosxcoshy, Im cosz = —sinzsinhy,
Re sinz = sinhzcosy, Im sinz = coshzsiny, Im coshz = coshzcosy,
Im cosh z = sinh z sin y.

8. Zapisté nasledujici funkce proménné z = z + iy pomoci jejich redlné a
imaginarni ¢asti jako funkei z a y, tj. ve tvaru f(2) = u(z, y) + iv(zx, y).

a) f(z) =2% f(z) =2 f(z)=2",neN

b) f(z2) =21 f(2) =272 f(2) = (2 —a)7!, f(z) = (2 —a) %, a € C,
¢) f(z) = 22cosz, f(z) = zsinz, f(z) = 2% cosh 2,

d) f(z) = 2 lsinhz, f(z) = 22 cos 2,

e) o cosz, e % sin .

Vysledky: a) (22 —y?)+i (2zy), (22 —32y?)+i (32%y—y?), (Z[n ] (—1) W!—Qk)!xni%y%)—k
(Z n/2]( )kWan 2/lc—1y2k+1)7 kde [n/2] je cela ¢ast z n/2,

b) z?—y? 2ay £ 5. £ 5 2

$2+y x2+y2’ (x2+y ) (m2+y2)2’ §2+772 §2+7727 (£2+n2)2 (£2+n2)27

kde ¢ =2 — Rea, n =y — Sa, ¢) [(2? — y?) cosz coshy + 2xysin xsinh y] +

i[2zy cos = cosh y—(;vQ—yQ) sin x sinh ], [x sin z cosh y—y cos x sinh y]+i[x cos z sinh y+

ysinx cosh y], doplnit d) doplnit, e) doplnit.

9. Pomoci vyjadieni redlnych a imaginarnich ¢ast{ integrald vystupujicich
ve vztahu (13.10) tento vztah dokazte.

10. Dokoncete vSechny vypocty z piikladu 13.11.

11. Vypoctéte hodnoty nasledujicich funkci v poZzadovanych bodech: doplnit
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a)

12. V oboru komplexni proménné dokazte sou¢tové vzorce

2,=1

cos? z + sin
sin (z1 £ z2) = sin 21 cos z9 + sin 23 cos 21,

cos (z1 £ z2) = cos 21 cos z1 F sin 27 sin 29,

cosh? z — sinh? z = 1,

sinh (21 &+ 2z9) = sinh 2z; cosh 23 + sinh 29 cosh z1,
cosh (21 £ z2) = cosh z1 cosh z; F sinh z; sinh 29,
sin z1 + sin z9 = 2sin 21 + 22 cos 21 — 29,

sinh z1 + sinh z9 = 2sinh z; + 29 cosh z1 — 29

a odvodte vzorce pro cosh z1 & cosh 2o, cosh z1 = sinh 25.

13.2 Ma-li funkce komplexni proménné derivaci, pak
ma derivace vSech radu

Studiem vlastnosti redlnych funkei jedné i vice redlnych proménnych, at uz
to byly funkce skalarni ¢ vektorové, jsme s derivacemi ziskali dost zkuSe-
nosti. Nikde jsme se v8ak nesetkali s tim, Ze by z existence derivaci prvniho
rfady vyplvyvala existence derivaci vyssich. Uvidime, Ze u funkce komplexni
proménné tomu tak bude.

13.2.1 Holomorfni funkce — funkce s derivaci

Aby problém naznafeny v ivodu odstavce, mél vibec néjaky smysl, musime
derivaci funkce komplexni proménné nejprve definovat. Formélné nepidjde
0 nic jiného — bude to taz limita jako u skalarni funkce jedné proménné.
Jenze dusledky budou takové, jaké jsme u funkci redlné proménné nevidgli!
Pfipomenme, Ze zatim stile mluvime o kone¢nych jednoznacénych funkcich.

Funkce f(z) definovana na oteviené mnoziné D C C se nazyva holomorfni
na mnoziné D, jestlize pro kazdy bod zg € D existuje limita
! — i M. 13.12
Fiz0) = lim ——"— - (13.12)
Tuto limitu nazyvame derivace funkce f(z) v bodé zy. Mnozinu funkci holo-
morfnich na D znac¢ime H (D).
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(éasty'm specidlnim piipadem je situace, kdy D je oblast.) Z pravidel pro
pocitani s limitami (véta 13.4) p¥imo vyplyvaji pravidla pro derivace. (Pokud
byste si je chtéli dokazat, pak diky formaln{ shodé definice s definici derivace
funkei redlné proménné a vlastnostem limit muZzete pfimo sledovat postupy
z prvniho dilu.)

Véta 13.8 (Vlastnosti derivaci): Predpoklidejme, Ze funkce f = f(z) a
g = g(z) jsou definovdna na oteviené mnoziné v D C C. Pak

Necht (piedpoklady) pak (tvrzent)

ftge€ HD)
frge HD), (f+9) = +4d = fgc H(D), (f9)' = f'9+ fg
je-li navic g # 0 (f/9) € H(D), (f/g) = FiL

fe€HD), he HDy), f(D)C D1 = F=hofeH(D),F(z)=NW[f(2)]f(z)

Spoditat derivace nékterych jednoduchych funkci piimo z definice je snadné.
Postup vypoctu je diky vlastnostem limit stejny jako u funkci redlné pro-
ménné. Zkusme nékteré vypodty v néasledujicim piikladu.

Piiklad 13.12: Derivovani z definice
Nejjednodussi vypocet derivace z definice umozinuje polynomialni funkce.
Zvolme f(z) = z™ a pocitejme:

e n—1
f'(z0) = lim 0 — lim E ZVRTLE —
20 =
Z—20 Z— 20 Z—20

k=0

(Pfi vypoctu jsme provedli déleni polynomu (2" — z{}) polynomem (z — 2p).)
Pomoci prvniho pravidla véty 13.8 snadno zderivujeme obecny polynom n-
tého stupné.

Zkusme také exponencialni funkci zavedenou pomoci mocninné fady stej-
nomérné konvergentni v celé Gaussové roving:

Py = Jim C=E ot L3 (e 1=
0 2920 2 — 20 220 2 — 20 0

e’} P zn 1)
=e® lim =e® lim (1 70 = %0,
zZ—20 g — Z Z Z—20 + Z ‘

0 p=1 n=2
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Nic prekvapivého, ze? K exponencidlni funkci se vSak jesté budeme podrobné
vracet, konkrétné v odstavci 13.2.5.

Nakonec jesté odvodime vztah pro derivaci funkce f(z) = sinz. To uz
pujde snadno, nebot vime, jak derivovat exponencialni funkci a méame k
dispozici pravidla pro derivovani z véty 13.8.

1, . . 1, . .

/ 1z —1z L V-4 L V4

20) = =1|e” —e = — (1" +1e ):cosz.
f(=z0) 2i < ) 2i (

Zase nic necekaného. A co logaritmus? Pfi vypoctu derivace funkce f(z) =
In z pomoci defini¢ni limity musime hlidat, abychom se pohybovali neustéle
na téze piredem zvolené vétvi, budeme proto pracovat v Gaussové roviné s
vyfezem podél nezdporné osy x, tj. Dy = C\ [0, c0).

Inz—1 —
f(z0) lim BEZInZ0 (hm 22’0)

z=z0  Z— 2 z—zo0 In z — In zg

Oznac¢ime-li w = Inz, pak z = e". Funkce Inz je na Dy spojitd, proto pfi
oznadeni wg = In zg lze psat

f'(20) = ( lim ew_ewo>_1 _ eyt L1

w—wo W — Wy ewo 20

V prikladu 13.11 jsme ziskali podezfeni, Ze mezi redlnou a imaginarni ¢asti
funkce komplexni proménné f(z) = u(z, y)+iv(z, y) musi byt néjaka vazba.
V situacich, kdy jsme mohli pfi vypoctu integrilu z funkce komplexni pro-
ménné po uzaviené kiivce pouzit Greenovu vétu, byl integral vzdy nulovy.
To odpovidalo podminkam

Ou(z, y) _Ov(z,y) Oulr,y)  Ov(z,y)

ox oy oy Ox

Priklad samoziejmé neni diikazem, takze je tieba ovéfit, zda tyto podminky
plati obecné, a dokdzat to. Tvrzeni je obsahem nésledujici véty.

Véta 13.9 (Cauchyovy-Riemannovy podminky): Pfedpoklidejme, Ze
Junkce f(z) = u(z, y) +iv(z, y) je definovand na oteviené mnozine D C C.
Funkce md derivaci v bodé zy € D praveé tehdy, jsou-li funkce u(x, y) av(z, y)
v bod¢ zg diferencovatelné a plati

_ Ov(w, y)
% Oy

Oou(x, y)
ox

Ou(z, y)
M 8y

ov(z, y)
= Y 13.1
G sy

20 20
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Vztahy (13.13) se naziyjvagi Cauchyovy-Riemannovy podminky.

Dtkaz tak dilezitého tvrzeni, jakym je véta 13.9, samoziejmé nemiize vyne-
chat. Kromé toho je velmi jednoduchy. Potfebujete si k nému pouze pfipo-
menout definici diferencovatelné funkce (odstavec 9.2.3).

V prvni ¢asti dikatu vyjdeme z piredpokladu, Ze funkce f(z) ma derivaci
v bodé zp a oznalme Re f'(z0) = A4, Im f/(20) = B (A a B jsou komplexni
¢isla). Plati

f(2) = f(20) = f'(20) (2 — 20)

220 Z— 20 Z—Z0 2= 20

=0.

(13.14)
Pocitejme Citatele posledniho zlomku:

f(z) = f(z0) = f'(20)(z — 20) =

= [u(z, y) +iv(z, y)| — [u(zo, Yo) +iv(zo, Yo)] — (A +1iB) [(z — z0) +i(y — yo)] =
= [u(z, y) — u(zo, yo) — Az — o) + B(y — yo)| +

+ilv(z, y) — v(zo, yo) — A(y — yo) — B(z — x0)].

Definujme pomoci redlné a imaginarni ¢asti posledniho vyrazu dvé funkce
proménnych (z — x0) a (y — yo)

u(z, y) — u(zo, Yo) — Az — o) + B(y — yo)
V(@ —20)2 4 (y — yo)? 7

v(z, y) — v(zo, Yo) — Ay — yo) — B(z — o)
V(@ —20)2 + (y — y0)?

a pocitejme limitu téchto funkei pro z — 2o, tj. (x, y) — (x0, Yo):

T1(z — 20, Yy — yo)

7'2($ —Zo, Y — yo) =

lim T (T — 20, Y — =
() o) M T 0 Y T 90)

lim u(z, y) — u(zo, yo) — Al —x0) + B(y —yo) (= —x0) +i(y — o)
(,9)—(x0,50) (. —z0) +1i(y —yo) [(z —x0) +i(y —yo)|

Limita prvniho zlomku je diky vztahu (13.14) nulova, druhy zlomek ptedsta-
vuje ohrani¢enou funkci. Vysledna limita je proto nulova (véta 13.4). Stejnou
tvahou dospéjeme k zavéru

lim To(x — 29, y — yo) = 0.
(z,y)—(x0,y0)
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Pro funkce u(z, y) a v(z, y) tedy nakonec plati

u(z, y) — u(wo, yo) = A(z — x0) + (=B)(y — yo) +

+71(x — 20, ¥ — 90)y/ (& — 20)2 + (y — o).
v(z, y) —v(zo, Yo) = Bz — o) + A(y — vo) +

+72(x — x0, Y — yo)\/(af = x0)* + (¥ — %0)*,

kde

lim T1(x — 20, y — yo) = 0, lim To(x — 9, y — yo) = 0.
(z,y)—(zo,y0) (z,y)—(zo,y0)
Tento vysledek neznamend nic mengiho, nez ze funkce u(x, y) a v(z, y) jsou
diferencovatelné v bodé (g, yo). Plyne z néj i dalsi dualezity zavér,

_ Ou(z, y) g 9ulzy) _ Ov(z, y)
Ox ’ oy Ox

(z0,y0)

_ Ov(z, y)

A ay

, B
(z0,%0)

A

(z0:v0) (zow0)

Kazdé z ¢isel A a B je predchozimi vztahy vyjadFeno dvéma zptsoby. Z nich
je platnost Cauchyovych-Riemannovych podminek jiz ziejma.

Pii dukazu obracené implikace predpokladdame, ze funkce (u(z, y)) a
v(x, y) jsou v bodé (zg, yo) diferencovatelné a plati Cauchyovy-Riemannovy
podminky. Oznaéime-li

Ou(z, y) dv(z, y)
A = — =2 = I/ 7
9z l(zo,y0) 9 oo
9 (o) 9 N(woo)
snadno jiz dokdzeme, Ze plati
lim M = A+iB,
Z—20 z — ZO

takze ¢islo A + 1B ma vyznam derivace funkce f(z) v bodé zp. (Dtikaz sami
dokoncete.)

Vazba mezi redlnou a imaginarni ¢asti funkce komplexni proménné je ve-
lice silné. Zname-li totiz napiiklad funkci u(z, y), predstavujici realnou ¢ést
funkce, mizeme z Cauchyovych-Riemannovych podminek urcit ¢ast imagi-
narn{ v(x, y) az na konstantu. Piiklad ukdzeme za chvili. Ted ztustaiime jesté
u Cauchyovych Riemannovych podminek. Predpokladejme, Ze funkce u(x, y)
a v(x, y) maji spojité smiSené parcialni derivace druhého fadu. Vime o nich,



56 KAPITOLA 13. PROMENNA JE KOMPLEXNI — VYSLEDKY JSOU NOBLESNI

ze jsou zédménné (Schwarzova véta — véta 5.1). Zderivujeme Cauchyovy-
Riemannovy podminky. Nejprve prvni z nich podle proménné x a druhou
podle proménné y, a seéteme je. Podruhé zderivujeme prvni podminku podle
y a druhou podle = a opét se¢teme. Dostaneme
2 2 2 2

O [Ou_, v O, (13.16)
0x?  Oy? ox?  Oy?
Funkce u(z, y) a v(z, y) spliwuji Laplaceovu rovnici. ReSeni Laplaceovy rov-
nice se obecné nazyvaji harmonické funkce. Funkce u(zx, y) a v(z, y), které
jsou navic vazany Cauchyovymi-Riemannovymi podminkami, jsou sdruZené
harmonické funkce.

Pozn.: Mozna si kladete otézku, odkud se vzalo tak silné omezeni kladené
na redlnou a imaginarni ¢ast funkce komplexni proménné, vyplyvajici z exis-
tence derivace. Uvédomte si, Ze proménné x, y nevstupuji do funkei u(zx, y)
a v(x, y) nezavisle, ale vidy ,,ve dvojici“ = +iy. Realna a imaginarni ¢ast uz
jen z tohoto diivodu nemohou byt ledajaké. A pozadavek existence derivace
podminky jesté zesiluje.

Piiklad 13.13: Reédlna ¢ast urcuje imaginarni a naopak (az na konstantu)
Zadejme tieba imaginarni ¢ast funkce f(z) vztahem v(zx, y) = ycosysinh z+
x siny cosh z a pozadujme, aby funkce byla holomorfni. Spo¢téme si nejprve
parcialni derivace funkce v(z, y):

ov(x

(a’y) = ycosycoshz + sinycoshx 4+ xsinysinh z,
x

0

U(g’y) = cosysinhz — ysinysinhx + x cosy cosh z.
Yy

Z Cauchyovych-Riemannovych podminek dostaneme parcialni diferencialni
rovnice prvniho fadu pro funkci u(z, y),

ou(x

(8”34) = cosysinhz — ysinysinhz + x cosy cosh x,
x

ou(x, , : ' i

(8y) = —ycosycoshz —sinycoshx — xsinysinhz.
Y

Integrujme t¥eba prvnf{ z nich podle x, tj.
u(z, y) = cosy coshx — ysiny coshx + x cosysinhz — cosy coshz + w(y) =

= —ysinycoshx + x cosysinh z + w(y),



13.2. MA-LI FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE DERIVACI, PAK MA DERIVACE VSECH RADU57

kde volna funkce w(y) je integra¢ni , konstanta® vzhledem k proménné, podle
které jsme integrovali, tedy vzhledem k proménné z. nyni zderivujeme zis-
kanou funkci u(z, y) podle proménné y a dosadime do druhé rovnice (pro-
ved'te). Vyjde jednoduché podminka pro funkei w(y), totiz w'(y) = 0. Je
proto w = K € R. (dokazete zdtivodnit, pro¢ je konstanta K realna?) Pro
hledanou funkei f(z) jsme dostali rozklad na jeji redlnou a imaginarni ¢ast

f(2) = (—ysiny cosh z+z cos y sinh )+i(y cos y sinh z+x sin y cosh z)+w(y).

Posledni dkol, ktery musime vyfesit, spoéiva ve ,sdruzeni“ proménnych = a
y do dvojic (z + iy). Prvni tprava je jednoducha,

f(z) = (z + iy)(cos y sinh x + isiny cosh x).

Vyraz v prvni zévorce je proménnd z. Budeme si ale védét rady s druhou
zavorkou? Na prvni pohled neni ,sdruzeni“ proménnych x a y do souctu
z = (z +1y) vidét. Mizeme si v8ak snadno dopomoci dosazenim

cosy = % (eiy + e*iy) , siny = % (eiy — efiy> ,

1 1
coshz = 3 (" +e™"), sinhz = 3 (e —e ™).
Po dosazeni a tpravach (provedte) dostaneme
f(z) =zsinhz+ K, K e€R.

Trochu prace to dalo, ale nakonec jsme funkci f(z) z jeji imaginarni ¢asti
yzrekonstruovali®.

Piiklad 13.14: Cauchyovy-Riemannovy podminky trochu jinak

Stejné jako muze byt komplexni proménna zadana pomoci modulu a argu-
mentu, tj. z = |z]|e!¥, ¢ = Arg 2, tj. v exponencialnim tvaru, lze v exponen-
cidlnim tvaru zadat i funkéni predpis pro funkci komplexni proménné,

f(2) = R(z, y) e?®¥).

Je ziejmé, ze pozadavek holomorfnosti funkce vede k omezujicim podmin-
kam na funkce R(zx, y) a ¢(x, y). Pijde samoziejmé jen o jinou variantu
Cauchyovych-Riemannovych podminek. Odvodime je. Ze zadéani funkce f(z)
plynou pro jeji redlnou a imaginarni ¢ast vztahy

u(z, y) = R(z, y) cos ¢(x, y), v(z, y) = R(z, y)sing(z, y),
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ou  OR 509 Ou IR 09
9~ r cos ¢ Ra:c sin ¢, 3y ——8y cos @ Ray sin ¢,
ov  OR 0¢ dv _ OR . 99
el smqb—%Raxcong), 9y~ oy s1n¢+Ray oS ¢.

Porovnanim parcidlnich derivaci podle standardnich Cauchyovych-Riemannovych
podminek (13.13) a upravou (provedte ji) dostaneme

I¢(z,y)  OR(z, y)
oy oy

OR(z, y)

e R(z, y)

= —R(SL‘, y)

0p(z, y)
o (1317)

Znéame-li tedy modul holomorfni funkce f(z) v zavislosti na proménnych x a
y, mizeme az na konstantu urcit argument ¢(z, y) a naopak. Zkusme vyfesit
prakticky piipad: ¢(x, y) = xy. Pak pomoci (13.17) dostaneme

10R 1

s = C — InR 5% + p(y),
1 0R 1
R0y y = InR 5Y +6(x)

Porovnéanim poslednich dvou mezivysledki dostaneme

1 1
py) = —§y2 + konst., 0(z) = 5362 + konst.,
L2 9 .

InR(z, y) = i(x -y )+ K, KeR jekonstanta,

_FE($7 y) = e[%(SEQ—yZ)] . eK — Ce[%(I2_y2)]7 C’ c :E{7 C > 0

2

flz) = C’e[%(xz_lﬁ)] el — (e3?

Poté co jsme poznali holomorfni funkce, budeme se podrobnéji vénovat in-
dexu bodu vzhledem k uzaviené kiivce, tj. funkci, kterd ,pocita“, kolikrat
kiivka obéhne dany bod.

Véta 13.10: Necht C je po castech hladkd uzaviend kiivka (uzavieny jedno-
rozmérny singuldrni Fetézec) v C a D = Ct \ C. Funkce

d¢
E—2

1
Ind¢ : D32z — Inde(z) = %/ eC (13.18)
c



13.2. MA-LI FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE DERIVACI, PAK MA DERIVACE VSECH RADU59

nabyvd na D celoéiselnyjch hodnot, na kazdé z komponent mnoZiny D je kon-
stantni a na neohranicené komponenté Dy mnoziny D je nulovd.

K diikazu si nejprve pfipravime zalezitosti tykajici se mnoziny D a jejich kom-
ponent. Ve vété se mluvi o neohrani¢ené komponenté. MiZzeme si byt jisti, ze
mnozina D takovou komponentu skutetné ma? Néazorné je jasné, ze ano, je
v8ak tfeba doplnit argumentaci, ktera obstoji po matematické strance. Na-
zornou predstavu podpoti obrazek 13.8. Pfipomeiime nazorny vyznam kom-

Obréazek 13.8: Index bodu vzhledem je kfivce.

ponent (pfesna definice je uvedena v druhém dilu): Komponenty mnoZiny
jsou takifkajic jeji ,nejvétsi souvislé podmnoziny“, mnozina sama je jejich
sjednocenim. Mnozina D = C\C na obrazku 13.8 vlevo je sjednocenim svych
komponent Dy, D1, Do, D3 a Dy, pficemz komponenta Dy je neohranicena.
Graf kiivky C je kompaktni mnozina (ohranicené a uzaviend). Existuje proto
otevieny kruh B(0, R) o poloméru R, ktery graf kiivky C obsahuje. Doplnék
tohoto kruhu C*\ B(0, R) je neohranifend souvisla mnozina. Podle definice
komponenty musi existovat komponenta Dy mnoziny D, pro kterou plati
C*\ B(0, R) C Dy. Tato komponenta je tedy neohranicena. Dy je jedinou
neohrani¢enou komponentou mnoziny D (zdavodnéte, je to jednoduché). Za-
vér: Mnozina Dy mé pravé jednu neohrani¢enou komponentu.

Nyni se pustime do dikazu véty samotné. Vypada trochu umeéle, ale kdyz
se zad nim zamyslime, ukyze se jeho ,logika“ jako velice pochopitelné. Ktivka
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C je parametrizovana takto:

C:la, B3t — C(t) = (z(t), y(t)) € C.

Oznacme &€ = C(t) = x(t) +iy(t), C(t) = (&(t), §(t)), resp. C(t) = &(t) +ig(t).
Pocitejme index:

B .
1o de 1 f Gt
IndC(Z)_27ric/§—z_27ria/C(t)—z'

Definujme funkci redlné proménné ¢ na intervalu [a, 5] vztahem

o(t) = exp [ / fé?fl] -

Pak p(a) =1 a ¢(B) = exp [27iInde(2)], a dale

o0 = g 5 [/ cig)ftz]’

p(t) __C() P(t) _ _elt)
e(t)  C(t) -2 Cit) Clt)—=z
Tento vztah plati vSude s vyjimkou bodi, kde neexistuje derivace C(t) Mno-

Zina téchto bodi je konefné, nebot kiivka C je podle pfedpokladu po ¢astech
hladké. Uvazujme o funkei

Tato funkce je na intervalu [a, 5] spojitd a ma tam derivaci s vyjimkou
kone¢né mnoziny bodti. Plati

P(1)(C(1) — 2) — p(t)C(D)

0= - "
Funkce ¢(t) je na intervalu [a, ] kontantni, takze
P(t) = dla) = C(fy()a—) z C(a)l— 2
— () = 6(0) (€1) ~ 2) = GO =% = ¢(F) = G~ =1
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Posledni rovnost vyplyva ze skuteCnosti, Ze kifivka C je uzaviend, proto

C(a) = C(B). Odtud

B g .
C(t) B C(t) o
expa/c(t)_zdt—l:/c(t)_zdt—%nk,

«

kde k € Z. Mame prvni ¢ast tvrzeni véty 13.10 — index bodu vzhledem ke
kfivce nabyvay celociselnych hodnot. Dale ukazeme, Ze index je holomorfni
funkce s nulovou derivaci. VypocCteme ji z definice, samoziejmé s tim, Ze jak
bod zg, v némz budeme pfislu$nou limitu pocitat, tak obecny bod z, ktery se
objevuje v limitnim p¥echodu z — 2y jako proménnd, lezi v téze komponenté
mnoziny D.

B B
Inde(2) — Inde(2) (t)d C(t)
z— 20 _z—zo 27 O/ C(t) — a/C()—zo

8 .
1 c(nd
27“&/ —en =

a v limité
8 )
lim Inde(z) —Inde(z) 1 lim C(t)dt B
z—20 z— 2 C 2mizoa ) (C(t) —2)(C(t) —20)

1 ; Cyde 1 LN [

- 2ma/ [C(t) —20)2 2mi {C(t) — zOL o
Timto vysledkem jsme dokazali hned dvé véci: funkce Inde(z) mé derivaci v
kazdém bodé, v némz je definovana, je tedy holomorfni na kazdé z komponent
mnoziny D. Derivace je nulova, takZe funkce Ind¢(2) je na kazdé z komponent
mnoZiny D konstantni. Ze nabyva pouze celodiselnych hodnot jsme dokazali
uz difve. Zbyva dokéazat posledni vlastnost — nulovou hodnotu indexu na
neomezené komponenté. Stadi zjisit, jak je to s hodnotou indexu vné kruhu
B(0, R). Zvolme bod vné tohoto kruhu, tj. v mnoziné C*\ B(0, R). Ozna¢me
jej tfeba w, aby se nam to nepletlo s obecnym bodem z mnoziny D (obrazek
13.8 vlevo). Ze je jeho index vzhledem ke kiivce C je ,nézorné jasné“ hned
ze dvou divodd.
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e Index méri pocet obéhi kiivky kolem daného bodu, avsak k¥ivka C bod
w neobih4 vibec.

e Budeme-li bod w vzdalovat, tj. w — oo, bude se integrand ve vztahu
pro index ,vic a vic* blizit bodu nula. Protoze vSak index miize nabyt
jen celociselné hodnoty, a to konstantni na celé (neomezené) kompo-
nenté Dy, musi na ni nabyvat nulové hodnoty.

»2Néazorné jasnou“ véc vSak nemtizeme odbyt bez pofaddného dikazu. Pro-
vedeme proto odhad absolutni hodnoty indexu bodu z vzhledem ke kiivce
C:

Lopode | _ 1o jdg 1 [ |dg]

Inde(2)| = 1 1 _
[tnde()] S ) el T 2w ) [~ R

omi ) € —w
mcf

B 1 _ le
= n(wl R>c/ = Sl — B

Vysledny vyraz m, predstavujici odhad absolutni hodnoty indexu, je
kladny a klesa, kdyz se bod w vzdaluje od po¢atku. Jeho limitou pro |w| — oo
je nula. Protoze index nabyva jen celo¢iselnych hodnot, musi byt nule roven,
a to na celé komponenté Dy. Jakych skute¢nosti jsme pii tpravé pouzili?
Ptedevsim z toho, Ze kiivka C lezi uvniti kruhu B(0, R), plyne, Ze vzdalenost
|¢ — w]| kteréhokoli jejiho bodu od bodu w je vétsi nez vzdalenost bodu w
od hranice kruhu, tj. | — w| > |w| — R. Déle fakt, ze |d¢| = /@2(t) + 9°(t)
predstavuje délkovy element k¥ivky, takze [ |d¢| je integral prvniho druhu a

jeho vysledkem je délka kiivky l¢. Ta je pcodle predpokladu o vlastnostech
kiivky kone¢nda. Tim jsme dokon¢ili posledni krok dikazu véty 13.10.

K ¢emu je prava ¢ast obrazku 13.87 Abychom si ukézali, jak lze urcit
index bodu leZicich v jednotlivych komponentidch mnoziny D vzhledem k
dané ktivce, je-li kifivka t¥eba i hodné ,zamotana“. Slouzi k tomu nasledujici
véta, kterou nebudeme dokazovat.

Véta 13.11 (Uréeni indexu): Predpoklddejme, Ze C je opét krivka v C se
vsemi potiebnymi vlastnostmi. Zvolme redlné ¢islo h > 0 a bod z € C, ktery
nelezi na kfivce. Oznacme T mnoZinu prisecikia usecky U s krajnimi body z
a z+ h s kfivkou C a pfedpoklidejme, Ze je koneénd. Necht funkce ImC(t)
je v kazdém bodé T € T ryze monoténni. PoloZme ne(t) =1, resp. —1, je-li
funkce Im C(t) v bodé T rostouct, resp. klesagici. Pak plati

Inde(2) = Inde(z + h) + Y ne(r).
TeT
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Situaci, kterou popisuje tato véta, vidime na obrazku 13.8 vpravo. Usecka
C je v ném vyznacena modfe. Jeji pravy krajn{ bod z + h lezi v neome-
zené komponenté Dy mnoziny D. Jeho index (a index vSech ostatnich bodu
komponenty Dy) je roven nule. Posuneme-li se po usecce C do jejiho levého
krajniho bodu z, pfekro¢ime kiivku v bodé, v némz funkce ImC(¢) roste.
Proto je nc(7) = 1. Podle véty 13.11 je index bodu z (a vSech ostatnich
bodi lezicich v téze komponenté jako bod z) vzhledem ke ke kiivce C ro-
ven jedné. A takto muaZeme pokracovat do dalsich komponent. Véta 13.11
je fomulovana pro pfipad, Ze tsecka U je rovnobézné s redlnou osou. Vzhle-
dem k tomu, Ze index nabyvi na kazdé z komponent stale téze hodnoty, je
ziejmé, Ze lze pouzit i tselek, které maji obecnéjsi polohu. V obrazku 13.8
jsou vyznaceny hodnoty indexu pro body vSech komponent.

Piiklad 13.15: Integrovani (skoro) bez poé&itani
Znalosti pojmu index bodu vzhledem ke kfivce miizeme s vyhodou vyuzit
pii urcéeni hodnot nékterych integrali. Mame napfiklad urc¢it v8echny mozné

hodnoty integralu
d
-
£Z+9
C

po uzaviené kiivce C. Zeptate se: ,,Ale po jaké konkrétni kiivce?“ Prece to
nemuze byt jedno, integral musi na k¥ivce zaviset. Zavisi, ale jen do jisté
miry. Pfedev8im nesmime k¥ivku volit tak, aby prochazela body +3i, nebot
v nich integrand, a tedy ani integréal, neni definovan. Pokud kfivka tento
pozadavek spliwuje, je urcéen{ vSech moznych hodnot integralu jednoduché.
Tyto hodnoty zaviseji totiz pouze na tom, kolikrat kiivka kazdy z bodu £3i
,»,obihd“. Hned to ukdzeme. Rozlozime integrand na parcialn{ zlomky, tj.

111 1 1
249 6i6E—31 616430

Pro integral plati

A 1/dg_7r

€219 6i) -3 6
C C

£ = ginde(3) - glndc(—?)i).

C
Protoze index muize nabyvat jen celo¢iselnych hodnot, je integral roven celo-

¢iselnému nasobku hodnoty %. Zavisi pouze na tom, kolikrat kiivka C obiha
bod 3i a kolikrat bod (—3i). Nekolik moznosti vidime na obrazku 13.9. V
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Obrézek 13.9: Vypocet integralu pomoci indexu.

pfipadeé kfivek na obrazku je situace nasledujici:

Ci Cy C3 C4 C

3i| 1 0 -1 0 O
—3i| O 1 -1 0 3

wly

V tabulce jsou vyznaceny hodnoty indexu bodt 3i a —3i vzhledem k jednot-
livym kiivkdcm znézornénym na obrazku. Posledni fadek tabulky shrnuje
odpovidajici hodnoty integralu I.

Pti zkoumanf{ integralu vyjadiujiciho index daného bodu z vzhledem k uza-
viené kiivce a zejména pii FeSeni pitkladu 13.15 jste si mozné v&imli jedné
véci, kterd se v pribéhu pozdéjsiho vykladu ukéaze jako ,z&konitd“ a velmi
dilezita: v bodé z neni integrand definovan, bod z je tedy ,singularitou“
integrandu. Uzaviend kfivka C obepind urc¢itou oblast. Pokud je index bodu
z vzhledem ke kiivce C nulovy (,,singulatita® z tedy v oblasti obepnuté k¥iv-
kou bud vibec nelezi, nebo v ni leZi, avak kiivka se kolem ni ,mota“ tak,
7e ji obéhne stejnékrat v kladném i v zaporném geometrickém smyslu), je
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integral nulovy. V opa¢ném piipadé je integral roven poctu obéht kiivky ko-
lem ,singularity* z. (Pocet ob&hti bereme v tvahu vetné nasobnosti, ktera
je kladna pfi obézich v kladném smyslu a zdporné pfi obézich ve smyslu zé-
porném.) Slovo ,singularita® je v textu uvedeno v uvozovkéch, nebot piesna
definice singularit nas teprve ¢ekd. Pozdéji totiz uvidime, Ze nejen v pripadé
indexu, ale jakéhokoli integralu z funkce komplexni proménné po uzaviené
kiivce do vysledku pfispivaji pouze ,singularity“, tj. body, v nichZ nenf in-
tegrand definovan.

13.2.2 Regularni funkce — funkce s Taylorovou fadou

V tomto odstavci se budeme vénovat dalsi dulezité vlastnosti funkci kom-
plexni proménné, jejich reguldrnosti. Zdanlivé pijde o néco jiného nez v pii-
padé holomorfnosti, ale brzy pochopime tzkou souvislost. Pfipomeiime, Ze
stale pracujeme s funkcemi koneénymi a jednozna¢nymi, definovanymi na
podmnoZinich rozsfrené Gaussovy roviny CT (znamend to, Ze mohou byt
definovany i v bodé nekone¢no, hodnoty nekoneéno vsak nabyvat nemohou).
Pustme se do definice.

Funkce f(z) se nazyva reguldrni v bodé zy € C, je-li mozné ji v jistém kruho-
vém okoli tohoto bodu B(zp, ) vyjadfit ve tvaru stejnomérné konvergnetni
fady
o0
f(z) = Z cn(z—20)", ¢, €C. (13.19)
n=0
Funkce f(z) se nazyva requldrni v nekonecnu, tj. v bodé zy = oo, je-1i funkce
g&=7r (%) regularni v bodé & = 0.
Necht D C C™" je oteviena mnozina. Funkce f(z) se nazyvéa reguldrni na
mnozin€ D, je-li regularni v kazdém jejim bodé.

Zamysleme se jesté nad tim, jak bychom matematicky zapsali rozvoj funkce
regularni v bodé nekone¢no. Pro funkci g(§) = f (%) regularni v nule dosta-

neme fadu stejnomérné konvergentni v jistém otevieném kruhu B(0, r)

9(§) = Z cn €™
n=0
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To znamena, Ze funkce f(z) bude v kruhovém okoli B(oco, 7~1) vyjadiena
fadou (rovnéz stejnomérné konvergentni)

oo
C C C
D= ez M=ot gkt

ZTL

tedy, mozna (zatim) trochu p¥ekvapivé,  mocninnou* Fadou se zapornymi
exponenty.

Piiklad 13.16: Zkusme regularni funkci zderivovat

Uvazujme o funkci f(z), kterd je regularni v bodé zy # oo. Podle pfed-
chozi definice to znamena, ze je na jistém kruhu B(zg, r) vyjadfena stejno-
mérné konvergentni fadou (13.19). Nejprve zjistime, jak tento kruh miize byt
,velky“. Polomér konvergence fady je podle vztahu (13.6)

-1

Rada stejnomérné konverguje pro r < R, pro r = R je zarucCena lokalni stej-
nomérna konvergence. Pokud jde o moznost funkci f(z) zderivovat a zjis-
tit tak, zda a v jakém oboru je holomorfni, je snadné ovéfit holomorfnost
kazdého jejiho Clenu p¥imo z definice. Provédme to za ucelem procviceni.
Oznacime w — z = £, z — zg = ¢ a pi¥i upravé pouzijeme binomické véty a
samoziejmé vyuzivame vlastnosti limit z véty 13.4. Plat{
i W —20)" = (E=2)"] g (GO
w—rz w—z £—0

1 - n— n
_cnh_r}(l)g(Zk'( )C ksz C)Z

kEl(n — k)!

:cnliméi n! C” kfk—cnhm<nC"1+§Zkl Bl

CTL ké—k 1) —

= nen " = nea(z — 20)"

Vidime, 7e jednotlivé ¢leny fady f(z) jsou holomorfni funkce a pro jejich
derivace plati vztah, ktery jsme oéekavali. Znamené to, Ze fada

oo
= Z nen(z — 29)" L,

n=1
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utvorend z derivaci téchto ¢lent je derivaci funkce f(z)? Pokud ano, zna-
menalo by to, Ze miZeme takovou fadu derivovat ¢len po ¢lenu, jak jsme
byli zvykli u stejnomérné konvergentnich fad redlnych funkei. U funkci kom-
plexni proménné v8ak zadnou vétu, ktera by takovy postup zarucovala, zatim
nemame. Nejprve zjistime polomér konvergence fady g(z),

n

I n T
Ry = Jim, {flneal = lim, ¥n

< lim {/]en| = R;l.
n— o0
Uvédomme si, ze pfedchozi postup vypoctu limity je v porddku, nebot obé li-
mity objevujici se na konci vypoctu v soucinu existuji, konkrétné lim,, o, {/n =
1 (ovéfte si to) a limy, 0o V/]cn] = R;l. Rada g(z) ma shodny polomér kon-
vergence s fadou f(z). V otevieném kruhu B(z, ), 7 < Ry konverguje
stejnomérné, v kruhu B(zo, Ry) pak lokalné stejnomérné.

Nakonec je tieba dokézat, Ze existuje derivace f'(z) a plati f'(2) = g(2).
Potiebujeme dokazat, ze

o L0 SC) ) = )

w—z w — z w—z w—z

—9(2) =0.
Trochu si zapoditame. Zpracujeme nejprve vyraz za limitou. Pouzijeme pfi

tom trochu jiného postupu, nez ktery jsme uplatnili pfi vypoctu derivace
jednotlivych ¢lenti fady f(z). Plati

P —g(z) = 2 ne0 Cn(isz__z(;i) : (Z;n_:(;g;(z — 20) _nz::l ncn(z—zo)n_l

S [l ).
= (w—2z9) — (2 — 20)

Prvni ¢len sumy je na prvni pohled nulovy, ve skute¢nosti se tedy sc¢ita az od

n = 2. Elementarnimi postupy (napiiklad pfimym vydélenim mnoho¢lenu

mnohoclenem, nebo matematickou indukei) 1ze dokazat, Ze plati (viz ulohu

4. cviteni 13.2.6).

(’w — ZO)n - (Z - Zo)n _n(z_zo)nfl _ (w—z) Ti:l k(w—ZQ)nikil(z—Zo)kil.
(w—29) — (2 — 20) =

Provedeme odhad ziskaného vyrazu. ProtoZe body z i w lezi uvnit¥ kruhu
B(zp, 1), je |lw — 2| < r, |z — 20| <. Proto

n—1 n—1

n—1
(w—2z) Z k(w — zo)"_k_l(z — zo)k_1 < lw—z2| Z fornholpk—1 \w—z|7""_2 Z k.
h=1 k=1 k=1
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Aritmetickou posloupnost setteme snadno a dostaneme

n—1
-1
(w— 2) Z k(w— 20)" * 1z — 20)F Y < ‘w_z|7«"—2n<n2) < Jw—z|n?m=2,
k=1
a nakonec N
Fw) = /(2) —
‘ w— 2 9(2)| < |w — 2| Zn len|r™ .

n=2

Rada 3% o n?|e,|r™ ™2 konverguje, mé tedy koneény soudet. (Dokazete to
zdivodnit?) Proto je
i [£0) =10

w—z w—z

~9(2)| =0 = o) = 1'2)
Uvédomme si, ze na zakladé provedeného diikazu miizeme v derivovani po-
kracovat a ziskat druhou, t¥eti, a dalsi derivace funkce f(z):

e}

Z (n—1)-(n—k+1ea(z —20)"F, = f®(20) = k! e

V8echny tyto derivace jsou rovnéz reguldrnimi funkcemi.
Piiklad 13.16 je fakticky odvozenim nasledujici dilezité véty.

Véta 13.12: Je-li funkce f(z) v oteviené mnozZiné D C C reguldrni a plati-li
pro zo € D f(z) = Ynlgen(z — 20)", 2 € B(zo, 1) C D, pak je f(z) v D
holomorfni a plati f'(2) = 300 nen(z — 20)" 1, 2 € B(zo, ) C D. Funkci
f(2) lze vyjddiit mocninnou Fadou

o

1
E — (z—20)", 20€D, z€ B(z, 1), <Ry, (13.20)
— n!

2anou Taylorova Fada funkce se stiredem v bodé€ zg.

Priklad 13.17: Zkusme regularni funkci zintegrovat
Uvazujme opét o funkci f(z) regularni na oteviené mnoziné D a piedpokla-
dejme, 7Ze je v otevieném kruhu B(zg, Ry) C D déna (lokalné stejnomérné
konvergentni) fadou f(z) = %% ¢, (z — )™ Rada

F(z) = Z ncj 1(2 — z)"T
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ma4 s fadou funkce f(z) shodny polomér konvergence (ovéfte vypoctem po-
moci vztahu (13.6)). Z ptikladu 13.16 a véty 13.11 je z¥ejmé, Ze plati F'(z) =
f(2) na mnoziné D. Dejme tomu, Ze C : [a, 8] 5t — C(t) € D je kiivka spl-
nujici predpoklady definice integralu, pficemz C(a) = a a C(8) = b. Zajima
nés hodnota integralu

I= /f(z) dz.
C

Muzeme o ni viubec néco zjistit, kdyz kfivka C neni konkrétné zadana?
O funkcich komplexné proménné jsme vSak uz stacili zjistit, Ze maji jisté
»piekvapivé® vlastnosti. Pokusme se vyuzit souvislosti funkci f(z) a F(2) a
pravidla pro derivaci slozené funkce:

8
[ 1@dz= [ Fe)as = [ Few)cw = Fle@)-Fle)] = Fe)-F).
C C o

Zjistili jsme, ze integral nezavisi na tvaru ktivky, pouze na jejim pocateénim
a koncovém bodu. Podobnou situaci jsme uz ,zazili“ u k¥ivkovych integralt
druhého druhu z konzervativnich vektorovych poli.

Velmi peclivy ¢tendf by mohl byt s pfedchozim ,rychlym postupem*
nespokojen. V pripadé redlnych funkci redlné proménné je rovnost

B
[ Fle®l¢ @t = Fo) = Fla), o= (). b= ()

«

ziejma. Vyjadfuje vétu o substituci pii vypoctu integralu. Je vSak takovy
vztah platny i v pripadé, kdy je proménné i funkce komplexni? Provéfime
to tak, Ze integral po kiivce C z funkce F’(z) vypodteme ,pofadné“, pomoci
definice. Plati F((z) = U(z, y) +iV (z, y), pficemz funkce U(z, y) a V(z, y)
spliuji Cauchyovy-Riemannovy podminky. Béhem dtkazu véty 13.9 jsme
zjistili, ze derivaci F'(z) = u(zx, y) + iv(z, y) lze diky nim vyjadfit nekolika

zpusoby:
oy Ul y) U,y  Viey  Vey
F(z) = ox ! oy - oy Tl or
_ Uy (Vg Viey U@y
Ox Ox oy oy

Vyuzijeme prvnich dvou z nich a definice integtralu, tj.

/f(z) dz = /F’(z) dz = /u(x, y) dz—v(z, y) dy—f—i/v(w, y) dz+u(z, y)dy =
c C

c C
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_ / <8U(x, Y) do + oU(z, y) dy> +i/ <8V($,y) dx+av($’y)dy> =
J O oy /] ox dy

= U(‘T? y) + V(.T, y)’g = F<b) - F<a’)7

nebo pfevodem na integraci podle parametru ¢, samoziejmé s vyuzitim Cauchyovych-
Riemannovych podminek, a s oznacenim C(t) = (£(t), y(t)),

oU(z,y) .0U(z, y)]
oz 8y C(t)

Fle)éw) = | (6(0) +19(1)) =

) _aU(J:‘, Y)

. oU(z, y) .\ " {

oot + St o+ )y

o)+ “L(f

[3U (z, )
c(t)

. aU(x, y) . . 8V($, y) . 8V(3:, y) . .
S a0+ )] | S e+ SR i| -

[z = [Feya:= [ Flewlcoa= f {det(t” +idV([ft“”} dt —

= Ule@®)] +ivVIC@)]|L = FIC(B)] - F[C(a)] = F(b) - F(a).

a

Podle vysledku vidime, Ze ptivodni ,,rychly“ postup integrace pomoci slozené
funkce, jejiz vn&jsi i vnitini slozka byly komplexni funkce realné proménné
t, byl v poradku. A v8imnéme si jesné jedné zajimavé véci: Bude-li kfivka C
uzaviend, bude integral [ F'(z)dz nulovy!

C

V prikladech 13.16, 13.17 a vété 13.11 jsme ukézali dilezité vliastnosti regu-
larnich funkci:

e Mocniné fady regularnich funkci lze v oboru jejich (lokdlné stejno-
mérné) konvergence derivovat i integrovat ¢len po ¢lenu.

e Integral z regularni funkce po uzaviené kiivce lezici v oboru (lokalni
stejnomérné) konvergence Taylorovy Fady, jiz je tato funkce vyjadrena,
je nulovy.
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Piiklad 13.18: Taylorova fada prakticky

Je na Case ukazat piiklad na nalezeni Taylorovy fady dané funkce. Jednoduge
dokdzeme zapsat Taylorovu Fadu racionélni lomené funkce, podobné jako
jsme to délali v oboru redlné proménné. Uvazme nejprve velmi jednoduchy
priklad funkce

z 2
/() z 42 z+ 2
Tato funkce je definovana na oteviené mnoziné D = CT\{—2}. Bod 29 = —2

se tedy pochopitelné nemiize stat stfedem fady. Zvolme nejprve libovolny
bod zp € C, zp # —2 (obrazek 13.10 vlevo, sestrojen pro body zp = 1+1ia
29 = 0). P¥imy, ale nepiili§ pohodlny postup, jak najit koeficienty Taylorovy

yi yu
B(L+i, 3+i)
2| 2
; 21__ _____ . Zo =1+i 11
B(0, :
| (; AN —— X
2 -1 =0 » 1 2
14 14

B(oo,2):{ZeC||Z|>2}

Obréazek 13.10: Taylorova fada: k pfikladu 13.18.

fady, spoCiva ve vypoctu derivaci viech #adi funkce f(z) v bodé zp. v daném
pripadé to ovsem tak slozité neni. Plati

Q) = f6) = 1- 5 %) = 1-
() — 2 (1) _ 2
f (Z) - (Z-|-2)27 f (ZO) (ZO+2)27
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() — 92 4@y — _9_ 2
f (Z) - 2(Z+2)3’ f (ZO) - 2(ZO+2)3’
(mM(y) = _o "L ) _g_(=D)"nl
f (Z) - 2(Z+2)n+1’ f (Z) - 2(zo+2)n+17
=1 (=1)"n!
f(Z) = <1 20 + 2> E ZO + 2 n+1 =

_ 2 o~ (="
- <>Z<>

Vypocteme polomér konvergence fady (vypocet limity provedte sami, uz by
to nemé&l byt problém),

o 2 B 1 -
= hm yares! _nh—{goﬁlzo—i—ﬂ”*'l = Twxa Ry = |20+ 2|.

Polomér konvergence je roven vzdalenosti stfedu fady od bodu, v némz
funkce neni definovana. To nepochybné neni nahoda.

Taylorovu fadu mizeme najit mnohem elegantnéjsim zptisobem, nez po-
moci vypoctu derivaci. Vratite-li se k pfikladu 2.23 (prvni dil), najdete tam
zplisob, jakym jsme dokézali snadno zapsat racionédlni lomenou funkci jako
(geometrickou) fadu, nebot tato funkce byla jejim sou¢tem. Podobny postup
pouzijeme i nyni. Nejprve musime do pfedpisu zadané funkce f(z), ktery ne-
obsahuje stfed rady, tento stfed néjak ,,namontovat“. Provedeme to umélym
obratem z = z — 25 + zp a budeme pokracovat v Gpravéch:

2 2 2 1
z)=1-— =1- =1- .
/() z42 (2+ 20) + (2 — 20) 2+ 20 1+ 572

Posledni zlomek v upraveném vyrazu je soufet geometrické fady s prvnim
¢lenem rovnym jedné a kvocientem g = _5123 Tato fada je (lokalné stejno-
mérné) konvergenentni, je-li |¢| < 1. Pak

2 & g f(EmN\ (2 — , (=" .
1 =1 X (572)) = (1) X 2 e
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Z— 20

‘_ 2+ 2

Z podminky pro kvocient konvergentni geometrické fady ndm vySel stejny

polomér konvergence, jako z Cauchyova-Hadamardova vzorce (13.6), coz jisté

nepiekvapuje. Neni piekvapujici ani to, Ze kruh konvergence miZe sahat
pouze po nejblizst singularitu tj bod7 v némz funkce neni regularni.

z 0t MX

<1 = z€ Bz, |20 +2|)-

Znamené to najit Taylorovu fadu funkce g(&) = f(&71) se sttedem v bodé

& = 0.
_ > anen Jag] < 1 !
= 3 2n " 1 ! 2 B 2
f(z)_nz:% 2 ’;‘<§ = |Z|> , € (OO, )

Kruh, v némz fada konverguje (lokalné stejnomérné), opét saha od stiedu
fady (tim je bod nekoneéno) po singularitu v bodé —2 (obrazek 13.10 vpravo).

Dalgimi dulezitymi priklady Taylorovych Tad jsou rozvoje funkci e?, cos z,
sin z, cosh z, sinh z se stfedem v bodé zy = 0. Tyto funkce jsou definovany v
celé nerozsirené Gaussové roviné bfC, jak vime z odstavce 13.1.3. Ale pozor!
V bodé nekonecno definovany nejsou a vykazuji tam velmi podivné chovani.
O tom se v8ak presvédéime pozdéji. A ted ty rozvoje kolem nuly:

e = > mz”, (13.21)
n=0
1/ . 1 & 1
cosz = o (elz + e_lz) 3 z:: n— "), (13.22)

i4j + (_1)4] — 27 i4j+1 + (—i)4j+1 — 0’
2 (L) o g W ()W — g e,

cosz = i (-1 (13.23)
= (2k)
a podobné
1 /. : 1 X1
sinz = % (elz - e_lz) = 5 — (1" =(=D)"),
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i — (=i)¥ =0, M4 (=) =2

i4j+2 + (_1)4]+2 — 07 i4j+3 + (_i)4j+3 — _21’ ,] e Z,
sinz = Z ﬂ Z2hH1 (13.24)
= (2k + 1)! ' '

Stejny postup uplatnime u hyperbolického sinu a kosinu, jde bude jesté jed-
nodussi (provedte):

=1

1

coshz = —(ef+e %) = 2% (13.25)
Lewen = S

sinhz = L (e*—e™?) = i ;z%"'l. (13.26)
2 2 (2k + 1))

V odstavci 13.2.5 se k témto funkcim jesté vratime a k jejich definici néco
zajimavého ,pfidame*.

13.2.3 Holomorfni funkce, uzaviena kf¥ivka a nulovy integral

V predchozim odstavci jsme zjistili, Ze integral z regularni funkce f(z) =

no Cn(z — 20)" po uzaviené kiivce, kterd lezi v kruhu B(zo, Ry), v némz
konverguje ptislusnd Taylorova fada, je nulovy. Vime, Ze regularni funkce je
také holomorfni, nevime v8ak zatim, zda tomu je i naopak (podle zkusenosti
s funkcemi realné proménné bychom nejspiSe ¢ekali, ze nikoliv). Je vcelku
pfirozené polozit si otdzku, jak to bude s integralem z holomorfni funkce
po uzaviené kfivce. Bude také nulovy? Jaké podminky budeme klast na
integracni kiivku?

Uvazujme nejprve o trochu jiném piipadu. Pfedpokladejme, ze F(z) je
holomorfni funkce na oteviené mnoziné D a jeji derivace f(z) = F'(z) je
na této mmnoziné spojitd. Nic dalsitho o mnoziné D nepfedpokladame. Inte-
grovat budeme po k¥ivce, ktera je uzaviena (a samoziejmé spliuje vSechny
predpoklady pro to, aby se po ni dalo integrovat) a lezi v mnoziné D, tj.
C: o, ] 2t = C(t) € D, Cla) = C(B). O funkci f(z) nevime, zda je
holomorfni, ale vime, Ze z holomorfni funkce vznikla jako jeji derivace. Plati

B
/ f(z)dz = / )CF'(2)dz = / FlC(8)] ¢(1) dt = FIC(8)] — FlC(a)] = 0.
C «
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Pii vypoctu jsme pouzili pravidlo pro integraci slozené funkce. Ze to tak
miZzeme udélat, jsme si ovéfili v piikladu 13.17.

Pozn. 1: Ted si nékdo Fekne: Pozor! Funkce F’(z) v pitkladu 13.17 byla ho-
lomorfni, protoZe byla reguldrni. Nyni tomu tak byt nemusi! Nemusi, ale ne-
vadi. V pfikladu 13.17 jsme vyuzili pouze holomorfnosti funkce F'(z) (pouzili
jsme Cauchovy-Riemannovy podminky pro jeji redlnou a imaginarni ¢ést).
Holomorfnost funkce F’(z), i kdyz byla jeji regularnosti zajisténa, jsme ne-
potfebovali.

Zopakujme, Ze v ptfedchozi Gvaze jsme na mnnozinu D, v niz lezi integrac¢ni
kfivka C, nekladli v podstaté zadné pozadavky. Predpokladali jsme jen to,
7e je oteviend, coz neni p¥ili§ omezujici podminka. Na integrovanou funkci
f(2) jsme speciélni pozadavek méli — aby méla tvar derivace jisté funkce
F(2), tj. f(2) = F'(2). (Pfedpoklad spojitosti nenf nic neobvyklého, slouzil k
zajisténi existence integralu z funkce F'[C(t)]C(t) na intervalu [, (].) Dalsi
uvahy a vysledky se budou zdat hodné podobné, ale prece zde budou jisté
dilezité odlignosti. Za chvili uvidime.

Budeme se zabyvat integralem holomorfni funkce f(z) po uzaviené kiivce
C. (To je o funkci sice silngjsi predpoklad neZ spojitost, ale naopak odstra-
nime pozadavek, aby méla tvar derivace.) Defini¢nim oborem integrované
funkce f(z) bude opét oteviena mnozina D a kiivka, po které integrujeme,
v ni samoziejmé bude lezet. Integral z funkce f(z) po kiivce C vyjadiime z
definice (13.9),

/.eri/n:/u(x, y)dz — v(z, y)dy+i/v(x, y)dx + u(zx, y) dy,

c c c C

Funkce u(z, y) a v(z, y) jsou diferencovatelné a spliuji podminky (13.13)
— véta 13.9. Zaméfme se zv1ast na kazdy z integrali [w a [n. , w a n jsou

diferencialni 1-formy definované na této mnozing. Pfgdpoklgdéme—li, 7e dw
a dn jsou rovnéz diferencialni formy na D (konkrétné jsou to 2-formy), tj.
jejich slozky jsou diferencovatelné funkce, a oznacime-li M C D mnozinu,
jejiz hranmici je kiivka calC (C = OM), jsou splnény piedpoklady obecného
Stokesova teorému 12.30, plati

/w:/dw, /n:/dn:>
C M C M

C/u(x, y)dx —v(z, y)dy :]J (_U(!g,xy) - U(z);yy)> dz A dy =0,
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C/v(x, y)dx + u(z, y)dy :jV{ (u(g;y) - U(:g’yy)> dz A dy = 0.

Nulovost integrandi na pravych stranéch téchto vztahi zajistuji pravé Cauchyovy-
Riemannovy podminky (13.13). M&-li nékdo radéji klasické integralni véty,
pouzije Greenovy véty 12.32. P¥i této formulaci stacdi predpokladat, ze par-
cialni derivace funkei u(zx, y) a v(z, y) jsou spojité. Vysledky budou stejné
jako v pfedchozich vztazich, jen misto dz A dy budeme rovnou psat dz dy,
jak jsme zvykli Riemannové integralu. Ale pozor: formulace véty 12.32 pred-
poklada jednoduse souwvislou oblast D. Vime uz z kapitoly 12, Ze toto omezeni
obecnosti je ,dan“ za zjednoduseni ivah — mnozina D nebude ,déravi” a
odstrani se komplikace, jimiz jsme se zabyvali v piikladu 12.115. Na zakladé
pravé provedenych vypoctd a tvah ziskdvame dvé dilezité tvrzeni, kterd jsou
tzv. lokalni a globalni{ verz{ slavné Cauchyovy véty.

Véta 13.13 (Lokalni Cauchyova véta): Necht D C C je jednoduse sou-
visld oblast, C uzaviend kFivka (jednorozmérnd singuldrni krychle, resp. Fe-
tézec) v ni lezici, a f(z) funkce holomorfni v D. Pak integrdl z funkce f(z)
po kfivce C je nulovy.

Véta 13.14 (Globéalni Cauchyova véta): Necht D C C je oblast, T uza-
viend kfivka (jednorozmérnd singuldrni krychle, resp. Fetézec) v ni leZici, a
f(2) funkce holomorfni v D. Pak plati:

o Je-li Ind_(a) = 0 pro viechny body « neleZici v D, je

f(z)dz=0.
GHpH

o Je-li T rounéz uzaviend kvivka (jednorozmérnd singuldrni krychle, resp.
Fetézec) lezici v D a plati Ind_(a) = Ind<(a) pro vSechny body o

nelezici v D, je
/f(z)dz:/f(z)dz.
r r

Situaci tykajici se globalni Cauchyovy véty znézoriuje obrazek 13.11. Zamysleme
se nad tim, k ¢emu je v pripadé prvniho tvzeni véty potieba predpoklad ty-
kajici se indexu bodu nelezicich v oblasti holomorfnosti funkce vzhledem

k integracni kiivce. Je to jednoduché — z ptikladd pfece vime, Ze obihé-

li integra¢ni kiivka t¥eba jen jediny bod, v némz integrovani funkce neni
holomorfni, integral nemus{ byt nulovy.
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Ind-(a) = Ind= () .
[ f(2)dz=] f(z)dz

Indr. (o) =0, pro Va ¢ D
| f(z)dz=0

I

Obrézek 13.11: Globalni Cauchyova véta.

Vyzkousime, k ¢emu lze Cauchyovu vétu pouzit. Prvni, co nas napadne, je
moznost ur¢it integral po néjakeé kiivce C, kterd je pro piimy vypocet slozita,
vypodtem integralu po jiné, jednodussi kiivce KC, je-li C + K uzaviena kiivka
spliiujici pozadavky Cauchyovy véty. Je to uplné analogické jako pouziti
integralnich vét v oboru realné proménné.

Piiklad 13.19: K ¢emu je dobrd Cauchova véta
Pomoci Cauchyovy véty lze napiiklad pocitat redlné, casto nevlastni inte-
graly. TTeba

o0
I :/e_wz cos 2bx dz.
0

Pro¢ bychom ale tento integral nemohli ur¢it ,normalné“? Integrand je prece
spojitd funkce a my vime, Ze ke spojité funkci vzdy existuje funkce primi-
tivni. Stadi ji tedy najit, ur¢it jeji (limitni) hodnotu v nekone¢nu a v nule a je
to! jenze véc neni tak jednoduchd — primitivni funkce sice existuje, ale neni
utvorena z elementarnich funkci, které zname. NemutZzeme ji zapsat néjakym
vzorcem, do kterého bychom pak dosadili. Pfechodem do komplexnfho oboru
viak muzeme integral vypocitat docela snadno. Aby to bylo mozné, je tfeba
prevést funkci do komplexniho oboru a zvolit uzavienou integraéni kiivku
tak, aby prislusna ¢ast redlné osy (v tomto piipadé nezapornéd c¢ast realné
osy) byla jeji soucasti. S ohledem na integrand e®” cos 2bz zvolime jako inte-
grovanou funkci v komplexnim oboru funkci e, Vhodnou volbu integracni
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kiivky (s ,perspektivou” limitniho p¥echodu r — oo) ukazuje obrazek 13.12
vlevo. Ale pro¢ pravé takto? K volbé nas vede nékolik avah:

Obrazek 13.12: Integracni obor k uloham z piikladu 13.19.

e ] je integralem ze sudou funkci na intervalu [0, oo]. Plati proto

0 oo
I= /e_””2 cos 2bx dx = / e~ cos 2bz dz.

0 —00

N | =

e Uvédomme si, Ze integrovand funkce je redlnou ¢asti komplexni funkce
1 200 .
redlné proménné e~ T2z ;.

—z2+2ibx w+ib)?—b? _ b =2

e = e e 7,

kde z = = + ib. Body z tohoto typu lez{ na kfivce C3 znazornéné v
obrazku.

Z2

2~ 2 . —_ —_ 2 2 2
e Na redlné ose je z = x, proto e = e~ %" . Integralem z této funkce na

realné ose je, jak vime, /7 (Laplaceiv integral), tj.

o0

lim e = V.

T—00
—0o0
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e Lze olekdvat, ze integraly po ,vzdalenych“ kiivkich Cy a C4 budou
vzhledem k rychlému poklesu funkce e~ = e~ (a"~y?)(cos 2zy-+isin 2zy)
nulové. (Proménné y se pohybuje pouze v mezich [0, b] a funkce (cos 2xy + isin 2zy))
je ohranicena.

.2 ; . o . .
Funkce e™*" je holomorfni v Gaussové roviné, proto pro ni lze pouzit Cau-

chyovu vétu pfi libovolné volbé uzaviené integra¢ni k¥ivky,

/e*ZQZ =0.

c

Kfivka C na obrazku 13.12 je jednorozmérnym singularnim fetézcem C =
C1+C+Ca+C3+Cy. Jednotlivé tiseky parametrizujeme a integraly vypocteme,
resp. odhadneme:

Ci: x=t y=0,te[-R R, lim e dz = lim e dt = /7,
— 00 — 00
C1

b
Co: zxz=R, y=t, te[0,b], lim e dz = lim [ ie (B*~1*)-2iRt g

R—o0 R—o
Cao 0

b
_p2 42 :
SeR/‘et-eQIRt‘dt%oo pro R — oo,
0

b
/ jo— (R2—12)=2iRt 3,
0

C3: x=t y=bte|[R—R], lim e dz= lim [ e HD)’qt =

R—o0 R—o0
Cs3
R
= — lim [ e ") (cos2bt + isin2bt) dt =
R—o0
-R
R R
b2 1 —t2 : —t2 - b2
= —e’ lim e " cos2btdt+1i [ e " sin2btdt | = —2e” I,
R—o0
—R -R
0
Ci: x=-R, y=t te[b0, lm [e*de= lim [ie B ~)F2Rq 0
R—o0 R—o0
Cy b

V zavéru vypodctu integralu po kiivce Cs jsme vyuzili toho, ze funkce e~ sin 2bt
je lich4, a proto jeji integral na symetrickém intervalu [—R, R] je nulovy. V
pFipadé kiivky C4 jsme jiz neprovadéli odhad. Snadno si jej provedete sami
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po vzoru kiivky Co. Dosadimé-li ziskané dil¢i integraly do Cauchyovy véty,
dostaneme
ﬁ _b2

2
A zkusme jesté jeden dulezity pfiklad. V optice maji zna¢ny vyznam
Fresnelovy integrdly

Vi—2"T=0 = I=

o o
Fy = /cosav2 de, Fy= /sinx2 dx.
0 0
Ani ony nejdou pfimo spocitat nalezenim primitivnich funkei i integrandim.
Jisté vam vak neuniklo, Ze cosx? a sin 22 jsou realna a imaginarni ¢ast funkce
ei?”, Rysuje se proto moZnost pfechodu do komplexniho oboru a integrace
holomorfn{ funkce el po vhodné zvolené uzaviené kfivce, jejiz jednim tise-

kem bude nezdporna redlné poloosa. Takova kiivka je zndzornéna na obrazku
13.12 vpravo. Plati

/eiZQ dz = /eiz2 dz + /ei'z2 dz + /eiz2 dz.
C Co Cs3

C1

Opét budeme parametrizovat jednotlivé k¥ivky a pocitat integraly:

Cr: x=t, y=0, t€[0, R], lim e dz = lim " dt =

R—o0 R—o
C1
o [o¢]
= /costht+/sint2dt: Fy +iF,
0 0
. ™ . 2
Cy: x = Rcost, y= Rsint t € [O, } ,  lim [ &% dz=
4 R—o0
Ca
w/4 /4
— lim iR el eH it 4 iy i R [ elft®cos2t  —RZsin2t it 4,
R—o0 R—o00 ’
0 0
RV2 2 . o
Cs: m—;[t, y—;[t, te[l,0], z= Rte't, dz = Re'1,
0
lim [ e’ dz= lim [ .e3 . elTdt =
R—o0 R—o
C3
R
= — lim e'% /e_s2 ds = _eigﬁ _ VT iﬁ'
R—oo J 2 2\/5 2\/5
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Provedeme odhad integralu po kiivce Co>

/4 /4
iR / eiR2 cos 2t efR2 sin2t | eit dt < R / eiB2 cos2t eiRQ sin 2t eit dt

0 0
w/4 R w/2 R /2

. . 3 ™ 2
— R —R2sin2t dt = = / 7R281ntdt < = / fRQ-% dt = —— —R® 1) .

/ ¢ 2 ) ° =2 /)¢ i (e )
0 0 0

Limitni hodnota ziskaného horniho odhadu integralu po k¥ivce C3 pro R — oo
je nulova. V zavéru odhadu jsme pouzili nerovnosti sint < % pro t € [0, g]
Nyni jiz miZzeme dosadit do Cauchyovy véty a dostaneme

lim [e® dz=(F+iF) - —=+i——| =0,
R0 (F1 +iF) (2\/5 2\/§>

C

Piiklad 13.20: Kramersovy-Kronigovy relace
S holomorfnimi funkcemi komplexni proménné se dobfe pracuje ve fyzice.
Meéritelné fyzikalni veli¢iny jsou samoziejmé redlné. Vhodnymi matematic-
kymi transformacemi, o nichZ budeme podrobnéji hovofit v odstavci 13.6,
v8ak muzeme ziskat jejich (holomorfni) komplexni obrazy. Ty pak maji viechny
vlastnosti, které jsme pro holomorfni funkce odvodili. Plati proto pro né i
Cauchyova véta. Jednou z takovych fyzikalnich velic¢in je tzv. relativni dielek-
trickd susceptibilita a(t), popisujici odezvu latky na eletrické pole optickych
frekvenci. Jejim holomorfnim komplexnim obrazem je funkce oznaovand
€(z) — 1, kde €(z) je komplexni relativni permitivita. Aniz bychom se nyni
zabyvali dal$imi matematickymi aspekty problému & jeho fyzikalni podsta-
tou, véimnéme si funkce €(z) — 1, o niz predpokladame, ze je holomorfni v
horni poloroviné Gaussovy roviny C a plati pro ni lim, ,.(e(z) — 1) = 0.
Oznatme () -1
€(z) —

f(z)—ﬁ, w € (0, 00).
tato funkce je holomorfni v horni poloroviné Gaussovy roviny s vyjimkou
bodu w na nezaporné realné poloose, v némz neni definovina. Zvolme in-

tegra¢ni kiivku C = Uy + K, + Uy + Kr (obrazek 13.13), slozenou ze dvou
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Obrazek 13.13: Integra¢ni kiivka k piikladu 13.20.

useCek a dvou piilkruznic (¢arkované pilkruznice se zatim nevsimejme). Po-
moci ptulkruznice K, jsme se ,vyhnuli* bodu w. Pro funkci f(z) a kifivku C
plati Cauchyova véta, tj.

-1
C dz) -1 dz = 0.
zZ—w
Vyjadiime integraly po jednotlivych tsecich kifivky a provedeme limitni pte-
chody R — oo, r — 0. (Proved'te v8echny kroky vypoc¢tu, i ty nejjednodussi,
které jsou v textu vynechany.)

—1 -1
lim / Bl / A C2 it Y
R—o00,r—0 zZ—Ww Z—Ww

Z/{l ul
w—r 1 R 1 00 1
lim /e(x)—dx+ /E(JU)_dx :P/e(x)—dm.
R—o00,r—0 - r—w " r—w R r—w

Vysledny integral je chapan ve smyslu hlavni hodnoty (viz odstavec 12.1.12).
Pro integral po pulkruznici Kg : z = Re', t € [0, 7], dz = iRe' plati
™

/(Z__l = R/[ Rel;t_l i] dt:/[e(Reit)_q dt.

Kr 0
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Vzhledem k piedpokladu limp ,oo(€(2) — 1) = 0 je tento integral v limité
pro R — 0 nulovy. Zbyva integral po pilkruznici K, : z = relt, t € [x, 0],
dz = ire’. Plati pro néj

0 0
: elz) -1 .. it _
71113% — dz = 1r/ [e(re ) — 1} dz = —im [e(w) — 1] .
™ s
Dosazenim do Cauchyovy véty dospivame k zévéru

e(w) — 7> / fa) =1 (13.27)

r — W

Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou stran rovnosti (13.27) do-

staneme
Rele(w) —1] = P/Izlfw
Ime(w)] = ——7?/ Ree(w) =14, (13.28)

Tento vysledek je velmi dilezity pro zpracovani optickcyh méfeni. Unamena,
ze redlnéd a imaginarn{ ¢ast komplexni dielektrické permitivity nejsou neza-
vislé. Znédme-li napifklad imaginarn{ ¢4st, miizeme redlnou v principu urcit.
Nakonec si jesté vSimnéme ¢arkované pllkruznice v obrazku 13.13. Je-li pro-
stfedi vodivé, neni jeho komplexni dielektrickd funkce definovana v bodé
z = 0. Proto i tento bod je tfeba pfi pouziti Cauchyovy véty ,obejit“.

Za ucelem ziskani dalsich praktickych vysledkt se nyni pokusime Cau-
chyovu vétu trochu zobecnit z hlediska pozadavki na funkci f(z). Vimneme
si lokalni Cauchyovy v p¥ipadé, kdy pfipustime, ze v n€jakém bodé& zy € D
je porusena holomorfnost této funkce, ne vsak jeji spojitost. Funkce je tedy
v bodé zy spojita, ale nemusi v ném mit derivaci. TH v principu odli§né
polohy bodu zy jsou zachyceny na obrazku 13.14. Pi{pad, kdy bod zg lezi
vné kiivky C (obréazek vlevo), tj. jeho index vzhledem k této kiivce je nu-
lovy, jsou splnény predpoklady (lokdlni) Cauchyovy véty na oblasti A C D,
ktera jiz bod zy neobsahuje. Dal3{ situace nastane, lezi-li bod zy piimo na
kfivce C. Oznacme Co Cast kruznice se stiedem v bodé zp a polomérem 7,
zvolenou tak, aby vznikla uzaviena ki¥ivka C; + Cy podle obrézku uprostied.
Vyjmeme-li z oblasti D kruh A; obsahujici bod zy tak, aby kfivka C; + Co
lezela v jednoduse souvislé oblasti D\ A1, budou pro tuto oblast opé&t splnény
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D D,=D\A D, =D\A,

= C, C

A . O
* Ly i/ ° "

C=Iin(1)(C1+C2) =C+K
r—

Obrazek 13.14: Poruseni holomorfnosti v bodé.

pozadavky Cauchyovy véty. Oblast D; sice neni jednoduSe souvisla, ale pro
v8echny body « nelezici v této oblasti (a specialné pro bod zg, o ktery jde)
plati Inde, 4¢42(c) = 0. Proto je integral z funkce f(z) po kiivee Coo +C+2
nulovy pro libovolné maly polomér kruznice Co, kterd tvoii ,,vyhybku* kolem
bodu zy. Pfedpokladejme, Ze kiivka C obiha oblast uvnitf jednou v kladném
smyslu. Totéz pak plati pro kifivku Cy + Co. Parametrické vyjadien{ kruznice
Cs je napiiklad o = x¢ + ret, y = yo +rell, t € [t1, ta], 21 < t1 > t3 > 0
(kruZnice je orientovana v zaporném smyslu). Plati

O:/;1+02f(z)dz:!f(z)dz—kclf(z)dz :Z.f(z)dz+irjf(reit) dt.

Provedeme odhad druhého integralu. VyuZzijeme pi¥i tom skutec¢nosti, ze funkce
f(2) je v bodé zy spojité, a proto je na jeho jistém okoli B(zg, ¢) ohrani-

Cend, tj. existuje ¢islo M tak, ze | f(z)] < M pro vSechny body z € B(zp, o).

Zvolme r < p. Pak plati

to
ir / f (reit) dt
t1

t
< r/tg ’f (reit)‘ < TM/2: rM(ty —t1).
t1

t1
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Limita druhého integralu pro r — 0 je tedy nulova. Nulova proto musi byt i
limita prvnfho integralu, tj.

O—hm f dz—/f

V poslednim p¥ipadé, kdy bod zg lezi uvnit¥ kfivky C, vyjmeme z oblasti
D kruh Ay = B(zp, 0) a aplikujeme globéalni Cauchyovu vétu na kiivku
I'=C+ K aoblast D\ Ag, kde K je kruznice o poloméru r > g, ktera obiha
bod 2y jednou v kladném smyslu. Plati

/f(z) dz = /f(z)dz
C K

Provedeme-li odhad integrilu po kruznici stejnym zptisobem jako po kiivce
Ca, s tim rozdilem, Ze nyni je t1 = 0 a to = 27, zjistime, Ze limita tohoto
integralu pro » — 0 (a souCasné s tim samoziejmé také o — 0) je nulova.
Jisté€ neni tfeba zvlast zdiuraznovat, ze zavér, platny pro jeden bod v oblasti
D, v némz funkce porusuje podminku holomorfnosti, je v ném v8ak spojité,
Ize rozsifit na kone¢ny pocet takovych bodi.

To, ze jsme v oblasti D pfipustili vyjimeény bod zy umozni odvodit velmi
uzite¢ny vzorec pro integralni vyjadieni funkénich hodnot holomorfni funkce.
Uvedeme a dokazeme jej v néasledujicim odstavci.

13.2.4 Holomorfni a regularni jsou synonyma!

Avizovany Cauchytv vzorec je jednoduchym p¥imym disledkem Cauchyovy
véty. Je klicem k dikazu ,zlatého h¥ebu® této kapitoly a jedné z nejzajima-
véjsich a ,nejprijemnéjsich“ vlastnosti holomornich funkei.

Véta 13.15 (Cauchytv vzorec): Necht D C C je jednoduse souvisld ob-

last, C uzavrend kFivka (jednorozmérnd singuldrni krychle, resp. Fetézec), a
f(2) holomorfni funkce v D. Pak na mnoziné D \ C plati

f(z)Inde(2) = o 1/g_zdﬁ (13.29)

[4

Dokazat tuto vétu bude vzhledem k ,pfipravé“ v pfedchozim odstavci velice
jednoduché. Definujme novou funkei ¢(&) vztahy

o) = {88 o cep c2

o = fl(z) pro &=z
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Vzhledem k holomorfnosti funkce f(z) v oblasti D je funkce ¢ v D také
holomorfni, s vyjimkou bodu £ = z, v némz je ale spojita (dovedete to zdi-
vodnit?). Ted se nam hodi Cauchyova véta doplnéné o moznost vyjime¢ného
bodu neholonomnosti integrované funkce. Diky ni plati

[e©de=o.
c

Po dosazeni za funkci (&) z jeji definice dostaneme

0= o [eleas =5 [HE=IE g
C

_%C
_ 1 1@ fz) pde 1 rfE .
_27ric/§—zd§_27ric/§—z_27ric/§—zd§ f(2) Inde(2),

odkud jiz Cauchytv vzorec pi¥imo plyne. Pro Ind¢(z) = 1 piedstavuje in-
tegral pfimo funkéni hodnotu funkce f(z). Cauchyuv vzorec plati také v
globalni podobé&: Budou-li splnény piedpoklady véty 13.13 (globalni Cau-
chyova véta), pak Cauchytv vzorec plati pro kazdou kiivku calC, splaujici
podminku Ind¢(a) = 0 pro v8echny body « nelezici v oblasti D.

A ted pfijde slibované zasadni véta. Jeji charakter je lokalni.

Véta 13.16 (Holomorfnost = regularnost): Funkci f(z) holomorfni v
oteviené mnozing D C CT lze v jistém okoli kaZdého bodu této mnoZiny
vyjddrit (stejnomérné konvergentni) mocninnou fadou (se stfedem v tomto

bodeé).

K dtkazu se bude hodit leva ¢ast obrazku 13.15. Zvolme v mnoziné D libo-
volné bod zy. Pak existuje otevieny kruh B(zg, R), ktery lezi v mnoziné D.
Oznacme K kruznici o poloméru r < R se stfedem v bodé zg, kterd obihd bod
20 jednou v kladném smyslu, tj. Indx(z) = 1 pro libovolny bod z € B(zy, r).
Pro kazdy takovy bod plati podle (13.29)

flz) = % / g(g)z dz.
K

V integrandu je mozné ,uvidét® soucet geometrické fady. Vzhledem k tomu,
7e |z — 20| < |€ — 20| pro libovolny bod & lezici na integra¢ni kruznici, totiz

plati

I 1 1 I 1 & (z—20\" & (z—20)"
5—2_(5—30)—(2—20)_f—zol—z_zg_€—ZOZ<§—ZO> _Z(f—zo)”“'
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K
B(ZO,R) : o °
D » 4
o B(z,, 1)

e ... body mnoZiny N,

Obrazek 13.15: Holomorfn{ funkce je reguldrni — k dikazu.

Dosadime do Cauchyova vzorce a zaménime sumaci za integraci (to je umoz-
néno lokélni stejnomérnou konvergenci geometrické fady). Dostaneme

271'1 L/ n+1 df] (2 = 20)",

S — | 1 f€)
(z—20)" = f/idé’ (z—2z0)". (13.30)
Funkci f(z) jsme tedy v okoli B(zg, r) vyjadiili lokélné stejnomérné konver-
gentni Fadou, pro jejiz koeficienty jsme vyjadfili integralni vztahy. Funkce
f(2) je tedy regularni. Soucasné v8ak vime, %e mocninnou fadou regularni
funkce je fada Taylorova. Ta také konverguje lokalné stejnomérné. Jeji koe-

ficienty n!f (")(20) musi byt rovny pravé ziskanym koeficientim c¢,,, proto

F™(

(13.31)

Pozn. 1: Pokud kruznice K obihd bod zy vickrat, objevi se na levé strané
vzorce (13.31) jesté Indi(2o).
Pozn. 2: Integracni kiivkou nemusi byt nutné kruznice. Tu jsme zvolili pro
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zjednoduseni dilkazu. Vzorec bude platit i v p¥ipadé, ze budeme integrovat
po obecné zvolené uzaviené kiivece lezici v B(zg, R).

Vztah (13.31) se nazyva zobecnény Cauchyiiv vzorec. VSimnéte si, jak muze
byt uziteény: integraly typu pravé strany, dokonce po libovolné kiivce lezict
v B(zg, R), vibec nemusime pocitat! Staci ur¢it funkéni hodnotu na levé
strané vzorce.

Cauchyovu vétu Ize také ,obratit*. Ale jak? Lokalni Cauchyova véta fika,
ze integral z funkce, které je holomorfni na jednoduse souvislé oblasti D, po
uzaviené kiivce lezici v této oblasti (a samoziejmé spliiujici pozadavky na
to, aby mohla byt integra¢nim oborem) je nulovy. Znamena to, Zze bude-
li integral z funkce f(z) po libovolné takové kiivce nulovy, muzeme si byt
jisti, ze je funkce holomorfni? Je to tak. O funkci f(z) pochopitelné néco
pfedpokladat musime, abychom existenci integralu zajistili. Dostate¢nym
pozadavkem je spojitost. Ukazeme, Ze pak také staci, aby integral byl nulovy
pro hranici libovolného trojuhelnika lezictho v dané oblasti. Disledkem je
holomorfnost funkce f(z) v oblasti D. Pokusme se k tomuto zavéru dospét.
Omezme se pro jednoduchost na p¥ipad, kdy je oblast D konvexni. Je to
specialni pfipad jednoduSe souvislé oblasti. (Roz8ifeni platnosti vysledku na
libovolnou otevienou mnozinu je snadné). Zvolme bod z; € D libovolné.
Vzhledem k predpokladané konvexnosti obsahuje mnozina D také tsecku
[21, 2] spojujici bod z; s libovolnym bodem z € D. Definujme na D funkci

Fe) = [ 5@

[Zlfz]

Dokézeme nejprve, ze funkce F(z) je holomorfni. Zvolme v D dalsi libovolny
bod zp. pak v D lezi cely trojuhelnik s vrcholy z1, 2z a 2. Oznacme jej A a
predpokladejme, ze integral z funkce f(z) po jeho hranici OA je nulovy. Pak

0= [ = [ s d€+/f yac+ [ £
OA [2,20]

[#1,2] [z0,21]

9+ [ 1946 F) = [ 1€)dE = F(z) - Flzo).
[2,20] [20,2]

Chvili poéitejme vyraz, ktery povede k zavéru o holomorfnosti funkce F'(z):

Flz) = Flz0) f(z0) =

z—20) z—zo[

[ 1@ 22

20,2]
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Nyni uplatnime predpoklad spojitosti funkce f. Plyne z ni, Ze pro libovolné
e > 0 existuje § > 0 tak, ze f(B(z0, 6)) C B(f(20), ), neboli pro kazdou
hodnotu proménné &, pro kterou je |£ — 29 < d plati |f(€) — f(z0)| < e. Pro
takova £ je proto

1
<m / f(§)d¢| <

20,2

1

<
|z — 2|

1
[ 1O - rollas < = [ eds=e

[ZO ,Z] [ZO ,Z}

7 definice limity a definice derivace funkce hned plyne

F(z0) = lim L&) = F(z0)

= = f(z0) = F'(z0).

Vzhledem k tomu, Ze bod z;nD byl zvolen libovolng, je ziejmé, ze funkce
F(2) je v D holomorfni. Diky vété 13.15 v8ak uz vime, Ze holomorfni funkce
je také regularni, tj. mé& derivace vSech tada. proto i jeji derivace, kterou
je pravé funkce f(z), je holomorfni. Avizovali jsme snadné zobecnéni tohoto
vysledku na libovolnou otevienou mnozinu. Kazda oteviend mnozZina totiz
s kazdym svym bodem obsahuje také né&jaké jeho kruhové okoli. A kruhova
okoli bodu jsou konvexni mnoziny. (Jesté si toto zobecnéni sami poiadné
promyslete.) Vysledek formulujeme v néasledujici vété.

Véta 13.17 (Morerova): Predpokldidejme, Ze funkce f(z) je spojitd na ote-
viené mnoziné D. Je-li integrdl z této funkce po hranici libovolného trojihel-

NI

nika leZictho v D nulovy, je funkce f(z) v D holomorfni.

Muze se zdat, ze Morerova véta k ni¢emu neni. NemuZeme prece provérovat
integraly po vSech moznych trojihelnicich. Samoziejmé, Ze ne. Mize vSak
nastat situace, kdy pro konkrétné zadanou funkce f(z) zapiSeme jeji integral
po obecné zvoleném trojuhelniku a uvidime, Ze je nulovy. Morerovy véty s
vyhodou vyuzijeme v nasledujicim odstavci k zavedeni matematicky a fyzi-
kalné veledillezité funkce I'(z) nazyvané gama-funkce.

13.2.5 Véta o jednoznaé¢nosti, holomorfni rozsifeni, elemen-

tarni funkce

Véta o jednoznacnosti je zasadnim obecnym tvrzenim s velmi praktickym
vyuzitim v konkrétnich p¥ipadech. Casto totiz potiebujeme rozsitit defini¢ni
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obor znamych realnych funkci realné proménné do komplexniho oboru. Po-
kud se to povede tak, aby rozsifené funkce byla na novém defini¢nim oboru
(oblasti v komplexni roviné) holomorfni, zarucuje véta o jednoznac¢nosti, ze
toto rozSifeni je jediné. Zvlasté uziteéné je to v pripadé, ze redlnou funkci
redlné proménné umime zapsat pomoci stejnomérné konvergentn{ mocninné
fady (se stfedem v bodé zy a polomérem konvergence R). Stali pak pro-
vést zaménu x — z a holomorfn{ rozsifeni je hotovo. Takto lze zavést zcela
korektni definice znamych elementérnich funkei (exponenciala, funkce sinus,
kosinus, hyperbolicky sinus a kosinus, ...) a dalgich funkci. Obecnou verzi
véty o jednoznacnosti nyni formulujeme.

Véta 13.18 (o jednoznacnosti): Necht funkce f(z) je holomorfni v oblasti
D (souvislost mnoziny D je podstatnd!). Oznac¢me Ny mnoZinu viech nulo-
vgch bodi funkce f(z) leZicich v D, tj. Ny = {z € D| f(z) = 0}. Pak nastane
praveé jedna z mozZnosti:

o Ny =D, tj. funkce f(2) je identicky nulovd v D.

e MnoZina Ny nemd v D Zddngj hromadngj bod. V tomto p¥ipadé je mno-
zZina Ny nejvijse spocelnd a ke kaZdému jejimu bodu zg € Ny existuje
jednoznaéné prirozené ¢islo m = m(zo) tak, Ze plati

f(z) = (2= 20)"9(2), z€D,

kde g(z) je holomorfni funkce, pro kterou je g(zop) # 0.

Cislo m = m(z) se nazyva nasobnost nulového bodu (kofenu) zo funkce
12).

Uvédomme si hloubku tvrzen{ obsazeného ve vété 13.18. Znamena, ze nu-
lové body funkce holomorfni v oblasti (souvislé oteviené mnozingé) jsou bud
izolované (néco jako ,noty na buben“), nebo je funkce nulova celé mnozingé
D. Nic ,mezi tim“ neexistuje. Neni tFeba mozné, aby nulové body holomorfni
funkce vyplnily néjakou k¥ivku v D.

Pustme se do diikazu véty. Figuruji v ni hromadné body mnoziny Ny,
které lezi v D. Ozna¢me A mnoZzinu viech téchto bodii. Ukdzeme, Ze A C Ny,
tj. funkce musi byt nulova i v hromadnych bodech mnoziny Ny leZicich v D.
(Mtze byt samoziejmé nulové i v bodech mnoziny Ny mimo mnozinu A, ale
takové body budou izolované). Zvolme tedy libovolny bod a € A. Sporem
dokazeme, ze f(a) = 0. Pfedpokladejme, 7e f(a) # 0. Pak v jakkoli malém
okoli bodu a lezi alespon jeden bod z, pro ktery je f(z) = 0, takze |f(z) —
f(a)| = |f(a)|. Plyne to ze skutecnosti, ze a je hromadny bod mnoziny N.
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Predpoklad f(a) # 0 je v rozporu se spojitosti funkce: v definici spojitosti
by stacilo volit tfeba e = | f(a)|. (Opét tento zavér dobfe promyslete.)

Zvolme nyni libovolné bod zy € Ny. Funkce f(z) je regularni (nebot je
holomorfni), proto existuje okoli B(zp, r), v némZ ji lze vyjadfit stejnomérné
konvergentni mocninnou fadou se stfedem v bodé zy. Zvolme toto okoli tak,
aby B(zo, r) C D (obrazek 13.15 vpravo). Plati

o0

flz) = Z en(z—20)", 2z € Bz, 1).

n=0
Jsou dvé moznosti tykajici se koeficientt Fady:
e ¢, =0 pro v8echna n € N U {0},
e neplati pfedchozi, tj. nékteré koeficienty fady jsou nenulové.

V prvém piipadé je funkce f(z) identicky nulova v kruhovém okoli B(zg, )
bodu zp. V druhém piipadé oznaéme m = m(zp) nejmensi index, pro ktery
je koeficient fady nenulovy, tj. co = -+ = ¢—1 = 0, ¢, # 0. Znamena to, 7e
v B(zp, r) plati

F2)= Y ealz = 20)" = (2= 20)™ Y eapmlz — 20)" = (= — 20)" 9(2).
n=m n=0

Jako novou funkci g(z) jsme oznacili

9(z) = i Cntm(z — 20)".
n=0

Tato funkce je holomorfni (jak to vime?) a plati pro ni

9(z) = (2 =20)"" f(2) pro z # 20, g(20) = cm # 0.

Ze spojitosti funkce g(z) plyne, ze existuje kruhové okoli B(zp, 0) C B(zo, 7)
bodu zg tak, Ze v nému funkce g(z) jesté ,vydrzi“ byt nenulova. ProtoZe je
f(z) = (2 —20)™g(2), je funkce f(z) nenulova v prstencovém okoli P(zp, 0)
bodu 2. Bod 2 je tedy izolovanym bodem mnoziny N (od ostatnich nulo-
vych bodu funkee f(z) je ,oddélen* prstencem P(zp, 0)).

A ted pfijde rozhodujici tivaha, kterd povede k zavéru, ze mnozina Ny
obsahuje bud samé izolované body, nebo ma v D alespoii jeden hromadny
bod a v takové piipadé je totozna s mnozinou D. Pravé v této ¢asti dikazu
vyuzijeme predpokladané souvislosti mnoziny D. Prozkoumejme vlastnosti
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mnoziny A. Oznacili jsme tak mnozinu vSech hromadnych bodi mnoziny Ny
lezicich v D a zjistili jsme o ni, Ze je podmnoZinou mnoZiny Ny samotné.
Zvolme libovolny bod mnoziny A. Je to nulovy bod funkce, ktery v8ak neni
bodem izolovanym. Proto existuje jeho oteviené kruhové okoli, které celé
lezi v mnozing A. Mnozina A je tedy oteviend. Oznacime-li A’ mnozinu
uplné vSech hromadnych bodé mnoziny Ny (nékteré z nich nemuseji lezet
v mnoziné D), mtzeme si byt jisti, ze je uzaviena (to je obecna vlastnost
mnoziny v8ech hromadnych bodd jakékoli mnoziny). Plati A = A’ N D, a
soucCasné

D\A=D\(AND)=D\4,

coz je ov8em oteviend mnozina. Déle plati
D=DU(A\A), An(D\A) =0.

Mnozina D je tedy sjednocenim dvou disjunktnich mnozin, konkrétné A a
D\ A. Zaroven je v8ak souvisla (je to oblast). Tyto dvé vlastnosti jdou
dohromady jen ve dvou krajnich pfipadech:

e A=D, D\ A=0, odkud Ny = D, a proto f(z) =0 na D,

e A = (), tj. mnozina Ny je tvofena samyni izolovanymi body (je proto
spoCetnd), a také nema v D zadné hromadné body.

Jednoduchym, avsak dilezitym disledkem véty o jednoznacnosti je skutec-
nost, ze splyvaji-li hodnoty holomorfnich funkci f(z) a g(z) na jisté pod-
mnoziné N oblasti D, a mé-li mnozina N v D alespoii jeden hromadny bod,
pak jsou funkce f(z) a g(z) identické na D. Vzhledem k témto sympatickym
vlastnostem holomorfnich funkc{ na oblastech mé smysl definovat pojem tzv.
holomorfniho rozsifeni funkce.

Predpokladejme, ze funkce f(z) je definovana na podmnoziné E oblasti D.
Holomorfnim rozsirenim funkce f(z) na oblast D nazveme takovou funkci
F(2) holomorfni v D, jejiz hodnoty na mnoZing E splyvaji s hodnotami
vychozi funkce f(z), tj. F(2)|g = f(2).

Existenci holomorfniho roz§iteni nam zadné véta nezarucuje. Pokud v8ak
holomorfni rozsifeni funkce f(z) na oblast D existuje a zaroven plati, ze
mnoZina £ méa v D alespon jeden hromadny bod, pak je toto holomorfni
rozsifeni uréeno jednoznacné. A to je velmi silny vysledek. Umoznuje totiz
holomorfné rozgifit funkce zadané na realné ose, jejich podintervalech, nebo
tfeba i libovolnych otevienych podmnozinich, stejnomérné konvergentnimi
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fadami, do oblasti komplexni roviny. Intervaly realnych ¢éisel, popfipadé ote-
viené podmnoziny realné osy maji totiz v oblastech komplexni roviny, které
je obsahuji, hromadné body. Dokonce vSechny body intervalt ¢i otevienych
podmnozin realné osy jsou jejich hromadnymi body v C. V takovych piipa-
dech sta¢i vzit Taylorovu fadu vychozi realné funkce realné proménné f(x)
a provést zdménu z — z. Nékteré elementarni funkce, konkrétné e?, cos z,
sin z, cosh z, sinh z, jsme sice jiz stejnomérné konvergentnimi fadami defi-
novali v odstavei 13.1.3 (piiklad 13.9), teprve nyni vSak mame jistotu, Zze
jiné holomorfni funkce, jejichz hodnoty na reilné ose splynou s hodnotami
,zdrojovych® realnych funkei readlné proménné, neexistuji. Dtsledkem zadani
funkci roz§itenim Taylorovych fad z realné osy do oblasti komplexni roviny
je také skute¢nost, ze formalni vzorce pro jejich derivace jsou stejné jako
vzorce pro derivace odpovidajicich redlnych funkci redlné proménné. Stejno-
mérné konvergentni fady totiz miZeme derivovat ¢len po ¢lenu a to, jak se
oznacuje proménnd, neni pro tuto proceduru dulezité. Zachovaji se napriklad
také v8echny souctové vzorce pro rozsiteni goniometrickych funkci, apod. V
nésledujicich prikladech si vSimneme nékterych elementarnich funkci jesté
trochu podrobnéji nez v odstavci 13.1.3.

Piiklad 13.21: Exponenciala, sinus, kosinus
Funkce zadana Fadou

je (jednozna¢né urc¢enym) holomorfnim rozsifenim realné exponenciély e* z
realné osy do (nezorgifené) Gaussovy roviny C. Shrneme vlastnosti funkce
e?, z = x + iy. Jednoduchymi vypocty si je miZete snadno ovéfit.

e Plati e7% = e¢ - %, |e*| = e”.

e Rovnice * = A ma pro kazdé komplexni ¢islo A # 0 nekone¢né mnoho
fegeni. Tato FeSeni jsou tvaru x = In|A|, y = Arg A + 2kn, k € Z. Pro
A = 0 Nema rovnice FeSeni.

e Funkce e je periodicka s periodou 27i (viz obrazek 13.16).
e Plati [¢?] = ¢* pro z € C.

e Funkce e neni regularni (holomorfni) v nekone¢nu, nebot funkce e~¢
neni regularni v bodé ¢ = 0. Nemé tam dokonce ani limitu. Plati

limg_0, ge[0,00) = 00, Mg, ge(—c0,0 = 0.
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Y oblasti jednolistosti Y4
671 +
4ri + N\
2ri + \
IR "X “dr—2r | 2zdr X
—27i
exponenciala sinus, kosinus

Obréazek 13.16: K vlastnostem exponencidly, sinu a kosinu.

Funkce zadané radami

1 0 22k+1

: I S R - _1\k
sinz = o (e e )—kz:o( 1) CrEI
1 iz —iz - Z2k
cosz =5 (e +e ) = kz:%(—l)k(zk)!

predstavuji holomorfni rozgifeni funkci sinx a cosx z realné osy do C. Né-
které vlastnosti:

e Plati vSechny souc¢tové vzorce odvozené pro sinus a kosinus realné pro-
meénné.

e Rovnice sinz = A méa pro kazdé A € C nekone¢né mnoho feSeni:

1., . : .
51(@2 —e ) = A = € 246 —1=0, kde & = e,
Tato rovnice mé dva kofeny &1, &2, pro které je £1&2 = —1. Oba kofeny
jsou proto nenulové. Z vlastnosti exponencidly je vSak ziejmé, ze kazda

z rovnic €% = &7, resp. €% = & ma nekoneéné mnoho feeni.

e Funkce muiZze nabyvat nulové hodnoty pouze pro y = 0. Z rovnosti
sin z = 0 totiz plyne e*~¥ = e~ ¥*+¥_ Pfechodem k absolutnim hodno-
tam dostaneme e¥ = e~Y. Tato rovnost plati jediné pro y = 0. Nulovych
hodnot nabyva sinus v bodech z = k.
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e Funkce sin z je periodickd s periodou 27 na reélné ose (oblasti jedno-
listosti jsou vyznaceny na obr. 13.16).

e Funkce sin z neni regularni (holomorfni) v nekone¢nu, neexistuje ani
limita lim,_, Sin z.

Vlastnosti funkce koisnus jsou zcela analogické — formulujte je sami.
Funkce tangens a kotangens jsou definovany formalné stejné jako v real-
ném oboru, tj.

e Opét plati vSechny znamé soutové vzorce.

e Funkce tangens je regularni v C s vyjimkou bodii, v nichZ neni defi-
novéna, tj. bodi z = § + km, funkce kotangens je rovnéz regularni, s
vyjimkou bodl z = k.

e Funkce tangens a kotangens jsou periodické s periodou .

e Plati |tg (z +ily —1i] = provedte). Déle je

‘1_‘672i2| §1+‘ef2iz”

S ‘1 + ‘efZiz’

1 S 1 S 1
[1—e2y| = |1+e?| — 1+e2’
< 2
T 1 e

mg tg (z +iy) — 1

2~ 2~

mﬁhg(ﬂf—ﬁy)—ﬂ ST o

5y Y>>0,

a podobné
2y 202V
— < It | < —
T+ Sl i< 7oy

Odtud dostaneme

y < 0.

lim tgz =i, lim tgz= —i.
Y—00 Y——00

e Podobné dostaneme

lim cotgz = —i, lim cotgz =1i.
Y—r00 Yy—+—00

Uvedené vztahy plati pro libovolné x.
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Piiklad 13.22: Funkce Gama
Eulerova funkce Gama je dulezitou funkci i z hlediska fyzikalnich aplikaci. V
re4lném oboru neni zadana fadou, ale integralem

I'(z) = /tf”*l e tdt, x>0.
0

Pokusime se ji holomorfné prodlouzit do co nejvétsi ¢asti Gaussovy roviny.
V realném oboru plati pro t > 0 vztah t*~! = =Dt Zamenime = — z,
z € C a dostaneme

ol =elEDIt b > 0.

Ted muzeme piepsat vychozi integral jako funkei proménné z,

o0

I'(z) = /t'z—l e tdt.

0

Tim jsme funkci I'(z) formalné prodlouzili na oblast C. Jen nevime, jak se
integral chovd — zda konverguje v celé Gaussové rovin€ ¢ nikoli, a zda je
funkce I'(z), kterou definuje, na mnoziné konvergence holomorfni. Integral je
nevlastn{ vlivem jak dolni, tak horni meze. V p¥ipadé horni meze se jedna
o nevlastni integral prvniho typu (neohrani¢eny integra¢ni obor), v p¥ipadé
dolni meze o nevlastni integral druhého typu (neohraniceny integrand), viz
odstavec 12.1.12. Nejprve zavedeme funkci ', 4 (2) vztahem

b
Lo (2) = / t*letdt, 0<a<b

a

a budeme studovat, jak se chova pro a — 0 a b — oo. Funkce t* le™!
je pro kazdou kladnou hodnotu t regularni v C a spojita v kazdém bodé
(z,t) € C x Ry. Funkce I'yy(2) je spojita v C. Zvolme v C libovolny
trojuhelnik A. Plati

) b b
8£F[a,b](z)dz:/ [/t s 104 dz:/L/t le dz] dt.

0A La a A

Vzhledem k tomu, Ze vnitini integral je nulovy (integrand je holomorfni
funkce a kfivka 0A je uzaviena), plati [ T'(43(2) dz = 0. Podle Morerovy
0A
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véty je funkce I'f, 3)(2) holomorfni v C. Rozdélme nevlastni integrél

o0

L(z)= lim Ta4(2) = /tz_l e ldt

a—0,b—00
0

na soucet

o0

1
I'(z) = /tz_l et dt + /tz_l e ldt = a(2) + B(2).
0 1

To proto, abychom mohli zvlast studovat dva nevlastni integraly, kazdy vSak
pouze v jedné mezi. Zabyvejme se nejprve funkci 5(z). Zvolme R > 0. Pro
z=x+iy,z < Rat>1plati [t*Le | =t*"tet <th-le t

b b
/t'z*le*tdt g/
1 1

pro libovolné b > 1. Tato nerovnost zistane zachovéna i v limité b — oo.
Limita

b
tzfle*t’ dt < /t’“e*t dt
0

b

lim [ t® e tdt
b—o00

konverguje, nebot pokles funkce e~! k nule s rostoucim ¢ je rychlejii nez rist
libovolné mocniny (v nasem piipadé t#~1). Integral definujici funkci B(z2)
tedy konverguje (stejnomérné) v kazdé poloroviné z < R Gaussovy roviny, a
protoze R bylo zvoleno libovolné, konverguje v celé Gaussové roving.

Nyni se zabyvejme funkeci a(z). Zvolme libovolné § > 0. Pro = > § plati
[t*~le7t < t0-1e=t < 9-1 Proto

1

/tHefldt

a

1 1
1
lim < lim/\tz’le’l\dt < lim/t‘sfldt =
a—0 a—0 a—0 1)
a a
Integral vyjadiujici funkci az) konverguje v poloroviné z < 0, nebot ¢islo ¢
bylo zvoleno libovolné (malé). V této poloroviné je funkce «(z) holomorfni.

1
Lze ukdzat, e mimo tuto polorovinu integral [¢*~!e~!dt nekonverguje.
a

Dalgi ivahy tykajici funkce a(z) jsou nestandardni. Vyjadiime funkci e !
fadou,
oo n
—t (_1) n
e = Z o t".

n=0
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Tato Ffada konverguje stejnomérné na R, ndm ale staci jeji stejnomérna kon-
vergence na intervalu [0, 1]. Funkci a(z) muZeme povazovat za prodlouzeni
funkce a(x), x > 1, ziskané zdménou x — z do néjake ¢asti Gaussovy roviny.
Pro¢ prodluzujeme zrovna funkci a(z) pr & > 1?7 ProtoZze pro tento piipad
integral snadno spocitame. MaZzeme totiz ¢leny fady vyjadiujici funkei e~
vynasobit funkci #*~!, kterd je na intervalu [0, 1] v p¥ipadé = > 1 spojita, a
pak integrovat ¢len po ¢lenu:

o0

1

x—1 n n+x—1

/t Z _tdt Z/ n't+ dt =

0 n=07

s
(n+ z)n!’

0 n=0

x> 1.

o] _1)n
ZEJ@H&Wﬂ

Zaménime-li nyni x — z, dostaneme holomorfni funkci a(z) ve tvaru fady

) _1)n
alz) = nz:% (n(-i- z))n!’

stejnomérné konverguje konvergentni v kazdé ohrani¢ené podmnoziné Gaus-
sovy roviny C, kterd neobsahuje zadny z bodt z = 0, —1, —2, .... Protoze
defini¢ni obor fady vyjadiujici a(z) pro > 1 mé hromadné body v C, je
toto holomorfn{ prodlouzeni urceno jednoznalné.

Je ddno vztahem

S G
n= 1

V bodech z =0, —1, —2, ... ma funkce I'(2) limitu oco.

Priklad 13.23: Véta, kterd se nam bude hodit

V nékterém z dalsich odstavcil se budeme zabyvat Laplaceovou transformaci
a vyuzivat ji k odvozeni vlastnosti nékterych funkci s fyzikalnim vyznamem.
Bude se nam hodit nasledujici tvrzeni, které je zaloZeno na jednoznacnosti
holomorfniho prodlouzeni funkce. Predpokladejme, Ze

o f(t) je komplexni funkce realné proménné ¢ definovand na intervalu
t € [0, oo skoro v8ude, tj. s moznou vyjimkou zanedbatelné mnoziny,

e pro viechna x € (—o0, 0o) konverguje absolutné integral

= [rwear . [1rmla <.
0 0
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(fikame, ze funkce f(t) je absolutné integrabilni na intervalu [0, ool),
c) existuje interval [a, b] C R tak, ze F'(x) =0 na |[a, b].

Pak funkce F(z) je identicky nulova na R. Samo tvrzeni uz naznacuje,
7e ziejmé bude dusledkem véty o jednoznacnosti. Dokazeme je. Definujme
funkci komplexn{ proménné z = x + iy vztahem

G(z) = / £(6) ¢ dt.
0

Funkce F'(z) je jeji restrikci na redlnou osu, f(x) = G(z)|r. Zabyvejme se
funkei G(z) jen v horni poloroviné Gaussovy roviny, Cp = {z € C|Imz >
0}. Provedme odhad jejiho defini¢niho integralu:

/ f(t) e dt
0

< [lrweta < [1rwletae< [1r0)de
0 0 0

Integral G(z) konverguje v dolni poloroviné dokonce absolutné (piedpoklad
b)). Ozna¢me dale fi(t), resp. fa(t) redlnou, resp. imaginarni ¢ast funkce
f(t). Vyjadiime redlnou a imaginarni ¢ast funkce G(z2) = u(z, y) + iv(z, y)
(proved'te vypocet krok za krokem):

u(z, y) = / [f1(t) cos at — fo(t) sinat] eV dt,
0

v(x, y) = [ [fi(t)sinat + fo(w)coswt] e ¥ dt.

Pfimym vypoctem snadno zjistime, ze funkce u(zx, y) a v(z, y) spliji Cauchyovy-
Riemannovy podminky (tiloha 7 ve cviceni 13.2.6). Jejich diferencovatelnost
vyplyva z jejich definice a konvergence integralti. Znamena to, ze funkce G(z)
je holomorfni. Je holomorfnim rozgifenim funkce F'(x) z realné osy do Cy,.
Realna osa mé ovSem v oblasti Cj, hromadné body (dokonce kazdy bod re-
alné osy je jejim hromadnym bodem lezicim v Cj,). Holomorfni rozsiteni G(z)
funkce F(z) je proto urceno jednoznaténé (disledek véty o jednoznacnosti).
Podle predpokladu ¢) je v8ak funkce G(z) nulova ve vSech bodech z = =z,
x € [a, b]. také tento interval mé v Cj hromadné body (opét vsechny, i kdyz
by stacil jeden). Podle véty o jednozna¢nosti je G(z) =0 v Cy, a tedy i na
celé realné ose.
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PoloZzme si jesté otazku, zda bychom mohli integraéni obor v defini¢nim
vztahu pro funkci F'(x) rozsifit na celou realnou osu, tj definovat F(z) jako

00 0 00
= /f(t)emdt: /f(t)emdwr/f(t)emdt.
—0o0 — 0

Pomoci odhadii zjistime (provedte podrobné), ze plati nerovnosti

0 0
L f(t) e dt S/If(t)ldt pro y >0,

/f(t)eitht S/\f(t)\dt pro y <0.
0 0

Kazdy z obou interalt konverguje na jiné oblasti, konvergence obou souc¢asné
je zajisténa jen pro y = 0, tj. na redlné ose. Existence holomorfniho roz§ifeni
funkce F'(z) na néjakou oblast Gaussovy roviny proto neni zajisténa.

Piiklad 13.24: Odhady na kruznici, aneb je§té nékolik uzite¢nych vlast-
nosti holomorfnich funkci
Nyni si v§imneme chovani holomorfnich (regularnich) funkei p¥i jejich re-
strikci na kruZnici lezici v oboru konvergence. Zjistime, ze holomorfni funkce,
ktera je ohranifend, nemd uz jinou moZnost, nez byt konstantni. Je to pte-
kvapivé, ale u holomorfnich funkci jsme uz na ptekvapeni zvykli.

Uvazujme o holomorfni (regularni) funkci f(2), kterd je v kruhu B(zo, R)
déana (stejnomérné konvergentni) mocninnou fadou f(2z) = >_.02en (2—20)".
Zvolme kruznici K se stfedem v bodé zg o poloméru r < R, tj.

K:00,27] 3t — 2(t) =z +ref € C

a sledujme chovani funkce v jejich bodech. Dokazeme vztah

2

1
T/If(zwret 2 dt = Z\an o, (13.33)
T
0

Plati
fzo—i—re Zc re mt

|f(z0 + 7> = Z Z Cnclyy 7T el

n=0m=0
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2m 2m
/\f(zo—i-re )2 dt = Z Z cnch, r"+m/ i(n=m)t q¢.

P1i dpraveé integralu jsme vyuzili stejnomérné konvergence fady a integrovali
ji ¢len po ¢lenu. Integral vypocteme nejprve pro n # m. Plati

2m i(n— 2m
/ gitn—myt g _ ST
J i(n—m)|,
Pro m = n je integral roven 27. Odtud
2m 00
/ Flzo+ret)2dt =213 Jenl? 72,
0 n=0

Dostali jsme skutetné vztah (13.33). Dale pfedpokladejme, ze funkce f(2)
je holomorfni v celé nerozgifené Gaussové roving, a ze je navic ohranicend.
Existuje tedy ¢islo M tak, ze |f(z)| < M pro vSechna z € C. Aplikujeme-li
vztah (13.33) na piipad zg = 0, dostaneme pro libovolnou hodnotu r > 0

odhad
27 M2 2
3 feal?r2" = o [roepars o [ar=ar
o 27 27
0 0
> len? r? < M2, (13.34)
n=0

Tento vztah lze pro libovolnou hodnotu r splnit jen tak, Ze vSechny koe-
ficienty fady budou nulové, nejvyge s vyjimkou cy. To ovSem znamené, Ze
funkce f(z) je konstantni, jak jsme avizovalil Tento vysledek je obsahem
tvrzen{ zvaného

Liouvillova véta: Kazda holomorfni a ohranicena funkce f(z) v C je kon-
statni.

Vzorec (13.33) lze vyuzit k dikazu dalsiho dtilezitého tvrzeni. Je to

Véta o mazimu modulu. Piedpokladejme, ze funkce f(z) je holomorfni v
oblasti D a B(zg, R) C D. Zvolme r < R. Pak

|f(20)] < max {|f(z0 +re®)||t € [0, 2]} (13.35)
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Piedpokladdme-li opak, tj. |f(20)| > |f(20 + 7 e')| pro libovolné t € [0, 27,
dostaneme pouZzitim (13.33)

2w
1

Zicm?r%:%/uveﬂdm—/|f ) dt = [0 = el

Dospéli jsme ke sporu, plati tedy (13.35). Rovnost v tomto vztahu nastane
v pripadé, ze vSechny koeficienty, pocinaje c1, jsou nulové. Pak na celém
kruhu B(zo, r) plati f(z) = co = f(20). Protoze kruh B(zg, r) ma v oblasti
D hromadné body, plati podle véty o jednoznacnosti rovnost f(z) = f(20)
na celé oblasti D.

A jesté jeden uzitetny odhad tykajici se holomorfni funkce ohrani¢ené na
jistém uzavieném kruhu B(zg, R): vztah (13.34) plati pro libovolnou hod-
notu r < R, proto musi zistat v platnosti i pro 7 = R (umite to zduvodnit?).
Funkce je vSak v B(zp, R) také holomofrni, takze pro koeficienty ¢, plati
Cn = %f(”)(zo). Odtud dostavame tzv.

Cauchytiv odhad
n!M

f(”)(Zo) < o

(13.36)

13.2.6 Cviceni

1. Holomorfni funkce f(z) je zadéna ve tvaru f(z) = U(r, ¢)+iV (r, ¢), kde
z = rel?. Odvodte Cauchyovy-Riemannovy podminka pro %({, 82, %‘7{ g‘;
Navod: U(r, ¢) = u(rcos g, rsinp), V(r, ¢) = v(rcos g, rsiny)

v, LoV __ oU 09U __ oV
VySledek. % = TW’ % = _TW

2. Holomorfni funkce f(z) je zadana ve tvaru f(z) = Z(r, gp)eiw(’:’ 2 kde
z = rel?. Odvodte Cauchyovy-Riemannovy podminka pro %—f, g—i, ?qu a %.
Navod: U(r, ) Z(?" ) cost(r, )7 Vi(r, o) = Z(r, p)sing(r, @),

Vysledek: r Z%, gTo —rZ—

3. Urlete holomorfni funkci f(z), je-li dano (oznaceni pouzijte z p¥iklada
13.13 a 13.14 a z uloh 2 a 3 tohoto cvi¢eni, f je funkce dvou proménnych x
ay).

a) v(z, y) = —32% + 397 + 2y,

b) u(z, y) = e®(xcosy — ysinz) + 2sinzsinhy + 2® — 322y + v,
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C) 7)(1,‘, y) :3—’_‘7:2 :yQ_W’
v(z, y) = In (2% +y?) + z — 2y,
R(z, y) = " (2 + ¢?),

=e"(zrcosy — ysiny) — 795211;2’

Vysledky: a); b); ¢); d); e) f(z) = €©22e* C € R; f) f(z2) = Az¢e?,
A > 0; g); h); 1); j); k); 1); m); n); 0); p) f(2) = 2> +2 41K, K € R;
q) f(z)=ze* — . +iK, K € R; 1) f(2) = (14+1i)z-3i+ K, K € R; s)

f(2) =sinz —coshz + K, K € R.

4. Dokazte vztah =" = S gh=1pn—k Ktery jsme pouzili pii odvozeni
a—b k=1 ) Yyl p p

véty 13.11.
n_pn _ mn__ o .
Navod: Upravte vyraz na tvar “a_g =b" 11)},7_11, kde p = ¢ a uvédomte si,
o . ~ , ~ o . " .
7€ Vyraz pp_ll je sou¢tem prvnich n ¢lend geometrické posloupnosti.

5. Zapiste Taylorovu fadu nasledujicich funkci se stfedem zy nejprve obecné,
potom pro konkrétné zadané body zg. Vzdy urete obor konvergence (stied
a polomér, tj. B(zo, R)).
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a) f(z)= ﬁ, 20 = —1, z9g = 2i, 29 = 00,

b) f(z) = 222_273_;12, 20 =1, 20 = —1, 29 = o0,
2_ i .

c) f(z):fé,T%,zozl, 20 = —i, 29 = o0,

d) f(2)2m720:07

e) f(z) = m, 20 =0, zp = —i, 29 = 0,
f) f(z):W%, =0,20=1,20=-2,20=
8) f(2) = g 20 =0, 20 =1, 20 = 00
h) f(2)=22-32+1,20=0,20=1, 20 =1 —1,
i) f(z) =coshz, zo =0,
j) f(z) =sinhz, zyp =0,
k) f(z) =sin?z, z =0,
1) f(z) = cosh?z, zy = 0,
L0 e ——
n) f(z) =sin(2z — 22), 20 = 1,
0) f() = s 20 = 0,
Vysledky: a) doplnit b) f(z) = o <3n+1 + 2n+2> (z+ 1) B(-1, 2),
doplnit; ¢) doplnit; d)doplnit; e) doplnit; f) doplnit; g) f(z) = > neo(—1)" (n—

1, B0, 1 £(2) = 3+55 (—1)" 25317, B(L 2); £(2) = S2o(~1)" (n+
)27, B(oo, 1);h) f(2) =1-32+22,C; f(2) = —1—(2—1)+ (2 —1)?, C;

2n

f(z) = (4=50)+(5-20)[z— (1-D)]+[z— (1-1)]%, C; 1) f(2) = 0L Gy

i) F(2) = 520 G G K) f(2) = Eo(—1)n - 220 1(;1’;,,0- D f(z) =
2n n
5+ Soto 2 G Gim) (=) = 1502 Gar [(5 = )7+ (2 - 1P,

B(1, 2); n) f(z) = Asin (14 %) (z - 1)*", R; 0) & lewzn,
B(0, V/13).

6. Podle vzoru piikladu 13.20 odvodte Kramersovy-Kronigovy relace pro
vodivé prosttedi, jehoz komplexni relativni permitivita je é(z) = e(z) —i—i@,
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kde o(z) je komplexni obraz relativni specifické vodivosti prostiedi.
Navod: Pro vypocet integralu z funkce typu @ po pualkruznici se stfedem
v bodé 0 pouzijte formélné Taylorova rozvoje holomorfni funkce h(z).
Vysledek: K vyrazu pro imaginarni ¢ast velic¢iny é(w) je tfeba pFicist vyraz
o(0)

=5~ kde 0(0) je statickd hodnota relativni specifickd vodivosti.

7. Ovéfte, ze funkce u(z, y) a v(z, y) z prikladu 13.23 spliji Cauchyovy-
Riemannovy podminky.

13.3 Co udéld mala dirka v oboru holomorfnosti
aneb singularity

Doposud jsme se vénovali vyhradné holomorfnim funkcim, a pokud §lo o
funkce, které nebyly holomorfni v celé Gaussoveé rovin€, zabyvali jsme se jimi
pouze na oblastech jejich holomorfnosti. Vime Ze integral funkce po uzaviené
ktivce lezici v oblasti jeji holomorfnosti je nulovy. Setkali jsine se viak také
s integraly, které nulové nebyly, i kdyZ integraénim oborem byla uzavien4
kiivka. Typickym piipadem této situace je integral vyjadiujici index bodu
z vzhledem je kiivce. Lezi-li bod z uvnitf oblasti obepnuté k¥ivkou, takze v
ném integrovand funkce 5_% neni holomorfni a dokonce ani definovana (mé
singularitu), je index nenulovy. V tomto odstavci si podrobnéji v&imneme
toho, jakym zptisobem pfispivaji k integralim po uzaviené kfivce body, v
nichz je holomorfnost integrandu porusena.

13.3.1 Co jsou to singularity funkci a jak je tf¥idime?

Body, které kazi holomorfnost funkci, se nazyvaji singularity. Nejprve je tFeba
je definovat a klasifikovat, tj. néjakym zptsobem rozpoznévat jejich zavaz-
nost.

Necht D je oblast a zy € D. Predpokladejme, Ze funkce f(z) je holomorfni v
D\ {20} a neni holomorfni v bodé zg. Rikime, Ze funkce f(z) ma v bodé z
1zolovanou singularitu. 1zolovana singularita zg se nazyva odstranitelnd, lze
li funkei f(z) dodefinovat v bodé zy tak, aby vznikla funkce holomorfni v D.

Piiklad 13.25: Jak odstranit, co odstranit lze

Jist& si ted Feknete, Ze nazvat néco ,,odstranitelym®, kdyz to lze odstranit,
je prece samoziejmé. Jak ale poznat, zda konkrétni singularita zg konkrétni
funkce f(z) odstranit skutecné pijde, a jak pfijit na to, jak mame funkeci v
bodé zp dodefinovat? Prvni, co nas asi napadne, je zjistit, zda funkce ma v
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bodé zp aspon limitu. Pak bychom ji mohli prohlasit za hodnotu funkce v
bodé zg a tim funkci dodefinovat pfinejmensim na spojitou. Budeme muset
odlisit postup ,odstraiovani pro zp € C a zg = oo. Zfejmé vsak také bude
rozdil, zda je limita konecna, nebo je ji bod oco. Zapfemyslejme, ¢im se tyto
dva piipady lisi: je-1i limita funkce v bodé zg (at uz zg lezi ,,v kone¢nu®, nebo
je zo = oo) konefnd, pak existuje prstencové okoli tohoto bodu P(zg, r), v
némz je funkce ohranicend. V p¥ipadé nekonetné limity je naopak funkce
neohrani¢end v jakkoli malém okoli bodu zj.

Piipomeiime, ze o funkci f(z) pfedpokladame, Ze je holomorfni v oblasti
D\ {z0}. Uvazujme nejprve o situaci, kdy bod 2y lezi v kone¢nu a existuje
jeho prstencové okoli P(zg, r), v némZ je funkce ohrani¢ena. (Dokonce ted
ani apriori nepfedpokladame existenci limity.) Pokusme se funkci f(z) mo-
difikovat ngjakym faktorem, ktery by ,smazal® singularitu tak dikladné, Ze
by modifikovana funkce uz byla holomorfni. Z odstavce o vlastnostech limit
(véta 13.4) vime, ze je-li funkce f(z) ohranicena v jistém P(zg, r) a funkce
h(z) ma v bodé zy nulovou limitu, pak sou¢in g(z) = f(z)h(z) ma v bodé
2o rovnéz nulovou limitu. Co kdybychom tedy funkei f(z) modifikovali tak,
7e ji vynasobime faktorem h(z) = z — 2, a modifikovanou funkci dodefi-
nujeme v bodé zy nulovou hodnotou? To by nemuselo stadit. PotFebujeme
totiz vyrobit funkci nejen spojitou, ale holomorfni, tj. takovou, kterd ma
v bodé€ zy dokonce derivaci. V defini¢nim vyrazu pro derivaci v8ak rozdil
z — zg figuruje také ve jmenovateli. Proto bude vhodné, kdyz si na8i uvah
,pojistime“ volbou h(z) = (2 — 20)? a definujeme novou funkci g(z) tak, ze
9(2) = (2 = 20)* f(2) pro z € D\ {20} a g(20) = 0. Pak pro z € D \ {20} je

z)— gz zZ—Z 2 zZ)—
9() = 9(z0) _ (z=20)"FE) =0 _ (e

zZ— 20 zZ— 20
Limita tohoto vyrazu pro z — 2o je nulova (véta 13.4, vlastnost tykajici se
limity soucinu ohranicené funkce a funkce s nulovou limitou). Funkce g(z)
je holomorfni v D a specialné v bodé zy plati ¢’(z9) = 0. Rozvineme ji v
kruhu B(zp, r) v mocninnou fadu se stiedem v bodé& zy. Protoze je bod z
nejméné dvojnasobnym kofenem (nulovym bodem) funkce g(z), bude fada
Hefektivné“ zacinat az druhou mocninou proménné (z — zp),

o0

g9(z) = Z en(z — 20)".

n=2
Nyni jiz se dodefinovani funkce f(z) v bodé zp samo nabizi: f(z9) = c2. Pro
takto dodefinovanou, nyni jiz holomorfni funkei f(z) dostaneme

f(z) =3 eatalz — 20)™
n=0
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Vidime, Ze jsme skute¢né nemuseli existenci limity funkce f(z) v singularité
viitbec predpokladat, stacil pfedpoklad ohranic¢enosti a disledkem je nejen
existence limity, nejen spojitost, ale dokonce existence derivace vhodné do-
definované funkce. Pozor: v realném oboru to neplati!

Piejdéme k piipadu zg = oo, stéle za predpokladu, ze funkce je v jeho prs-
tencovém okoli P(co, R) ohrani¢end. Pomocnou funkci ¢g(z) zavedme takto:
g(2) = h(2)f(z) = 272f(2), pro z # o0, g(0) = 0. Provedme z&aménu
z— %, jak jsme v pripadé proménné pohybujici se v okoli bodu nekone¢no
zvykli, a ozna¢me G(§) = g(%) Plati

GE) -Gy  9(g) =0 & f(p) 1

£-0 £-0 3 3

Limita vysledného vyrazu pro & — 0 je ovSem nulovd diky ohrani¢enosti

funkce f(%) v P(0, R~') a nulovosti limity limg_,o&. Funkce G(§) = g(%)

mé tedy v bodé & = 0 nulovou derivaci a je holomorfni p¥inejmensim v
B(0, R71). Jeji rozvoj se stiedem v bodé &y = 0 ma tvar

=&f(2).

]' = n = n
G(g):g(f): chf :ézzcn-i-?f .
5 n=2 n=0
Funkci f(%) dodefinujeme v bodé &y = 0 hodnotou ¢y, tj. f(00) = co. Funkei
f(2) uz muZzeme napsat ve tvaru fady

f(z) = Z Cnp2z
n=0

Co myslite, vyplyva naopak z odstranitelnosti singularity ohrani¢enost funkce
v jistém jejim okoli? A jesté jedna otézka: dejme tomu, Ze limitou funkce f(z)
v bodé 2 je bod nekonetno. Co kdybychom tedy dodefinovali f(zp) = co?
Nic bychom neziskali — nage dvahy tykajici se holomorfnosti funkci, se od
zacatku tykaji pouze funkci koneénych.

Odstranitelnou singularitu jiz pozname bud podle ohrani¢enosti funkce v
jejim okoli, nebo podle konecné limity. Jaké jsou ale dalsi typy singularit?
Bude mozné orientovat se v nich pomoci pojmu limity? Uvazujme: pokud
singularita neni odstranitelné, zbyvaji dvé moznosti: bud je limitou funkce v
bodé zg bod oo, nebo funkce v bodé zg limitu neméa. Znamené to, ze kromé
odstranitelnych singularit existuji jesté dva dalsf typy, které se vazou préveé
k témto dvéma moZnostem tykajicim se limity? V nésledujicich uvahéch to
zjistime.
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Véta 13.19 (Klasifikace singularit): Necht funkce f(z) md v bodé z
1zolovanou singularitu. Pak nastane pravé jeden z ndsledujicich pFipadi:
e typ 1: Funkce md v bodé¢ 2y € C odstranitelnou singularitu.

o typ 2: Ervistugi &isla ¢, ..., ¢y € C, z nichZ posledni, ty. ¢, je nenu-
lové, takovd, Ze funkce

m cn
f(Z) —kgl (Z—Zo)k

md v bodé zg odstranitelnou singularitu.

o lyp 3: Mnozina f(P(z0, 7)) je hustd v CT pro libovolné r > 0, tj.
uzdvérem mnoziny f(P(z0, 1)) je celd rozsirend Gaussova rovina.

Nez zacneme vétu dokazovat, vyjasnéme si terminologii.

Izolovand singularita funkce f(z) typu 2 ve vété 13.19 se nazyva pél m-tého
Fddu, resp. ndsobnosti m. Funkce >, (z—cizo)k se nazyva hlavni ¢dst funkce
f(2) v bodé zy, rozdil f(z) a jeji hlavni ¢asti pak reguldrni ¢dst. 1zolovana
singularita typu 3 se nazyva podstaind singularita.

Hlavni ¢ast funkce v pripadé pélu je fakticky vyraz, ktery je pfi¢inou neohra-
ni¢enosti funkce v jakémkoli prstencovém okoli singularity. Kdyz tento vyraz
od funkce odecteme, ,zbavime se nekonefna“ a dostaneme (po odstranéni
za chvili. Podstatna singularita je néco, zd4 se, hodné ,divného“. Vlastnost
singularity typu 3 ve vété 13.19 znamend, Ze pro jakkoli malé prstencové
okoli P(zp, r) singularity zp, budou prvky mnoziny f(P(z0, 7)) = {f(2) |z €
P(zp, r)} tak ,nahustény“, Ze k zZadnému z nich nenajdeme sebemensi okoli,
které by neobsahovalo zadny dalsi prvek této mnoziny.

Pustme se do dikazu véty. Kazdy z popsanych pfipadi singularit ma
dvé moznosti: bud nastane, nebo ne. Pfedpokladejme, Ze pro danou situaci
nenastane piipad typu 3. Pak jisté existuje ¢islo w € C, k némuz se, tro-
chu nepresné fe¢eno, nedokazeme funkénimi hodnotami libovolné ptiblizit —
vzdycky zustane né&jaka ,prstencova mezera P(w, d), v niz zadné funkéni
hodnoty nebudou. Matematicky pfesné to znamené, Ze existuji ¢isla w € C,
5, reR,0>0,r >0, takova, Ze pro z € P(zy, r) plati |f(z) —w| > 4. Na
okoli P(zp, r) proto muzeme definovat funkei g(z) = m, ktera bude v
tomto okoli dokonce holomorfni (funkce f(z) je v bodech mimo zy holomorfni
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a f(z) — w nenabyva na P(zp, r) nulové hodnoty, ktera jediné by vytvotila
singularitu funkce g(z)). V P(z0, r) poro funkei g(z) navic plati [g(z)| < 3,
je zde tedy ohrani¢ena. Zavér? Vyplyva z piikladu 13.25: funkce g(z) ma
v bodé zg odstranitelnou singularitu. Pfedpokladejme, Ze jsme ji odstranili
podle receptu uvedeného v piikladu 13.25 a dodefinovali funkei g(z) na ho-
lomorfni v B(zp, 7). Dale se nase uvahy budou vétvit podle toho, jaka je
hodnota ¢(zp), nenulova, nebo nulova.

Typ 1: Pfedpokladejme nejprve g(zg) # 0. Pak existuje prstencové okoli
P(zp, 0) bodu zy tak, ze v ném je funkce f(z) ohranicené. Z (:eho to plyne?
Ptece z definice funkce g(z). V P(zp, r) je totiz f(z) = w + ( - Protoze je
hodnota funkce g(zp) nenulové a funkce sama je v B(zp, r) holomorfni, vydrzi
byt nenulova jesté na néjakém okoli P(zg, 0) C P(z0, r). Z toho jiz plyne
ohrani¢enost funkce f(z) na P(zg, 0) a také odstranitelnost jeji singularity.

Typ 2: Zbyva p¥ipad, kdy g(z9) = 0. Pfedpokladejme, ze bod zp je nu-
lovym bodem funkce g(z) nasobnosti m. Vzpomeneme-li si na dikaz véty o
jednoznacnosti, budeme védét, ze v B(zp, r) muzeme funkci g(z) zapsat ve
tvaru g(z) = (z — 20)™ ¢(2), kde ¢(z) je funkce holomorfni v okoli B(zo, r)
a plati ¢(z0) # 0. Z definice funkce g(z) dokonce plyne, 7e ¢(z) # 0 v
celém tomto okoli. MuZeme proto zavést dalsi funkci jako prevracenou hod-
notu funkce ¢(z), h(z) = ﬁ. Ta je v B(zp, ) holomorfni a nema tam
zadny nulovy bod. Vyjadfime ji mocninnou fadou se stfedem v bodé =z,
h(z) =302 g bn(z — 20)™, by # 0. Co po téchto ,prevratech nakonec dosta-
neme pro funkei f(z), o kterou nam jde? Plati

fz)—w= m =(z—20)""h(z), ze€ P(z0,0),

f(z)—w=(2—20)" Zb z—29)" Zb z—z2)" " =

m

Z +an+m Z_ZO) s
k=1 n=0
f(z)_’;m_w+7§b"+m(2_zo) .

Pii apravach jsme vyjadieni funkce f(z) —w pomoci Fady rozdélili na ¢ast se
zapornymi a nazapornymi mocninami proménneé (z — zp) a provedli vhodné
precislovani séitaciho indexu. Nakonec jsme oznadili ¢ = b,,_p pro k =
1,2, ..., m. Skutefné se nam podafilo ode¢ist od funkce f(z) fadu se za-
pornymi mocninami proménné (z — zp) a ziskat holomorfni funkci, ktera je
v P(zp, o) ohrani¢ena. Jeji singularita v bodé 2 je proto odstranitelna.
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Vétu 13.19 jsme formulovali pro bod zy € C, je v8ak t¥eba promyslet,
jak ji modifikovat, bude-li singularitou bod zg = co. Jednoduse tak, ze vétu
13.19 vztahneme na funkci F(§) = f(%) a bod & = 0. Opét budou tii
mozné situace: odstranitelnd singularita, pol uréité nasobnosti, podstatna
singularita. V pfipadé polu bude mit zapis funkce pomoci hlavni a regularni
Casti tvar

k=1 n=0
f(z)—chz :Z—n.
z
k=1 n=0

Muze se zdat prekvapivé, ze reguldrni ¢dst funkce je tvorena Fadou se zd-
pornymi mocninami proménné z. Kdyz se vSak nad tim zamyslime, je to
pfirozené. Rada se zdpornymi mocninami proménné z neméa v bodé oo sin-

gularitu, lim,_,o, 27" = 0 pro libovolné n € N.

Piiklad 13.26: Jak derivovat v nekonetnu
S nekone¢nem je trochu problém. Definici funkce regularni jak v bodé zg #
00, tak v nekone¢nu jsme formulovali v odstavei 13.2.2. v dalSich avahéach
jsme dokazovali, Ze regularni funkce je holomorfni a naopak. Dikazy jsme
vSak provadéli pouze pro body nerozsitené Gaussovy roviny. Jestlize v8ak
mé platit ekvivalence pojmi ,regularni“ a  holomorfni*, méli bychom f¥ici,
jak se pocitaji derivace funkce bodé zyp = co. Otézkou je, zda mizeme de-
fini¢ni vztah pro derivaci pouzit i pro bod zg = co. Ve jmenovateli zlomku
%ﬂ)o@ je z — oo = o0, jak nas informuje tabulka shrnujici algebraické
operace s nekonefnem v odstavci 13.1.1. Vyraz jako takovy tedy mé smysl.
Vzhledem k tomu, zZe v Citateli je pro vSechny body z kone¢na hodnota, byl
by pak zlomek pro libovolné z, a tedy i v limité z — oo, nulovy. Znamena to,
7e derivace kazdé funkce, kterd je v bodé nekone¢no definovina a ma v ném
koneénou hodnotu, skuteéné existuje a je nulova? Ne, tak to jisté byt nemize.
Uvazme tieba funkci e?, ktera je holomorfni v celé nerozsitené Gaussové ro-
viné C, neni v8ak definovina v bodé nekonec¢no. Dokonce v ném ani nem4
limitu, nebot jeji limity v tomto bodé vzhledem k rdznym mnozindm mo-
hou byt razné. Napiiklad pro limity vzhledem k mnozindm Ry (nezdpornéa
¢ast realné osy) a R_ (nekladna ¢ast realné osy) je lim, .o .cr, € = 00
a lim, ,o .er_ €° = 0. NemiiZze proto mit v bodé nekonecno derivaci, ani
kdybychom ji v ném dodefinovali kone¢nou hodnotou. Je vidét, ze v bodé
nekone¢no nemiizeme defini¢ni vyraz pro derivaci pou#it.

Zkusme vyjit z predpokladu, ze funkce f(z) je v nekone¢nu regularni, coz
znamend, 7ze je v jistém kruhu B(zp, r) dana stejnomérné konvergentni fa-
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dou f(z) = Y_p2gc 2" Derivovanim Fady ¢len po ¢lenu dostaneme f'(z) =
S | —ncp 27" L Dosadime-li z = oo, zjistime, Ze f’(00) = 0. Vychdzi nam,
ze derivace kazdé funkce requldrni v nekonecnu je nulova. Ale pozor: Derivace
regularni funkce f(z) v nekone¢nu nent totéz jako derivace funkce F(§) =
f (%) Je-li funkce regularni v nekonecnu dana radou f(z) = > 02 ycn 2",
je funkce F(§) = f(%) déna fadou F(&) = > 02, &" a je regularni v
bodé & = 0. Pro derivaci plati F'(&) = Y0°,nc, 71 a F'(0) = ¢1. Na
druhé strané jsme v8ak pred chvili zjistili, Ze f'(co) = 0. Obecné je tedy
F1(2)] 20200 # f’(%)ko:o. Poznamenejme jesté, ze pro funkci f(z) regularni
v nekonetnu plati samoziejmé v jistém kruhovém okoli B(oco, R) bodu ne-
konecno Cauchyovy-Riemannovy podminky. V samotném bodé nekonec¢no
viak o takovych podminkach nelze hovotit. Tykaji se totiz funkci realnéch
funkei dvou redlnych proménnych u(z, y) = Re f(z) a v(z, y) = Im f(2),
které jsou definovany v realné euklidovské roviné, v niz se s Zzadnym ,bodem
nekone¢no® nepracuje (za x a y ,dosadit nekonefna“ nemuzeme).

Klasifikaci izolovanych singularit funkce jsme sice provedli, ale stdle nemame
propojeni mezi typem singularity a limitou funkce, které se nam jevi jako
prirozené. Zatim jsme prokazali pouze souvislost limity a odstranitelné sin-
gularity. Pfi feSeni piikladu 13.25 se ukazalo, Ze singularita zo funkce f(z)
je odstranitelna pravé tehdy, ma-li funkce f(z) v bodé zy konecnou limitu.
Navic jsme ziskali ,podezieni“, Ze je-li singularita pélem, ma v ni funkce
rovnéz limitu, ale nekonetnou (a naopak). Provéfime to nejprve pro piipad
29 # oo. Predpokladejme, Ze lim,_,., f(z) = oco. To piedev8im znamena,
7e funkce f(z) neni konstantni a Ze je v jistém prstencovém okoli P(zo, )
nenulova (argumenty pro toto tvrzeni jisté snadno formulujete). g(z) = ﬁ
je v P(zp, r) holomorfni, nekonstantni, a v bodé zp méa nulovou limitu (viz
vlastnosti limit ve vété 13.4). Dodefinujeme-li g(z9) = 0, vznikne funkce
holomorfni (regularni) v B(zo, r), jejimz kofenem je bod zp. Oznacime-li na-
sobnost tohoto kofene jako m, miZeme dodefinovanou funkci g(z) zapsat ve
tvaru

9(2) = (z = 20)" 9(2), ¢(20) # 0.
Funkce ¢(z) je holomorfni (regularni) v B(zg, r). Totéz plati pro funkci

sO(Z)
Pro funkci f(z) tak ziskavame zéapis
1 1
f(z2)=——==(2—20)""—— = (2—20)" b (z—20)" bp (z—20)" ™™, by #0
=5 =0 Z Z
m—1

=2 Ty

=0

+Zb Z*an

Z—Zo

3
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Po piecislovani sumadénich indext (v prvnim souctu zaména k=m-n, v dru-
hém n — n — m) dostaneme

f) =3 I S (e )"
n=0

= (2 = )
a odtud pfi oznaceni ¢y = b, prok=1,2, ..., mabyin =0y
[ P I oy S
Pl G o) =

Na pravé strané posledni rovnosti je funkce holomorfni v B(zg, r). Leva
strana mé sice v zg singularitu, ale odstranitelnou. Z véty 13.18 plyne, Ze tato
singularita je m-nasobnym polem funkce f(z). Snadno dokdzeme i opafné
tvrzeni (ze skuteCnosti, ze funkce f(z) mé v bodé zy # oo pol, vyplyva, ze
mé v tomto bodé limitu rovnou o), viz tlohu 1 ve cviceni 13.3.5.

Provedme dtikaz obraceného tvrzeni pro bod zy = oo. Pfedpokladejme,
ze funkce f(z) je holomorfni (regulérni) v jistém P(co, R) a v bodé zp = oo
mé poél nasobnosti m. To znamend, Ze funkce g(z) = f(z) — S0k 2"
mé v bodé zyp = oo odstranitelnou singularitu. Proto je limita lim,_, g(z)
kone¢na. Vzhledem k tomu, 7e limita (kone¢ného) souctu 37" cx 2* je rovna
oo (kazdy z ¢leni tohoto kone¢ného sou¢tu ma za limitu bod o), je zFejme,
7e lim, o f(2) = oo. Naopak, je-li lim, ,o f(z) = oo, ma funkce f(z) v
bodé zp = oo pol (tloha 2 ve cviceni 13.3.5).

Zjistili jsme, Ze odstranitelné singularité odpovida konecné limita, polu
nekoneénd limita. Na podstatnou singularitu proto zbyva jedind moznost:
limita v neexistuje.

Na zakladé piedchozich tvah jiz mitzeme vyslovit vysledné tvrzeni o
vztahu typu singularity a limity.

Véta 13.20 (Singularity a limity): Nechf zg € CT je izolovand singularita
funkce f(z). Pak plati:

e Singularita je odstranitalend prdavé kdyz md funkce f(z) v bodé zy ko-
necnow limitu.

e Singularita je pélem pravé kdyz md funkce f(z) v bod¢ zy limitu rovnou
00.

e Singularita je podstatnd prive kdyz limita funkce f(z) v bodé zy neexis-
tuje.
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Ptedchozi véta je velice prakticka. Klasifikovat singularity pfimo podle véty
13.19 by totiz bylo obtizné. Véta 13.20 klasifikaci velice usnadiiuje. Pocitat
limity totiz dobfe umime. Za chvili si klasifikaci vyzkousime na nékolika pii-
kladech. Neprve vSak na zakladé dokazané souvislosti mezi typem singularity
zop a limitou funkce v tomto bodé shrneme nékteré dulezité vlastnosti pola.

Véta 13.21 (O pélech): Poly funkei maji nasledujici vlastnosti:

e Piedpokladejme, Ze funkce f(z) ma v bodé zg € C* pol a funkce F'(w)
je regularni v bodé co. Pak funkce p(z) = F[f(2)] je regularni v bodé
20

e Predpoklddejme, ze funkce f(z) ma v bodé zg € C* pol a funkce F(w)
mé pol v bodé co. Pak funkce ¢(z) = F[f(z)] ma pol v bodé z.

e Bod zp # o0 je m-nasobnym poélem funkce f(z) pravé tehdy, lze-li tuto

funkei v jistém prstenci P(zg, r) vyjadfit ve tvaru

1) = 2D o) £, ple0) £ (13.37)

pricemz funkce ¢(z) je holomorfni (regularni) v B(zg, r).

e Bod zp = 0o je m-nasobnym pélem funkece f(z) pravé tehdy, 1ze-li tuto
funkei v jistém prstenci P(oo, R) vyjadfit ve tvaru

f(z) =2"0(z), @(0) #0, p(o0) # oo, (13.38)

pfi¢emz funkce (z) je holomorfni v P(co, R) a bodé zg ji 1ze dodefi-
novat na spojitou.

Dtsledky prvni a druhé vlastnosti:

e Mé-li funkce f(2) v bodé 2o pdl, ma funkce g(z) = [f(2)]”! v bodé
29 = 0 odstranitelnou singularitu (dedefinovani ¢g(0) = 0).

e Jsou-li funkce f(z) a g(z) holomorfni (regularni) v bodé zg, je funkce
f(2)/g(z) v bodé zp = 0 bud holomorfni (regularni), nebo zde ma pol.

Pozn. 1: Co znamenaji podminky ¢(zp) # 0, 0o, resp. p(o0) # 0, co v t¥etim
a Ctvrtém tvrzeni? Uvazme takovou situaci pro bod zg # oo. Kdyby hodnota
funkce ¢(z) byla v tomto bodé nulova, mohli bychom funkci p(z) zapsat v
okoli B(zg, r) ve tvaru ¢ = (z — 20)¥1(2), kde ¥(20) # 0 a k je nasobnosti
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bodu zj jako kotene funkce ¢(z). V takovém piipadé by nésobnosti bodu zg
jako polu funkce nebyla m, ale nizsi. Naopak p¥i ¢(z9) = oo by nésobnost
bod zp jako polu funkce f(z) byla ve skute¢nosti vyssi nez m. Podobnou
dvahu muZete provést pro bod zy = oc.

Pozn. 2: Pro¢ v piipadg ¢tvrté vlastnosti mizeme zarudit jen spojitost funkce
©(z) v bodé zy = 00?

Dtikazy vSech vlastnosti uvedenych ve vété 13.20 jsou jednoduché a navzéjem
analogické. Dokazeme jen vlastnost c¢), zbytek ponechame do cvi¢eni 13.3.5.

Piedpokladejme, Ze bod zy # oo je m-nasobnym poélem funkce f(z).
Pak podle véty 13.19 existuji Cisla ci, ..., ¢m, &m # 0 takova, ze funkce
h(z) = f(z)—>70, ﬁ mé v bodé& zp odstranitelnou singularitu, je tedy
holomorfni (regularni) v jistém prstenci P(zg, r). Pak

+Z (z — z0)F (2—20)""™ [W(2)(z — 20) —|—ch 2 — z)™k :L)m’

kde funkce
o(z) = h(2)(z — 20)™ ch z—29)™ 7k

mé v bodé 2y odstranitelnou singularitu (bod zo je odstranitelnou singulari-
tou funkce h(z), soucet 3.7, cx (2—20)™* je holomorfni funkei na B(zp, r)).
Po odstranéni singularity bude funkce ¢(z) holomorfni v B(zo, 7).

Jestlize je naopak mozné vyjadiit funkci f(z) v néjakém prstencovém
okoli P(zp, r) bodu z¢ ve tvaru (13.37), staci, abychom funkci ¢(z) zapsali
ve tvaru fady se stfedem v bodé zy a postupné dostaneme

z):an(z—zo)":f( (z—20) Zb (z—20)" Zb z—zp)" "
n=0
I N

o (2= 20"
Zb z—zo)" M.

&)= %
k=1
Na pravé strané posledni rovnosti je holomorfni (regularni) funkce. Podle
véty 13.19 je bod zp m-nasobnym polem funkce f(z).
A ted uz nékolik jednoduchych piikladii na uréeni typu singularity po-
moci limit. Vzhledem k tomu, Ze mam k dispozici vétu 13.20, mtizeme u poli
také urc¢it jejich nésobnost.

(z—zo
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Piiklad 13.27: Klasifikace singularit prakticky
V kazdém z nasledujicich ptikladid vyznacdime singularity zadané funkce a
ur¢ime v nich limity. ZvIast prosetiime v kazdém z piipadd bod oco.

(2) 22 -1 (z+1)(z—1)
z — =
2B—224+2-1 (z=1)(z—1)(z+1)
zo lim,_,, f(2) typ singularity
1 1 odstratitelna, f(1)=1
i 00 pol, m=1
—i 00 pol, m=1
00 0 neni singularita
sin z
) = &
zo lim, ., f(2) typ singularity
0 1 odstratitelna, f(0)=1
o0 neexisstuje podstatna
z
1(z) = sin z
20 lim,_,,, f(2) typ singularity
km, ke Z 1 odstratitelna, f(z)=1
o0 neexistuje podstatné
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zo lim,,,, f(z) typ singularity

o0 o0 pél, m =4

zo lim,,,, f(2) typ singularity

0  neexistuje podstatné
00 0 neni singularita
(14 22)?
Z . —

zo lim,_,, f(2) typ singularity

1 00 pol, m=1
-1 00 pol, m=1
00 00 pol, m =2
o0 0 neni singularita

Jak jsme stanovili nadsobnost poélu zg = oo? Plati

ey (L () e
©=f(5)- cEeoy

Je vidét, ze bod £y = 0 je dvojnésobnym polem funkce F(€).

1 Tz
flz) = '22_1(3082_’_1
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2o lim,, f(2) typ singularity

1 -3 odstratitelna, f(z)=—%
—1  neexistuje podstatna

00 0 odstranitelna, f(co) =0

Na zavér odstavce jesté jedna definice, kterd bude uzite¢na pozdé&ji. Protoze
v8ak souvisi také se singularitami, uvadime ji hned.

Necht D je oblast. Funkce f(z) nazyva meromorfni v oblasti D, je-li v oblasti
D holomorfni (regularni) s vyjimkou nejvyge spocetné mnoha poéli, pFicemsz
mnozina téchto péli nemé v D hromadné body.

Z uvedené definice je vidét, ze hromadné body mnoziny polia funkce f(z)
mohou lezet na hranici oblasti D. Skutec¢nost, ze jisty bod zg je hromad-
nym bodem mnoziny poéli funkce f(z), znamend, ze v kazdém prstencovém
okoli bodu zy (at jiz je zgp # oo, nebo zy = o0) lezi nekonetné mnoho pola
funkce f(z). Hromadné body péla jsou svymi vlastnostmi blizké podstatnym
singularitdim ve smyslu nésledujici véty.

Véta 13.22 (Sochockého): Je-li bod zy podstatnou singularitou, nebo hro-
madnym bodem poli funkce f(z), pak v kazdém jeho prstencovém okoli nabijvd
funkce hodnot libovolné blizkyjch libovolné zvoleném ¢islu w € C.

Vétu si zkuste dokarat sami (aloha 8. cviceni 13.5). CtenaF, ktery namitne,
ze Sochockého véta odpovida situaci ¢) ve vété 13.19, ma v zésadé pravdu.
Véta 13.22 je odli$na pouze tim, ze zahrnuje do klasifikace také hromadné
body polt dané funkce. Vite, jaky je rozdil mezi podstatnou singularitou
a hromadnym bodem mnoziny péli funkce? Je to jednoduché. Podstatna
singularita je definitoricky zavedena jako jeden z typi izolovanych singularit.
Hromadny bod mnoZiny péld ovSem izolovany neni.

Priklad 13.28: Hromadny bod mnoziny péld

Piikladem funkci, které maji tolik poli, Ze se  hromadi® je funkce tangens,
definovana v nerozsifené Gaussové roviné jako podil funkci sinus a kosinus.
Ma pol v kazdém bodé Gaussovy roviny, v némz je cosz = 0. Je to funkce
meromorfni: mnozina pola funkce tangens je

P:{ZEC|z::r+iy,x:(2k+1)g,y:0,k:EZ},
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je spocetné a bod zp = oo je jejim hromadnym bodem. Skute¢né, zvolime-
li libovolné prstencové okoli P(oo, R) = {z € C||z| > R}, pak nerovnost
k% > R ma nekonetné mnoho feseni, konkrétnd pro k > 22,V P(co, R) tak
lezi nekone¢né mnoho poli funkce tg z (obrazek 13.17). Analogickou uvahu

y A y A
P(oo, R) P(, R)
R R
X X
*— —o—e ® o—o—
57” 28 - 0 =7 2= 3«
poly tangenty poly kotangenty

Obrazek 13.17: Pély tangenty a kotangenty.

muZeme vést pro funkci kontangens.

A jesté poznamka. Jisté vam pripadd, Zze hromadny bod zg = oo mnoziny
‘P nenapliiuje ,nézornou piedstavu‘ néjakého ,hromadéni“, resp. ,,nahustovani“.
Je to tim, Ze bod oo je tak trochu nezvykly a bé&Zzné predstavé se vymyka.
Pfrestoze vSak poly studované funkce tangens maji mezi sebou ekvidistantni
odstupy, je jich v kazdém prstencovém okoli bodu co nekoneéné mnoho (ne-
bot v kruhovém okoli B(0, R) je jich pouze konetné mnoho). Bod oo tak
spliiuje definici hromadného bodu mnoziny P.

Podstatnych singularit si v8ima také wvelkd Picardova wvéta, podle niz
funkce nabyva v kazdém prstencovém okoli své podstatné singularity vSech
hodnot mnoziny C, s vyjimkou nejvyse jedné. Tato véta je silné&jsi nez 13.21.
Tvrdi, Ze kdyZ zvolime libovolné &islo w € C s nejvyse jedinou vyjimkou (ale
nevi se predem, zda vibec takova vyjimka pro dany konkrétni piipad exis-
tuje a kterd to je), pak funkce v libovolném prstencovém okoli své podstatné
singularity této hodnoty pfimo nabude, nejen ze se ji libovolné pifiblizi.

13.3.2 Singularity a dosud neobvykly rozvoj funkce, rezi-
duum
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V minulém odstavci jsme se naucili prakticky zpiisob, jak t¥idit izolované
singularity fukci do tif typa podle limit. MZeme o nich je§t& néco nového
objevit? Vsimneme-li si znovu podrobnéji véty 13.18, uvédomime si, Ze je-
li singularita zy funkce f(z) odstranitelnd a odstranime-li ji, je funkce v
jejim okoli vyjadiena (obecn& nekone¢nou) mocninnou fadou s kladnymi
mocninami proménné (z — zp). Je-li singularita polem, lze funkei vyjadiit
rovnéz mocninnou Fadou, obsahujici v8ak konecény pocet ¢lend se ndpornymi
mocninami proménné (z — zp), podle nasobnosti polu. A jak je to v p¥ipadé
podstatné singularity? Lze funkci stale vyjadfit mocninnou fadou, ktera v8ak
jiz bude mit nekone¢ny pocet ¢leni se zapornymi mocninami proménné (z —
20)? A co kdyz je funkce holomorfni v oblasti, ktera ,,obepina“ vice singularit,
které tieba ani nebudou izolované — vzpomenme na ,déravé” (vicendsobné
souvislé) oblasti. Tuto otézku Fesi nasledujici dualezita véta.

Véta 13:22 (Laurentova fada): Necht zg € C a necht funkce f(z) je
holomorfni v mezikruzi M = {z € C|r < |z — 2|, R}. Pak ji lze rozvinout v

Fadu
o

f2)= > calz—2)", (13.39)
n=—00
kterd konverquje stejnomérné v kazZdém mezikruz M' = {z € C|r' < |z —
20| < R',r <r' <R < R}. Vmezikruz M tada konverguje lokdiné stejno-
merne.

Necht zp = oo a necht funkce f(z) je holomorfni v mnoziné M = {z €
C| |z| > R}. Pak ji lze rozvinout v fadu

flz) = i cn 2", (13.40)

n=—oo

ktera konverguje stejnomérné v kazdé mnnozind M’ = {z € C||z| > R', R’ >
R}. Na mnoziné M fada konverguje lokalné stejnomérné.

Terminologie: Rada (13.39), resp. (13.39) se nazyva Laurentova. Je-li st¥ed
fady zp # 00, nazyva se soulet jejich ¢lend se zdpornymi mocninami pro-
meénné (z — zg) hlavni éist, soucet zbyvajicich ¢lent tvoii requldrni ddst fady.
Je-li z9 = oo, tvoff hlavni ¢ast fady naopak ¢leny s kladnymi mocninami
proménné (z — zp), zbyvajici ¢leny pak regularni ¢ast. (Absolutni ¢len patii
vzdy k regularni ¢asti.)

K ditkazu véty 13.22 poslouZi obrazek 13.18. Nejprve se zabyvejme pfipadem
20 # oo (obrazek vlevo). Zvolme jednorozmérny singularni fetézec I' jako
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Z1—175|<|5—Z
220 |<I¢-2| 2[5

M={zeC|r<z-z,|<R} M’ =P(0, R)

Obrézek 13.18: K dikazu véty o Laurentové fadé.

formalni soucet dvou kruznic I' = C; 4 Co, parametrizovanych takto:
Ci:100,27] 3t — £(t) = 20+ Re € C,

Co: [2m,0] 2t — £(t) = 2z + e € C.

Podle Cauchyova vzorce (13.29) v globalni verzi plati pro v8echny body z,
pro néz je v’ < |z — 20| < R/,

_ L 1 f©
f(z)Indp—%F/g_de.

Cauchytv vzorec miizeme takto pouzit, nebot index bodu « lezicich v oblasti
{a € C||z — 20| < rr}, v niz o funkci f(2) nic nevime, vzhledem k Fetézci
' je nulovy, takze jsou splnény podminky véty 13.13. Plati totiz Indp(«) =
Inde, (o) +Inde, (o) = 14+(—1) = 0. Probody z € {z € C |7 < |z—20| < R’}
je Indr(z) = Indg, (2) + Inde,(2) =14+ 0 = 1. Pak

f&) = 5 C/ g@zd& C/ gf(_g)zdf . (13.41)
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Upravujme vyraz .f%z tak, abychom mohli f(z) vyjadfit jako fadu v moc-
nindch proménné (z — zp). Nejprve pro integraci po kiivee Cq, pro kterou je
|2 = 20| <[§ — 20|- Oznatime-li ¢ = £=22, vidime, Ze [q| < 1. Plati

1 1 1 R S
E-20 (E-2)—(2—2) &-2 122 ¢z l1-q
0l &2\ & (z—z)"
_5—2071222()(5—20) _nz::[)(f—zo)"“'

pfi tpraveé jsme pouzili vzorec pro soucet nekonecné geometrické fady s kvoci-
entem g, ]q\ < 1, 1 7= Z 204" Analogicky postupujeme pii tpravé vyrazu

gjz kde oznacime ¢ = gég, lg| < 1. Dostaneme
(N 1 1 I T
E—2z0 (§—20)— (2 —20) 2—201_§:zg E—21—gq
1 i(ﬁ—z())”__i (€ — 20)"
§— 20 o \z— 20 = (2 — zo)"H!

Ted stac¢i jen dosadit do integralii ve vztahu (13.41):

20)" B
27r1/f nzo — )"+1 5_%/]( 7;) zo)"+1d€

3 | [ e | e 3 2m/ FOE — 20)" de | (—20) "

C1 n=0 —Co

V druhém souctu provedeme zdménu —n — 1 — n a dostaneme

= /(€) oy |2 1) .
nz:‘; Qmé/wdg (Z—Z[)) +n;w 27_‘_1_!2 de (Z—Zo) R
tj.
— 1
f(z):n;oocn(z_zo)na Cn:%c/(gfii))n“d§7 7‘<’Z—Z0|<R.

(13.42)
kde C je libovolna uzaviena kiivka lezici v oblasti M| s vlastnosti Ind¢(zg) =
1. Pomoci globalni Cauchyovy véty (véta 13.13) jisté snadno zdivodnite, pro¢
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muZeme integraly po kruZznicich nahradit integralem po vyge popsané obecné
kfivce C. Snadno také zdivodnime, Ze Fada konveruje stejnomérné v oblasti
M’. Je to diky stejnomérné konvergenci geometrické fady s kvocientem, jehoz
absolutni hodnota je mensi nez jedna.

Pripad zg = oo prFevedeme na piedchozi situaci, budeme-li uvazovat o
funkci F(¢) = f (%), holomorfni v oblasti P(0, R~1). Stfedem fady vyja-
drujici funkeci F(¢) bude bod {y = 0. Plati

oo
1 [ F(©
_ n —
FO= Y 6 Co=gn [ Zac
n=—oo

kde K je kruznice parametrizovna vztahem & = ge', t € [0, 27], 0 = %,
R’ > R. Po zpétné zaméné ¢ — 2~ zaméné n — —n a oznaceni ¢, = C_,,
dostaneme

f(z)= i et = 20: c z"+ic 2", ¢ :i/ F(e) d¢ |z| > R

n=-—o00 " n=-—00 " n=1 . 2mi Ji €7n+1 '

(13.43)

Prvni ze souctt pfedstavuje regularni ¢ast Laurentovy fady funkce f(z) se
stfedem v nekone¢nu, druhy pak jeji hlavn{ ¢4st.

Vratme se k situaci, kdy je bod zg (at uz zp € C, nebo zp = o0) izo-
lovanou singularitou funkce f(z), tj. funkce je holomorfni v jistém prstenci
P(29, R). Z ptedchozich uvah je zfejmé souvislost mezi poctem ¢lenti hlavni
¢asti Laurentovy Fady funkce se stfedem v bodé zg a typem singularity:

Necht funkce je holomorfni v P(zg, R), z0 € C, resp. z = oo. Bod zg je
polem m-tého Fadu funkce f(z) pravé kdyz mé hlavni ¢ast Laurentovy Fady
této funkce se stfedem v bodé zg pravé m clenit, tj. Y01 en(z — 20)",
c_m # 0, resp. >, = 1"¢c, 2", ¢, # 0. Bod zp je podstatnou singularitou
funkce f(z) pravé tehdy, ma-li hlavni ¢ast Laurentovy fady se stfedem v
bodé zp nekonetné mnoho ¢leni.

Piiklad 13.29: Jak na Laurentovu fadu?

Na ptikladu racionélni lomené funkce ukazeme prakticky postup stanoveni
Laurentovy fady se stfedem v obecném bodé pro p¥ipad funkce se singulari-
tami. Zvolme tieba

222 4+ 62 — 2i 2 1 1

f(z):z(z—i)(z+2) :z—i+;_z+2'

Hned ze zadani této funkce, a jesté 1épe z jejiho rozkladu na parcialni zlomky,
vidime, Ze mé t¥i jednonésobné poély, z; =i, z0 = 0 a 23 = —2, v nekoneénu
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je regularni (f(oo0) = 0). Mame za tikol vyjadiit vSechny Laurentovy rozvoje
zadané funkce se stfedem v bod€ zp, tj. rozvoje v jednotlivych mezikruzich s
timto stfedem, v nichz je funkce f(z) holomorfni. Pfedpokladejme nejprve,
7e zg # 0o, ale také zy # 21, 29, z3. PFedpokladejme déle pro urcitost, ze
|21 — 20| < |22 — 20| < |23 — 20|, tj. |1 — 20| < |20] < |—2— 20| (obrazek 13.19
vlevo). Pocitejme:

Zy = M,
MZ
z =i M
O
(o] O
Z;=-2 7,=0

Obrazek 13.19: K prikladu 13.19 — oblasti holomorfnosti funkce.

o My ={2€C||z—2]| <|i— 2]}
Pti dpravé parcidlnich zlomkd budeme postupovat obdobné jako v da-
kazu véty 13.22.

2 2 _ 2 1 B 2 i(z—z())”_

z—1 (z—20) — (1— 20) 1—20'1—% i—20 ‘= \i— 20
o0
2 n
= — 1| (2 = 20)"
3 [y
r_ 1 1 _ 1§:< Z—Z0>” _
z  (z—z2)+2 20 14220 - 20 ‘= 20 B

- [ e

n=0 0
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1 B 1 1 1 B 1 i( z—zo>”
z+2 (z—20) + (24 20) 2+ 2o 1—|—§;zg 2+Zon:0 24+ 2
o
(=1)"
= Z (2 — 20)"
— |:(2 + Z)n—H

Rozvoj funkce f(z) v oblasti My, ktera je kruhovym okolim bodu zy o
poloméru Ry = |i — 2| je

x 2 (1" (e
z) = —— + — z—zo)".
f( ) nz:% [ (1 _ Zo)n+1 Z(T)L+1 (2 + Zo)n+1 ( 0)
Skutecnost, ze hlavni ¢ast rozvoje v této oblasti nemé z4dné ¢leny, jisté
nikoho nep¥ekvapuje. Funkce f(z) je totiz v dané oblasti holomorfni,
takze Laurentova fada je fadou Taylorovou. Nabizi se kontrola: pro
koeficienty ¢, musi platit ¢, = n!f((z). Zkusme to ovéfit jen pro
n=1:

2 (—1)n (—1)" 2 2 1

= — — e = — —_—,
tn (i _ Zo)n+1+ 261-&-1 (2 + ZO)nJrl ‘1 (i _ 20)2 2(2]+ (2 + 20)2

, B L_i ; / __L_i ;
o= 2t ey T =G 2 T

o My ={z€ CJ[i— 2| <|z— 20| <|20]}

2 2 2 1 2 X i—20\"
ST : = ' _i—z0 = Z
n

z—1 (z—20)—(1—20) z—29 1 z— 2

N

e IlDS {(25:210);*1} S

n=0

1

V&imli jste si, 7e rozvo] parcidlnich zlomku % a v mezikruzi My je

z+2
stejny jako v M17? To proto, ze funkce % a ziZ jsou holomorfni nejen v
My, ale dokonce v kruhu B(zp, |20]). Jejich Laurentova fada je fadou
Taylorovou. Nemuseli jsme proto nic podéitat, jen jsme Taylorovy roz-

voje opsali z pfedchozich vypocti platnych pro oblast M;. Laurentova
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fada funkce f(z) v My mé tvar

-1

f@) =3 [26-20)7] (s-20) +z

n=—oo

( 1)n+1
n+1 2+20)n+1

(z—20)".

Prvni soucet je hlavni ¢ast funkce f(z), druhy pak jeji ¢ast regularni.

o Ms={z€Cl|lz| <|z—2]| <]|—2—2]}
V mezikruzi M3 je funkce 1 5 stale holomorfnl takze jeji rozvoj zlistava
Taylorovou fadou. Rozvoj funkce ; zustane stejny jako v p¥ipadé Ma,
nebot tato funkce je holomorfni nejen v v Mg, ale dokonce v C* \ Mj.
Plati proto

9 -1
— = X 26— 20)" "] (2 = 20",
1 _ - (_1)71 — )
24z Z%{(wrzo)nﬂ (2 = =0)"

Situace se zménila pouze u funkce %, kterd byla v B(zg, |20|) stale
holomorfni, av§ak posunem proménné z do oblasti M3 jsme , pfekroéili®
jejl singularitu zo = 0. Rozvoj proto musime spocitat:

1 B 1 B 1 1 B 1 i( 20 >” B
- - 1—|—Z - Z— 20 N

z (z = 20) + 20 Z — 2o L z— 20 =

-1

DN (G Ve KCEE

n=—oo

Pro f(z) pak plati

-1

f(z) —n:z_:oo W (-1 Zo "‘Z 2+z0 n+1 (z—20)".
. {ZEC+||,2720\>]—2720|}
ROZVOJG funkci ﬁ a % zustanou stejné jako v pfipadé c), spocitat je
tfeba pouze rozvoj funkce ﬁ Dostaneme
1 B 1 1 1 B 1 i ( 24 zo> B
242 (24+20)+(2—20) 2—20 1—1—3*28 z—z20 Fmp\ 2 20

-1

= X et )] -0

n=—0oo
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-1
f(z) = Z [2(1 — ZQ)_(”'H) + (_1)n+1zo—(n+1) + (_1)n(2 + ZO)—(n-i-l)} (Z—Zo)n

n=—oo

A ted se pustme do rozvoji kolem bodu zgp = oo. Singularity funkce f(2)

opét vymezi v Gaussové roviné oblasti, v nichz je funkce holomorfni (obrézek
13.19 vpravo). Rozvineme v nich funkci F(§) = f (%) v fadu se stiedem v
bodé £ = 0. Postupovat budeme opét tak, Ze najdeme rozvoje jednotlivych

parcialnich zlomkd.
o Mi={zeC"||z]| >2} =B(0,2), z = ¢, tj. 0 < [¢] < 3
V oblasti M; jsou v8echny parcialni zlomky funkce f(z) holomorfni,
takZze Laurentova fada bude obsahovat pouze regularni ¢ast. Plati

2 2 2¢ 1 =
- = = 22— = 2i— (i)"
z—1 %—1 1_15 l_lé. 712;)
[e.e]
= —20) "7,
n=1
1 1 DL .
- =z rozvoj mé jeden Clen
z
1 1 1 1 1 1 1&
= - — f - - _ = — 7_72(_2)71571 —
z2+2 2 1+2¢ 2 2142 2 24
o0
= Y,
n=1

*"‘Z{ ointl 4 1)n2n—1} ,n -1, Z [ 21~ 4 (— 1)n2—n—1} o

n=—oo
pfi¢emz pfi jsme v posledni Gpravé provedli zdménu n — —n a vzali v
avahu, ze (—1)" = (—1)7".
e Mo={z€C|l<|z| <2}, 2=t 3 <[¢ <1
Parcidlni zlomky 1 a -2 jsou holomorfni v oblasti M; UM, = B(oo, 1).
Jejich rozvoje budou proto obsahovat jen regularni ¢ast a budou stejné
jako v pfedchozim piipadé. Pro zlomek le-2 plati

o0

: =
z+2 5—1—2 2 1—1—25 —

n=-2 00
f(Z) < ; + Z —n+1 n) +Z(_1)nfl2fnzn'
n=1

[\ \
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V zéavorce je regularni ¢ast Laurentovy fady funkce (absolutni ¢len a
zaporné mocniny proménné z), zbytek tvori hlavni ¢ast (kladné moc-
niny proménné z).

o M3={z€C|0< |z <1}, tj
Rozvoje parcidlnich zlomku ~a

1
3
+2 zustanou stejné jako v pfedchozim

piipadé, zméni se pouze I’OZVOJ zlomku —. Plati
Z—1
1 . oo o0

_ . 1 : _ IZ(_I)ngfn: Z nn+1 TL
+E n=0

f(z) = (i - % + z1> + i(—l)”’l 27 i 2
n=1

Regulérni ¢ast rozvoje ma pouze dva ¢leny — absolutni ¢len a ¢len s
mocninou z !

Piiklad 13.30: Neni néco v neporadku?

Zamyslime-li se nad vysledky ptedchoziho ptikladu, miizeme pojmout , podezieni,
zda neni néco v neporddku v souvislosti s tvrzenim, které jsme vyslovili
tésné pred uvedenym piikladem: hlavni ¢asti Laurentovych fad funkce f(z)
se stfedem zp na jednotlivych oblastech M; az My (s vyjimkou M, kde jsou
v8echny parcialni zlomky holomorfni) maji nekone¢né mnoho ¢lent, prestoze
vechny singularity funkce f(z) jsou pouze jednonasobné poly. Tento rozpor
je ovSem jen zdanlivy. Tvrzeni se totiz tyka situaci, kdy singularita je pfimo
stfedem Tady. V pirikladu 13.29 je v8ak stfedem Fady obecny bod zp, ktery
sam nen{ singularitou. Abychom se pfesvéddcili o spravnosti této uvahy, vy-
jadfime funkei f(z) z prikladu 13.29 jeji Laurentovou fadou se stfedem v
nékteré ze singularit. Zvolme tfeba zp = z2 = 0. Funkce f(z) je holomorfni v
prstencovém okoli P(0, 1) této singularity. Na tento pf¥ipade se proto vzta-
huje tvrzeni uvedené pfed prikladem 13.29. Najdeme Laurentovy rozvoje
jednotlivych parcidlnich zlomku funkce f(z) v P(0, 1):

e} [e o]
G D T 2y (—iz)" Z Pt

z—1 i 1—% 141z =
1
— — 2_1’
z
R B T
24z 2 1+3 2 - ontl 7
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flz)y=2""+ z::o [(—i)”Jrl - (Q_ni—)ln P

Hlavni ¢ast Laurentovy fady ma skuteéné jediny ¢len, z~'. Hlavni ¢asti Lau-

rentovych fad funkce f(z) v se stfedem zy = 0 v dalsich oblastech, které

vymerz{ singularity v Gaussové roving, jiz samoziejmé budou mit obecné ne-
kone¢né mnoho ¢lentit — provedte pfislusné rozvoje a piesvédcte se o tom.

Rozvineme-li funkci f(z) v prstencovych okolich dalgich singularit, v

nichz je holomorfni, tj. P(i, |22 — 21|) = P(i, 1) a P(2, |21 — z3|) = P(2, 2),

zjistime, Ze v obou piipadech mé hlavni ¢ast Laurentovy fady pouze jediny
1

¢len (jak odpovid4 nasobnosti pélu), v prvém piipadé %, v druhém — .

Priklad 13.31: Jesté jednou racionalni lomené funkce

V predchozich pfikladech jsme ziskali ndvod, jak rozvinout racionalnf lome-
nou funkci do Laurentovy fady s pfedepsanym stfedem. Jednalo se vSak o
specidlni piipad — raciondlni ryze lomenou funkci s pouze jednondsobnymi
kofeny jmenovatele. Parcidlni zlomky proto byly tvaru Zfa, kde a je kofen
jmenovatele. Nebude-li racionalni funkce ryze lomend, pFepiSeme ji snadno
do tvaru ¢astetného podilu (ktery bude polynomem) a zbytku (ten jiz bude
racionélni funkci ryze lomenou). Co ale v piipadé, ze jmenovatel bude mit

vicendsobny korfen? UvaZme tf¥eba funkci

Az+ B
=y
a hned ji &ikovné upravme:
A(z—a) Aa+B A K

IO = Y ooy —a  G—ap

Prvni zlomek uz rozvinout v Laurentovu fadu s libovolnym stfedem umime.

U druhého zlomku, v némz jsme pro zjednoduSeni oznacili K = Aa + B, si
stac¢i uvédomit, ze je derivaci funkce fa(z) = —Z[fa, kterou oviem takeé rozvi-

nout umime. Vzhledem k tomu, ze Laurentova fada konverguje stejnomérné,
stadi uz jen vysledek zderivovat, tj.

F2) = 11(2) + ()] = - a+[—( K )]'.

Z—a

Konkrétni vypocet provedeme tieba proa =1 a zg = 0.
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e Mi={z€C|0< |z| <1}

A o0
— A
z—1 Z o
n=0
K 0 K -
2_1 = KZZTZ, |:Z_1:| = KZ”Z” 5
n=0 n=1

f(z) = —Ai 2"+ (A+ B) i nz"1' =B+ i[nA+ (n+1)B] z".
n=0 n=1

n=1

o My={2€Ct||z] >1}

A A 1 A1 !
- ST = tlm = LAY
K -1 K / -1 .
= —K n — _K n—
> o > et

-1 -1
f(z)=A4 > 2"—(A+B) Y nz"'=Az"= > [nA+(n+1)B]".

n=—oo n=-—o0o n=-—0o
Objevi-li se parcidlni zlomek typu

Ak,lzkfl + Ak,22k72 4+ -+ A1z 4+ Ag
fz) = p ,
(z—a)

postupujeme obdobné a vyjadiime funkci f(z) ve tvaru

B d / B d*=t /By
f(z)=— +( 2)+""|’k1( kl)»
z—a dz\z—a dz z—a
v némz jsou koeficienty By, ..., Bi_1 jednozna¢né uréeny koeficienty Ay, ..., Ap_1
a kofenem a jmenovatele.

Priiklad 13.32: A jesté jeden....
Zkusme jesté rozvoj funkce v fadu se stfedem v podstatné singularité, tFeba

tj. 20 = 1.
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. - . . 1
Nejprve zapiSeme rozvoj funkce sin =,

1 0 -1 k 1 2k+1
sin Z (=1) ' ( > ,
z—1 = @k+1)\z-1

a pak jej vynasobime rozvojem funkce 22, tj.

PA=(z-1)24+22-1=(z-12*+2(z—1)+1.

Dostaneme

f(z)= [((z 12 +2(z—1)+ 1} i (z(l;i)’;)! (Z i 1)2k+1 .

k=0

_ i (_i)k [(z )RR (s - 1)k (o 1)721@71} _

2 2k + 1)!
_ > 1 1 _ — (=DF
f(z) = (z—l)+2+;(—1)k [(2k;+1)! B (2/{_1)!} ‘ 2k+1+2,§1m2 -

Regularni ¢asti rozvoje je kone¢ny polynom (z — 1) 4 2, zbytek predstavuje
hlavni ¢ast rozvoje.

A pro¢ se vibec singularitdm a rozvojum funkci kolem nich tak vénujeme?
Vime totiz, Ze singularity zptusobuji to, Ze integral z dané funkce po uza-
viené kfivce, kterd néjaké singularity obepinéd, nebude obecné nulovy. Jak
tedy pfispivaji singularity k integralu? Vyzkousiime to na nejjednodussim
mozném piipadu. Budeme integrovat funkci f(z), ktera je holomorfni v prs-
tencovém okoli P(zp, r) izolované singularity zp, po kruznici se stfedem pravé
v této singularité a polomérem p < r. VyuZijeme pfFitom rozvoje funkce v
Laurentovu fadu se stfedem v bodé zp a moZnosti jeji integrace ¢len po
¢lenu. Nejprve vezméme v uvahu piipad, kdy 2o # oco. Integra¢ni kruznici
parametrizujeme takto:

K:0,21] 5t — 2(t) = 20 + el € C.

Pak

o0 o0 2

/f(z) dz :/ Z cn(z —20)" = Z /cngnei"t ipel dt =

K K == n=—00 |
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00 2m
= 3 g /ei(n—i-l)t d.
n=—oo 0

Pro n # —1 plati

2T : 2m

/ei<n+1>t a o | ST

J i(n+1) 0
nenulovy je pouze jediny z integrali, pro n = —1, a ten je roven 27. Odtud

je jiz ptispévek singularity k integralu zfejmy:
/f(z) dz = 27ic_;.
K

(Diky globélni Cauchyové vété vime, Ze integral bude stejny v ptipadé, ze
integrujeme po libovolné uzaviené kiivce C lezici v P(zp, r), kterd obiha
singularitu jednou v kladném smyslu, tj. Inde(z9) = 1.) Vysledek je tak
trochu piekvapenim. At je Laurentiv rozvoj jak chce dlouhy, na integral ma
vliv pouze prvni ¢len jeho hlavni ¢asti! Integral bude nulovy i v pfipadé, ze
funkce ma v bodé zy singularitu, t¥eba pol né&jakého Ffadu, nebo dokonce i
podstatnou, ale hlavni ¢asti Laurentovy fady ,,chybi* prvni ¢len. To je tfeba
piipad funkce f(z) = cos %, ktera ma podstatnou singularitu v bodé& zy = 0.
Jeji Laurentova fada je, jak vime, tvaru

1 & (-Dk1
cos - = ——— = c_1 =0.

AP ICTNe
Prozkoumejme jesté piipad, kdy singularitou bude bod zy = oo a funkce
je holomorfni v prstencovém okoli P(oco, R). Integrac¢ni kruznici paramet-
rizujme tak, aby leZela v tomto prstencovém okoli a obihala bod zp = oo
jednou v kladném smyslu (bude tedy obihat bod &y = 0 jednou ve smyslu
zaporném), tj.

K:0,2n] 5t — 2(t)=pe ¥ €C, 0>R.

Provedeme-li obdobny vypocet jako pied chvili (provedte krok za krokem),
dostaneme

/f(z) dz = —27ic_;.
K

V piipadé singularity v nekonec¢nu se v integralu opét uplatni pouze koefici-
ent ¢_1. Ale pozor! Neni to koeficient prvniho ¢len hlavni ¢asti, nybrz ¢asti
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regularni! Koeficient c_; je natolik vyznamny, Ze se pro néj zavadi samo-
statny nézev.

Necht funkce f(z) je holomorfni v P(zq, 1), 29 # oco. Koeficient ¢_; Lauren-

tovy fady f(z) = Y02 o cn (2 —20)" se nazyva reziduum funkce f(z) v bodé
20, znatime c_; = resf(zg). Je-li funkce f(z) holomorfni v bodé zp = oo
a f(z) = 202 cnz™ jeji Laurentova fada se stfedem v bodé zyp = oo

, nazyvé se reziduem funkce f(z) v bodé zy = oo hodnota —c_j, znafime
—c_1 = res f(00).

Jisté ted nebude problém uréit rezidua funkci z piikladt 13.29, 13.31 a 13.32
(cviteni 13.3.5). Musime vSak pocitat rezidua tak, Ze se budeme pokazdé
trapit s rozvojem funkce v Laurentovu fadu? To by jisté nebylo p¥ilis u¢inné,
kdyZ ostatni koeficienty fady ¢asto nebudeme vibec potfebovat. Jak uz to
v matematice ¢asto byva, i zde existuje zpiisob, jak zjistit rezidua jinak nez
piimo z definice. Vztahuje se na odstranitelné singularity a na pély. V piipadé
podstatnych singularit se neda nic délat, Laurentové fadé se nevyhneme. Jak
tedy na rezidua bez Laurentovy fady?

Nejprve si jako obvykle vSimneme situace, kdy izolovanou singularitou
je bod zy # oo.Je-li singularita odstranitelna (a je-li odstranéna dosazenim
f(z0) = lim,_,., f(2)) nema hlavni ¢ast Laurentovy fady funkce f(z) se
stfedem zg zadné Cleny. Je proto res f(z9) = 0. Ma-li funkce v bodé zy
m-nasobny pol, pak (podle véty 13.20c)) ji lze v jistém prstencovém okoli
P(zp, r) tohoto polu vyjadiit ve tvaru

F2) = 25 ) 20, () # oo,

(z — z0)™’

kde funkce ¢(z) je holomorfni v B(zg, 7). Stejné jako v uvaze, pomoci které
jsme reziduum objevili, poditejme integral z funkce f(z) po kruznici K :
[0,27] 5t — 2=20+0e", 0 < o< 1!

z Cpm=1)(,

Vzpominate jesté na zobecnény Cauchitv vzorec (13.31)7 Pravé diky nému
jsme mohli provést posledni Gpravu. Pro reziduum tak dostavame

) 1 d(m—l) .
res f(z9) = lim (m = 1)1 don [(z—20)" f(2)]. (13.44)

Z—20
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A jak to bude s reziduem funkce v nekonetnu? Pokud je v bodé zy = oo
yopravdova® izolované singularita, tj. pél, nebo podstatné, nezbyva nez na-
psat pfisluSnou Laurentovu fadu a reziduum z ni ,pfecist®. V pfipadé, ze je
funkce v bodé zg = oo regularni, nebo jsme ji regularni ucinili odstranénim
odstranitelné singularity, mtzeme si urceni rezidua zjednodusit (nezapomi-
nejte, ze na rozdil od bodu v C miZe byt reziduum v nekoneénu nenulové i v
piipadg, ze funkce je v nekonecnu regularni). Piedpokladejme tedy, ze funkce
f(2) je regularni v bodé zp = co. Pak jeji Laurentova fada méa v jistém kruhu
B(c0, R) tvar

0 -2 _9
f(z) = Z cn 2" = cote1z Z cn 2" = f(00)+e 12+ Z cn 2",

n=—oo n=—oo n=—oo

-2
ves f(0) = —c_1 = 2[f(00) — f] + 3 ",

n=—oo

a v limité z — oo dostaneme

res f(oco) = lim z[f(o0) — f(2)], (13.45)

Z—00

je-li funkce f(z) regularni v bodé zy = oc.

.....

e Reziduum funkece f(z) v bodé zy # oo je koeficient c_; jeji Laurentovy
fady se stfedem v bodé z.

o Je-li funkce f(z) v bodé zp # oo holomorfni (regularni), je reziduum
funkce v tomto bodé v kazdém pripadé nulové, nebot hlavni ¢ast Lau-
rentovy Fady funkce se stfedem v bodé zp nemd zadné ¢leny.

e Reziduum funkce v bodé z # oo mize byt nulové i v piipadé, Zze funkce
v tomto bodé neni regularni, aviak ¢len c_127! v jeji Laurentové fadeé
neni obsazen (napiiklad funkce f(z) = 272 ma v bodé zg = 0 dvojna-
sobny pol, ale res f(0) = 0).

e Reziduum funkce f(z) v bodé zp = oo je zaporné vzaty koeficient ¢_4
jeji Laurentovy fady se stfedem v bodé zg = oo, tj —c_1.

e Je-li funkce v bodé zg = oo regularni, presto mize mit v tomto bodé
nenulové reziduum. Clen c¢_1z~" totiz nalezi do reguldrni ¢4sti Lauren-
tovy fady funkce se stfedem v bodé zy = oo.
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e Naopak, miiZe se stat, ze funkce regularni v bodé zg = oo ma v tomto
bodé nulové reziduum (napifklad funkce f(z) = 272, zminéna pred
chvili, je v bodé zp = oo regularni, avsak res f(oc0) = 0).

e Reziduum funkce v bodé z = co mize byt nulové i v piipadé, ze funkce
v tomto bodé neni regularni, aviak ¢len c_127! v jeji Laurentové fadé
neni obsaZzen (napiiklad funkce f(z) = e® ma v bodé zy = oo dokonce
podstatnou singularitu, ale res f(oco) = 0, nebot jedinym ¢lenem reu-
larni ¢4sti Laurentovy fady této funkce se stfedem v bodé zg = oo je
absolutni &len cpz? = 1).

13.3.3 Reziduova véta aneb misto integrovani s¢itame rezi-
dua

V predchozim odstavci jsme jiz specidlni pFipad takzvané reziduové véty (také
véty o reziduich) odvodili. Tykal se situace, kdy jsme integrovali funkci f(z)
s izolovanou singularitou v bodé zp a holomorfni v prstenci P(zg, r) po uza-
viené kiivce C lezici v tomto prstenci, pfi¢emz Inde(z9) = 1. Vratite-li se k
tomuto odvozeni a zobecnite-li situaci na pfipad, kdy index bodu zg vzhle-
dem ke kfivce C bude mit obecnou hodnotu, dospéjete ke vztahu

/. f(z)dz = 27miInde(20) res f(z0).
C

Co kdyz ale bude integracni kiivka C obepinat vice singularit dané funkce?
Miize jich byt koneéné mnoho, nebo i spocetné mnoho. (O ptipadu nespo-
¢etn€ mnoha singularit ,,obehnanych® integra¢ni kfivkou reziduova véta ne-
vypovida.) Znamena to tedy, ze se tyka meromorfnich funkci. Pfipomeiime,
ze jsou to takové funkce, které maji nasledujici vlastnosti:

e Jsou holomorfni v mnoziné D \ A, kde D je oteviend mnozina.

e V kazdém bodé mnoziny A je pél dané funkce.(Zahrnuje i ptipad, kdy
mnozina A je prazdna.)

e MnoZina A nemd v mnoziné D zadny hromadny bod.

Zvolme uzavieny jednorozmérny singularni fetézec lezici v mnoziné D \ A
tak, aby neobihal body, které nelezi v mnoziné D. Znamené to, ze pro kazdy
takovy bod je Indp(a) = 0. Pro nézornost dal$i uvahy sledujme obrazek
13.20, v némz «ag, a1, as a ag jsou piiklady bodd, které nelezi v mnoziné
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Ind () =0,pro Va ¢ D

(body oy, 1y, @, at3)

poly z,,..., zg
Indp(z;) #0pro j=1az5

Ind-(z;)=0pro j=6,7,8

Vo, V, V), V3V, ... komponenty mnoziny W = C™\T'

Obréazek 13.20: K odvozeni reziduové véty.

D. Pro v8echny je ptredpoklad Indr(a) = 0 splnén, ale pro kazdy trochu
jinak. Mnozina D je ,déravd“ (Fe¢eno spravnym jazykem matematiky, je to
Ctyfnéasobné souvisla oblast). Bod «q lezi zcela ,mimo* mnozinu D (nepatfil
by do mnoziny D, ani kdybychom diry zaplnili), body a; a as lezi v dirach”,
ale zadna z kiivek Cq, Co, C3 Fetézce I' = C1 4+ Co 4 C3 tyto diry neobihé. Bod
ag lezi také v dife, tu v8ak obiha kf¥ivka Cy jednou v zaporném smyslu, kiivka
Cy vibec a kiivka Cs jednou v kladém smyslu. Proto

Indr(as) = Inde, (a3) + Inde, (a3) + Indc, (a3) =14+04(—1)=0.

Body typu as vychozi pfedpoklad rovnéz spliiuji.

Ozna¢me B = {z; € A|Indr(z;) # 0}. Je to mnozina viech takovych
singularit funkce f(z), které Fetézec (resp. néktera z kiivek, jimz je tvofen)
skute¢né obihé. (Na obrazku 13.20 je mnoZina A tvofena body z; az zg, mno-
7ina B body 21 aZ z5.) Dale ozna¢me W = C* \ T (mnoZinu W ziskime vy-
jmutim v8ech bodu fetézce I' z Gaussovy roviny). Ozna¢me V;, i =1, ..., N,
komponenty mnoziny W. Vime, Ze na kazdé z nich je funkce Indp(z) kon-
stantni (véta 13.10), na neomezené komponenté Vj je jeji hodnota nulova.
(Na obrazku 13.20 mé mnozina W pét komponent, Vg, Vi, Vo, V3 a Vy.) Je-li
pro nékterou z komponent V; mnoziny W mnozina V N (C*\ D) neprézdna,
pak pro kazdy bod «a nélezejici do této komponenty je Indr(a) = 0, nebot
takovy bod nelezf v mnoziné D. K lep§fmu pochopeni pomitize obrazek 13.21.
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V jeho levé €asti jsou vyznadeny komponenty mnoziny W = CT\T Vj (neo-

[ Jind () =0, EJInd (@) = +1[] Ind,.(ar) =1 Vo (C"\D)

o 280 \ ° { 280

Z z o, ¢ D
! a, ¢D ! ! C,
V4 023
V. 0 .
7 3 2 2 2 2D
ZZ Vo
W =C"\I"

Obréazek 13.21: Jesté k odvozeni reziduové véty.

hrani¢end komponenta), Vq, Vs, V3 a V4. Barvu pozadi maji komponenty Vj
a Vj, na nichz ma funkce Indr(z) nulovou hodnotu, tmavym Srafovinim je
vyznaena komponenta Vi, na niz nabyva funkce Indp(z) hodnoty 1, svétlé
srafovani odpovida hodnoté Indr(z) = —1 (komponenty V2 a V3). V pravé
¢asti obrazku je mnozina C* \ D (patii do ni vSechny mnoZiny s barvou
pozadi). Neprazdny prunik s touto mnozinou maji pouze komponenty V a
V4 mnoziny W, coz jsou pravé ,diry“ v oblasti D.

Ptedchozi ,mnozinova“ tvaha nam pomtze k tomu, abychom zjistili,
kolik poli (obecné ze spocetné mnoha poli, tvoricich mnozinu A) ma ve
skutecnosti nenulovy index vzhledem k Fetézci I, tj. kolik prvk& ma mnozina
B. Dospé&jeme k zavéru, Ze jich je pouze koneéné mnoho! Uvazujme:

e Vime, ze mnozina A nemé v D zadny hromadny bod (plyne z definice
meromorfni funkce).

e Ty z bodi mnoziny A, pro néz je index vzhledem k fetézci I nenulovy,
lezi v omezenych komponentach mnoziny W (vlastnost funkce Indr(z)
— véta 13.10).

e Libovolna z téchto komponent, ozna¢me ji obecné V', je podmnozinou
mnoziny D. Dokonce i pro jeji uzavér V plati V' C D. Pro¢ i pro uzaveér?
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Protoze hranice komponenty je tvofena ¢astmi grafu fetézce I', ktery
lezi v mnoziné D.

e Uzéavéry ohrani¢enych komponent mnoziny W jsou kompaktni (jsou to
uzaviené ohrani¢ené mnoziny).

e Body mnoziny V N A lezi uvniti mnoziny V. Hranice komponenty V
je totiz tvorena ¢astmi retézce I', na némz ovSem podle predpokladu
nesmfi lezet zadny pol funkce.

e Kazdy z bodii mnoziny V N A lze pokryt kruhovym okolim leZicim
v mnoziné V tak, aby kazda dvé z téchto okoli méla prazdny prinik.
Ostatni body mnoziny V l1ze pokryt otevienymi kruhovymi okolimi tak,
aby v Zadném z nich neleZely body mnoziny V N A (takové pokryvani
je mozné proto, ze mnozina A nema v D hromadné body). Vytvorili
jsme tak oteviené pokryti mnoZiny V.

e V komponenté V lezi pouze koneény podet bodi mnoziny A. Kdyby
tomu tak nebylo, nebylo by mozné vybrat z pravé vytvoreného otevie-
ného pokryti mnoziny V kone¢né podpokryti. To by bylo v rozporu s
jejl kompaktnosti.

e Pocet komponent mnoziny W je rovnéz konecny. MnoZina B proto
obsahuje pouze kone¢ny pocet polu funkce f(z).

Ozna¢me body mnoziny B z; az zy. Funkei f(z) 1ze rovinout do Laurento-

vych tad se stredy z1, 22, ... zny. Kazda z nich mé svou hlavni i regulérni

¢ast, tj.

f(2) = Hi(z)+Ri(2) = Y P(z—z)"+>_ P (z—2)", i=1,2,..., N.
n=0

n=—oo

Definujme novou funkei tak, ze od funkce f(z) odetteme hlavni ¢asti vSech
téchto Laurentovych fad a vzniklou funkci, ktera tak bude mit v bodech zq,
23, ... ZN pouze odstranitelné singularity, v téchto singularitdch dodefinujeme
na holomorfni funkci, tj.

9(2) = f(2)—Hi(z)—--—Hn(2) pro z # z;, g(z) = lim [f(2)—H1(z)—--—Hn(z)].

Z—rZ;

Podle Cauchyovy véty je

/g(z) dz=0 = /f(z) dz = g:/Hl(z) dz = 2mires H;(2;).
r

r =1p
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Plati ale res H;(z;) = res f(z;), a tak dostavame slavnou reziduovou vétu:

Véta 13.23 (O reziduich): Necht f(z) je meromorfni funkce v oblasti D,
A mnoZina viech jejich poli leZicich v D, I' jednorozmérny singuldrnt fetézec
v D\ A takovy, Ze Indr(«) = 0 pro vSechny body « nelezici v oblasti D. Pak
plati
/f(z) dz = 2mi Z res f(z;) Indpr(z;). (13.46)
r

Zj €A

Uvédomme si, ze i kdyz ve vztahu (13.46) formalné s¢itdme pres vSechny
body mnoziny A, kterych miize byt i nekoneéné (spocetnd) mnoho, obsahuje
soucet ve skutecnosti pouze koneény pocet nenulovych séitanci. Uplatni se
totiz pouze rezidua v bodech mnoZiny B, jejichZ index vzhledem k fetézci I
je nenulovy. Index p6lu vzhledem k fetézci, po kterém funkci integrujeme,
je jakousi ,vahou® pfispévku odpovidajictho rezidua. Reziduum se prosté
zapocte do integralu tolikrat, kolikrat integracni obor obéhne piislusny pol.

A jesté jednu zajimavou vlastnost rezidui mizeme odvodit, mé-li funkce
v Gaussové roviné C pouze konecny pocet singularit. Pfedpokladejme, Ze
tomu tak opravdu je a funkce ma v C p izolovanych singularit 21, ..., 2.
Vsechny se jisté vejdou do dostatetné velkého kruhu B(0, r), ohrani¢eného
kruznici K : [0, 271] 2t — 2(t) = 20 + el’. Podle reziduové véty je

p
2L7ri /f(z) dz = Z:resf(zj).
K 7=l

Vné kruznice K nejsou zadné singularity s moznou vyjimkou singularity v
bodé oo, v némz ov8em, jak vime, mize mit funkce nenulové reziduum, i
kdyz singularitou ani nebude. Proto plati

1
2mi

[1eraz = o [ 1) dz = ves f(o0),
K —-K

takze )
> res f(z;) + res f(oco) = 0. (13.47)
j=1

Véta o reziduich mé fadu dilezitych, zajimavych, a mozni i neéekanych di-
sledkt. Nez se v8ak pustime do jejich formulace a dokazovani, uvedme aspoii
jeden piiklad na pouziti véty.
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Piiklad 13.33: Misto integrovani séitdme rezidua
Uvazujme o meromorfni funkci

215

1G) = e ap

Jejimi poly jsou feSeni rovnic 2241 = 0 a 22 +2 = 0, ktera spolu s hodnotami
rezidui shrnuje tabulka.

rovnice pol nas. | res f(z) res f(z) resf(z) resf(2)

A42=02=v2E k=1234| 3

2 10 10

2 . .
z24+1=0 z5 =1, 26 = —i 308 308

Urcit rezidua funkce ve v8ech jejich poélech je v tomto konkrétnim pripadé
dost neprijemné pocitani. Pokud vSak uz rezidua méme, dokdZeme pomoci
nich spocitat integral po libovolné uzaviené k¥ivce (nebo jednorozmérném
singularnim fetézci) v C, a to pouze na zékladé hodnot indexu pola vzhle-
dem k této kiivce ¢i fetézci. Stadi tedy védét, kolikrat integracni kiivka (feté-
zec) obiha jednotlivé poly a sedist rezidua s jejich ,vahami®, uréenymi prave
poctem obéhl. A jeSté samoziejmé vyndsobit faktorem 2mi. Ukazka rtznych
integracnich kiivek je na obrazku 13.22. Oznacme jednorozmérny singulérni
Fetézec. ktery bude integracnim oborem, jako obvykle I'. Integral z funkce
f(2z) mtze v principu nabyvat hodnoty 2wi-nasobku vSech moznych hodnot,
které jsou celoéiselnymi kombinacemi rezidui. Zadné jiné hodnoty naopak
nabyt nemtize. Tak napfiklad, oznacime-li 7; = res f(2;), a budeme-li pred-
pokladat, ze zaddna z k¥ivek na obrazku 13.22 neobiha po téZe cesté vice nez
jednou, dostaneme tyto hodnoty integrali:

/f(z) dz = 2mi[res f(z4) Inde, (24) + res f(z6) Inde, (26)] = —2mi(ry + r¢),
C1
/f(z) dz = 2mi[res f(22)Inde,(22) + res f(z3) Inde, (23)] = —2mi(re + r3),
C

/f(z) dz = 2mifres f(25)Inde,(25) + res f(z6) Indey (26)] = 2mi(rs — rg),
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Z15

T (202 +2)

f(2)

zkzi‘/EkT”,kzl,Z,SA

Ze =1, Zg =—I
Obréazek 13.22: K piikladu 13.33.
/f(z) dz = 2mires f(z1)Inde,(21) = —4wir,
Ca
6 6
/f(z) dz = 27Tines f(z;)Inde(z5) = 27rinj.
e j=1 j=1

Jestlize se tedy pripravime pfedem hodnoty rezidui zadané funkce, miizeme
pak jiz snadno pocitat hodnoty integralt pro libovolné uzaviené kiivky ¢i
Fetézce, aniz bychom viibec integrovali. Reziduové véty se da vyuzit i jinak.
Kdybychom tieba méli funkci f(z) integrovat po néjaké slozité kiivce a znali
hodnoty indexu poélt funkce vzhledem k této kiivce, a nechtélo se nam po-
¢itat rezidua, miizeme misto toho integrovat po néjaké jiné, t¥eba podstatné
jednodussi kiivee, budou-li hodnoty indexu poli funkce vzhledem k ni stejné
jako v pripadé kfivky ptivodn{. Hodnota integralu musf byt stejna. Tak tieba
namfisto integralu po k¥ivce C3 v obrézku 13.22 bychom mohli integrovat po
fetézci I' = Iy + Ko, kde K1 by byla kladné orientovand kruZnice se stiedem
v bodé zs5, kterd by obihala tento stfed jednou, a Ko zdporné orientovani
kruznice se stfedem zg, ktera jej rovnéz obihé jednou. Je samoziejmé otéz-
kou konkrétniho zadani, ktery postup zvolit.

Pokud jde o kfivku C, kterd obihd vSechny poély dané funkce lezici v
neroz§itené Gaussové rovnné, tj. ,,v koneénu“, nemusime rezidua v nich po-
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¢itat viibec. Sta¢i pouzit vztah (13.47) a urc¢it pouze reziduum funkce v bodé
29 = 0o. V nagem ptikladu je funkce f(z) v nekone¢nu regularni, nebot jeji
limita je kone¢na (je nulové). Pro vypocet rezidua pouzijeme vzorec (13.45),

res f(oo) = lim z[f(c0) — f(2)] = —1.

Z—00

Pak .
/f(z) dz = 27ri2res f(z) = —2mires f(o0) = 2mi.
c j=1

Vysledek se shoduje s tim, ktery jsme dostali pracnou cestou pomoci vypoctu
jednotlivych rezidui.

Slibovali jsme zajimavé a uzite¢né dusledky véty o reziduich. T¥i z nich, které
se obvykle uvidéji jako samostatnéd tvrzeni, uvedeme jako ,tfi v jednom* v
nasledujici vété.

Véta 13.24 (Véty o kotenech a polech:) Necht' T je uzavieny jednoroz-
merny singuldrni Tetézec v oblasti D takovy, Ze pro kazdy bod o mimo tuto
oblast plati Indp(a) = 0. Oznacme Dy = D\ T' a predpoklddejme, Ze pro
kazdy bod £ € Dy je Indp(§) = 0, nebo 1.

o Necht funkce f(z) je holomorfni v D a v D1 md privé Ny kofend
(nulovijch bodi), vietné ndsobnosti, a nemd nulové body na fetézci T
Pak plati

11 f(2)
N = — d :I d o) O .
r
e Rouchéova véta Necht plati vSechny piedchozi predpoklady. Ddle pred-
poklddejme, Ze funkce h(z) je rovnéz holomorfni v oblasti D plati pro
ni |f(z) — h(z)| < |f(2)| pro kaZdy bod z € I'. Pak Ny = Ny.

e Princip argumentu Necht plati vSechny predpoklady tiykajici se ob-
lasti D a tetézce I'. Necht funkce f(z) je holomorfni v D s vijjimkou
koneéné mnoha poli. Ozna¢me Ny, resp. Py pocet korendi, resp. poli
funkce f(z) v Dy, véetné jejich ndsobnosti a predpoklddejme, Ze Zddny
z nich neleZi na retézci I'. Pak

1 [ f(2)
— dz = N, — Py
27ri/ S A
I

f(2)
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Zd4 se vam, Ze takova vé€ta k nicemu neni? Naopak. Integrovana funkce,

dejme tomu g(z), mize mit docela Casto tvar tzv. logaritmické derivace

funkce f(z), jak tomu je v nasi vét&. Pro ziskani hodnoty integralu [ ¢g(z)dz
r

nemusime uz opravdu pocéitat skoro nic. V prvnich dvou ptipadech staci jen
zjistit index pocatku soustavy soufadnic v Gaussové roviné vzhledem k Fe-
tézci fol', v pFipadé tfetim podet kofent a pola funkce obepnutych Fetézcem
I'. Anebo naopak, chceme-li uréit index bodu 0 vzhledem k né&jaké kompliko-
vané kiivce f oI, staci zjistit pocet nulovych bodu funkce f(z) obepnutych
fetézcem I'. (Nesmime vSak zapomenout na ptredpoklad, ze Fetézec I' mé
obihat kazdy z kofenti funkce f(z) nejvyse jednou, a to v kladném smyslu.)
A druhy pfipad méa jesté dalsi, velmi zajimavou a mozna i trochu neceka-
nou aplikaci v algebie! Tu pozname za chvili, poté, co vétu 13.24 dokazeme.
Netrpélivi ¢tendfi mohou dikaz tieba i preskocit a vratit se k nému pozdéji.

Dejme tomu, Ze jsou splnény vSechny predpoklady pro prvni tvrzeni véty.
Oznatme g(z) = f(( )) Tato funkce je v oblasti D meromorfni (kazdy jeji
pol je kofenem jmenovatele — co myslite, plati o obracené, Ze kazdy kofen
jmenovatele je polem funkce g(z)7). Je-li bod z¢9 € D kofenem funkce f(z) s
nasobnosti m = m(zp), plati v jistém jeho kruhovém okoli B(zy, ) f(z) =
(z — 20)™p(z), kde ¢(2) je holomorfni funkce a ¢(zy) # 0. Proto je i funkce
ﬁ holomorfni v B(zp, 7). V prstencovém okoli P(zp, r) pak plati

_ (R mlz—20)" T e(z) + (2 — 20)™ ¢ (2)

9= 5y = (20" 9(7) -
_m ¢'(2)
T z—2 + o(z)
()

Funkce T3 je ovSem holomorfni v okoli B (20, 7) a tvoii regularni ¢ast Lau-

rentovy Ffady funkce. Hlavni ¢ast ma jediny clen, a to ™. Je vidét, Ze
resg(zo) = m = m(zp). Ozna¢me A mnozinu vSech kofent funkce f(z),

které lezi v mnoziné D; = D \ I'. Podle reziduové véty je

% /g(z) dz = % / ]}/((5)) dz = Z res g(2o) Indr(zo) = Z m(z9) = Ny.
r r

z0€A 20€A

Pocitejme index bodu 0 vzhledem k fetézci f ol

1 1(2)
Ind o = — — ,
s r(0) 2mi 27r1/ (2) Ny
foll

kdy7 jsme b&hem vypoé&tu provedli substituci £ = f(z).
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Prikro¢me k ditkazu druhé ¢asti véty 13.24. Zamysleme se ted nad tim,
co znamend podminka | f(z)—h(z)| < |f(2)| v bodech Fetézce I'. Véta fiké, ze
dvé& holomorfni funkce, které jsou si blizké na hranici mnoziny D; ve smyslu
uvedené nerovnosti, maji v D; stejny pocet kofent. To je docela silné tvr-
zeni, uvédomime-li si, Ze podminka ,blizkosti“ funkci f(z) a h(z) neni vibec
néjak silné. Bude splnéna pro kazdou funkci h(z), ktera se ,,vhodnym zpi-
sobem® nelisi p¥ilis od nulové funkce. Pro funkei f(z) jsme dokazali platnost
tvrzeni a) véty 13.24. Funkce h(z) ovSem také spliiuje pfedpoklady a), nebot
je holomorfni v D a nemd zadny kofen v bodech fetézce T'. (Kdyby totiz
bylo h(§) = 0 v nékterém bodé ¢ € I', pak by v tomto bodé musela platit
nerovnost, ktera nikdy platit nemiize, |f(&)| < |f(£)|.) Pro funkci h(z) tedy
rovnéz plati vysledek formulovany v prvnim tvrzeni véty, tj.

1w
27Tir h(z)

dz = N = Ind o1 (0).

Druhé tvrzeni ma jesté dalsi cast, kterou také musime dokizat. VSimnéme
si polohy bodu zg = 0 vzhledem k fetézcim I'y = fol'a Iy, = hol.
Pro¢ to? Ve hie jsou totiz hodnoty indexu tohoto bodu vzhledem k T'y i
I'y,. Pokud by bod zg = 0 na nékterém z fetézct lezel, nebyla by pfislusna
hodnota indexu definovana. Pro jednoduchost na chvili pfedpokladejme, Ze
I’ je parametrizovana (samoziejmé uzaviena) kiivka, [a, 5] 2 t — ['(t) €
C. To, co bude nasledovat, plati i pro Tetézec, ktery neni nié¢im jinym nez
formalnim sou¢tem kiivek, a snadno se to dokaze (jak, nad tim zapfemyglejte
sami). Vzhledem k predpokladu platnosti vztahu |f(2) — h(z)| < |h(2)| na
kitvee T, je [T'f(t) — T'h(t)] < |I'¢(t)| pro vSechny hodnoty parametru ¢ €
la, B]. Kdyby bod zg = 0 leZel na kiivce I'¢, tj. pro jistou hodnotu ¢; € [o, f]
by platilo T'(¢1) = 0, dostali bychom odtud nerovnost |T'y(t1)| < 0, ktera
nemtze platit. Kdyby bod zy = 0 lezel naopak na kiivce I'y,, vysla by zase
pro jistou hodnotu ta nerovnost |I'¢(t2)| < |I'¢(t2)|. Ale ta také platit nemuze.
A ted definujme kiivku

I':[o, B3t — f():lrj;gg € C.
Plati
o _ DO () — Ta(OT5 () () T T4
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Po¢itejme index bodu zp = 0 vzhledem k fetézci I:

. 8
d (1) () ' (#) Az [de
27riInd~Fv(()):/—Z:/ (1) 4 / / / Ny
J oz I(t) (1) (t)
1—\ (0%

e} -

= 2ri [Ind, (0) — Indr, (0)]

Na druhé strané na celém intervalu parametri [o, (] plati

<1

1T =

_ ’w) —Iu(t)
Ly(t)

Je vidét, ze vSechny body fetézce [ lezi v otevieném kruhu B(1, 1). Bod
zo = 0 lezi na hranici tohoto kruhu a je tak bodem neomezené komponenty
mnoziny C* \f‘ Index bodu zp = 0 vzhledem k fetézci ' je proto nulovy a
indexy bodu zp = 0 vzhledem ke kiivkam I'j, a I'y shodné. Zavér zni

Indhop<0) = Indfor(()) = N; = Nf.

Priklad 13.33: Zéakladni véta algebry
Néktery ¢tenar si pravé klade otazku, k emu vibec Rouchéova véta je.
Nejspis k ni¢emu. A co zde najednou déla algebra? Kupodivu, oboji spolu
souvisi. Zakladni vétou algebry se Casto nazyva kli¢ové tvrzeni tykajici se po-
¢tu kofentt polynomu: Polynom n-tého stupné jedné (komplexni) proménné
s komplexnimi koeficienty ma v C pravé n kofenu véetné nésobnosti. Znate
algebraicky diikaz tohoto tvrzeni? Asi ne. Dokazuje se totiz analyticky, a to
pravé s pouzitim Rouchéovy véty. Je to opravdu elegantni.

Uvazujme o polynomu v normovaném tvaru (normovani nemé vliv na
kofeny)

h(z) = 2"+ an12"" '+ darz+ay, a;€C, 1<j<n—1.

Polynom f(z) = 2" ma v C pravé n-nésobny koifen, totiz nulu. Pokud se
nam podaii dokazat, ze funkce f(z) a h(z) spliwji pfedpoklady Rouchéovy
véty, budeme hotovi. Predeviim je jasné, Ze polynomy nemaji zadné pély,
jsou to holomorfni funkce. Stac¢i dokézat jen nerovnost |h(z) — f(z)] < |f(2)]
na ,dostatecné velké a kazdé vé€tsi“ kruznici. Oznacme

g(2) = h(z) = f(2) = an_12" 4 -+ ay2 + ap.
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Plati
9(2)] _ lan—12"""+ -+ a1z +aol _ |an—1 L2 G0
£ (2)] |27 z 2 "
|an—1| | |an—2| |ao]
+ o
] 22| |27

Zvolme ¢islo R = 1+ |ap—1| + |an—2| + - -+ |agl, tj. R > 1. Na kruznici I" se
stfedem v bodé zg = 0 a polomérem R plati
h(z) — _ _
) S _ oG _ el | Jonal ol
£ (2)] FACI I |2%] e
_ i ao
T lanot + -+ laol T Janal + -+ fao]

<1 = [h(2)=f(2)| <|f(2)]-

Tato nerovnost bude zachovana i pro libovolny polomér R’ > R. Polynomy
f(2) a h(z) spliuji predpoklady Rouchéovy véty pro kruzmici I', ale take
pro jakoukoli kruznici s vétSim polomérem. Maji proto v libovolném kruhu
B(0, R'), R' > R, a koneckoncii v celé Gaussové roving C, stejny pocet
kofFent.

Zbyvéa dokazat princip argumentu, tj. tvrzeni c¢) véty 13.24. Podobné jako
pii dikazu tvrzeni a) oznacme g(z) = ]}/((5)). Funkce g(z) je jakozto podil
meromorfnich funkci rovnéz meromorfni. Vime uz, Ze je-li bod zp kofenem
funkce f(z) nasobnosti m = m(zg), je resg(zg) = m. Predpokladejme, Ze
bod Zj je polem funkce f(z) ndsobnosti p = p(Zp). Pak v jistém prstencovém
okoli P(Zp, r) existuje holomorfni funkce ¢(z) tak, ze plati

i =2 o 20
f'(z) - ¢(2)

f(z) - 2—20 t QO(Z) = resg(zo) = —D.

Ozna¢me A, resp. B mnozinu vSech kofent, resp. pola funkce f(z) lezicich
v D. Podle reziduové véty je

zlmr/]}(z) dz = Z res g(2o) + Z res g(Zo) = Ny — P.

(Z) Z0€EA Z0€B
Pro¢ se tvrzeni c) véty 13.24 ¥ikd princip argumentu? Uz jsme jednou po-
dobnou tvahu provadéli v souvislosti s indexem bodu vzhledem k uzaviené
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kfivce. Bylo to v odstavci 13.1.4 za pfikladem 13.11. Vratime-li se k této

uvaze, uvidime, Ze integral po kiivce I' z logaritmické derivace funkce f(z),

tji. [(f'(2)/f(2))dz, udava zménu argumentu funkce f(z) pfi jednom obé&hu
r

k¥ivky T' v kladném smyslu. Tvrzeni ¢) véty 13.24 tak iika, Ze tato zména
argumentu je rovna rozdilu poc¢tu kofent a poc¢tu polu (véetné nésobnosti)
meromorfni funkce f(z) v dané oblasti, samoziejmé za podminky splnéni
predpokladii véty. Je-li I' jednorozmérny singularni fetézec, se¢tou se vSechny
prispévky ke zméné argumentu funkce f(z) pochézejici od jednotlivych kii-
vek, jejichz forméalni, sou¢tem je Fetézec I.

13.3.4 Reziduovi vé€ta — ucéinny nastroj pro vypocdet real-
nych integrala

Tento odstavec je ¢isté prakticky. Ukazuje moznosti pouziti véty o reziduich
pro vypocet redlnych integralt rtiznych typt. Je vsak tfeba zdidraznit, Ze se
jednda o ukézky, nikoli o néjaké ,univerzilni recepty“, jak reziduovou vétu
pii vypoctech redlnych integrali aplikovat. Ukazky s komentaii mohou sa-
moziejmeé prispét k proniknuti do podstaty aplikace reziduové véty, v Zzddném
pifpadé vSak nemohou nahradit praktickou zkuSenost, kterou ¢tenar miize
ziskat jedin€ tim, Ze vypocte fadu desitek rtznych integrali.

Casto se setkdvame s integraly Riemannova typu, at jiz vlastnimi ¢i ne-
vlastnimi, v nichz je integrandem spojita funkce readlné proménné. Zda se, ze
v takovém piipadé nemtze byt vypocet problémem. Ke spojité funkci piece
existuje funkce primitivni (jak jsme se presvédcili jiz v prvnim dilu, odsta-
vec 2.3.2, véta 2.8). Stadi ji najit a v pFipadé vlastniho integralu dosadit
meze (Newtonova-Leibnizova formule, prvni dil, odstavec 2.3, vztah (2.48)),
v pripadé integralu nevlastnitho spocéitat pifslugné limity. Jenze véc neni tak
jednoduchd, jak se zda. Nalezeni primitivni funkce totiz muZze byt problé-
mem. Jsou-li v8ak integraéni obor a integrovana funkce vhodné pro pfevod
integralu do komplexniho oboru, neni tfeba primitivn{ funkci viibec hledat.
Tato situace je ¢asta u nevlastnich integrala druhého druhu (tj. v nekonec-
nych mezich, viz napiiklad Dodatek K v prvnim dilu), kdy absolutni hodnota
integrované funkce rychle klesa ,vzdaluje-li se“ proménna smérem k neko-
netnu. Objevuje se v8ak i u integrala vlastnich, na intervalech [0, 2k7], které
byvaji obory parametri pii parametrizaci kruznic, resp. jinych jednoduchych
uzavienych kfivek.

7da se vsak, ze nejlepsf bude ptejit rovnou k typickym ukazkam.
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Piiklad 13.34: Integraly na intervalech [0, 2k7]
pocitejme vlastni redlny integral

2
I= / ™ dz . 0<p<l.
) 1 —2pcosx + p?

Netrapme se problémem, zda a jak hledat primitivni funkci a rovnou zvazme,
jak by tento integral mohl souviset s néjakym integridlem v komplexnim
oboru, pro jehoz vypocet by se dala pouZit reziduovad véta. Aby se tato
véta vibec dala pouZit, musime integrovat po uzaviené kiivce ¢i uzavieném
jednorozmérném singularnim Fetézci. Budeme-li proménnou x povazovat za
parametr pfi parametrizaci uzaviené kiivky v Gaussové roviné, mutze byt
touto kiivkou t¥eba jednotkova kruznice K : z = el*. Tohle je docela #i-
kovné substituce, nebot umoziuje snadno vyjadiit i funkei cos z, vystupujici
v integrandu, konkrétné

1 /. ; 1 1 d
cosT = 5 (ew —i—eﬂz) =3 (z—i— ) , dz= B hd

z z

Pak

7 / . dz / idz
— —1 = .
/ z(1—pz—pz—t +p?) J pz2— (P> +1)z+p

Uréime poly integrované funkce. Jsou jimi kofeny polynomu ve jmenovateli.
Plati pz? — (p? + 1)z +p = p(2 — p) (z — p~!). Integrovand funkce ma dva
jednonasobné poly z; = p a 2o = p~ L. P6l z; = p lezi uvnit¥ kruznice K, pol
29 = p~! vné. Plyne to z pfedpokladu 0 < p < 1. Pak

. dz . _ _
I:K/f(z)dz :k/lp(zp)(zpl) = 27i (Ind;g(p) res f(p) + Indc(p~) res f(p 1))

Plati Indx(p) = 1, Indx(p~!) = 0, staci proto spocitat pouze reziduum
funkce v bodé z; = p. Pro vypocet pouzijeme vztah (13.44),

= lim |(z — i = i = 4 .
reSf(p)_;Hp{( p)p(z—p)(z—pl)] pp—p~ 1Y) p*-1

Pro integral nakonec dostavame

ip 2mp

I:27rip2_1: 1

primitivni funkeci k integrandu ptvodniho realného integralu jsme skutetné
nepotiebovali.
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Piiklad 13.35: ... a jesté jeden podobny ...

S integralem
2m

dx
I= / —, O0<g<
(p+ qcosz)? e=p
0
byste si asi poradili sami, ale pro procviceni jej vypocteme. Substituce bude
stejné jak v pfedchozim piikladu, t;.

,C:Z:elxv COS$:<Z+>’ d.f:_zv

Integrovana funkce

—idz —4iz

R Y

1 1
zlzq(—p+\/p2—q2>, zQ:q<—p— pQ—qQ)-

Oba poly funkce f(z) jsou dvojnasobné. Vzhledem k nerovnosti 0 < ¢ < p
lezi uvnit¥ kruznice K pouze pol z1, uplatni se proto jen reziduum funkce
f(2) v tomto bodé. Vypocteme je (zavéreéné upravy provedte sami):

—4iz } _ —ip

res f(z1) = lim d [(z —z)?

z—z1 dz (z — 21)%(z — 22)? W’
: 2mp
I =2rires f(z) = m

Priklad 13.36: ... a jeden s malou obménou
Vypocet integralu

I:/cotg(ac—a)dx, a=a+ip, B #0,
0

je také podobny ptfedchozim, jen trochu slozit&jsi. Ma-1i proménné x parame-
trizovat celou kruznici, je t¥eba volit substituci ve tvaru z = Kel, kde t = 2z
(probéhne-li x interval [0, 7], prob&hne ¢ interval [0, 27], jak potfebujeme).
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Aby se funkce cotg (z —a) dala vyjadfit co nejjednodusgeji, zvolme K = e™12.

Pak

K: 2= eZi(zfa) — 625 eZi(gcfoz)7 de — —;dZ’
z
CcCosT — a . z2+1
cotg (r —a) = ——— = upravte sami =1 ,
sinr —a z—1
1
=ty
2(z —
K
Integrovana funkce f(z) = ﬁ_ll) méa dva jednonésobné pély z; = 0 a

z9 = 1, jejichz poloha vzhledem ke kruznici K zavisi na hodnoté 3.
e Pro €?? > 1 lezi oba poly uvnitf integraéni kruznice a rezidua v nich
jsou
z+1

}:1, res f(1) = lim | (2~ 1) 0| =2,

res f(0) = lim 22z = 1)

z—0

Pro integral dostaneme

I =27i[Ind kc(0) res f(0) + Ind k(1) res f(1)] = in.

e Pro €?? < 1 lezi uvnitf integracni kruznice pouze pol z; = 0, integral
ma hodnotu
I = 27ilnd (0) res f(0) = —im.

Pro g = 0 integral diverguje.

Veénujme se nyni redlnym nevlastnim integraliim druhého druhu. Casto po-
tfebujeme spocitat integraly tvaru

/R(x)sinawdx, /R(x) cos ax dz, (13.48)

kde R(z) je racionalni lomend funkce. Specidlnim piipadem je situace, kdy
chceme v danych mezich integrovat samotnou funkci R(x), tj. klademe o =
5, resp. & = 0 v prvém, resp. druhém z integrald (13.48). Pokud mé jmeno-
vatel funkce R(x) kofeny na redlné ose, je tieba chapat integraly ve smyslu
hlavni hodnoty. Aby bylo zaruceno, Ze integraly konverguji, staci predpo-
kladat, 7e funkce R(x) je ryze lomenda se stupném citatele alespon o dvé
niz8im ne# je stupenn jmenovatele. Na pfikladech uvidime, jak tento pred-
poklad funguje. Je-li integrovana funkce sudé, je snadné spocitat i integral
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v mezich od —oo do nuly, nebo od nuly do oco. Zpisob vypoctu integrali
typu (13.48) opét ukazeme na piikladech, nebot néjaky univerzalni postup
lze tézko popsat, jak jsme jiz avizovali.

Priklad 13.37: Nevlastni integrél z racionalni lomené funkce
Pocitejme integral z raciondlni lomené funkce spliujici vySe uvedeny pred-
poklad o stupnich citatele a jmenovatele,

o0

dz
IZ/M" CLGR,G/#O.

—00

V tomto pifkladu se rovnou nabizi pfechod proménné do komplexniho oboru
zaménou x — z. Funkce f(z) = m je v C meromorfni a mé trojnésobné
poly z1 =1i|a|] a z2 = —i|a]. Abychom mohli pouZit reziduovou vétu, musime
funkei f(z) integrovat po uzaviené k¥ivce. Ta by ovSem méla byt vhodné
zvolena tak, aby obsahovala redlnou osu. Samoziejmé, nemiize ji obsahovat
celou. Mtizeme vsak jako soucast integrac¢ni kiivky zvolit tsecku U spojujici
body (=R, 0) a (R, 0), R > 0, a pak provést limitni pfechod R — oo. Kfivku
uzavieme pulkruZnici g se stiedem v bodé zg = 0 a polomérem R. Situaci
ukazuje obrazek 13.23 vlevo. Uvnitf integraéni kiivky C = U + Kg, je-li

Y1 y1

v

Obréazek 13.23: Integratni kiivky k piikladim 13.37 az 13.39.

dostatecné velka, tj. R > |al|, lezi pouze pdl z; = i|a|. Reziduum funkce f(z)
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v ném je

1 d2 3 1 d? 1 31
ila]) = lim |=—— (2 —i =5 e \Gaie?) T " 16ap
res f(ila|) Jim [2! 2 (7 —ilal) f(z)] 5 2 ((z+j|a‘)3> 16]al’

(podrobny vypocet, tj. derivovani a upravu, provedte sami). ProtoZe nako-
nec budeme provadét limitni pfechod R — oo, reziduum funkce f(ila|) do
integralu pfispéje. Pro integral z funkce f(z) po kiivee C plati

[1Graz= [ 1@+ [ ) dz = if(x)dx+/ £(z)dz.
¢ u Kr “R Kp

V limité R — oo predstavuje prvnf{ z integralti hledanou hodnotu I. Limitou
druhého integrilu je nula. DokdZeme to pomoci odhadu. Ptlkruznici g
parametrizujeme vztahem z = Rel’, t € [0, 7], dz = iRe!' dt. Vzhledem k
zamyslenému limitnimu pfechodu R — oo provedeme odhad pro R > a.
Plati

1 eit
- di=|[ir— | <
/(z2+a2)3 : |/1R(R2e2it+a2)3
Kr 0

1] dt - 1/” dt 0 e B
= 55 375 | T a3 pr o0
B (n+ ge)” B0 (1-15)

Uvédomili jste si dobfe posledn{ krok odhadu? Pro¢ je ve jmenovateli zlomku
3

najednou znaménko minus? Nenf to pfeklep. Pro ¢t = 7, nebo ¢t = =F ma
2
jmenovatel hodnotu 1 — %2, ktera je minimem mnoZiny absolutnich hodnot
vyrazu 1+ %22 %t Cislo ﬁ je proto hornim odhadem integrandu.
1— 1=
R2

Mohli jsme také postupovat pfimo vypoctem limity druhého integrélu,
zévislého na R jako na parametru, s pfesunem limitniho pfechodu R — oo
za integral. Nekdy se v8ak bez odhadi neobejdeme, proto je t¥eba védét, jak
je provadeét.

Nyni jiz nas integral snadno dopocteme. Podle reziduové véty je

d 3
/f(z) dz = /(22422)3 — riresf(ila]) = 8|;r|5.
C C
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Soutasné diky odhadu integralu z funkce f(z) po pilkruznici Kg vime, Ze je
to pravé hodnota naseho redlného nevlastniho integréalu I, tj.

o0

7 / dx 3
N (x2 +a2)3  8laf>’

—0o0

A co kdybychom potifebovali hodnotu integralu z téze funkce, ale pouze v
mezich [0, 0c0)? ProtoZe je integrovana funkce suda, je hodnota takového
integralu polovinou hodnoty I, stejné jako integral z funkce f(x) v mezich
(—o0, 0].

Priklad 13.38: Integral z racionalni lomené funkce ,,;modulované“ kosinem
Vypocteme integral

o0

COos ™
I:/mdx, aER,(I#O.

Pozor, meze integralu jsou [0, co). Integrand je v8ak sudou funkei, proto je
roven poloving integralu z této funkce v mezich (—oo, infty). Jisté tusite,
ze postup pii vypoctu tohoto integralu bude velice podobny jako v pitkladu
13.37, dokonce integra¢ni kiivka bude stejna. Jen si musime poradit s volbou
funkce f(z). ProtoZe stupen ¢itatele racionalni lomené funkce v integrandu
je tentokrat prdvé o dvé vétsi nez stupen jmenovatele (v piedchozim piikladu
byla v rozdilu stupiit znacna ,rezerva®), bude ve hie také spravné provedeni
odhadu po piilkruznici g. Podle reziduové véty bude platit

R

/f(z)dz: /f(x)dx+/f(z)dz:27ri Z res f(zo),
C -R Kr

ZQGCh

kde jsme symbolem Cp oznadili horni polorovinu Gaussovy roviny.

Jak tedy zvolit funkci f(z)? Tak, abychom jeji restrikci na realnou osu
dostali funkci, kterd bude integrand né&jak Sikovné zahrnovat. Okamzitym
népadem by zfejmé mohla byt volba fi(2) = ;5%%. Tato funkce nabyvé na
redlné ose pfimo hodnot integrandu. Nékomu se miZe zdat vhodnéjsi volba
fa(z) = Zerizaz, nebot na realné ose pro ni bude platit

f2($): Ccos X ; sin x /f2 /ﬂ

3:2—1—@2 x2+a2’ 22+ a?
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Imaginarni ¢ast funkce f(z) je totiz lichou funkci a jeji integral v mezich
(—o00, 00) je proto nulovy. Je mezi obéma moznostmi volby funkce f(z) né-
jaky rozdil? Funkce fi(z) i f2(z) maji jednonasobné poly v bodech ila| a
—ila|, z nichz se pii volbé integracni kiivky na obrazku 13.23 vlevo uplatni
pouze ten prvni, lezici v horni poloroving Gaussovy roviny. Vypoc¢téme rezi-
dua funkei f1(z) a fa2(z) v tomto pdlu, a pro aéely procviceni i v bodé —ilal,
lezicim v dolnf poloroviné. Pfedpokladejme, bez Gjmy na obecnosti vysledku,
ze a > 0, abychom nemuseli stale psat absolutni hodnotu. Dostaneme po-
stupné

fu(ia) I [( ia) CoS z } cosia e+ ée? —icosha
res f1(ia) = lim |(z —ia = = =
! 2Sia 22 4 g2 2ia dia 2a¢
fil—ia) i (2 +ia) CcoS 2 cosia e ?+e* icosha
res fi(—ia) = lim |(z +ia = — = — =
! 2-r—ia 22 + a2 2ia 4ia 2a
el? e 4 e —je?
res fo(ia) = lim |[(z —ia)—=——=| = = =
fo(ia) 2—ia ( >22 + a2 2ia 4ia 2a '
el® e? ie?
res fo(—ia) = lim z+iag)———=s|=——=—.
f2(—a) 255 a ( )22 + azl 2ia  2a

A je zde dilema. Rezidua funkci fi(z) a fa(z) v jejich spoleénych poélech
(konkrétné nam jde o pol ia) jsou rizné. Pfece nemiiZzeme dostat dva riizné
vysledky téhoz integralu. Co je tedy spravné? Problém muze byt (a bude) v
limitni hodnoté integralu po pikruZnici g pro R — oo. Provedme piislugné
odhady podobné jako v piikladu 13.37. Pulkruznici parametrizujme vztahem
z = Rel® = R(cost +isint), dz = iRe', t € [0, 7]. Postupnym dosazenim
dostaneme pro funkci f1(z)

/ oS 2 . R /TF (eiR(cos t+isint) + e—iR(COS t+isin t)) ) "

—_— z = — - e =

22 + a? 2 R2 g2it + a?
0

i /7r e Rsint ei(t+Rcosz‘,) eftsint ei(tchost) "
2 R '
0

+
R 2 . 2
o2t 4 & R et 4 4

Hned vidime, Ze druhy s¢itanec v integrandu je pro R — oo vinou faktoru
eR;m neomezenou funkei, nebot pro ¢ € [0, 7] je sint > 0. (Pokles s ristem
jmenovatele tohoto faktoru nepomuze, nebot jej rist exponencidlni funkce
v Citateli ,,ptebije“.) Integral z funkce f1(z) po pilkruznici Kr tedy neni v
limité R — oo nulovy, jak bychom si pfali. Reziduova véta samoziejmé& plati
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pro libovolnou pilkruZnici Kg, ale pro vypocet zadaného realniho integralu
I se volba funkce fi(z) nehodi.

Zkusme, jak dopadne odhad integralu po ptlkruznici Kr, R — oo pro
funkei fo(z). Podobné jako v piikladu 13.37 jiz predjimejme limitni piechod
R — o0 a bez jmy na obecnosti predpokladejme R > a. Dostaneme rovnou

i(Rcost+isint) o
J— 1
/22+a2 ‘ / R? et + g2 Redt) <

Kr
A el(Rcost—Hsmt A —Rsmt A e—Rsint
—dt < | —/———dt.
o/ “R2e% 42 | 0/ Re2it 4 o ‘1 2

Limita poslednfho integralu pro R — oo je nulova, totéz plati pro integral
z funkce fa(z) po pulkruznici Kg. P#i pfechodu integrace do komplexniho

oboru je tedy vhodna volba funkce fa(z) = % a plati (pro R > a)

CcosS T . sinx el* .
c/:/Md“lfMd“/wdzzmesf“”)'

-R -R Kr

sin x
z2+a?

o ia—a —a

_ / ;osx2 d:c:27ri<_le ) _Te .
4+ z 2a a

A je zde dalgi otazka: pro¢ nevedeme piilkruznici o poloméru R, R — oo,
v dolni poloroviné Gaussovy roviny? Pak by se uplatnilo reziduum v bodé
—ia a zase bychom dostali jiny vysledek! Odpovéd je i tentokrat jednoducha.
Vzhledem k tomu, zZe kruznice v dolni poloroviné by byla parametrizovana
vztahem z = Re’, t € [0, —7], nebyla by limita integralu z funkce f5(2)
po této kruznici pro R — oo nulova. Reziduova véta by sice platila, ale k
vypoctu naseho redlného integralu by nam nepomohla.

R
S uvaZzenim skutecnosti ze [ dz = 0 a v limité pro R — oo dostaneme

nakonec

Priiklad 13.39: Integral z funkce sinc
V optice se ¢asto vyskytuje vyraz typu , takzvand funkce sinc proménné
x, a je tfeba spocitat z ni integral v mezich [0, 00), tj.

0
/ sin x
0

sinz
T
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Protoze je integrovana funkce suda (Citatel i jmenovatem jsou liché funkce),
miZeme tento integral ziskat jako polovinu integralu v mezich (—oo, 00). K
integraci v oboru komplexni proménné se nabizi funkce f(z) = %, nebot
imaginarni ¢ast jeji restrikce na realnou osu je pravé nas integrand £
Funkce f(z) ma v8ak singularitu v bodé zy = 0, jiz se proto integraéni
cesta musi vyhnout. Budeme integrovat po k¥ivce na obrazku 13.23 a pak
provedeme limitni pfechody R — oo a r — 0. V oblasti ohranic¢ené kiivkou
C, sloZenou ze dvou tusefek a dvou putlkruznic, jak ukazuje obrazek 13.23,
nemd funkce f(z) zadné singularity. Podle reziduové véty, ale i podle véty

Cauchyovy, je integral z funkce f(z) po kiivce C nulovy,

i

. . R .
/e’ZdZ: /cos;v+isin:1:dx+/(31Zdz+/cosx+isin:vdx+/e‘ZdZ:
. J =z . z

z z T
—-R Kr T Kr
el* . 7 sin x el? . i sin x el?
—dz =1 de+ | —dz+i de+ | —dz=0.
z x z z z
C —R ICT r ICR

Piitpravé integrdlu jsme vyuzili skutecnosti, Ze funkce <+ je licha, takze jeji

integral v mezich [—R, —r] je roven zaporné vzatému integralu v symetricky
polozenych mezich [r, R]. Limita
-r . R .
sin x sin x
lim i / dx + / dx
R—o00,7—0 xT T

R r

je rovna hlavni hodnoté integralu 21, tj.

w . w .
Sinx SN xr
P / _ 27>/ .
X 5 xr

—00

Zbyva uréit, resp. odhadnout integraly po pilkruZznicich Kr a K,. Jisté
bychom uvitali, kdyby integral po ,velké“ piulkruznici g byl nulovy. K
tomu, abychom to mohli rozhodnout hned, by staéilo, aby stupefi jmeno-
vatele racionalni lomené funkce tvoiici faktor u e'* byl alespoii o dvé vétsi
nez stupen ¢itatele. V nasem piipadé je R(z) = %, jde tedy pouze o rozdil
jednoho stupné mezi Citatelem a jmenovatelem. To v8ak je$té neznameni,
7e by integral nemohl byt nulovy. Odhad ov8am musime pofadné provést.
Budeme integrovat per partes:

eiz ieiz R
R dZ —- —
z z

Kr




156 KAPITOLA 13. PROMENNA JE KOMPLEXNI — VYSLEDKY JSOU NOBLESNI

Limita prvniho s¢itance pro R — oo je nulové (funkce v Citateli je omezena,
konkrétné |elft — e7i®| < 2 pro libovolné R), v druhém séitanci je stupei
jmenovatele racionalni lomené funkce v integrandu pravé o dvé vétsi nez
stupen citatele, a to jiz sta¢i k tomu, aby integral byl v limité pro R — oo
nulovy.

NI

Pozn.: Ponékud ,,pfimé&jsi“ odhad (bez integrace per partes) je tieba tento:
parametrizujeme ptlkruznici g obvyklym zptisobem, Kp : z = Re', t €
[0, 7], a pocitame

™ s

el? ei(R cost+iRsint) ei(R cost+iRsint)

/—dz:/—.dt/—. it —
z Relt Reit

R 0 0

17 (7 T

—Rsint —Rsint —Rsint
— [e dt = = e dt+ [ e dt
R / R / /
0 0 us

2

Pro¢ jsme takto integral rozdélili? Protoze v intervalech [0, 7] a [, 7| mi-

zeme provést vhodny odhad funkce sint linedrni funkci, avSak v kazdém z
obou intervalt jinou. Konkrétné je

. 2t T . 2t T
sint> — prote |0, =|, sint>—-——+4+1prote |-, 7|,
s 2 T 2

nebot graf funkce sint na intervalu [0, 5] lezi pod tseckou spojujici body
O =[0,0] a A= [%, 1] ana intervalu [%, 7] pod useckou spojujici body
A= [%,1] a B=[r, 0]. Dokon¢ime odhad integralu:

jus
2

/e—dz <L /e_%dt—F/e(QTm_R)dt =
R ™
2

™

= ?(1—6_}2) — 0 pro R — oo.

_1 {(e—R )4 e R (eh 1)]
Integral z funkce % po ,malé“ ptlkruznici K, v limité r — oo nepochybné
nulovy nebude. Je to vidét z tvaru integrované funkce, jejiz graf je na obrézku
13.24, a z geometrické predstavy o integralu I jako o hodnoté udavajici plogny
obsah utvaru pod grafem (se zapo¢tenim znamének — co je pod osou z, je
zaporné). Kdyby totiz byl integral z funkce % po ,malé“ pulkruznici IC, v
limité r — 0 nulovy, musel by byt nulovy i integrdl I. Z grafu na obrazku
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y y
sin x _sinx
X 9 X
X €[-57, 57] I|xe [-107,10x]

A/\/\/\

U ¥ AAvaapa

Obrazek 13.24: K prikladu 13.39: graf funkce sinc x.

13.24 je hned vidét, Ze tomu tak neni: velikosti plochy pod jednotlivymi
oblouky grafu v intervalech [km, (k+1)7] mezi jeho prichody nulovymi body
se neustale zmenguji.

Integral po ,malé“ kruznici vypocteme tak, Ze integrovanou funkci roz-
vineme v Laurentovu fadu a budeme ji integrovat ¢len po ¢lenu. Plati

/fdz:/i {1+iz+;(iz)2+?}!(iz)3+~-} dz:/dzz%—/¢(z)dza
K,

Kr Kr Kr

kde 1 (z) je funkce regularni v C, tedy i v bodé zy = 0. Proto je jistém kruho-
vém okoli B(0, ¢) ohrani¢ena. Vzhledem k avizovanému limitnimu p¥echodu
r — 0 mizZeme volit r < p. Pak existuje ¢islo M > 0 tak, ze na pilkruznici
K, plati [(z)] < M. Odtud

/w(z)dz < Mnr — 0 pro r — 0.
Kr
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Staci uz je vypocitat integral z funkce % po K,. Pilkruznici K, parametri-
zujeme vztahem z = re'’, t € [m, 0]. Pak

0
/ —dz = / < e_lt) (irelt) dt = —ir.
J z JoAr

Celkové nakonec dostavame

0o | o,
ziP/SIde—m:o:P/Slnxdx:f.
€T T 2

Tento dulezity integral jesté zobecnime. Oznadme

I= /g(x)smxdx.
0

Uvahy, které kolem né&j povedeme, jsou velmi podobné jako pro predchozi
jednodussi piipad, kdy g(t) = 1. Integrovanou funkci zvolme ve tvaru g(z)%
a predpokladejme, ze funkce g(z) je holomorfni a navic je suda. To abychom
mohli zvolit integra¢ni kiivku jako v predchozim p#ipadé, podle obrazku
13.23. Plati (integral je chapan ve smyslu hlavni hodnoty)

-

9] — 7)/ Slnﬂ: _ lim /g( )blnxdm+/ smxdx

r—0, R—o00
—R

Je-1li funkce g(z) v horni poloroviné Gaussovy roviny ohranicend, tj. existuje
suniverzalng“ ¢islo M tak, Ze v této poloroviné je |g(z)| < M, muZeme
pii odhadu integralu po ptlkruZnici Kr piesné sledovat odhad, ktery jsme
provadéli v pripadé funkce %, a dostaneme

iz M
/g( )e—dz< ——(1—ef) = 0pro R— .
z R?

R

Obdobné provedeme vypodcet integralu po pilkruznici K, : z = re't. Protoze
je funkce g(z)e'* holomorfni rozvineme ji v Taylorovu fadu se stiedem v
bodé zp = 0, g(z) e* = g(0) e + 3°°, ¢,2". Pak

o) = 2 e z cne"
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Funkce ¥(z) je holomorfni, a proto je v jistém okoli B(0, o) ohranicend, tj.
l(2)] < M pro vsechna z € B(0, p). Zvolime-li r < o (coZ vzhledem k
pozdéjsimu limitnimu pfechodu r — 0 udélat muzeme)

/w(z)dz < Mmr — 0 pro r — 0.
Zbyva urcit limitu integralu ’Cf @ dz pro r — 0. V ptipadé funkce g(z) =1
jsme ji uz urdili, byla rovna “irr. Celkem je
eiz
lim [ g(z)— dz = —ing(0),
z

r—0
Kr

a konec¢né

sin x

T
dz = g(0)§.

T 2 T

0 . ()
iP/g(;r)Smxd:v—iEg(O) =0 = P/g(:v)
0 0
Je to nanejvys zajimavy vysledek a pozdéji si jej znovu pripomeneme. Funkce
sinc z pii integraci funkce g(x) sinc x na intervalu [0, co) ,,vymaze“ viechny
hodnoty g(z) s vyjimkou g(0).

Piiklad 13.40: Trochu jina integracni cesta

V pfedchozich dvou pifkladech mohl vzniknout dojem, Ze p#i vypoctu redl-
nych nevlastnich integralt pfechodem do komplexniho oboru musi byt sou-
¢asti integraénf kiivky ¢ast ,nekone¢né* kruznice. Tak jednoduché to neni. Je
tfeba se T{dit typem integrované funkce a pfedpoklddanymi odhady. Zkusme
integral

eax
I—/f(q:)dm—/1+ezda:, aceR, 0<ax<l

Jako integrovana funkce se nabizi pfimo funkce f(z), vznikla z integrandu
integralu I jen zdménou x — z. Na prvni pohled vidime, Ze méa singularitu
(konkrétné jde o jednonasobny pél — umite to zdivodnit?) v bodé zy = im.
Tak pro¢ bychom nemohli integrovat po k¥ivce za obrazku 13.23 vlevo? Jed-
noduse proto, 7e bod 2y = im nenf singularitou jedinou. jmenovatel zlomku,
tj. vyraz 1 4 €7 je nulovy v bodech zp = zg + 2k7i, k € Z, takZe singula-
rity jsou ,rovnomérné rozesety“ po imaginarni ose. (Tomu se ani nedivime,
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Obréazek 13.25: K piikladu 13.40.

nebot funkce e* je periodickd s ryze imaginarni periodou 27i.) ZvétSovanim
pilkruznice gr bychom ,pfibirali do hry“ dalsi a dalsi a nikdy bychom je
neobsahli v8echny. Zvolime proto integracni kiivku tak, aby bylo mozné ji
podél realné osy ,rozprostiit“ od —R po R, R — oo, ale tak, aby uvnit¥ nf
leZel jen koneény pocet singularit, tfeba jen jedna. ,,Sikovnou“ kfivku vidime
na obrazku 13.25. Podle véty o reziduich plati pro libovolné R

4 eaz . .
/f(z) dz = ; e dz = 27ires f(im).

C C;
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Poéitejme integraly po jednotlivych kiivkach C; az C4 a jejich limity pro

R — oco. Nezapoméiime, ze 2™ = 1.
kfivka parametrizace integral limita
R at

C1 z=1t, z€[-R, R| | e dt I
-R

Cy 2 =R+ 2nit, t € [0, 1] j e dt 0

Cs z=t+2m, 2 € [R, —R] e“ﬁjf‘) ] - ¢2ar

. 0 a( R+2mit)

Cy z=—R+2rit, t €[1,0] [ {T—mrmmdt 0

1

Vyjadieni vSech integrala jejich limitni hodnoty po kfivkich C; a Cs pro
R — 00 jsou zFejmé na prvni pohled. Abychom v8ak véfili tomu, Ze limitni
hodnoty integralt po ki¥ivkach Co a C4 jsou nulové, musime provést odhady.
Provedeme odhad pro kfivku Ce, pro kfivku Cy4 jej provedte sami — je to
velice podobné. Na k¥ivce Co plati

(R+27Tlt) |ea(R+27rit) | ekt
f(2)l = 1 +eR+27r1t = |1 — [eRt2rilt] T oR_1’
R e(a R
< /dt—27r — 0 for R — o0
1+e? -k

2

V limité R — oo dostavame
(1 — 2™ = 2rires f(in).
Musfme jesté spocitat reziduum. Protoze se jedna o jednonédsobny pél, je to
jednoduse limita
az

res f(ir) = Zh_}rgr(z —im) T o = Zli_)]rri17T e = ¢
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kterou jsme spocitali pomoci L’Hospitalova pravidla. Nakonec dostavime

_ Alam
I = 2mi Taw = = .
1 — e-tam sin am

s

Dalsi piiklady si zkuste vypoc&itat v ramci cviceni. Téch, které obsahuje Cvi-
¢enf 13.3.5 je stale velmi malo na to, abyste ziskali potiebnou praxi v tako-
vych vypocétech. Sbirky tiloh, v nich# je takovych pfikladi mnozstvi, uvadime
v soupisu litratury.

13.3.5 Cviceni

1. Dokazte, ze ma-li funkce f(z) v bodé zg # oo pol, plati lim,_,,, f(z) = oco.

2. Dokazte, ze mé-li funkce f(z) v bodé zp = oo limitu oo, mé v tomto bodé
pol.

3. Proved'te podrobné vypodcty viech limit v piikladu 13.26.

Navod: V piipadé vypoctu limity posledni ze zadanych funkci v bodé zy =
o0 poéitejte limitu lime_ F(£), kde F(¢) = f (%)
4. Dokazte vlastnosti a), b) a d) a jejich dusledky e) a f), uvedené ve vété
13.20.

5. ZapiSte izolované singularity nésledujicich funkci a urcete jejich typ.

6. Pii diikazu véty 13.17 (véta o jednoznalnosti) jsme definovali nulovy bod
(kofen) nasobnosti m funkce f(z). Dokazte nasledujici tvrzeni:
a) Bod zy € C je m-nasobnym kofenem holomorfni funkce f(z) pravé
tehdy, lze li v jistém kruhovém okoli B(zp, ) bodu zo zapsat funkci
f(2) ve tvaru f(z) = (2 — 20)" ¢(2), kde ¢ je holomorfni v B(z, 7) a
plati ¢(z9) # 0. Vysvétlete podminku ¢(zg) # 0.

b) Bod 2y € C je m-nasobnym kofenem holomorfni funkce f(z) pravé
kdyz plati f(z0) = f'(z0) = -+ = f™(29) = 0 a f™mFV(2) #0.

Navod b): Pouzijte tvrzeni a) a rozvoj funkce v Taylorovu fadu se stiedem
v bodé 2.

7. V néasledujicich tlohach uréete kofeny (nulové body) funkci a jejich né-
sobnosti, dile pak singuarity, jejich typ, u odstranitelnych singularit dodefi-
novani, u p6la nasobnost.
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d) f(z) = (1 —e*) (2% —4)3,
e) f(z) =1—cosz,

£ o in s,

g f(z) ===,

h) f(z) = sin2?,

i) f(z) =sin’(2),
D)=

k) f(2) = 12,

D f(2) = e
9 f() = 52,

t) f(z) = ZS(Q,ICOSZ)y
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y) [(z) = %5,

z) f(z) = ﬁcosiy
aa) f(z) :sin%—l—z%,

bb) f(z) = e *cos 1, item [cc)| f(z) = acR.

eor
Tte?’
Vysledky: a) jednonasobné kotfeny: +3i, dvojnasobny pél co; b)jednonasobné
kofeny: +3i, dvojnasobny kofen oo; c¢) dvojnasobny kofen zp = 0, jednona-
sobné kofeny zr = km, k € Z, podstatnd singularita oo; d) trojnasobné
kofeny +2, jednonasobné kofeny z, = 2km, k € Z, podstatna singularita oo;
e) dvojnasobné koteny zp = 2km, k € Z, podstatna singularita oo; f) trojna-
sobné kofeny =+, jednonésobné koteny zp = km, k € Z\ {£1}, podstatna
singularita co; g) dvojnasobny kofen zy = 0, trojnasobné kofeny zp = km,
k € Z\ {0}, podstatné singularita oo; h) trojnasobny kofen zy = 0, jednoné-
sobné kofeny vk, $Vkm(1+£iv3), k € Z\ {0}, podstatna singularita oo;
i) trojnésobné koteny zp = km, k € Z, podstatna singularita oco; j) trojna-
sobny kofen oo, jednonasobny pol zg = 0, jednonésobné poly +1; k) ¢tyina-
sobny kofen zg = 0, jednonasobné pély +1, +i, odstranitelnd singularita oo,
f(o0) = —1;1) pétinasobny kofen zy = 0, jednonasobné poly +1, trojnasobny
pol oo; m) pétindsobny kotfen oo, jednonasobny pol zg = 0, dvojnasobné poly
+2i; n) jednonasobné kofeny zk%z—“m k € Z, jednonasobné poély +i, pod-
statnd singularita co; o) jednonésobné kotfeny +i, podstatna singularita oo;
p) jednonasobny kofen zy = 0, podstatna singularita oco; q) odstranitelnd
singularita zp = 0, f(0) = —%, jednonasobné poly z, = 2ikm, k € Z\ {0},
hromadny bod mnoZiny po6ld oo; r) dvojnasobny pol zp = 0, jednonésobné
poly zp = 2ikm, k € Z\ {0}, hromadny bod mnoZiny péla oo; s) jednona-
sobné kofeny zp = 2ikw, jednonasobné poly & = In2 + i(2k + 1)pi, k € Z,
hromadny bod mnoziny polil oo; t) trojnasobny pél zg = 0, jednonésobné
poly z, = 2km £iln (24 /3) (feSeni rovnice cosz = 2), k € Z, hromadny
bod mnoZziny péli oco; u) podstatna singularita zg = 0, odstranitelna singu-
larita oo, f(oo) = 1; v) podstatna singularita zp = 0, jednonasobny poél oo;
w) podstatnd singularita zy = 1, odstranitelné singularita oo, f(c0) = %; X)
podstatnd singularita z = 1, jednonésobné pély zp = 2ikw, k € Z, hromadny
bod mnoziny poéli co; y) jednonasobné kotfeny z = 2kn, k € Z\ {0}, dvojna-
sobny pol zgp = 0, podstatna singularita oo; z) sedminasobny kofen zg = 0,
dvojnasobny pol z; = —2, podstatna singularita zo = 2, trojnésobny pol oo;
aa) podstatna singularita zp = 0, odstranitelna singularita oo, f(co) = 0;
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bb) podstatnéd singularita zp = 0, podstatna singularita oo, cc) podstatna
singularita oo, jednonasobné pély z; = im + 2kwi, k € Z.

8. Vrafte se k pfikladu 13.30 a rozviiite funkci f(z) v Laurentovu fadu se
stfedem

Vysledky: a), b) doplnit
9. V nasledujicich pfipadech urcete viechny Laurentovy rozvoje funkce f(z).
a) f(z):ﬁ, 20 =0, z0 =1, 20 = 00,
b) f(@zm; 20 = 0,
c) f(z) = zge%, 20 =0, zg = 00,
d) f(2) = =riegy 20 = 2
0) [(2) = iy =2,
f) f(z) =sin?z, 29 =0,
g) f(z) = = akaa#o 20 =10, zp = 00

h) f(z):ﬁaZOZLZo:OO,

) f(2) = cos =55, 20 =2,

Vysledky a) 20 =0, M = {z € Cl0O < |z] < 1}: f(2) = 27t +

0 ? {z € CI1 < |2 < oo} f(2) = — T2 2™ 20 = L,
Mlz{z€C|0<]z—1|<l} f()zzl—l-z o(=1)"(z — 1)",
My = {2z € C|1 < |z—1| < oo} f(): n_,oo(z—l);zo—oo
M:{z€C|1<\z|<oo} f(z) = 21 " My ={z € C|0 <
2] < 1}: f(z) = 27 L+ 3000 2™ ¢) 29 = 0, —{ZEC\0<]2\<OO}
f(z) = (5 +z+22) + 1 @ 1k),zk, nezaporné mocniny proménné z

tvofi regularni ¢ast, zbytek je hlavnl Cast; zop = oo, M1 = {2z € C|0 <
|z| < o0}, f(2) = (% +z+z2> + 51 ﬁzk, kladné mocniny pro-
ménné z tvoii hlavni ¢ast, zbytek je regularni ¢ast; d) My = {z € C|0 <
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2(z = 2)71 + Too(-1)" = = 2)", = {z €

2 =2 < 1} f(z) =
Cl1 < 2] <oo}: f(2) = (2 —2)7" +ZZ—_<X>( "z —2)" e )M;n;{ze

C|O< |z—2| <5} f(z) — (2= 2) 7 iR () G (2 —
9, My = {z € C|V5 < |z -2 < oo} f(z) = 1 +i)(z -2~ +
IZn—foo( )2 — 1) T2+ )T (-2 ) My = C: f(2) =

S Sk (2m+1()7(12): Sm=T)! 2?k; ¢) Navod: Uvédomte si, Ze zadana funkce

je (w)—nasobkem (k — 1) té derivace funkce —=; 29 = 0, M = {z €
1)1 T=a’i 20 , My

—1)F oo (ntk=1)! /2
Cl0 < |2 < lal}: f(2) = S 5520 Uit ()", My = {2 € C*|Jd] <

ak a

‘Z|} f(z )—Z*kZO—foo (nlk 1))1 (%)n h) 2o =1, MIZ{ZGC’()S |z —i] <

2): f(2) = —§(z —172) = (= = )71+ T3 T (= — )" 20 = 00, My =
{ze CH|lz| > 1}: f(z) =32 (1) 'nz2n—2); 1) My = C: f(z) =

n=—oo
—k:—14—2k k:4—2

_ — —Lgin —1)~ k cos
cos1l+ Zk:l_oo [( D! (2= ! (z — 2)4+2 1 (1)(_2—k),1(z — 2)4’“}.

10. Funkce f(w) = eg'wle, kde w, z € C a z je parametr, je vytvafejici
funkce pro Besselovy funkce J,(z) celého fadu, tj. f(w) = > e In(z) W™,
0 < |w| < oo. Pomoci tohoto vztahu dokazte, ze

1 s
In(z) = — /cos (nt — zsint)dt (Besselav integral).
0

3

Navod: Uvédomte si, Ze J,,(z) jsou koeficienty Laurentovy fady funkce f(w)
se stfedem wp = 0. Integrujte vztah po kruznici w = €', t € [—m, 7.

11. Urcete hodnoty reziduf ve v8ech izolovanych singularitdch a v bodé& ne-
kone¢no funkei z piikladi 13.29, 13.31 a 13.32.

Vysledky: 13.29: res f(i) = 2, res f(0) = 1, res f(—2) =
13.31: res f(a) = A, res f(00) = —a; 13.32: res f(1) = 2, res f(o0) = —2.

12. Vypoctéte integraly

a) [cotg(x —a)dz, a=a+if, 8#0 (pro 8 = 0 integral diverguje),
0

oo
b) [ cosat—cosbr gy g, € R, a, b>0,
0

c) f e dz, a, b € (0, 1), (Navod: integrél je tfeba brat ve smyslu

1el

hlavm hodnoty, integracni kfivka je podobné jako v pfikladu 13.40, je
v8ak tfeba se vyhnout bodu 0).
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d) [ e~ cos by dr,a € R, a>0,
0
©) | ¥t

f) Of%dx,wo,

P 22 bx
g) [ (:;2?22)2 dz, a, b > 0,
0

h) [ G de

[e's) .
. (J}+1)6731Z
)| s d

o0

J) Of z?lan(_l'_xl) dxa a > 07

o
k) g e dzx, a € C, urcete podminku pro parametr a,

sin x
z(z2+1)2 dZC,

oo
m) [ ;ﬂsff dz,a € R, a >0,
—0o0

dx
CESVS

)

o—g

Vysledky:a) irsgn 8 b) £(b—a)m, c) 7(cotg ar—cotg brr), d) 31/7/a e~ (b*/4a)

e) ire 3(3sinl—cos1) OVERIT, f) w(azige—a . 2) ”e_a:glfab)y h) 7fe“’;’l§§+ab)7
i) DOPLNIT, j) DOPLNIT, k)DOPLNIT, 1) DOPLNIT, m) % e~*% (sin %2 + cos %y2),

s

n) —7.

13.4 Co jsou to mnohoznac¢né funkce

Definice funkce komplexni proménné, uvedend na zacatku kapitoly, kon-
krétné v odstavci 13.1.2, je formulovana tak, Ze ptipousti, aby funkce byla
mnohozna¢nd. Je to toiz jakékoli relace f na mnoziné C, resp. CT. Znamena
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to, Ze jedné hodnoté proménné z € Ct (vzoru) miZze p¥isluset vice hodnot
w € CT takze ,obrazem® hodnoty z je mnozina f(z) = {w € C*|[z, w] €
f}. Uvedli jsme si také priklady mnohoznaénych funkci — argument a n-tou
odmocninu, n € N. Brzy potom jsme se dohodli, Ze zatim budeme uvazo-
vat pouze o jednoznalnych funckich, tj. takovych, pro néz je mnozina f(z)
vzdy jednoprvkova, takze relace f je zobrazenim, a to do chvile, kdy dohodu
zruSime. tato chvile nyni nastala a zafneme se mnohoznaénymi funkcemi
zabyvat podrobnéji.

13.4.1 Prodlouzeni holomorfni funkce podél k¥ivek — mozZné
vysledky

Mozné ted &ekate, ze definici mnohozna¢nych funkci za¢neme odvijet od
argumentu, jako jsme to udélali v p¥ipadé odmocnin (p¥iklad 13.5) nebo lo-
garitmu (ptiklad 13.10). Do jisté miry by to §lo. Lepsi by vSak bylo mit obec-
néjsi postup, ktery umozni charakterizovat v8echny vlastnosti mnohoznad-
nych funkci. Za tu obecnost sice zaplatime jistou ,dan® v podobé piedpo-
kladu existence derivace funkci, které budou ve hie, tento predpoklad vsak
nebude piilisnym omezenim: funkce, které nemaji derivaci alespoii v n&jakych
oblastech, nejsou pro praktické acéely piilis vyuzitelné. Zakladnim principem,
ktery k definici mnohozna¢nych funkei (s holomorfnimi jednozna¢nymi vét-
vemi) pouzijeme, je véta o jednoznacénosti (véta 13.17). I kdyz logaritmické
funkci je vénovan nasledujici samostatny odstavec, ukdzeme si na ni, o jaky
problém se jedné.

Priklad 13.41: Logaritmus a véta o jednoznacnosti
Logaritmickou funkci o zdkladu e v redlném oboru, tj. pfirozeny logaritmus
umime podobné jako jiné funkce rozvinout v Taylorovu fadu se stfedem xg
(s omezenim na kladné hodnoty xg)
o0 -1 n—1
Inz =Inxzg+ Z L

n=1

x —x0)"

pfi¢emz Fada konverguje lokalné stejnomérné na intervalu (0, 2z) (tohle jisté
dokéazete zdivodnit). Provedeme-li zdménu = — z, dostaneme fadu lokalné
stejnomérné konvergentni v otevieném kruhu B(xg, x), viz obrazek 13.26,

B (=1t n [ 7T:| 37
an_lnx0+nzl et (z=m0)", Argz € (0, 5| U[, 2m). (13.49)

Tato fada pfedstavuje holomorfni funkci, kterd je holomorfnim rozsifenim
pfirozeného logaritmu z intervalu (0, zp) na oblast B(xo, zg). Vzhledem k
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Obrazek 13.26: Kam aZ lze rozsifit logaritmus.

tomu, Ze mnozina (0, xo) ma v B(zo, x¢) hromadné body, je podle véty 13.17
a jejich dusledku toto prodlouzeni jediné. (Dokonce vSechny body intervalu
(0, z9) C R jsou jeho hromadnymi body v B(xg, x¢), i kdyZz by zcela postaéil
jediny.) Soucet fady nazveme piirozenym logaritmem proménné z. ZvétSova-
nim hodnoty xy (posouvanim stiedu fady po realné ose vpravo) zvétSujeme
oblast lokalné stejnomérné konvergence fady, a tedy defini¢niho oboru loga-
ritmu.

Zptisobem, ktery jsme ukazali v prikladu 13.41, dokdzeme logaritmus de-
finovat pouze v pravé poloroviné Gaussovy roviny. Do levé se v Zadném
pFipadé nedostaneme. Zda se, Ze tento zpilisob, jak definovat logaritmus v
komplexni rovinég, je oproti tomu, ktery jsme pouzili v prikladu 13.10, velice
nedokonaly. Jisté by to byla pravda, kdybychom polohu stfedu Taylorovy
fady skute¢né omerzili jen na reilnou osu. K tomu néas v8ak nic nenuti. Po-
kusme se zplisob rozsifovani defini¢niho oboru holomorfni funkce pomoci véty
o jednoznacnosti zobecnit. Vyuzijeme k tomu schematicky obrazek 13.27.
Predpokladejme, 7ze C je kiivka s pocateénim bodem zg a koncovym bodem
z, a 7e na otevieném kruhu B(zg, r¢) je definovana holomorfni funkce f,,(&)
(symbolem & jsme zde oznacili obecnou proménnou, aby se nepletla s ozna-
¢enim koncového bodu z). Funkei f,,(£) budeme nazyvat vgchozi element.
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Obrézek 13.27: Myslenka a teoreticky postup prodluzovani podél kiivek.

Mizeme ji vyjadiit pomoci Taylorovy fady

Fo0 (&) =" (€ = z)™
n=0

Zvolme bod z; na k¥ivce C tak, aby lezel v kruhu B(zg, 7¢) a rozviiime funkci
[z (&) v fadu se stiedem 21,

e (5) = Z cgzl)(g - Zl)n7

a predpokladejme, Ze tato fada stejnomérné konverguje na jistém kruhu
B(z1, 1) (nemusi nutné jit o nejvétsi mozny kruh konvergence). Pokraco-
vanim v této proceduie nakonec dospéjeme k vyjadieni Taylorové fadé kon-
vergentni na otevieném kruhu, ktery bude obsahovat koncovy bod z kiivky
C. Kiivka C je takto pokryta otevienymi kruhy. Vzhledem k tomu, Ze kiivka
(jako mnozina bodu v C) je kompaktni, 1ze z tohoto pokryti vybrat pokryti
kone¢né. Volime je tak, aby obsahovalo vychozi z kruht B(zg, 9). Kruhy
tvofici toto pokryti oznaéime B(z;, 7;), 7 =0, 1, ..., zy,, pfi¢emz posledni z
nich, kruh B(zy, rn), obsahuje bod z. Pak na B(zy, r,) dostaneme Fadu

[e.e]

fan (€) = Z 67(’LN)(€ —zn)"

n=0
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jejimz vy¢islenim v koncovém bodé z kifivky C pak ziskdme hodnotu, kterou
znafime f,, ¢(z). Timto oznatenim davame najevo, Ze hodnota zavisi jak na
vychozim elementu, tak mutze zaviset i na kiivce C. Timto postupem, sloze-
nym z kone¢ného poétu krokt, jsme prodlouzili vijchozi element podél kiivky
C do bodu z. Hodnotu f, ¢(z) proto nazyvame vysledek analytického prodlou-
Zend vijchoziho elementu do bodu z podél kiwky C. Uvédomme si, ze kdyZ takto
postupujeme podél zadané krivky, musime na konci dostat vysledek analy-
tického prodlouzeni jednozna¢né, tj. bez ohledu na to, jak volime konkrétni
pokryvajici kruhy. Pro¢? Vyplyva to z véty o jednoznacnosti 13.17. Uva-
7ujme o priniku kterychkoli dvou ,sousednich“ kruhu t¥eba hned B(zp, o)
a B(z1, r1). Oznatme jej Dop. Je jisté neprazdny. Na B(zg, r9) mame holo-
morfni funkei f,,(z) uré¢enou Taylorovou fadou se stfedem zp, na B(z1, 1)
holomorfni funkei f,, (z) fadou se stfedem z;. Na pruniku hodnoty souctu
obou fad splyvaji. Funkce f,,(z) je tedy holomorfnim prodlouzenim funkce
f2(2) z oblasti Do1 = B(zo, ro) N B(z1, r1) na oblast B(z1, r1). Protoze
oblast Doy ma v B(z1, r1) hromadné body, je toto holomorfni prodlouzeni
jediné. Tato tvaha je platna i pro daldi dvojice sousednich kruht v celém
wretézu® B(zo, ro), B(z1, r1), ..., B(zn, rn). Pomoci uvedené procedury by
tedy bylo v principu mozné ziskat t¥eba pravé hodnoty logaritmu i v levé
poloroviné Gaussovy roviny. Na druhé strané jasné, ze v podobé, jak jsme ji
popsali, asi nebude vhodné pro praktické pouziti.

A jesté si musime polozit otazku: co kdyz prodlouzime dany vychozi ele-
ment z bodu zg do bodu z podél jiné kiivky, napiiklad C? Dostaneme stejnou
hodnotu jako pfi prodlouzeni podél, nebo jinou hodnotu, nez p¥i prodlouzeni
podél kiivky C? Intuitivné citime, Ze nebude-li kruhim konvergence pii pro-
dluzovani ,stat v cesté” zadna piekazka, jiz by mohla byt t¥eba singularita,
nebo né&jaka ,dira“, jako je tomu na obrazku 13.17, méli bychom dostat stej-
nou hodnotu. V opa¢ném piipadé by vysledek prodlouZeni po riznych kiiv-
kiach mohl, ale nemusel, byt odligny. Samoziejmé, kdyby takova ,prekazka‘
lezela pfimo na kfivce, prodlouZeni by se nedalo provést — procedura by se
jednoduse na takové piekizce ,zarazila“. Pokud proceduru prodlouzeni vy-
choziho elementu f,,(z) z bodu lze uskute¢nit, fekneme, ze vychozi element
»ze prodlouzit® podél zadané krivky.

Shriime nyni vyse uvedené tivahy a nazvoslovi i formalné v nasledujici
definici.

Necht C je kifivka s pocateénim bodem zp a koncovym bodem z a f,,(&)
funkce holomorfni v jistém kruhu B(zo, r). Tuto funkci nazveme wvgchozi
element, nékdy také vychozi analyticky element. Je-li mozné vyse uvedenou
procedurou ziskat hodnotu f, ¢c(2), fekneme, ze vychozi element f., (&) lze
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analyticky prodlouzit podél kiivky C. Hodnotu f,, ¢(2) pak nazyvame vysledek
analytického prodlouzeni vijchoziho elementu f,,(§) do bodu z podél kiivky C.
Funkce vznikajici prodluzovanim vychozich elementt nazyvame analytické.

Pozn.: Premyslivé ¢tenafe muze napadnout, zda pfi analytickém prodlu-
zovani vychoziho elementu nemutZe nastat problém, neni-li parametrizace
k¥ivky C prostym zobrazenim, tj. protina-li k¥ivka sama sebe. Jak na takové
HkiiZzovatce® pozname, jak bude prodluzovaci procedura pokracovat? Odpo-
véd je jednoducha: splyvajici body C(t1), C(t2) € C, t1, ta € [a, B], jsou
yodliSeny* pravé odpovidajicimi hodnotami parametru, t; # to. (Né&které
ucebnice a monografie kvili tomu zavadgji v podstaté samoudelny pojem
funkce definované na kiivce jako zobrazeni t — F(t) = (¢, f(C(t))) € R x C,
a poté pojem funkce analytické na kfivce. V tomto textu se vS8ak bez nich
obejdeme.)

Nésledujici véta ¢asteéné odpovidad na otézky, které jsme si polozili: nakolik
mohou ¢ nemohou byt vysledky prodlouZeni daného vychoziho elementu
[z (&) do bodu z po raznych kiivkach spojujicich body zp a z razné.

Véta 13.25 (o monodromii): Necht D je oblast obsahugjici body zy a z a
necht f., (&) je funkce holomorfni na jistém kruhu B(z, ro) C D. Predpo-
kldadejme, Ze vijchozi element f., (&) lze analyticky prodlouzil do bodu z podél
viech kiivek spojujicich body zy a z a leZicich v oblasti D. jsou-li kiivky C a C
ndleZejici do takového souboru krivek homotopické, je vysledkek analytického
prodlouZent vychoziho elementu podél kazdé z nich shodny, 4. fc = [, ¢

Dokézat tuto vétu neni obtizné. Nejprve ovSem musime Fici, co jsou to ho-
motopické kiivky. Staci, abychom tento pojem definovali pouze pro kiivky
se spoleénymi krajnimi body.

Piedpokladejme, Ze kiivky C a C lezici v oblasti D C C mayji spole¢ny poca-
teéni bod zg a koncovy bod z. Tyto kiivky se nazyvaji homotopické, existuje-
li spojité zobrazeni

H:[0,1]>s — H(s)=Cs C D

takoveé, ze Co =C a C; =C.

Piikladem miiZe byt tfeba linearni zobrazeni, Cs = (1 — s)C + sC.
Vratme se k vété o monodromii a povazujme jeji predpoklady za splnéné.
Navic predpokladejme, Ze kiivky C a C jsou homotopické. Vychozi element



13.4. CO JSOU TO MNOHOZNACNE FUNKCE 173

[z (&) jsme prodlouzili podél kiivky C procedurou popsanou vyse. Znamena
to, Ze jsme z pokryti kiivky otevienymi kruhy, jejichz zavidéni jsme v pro-
cedufe popsali (a které samoziejmé muzeme volit tak, aby lezely v oblasti
D), vybrali kone¢né podpokryti O = {B(z, 10), .., B(zn, rn)}, tak, aby
z € B(zn, ry). Sjednocenim t&chto kruhi je oblast, kterd obsahuje kiivku
C a je podmnoZinou oblasti D. Existuje hodnota s € [0, 1] tak, Ze k¥ivka
Cs celé lezi v tomto sjednoceni (obrazek 13.27). Provedeme-li nyni teoretic-
kou proceduru analytického prodluzovani vychoziho elementu podél kiivky
Cs, dostaneme vysledek tohoto prodlouzeni do bodu z, tj. f;,c,. Oteviené
kruhy pokryvajici kfivku Cs pfi této procedufe maji neprazdné priniky s
kruhy B(zo, 70) az B(zn, rn). Na kazdém z téchto pruniki funkce vzniklé
postupné jako holomorfni prodlouzeni pivodniho elementu f,, (&) splyvaji,
jak plyne z jiz vicekrat zminované véty o jednoznacnosti 13.17. Proto je na-
konec také f.;c(2) = f.c., @ to nezdvisle na hodnoté s. Pravé provedenou
tivahu mizeme opakovat pro dalsi dvojici ,,dostate¢né blizkych* kiivek Cs,
Cy, atd. Kdyby kiivky C a C nebyly homotopické, tj. kdyby se spojitému pie-
chodu jedné v druhou postavila do cesty néjaka prekazka typu singularity,
nebo diry, nebylo by mozné vyse uvedenou argumentaci pouzit. To viak jesté
neznamend, ze by vysledky analytického prodlouZzeni vychoziho elementu po-
dél kiivek, které nejsou homotopické, nemohly byt stejné. Ze znéni véty o
monodromii pouze vyplyva, Ze vysledky prodlouZeni podél homotopickych
kiivek shodné jsou.

Piiklad 13.42: Prodlouzeni podél kfivek, které nejsou homotopické, nemusi
vést k rtiznym vysledkiim

Jako jednoduchy pifklad situace popsané v nézvu miZeme uvést tieba vy-
chozi element f_i(§) = % Vysledek jeho analytického prodlouzeni do bodu
z = 1 podél piilkruznic C : z(t) = e, t € [r, 0], a C : z(t) = e, t € [r, 27]
(obrazek 13.28) je stejny, i kdyz kiivky C a C nejsou homotopické ve smyslu
véty 13.25. Proc¢ je vysledek stejny? protoze funkce f(&) = % je na mnoziné
C\ {0} jednoznacna. A pro¢ nejsou kiivky C a C homotopické? Hned uvi-
dime. Definujme oblast D t¥eba jako prstenec P(0, R), R > 1, (nebo rovnou
jako C\ {0}). Vychozi element f_1(¢) = & lze analyticky prodluzovat podél
kiivek lezicich v této oblasti a spojujicich body zg = —1 a z = 1. Nelze jej
v8ak prodluzovat podél kiivek prochézejicich bodem &y = 0. Tento bod je
totiz singularitou funkce % a prekazkou procedury prodluzovani. Bréni tedy
i spojité deformaci kiivky C v kfivku C. Mnozina kiivek Cy pii kazdé ta-
kové deformaci by totiz musela nutné obsahovat kiivku prochéazejici bodem
& = 0. Ta v8ak nelez{ v oblasti D.
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fc(@=1, c(@)= 7 zy=-1

y
1
f —
w7 /
1 \

Obréazek 13.28: K piikladu 13.42.

Dikaz véty o monodromii fakticky zahrnoval jedno dilezité tvrzeni, které
ted formulujeme explicitné, aniz bychom je jiz museli dokazovat. Vypovida
o prodluzovan{ vychoztho elementu podél | dostatecné blizkych kiivek®.

Véta 13.26: Jestlize lze vyjchozi element f. (&) analyticky prodlouZit podél
krivky C, pak existuje oblast D obsahujici tuto kiivku takovd, Ze tento vyjchozd
element lze analyticky prodlouzit podél vsech kiivek, které v ni lezi. Vijsledek
analytického prodlouzent podél téch kiivek, které maji s kiivkou C stejné krajnd
body, je stejny.

A jesté jeden dulezity ptimy disledek plyne z véty o monodromii. Zamyslete
se nad jeho dikazem sami:

Funkce analyticka v jednoduSe souvislé oblasti D je v této oblasti holomorfni.

Ted je jiz v8e pfipraveno pro formulaci véty, kterd odpovida na otazku, kolik
moznych raznych vysledki prodlouzeni daného vychoziho elementu f,, (&)
nejvyse existuje. V piedchozich tvahach jsme uvazovali pouze o ptipadech,
kdy bod z lezel v nerozsitené Gaussové roviné, véta viak je obecnéjsi, zahr-
nuje i bod z = oo.

Véta 13.27: Kazdému bodu z € C odpovidd nejvijse spocetné mnoho hodnot
dané analytické funkce. Neboli: riznyjch vysledki analytického prodlouZentd
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daného vijchoziho elementu f.,(€) do bodu z, kde z € C* je libovolnyj bod, je
nejvyse spocetne mnoho.

Diikaz této véty je nazorny, je-li z libovolny bod v C. Je zfejmé, Ze kazdou
z moznych hodnot analytické funkce v tomto bodé lze dostat jako vysle-
dek analytického prodlouzeni vychoziho elementu podél nékteré z ktivek s
krajnimi body zp a z. Oznacme ji C. Necht O je pokryti této kiivky ote-
vienymi kruhy. Dale je zfejmé, Ze existuje lomend ¢ara L s tymiz krajnimi
body takova, ze jeji vrcholy (s moznou vyjimkou krajnich bod) maji obé
soufadnice racionéalni a pokryti O pokryva i ji. Mnozina C U L je kompaktni,
a proto lze z jejiho otevieného pokryti O vybrat konecné podpokryti Oy.
Krivky C a L jsou homotopické, proto, jak plyne z véty o monodromii, plati
froc(2) = far(z). Car typu £ je oviem spotetné mnoho. Vice vysledkit
analytického prodlouzeni vychoziho elementu f,,(£) do bodu z uz tedy byt
nemuze. Samoziejmé, kolik je vysledkii analytického prodlouZzen{ ve skutec-

vvvvvv

vénovat v dalsich odstavcich.

13.4.2 Logaritmus jako zédklad mnohozna¢nych funkci

Ptipomefime, Ze logaritmus jako mnohozna¢nou funkci, konkrétné relaci
f(z) ={w e C|lw=1In|z| +i(Argz + 2km), k € Z}

jsme zavedli uz v odstavci 13.1.3 (pfiklad 13.10, vztah (13.7)). Pro kazdy
bod z # 0, co dostavame spoCetné mnoho hodnot w, danych mnohoznac-
nosti argumentu proménné z. Dalsi ,,verzi“ logaritmu v podobé holomorfniho
rozsifeni redlné Taylorovy Fady do pravé poloroviny Gaussovy roviny (s vy-
jmutym bodem z = 0) mame v piikladu 13.41. Otazkou je, zda jeho hodnoty
ziskané timto roz§ifenim splyvaji s hodnotami danymi vztahem (13.7) pro
Argz € [0, F]U [37”, 27). A jesté mame moznost vyjadiit hodnoty logaritmu
na mnoziné C \ {0}, tj. pro z # 0, oo, pomoci analytického prodluzovani
podél kiivek. Je potieba zvolit vhodny vychozi element. Pomtzeme si opét
znalostmi z redlného oboru. Vime, Ze v redlném oboru je funkce Inz, az na
konstantu, primitivni funkei k funkci %, miizeme jej proto vyjadfit ve tvaru
integralu jako funkce horni meze

Inz = d—x

1
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Polozme zyp = 1. Zdménou z — z dostaneme vychozi element

¢
fi(§) = / dg, (13.50)

1

ktery je holomorfni funkei v kazdé jednoduge souvislé oblasti Gaussovy roviny
obsahujici bod 2y = 1 a neobsahujici bod 0 a nezéavisi na tvaru ktivky, kterd
spojuje bod zp = 1 s bodem &. Zvolme libovolné bod z € C\ {0}, do néhoz
budeme vychozi element prodluzovat podél kiivek, které zacinaji v bodé
zo = 1 a konéi v bodé z. Samoziejmé, zaddna z téchto kiivek nesmi{ prochéazet
bodem &y = 0 (vzpomenete si pro¢?). Zvolme kiivku C s po¢ateénim bodem
zo = 1 a koncovym bodem z tak, aby neprochézela bodem 0, a kiivku Cqy
zvolme specidlné podle obrazku 13.29, ale se rovnéZ s pocateénim bodem
zo = 1 a koncovym bodem z. K¥ivka Cy je tvofena tseckou spojujici body
(1 = 1la(s = |z| adasti kruznice ¢ = |z| e, t € [0, Arg z. (Pfipomefime si, Ze
argument s velkym ,,A“ znamend hlavni hodnotu, tj. tu, ktera lezi v intervalu
[0, 27).) Prodlouzenim vychoziho elementu (13.50) do bodu z podél kiivky

A yl
y
. \ —é )\ X
T/
B(L 1) Co Arg z e (-7, 7)

|z

B(lzl.[z])

AN
%

Obréazek 13.29: Logaritmus.
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Cp dostaneme
|2| Argz

d d
= fie, (2 / $ o Z 4 / 1|Z|| —dt =In|z| +1Argz. (13.51)

Vysledek analytického prodlouzem vychoziho elementu do bodu z podél
ki¥ivky Cy je shodny z hodnotou logaritmu z p¥ikladu 13.10. A pokud bod z
lezi v pravé poloroving Gaussovy roviny pak mus? byt shodny také s hod-
notou, kterou ziskdviame holomorfnim rozgifenim logaritmu z reilné osy do
této poloroviny, danym vztahem (13.49). Analytické prodlouzeni vychoziho
elementu podél kiivky C do bodu z dostaneme jako integral

dg
fre(z) = | =
£
Vgimnéme si, ze k¥ivky C a Cp na obrazku 13.29 nejsou homotopické. Uvi-
dime, jaky vliv to mé na vysledek analytického prodlouzeni. UvaZzujme o

uzavieném jednorozmérném singuldrnim fetézci I' definovaném jako formélni
soucet I' = C 4+ (—Cp). Plati

el

/f L 1udr(0),

Na druhé strané plati

27

proto

Ing(2) = f1c(2) = Ln(2) + 2miIndey (—¢,) (0). (13.52)
Dostali jsme obecny piedpis pro wsechny hodnoty logaritmu. Jiné nejsou
mozné. Index bodu & = 0 vzhledem k libovolné uzaviené k¥ivce, resp. uza-
vienému jednorozmérnému singularnimu fetézci, je celo¢iselny. Hodnoty lo-
garitmu dané vztahem (13.52) jsou totozné s hodnotami (13.7). Funkce lo-
garitmus je analytickd v oblasti C* \ {0, co}. Body 0 a oo jsou body vétveni
nekonecného (spocetného) fddu.

Tzv. k-t4 vétev logaritmu je jednozna¢nd funkce

Ing(z) = Ln(z) +i2km, Ln(z) =1Ing(z) =In|z| +iArgz, k€ Z

Kazdé této vétvi piislusi jeden Reimanniv list, jimZz je Gaussova rovina s
vyfezem podél nezaporné, nebo nekladné ¢asti readlné osy, podle toho, ja-
kou konvenci pro interval hlavni hodnoty argumentu zvolime. Obé moz-
nosti jsou vidét na obrazku 13.29 vpravo, vytez je zakreslen cervené. Volbé
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Arg z € (—m, m) odpovida vyiez podél nekladné ¢asti realné osy, tj. Rieman-
niv list C \ (—oo, 0], volbé Argz € (0, 27) pak vyfez podél nekladné ¢asti
realné osy, tj. Riemanniv list C \ [0, 00). Logaritmus mé spo¢etné mnoho
Riemannovych listt, ozna¢me je Ry, k € Z. VSechny jsou stejné (jsou kopi-
emi Gaussovy roviny s vyfezem) a predstavuji mnozinu, v niz se pohybuje
proménnd z. Pro dany bod z na k-tém Riemannové listu, z € Rj, nabyva
logaritmus hodnoty Ing(z) = Ing(z) +i2k7. Vyfez na Riemannové listu zaru-
¢uje, ze zadna uzaviend kiivka, kterd v ném lezi, nemiZe obejit bod &y = 0.
Proménna z tedy ,zlstava“ na tomto listu a hodnota logaritmu ,ztistava”
hodnotou k-té vétve. k-ty Riemannuv list logaritmu je (nejvétsim moznym)
definiénim oborem k-té (jednoznatné) vétve této (mnohoznacné) analytické
funkce.

7 tvah v odstavci 13.1.2 vime, ze slepenim Riemannovych listd podél
vytezli (pro pfipad odmocniny vzpomeiite na obrazek 13.4) ziskdme Rie-
mannovy plochu, kterd jiz prelévani” vétvi umoziuje. Touto problematikou
se dale nebudeme zabyvat.

13.4.3 Dalsi mnohoznacéné funkce

Logaritmus je zakladem pro zaveden{ dalsich elementarnich mnohoznacénych
funkci. Prvni na fadé je obecnd mocnina.

Obecna mocnina

V oboru realné proménné je obecnd mocnina definovana vztahem
=e*"? 2 >0, acR.
Odtud se volba vychoziho elementu obecné mocniny p¥imo nahbizi ve tvaru
fo(6) =¥ =eome 220, 00, a € C. (13.53)

Tento vychozi element nazyvame hlavni hodnota, resp. hlavni vétev analy-
tické funkce z®. Je holomorfni funkci v Gaussové roviné s vyfezem podél
nezaporné, resp. nekladné ¢asti realné osy (vytez je tfeba udélat kvili lo-
garitmu). P¥ipadné dalsi vétve této funkce jsou dany vétvemi logaritmu, ale
nejen jimi. Zavisi také na exponentu «. Necht C je stejné jako u logaritmu
kfivka spojujici bod zg = 1 a obecny bod z € C, z # 0, kter& neprochézi bo-
dem &y = 0. Vysledek analytického prodlouZeni vychoztho elementu obecné
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mocniny podél této kiivky je urcen vysledkem analytického prodlouzeni vy-
choziho elementu logaritmu, tj.

sz,C(Z) — (Za)c ea(an+27riIndc+(—c0)(0)) — @ eQwiak, (13‘54)

kde k = Indcy(—¢,) € Z. Pocet riznych vysledkt analytického prodlouzent
vychoziho elementu z® zéavisi na exponentu « takto:

e Pro a € Z je soudin ak celé &slo a €*™** = 1. Funkce 2% je v ta-
kovém piipadé jednoznacna (a ani jsme nic jiného neéekali, nebot to,
ze celodiselné mocniny promeénné z jsou jednoznaénymi funkcemi, je
ziejmé).

e Pro a € @ lze souéin ka zapsat ve tvaru ko = m + g, kde m € Z,
p,q € N, 1 <p<gq,acisla pa q jsou nesoudélna. V tom piipadé je
vysledek analytického prodlouZeni obecné tvaru

P

(2% =2%¢"™4, pe{0,1,...,q—1}.

Mame tak ¢ riznych vysledki analytického prodlouzeni racionalni moc-
niny. Opét se nedivime, nebot jsme jiz diive diukladné rozebrali od-
mocniny typu /z = 21" n e . Body 0 a oo jsou body vetveni g-tého
Fddu funkce 2 7. Riemannova plocha mé q listl, pficemz kazdy z nich je
Gaussova rovina s vyfezem podél nekladné, nebo nezaporné redlné osy.
Listy na sebe navazuji slepenim podél vyfezi a tvori tak Riemannovu
plochu. (Horni ¢ast vyfezu k-tého listu je slepena s dolni ¢asti vyfezu
(k—1)-tého listu, k =1, ..., ¢—1, horni ¢ast vyfezu (¢ — 1)-tého listu
je slepena s dolnf ¢asti vyfezu nultého listu.)

e Je-li a obecné redlné, nebo komplexni ¢islo, a nenastane néktery z
predhozich pfipadi, je riznych vysledkt analytického prodlouzeni vy-
choziho elementu z nekonetné, ale spocetné mnoho (vic jich uz byt
nemiize).

Priklad 13.43: Charakter mnohozna¢nosti obecné mocniny

Jak to vypada s hodnotami obecné mocniny, presnéji fe¢eno s moznymi vy-
sledky analytického prodlouzeni jejtho vychoziho elementu, nejlépe uvidime,
vy&islime-li redlnou a imaginarni ¢ast v obecném piipadé. Pfedpokladejme,
7e exponent a je obecné komplexni, a = a + ib. Nejprve vyjadfime vychozi
element:

: (a+ib) . . . . .
2 — (|Z| elArgz) _ |Z|ae1bln\z| e1Argz(a+1b) — |Z|ae bArgzel(bln|z\+aArgz) _
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= |2|%e A8 2 (cos (bIn |z| + aArg z) + isin (bIn|z| + aArg 2))
Oznacme (29) = (2%)c, je-li Indey(—¢y)(0) = k. Pak

(Za)k e el2ak7r e e12(a-|-1b)kTr — @ e—2bk7r (

cos 2akm + isin 2akm) .

Vidime, Ze mnohozna¢nost obecné mocniny se projevi nejen mnohoznac¢nosti
argumentu, ale i mnohozna¢nosti absolutni hodnoty, ktera je déna faktorem

e 2k Ta  zmizi“, bude-li b = 0, tj. bude-li exponent « realny. V p¥ipadé
b # 0 je obecnd mocnina v kazdém piipadé mnohoznacné, a to i pro ak € Z,
kdy je el?#F™ = 1.

Priklad 13.44: Analytické prodlouzeni z bodu z do bodu z

Nadpis piikladu se mtze zdat divny: zméni se néco, prejdeme-li z bodu z
(z # 0) zase do bodu 2z? MiZe se zménit. ProdluZzujeme piece podél kiivek,
k nimz pat¥i i takové, které v bod& z zacinaji i konéi. Zalezi pak na tom,
kudy vede jejich cesta. Uvazujme o uzaviené kiivce C’' prochéazejici bodem z.
V jistém kruhovém okoli bodu z jsou definovany jednoznac¢né vétve obecné
mocniny. Zvolme tieba vétev (z%)k. Vime o ni, Ze ji lze ziskat analytickym
prodlouzenim vychoztho elementu z* podél kiivky C spojujici body zg = 1
a z, je-li Indey(—¢,) = k (Co je kiivka z obrazku 13.29). Plati

(Za)C’JrC e eQTl’iOé Indcl+c+<7co>(0)’

odkud dostavame vcelku prakticky vztah
(Za>c/ _ (Za)ke%rialndc/(o). (13_55)

Vyjadieni obecné mocniny mtizeme jesté dale zobecnit. Dilezita je napiiklad
funkce (z — B)%, tj. jakési ,posunutd“ obecnd mocnina. Body vétveni jsou (3
a 00. Vztah (13.55) je pak tfeba modifikovat takto:

(2 = B)™)er = (2 — B)*) 2 Tmder(®) (13.56)
Vzorec (13.56) hned vyzkousime. Uvazujme o analytické funkci F(z) = v/1 — 24
a jeji vétvi uréené hodnotou F'(0) = 1. Je to holomorfni funkce definovana
na jistém okoli bodu zp = 0. Povazujme ji za vychozi element fy(£). Nagim
tkolem je analyticky prodlouzit tento element podél kiivky C’ znézornéné
na obrazku 13.30. Provedeme rozklad na jednoduché obecné mocniny

12 = (“1)(41) (e ) (z+i)(z—0), VI 2% = (~1)3 (2-+1)3 (2 1) 3 (2+1) 3 (z 1)
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Obrazek 13.30: K piikladu 13.44.

a budeme hledat analytické prodlouZeni kazdé z nich podél kiivky C’. Obecné
muzeme vzit za vychozi element analytického prodlouZeni kazdé z odmocnin
jeji libovolnou vétev, ozna¢me ji indexem v (vychozi vétev). Pouzitim vztahu

(13.56) dostaneme

a pak

(VT=7) , = v=1 (V1) = =1 (V1)

v

Podle zadanf je /(—1) (\4/247—1) =1 pro z = 0, proto (4 1- Z4)c' =
v

—i, z=0.

Z logaritmu jsou odvozeny nékteré dalsi analytické (mnohozna¢né) funkce,
jichZz si nyni stru¢né vS§imneme.

Arkustangens
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Taylorova fada (se stfedem v nule) arkustangenty jako redlné funkce realné
promeénné je
t - (_1)71 2n+1
arctgx = § ——x .
& 2n+1

n=0

Oborem jeji lokalné stejnomérné konvergence je interval (—1, 1). Po zaméné
r — z dostaneme fadu

pretgs = 32 U o

ORI Loyt
ktera konverguje lokalné stejnomérné v kruhu B(0, 1) a na intervalu (-1, 1) C
R splyva s redlnou arkustangentou. Podle véty o jednoznacnosti je tato rada
holomorfnim roz&f¥enim funkece arctg z na kruh B(0, 1) C C (nezapomeiime,
7e kazdy bod intervalu (—1, 1) je jeho hromadnym bodem lezicim v B(0, 1)).
Hodnoty funkce arkustangens v dalsich bodech Gaussovy roviny ziskdme
analytickym prodluzovanim vhodného vychoziho elementu. Podobné jako u
logaritmu staci abychom, si uvédomili, Ze v redlném oboru je funkce arctgx
primitivni funkeci k ﬁ a ,prenesli“ do komplexni roviny. Zvolme proto
vychozi element ve tvaru

&
d¢
= . 13.58
GE e (13.58)
0
Muzeme jej analyticky prodluzovat podél v8ech kiivek spojujicich body zg =
0 a z € C, které neprochézeji zddnym z bodi +i. Rozkladem integrandu
ve vztahu (13.58) na parcialni zlomky pievedeme cely problém na problém

logaritmu:
1 1 1 1 1

14+¢2 2¢C—i 2i¢C+1

d¢ 1 dCile—l 1Lz+1

z

1
Arct :—/ S - ,
e 2] ¢—i ) ¢+ 2 T T ot

141 1 141
+ IZ, arctgz = — In + ?Z. (13.59)
2i 1—1iz

1
Arctgz = — Ln
SO T G
Prodlouzili jsme tak vychozi element arkustangenty do Gaussovy roviny s
vyjimkou bodt z = +i a dokonce jej mizeme pouzit i pro bod z = 0o, nebot

: 1 1+iz s
lim, 0 5 Ln li_iz = 7.
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Funkce arkustangens je analytickd v dvojndsobné souvislé oblasti CT \
{—1, i} (alze ji tedy prodluzovat podél libovolnych kiivek, které v této oblasti
lezi). Zvolme v oblasti C* \ {—i, i} uzavienou k¥ivku C’. Pak

1 [In(z—1) 1 [In(z+1)]
(arctg z)or = o { — ]c' — 5 { : L/ =
1 [Ln(z —1i 1 [L i
BN P Gt PP Indc/(i)} - = {H(Z“) + 27riIndc/(—i)} —
2i —i 2i i
(arctg z)cr = Arctg z + 7 [Inder (i) — Inder (—1)] (13.60)

Jednozna¢né vétve arkustangenty jsou definovany na C* s vytezy podél ima-
ginarni osy zacinajicimi v bodech i a —i, tj. C\ ((—o0, —i] U [i, 00)). (Tento
vyfez zajisti, aby zadna kiivka nemohla obéhnout body —i a i ani jednotliveé,
ani jejich dvojici.) Dodejme jesté, ze hlavni vétev Arctgz splyva na realné
ose s funkef arctg x.

Arkussinus

Taylorova fada realné funkce arcsin x se stfedem v bodé zp =0

. _ i (2n)! 2n+1
arcsinx = . 32 + 1) ()2
n=>0

konverguje lokalné stejnomérné na intervalu (—1, 1) (vypoctéte polomér kon-
vergence). Po zaméné x — z dostaneme fadu

oo
: (2n)! 2n+1
Arcsinz = ) (a0 4 1)(nl)? 2= (13.61)
n=

ktera konverguje lokalné stejnomérné v kruhu B(0, 1). K vyjadieni hlavni
hodnoty arkussinu v oboru komplexni proménné pouZijeme feSeni rovnice
z=sinw = & (e — e, tj.

2
e =iz 4+ /1 — 22,
Arcsinz = —iLn {iz +V1- 22} , arcsinz = —iln {iz +V1- 22}.

(13.62)
Pt#i vypodtu hlavni hodnoty arkussinu se voli hlavni hodnota odmocniny
(1 — 22)2. Funkce argkussinus neni definovdna v bodech +1 (body vétveni
odmocniny) a v bodé oo (bod vétveni logaritmu). Funkce arkussinus je ana-
lyticka v oblasti C\ {—1, 1} (trojnasobné souvisla oblast v C*, nebot z C*
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jsou vyjmuty body £1 a oo). Jednozna¢né holomorfni vétve jsou definovany
na oblasti C* \ ((—oo, —1]J U [1, co) U {oo}).

Zkusme provéfit, co se stane, prodlouzime-li funkci Arcsin z podeél kruz-
nice K o poloméru ¢ < 1 se stfedem naptiklad v bodé 1 (jeden z bodii vétveni
odmocniny vystupujici ve vyjadfeni arkussinu). Volba poloméru o < 1 za-
jisti, aby kruZnice ,neobé&hla“ bod 0, ktery je bodem vétveni logaritmu. Pfi
takovém obéhu dojde k zaméné vétvi odmocniny, tj. V1 — 22 — —v/1 — 22,
t].

2 _ 1 2
(arcsin ) = ~iLn [iz — VI - 22| = ~iLn Call G

iz4+v1—22
=—i {Ln(—l) —Ln(iz 4+ V1-— 22)} ,  ti.
(arcsin z)x = (arcsin z)¢r = ™ — Arcsin z, (13.63)

kde C' je libovolna (uzaviend) k¥ivka homotopickd s kruznici . Obdobna
tvaha by platila, kdybychom podél zminéné kruznice K ¢i kiivky C’ prodlu-
zovali jinou vychozi vétev arkussinu (arcsin z), nez hlavni, tj. (arcsin z), ¢/ =

— (arcsin z). Pokuste se o podobnou tivahu pro bod vétveni odmocniny —1.

13.4.4 Mnohoznac¢né funkce a integral, fyzikalni aplikace

V tomto odstavci uvedeme ukézky vypoctu redlnych integrali, jejichz in-
tegrandy obsahuji po pfechodu do komplexniho oboru mnohoznac¢né funkce.
Pti vypoctu je pak tieba davat pozor, zda integra¢ni kiivka piechazi mezi
vétvemi mnohozna¢né funkce a v kladném piipadé tutu skutec¢nost respekto-
vat integrovanim ,spravné“ vétve. UkaZzeme také realistické piipady fyzikalni
aplikace z oblasti fyziky pevnych latek, kde se mnohoznac¢né funkce vyskyt-
nou.

Piiklad 13.45: Integral obsahujici logaritmus

Uskali integrace mnohoznac¢nych funkei ukdZzeme nejprve na jedné z nejty-
pictéjsich situaci, kdy integrand obsahuje logaritmus. Mame za kol spocitat
pomoci pFechodu do komplexniho oboru redlny integral

o
/ Inz
(22 +1)2
0
Zaména proménné se jevi jasna, jednoduSe x — z, integrovana funkce bude

mit tvar f(z) = € 2+1)1 Funkce In z je analytickd v C™\ {0, oo, i, —i}. Body
0 a oo jsou body vétven{, body =i jsou dvojnasobné poly.
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Tvar integrandu (polynom ¢tvrtého stupné ve jmenovateli a ,jen* loga-
ritmus v ¢itateli) napovida, ze integral po ,velké* pilkruznici Kr, R — oo
by mohl byt nulovy. Samoziejmé za chvili provedeme pofadny odhad. In-
tegra¢ni kiivka se v8ak musi vyhnout bodu vétveni logaritmu zp = 0. Zda
se, ze by mohla byt pouzita integra¢n{ kiivka na obrazku 13.23 vpravo. Vez-
méme v ivahu hlavni hodnotu logaritmu Ln z, v horni poloroving, v nize lezi
ykandidat“ na integracni kiivku, je Argz € [0, 7], kiivka neobiha bod vét-
veni, proto hodnota logaritmu ,,ztstava” na hlavni vétvi. Vyjad¥ime integral
po zminéné kiivce C = U1 + K, + Uy + Kg:

-

R
Lnz Lnz Lnz Lnz Lnz
C[(ZQ 12 dz = / 7(7;2 1) dz+/ 7@:2 1)? dz—i—/ 7(22 1) dz+/ 7(22 1) dz.

—R Kr r Kr

Provedeme nejprve odhady integrald po pulkruZnicich. Na pualkruznici Kg je
z=Reé te|0,n, tj. [Lnz| = VIn? R+ 12 < VIn? R 4 #2. Pak

/ Lnz |In 2| - 7 VInZR + 72 VIn? R + 72
(

dz| < dt == 0
Z11)2 Z—K 1P = ) Ra-R 2P "RA-R22
R

R

pro R — oo. Na pilkruznici K, je z = rel, t € [r, 0], [Lnz| = |Inr + eit| <
VIn2r + 72, Postupnymi odhady pak dostaneme

/ Lnz |1n 2| </\/ln r+ 72

dz| <
Ern A R AER R T

r

/m VT

dt=m — 0 — 0.
11— 122 B pro-r

Zbyva vyjadiit integraly po tseckach U; a Us. Pro tiseCku U je situace jed-
noduché, nebot

Lnz Inx

/(z2+1 _/x2+1 dr — I pror -0, R — oo.
280

Na tusecce Uz je Lnz = Lnx = In (—z) + im. Substituci x — —z dostaneme

[e.o]

T

Lnz Inz +im dx s
——dz=— | ——=dr — I +i — =] —
/uMJVZ /@M4y$ *”!@uqv 2
Us R
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pror — 0a R — oo. (Pokud jste propo¢itali alohy ve cviceni 13.3.5, hodnotu

oo
integralu [ i > znéte z tlohy 12n).) Dostali jsme mezivysledek
0

dx
z2+1)
Lnz w2
——dz = —i—.
/ 2P z =21 14
(
C

Plati vSak také

Lnz . .
/(2:24_1)2 dz = 27ires f(l)7
C

takze od vysledku nés déli pouze vypocet rezidua funkce f(z) v bodé i,
ktery je dvojnasobnym poélem funkce lezicim uvnitf integraéni kiivky C (p¥i
vypoétu budeme potiebovat hodnotu Lni = Z):

2
. . d .9 Lnz T i
e ) =t (e =" ] = 54y

Porovnanim dvojiho vyjadieni integralu [ f(z)dz dostaneme
C

72 T i T
2] —i— =27 | = +1i— I =——.
14 711<8—|—14>:> 5

Piiklad 13.46: Integral obsahujici obecnou mocninu
V aplikacich se ¢asto vyskytuji redlné integraly obsahujici obecnou mocninu,
napiiklad ve tvaru

I= /R(:r:):cadx, a € R,
0

kde R(z) je racionélni lomend funkce a exponent « neni celo¢iselny. P¥i
vypoctu takového integralu je opét vhodné piejit do komplecniho oboru. In-
tegrovand funkce bude sou¢inem meromorfni funkce R(z) a obecné mocniny
2% tj. f(2) = R(z) z%. Jejimi poly jsou kofeny jmenovatele funkce R(z) a
body 0 a oo jsou body vétveni. Pfedpokladejme, 7e funkce R(z) ma jesté
dalsi vlastnosti, tykajici se jejiho chovani v blizkosti bodt vétveni mocniny,
konkrétné

lim 2T R(2) =0, lim z*™'R(z) =0
Z—+00 z—0

Integtra¢ni kiivka C bude v tomto pfipadé jinad nez na jakou jsme dosud
zvykli. Je na obrazku 13.31 vlevo. Plati

/f(z) dz = Zﬂines f(zr),
C k
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-R -r\]/ u, '

R _\/a,v2 ;52

Obrazek 13.31: K ptikladim 13.46 a 13.48.

kde index k &isluje singularity (poly) lezici v oblasti obepnuté integracni
kfivkou C = Uso + Kr + Us + K. P vyjadfeni integrali po jednotlivych
¢astech kiivky C musime dat pozor. usecce Us je argument proménné z o 27
vEtsi nez na tusecce U (asecka U; jde podél horni E4sti vyfezu smérem vpravo,
tsetka Us podél dolni ¢asti vyfezu smérem vlevo). Zvolime-li na tsetce U
jako vychoz{ hlavni vétev mocniny z“, na tsecce Uz musime pocitat s vétvi
(2%)k, = 2% ¥ Dostévame tak

/ /R zdz+/R zdz+/R z;CRdz—l—/R ) 2% dz

Limitni vlastnosti funkce 2**'R(z) pro z — oo a z — 0 zaruc¢uji nulovou
limitu integrala po kruznicich Kr a K, (odhady provedte). V limité R — oo
ar — 0 pak je

00 0
/R(x) 2% da 4 e?™e / R(z) 2% dx = 27 Z res f(zg),
0 k

kde index k nyni ¢isluje vsechny poly funkce f(z). Po malé upravé je
o0

/x"‘ R(z)dz = ”TO‘Zres “R(z2a)],, -

SID ye:;
0
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Tento obecny vztah pouzijeme hned v néasledujicim piikladu.

Piiklad 13.47: Komplexni permitivita v okoli kritickych bodt sdruzené
hustoty elektronovych stavii

Do teorie pevnych latek se v tomto textu nemizeme ponotit. Proto budeme
vEFit, Ze tzv. komplexni permitivita latky (co to je komplexni permitivita
vysvétlime v kapitole o Laplaceové transformaci) je dana integralem

_ 7 Jepw' dw’
orin 1= | GGy

kde n je kladna konstanta (tzv. rozSifovaci parametr). Komplexni funkce
€(w 4 in) realné proménné w uvedeného tvaru je rozhodujici pro tvar optic-
kych spekter pevné latky v okoli pifimych mezipasovych piechodi elektrond.
Velic¢ina Jg, (w') je jiz zminéné sdruzena hustota elektronovych stavii valené-
niho a vodivostntho pasu latky. V typickém pfipadé tzv. kritického bodu
3D My (trojdimenzionalni minimum sdruzené hustoty stava) zavisi na (re-
alné) proménné w’ vztahem Jo,(w') = K /W' — wy pro w' > wy, pro w’ < wy
je nulova. Konstanta w, je kruhova frekvence odpovidajici energiové vzda-
lenosti valencéniho a vodivostniho pasu v bodé piFimého mezipasového pre-
chodu, E; = hwy. S uvazenim konkrétniho vztahu pro funkci Jg,(w') a po
substituci = w’ — wy dostaneme pro veli¢inu e(w + in) integral

o0

e(w +in) :/
0

/2 dz
(@ + wy)[(wg + 2)? — (w+1in)?]

Jedna se o integrél, ktery jsme v obecnéjsi podobé rozebirali v piikladu 13.46,
pro a = % a R(z) . Odpovidajici funkce komplexni

_ 1
T (atwg)[(wg )2 —(win)?]

promeénné
S1/2
f(Z) = 2 SN2
(2 +wy)[(wg + 2)* — (w +1in)?]
mé jednonésobné poly 21 = —wy +w +1in, 220 = —wy; —w —in a 23 = —wy.

Dosadime-li do vysledku pfikladu 13.46, dostaneme
e(win) = im (res f(z1) + res f(z2) +res f(z3)) .

Uz sta¢i jen spocitat rezidua. Vzhledem k tomu, Ze jsou poély jen jednona-
sobné, je véc jednoduché. U odmocnin vezmeme v ivahu hlavni hodnoty, jak
predepisuje vzorec z pitkladu 13.46:

—We +w+i /Wy —w —1
res f(z1) = g 77, res f(z2) = g 7

) V%
2w+ 1) = wrme S = e
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im

e(w+in) = 5 [—2(—wg)1/2 T (—wy+w i)Y 4 (—wy —w = in)l/ﬂ :

(w+1in)

Pilny ¢tenaf jisté dokaze rozdélit tuto funkci na jeji redlnou a imaginarni ¢ast
(aloha 3 ve Cviceni 13.1.5). Pro ndzornou predstavu uvadime grafy derivace

osf dew ] dw
0,4; 0_3:

0,24 0,67

0,4

-0,2 1
4 0,24

hw [eV]

LI B e

18 1,9 2 21 22 23 24

-0,4:

Obrazek 13.32: Derivace redlné a imagindrni ¢asti dielektrické permitivity v
zavislosti na frekvenci w pro hwy = 2,1eV a hn = 0,05eV.

realné a imaginarni ¢asti funkce ew + in pro wy = a n = na obrazku 13.32. (U
funkci samotnych jsou zmény p¥ili§ malé, a také proto, Ze soucasné metody
meéfeni oprickych vlastnosti umozniuji vyhodnotit z experimentu pfimo de-
rivaci dielektrické permitivity.) Realna ¢ast je oznacena jako e, imaginarni
jako es.

Piiklad 13.48: Polarizovatelnost

Veli¢ina zvana polarizovatelnost urtuje odezvu latky (prostiedi) na elektrické
pole. Podrobnéji se problémem podnétu a odezvy budeme zabyvat v kapi-
tole o Laplaceové transformaci. V tomto piikladu budeme pouze pfedjimat
nékteré vysledky, abychom na nich mohli ukazat, jak se vypocty integrald z
mnohozna¢nych funkci uplatni ve fyzikalnich aplikacich. Pfedpokladejme jen
zévislost veli¢in na Case a izotropni prostiedi. V oboru optickych frekvenci
reaguje latka na elektrické pole E(t) tak, Ze se polarizuje. Polarizaci popisuje
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veli¢ina
o0

P(t) = / coa(r) E(t — ) dr,
0

kde «a(7) je tzv. relativni polarizovatelnost, g je permitivita vakua (je to
konstanta). Tento (linearni) integralni vztah vyhovuje principu pfi¢innosti.
Vyjadiuje totiz fakt, ze odezva je jistym zpisobem zpozdéna za podnétem,
presnéji feCeno, odezva v okamziku t zavisi na podnétu ve vSech okamzi-
cich viéi t minulych. Pozdéji ukdZzeme, Ze polarizovatelnost, ktera je redlnou
funkci redlné proménné, lze vyjadfit pomoci jejiho obrazu &(w), zavislého na
frekvenci signalu &feni podnétu (E(t) = Epe'“?) integralnim vztahem

17 .
a(t):%/d(w)e“"tdw,

pricemZ nejjednodussim modelem pro ziskani obrazu a(w) je vatah qy(t) =
g0 (w) (Epe“?), pticemz y(t) je feSeni pohybové rovnice linearntho tlume-
ného oscilatoru s vynucujici silou

. . okl i
i+ 285 + wiy = L0 et

B, ¢ a m jsou kladné konstanty (konstanta tlumeni, naboj a hmotnost osci-
latoru), w, je vlastni frekvence netlumenych kmiti oscilatoru a qy(t) je jeho
dipolovy moment. Rovnici snadno vyfesime (nehomogenni linearni diferen-
cialni rovnice druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty, kdo zapomnél, jak se
fe§i, mize vzit na pomoc kapitolu 7 v druhém dilu). Pro w, > 8 a v limité
pro t — oo (vlastni kmity jsou utlumeny) piejde FeSeni na tvar

_QQEOEO eiwt q2

. a=— . :
w? — 2iwf — w2’ w? — 2iwf — w2

qy(t) =

»2Realnou“ polarizovatelnost dostaneme vypoctem integralu

2 7 elwt duw
at) = L / .
2 ) w? —2iwf — w?
—0o0

Integrovana funkce v komplexnim oboru, kterou dostaneme jednoduse zamé-

nou r — 2, tj.

ezt

22 —2izf — w?’

f(z) =
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ma jednonasobné poly z12 = i + /w2 — 2. PouZijeme integra¢ni kiivku
C = U + Kg na obrazku 13.31 vpravo a pro dostateéné velkou hodnotu R
(aby integra¢ni kiivka obepnula poély) dostaneme

R
/f(z) dz = / () de + / F(2)dz = 27 (res f(z1) + res f(2)).
C -R Kr
Integral po pilkruznici g je v limité R — oo roven nule (viz integréaly typu

prikladu 13.38), tj.
a(t) = 2mi(res f(z1) + res f(22)) .
Jesté vypocteme rezidua. Plati
oit(iB++/w2—B2)
ENGE

eit(iﬂf\/m)
_psin (ty/w2 — B?) _ 7 e—BtSin (ty/w? — BQ).
Nore o

U odmocniny bereme v tivahu hlavni hodnotu. (Stalo by se néco, kdybychom
vzali druhou vétev?)

ves (1) =

ves f(z) = —

res f(z1)+res f(z2) =1ie

a(t)

13.4.5 Cvideni

1. Provedte rozbor charakteru mnohoznacnosti funkce In<=3, a, b € C.

Popiste Riemannovy listy (tj. oblasti CT s vyiezy, na nich jsou definovany
jednoznac¢né vétve této funkce).

2. Definujte analytické funkce arkuskotangens arccotg z a arkuskosinus arccos z
pomoci arctg z a arccos z a diskutujte jejich charakter mnohoznacnosti.
Vysledek: hlavni vétve: Arccotgz = 5 — Arctg 2, Arccos z = § — Arcsin z.

3. Definujte analytické funkce, které jsou inverznimi funkcemi k hyperbolic-
kym funkcim (tzv. hyperbolometrické funkce) a diskutujte jejich charakter
mnohoznac¢nosti.

Vysledky: Argsinhz = Ln[z + V22 + 1], Argcoshz = Ln[z + V22 — 1],
Argtgh z = %Ln}fz, Argcotgh z = %anﬂ.

z z—1

4. Dokazte nésledujici vztahy:
a) sinhz = —isiniz,
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b) cosh z = cosiz,
c) tghz = —itgiz,
d) cotgh z = icotgiz.
5. Urcete oblast analyti¢nosti zadanych funkci a vypoctéte hodnoty v pfe-

depsanych bodech. Zadani: funkéni pfedpis, vétev, body z v nichZ je tfeba
funkei vy¢islit:

a) f(z) = Va2 +In?z vétev f(1) =7, z =1, 2 = —i,
b) f(z) =\/1+V1+z, vétev f(8) =2, z = —%, z= =2,

¢) f(z) = Inl+4z, vétev f(—1) = $In2+ T 2 = 4 —i0 (dolni ¢4st
vyfezu),

d) f(z) = arctg z, vyjadiete obecné viechny hodnoty,

e) f(z) = 2z* = e*Z hlavni vétev logaritmu, z = —e, el) na hornim
okraji vyFezu, €2) na dolnim okraji vyfezu.

Vysledky: a) f(i) = %3, f(~i) = TY5 b) f (_%) =
d) DOPLNIT, el) e—e(l+im), e2) o—e(1—im)

SIS

7C) f(4_10) :i7T7

6. Urcete vysledek analytického prodlouZeni nésledujicich mnohoznaénych
analytickych funkci (vychozi vétev zadéna) podél uzaviené kiivky C’ znazor-
néné na obrazku 13.xx.

a) f(z) = /z, vychozi vétev f(1) =1,

b) f(z) =1n?z, vychozi vétev f(1) =0,

¢) f(z) =e*™™? za vychozi vétev logaritmu volte vétev hlavni,
) f(2)

Vysledky: a) (/z)c = \‘"/Ee_%, pro z = 1 je hodnota —f(l +1iv/3), b)

V2
(hrl2 %)c, = (In2 4+ 2mi)?, c) (e“nZ)c, = e*n2 2™ pro z = 1 je hodnota
—+/2, d) hodnota [(1+ /() Inz]e pro z = % je — (1 — %) In2.

7. Diskutujte charakter mnohozna¢nosti analytickych funkei
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a) f(z) = 2!, charakterizujte polohu hodnot této funkce pro pevné zvolené
z, tj. mnozinu f(z),

b) f(2) =21,
c) f(z) =2".

Vysledky: a) z' = e~ (Arg242km) oilnfz| fypkee je definovana na oblasti Ct\
{0, oo} a je nekonecnéznalna, pro dané z lezi hodnoty funkce na polopfimce

Arg f(z) = In|z|, moduly hodnot tvori dvé geometrické posloupnosti s kvo-

cienty e:l:27r’ b) 24 — |Z|4 el (Argz+2k7r)

C) ST — ’z‘ﬂ'e[iﬂ(Arg z+2km

k=0,1, 2, 3, funkce je ¢tyfznacna,
N keZ, funkce je nekone¢néznacné, pro dané z lezf
jeji hodnoty na kruznici o poloméru |z|™ a mnozina téchto hodnot je husta
na této kruznici.

8. Vypoctéte nasledujici integraly:

j (;f;(f + b2, (Navod: integraéni kiivku zvolte podle obrazku 13.31

vlevo)

b [V

)7 (Navod: funkce f(z) vznikla zdménou z — z ma v Gaus-

sove roving s vyfezem podél intervalu [0, 1] na redlné ose ¢ty#i jedno-
znacné holomorfni vétve, na opacnych stranach vyfezu Uy : z =1t,t €
[0, 1]ally : z=1t, t € [1, 0] ma razné hodnoty, integraéni kiivku zvolte
ve tvaru C = K 4+ U1 + Ua, kde K je kruznice se stfedem v bodé 0 a
polomérem R — o0),

) oo:ﬁ’lfldz
¢ 14z » @

0
13.31 vlevo),

€ (0, 1) (Navod: integracni kiivku zvolte podle obrazku

® 2 nx
d) 0f(1+la:2)2 dz

J i+$2
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h)

. . 1 2 2 a 32 s ™ find 2m
Vysledky: a) s In (a® + b%) arctg ¢, b) &=, ¢) o7—, d) F, e) &, f) T
g) J5 OVERIT

13.5 Laplaceova a Fourierova transformace

Vzpominate je$té na Fourierovu fadu periodické funkce? Zabyvali jsme se ji
v v druhém dilu v odstavci 8.3.2. a také ve Cviceni 8.3.4 (aloha 9). Uvazme
ji nyni ve tvaru se zékladni periodou [—/¢, ¢), tj

1 N i ( mnt LB, si 7mt>
—q Qp COS —— sin — |,
R N

¢ ¢
1 7mt . Tt 1
an—g/gf(t)cos 7 t, Bn g/f sm—dt ao—g/gf(t)dt.

Oproti citované tiloze jsme zde zaménili proménnou z za t, nebot oznaceni x
rezervujeme pro redlnou ¢ast komplexni proménné z. ProtoZe uz pracujeme s
funkcemi komplexni proménné, bude vyhodné vyjadFit goniometrické funkce
pomoci komplexnich jednotek,

mnt 1 ( iznt i 17r£nt> .ot 1 ( iznt _y)
cos— = — (e e sin— = — (e ¢ —e ¢ |.
/ 2 ’ 14 21

Fourierovu fadu pak lze (po malé upravé) zapsat ve tvaru

f(t) =—+ [(an - lﬂn) eiﬁent (an + lﬁn ”mt} Z Cp€ ”Tent,

n=1 n=-—00

kde ¢, = %(a_n +if_,) pron <0, ¢, = %(an —ifp) pron >0, cop = % (tj.
c_p = ¢, pro libovolné n € Z),

A ted zauvazujme trochu nepfesné a intuitivné. Pfedstavme si, ze uvazujeme

o funkei f(t) se stale vétsi a vétsi periodou ¢, az nakonec pro ¢ — oo funkce

fakticky prestane byt periodicki. Misto indexované proménné ”?t nastupuje
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spojitd proménné w a suma piejde v integral. Misto posloupnosti koeficientt
{¢n}nez pak méame funkci c(w) a integréalni vyjadieni funkce f(t) ve tvaru

o0

c(w) = 7Of(t) e“tdt, f(t) = % / c(w) et dw.

—0Q0

Zobrazeni f(t) — c¢(w) predstavuje Fourierovu transfomaci obecné neperio-
dické funkce f(t), zobrazeni c(w) — f(t) pak zpétnou Fourierovu transfor-
maci. Samoziejmé, abychom s transformaci mohli pracovat, je tieba diskuto-
vat podminky konvergence integralt a dalsi vlastnosti transformace. Pfistou-
pime v§ak k problému obecnéji, nebot Fourierova transformace je specialnim
pripadem transformace Laplaceovy, které se zavadi nikoli jen formélnim vy-
jadfenim realnych goniometrickych funkci pomoci komplexnich jednotek, ale
rovnou obecné v komplexnim oboru. Je vSak tfeba upozornit, Ze odstavce o
Laplaceové transformaci v tomto textu je tieba chapat spiSe jako orientacni
sezndmeni s problematikou véetné nejjednodussich praktickych aplikaci. Je
tomu tak proto, ze vychodiskem ,,poradné“ definice a rozboru problematiky
je Lebesguetiv integral, jehoz vyklad je jizZ mimo moznosti tohoto textu. Spe-
cidlni pf¥ipad Laplaceovy transformace lze zaloZit na integralu Riemannové,
coz neumozhuje disledné rozvinut{ teorie.

13.5.1 Jednostranna Laplaceova transformace

Pustme se rovnou do definice Laplaceovy transformace. Existuji rizné, jen
mirné odlisné verze definice, podstata problému je v8ak stejné. Zde pouZijeme
definici nejcastéjsi, ktera se navic dobfe pamatuje.

Necht f(t) je komplexni funkce realné proménné ¢ definovana na intervalu
[0, o) takova, Ze Riemanniv integral

o
Lf = F(z) / £(t) & dt (13.64)
0
absolutné konverguje alespoi v jednom bod€ z € C. Znamena to, Ze alespon
s} .
pro jeden bod z € C konverguje nevlastni integral [ |f(¢)e™| d¢, tj. ze
0

existuje konecnd limita

B—oo

B
lim / £(£) €] dt.
0
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Pak se funkce F(z) nazyvé jednostranny Laplacetiv obraz funkce f(t). Mno-
zinu

Lo ={f(t)| L= F(z) existuje alespoii pro jeden bod z € C}

nazyvame tiida predméti. Funkce f(t) € Lo se nazyva funkce exponencidl-
niho fddu s indexem ristu (o, jestlize existuji ¢isla tg, M € [0, oo) tak, Ze
pro viechna t > to plati |f(t)] < M et (Lze klast tq = 0.) Jednostrannou
Laplaceovou transformaci rozumime zobrazeni Ly > f — Lf.

Pozn.: Obecné definice Laplaceova obrazu je formulovana pomoci Lebesgue-
ova integralu a pozaduje se konvergence integralu typu (13.64) v Lebesgueové
smyslu, jak jsme jiZ naznacili v ivodu odstavce. V tomto textu chapeme in-
tegrél jako Riemannilv, a tomu také odpovidaji pfedpoklady.

Pro dalsi avahy predpokladejme, Ze funkce f(¢) je na intervalu [0, co) po
¢astech spojita. Pak integral

B

[1r@ea

0
existuje a mé konec¢nou hodnotu pro kazdé B > 0. Plat{
B

lim ’f(t) e#

B—oo

B B
dt = lim /yf(t)ueiztmtg lim M [ e ¥tdt = lim [
B—oo B—oo
0

B—oo
0

B

Go—y 0.

Tato limita je konecnd pro vSechna y = Imz, pro kterd je y > (o, tj. v

tasti Gaussovy roviny Cp = {z € C|Imz > (p}. Pro takovd z ma inte-
[e.e] . o0 .

gral [ |f(t)e*!| dt konecnou hodnotu, a integral [ f(¢)e'*' d¢ tak absolutng
0 0

konverguje. Pro funkci |F(z)| v oblasti Cy, plati

[F(2)] = —

/ f(t) e dt
0

T . M
< [1rwear s ——.
0

Dokézali jsme dil¢i tvrzeni:

Kazda po ¢astech spojita funkce exponencialniho #adu je prvkem t¥idy pred-
méti [,0.
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Piiklad 13.49: Laplaceova transformace konstatni funkce

V roli vzoru si pfedstavme konstatni funkci, f(¢t) = K. Je-li K = 0, je
ziejmeé, ze integral (13.64), definujici Laplaceiv obraz, je identicky nulovy.
Proto F'(z) = 0 v celé Gaussové roviné C. Pro K # 0 je

o0

elzt

1
: =——, proy=Imz>0.
iz iz

F(z) = /Keizt dt =K
0

0

Integral (13.64) pro nenulovou konstatni funkeci existuje v celé horni poloro-
viné Gaussovy roviny.

Piiklad 13.50: Laplaceova transformace exponencialni funkce
Pro f(t) = €' plati

® i(at+2)t |

C i( 1
F — iat izt dt = e — _ I 0.
(2) O/e ¢ (atz)|,  iares m(atz)>

Priklad 13.51: Absolutné integrabilni funkce
Predpokladejme, 7e funkce f(¢) je absolutné integrabilni na intervalu [0, 0o),

oo
takze integral [ |f(¢)|dt konverguje (méa kone¢nou hodnotu). Odhadneme
0

Laplaceiv obraz této funkce
F(z) = / F() & dt
0

co do absolutni hodnoty s uvazenim skutecnosti, ze |e*!| = |e!*| - [e7¥¢|:

/ f(t)e*tat
0

< [lr®levat < [ £t pro y > 0.
/ /

Laplaceiv obraz absolutné integrabilni funkce existuje v celé horni poloroving
Gaussovy roviny, véetné redlné osy.

Dalsi konkrétni ptiklady uvedeme az v dalsim odstavci, kdy pro jejich feSen{
budeme moci s vyhodou vyuzit obecnych vlastnosti Laplaceovy transfor-
mace.
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13.5.2 Laplacetiv obraz, jeho pozoruhodné vlastnosti a vy-
hodné pouziti

Z piedchoziho odstavce vime, ze Laplacetuv obraz F(z) = Lf funkce f(t),
ktera je absolutné integrabilni, existuje na docela ,velké“ oblasti komplexni
roviny — v jeji horni poloroviné. Zjistime, jaké ma vlastnosti. Pfedevsim nés
bude zajimat, zda je funkce F(z) holomorfni. Kdyby totiz obecné nebyla,
neméla by takova transformace pfili§ velky vyznam. Vzhledem k tomu, Ze
jedinou funkci s komplexni proménnou z, kterd do transformace vstupuje,
je exponencialni funkce e”* v integrandu, zd4 se byt holomorfnost obrazu
F(z) predem jasna. Musime ji v8ak provéfit. Oznaéme f(t) = g(t) +ih(t) =
Re f(t) +iIm f(t) rozklad funkce f(t) na redlnou a imaginarni ¢ast, g(t) a
h(t) jsou realné funkce realné proménné. Pak

F(z)= [ f(t)e?tdt = [ [g(t) + ih(t)] Tt =

froc=]

= /e_yt [g(t) cosxt — h(t) sinxt] dt + i/e_yt[h(t) cosxt + g(t) sin xt] dt,
0 0

u(z, y) =ReF(z) = /e*yt[g(t) cos xt — h(t) sin xt] dt,
0

v(z,y) =ImF(z) = / e Y [h(t) cos xt + g(t) sin xt] dt.
0

Vyzkousime, zda plat{ Cauchyovy-Riemannovy podminky. Diky absolutni
konvergenci integralii mizeme zamétiovat poradi parcidlniho derivovani podle
proménnych z, y s integrovanim podle proménné ¢ a dostaneme

= /e_yt [—tg(t) sinxt — th(t) cos zt] dt,
0

u(r, y)
oz

dv(z, y)

= _te Yt
dy ¢

h(t) cos xt + g(t) sin zt.

Skutecné je % — 9 GStejné snadno se oveif druhd Cauchyova-Riemannova

podminka (provedte). P¥edchozi vypocet plati nejen pro Laplacetv obraz ab-
solutné integrabilni funkce, ale obecné pro Laplacetv obraz jakékoli funkce,
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je-li definovany na néjaké oblasti, resp. oteviené mnoziné. Zbyva vSak od-
povédét na otézku, jaka je pro danou funkci f(t) ,nejvétsi“ mnoZina, na
které Laplaceiiv obraz existuje. Na tuto otdzku obecné odpovida nésledu-
jici véta, kterd zaroven zahrnuje i pravé odvozenou vlastnost holomorfnosti
Laplaceova obrazu.

Véta 13.28: Necht f(t) € Lo. Pak existuje prdvé jedno ¢islo (1 € R tak,zZe
integrdl (15.64) konverguje absolutné pro vsechna z € C, pro kterd je Im z >
(1, a nekonverguje absolutné pro Zidné z € C, pro které je Imz < (1. V
oblasti {z € C|Imz > (1} je Laplaceiv obraz F(z) funkce f(t) holomorfni.
Je-li f(t) funkce exponencidlniho fddu s indexem ristu (o, je (1 < (p.

Vsimnéte si, Ze véta nehovoii i tom, zda integral (13.64) konverguje ¢i diver-
guje v bodech z = = +i(;. Je to analogické jako tfeba u mocninnych fad.
tam jsme také s jistotou védéli, ze fada konverguje (lokalné stejnomérné) v
otevieném kruhu konvergence a diverguje vné tohoto kruhu. Jeji chovani na
hraniénf{ kruznici jsme museli provéfovat piipad od ptipadu. Tak tomu jei v
pripadé Laplaceovych obrazi.

Nékteré ¢asti véty 13.28 mame uz dokdzany. Je to holomorfnost Lapla-
ceova obrazu na mnoziné, na které pfislusny integral (absolutné) konverguje,
a takeé nerovnost ¢; < (o v pfipadg, ze funkce f(t) je exponencidlniho fadu s
indexem ristu (y a ze skute¢né existuje ¢islo (1 s vlastnostmi popisovanymi
ve vété. Predpokladejme, Ze tomu tak skutecné je a Ze funkce f(t) je expo-
nencidlnfho fadu s indexem réstu (p. Dale uvazujme, co by se stalo, kdyby
platila nerovnost {y < ¢; (dikaz sporem). Pak by pro libovolny bod z—z+i(,
jehoz imaginarni ¢ast ¢ lezi v intervalu (¢p, (1), integral zaroven konvergoval
(nebot ¢ > (p) i divergoval (nebot ¢ < (1). A to pochopitelné neni mozné.

Jesté v8ak zbyva dokézat posledni podstatou cast véty, totiz existenci
¢isla (1 urcéujiciho ,polorovinu konvergence“ a ,polorovinu nekonvergence“
Laplaceova integralu. Zvolme libovolné bod z = z+i¢ € C, pro ktery integrél
(13.64) absolutné konverguje. Plati

[1we| < [1rwreenor < [rmetdt < o.
0 0 0
Piedpokladejme, ze mnozina bodii z, v nichz integral (13.64) nekonverguje

absolutné, je neprazdné a oznafme zZ = T + i¢ jeji libovolny bod. Pak pro
kazdy bod w, pro ktery je y = Imw < ( je

soyentar < [t < [ipmevar> [|rwea
[roea=] o=



200KAPITOLA 13. PROMENNA JE KOMPLEXNI — VYSLEDKY JSOU NOBLESNI

Mnozina {y € R |integral (13.64) konverguje absolutné} je tedy zdola ome-
zend. Jeji infimum, které oznadime (i, je hledanou hodnotou omezujici po-
lorovinu konvergence Laplaceova integralu (zdola).

Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace shrneme v nasledujici vété.

Véta 13.29 (Vlastnosti Laplaceovy transformace): Predpoklddejme, Ze
funkce fi = fi(t), i =1, ..., n, resp. f = f(t) jsou proky tiidy piredméti Ly.
Oznacme Fi(z), resp. F(z) jejich Laplaceovy obrazy definované na oblasti
D c C. Pak

Necht (piedpoklady) pak (tvrzeni)

c; € C, g(t) =271, cifit)

I
&
i
«Q
X
I

v ci Fi(z) (linearita)

a € C, g(t) =eld

I

Lg=G(z)=F(a+ z)

g(t) = itf(t) — Lg=G(z)=F'(2)

f@(t) € Lo, f(t) md na [0, 0o) spojité Lf = —izF(z) — f(04)

derivace do Fadu (n — 1) véetne, které = Lf") = (=i2)"F(2)—

maji v bodé t = 0 konecné limity zprava — Z?:_&(—iz)"*jfl f9(04)
L F

9(t) = [ F(r)dr = Lg=G(s) ="

Dokazat tyto vlastnosti je velice snadné. Prvni z nich, linearita, je okamzité
ziejma z definice Laplaceovy transformace. Pro Laplacetv obraz G(z) funkce
g(t) = > ¢i fi(t) dostaneme

—O/Z;cifz(t)—/<zczfz ) et dt = Z /fi(t)eitht—;Cin(Z)

Také dikaz dalsich dvou vlastnosti je zcela pfimocary. Pro Laplacetiv obraz
funkce g(t) = e f(t) plati

(0.9]

G(z):/ el F(¢) el df /f (@42 4y — F(a+ 2).

0
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Derivace Laplaceova obrazu funkce f(t) je

o0 o0

di / e dt = / itf(t) e dz,

0 0

pri¢emZ moZnost ,zasunout“ derivaci podle proménné z je zajiSténa abso-
lutni konvergenci integralu. Pro funkci g(¢) = it f(t) dostaneme jeji Laplaceiv

obraz ve tvaru
o0

G(z) = / itf (1) ei*d.
0
Vidime, Ze skutetné plati G(z) = F'(z).

Piiklad 13.52: A hned to vyzkougime

Prozatim jsme dokézali prvni t¥i vlastnosti ve vété 13.29. NeZ se pustime
do dalgich dukazt, vyzkousime je v praxi. Pokusime se najit Laplacetv ob-
raz funkce g(t) = t?sinbt. Nepiijdeme vsak na to z definice, ale vyuZijeme
zminénych prvnich tii vlastnosti z véty 13.29. Funkei ¢(¢) vyjadiime pomoci
exponencidlnich funkci a drobné formalni tpravy, kterd pozdéji umozni rov-
nou pouzit tieti vlastnosti z véty 13.29:

Lo Sint) L N2 bt | (2 ikt L ) )
g(t) = S (" =) = - (=17 " 4 (i) e ™) = - (~(10)7p1(0) + (1t)p2(0))
Oznagili jsme 1 (t) = e a y(t) = e . Laplaceovy obrazy téchto funkei
dostaneme bud aplikaci druhé vlastnosti z véty 13.29 na jednotkovou funkei,
nebo pfimo pouzitim vysledku pitkladu 13.50:

1 1
i(b+2) 2(2) = Ci(=b+2)

Pi(z) = —

Dvoji aplikaci tf¥et{ vlastnosti z véty 13.29 pak dostaneme

1 " 1" _ 1d? 1 1
G(z) = o (‘@1(2) - @2(*3)) T 9422 (_ (b+ 2) T (—b—l—z))

Dvoji derivovani jiz provedte sami.
Zbyva dokizat posledni dvé vlastnosti ve vété 13.29. Opét vyjdeme z defi-

nice. Pfedpokladejme, Ze funkce f(t) i f/(¢) jsou prvky t¥idy pfedmétia. Pro
Laplaceiv obraz funkce f’(t) (v oblasti, kde integral vyjadfujici tento obraz
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absolutné konverguje) dostaneme upravou defini¢niho integralu metodou per
partes

o0

/izfeitht = —f(04) —iz F(z).

0

Ef/ — /f/(t) eizt dt = f(t) eizt zo _
0

Laplaceovy obrazy vyssich derivaci dostaneme, samoziejmeé za piredpokladi
uvedenych ve vété, postupnou aplikaci pravé dokédzaného pravidla:

Lf"=—izf'(04) =iz Lf = —f'(04) —iz (= f(04) —iz F(2)) =

1
= (—i2)?F(z le2j1f]0+)

atd. Obecny vztah pro Laplacetv obraz n-té derivace funkce f(¢) snadno
dokézeme indukeci vzhledem k n. Posledni vlastnost ve vété 13.29 okamzité
plyne z vlastnosti pfedposledni, aplikujeme-li ji na funkci f(t) = ¢'(¢). Vy-
zkougime jesté jednoduchy piiklad na predposledni a posledni pravidlo.

Priklad 13.53: Laplacetv obraz derivace a integralu daného predmétu
Nasim tkolem bude najit Laplaceovy obrazy funkci

g(t) = 2tsint 4+ t>cost, h(t) =t.

Funkece g(t) je derivaci funkce f(t) = t?sinbt, b = 1, jejiz Laplacetiv obraz
jsme vyjadiili v ptikladu 13.52. Piredposledni pravidlo ve vété 13.29 vede k
vypoctu

Ge) = £ = ~00) =52 P) = == (=g ~ (o)

Tato funkce ma singularity (trojnasobné poly) na realné ose v bodech z =

+1. Laplacetiv integral absolutné konverguje pro Im z > 0.
¢

Funkce h(t) je zase integralem funkce f(¢t) = 1, konkrétné h(t) = [dr.
0

Plati F'(z) = —, proto

F(z) 1

iz Iz

H(z)=Lh=—

Oborem absolutni konvergence Laplaceova integralu funkce h(t) a soucasné
oblasti holomorfnosti jejiho Laplaceova obrazu je mnozina D = {z € C |Imz >

0}.
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Pri praktickych vypodétech vyzadujicich nalezeni Laplaceovych obrazt funkci
je situace Casto takovéa, Ze vystacime jen se zdkladnimi obrazy vypoctenymi
z definice a pravidly formulovanymi ve vété 13.29. V ramci Cviceni 13.5.5 si
obrazy nékterych elementarnich funkci vypoc¢teme — tloha 4. A kdyz si s
vysledkd setavite tabulku, mazete ji s vyhodou pouzivat pfi konstrukei La-
placeovych obrazi funkci, které jsou linedrnimi kombinacemi funkei v jistém
smyslu ,zdkladnich.

Dulezitym prikladem Laplaceovy transformace, ktery nyni rozebereme,
je nalezeni Laplaceova obrazu periodické funkce

Piiklad 13.54: Laplacetav obraz periodické funkce

Predpokladejme, ze periodicka funkce f(t) je dana periodickym opakovanim
zékladniho motivu, jimz je funkce fo(t) nenulova na intervalu [0, 7") a nulova
mimo tento interval, T' je perioda. Posuneme-li zékladni motiv o celistvy
pocet n period doprava, dostaneme funkci f,(t) = fo(t—nT), n € (NU{0}).
Periodickou funkei f(¢) na intervalu [0, co) pak vytvofime jako soucet

F@) =" falt) =D folt —nT).
n=0 n=0
Predpokladejme, ze funkce fo(t) je prvkem tfidy pfedmétu Lo”. Jeji La-

placetiv obraz ozna¢me Fy(z) a oblast, v niz pfislusny Laplacetiv integral
absolutné konverguje, ozna¢me D. Plati

[e'e) T
Fo(2) = / folt) &7 dt:'/ Folt) €7 dt.
0 0

Necht také f(t) € Ly. Laplacetiv obraz zakladnitho motivu posunutého o nX
period je

0 (n+1)T
Fo(z) = /fo(t —nT)e*t dt = / fo(t — nT) e dt.
0 nT

V poslednim integralu provedeme substituci 7 =t — nT" a dostaneme
T
Eo(z) = " / fo(T) e dr = Fy(z) 7T
0

Pro Laplacetuv obraz funkce f(t) pak plati

_ - iznT __ FO(Z)
F(Z)—;)Fo(Z)e = 1o
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je-li [e*T| < 1, tj. y > 0, kde y = Im z. (Vyraz 7 je kvocientem geometrické
fady.) Laplacetv integral funkce f(t) tedy absolutné konverguje na priniku
oblasti D, v niz existuje Laplacetiv obraz zdkladniho motivu fy(t), s horni
polorovinou Gaussovy roviny, tj. DN {z € C|Imz > 0}.

A ted obracené: zname-li Laplaceiv obraz, miZeme uréit pavodni pfedmét?
Problém tzv. zpétné Laplaceovy transformace je obtiznéjsi nez hledani La-
placeovych obrazi k zadanym vzorim. Nékteré z vét, které se problema-
tiky zpétné Laplaceovy transformace tykaji, uvedeme tentokrat bez dukazu.
Otézku je tfeba polozit si nejprve takto: jak pozname, zda zadané funkce
komplexni proménné F(z) je Laplaceovym obrazem né&jakého predmétu? Na-
sleduje pak problém, jak tento pfedmét nalézt. Nasledujici véta formuluje

podminky nutné pro to, aby k funkci F'(z) existoval n&jaky predmét.

Véta 13.30: Je-li funkce F(z) Laplaceoviim obrazem néjakého piedmétu, pak
jsou splnény ndsleduyici podminky:
o Ezistuje redlné cislo () tak, Ze funkce F(z) je holomorfni v poloroviné

{zeC|Imz> (1}.

e Necht( > (1. Oznacme A= {z € C|Imz > (}. Paklim, o .ca F(2) =
0.

o Oznacéme M = {z € C|Imz > k|z|, 0 < k < 1}. Pak existuje koneénd
limita im, o0 e (2F(2)).

Dalsi otézkou je jednozna¢nost vzoru, tj. zda je mozné, aby rizné vzory mély
tyz Laplacetv obraz. Ukazuje se, ze dva rtzné vzory fi(t) a fa(t) téhoz La-
placeova obrazu se mohou na intervalu [0, co) ligit nejvyse v bodech zanedba-

telné mnoziny (viz odstavec 12.1.3), pfi¢emz kazdy z téchto bodi je bodem
o0

nespojitosti alespont jednoho z obou vzori. Plati také [ |fa(t)— f1(¢)|dt = 0.
0
Nejednoznac¢nost lze odstranit takto: necht f(t) je vzor Laplaceova obrazu

F(z) abod a € (0, oo jeho bodem nespojitosti. Hodnotu funkce f(t) v bodé
a predefinujeme na f(a) = % [f(a_) + f(a4)].

Véta 13.31 (Bromwichiiv vzorec): Necht F(z) je Laplaceiiv obraz funkce
f(t). Plati

a+ib
1 . 1 .
F(t) = 27/F(2) e dz = lim — / F(x +1ib) e @0 4z (13.65)
7
P

a—00 27
—a—+ib
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integracnim oborem je libovolnd primka P o rovnici z = x +1ib, x € R,
rovnobéznd s redlnou osou a lezici v oblasti holomorfnosti funkce F(z).

Zkusme vétu 13.31 dokdzat. Znamend to spocitat integral

a+ib 00
S B —izt _ AR
I=lim / F(z)e dz, F(z)—/f(t)e dt',
—a—+ib 0

a dokazat, ze je roven f(t). Tak politejme, samoziejmé za splnéni vech pred-
pokladii, které takovy vypocet vyzaduje (postupné je budeme upfesiiovat):

a-+ib a+ib
I = lim F(z)e #dz = lim { lim / F(t) e dt'] e tdy =
a—0o0 a—0o0
—a+ib —a+ib
B elz(t/ t) a+ib
= 1l NNe— ! li /2 i " — !
Bﬁog%ﬁoo 1) L(t’ - t)] —atib ' = Bﬁoéng%oo f (a sinca(t t)) d

Po provedent substituce 7 = a(t’ — t) dostaneme integral I do tvaru

[e.e]

I=lim [ g(1,a)sincrdr, g(a, 7)=2f(t+ )

a—0o0
0

bT

Rozsifme defini¢ni obor funkce g(a, 7) nejprve na celou redlnou osu tak,
aby vznikla funkce sud4, tj. pro 7 < 0 definujme g(a, 7) = g(a, —7), a
potom do komplexniho oboru. Bude-li funkce g(a, z) holomorfni, mtzeme
bezprostiedné pouzit vysledku piikladu 13.39 a napsat

a-+ib
™ 1 : —izt
I= algngog(0)2 Tf(t) = f(t) = ;alggo / F(z)e " dz.
—a+ib

A to je dokazovany vztah pro zpétnou Laplaceovu transformaci. P¥ipomenime
jesté jednou, ze vysledek je nezavisly na volbé konstanty b. Samoziejmé je
tieba, aby pfimka P : z = x 4 ib lezela v oblasti holomorfnosti funkce F'(z).

Vzorec (13.65) se také nékdy nazyva wvzorec Riemanniuv-Melliniv. Protoze
vyzaduje pfimou integraci, neni pro urc¢ovani vzoru p¥ili§ vhodny. Daleko

praktic¢t&jsi je uziti rezidui.

Véta 13.32: Necht jsou spinény ndsledujici podminky (obrdzek 13.33):
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Obrazek 13.33: K véte 13.32.

o Funkce F(z) je holomorfni v C s vgjimkou spocetné mnoha izolovanych
poli z1, zo, ... leZicich v poloroviné {z € C|Imz < K}.

o ICy, Ko, ... je posloupnost kruhovijch obloukid, z nichZ kazdiy protind
primku Im z = K v bodech —R,, +iK a R, +1L, R1 < Ry < ---.

o Kazdd z wzavienigch kiwvek Cp, = Ky + Up, kde U, : z = t + 1K,

t € [—Ry, Ry), obepindg poly z1, zo, ..., zn (Zddny z nich nelezi na
Kn)-
o lim, oo [ F(z)e #tdz = 0.
Kn

Pak

fit)y =i i res F(z)e (13.66)
n=1

2=2n

Piiklad 13.55: Jak pouzit vétu 13.32

Jako obvykle zkusime formulované tvrzeni hned pouzit. Uvazme funkei f(t) =

sinwt, w € R, w > 0. V redlném svété predstavuje tato funkce harmonické

kmity s kruhovou frekvenci w. Jeji Laplacetiv obraz zjistime snadno, nebot

f(t) = % (e"*' —e7¥") a Laplaceiiv obraz exponencidlnich funkce €' jsme

pocitali v piikladu 13.50 dokonce pro obecnou komplexni hodnotu a. Plati
1 1 1 w

F(Z>:£ _i(2+w)+i(z—w) T2 2
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pro vSechna z, pro néz je Imz > 0. Pfedstavime si, Ze mame opacny ikol:
mame zadanu funkci F(z) a potfebujeme zjistit piedmét. Pfedevsim ovéfime
nutné podminky pro to, aby vzor viibec mohl existovat. Tyto podminky jsou
dany vétou 13.30. Vlastnost a) je splnéna, nebot funkce F(z) je holomorfni
v oblasti D = {z € C|Imz > 0}, tj. ¢t = 0. Pro limity zmifované v
pozadavcich b) a c) véty 13.30 plati

lim F(z) = lim <— d > =0, lim 2F(z) = lim (— vz > = 0.

200 200 22 2 200 Z—00 72 — 2

Kdybychom k vypoc¢tu vzoru chtéli pouzit Bromwichtiv vzorec (vétu 13.31),
museli bychom umét spocitat integral

a+ib
w

lim 5
a—00 z4 — W
—a+ib

—izt
5 € dz

pro z = x +1ib, x € (—a, a), b > 0. Pouzijeme-li v8ak vétu 13.32, budeme
hotovi velice rychle. Funkce G(2) = F(z) e **' ma poly v bodech z; = —w a
29 = w, hodnoty rezidui v nich jsou

—w e*lzt 1 . ) —w e*lzt

resG(—w) = lim ———(2+w) = ielm, resG(w) = lim ———(z—w) = —<

Z——w 22 —w 2—w z2 — 2

Pro predmét f(t) plati
f(t) =i(resG(—w) + res G(w)) = sinwt.

Véta 13.32 vyborné zafungovala, pfedmét k obrazu F(z) = —_3*- jsme
pomoci ni nasli velice snadno.

Pokud si vyfesite vSechny ¢asti tlohy ¢. 4 ve Cvi¢eni 13.5.5, uvidite, jak
¢asto jsou Laplaceovymi obrazy elementarnich funkci a funkei z nich sesta-
venych ,béznymi“ operacemi, jako je linedrni kombinovani, popfipadé naso-
beni, racionalni ryze lomené funkce. Nen{ v tom né&jaki zakonitost? Jistéze
je. Odhaluje ji nasledujici véta.

Véta 13.33: Raciondlni lomend funkce F(z) je Laplaceovgm obrazem jistého
predmétu f(t) pravé tehdy, je-li ryze lomend, tj. stupeti jejiho Citatele je
mens? neZ stupen jmenovatele.

Vypada to skoro neuvéfitelné a docela snadno se to dokazuje pomoci véty
13.30. Predpokladejme nejprve, Ze funkce racionalni lomena funkce F'(z) je

—iwt
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Laplaceovym obrazem néjakého predmétu. Pak podle véty 13.30 spliiuje pod-
minky a), b) a c¢) (nutné podminky). Je-li F(z) racionalni funkce,

A2+ Ay 12"V Az 4 Ap

F(z2) =
(2) Byz™ + Bp—12m 1 4 ..+ Biz+ By’

pak z podminky b) okamzité plyne ze stupen Citatele je niz§i nez stupen
jmenovatele. Podminka c) bude jiz splnéna automaticky, nebot

n

lim zF(z) =0 pro m >n+ 1, ZlLrgOzF(z):

Jim pro m =n+ 1.

n+1

V druhé ¢asti dukazu predpokladejme, ze funkce F(z) je racionalni ryze lo-
mend. Dokazeme, Ze pak je Laplaceovym obrazem jistého predmétu. Funkce
F(2) m4 kone¢né mnoho poéli. Jsou jimi nanejvys kofeny jmenovatele. (Proc¢
ynanejvys“? Obecné vzato, nékteré kofeny Citatele a jmenovatele mohou byt
shodné v¢etné nasobnosti. V takovém kofenu by funkce F'(z) neméla pol, ale
odstranitelnou singularitu). Oznaime-li ¢; nejvétsi ze vSech hodnot imagi-
narnich ¢asti téchto poli, miuzeme konstatovat, ze funkce F(z) je holomorfni
v oblasti D = {z € C|Imz > (;}. Piredpokladejme, 7e funkce ma poly v
kazdém z kofeni jmenovatele. Kdyby tomu tak pii zadani funkce nebylo,
miizeme ji dodefinovat v odstranitelnych singularitdch a upravit (vykrace-
nim piislugnych kofenovych ¢initelr) tak, abychom tento pfedpoklad splnili.
Funkci F(z) miizeme rozlozit na parcialni zlomky. V nejjednodussim ptipadé,
kdy budou kofeny jmenovatele jednonasobné, ma takovy rozklad tvar

7 prikladu 13.50 vime, ze funkce —ﬁ je Laplaceovym obrazem predmétu
fj(t) = e7#t. Oznacime-li predmét k funkci F(2) jako f(t), dostavame

m

f(t) = Z —i4;f;(t), tj. F(z)=L (_iiAj eiZ]‘t) ’
j=1

J=1

kde jsme symbolem £~! oznadcili zpétnou Laplaceovu transformaci. Co ale
v piipadé, kdy kofeny jmenovatele funkce F(z) budou vicenasobné? Dejme
tomu, ze Cislo z; je k-ndsobnym kofenem jmenovatele funkce F'(z). Pak roz-
klad na parcialni zlomky, ktery zname jiz z prvniho dilu, obsahuje soudet

Ajk n Ajk—1 Aja

++7’
(z—2z)F  (z—z)! z =2
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koeficienty jsou funkci F(z) jednozna¢né urceny. Uvazme nyni obecny ¢len

tohoto souctu =1, ..., k. AZ na nasobeni konstantou je (I —1)-tou

I ( )17
derivaci funkce ﬁ. Skutecne, plati
J

A -1 -1 -1 1
gl :( ) d < )7 l:l,...,k’,

(z—2z)t (=1 det=1 \ 2 — 2

a dal uz pouzijeme vétu 13.29:

k k
l 1 iz;
Zz—z] —ﬁ(—lz (=11 Ae” >

= 1

Vyzkousime si pravé popsany postup na jednoduchém piikladu.

Priklad 13.56: Hledani pfedmétu
Ryze lomené racionélni funkce

2az

F(z) = —im7

a € C,

je holomorfni v C s vyjimkou dvojnasobnych péli z12 = £a. V poloro-
vine D = {z € C|Imz > max{—Ima, Ima}} je rovnéz holomorfni. Podle
véty 13.33 je Laplaceovym obrazem jistého piedmétu f(t), ktery, budeme-
li se dost snazit, jisté najdeme. Rozlozime funkci F'(z) na parcidlni zlomky
a upravime je tak, abychom funkce, jejichz obrazy tyto zlomky budou, z
rozkladu ,uvidéli“. Plati

2az Ao n Aia Az Az

F(Z>:_i(z2—a2)2:(z—a)2 z—a (2+a) z+a

Ptevedeme-li v8echny zlomky na pravé strané na spuiolecného jmenovatele
(22 — a®) a porovname Citatele levé a pravé strany, dostaneme

—2iaz = Ay 2(2+ a)2 + A 1(z— a)(z+a)2 +Ag9(z— a)2 +As1(24a)(z— a)g.

Jeden zpiisob, jak zjistit koeficienty A;; je roznasobit pravou stranu a po-
rovnat polynomy vlevo a vpravo. Jednodussi vSak bude, kdyz si uvédomime,
7e rovnost, kterou jsme ziskali, musi platit pro vSechny hodnoty proménné z.
Vhodnou volbou tak ziskdme nezndmé koeficienty pfimo. Polozime-li z = a,
resp. z = —a, dostaneme —2ia? = 4a2A172, resp. 2ia? = 4a2A272, a odtud
A = —%, Ao = % Jestlize diskutovanou rovnost zderivujeme, dostaneme

—2ia = 241 o(24a)+ A1 1[(2+a)?+2(2—a) (2+a)]+2429(2—a) + Ag 1 [(z—a)*+2(2+a) (2 —

a).
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Opét postupné polozime z = a, resp. z = —a a dostaneme —2ia = 4aA; o +
4a2A1’1, resp. —2ia = —4aAz9 + 4a2A271. Dosadime za A1 2 a Ag 9 jiz dfive
urcené hodnoty a dostaneme A;; = Az; = 0. Rozklad funkce F(2) na
parciilni zlomky je jednoduchy,

Ply——+_1 411 _1d{ LI
 2(z—a)? 2z+a 2dz|-i(z—a) i(z+a)]

_1d
- 2dz
Podle tteti vlastnosti ve vété 13.29, kdyZ si v ni zaménime oznaceni F'(z)

za G(z) a naopak, dostavame predmét f(¢), jehoz Laplaceovym obrazem je
zadana funkce F(z), f(t) = tsinat.

—iat ia cdo
{ﬁ(e ) — L(e t)] = —1d—£(sm at).

z

Na zavér tohoto odstavce jesté ukazeme, jak je mozné pouzit Laplaceovy
transformace pro nalezeni partikularniho fefeni obecné nehomogennich oby-
¢ejnych linedrnich diferencidlnich rovnic s konstatnimi koeficienty se zada-
nymi pocéateénimi podminkami. Laplaceova transformace totiz umoznuje pie-
vést takové rovnice na rovnice algebraické.

Priiklad 13.57: Laplaceova transformace jako néstroj pro feseni diferenci-
alnich rovnic

Rovnici f”(t) — 2f'(t) + 2f(t) = ' pro neznamou funkci f(t), s po¢ate¢nimi
podminkami f(04) =1, f/(04) = 1, jisté umi vyfesit kazdy. Od toho piece
méame kapitolu 7 v druhém dilu. UkéZeme si v8ak jinou, moznd i rychlejsi
metodu, vyuzivajici Laplaceovy transformace. Ozna¢ime F(z) Laplacetv ob-
raz predmétu f(t) (pfedpokladame pFitom samoziejmé, ze f(t) € Ly). Pro
vyjadieni derivaci pfedmétu pouzijeme ¢tvrtou vlastnost z véty 13.29, tj.

Lf'=—izF(z) — f(04) = —izF(2) — 1,

L' = —f(0y) —iz[-f(01) —izF(2)] = =1 4+ iz — 22F(2)

, a zndmé vyjadfeni Laplaceova obraru funkce h(t) = e,

1 1
H(z) = —i(z —1) T 14z

Pro Laplaceiiv obraz rovnice tak dostaneme

1
1+iz

[—1+iz— 22F(2)] - 2[-i2F(2) — 1] + 2F(2) = —

9
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odkud

1
141z

1
2 | o .

(—2°+2iz2 4+ 2)F(z) s (1+iz) (2)
Tato funkce, ziskan4 feSenim jednoduché algebraické rovnice, je Laplaceovym
obrazem predmétu f(t) = ef, ktery je fefenim vychozi rovnice p¥i danych
pocatecnich podminkach. Rychlé, ze?

Priklad 13.58: A jesté jedna rovnice, tentokrat integro-diferencidlni

Mame fesit nésledujici integro-diferencidlni rovnici se zadanou pocétecni
podminkou:

f’(t)+5f(t)+6/f(r) dr,  f(04) =1.
0

Opét pouzijeme vétu 13.29, tentokrat také jeji posledni vlastnost. P#i ozna-
Ceni Lf = F(z) dostaneme

Lf = —f(0,) —izF(z) = —1 —i2F(2), L (/f(r) dT) = —Fi(;)
0
2P (z) 4 5F(2) — iz) _0 — F(z) = ZQ+;Z_6

Rozlozime funkci F'(z) na parcialni zlomky a z rozkladu hned ,pfeéteme*
feSeni rovnice:
. 3 oi
F(z) = AN S
(z—=3i)(z—2i) =z—-31 =z-2i

f(t)=3e3 —2e7%.

Dalsi rovnice a soustavy rovnic k procvi¢eni najdete v tillohach 8 a 9 Cvicen
13.5.5.

13.5.3 Dvoustranna a vicerozmérna Laplaceova transformace,
Fourierova transformace

V predchozich odstavcich jsme s velmi podrobné vénovali takzvané jedno-
stranné, jednorozmérné Laplaceové transformaci. ,Jednostrannost* zname-
nala, Ze oborem integrace defini¢niho nevlastniho integralu byl interval [0, co),
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yjednorozmeérnost“ pak respektovala fakt, ze predmét, resp. jeho Laplaceiv
obraz, byly funkcemi jedné redlné proménné t, resp. jedné komplexni pro-
ménné z. V piipadé dvoustranné Laplaceovy transformace bude integracnim
oborem defini¢niho integralu celd realna osa, v piipadé wvicerozmérné Lapla-
ceovy transformace budou pfedmét i obraz funkcemi vice proménnych, kon-
krétné n redlnych proménnych, f = f(t1, ..., t,), resp. n komplexnich pro-
ménnych, F' = F(z1, ..., z,). Zdaleka se nebudeme problametice téchto typt
Laplaceovy transformace vénovat tak podrobné, jako jednostranné jedno-
rozmérné Laplaceové transformaci. Dvoustranné jednorozmérné Laplaceovy
transformace si v8imneme proto, %e se z ni jako specidlni pripad odvozuje
Fourierova transformace, ostatni typy zminime pouze informativné, tento-
krat bez hlubgiho rozboru matematického zézemi.

Necht f(t) je komplexni funkce realné proménné ¢ definovana na intervalu
(—o0, 00) takova, ze Riemanniv integral

Lf=F(z) = /f(t)eiztdt (13.67)

absolutné konverguje alesponn ve dvou rtiznych bodech z1, zo € C. Zna-
mend to, zZe alesponn pro dva body z1, zo € C konverguje nevlastni integral

oo .
[ |f(¢) €] dt, tj. ze existuje konecnd limita
—o0

B—

B
lim / |f(t) €| dt.
-B

Pak se funkce F'(2) nazyva dvoustranny Laplacetiv obraz funkce f(t). Mnozinu
L={f(t)| L= F(z) existuje alespoir pro dva riizné body zi, zo € C}

nazyvame trida predméti. Dvoustrannou Laplaceovou transformacirozumime

zobrazeni L > f — Lf = F(z) € L(L).

Pfipomenime, Ze integral (13.67) chdpeme v Riemannové smyslu, stejné jako
u jednorozmérné Laplaceovy transformace. (Vime vsak, ze obecnéjsi definice
bere v ivahu integral Lebesguetv.) Pro existenci a vlastnosti dvoustranného
Laplaceova obrazu plat{ zcela analogicka tvrzeni jako pro jednostranny obraz.

Véta 13.34: Piedpokladejme, Ze dvoustranny Laplacetiv obraz F'(z) funkce
f(t) existuje pro dva rtizné body z1, zo € C, pro néz je Imz; < Im z5. Pak
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integral (13.67) konverguje absolutné v pasu Djs = {z € C|Imz; < Imz <
Im 29} a funkce F(z) je v tomto pasu holomorfni. Existuji ¢isla ¢, < (v
tak, ze integral konverguje absolutné v pasu D = {z € C|Imzeta; < Imz <
Im (2}, a diverguje vné tohoto pasu.

Holomorfnost dvoustranného Laplaceova obrazu v pasu jeho konvergence
se dokazuje pomoci Cauchyovych-Riemannovych podminek, tj. uplné stejné
jako v pFipadé jednostranné Laplaceovy transfomace. Pokud jde o provéreni
oblasti konvergence, staci provést p¥isluiné odhady, p¥i nichz opét postupu-
jeme obdobné, jako v jednostranné transformace. Provedme je. S uvédomé-
nim si faktu, Ze nevlastni integral je limitou

7 f(t)e* dt = Jim /B f(t)e*tat,
—0o0 —B
7 ‘f(t)eizt

nebudeme v dal§im textu tyto limity striktné vypisovat (stejné jsme postu-
povali v odstavcich tykajicich se jednostranné Laplaceovy transformace). Pro
z=x+iy, 21 =21 +iy1, 22 = ¥2 + iy2, y1 <y < Y2 plati

7 £t e dt = 7 (&) e dt,

[ur@retaes [rorerars [ pmea

Posledni nerovnost potvrzuje absolutni konvergenci integralu (13.67) v péasu
D1s. V souvislosti s dvoustrannou Laplaceovou transformaci provedme jeté
jednu tivahu. Rozdélme defini¢ni integral (13.67) na dva, v intervalech (—oo, 0]
a [0, 00), a odhadnéme je z hlediska absolutni konvergence. Pfi vyjadieni in-
tegralu v mezich (—oo, 0] pouzijeme substituci t — —t:

7 ‘ £(t) izt

resp.

B
dt = lim / ()| dr,
B—oo
B

0 00
dt = / |f(t)\e_ytdt+/|f(t)|e_ytdt:
—00 0

oo
/ eytdt+/\f le ¥ dt.
0
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Integraly

() = [ f(-t)e7¥at = LF(1), Fu(2) = [ f)e = dt = LFo(0)
0 0

(13.68)
kde jsme oznacili fi(t) = f(t) a f-(t) = f(—t) pro t € [0, ), vyja-
diuji jednostranné Laplaceovy obrazy funkci f_(t) a fy(t). Pak F(z) =
F_(z)+ F4(2). Pouzijeme nyni vétu 13.28. Jeji aplikace na integrél vyjadiu-
jici funkci Fy (2) je zcela pfima: existuje &islo ¢ tak, ze pro Im z > (4 integral
konverguje absolutné, pro Im z > (; nekonveguje absolutné. V piipadé inte-
gralu vyjadiujictho obraz F_(z) je tfeba preformulovat definici Jednostranné
Laplaceovy transformace tak, ze v defini¢nim integrdlu provedeme zaménu
z — —z. Odpovidajici analogie véty 13.28 bude naopak zajistovat existtenci
¢isla (o tak, ze integral bude absolutné konvergovat pro Imz < (2 a pro
Im z > (2 bude integral z absolutni hodnoty integrandu divergovat. V pii-
padé, Ze je (1 < (3, je prinik oblast{ absolutni konvergence obou integrali
neprazdny a mizeme oznacit (n, = (1, (yr = (2, piesné ve smyslu véty 13.34.
V piipadé, ze plati (1 > (2, dvoustranny Laplacetv obraz funkce f(t) neexis-
tuje a takova funkce neni prvkem t¥idy pfedméti L. Situaci ndzorné okazuje
obrazek 13.34. Vlevo je znazornén piipad, kdy existuje jak dvoustranny La-

y y y
SMm SM
SM T
X X 7 X
o [ Sm i

Obrazek 13.34: Oblasti absolutn{ konvergence Laplaceovych integrali.

placetv obraz, tak Fouriertv obraz daného predmétu. Prostiedni obrazek
odpovida situaci, kdy neexistuje dvoustranny Laplacedv obraz dané funkce
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f(t) (a tim padem ani obraz Fourieriv), obrazek vpravo odpovida existenci
dvoustranného Laplaceova obrazu funkce f(¢) v pasu, ktery neobsahuje re-
alnou osu, a proto neexistuje Fourieriv obraz této funkce.

Pro hodnoty proménné z leZici v pasu konvergence D = {z € C|(,, <
Imz < (pr} lze pro dvoustranny Laplacetiv obraz pouZit tvrzeni platna pro
obraz jednostranny, konkrétné vlastnosti z véty 13.29, vzorec (13.65) (véta
13.31) za piedpokladu, ze integraéni piimka P lezi v péasu konvergence D,
a také vétu 13.32 umoziujici zjistit pfedmét f(¢) pomoci rezidui v poélech
obrazu F(z).

Ozna¢me F C £ mnozinu v8ech takovych funkci ze t¥idy predméti £, pro néz
plati ¢, < 0, (> 0, tj. pro néz pas absolutni konvergence integralu 13.67),
vyjadiujiciho dvoustranny Laplaceiv obraz F(z) pfedmétu f(t¢), obsahuje
realnou osu. které tento pfedpoklad spliiuji. Funkci

Flz) = / F() & dt (13.69)

pro f(t) € F nazyvame Fourieriv obraz predmétu f(t) a zobrazeni

F:L>ft) = Ff=F(x)e F(L)C L)
Fourierova transformace.

Pro zpétnou (inverzni) Fourierovu transformaci plati modifikace vzorce (13.65)

£(t) = % / Flz) e dz. (13.70)

Pro hledéni dvoustrannych Laplaceovych obrazi a Fourierovych obrazi(a
zpétné predméti) je velmi uzitetny vztah (13.68)miZzeme Casto s vyhodou
vyuzit i jednostrannych Laplaceovych obrazi, kterych budeme mit po absol-
vovani cviceni 13.5.5 slusnou zasobu.

Piiklad 13.59: KdyZ je predmétem sudé, nebo licha funkce
Piedpokladejme, ze funkce f(t) € L je suda. Pak pro jeji dvoustranny La-
placetv obraz dostaneme pomoci vztahu (13.68)

F(z) = ./f(t) ¢ 7t it + /f(t) ¢t dt — F(—z2) + F(2),
0 0
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kde F(z) je jednostranny Laplaceiv obraz funkce f(t) na intervalu ¢ €
[0, o0). Je-li nakopak funkce f(t) lich, je F(z) = —F(—z) + F(z). Samo-
ziejmé musime ,kontrolovat” pas konvergence. Dejme tomu, ze integral vy-
jadFujici jednostranny Laplacetiv obraz funkce f(t), t € [0, 0o), absolutné
konverguje v poloroving Gaussovy roviny, v niz je Imz > (y, v opa¢né po-
loroviné absolutné nekonverguje. P¥i zaméné z — —z zajistuje absolutni
konvergenci podminka —Im z > (1, tj. Imz < —(;. Oblast absolutni konver-
gence integralu vyjadiujictho dvoustranny Laplacetav obraz funkce f(t) bude
neprazdnd pouze v pifpadé, ze (; < 0. V takovém pfipadé bude touto oblast{
pas D = {z € C||G1] <Imz < |(1]|} a ten obsahuje realnou osu. Proto bude
existovat i Fouriertuv obraz funkce f(¢).

Priklad 13.60: A ted prakticky ...

Uz jsme si Fekli dfive, ze funkce f(t) = sinct = S‘%t je ve fyzice velmi diilezita,
vyskytuje se zejména v optice. Proto nas miize zajimat jeji Fourieriv obraz.
V tloze 10 Cviceni 13.5.5 si sami dokézete, Ze jednostrannym Laplaceovym
obrazem tohoto pfedmétu je funkce F(z) = Arctg (iz7!). Funkce sinct je
suda. Proto, jak jsme pfed chvili odvodili v p¥ikladu 13.59, dostaneme jeji
dvoustranny Laplacetiv obraz F(z) ve tvaru souétu F(—z) + F(z), kde F(z)
je jednostranny Laplacetv obraz, tj.

F(z) = Arctg (—iz™1) + Arctg (iz7h).

Vyjadieni arkustangenty méame k dispozici z odstavce 13.4.3, v némz jsme
pro jeji hlavni i obecnou vétev odvodili vztah (13.59). Zde vezmeme v tvahu
hlavni vétev. Ve vztahu (13.59) provedeme zamény z — —iz a z — iz a
dostaneme

_ 1. 1+i(—iz7h 1. 1+i@iz7h

Flz)=-In- 02 )y Sy T0E )
(@) =g T T i)

1 1 —1
= — an+ —|—an .
21 z—1 z+1

Ted ale pozor! Nékdo by si mohl fici, ze v zavorce je soucet logaritmi vy-
razl, které jsou k sobé navzajem vazény prevracenou hodnotou, takze podle
pravidel logaritmovani bude vysledkem nula. To by ovSem byla pravda pouze
v piipadé, Ze logaritmované vyrazy jsou reilné a kladné. To oviem obecné
nejsou — mohou byt dokonce komplexni. A v této situaci ,,obyejna”“ pravi-
dla pro logaritmovani obecné neplati. Vysledek proto musime jesté upravit
tak, ze logaritmy rozepiSeme na redlnou a imaginirni ¢ast. Pro redlnou ¢ést
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jiz pravidla logaritmovani platit budou. dostaneme

F(z) = % Kln jjﬂ%—iArgiii) + (ln z+ﬂ +1Argz+1)] =
1 z+1 z—1
=3 [Argz_l —|—Argz+J
A jak to bude s Fourierovym obrazem funkce sinct? V pfipadé Fourierovy
transformace je proménnd z reilnd, tj. dosazujeme z = z. Pro hodnoty
z € (—oo, —1) U (1, o) nabyvaji zlomky £t a ;—H kladnych hodnot a
hlavni hodnoty jejich argumenttd jsou nulové. Dostaneme F'(xz) = 0. Pro

x € (=1, 1) jsou tyto zlomky zaporné a hlavni hodnota kazdého z nich je
rovna 7. Dostaneme F(z) = 1. Fourieriiv obraz funkce sinct je jakysi ,,puls*
konstantni (jednotkové) vysky, ktery se rozprostiré jen na intervalu (—1, 1)
(a po dodefinovani jej mtizeme uvazovat na intervalu [—1, 1]). Samoziejmé,
zpétnym Fourierovym obrazem tohoto pulsu bude opét funkce sinct.

Piiklad 13.61: ... a fyzikalné

Pravé ziskany vysledek mé zna¢ny vyznam. Ukazuje na tésny vztah matema-
tického aparatu Fourierovy transformace k fyzice. I kdyz fyzikalni aplikace
jsou avizovany az pro dalsi odstavec, udélejme si maly vstup do fyziky uz
nyni. Pfedstavme si ve shod€ s obrizkem 13.35, Ze na neprtihledné stinitko

C' (clona) s tizkou 8térbinou podél intervalu [—d, d] = [—1, 1] dopada kolmo
rovnobé&zny svazek svétla jedné vinové délky A, jiz odpovidé kruhova frek-
vence w = 2% = %, kde T je perioda vInéni a ¢ rychlost svétla. Co uvidime

na stinitku S? Vzhledem k tomu, Ze tento text neni primarné fyzikaln{, pou-
zijeme k vykladu popisovaného experimentu zna¢né zjednoduseni. Zavedeme
jesté tzv. vlnovy vektor E, jehoz velikost je definovana jako k = 27“ a smér je
shodny se smérem SiFeni svételnych paprski. Obréazek 13.35 ukazuje, jak je
experiment realizovan a obsahuje i dalsf potfebné oznaceni. Dopadajici svétlo
se §iri podél soufadnicové osy &, jeho vinovy vektor ma v ortonormaélni bazi s
osami &, 1 a ¢ (poslednf osa neni zakreslena)slozky ko = (k, 0, 0). Vyjdeme-li
z obecného tvaru zapisu rovinné viny E(r, 7), kde proménné 7 a7 = (£, n, ()
predstavujf ¢as a prostorové soufadnice mista, v némz vlnu pozorujeme, do-
staneme dopadajici vinu vztah F = Epe {«@7=k0&) y mistech dopadu na
clonu C je 7= (0, n, ¢) a E = Eye 7. Podle jednoho ze zakladnich prin-
cipti klasické optiky, tzv. Huygensova principu lze §ifeni svételné viny inter-
pretovat zhruba Feceno takto: kazdy bod vinoplochy (geometrického mista
bodii vyznacujicich se shodnou fazi viny) je zdrojem nové kulové viny a
obalka vlnoploch v8ech takto vzniklych sekundarnich vin je vlnoplochou vy-
sledné viny v dalsim okamziku. Kdyby tedy rovnobéznému svazku svétla v
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x
=
S

Obrézek 13.35: Difrakce na §térbiné.

§ifeni nic nepfekazelo, postupoval by nadile v podobé rovinné vlny. Clona
se §térbinou je v8ak prekiZzkou, ktera vyslednou vlnoplochu zméni. Dochézi
k ohybu a interferenci svétla, k tzv. difrakci. Zaméfime se jen na situaci, kdy
je stinftko S ,hodné daleko“ od clony C, takze viny, které k nému ptichézeji,
lze ve vysledku pfiblizné popsat opét jako rovinné. (Této aproximaci se Fika
Fraunhoferova difrakce, zatimco presnéjsi popis predstavuje difrakci Fresne-
lovu.) Piedpokladejme, Ze vysledné vinéni pozorujeme, resp zaznamenavame
na stinitku S v misté o soufadnicich P = (a, 1, 0). Sekundarni kulova vlna
o elementarni amplitudé Eog—ﬁ = %Eo dz &ifici se z obecného bodu $térbiny
(0, x, 0), z € [-1, 1], ma v bodé (a, n, 0) tvar

dE = L0 gmifor—k/@ =27 4,

vysledna funkce F je pak dana integralem tohoto vyrazu v mezich [—1, 1].
Pfedtim, nez budeme integrovat, provedeme avizovanou Freaunhoferovu apro-
ximaci. Ve jmenovateli vyrazu pro sekundarni vlnu nahradime o = a a ex-
ponent upravime takto:

2nx x? nw
2 _ 2 2 2 _ - 2 2_ —
\/a +(n—x) —\/a +17 \/1 a2+n2+a2+n2—\/a +17 o

=/a? +n? — xsinp.
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Pro vlnu v pozorovacim bodé P pak dostaneme

1
a
1

Oznacime-li t = ksin ¢ a popiSeme-li propustnost® clony C pomoci funkce
F(z)=1proxz € [-1,1] a F(z) =0 pro z € R\ [-1, 1], miZeme vlnu v
bodé P zapsat ve tvaru

E. > .
B(r, 1) = E(r, P) = 52 =) [ Fa)eiotdy =

wT—ak) J—_-—lF _ m ko e—i(wT—ak:) wT—ak)

7TEO —i(
a © a t a ksin @

- sint _ wEy _y sin k sin ¢

Na stinitku S samozfejmé neuvidime rozlozeni funkce E(7, ksin ¢), ale roz-
lozeni intenzity svétla, tj. I = E*F,

| Ep|? sin? (ksin ) sin? (k sin @)

- 0 - .
a? k2 sin? ¢ k2 sin? ¢

I(y)

JiZ jen okrajové si vSimneme vicerozmérné Laplaceovy transformace, a to za
zjednodusujicich predpokladi.

Necht f(t1, ..., t,) je komplexni funkce n redlnych proménnych, ktera je
absolutné integrabilni v R, tj. integral

o0 o0

/ / F(try ooy to)| b ... di
—0oQ —0oQ
mé kone¢nou hodnotu. Pak integral
oo oo
Flet oz = [ [ St ) G0 i, (1371)
—0oQ —0o
definuje n-rozmérny Laplaceiv obraz funkce f(t,, ..., t,) a zobrazeni

~

L:f(t, ... ta) — Lf=F(z1, ..., 2n)

se nazyva n-rozmérnd Laplaceova transformace.
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Pro zpétnou vicerozmérnou Laplaceovu transformaci plati

fltr, oo ty) = (271r)” / /F(zl, e Zn)e—i(z1t1+-~.+zntn) dzy ... dzp,
P1 Py
(13.72)
kde Pj, 7 = 1, ..., n, jsou pfimky v C" o rovnicich P; : z; = z; + iKj,
z1=0prol#j.
Necht F(z1, ..., z,) je n-rozmérny Laplacetv obraz funkce f(t1, ..., t,).

Predpokladejme, ze také parcidlni derivace této funkce jsou absolutné inte-
grabilni na R". Pak pro jejich Laplaceovy obrazy G; = E% plati
J

Gj(z1, ..., zn) = —iz; F(21, ..., 2n).

13.5.4 Konvoluce a jeji Laplacetv obraz

Tento odstavec bude struc¢ny, ale z hlediska technickych a fyzikalnich aplikaci
nesmirné dulezity. Konvoluce funkci totiz Casto predstavuji vztah mezi pod-
nétem a odezvou pii fyzikdlnich déjich. Pfesvédcime se o tom o néco pozdéji,
v odstavci 13.6. Pojem konvoluce objasiiuje nasledujici definice.

Necht f(t), g(t) a h(t) jsou komplexni funkce redlné proménné ¢ definované
na R. Rekneme, Ze funkce h(t) je konvoluci funkci f(t) a g(t), jestlize plati

h(t) = / F(r) gt —7) dr. (13.73)
0

Tuto definici lze zobecnit na piipad funkci vice proménnych.

Necht f(t1, ..., tn), g(t1, ..., tn) ah(ty, ..., ty) jsou komplexni funkce real-
nych proménnych ¢1, ..., t, definované na R"™. Rekneme, 7Ze funkce h(tq, ..., t,)
je konvoluct funkei f(t1, ..., tn) a g(t1, ..., t,), jestlize plati

h(tl,...,tn):/---/f(’i'l,...,’]'n>g(t1—7'1,...,tn—Tn)dTl...dTn.

—0o0

(13.74)

Za predpokladu, Zze vSechny funkce zucastnéné ve vztahu konvoluce splituji
predpoklady pro existenci Laplaceova obrazu, miizeme provést Laplaceovu
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transformaci tohoto vztahu. Provedme to pro nejjednodussi, ale pro fyzikalni
aplikace prakticky nejdilezit&jsi piipad, jednostrannou jednorozmérnou La-
placeovu transformaci. Oznacme

Fo) = [ fye*at G(z) =
0

g(t) et dt, H(z) = / h(t) &=t dt
0

Laplaceovy obrazy funkci f(t), g(t) a h(t). Transformujeme vztah konvoluce
a pouzijeme pfi tom Fubiniovu vétu. Dostavame postupné

H = 7h(t) e dy = 7 {7}”(7’) g(t—1) dtau] e dt =
0

0

H(z) = F(z) G(2). (13.75)

Skveély vysledek! Laplacetiv obraz konvoluce je prostym soucinem Laplaceo-
vych obrazt funkci, které do konvoluce vstupuji! Laplaceova transformace
prevadi linedrni integralni vztah mezi funkcemi g(t — tau) a h(t) zprostied-
kovany funkci f(7) na vztah algebraicky, ktery lze chapat jako améru mezi
Laplaceovymi obrazy G(z) a H(z) s ,koeficientem® F. Analogicky vztah plati
i pro pFipad konvoluce funkci vice proménnych

H(z1y ooy 2n) = F (21, ooy 20) G(21, -0y 2n)- (13.76)

Tyto vztahy vyuzijeme v nasledujicim odstavci pfi ukazkach fyzikalnich apli-
kaci.

13.5.5 Cvideni

1. Matematickou indukef vzhledem k n dokazte obecny vzorec pro Laplacetv
obraz n-té derivace funkce f(t).

2. 7 definice vypoctéte Laplaceiiv obraz funkce f(t) = te'%?, a € C, a ur-
Cete oblast D jeho holomorfnosti (tj. obor absolutni konvergence definiéniho
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integralu).

Vysledek: F(z) = —ﬁ, D={ze€C|Imz>—Ima}

3. Z definice vypoctéte Laplacetv obraz funkce f(t) = ¢ sinat, a € C, a
urcete oblast jeho holomorfnosti (tj. obor absolutni konvergence defini¢niho
integralu).

Vysledek: F(z) = —i(zf_%, D={z€C|Imz>max{£Ima}}

4. Vypoctéte Laplaceovy obrazy nésledujicich funkei a urcete oblasti jejich
holomorfnosti:
a) f(t) = cosbt,

b) f(t) = sinbt,

c) f(t) =tcosbt, b e C,

d) f(t) =e%cosbt, a, b € C,

e) f(t) =e%sinbt, a, b€ C,

f) f(t) = t? cos bt,

g) f(t) =coshbt, b e C,

h) f(t) =sinhdt, b € C,

i) ft) =

j) f(t) =tel™ a € C,

k) f(t) =t?e% a € C,

) f(t) =t"e'% a € C,
m) f(t) =sinatsinhbt, a, b € C,
n) f(t) = cosatsinhbt, a, b € C,
o) f(t) =sinatcoshbt, a, b € C,
p) f(t) =cosatcoshbf, a, b e C,
q) f(t) =e%sinhbt, a, b € C,
r) f(t) = e coshbt, a, b € C,
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s) f(t) =sinatsinbt, a, b € C,

t) f(t) =sinatcosbt, a, b € C,

u) f(t) = cosatcosbt, a, b € C,

v) f(t)=ad',a€R, a>0,

w) f(t)=ta',a € R, a>0.
Vysledky:

5. Uvazme funkci f(t) na intervalu [0, 00), které je prvkem t¥idy pfedméti L
pro jednostrannou Laplaceovu transformaci a jeji Laplaceav obraz je Lf =
F(z). Pfedpokladejme, Ze funkce je na tomto spojita s vyjimkou bodu a # 0
a ma v ném limitu f(a_) zleva, resp. limitu f(a4) zprava. Dokazte, ze plati

Lf = —izF(2) — f(04) — [f(ag) — f(a_)] €.

Zobecnéte tento vysledek na obecnou po ¢astech spojitou funkci, kterd je
prvkem tfidy pFedmétia. (Po ¢astech spojita funkce mé na daném intervalu
kone¢ny pocet bodi nespojitosti.)

6. Nasledujici racionalni ryze lomené funkce F'(z) jsou podle véty 13.33 La-
placeovymi obrazy urcitych pfedméti (na jistych oblastech proménné z).
Najdéte tyto pfedméty a urcete oblast konvergence ptislusnych Laplaceo-
vych integrald, tj. podmnozinu Gaussovy roviny, v niz je zadana funkce F'(z)
Laplaceovym obrazem nalezeného pfedmétu.

a) F(z) = 2%,

b) F(2) = —ztp,
= S,

4) F(z) = — by,
&) Fz) = (5
) F(2) = (e
§) F(2) = oo,
h) F(z) =

(a—iz)2—b2>
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: a—iz)?—b?
1) F(Z) = [((a—iz))z—‘,-beP’

i) F(z) = [(az,bi(za)i;fgz]za

k) F(z) = rlpe

—

~—

o

—
N

~—
|

iz
—  (at+iz)?>

m) F(z):m,a;éb,

n) F(2) = —Zam
0) F(2) = —Ztyp,

D) F(Z):Wa
qQ) F(Z):%

t) F(2) = — o

22(1_22) 9

S) F(z) — 3-2iz

4—22
t) F(z) = — iy,
w) F(2) = 5=,
v) F(z) = -2

Vysledky: a) f(t) = cosbt, D = {z € C|Imz > maxIm(£b)}, b) f(t) =
sinbt, D = {z € C|Imz > max{Im(£b)}}, ¢) f(t) = coshbt, D =
{z € C|Imz > {maxRe(xb)}}, d) f(t) = sinhbt, D = {z € C|Im=z >
max {Re (£b)}}, ) f(t) = e @ cosbt, D = {z € C|Imz > max {(—Rea +
Imb}}, f) f(t) = e ¥sinbt, D = {z € C|Imz > max{(—Rea &+ Imb}},
g) f(t) = e @coshdt, D = {z € C|Imz > max{(—Rea + Reb}}, h)
f(t) = e"®sinhbt, D = {z € C|Imz > max {(—Rea £+ Reb}}, i) f(t) =
te cosbt, D = {z € C|Imz > max {(—ReaxImb}},j) f(t) = te sinbt,
D = {z € C|Imz > max{(—Rea £ Imb}}, k) f(t) = sinbizbicoshl 'p —
{z € C|Imz > max{xImb}}, 1) f(t) = (1 +at)e®, D ={z € C|Imz >
Rea}, m) f(t) = %, D = {z € C|Imz > max{Rea, Reb}}, n)
f(t) = (t+ 3at*) e, D = {z € C|Imz > Rea}, o) f(t) = tcosat,
D = {z € C|Imz > max{*Ima}}, p) f(t) = (1 +t)et —cost, D =
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{z€C|Imz>0},q) f(t)=t", D={z€ C|Imz >0}, r) f(t) =t — sint,
D={z€C|Imz > 0},s) f(t) =2cos2t+3sin2t, D = {z € C|Imz > 0},
t) f(t) = 3t — 1 —cost — 3sint, D = {z € C|Imz > 0}, u) f(t) =
fet—e), D ={z € ClImz > —1}, v) f(t) = L(sin2t + 2cos2t),
D = {z € C|Imz > 0}. Provéiit predméty, oblasti D jsou provéieny — v

poradku.

7. Plati tzv. Heavisideova véta o rozkladu: Lze-1i funkci F'(z) pro |z| > R, kde

R > 0, vyjadfit ve tvaru (lokalné stejnomérné) konvergentni fady F(z) =

0o cpt"!

o 1~ pak je Laplaceovym obrazem pfedmétu f(t) = > 02, T

n=1 (—iz)"’
Pomoci této véty dokazte, ze funkce F(z) = Arctg (iz~!) je Laplaceovym
obrazem predmétu f(¢) = sinct = 2L,
Navod: Vyjadiete mocninné rozvoje obrazu i pfedmétu. V p¥ipadé arkustan-

genty berte v tvahu hlavni vétev. Uvédomte si, ze plati (arctg)’ = 5 jgg,

seCtéte tuto geometrickou fadu a integrujte ji.

8. Pouzitim Laplaceovy transformace Feste nasledujici diferencidlni rovnice se
zadanymi pocatetnimi podminkami (hledéate tedy partikularni feSeni téchto
rovnic).

a) f'(t) +5f'(t) +6f(t) = 12¢', f(04) =1, f'(0+) =1,
b) f"(t) +6f(t) = cost, f(04+) =0, f'(04) =0,

) f() + (1) = 12e*, f(04) = -1, f'(04) =2,

d) f'(t) +3f() +2f(t) =t +e™", f(04) =0, f'(04) =0,

t

e) fi(t)+6f(t)+9 [ f(r)dr =0, f(04) =1,

0

C

t

£) f/(t) = f(t) =2 [ f(r)dr =sint, f(04) =0,

0
g) f(t) =cos3t+e jeTf(T) dr,
0
t

h) f1@) + () + f(O) + [ f(r)dT =2, f(04) =2, f'(04) = —2.

0
D) =210 +2£(1) =0, £(04) =1, f(04) =1,
J) f//(t)+2f’(t)+f(t):sint’ f(0+) =0, f/(0+) =0,
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k) f/(t) + f(t) = cost, f(04) = —1, f'(04) =1,
t
) f'(t)+2f(t)+ [ f(r)dr =sint, f(04) =0.
0

Vysledky: a) f(t) = €', b) f(t) = L(cost — cos2t), c) f(t) = 75(36cost —
12sint — et — 15), d) S —1)—tet+ L, e) f(t) = (1 - 3t) e 3t f)
f(t) = 3(sint —te"), g) f(t) = cos3t — Lsin3t, h) f(t) =2e7", i) f(t) =
elcost, j) f(t) = e (1 +t) — Scost, k) f(t) = Lsint — cost + sint, 1)
f(t)=1(tet +sin t) Vysledky ovérit.

9. Pomoci Laplaceovy transformace feste nasledujici soustavy diferencialnich
rovnic za danych pocate¢nich podminek.

fi(t) 4+ 2f2(t) = 0, f3(t) — 5f1(t) — 3fa(t) = 0, f1(04) = 1,
b) f1(t)=Tf1(t)+10fo(t) = 127", f5(t)=3f1(t)=5f2(t) = e, f1(01) =

c) fI(t) +7f31) +8fi(t) =0, f3 ) filt) +2f2(t) = 0, f1(04+) = 1,
f1(04) =0, f2(04) =0, f5(04) =

d) fi(t) = f2(t) + 2/1(t) = 0, f5(t) + 3f3(t) — 2/1(t) — f3(t) =0, f3(t) —
2fé(t) + 3f3(t) =0, f1(0+) =1, f{(o-f—) =0, f2<0+> =1, f3(0+) = 0.

0,
(

e) fi(t) + fi(t) = falt) = €, f3(t) — fi(t) + fat) = ¢, f1(04) = 0,
f2(0+) =0,
£) fi(t) + f2(t) = 0, f3(t) — 2f1(t) — 2fa(t) = 0, f1(04) =0, f2(04) = 0.

Vysledky: a) fi1(t) = e?!(cos3t — sin3t), fo(t) = e*(cos3t + 2sin3t), b)
fl( ) = —2e 2 4+ 3e7t + 36t fot) = —de ? £ 2e7t + et ) fi(t) =
(7cos4t — 8cost), fa(t) = 5(2cos4t — 8cost), d) fi(t) = (1 —e75),
() (2+3e_5t) f3(t) = %( ), e) fult) —e' =1, fo(t) =" — 1, 1)
f1(t) = e'(cost —2sint), fo(t) = (COSt+ 3sint). Proverit vysledky i zadani
— v pfedloze jsou chyby.

10. Periodicka funkce je zadana motivem fo(t) = 1 prot € [0, 1] a fo(t) = —1
pro t € (1, 2). (Perioda této funkce je T' = 2.) Urcete Laplaceuv obraz této
funkce.

Vysledek: Fy(z) = 1(1 - 2¢¥* + %), F(2) = =15%,
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11. Periodicka funkce je zadana motivem fo(t) = sint prot € [0, 7] a fo(t) =
0 pro t € (m, 2m). (Perioda této funkce je T'= 27.) Urtete Laplacetv obraz
této funkcee.

Vysledek: Fy(z) = 25(1+ ™), F(2) = qyi=y-

13.6 Funkce komplexni proménné a fyzika

Jedinym zptsobem, jak potvrdit fyzikalni teorie, odhalujici zékonitosti v
redlném svété, je experiment. Experimentalni fyzika samoziejmé pracuje s
realnymi veli¢inami. To ov8em nevylucuje moZnost, aby tam, kde to povaha
realnych déja pfipousti, pracovala fyzika s komplexnimi ,obrazy“ reilnych
veli¢in a s formalnim matematickym aparatem zaloZenym na onéch pék-
nych vlastnostech funkci komplexni proménné, které jsme studovali v této
kapitole. Dulezitou ukézkou praktickych aplikaci vlastnosti funkci komplexni
proménné bylo tFeba usnadnéni, ne-li dokonce umoznéni vypocti redlnych
integralt pfechodem do komplexniho oboru. Tato aplikace byla ¢Cisté mate-
maticka, bez fyzikilnitho zazemi. Povaha nékterych fyzikalnich teorii je v8ak
takova, Ze si o zpracovani v komplexnim oboru p¥imo ffkaji. Jednou z nich je
teoreticky popis vztahu mezi podnétem a odezvou, druhou pouziti tzv. kon-
formnich zobrazeni pro feSeni uloh hydromechaniky ¢ elektrostatiky. Obo-
jimu se budeme struéné vénovat v jednotlivych ¢astech tohoto odstavce. Ne-
fyzikové, nelekejte se, zakladni prvky fyzikalniho zazemi budou vzdy stru¢né
objasnény. étenéf, jehoz fyzika nezajima, muize nésledujici odstavce vyne-
chat.

13.6.1 Podnét, odezva a pric¢innost

Problematiku podnétu a odezvy vysvétlime na piikladu elektrického pole.
Elektrické pole v prostoru a ¢ase pochéazejici od néjakych zdroji, jimiz jsou
naboje a proudy, je POPSano elektrickou intenzitou, které je vektorovou funkci
¢asu a soufadnic, E = 7, t. S intenzitou elektrického pole je t&sné spjata
jeho indukce, a to vztahem D(r, t) = EoE(T, t) pro piipad, ze se jedna
o elektrické pole ve vakuu. Veli¢ina eg je permitivita vakua a ma hodnotu

g0 = 8,854.10712C2N~'m=2. V latkovém prostiedi jiz situace neni zda-
leka tak Jednoducha Vztah, ktery jste se ucili na stfedni skole ve tvaru
D= E()E,«E), zahrnujici vliv prostfed{ pomoci relativn{ permitivity e, plati
jen velmi omezené. Podivejme se na problém podrobnéji s tim, Ze pro jedno-
duchost budeme uvazovat pouze o izotropnim prostiedi (tj. takovém, jehoz
vlastnosti nejsou smérové zavislé). Vlozime-li latku do elektrického pole o
intenzité E (7, t) (toto pole nazveme podnét), reaguje tim, ze se elektricky
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polarizuje. Stav polarizace je makroskopicky popsan veli¢inou ]3(17', t), zva-
nou polarizace, kterd predstavuje odezvu latky na podnét. Elektricka indukce
je pak dana souctem dvou prspévki, D(7, t) = eoE (7, t)+P(7, t). Nejjedno-
dugsi vztah mezi podnétem a odezvou, ktery si viibec dovedeme predstavit,
ma tvar

—

P(7, t) = eoa(F, ) E(F, t), D(7, t) =eo(l+ aF, t))E(F t). (13.77)

Tento vztah je
e linedrni: odezva je timérna podnétu, améru zprostiedkovava odezvovd
funkce o(T, t) zvana polarizovatelnost, resp. eo(1 + (7, t)) zvana die-
lektrickd permitivita,

e [okdln7: odezva v daném misté zavisi na podnétu pouze v tomtéz misté,

e synchronni: odezva v daném okamziku zévisi na podnétu pouze v tom-
téz okamziku.

Jenze takhle to v pfirodé obecné nechodi. Reakce prostiedi, tj. odezva,
ma obvykle jistou setrvacnost. Céasticim latky chvili trva, nez se polarizuji.
Vztahy (13.77) tak piedstavuji realisticky model skute¢nosti jen tehdy, jsou-li
(ponékud nepiesné Fe¢eno) Gasové zmény podnétu velmi pomalé a prostorové
zmény se poznaji az na velkych vzdalenostech. Pokusime se vztah mezi pod-
nétem a odezvou ,vylepgit® tak, aby ztstala zachovana jeho linearita (tj.
nebudeme brat v ivahu napiiklad jevy elektrické hystereze) a lokalnost, ale
aby byla respektovana zminéna ,setrvacnost prostfedi. Musime také vzit
v uvahu pfi¢innost fyzikalnich jevi, na zakladé niz muze odzeva v daném
okamZiku zaviset na podnétu pouze v okamzicich minulych. Jediny rozumny
zpisob, jak toto vSechno skloubit, je vyjadfen{ odezvy v integralnim tvaru

t [e'e)
B t) = < / oF, t — VB, ) dl = e / o7, 7)B(F, t — r)dr,
—00 0
D) = =B )+ / o7, 1) E(F, t — 1) dr. (13.78)
0

V pfipadg, ze by prostiedi bylo homogenni (jeho vlastnosti by byly polohové
nezavislé) by se vztahy zjednodusily,
e}

B t) = e / a(r)E(F, t —7)dr,
0
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D t) = eoB(F, 1)+ e / o(F)E(F, t—r)dr.  (13.79)
0

Pro odezvu jsme ziskali linedrni, lokdlni a nesynchronni, avSak pFicinné
vztahy. Odezvové funkce goa(7, t — t') (polarizovatelnost, nebo také dielek-
trickd susceptibilita), resp. «(7, t —t') (relativni polarizovatelnost, nebo také
relativni dielektrickd susceptibilita) svazuji odezvu v bodé 7 v okamziku t s
podnétem v tomtéz bodé, aviak v okamZiku ¢ — t'. Dielektrickou permitivitu
tyto vztahy nedefinuji. Dali zobecnéni vztahu mezi podnétem a odezvou
predstavuje zahrnuti skutecnosti, ze odezva v daném misté prostiedi mize
obecné zaviset na podnétu ve vSech mistech prostiedi, t;.

P 1) = ao/a(F,F—F' t — VE(F, ) dt’ d, (13.80)

D(F t) = eoE(F, t) +€o/af’,77 t—t)E(F, t')dt’ a7,
K

kde integracnim oborem K je oblast Casoprostorového kuzele odpovidajici
minulosti udalosti (7, t). Tyto vztahy jsou linedrni, nelokdlni, nesynchronni,
avSak pricinné a plati pro obecné nehomogenni prostiedi. V prostfedi ho-
mogennim v odezvové funkci o7, ¥ — 7, t — t') vymizi samostatna zavislost
na proménné 7 a odezva je zprostFedkovana funkei a7 — 7, t — t'). Line-
arni pri¢inné vztahy mezi podnétem a odezvou, at jiz lokalni, nebo nelo-
kalni, dobfe vystihuji chovani prostiedi v elektrickych polich tzv. optickych
frekvenci. Pro ilustraci uvedme jen rozsah optickych frekvenci v oblasti vi-
ditelného svétla: jednd s o frekvence zhruba v intervalu (4,0 — 8,0) - 104 s~}
odpovidajici vlnovym délkam stovek nanometri. Do oblasti optickych frek-
venci se pochopitelné zahrnuje je$té ¢ast infracervené a ultrafialové oblasti
elektromagnetického spektra.

Dodejme jesté, ze vztahy typu podnét-odezva, které charakterizuji pro-
stiedi (materidl), v némz se odehravaji, nazyvame ve fyzice materidlové
vztahy.

V tomto textu nam nejde o fyziku ve v8ech detailech, ale o fyzikilni
pouziti aparatu funkei komplexni proménné. Soustiedime se proto na zjed-
noduSenou situaci, kterou popisuji linearni lokalni vztahy (prostiedi, v nichz
takové materidlové vztahy plati, se nazyvaji bezdisperzni). V pfipadé homo-
genniho prostiedi dokonce ,zmizi“ prostorova zavislost. Vzhledem k linearité
a izotropnosti prostfedi ani nemusime psat vektory. Dostaneme tak jedno-
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duchy tvar vztahu mezi podnétem a odezvou

P(t) = €o/a(T)E(t—T) dr, D(t) = €0E(t)+€o/a(7)E(t—T) dr. (13.81)
0 0

Hned vidime, Ze odezva je konvoluci odezvové funkce a podnétu! Znovu si
uvédomme, Ze vztah konvoluce je (za pfedpokladu linearity) pfimym disled-
kem obecného principu pfi¢innosti!

13.6.2 Odezva latky na svétlo a vliv pfi¢innosti aneb krasna
fyzika

Pfedpokladejme, 7ze vSechny zicastnéné funkce jsou prvky t¥idy predméti
pro jednostrannou Laplaceovu transformaci a jejich Laplaceovy obrazy ozna¢me
P(z), £(z) a a(z). Pro¢ tento predpoklad? Protoze v piipadé jeho splnéni
dostaneme mezi Laplaceovymi obrazy téchto fyzikalnich veli¢in algebraicky
vztah. Napiiklad k tomu, aby funkce «(t) byla prvkem t¥idy predméti, stadi
jednoducha véc — aby byla absolutné integrabilni na intervalu [0, co). A k
tomu zase staci, aby byly nenulovi a ohrani¢end pouze na kone¢ném inter-
valu. To odpovidé realité, nebot vazba odezvy v okamziku ¢ k podnétu v
okamZiku t' < t je pfirozend tim slabsi, ¢im jsou okamziky ¢ a t’ vzdalengjsi.
Funkci a(t—t") = a(7) tedy jisté bude mozné od jisté hodnoty 75 aproximovat
nulou. Laplaceiiv obraz funkce «(7) takové realistické odezvové funkce bude
holomorfni funkci v horni poloroviné Gaussovy roviny a Laplaceiv integral
bude také absolutné konvergovat na realné ose. Skutecné,

7’&(7’) T
0

Podle predpokladu absolutni integrability funkce a(7) ma tento integrél ko-
ne¢nou hodnotu.

Pro Laplaceovy obrazy £(z), a(z) a P(z) podnétu, odezvové funkce a
odezvy plati vztah typu, tj. (13.75)

dr = 704(7')]d7'.
0

P(z) = eoa(z)E(2).

JenZe co s tim? Experimentalné potiebujeme ziskat odezvovou funkci a(r)
a také podnét a odezva jsou redlné funkce realné proménné. Pokud bychom
vak néjakym zpisobem dokazali z redlného experimentu ziskat funkei a(z),
mohli bychom pomoci zpétné transformace nalézt odezvovou funkci o(r)
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charakterizujici chovani latky v elektromagnetickém poli pii frekvencich, pro
néz plati vztah (13.81). A jak se ukazuje, pfiroda je dokonce takovd, ze
umoziuje porovnavat mikroskopické kvantovémechanické modely odezvy na
svétlo pfimo s Laplaceovym obrazem odezvové funkce na realné ose. To mé
ovSem dalekoséhly vyznam: naptiklad u pevnych latek, kde odezva souvisi
s prechody elektront v mezi valenénim a vodivostnim pésem, to umoziiuje
studovat tvar téchto elektronovych past a pochopit tak dalsi procesy v pev-
nych latkidch. Podivejme se tedy, co se bude ,matematicky® dit, bude-li na
prostredi dopadat monochromatickd rovinné vina E(7, t) = Ey cos (wt — k7).
Tato funkce je realnou ¢asti komplexni rovinné viny E(7, t) = Ege {(@t=F7)
jejiz zapis zndme z piikladu 13.61. Vzhledem k tomu, Ze redlna a imagi-
narni ¢ast komplexnich funkci jsou uréeny jednozna¢né, mdzeme pracovat z
komplexn{ vlnou — bude to jednodussi. Pro pochopenf problému ziskan{ ¢a-
sové zavislosti odezvoveé funkce, resp. jejtho Laplaceova obrazu, neni dilezita
prostorové zavislost funkci, proto stadi zapsat pouze ¢asovou ¢ast dopadajici
vilny, E(t) = Ege ! (popfipadé si piedstavit, ze prostorova ¢ast je zahrnuta
v Ey). Pocitejme odezvu,
oo o0
P(t) = o / A(P)E(t —7)dr = oFy / a(r)e =) dr —

0 0
00

= ¢goEy e*‘“’t/om'e“” dr =
0

P(t) = eoi(w)E(t), D(t)=eo(l+ aw))E(t) = &w)E(t). (13.82)

(V poslednim vztahu jsme pouzili oznaceni é(w) = 1 + &(w), které oviem
neznamend, 7e £(w) je hodnota Laplaceova obrazu funkce £(t). O existenci
jejiho Laplaceova obrazu jsme nic nepfedpokladali.)

Uvazujme, co praveé ziskany vysledek principialné znamené. Pokud bychom
dokazali experimentalné zjistit odezvu latky na monochromatickou vlnu o
kruhové frekvenci w, dostali bychom piimo hodnotu Laplaceova obrazu ode-
zvové funkce (polarizovatelnosti) v bodé z = w + i0 komplexni roviny, tj.
na realné ose. Méfeni spektralni zavislosti odezvy, tj. jeji zavislosti na frek-
venci dopadajici monochromatické vlny, by umoznilo ziskat spektralni zavis-
losti Laplaceova obrazu odezvové funkce na realné ose. Uz to samo o sobé
je dostatecné pro moznost testovani relevance teoretickych mikroskopickych
modelii (polarizovatelnost v zavislosti na frekvenci totiz dokaze kvantova te-
orie napfiklad u pevnych latek spocéitat na zédkladé modelu jejich elektronové
pasové struktury). Ve skutetném experimentu ale situace neni tak jednodu-
cha, jak se nam z piedchozi jednoduché tvahy muze jevit. Uvaha naznacuje
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pouze podstatu toho, jak se experimentilné k odezvové funkci dostat. Po-
pidme, jak experiment zhruba probihé ve skutecnosti. Dejme tomu, Ze svétlo
dopada na vhodné upraveny vzorek, vylestény objemovy blok, nebo tenkou
desticku. Casterns se odrazi, ¢astetné absorbuje, ¢astecné projde (je-li vzorek
dost tenky). Dejme tomu, Ze budeme mé&fit odrazené svétlo, popsané vinou
o amplitudé E, = 7Ey, kde 7 je koeficient odrazivosti. Pracujeme-li s vlnami
formélné jako s vinami komplexnimi, je koeficient odrazivosti samoziejmé
rovnéz komplexni a miizeme jej zapsat ve tvaru 7 = pe'?, kde o = || je jeho
modul a 6 jeho faze. Koeficient odrazivosti zachycuje jak zménu amplitudy
vlny vlivem odrazu, tak zménu jeji faze. Zavisi na thlu dopadu, frekvenci
a polarizaci dopadajici vlny a samozifejmé na vlastnostech latky. Potfebu-
jeme védét, jak 7(w) souvisi s odezvovou funkei &(w). Fyzika fiké toto: pii
kolmém dopadu svétla na povrch vzorku (thel dopadu je nulovy, polarizace
neni podstatna) plati

() = ofw) ") =

kde n(w) = n(w) + ik(w) je tzv. komplexni index lomu, jeho redlnd a ima-
ginarni ¢ast jsou index lomu (vystupujici ve Snellové zdkonu) a index ab-
sorpce latky. Zd4 se to byt jednoduché. Staci pfece zmérit frekvenéni spek-
trum koeficientu odrazivosti a z vySe uvedenych jednoduchych vztaht zis-
kdme spektrum odezvové funkce, jiz pfimo porovnatelné a vypocty mikro-
skopickych modeld. Ale to by nebyla fyzika, aby nam co cesty nepoloZila
dalgi prekazku. Piimym méfenim je dostupnad pouze intenzita odraZzeného
svétla, tj. veli¢ina |E,|?, a odpovidajici kvadrat modulu koeficientu odrazi-
vosti R(w) = |7|? = 0%, nazyvany odrazivost. Jinymi slovy, p¥i experimentu
se ztrdci informace o fazi. Tato informace v8ak nagtésti nen{ ztracené aplné.
Vzpominate si jesté na piiklad 13.207 V ném jsme jiz narazili na pojem
komplexni dielektrické permitivity, kterou jsme ve zminéném prikladu zna-
¢ili e(z), avSak jeji fyzikalni vyznam jsme nevysvétlovali. PFedpokladali jsme,
ze velifina a(z) = €(z)—1 je holomorfni v horni poloroviné Gaussovy roviny a
dokézali jsme pro ni platnost Kramersovych-Kronigovych relaci (13.27), resp.
(13.28), udavajicich vztah mezi realnou a imaginarni ¢asti funkce e(z) — 1
na realné ose, tj. pro z = w + i0. Veli¢inu € jsme nazvali komplexni rela-
tivni Souvislost veli¢iny € s permitivitou € je jednoduché, £(w) = epe(w). Z
Kramersovych-Kronigovych vztaht pro veli¢inu a(w) = € — 1 a z jeji sou-
vislosti s koeficientem odrazivost snadno odvodime integralni vztah pro fazi
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koeficientu odrazivosti

™ 2 — w?
0
ktery vyplyva z relaci
2% T In o(x) 2 T x0(x)
o) =~ [ m g mow) = © [ 7 har
0 0

pro w > 0. Problém spocivajici v tom, Ze nezndme a ani nemiZeme zmérit
spektrum odrazivosti v nekone¢ném oboru frekvenci, se v praxi fe$i pomoci
extrapolace spektra z oblasti frekvenci, v niz jsme méfeni provadéli, do ob-
lasti sousednich (nizgich a vyssich frekvenci). K extrapolaci lze tfeba pouZit
meéfeni, kterd jiz byla v potfebnych oblastech frekvenci provedena jinymi au-
tory zabyvajicimi se vlastnostmi dané latky v odlisném spektralnim rozsahu.
Pokud takova méfeni v literatufe nenajdeme, musime se spokojit s extrapo-
laci nulovou funkeci, coz samoziejmé vede k méné pfesnym vysledkim.

Piiklad 13.62: Plazmony
V ptikladu 13.48 jsme kvili procvi¢en{ vypoctu redlnych integrali prevodem
do komplexniho oboru uvedli ukdzku mikroskopického modelu odezvy fyzi-
kalni soustavy na elektrické pole dané frekvence. Tehdy jsme je$té nehovorili
v souvislosti se vztahem podnét-odezva o Laplaceové transformaci. Kdyz
se k ptikladu 13.48 vratime, uvidime, Ze jsme pomoci modelu popisujiciho
mechanismus odezvy fakticky vypocitali dvoustranny Laplacetv obraz ode-
zvové funkee (relativni polarizovatelnosti) na realné ose (tj. Fourieriiv obraz)
a zpétnou transformaci jsme pak ziskavali ,skutecnou® odezvovou funkci.
Uvedeme jesté jeden piiklad vypoctu Laplaceova obrazu polarizovatelnosti
pomoci modelu. Konkrétné piijde o volné elektrony v latce, které vlivem
elektrického pole konaji tzv. plazmové kmity. Uvazujme o systému volnych
elektront s objemovou koncentraci Ng. Nejjednodussim klasickym mikrosko-
pickym modelem pohybu tohoto systému v elektrickém poli E = Ege vt je
model Drudeho, zaloZeny na pohybové rovnici

mv + mI's = eEp e Wt
kde m a e predstavuji hmotnost a naboj elektronu, ¢ jeho rychlost, I' para-
metr charakterizujici tlumeni. Re§enim této rovnice je vektorova funkce

ieﬁo
m(w + il)

—iwt
b

3(t) = Ae Tt +
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kde A je vektorova integrani konstanta. Pro ,dlouhé ¢asy“, kdy dochéazi k
utlumeni pfispévku Ae Tt (obecné Feseni odpovidajici homogenni rovnice)
v porovnani s pfispévkem odpovidajicim vynucujici sile (partikukarni feseni
nehomogenni rovnice), dostavame pro rychlost a odpovidajici proudovou hus-
totu j = eNy¥ vztahy

ieEo
w +il’

c 92 -

- le N()EO
t =
3 m(w +1iI")

—iwt —iwt

T(t) =

Pred chvili jsme odvodili vztah (13.82) P(t) = eo@(w)E(t). Abychom zis-
kali funkci &(w), potfebujeme jesté dat do souvislosti veli¢iny P a j. Tato
souvislost je obsaZena v rovnici

. 9P L
j= i —iwegd(w)Ege .
Dostavame tak
2N 1 oJ2 2N,
W) ==t W) = I | wi= D
eom w(w + 1) w(w +il) P eom

Hodnotu wy, nazyvame plazmovd frekvence. Vypocet jsme provedli pro systém
elektronti ve vakuu. V prostiedi o statické relativn{ permitivité eg je tieba
jesté funkci £(w) touto hodnotou vynasobit.

Ctenéie, kterého fyzika zajimd, napadne otézka, kde a pro¢ jsme vzali
nazev plazmovd frekvence. Frekvence by méla odpovidat néjakym kmitam.
O jaké kmity jde v tomto pFipad&? Strucné elementarni vysvétleni omezujici
se na jednorozmérny pohyb podél osy & by mohlo vypadat tfeba takto: Pred-
stavme si, Ze element néaboje (vytvareného elektrony) se z bodu o soufadnici
¢ vysune z rovnovahy o vychylku u(&, t). Naboj Nyd¢, rozlozeny v rovno-
vaze v intervalu (£, £ 4+ du), se rozlozi do intervalu (€ + u, & + u + d€ + du),
odpovidajici koncentrace bude N = N (¢, t). Pak

ou
Nod¢ = N(d¢ +du) = N =Ny <1— 85)
V rovnovéaze je hustota celkového néboje (tvofeného kladnymi ionty a za-
pornymi elektrony) nulova. Predpokladejme, Ze rozlozeni iontli se neméni.
Vlivem posunu elementu elektronového naboje se celkova hustota naboje
zméni a bude popsana funkci
ou

0= e[N — No} = —eNoafé_.
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Ve vakuu plati odpovida této hustoté naboje intenzita elektrického pole danéa
prvini Maxwellovou rovnic{

.= oF eNg Ou
E = — =
gg div 0 = B¢ ey OF

pficemz pro u = 0 je £ = 0. Pohybova rovnice elementu elektronového
naboje mé tedy tvar

Pu 2Ny
-7 T
ot

m u:O:>mii+wzu=0-
Jejim FeSenim jsou netlumené kmity pravé s plazmovou frekvenci, u(§, t) =
A(&) coswpt + B(E) sinwpt.

Uvahy tykajici se fyzikdlnich aplikaci matematického aparatu, kterymi jsme
se zabyvali v tomto odstavci, ukazuji, nakolik je samotna matematika ,,pfimodcara”
a v podstaté snadné oproti fyzice, kterd vyzaduje modely, aproximace a ¢asto
tak trochu ,spekulativni* argumentaci vedenou tak, aby vystihovala realitu.

13.6.3 Néco malo o konformnich zobrazenich

Casto se setkavame s fyzikalnimi ¢i technickymi ulohami, jejichZ symetrie
je takova, Ze je lze tesit jako tlohy rovinné. Znamend to, ze hledame pra-
béh né&jakych funkei ®(z, y, z) v prostoru, zavislych vSak pouze na dvou
soufadnicich,  a y. Typickymi pfiklady tohoto typu jsou tlohy, jejichz ci-
lem je najit pribéh potencialu elektrostatického pole ,nekone¢né dlouhého*
véalce, nebo elektrostatického pole uvnitf dlouhého valcového kondenzatoru,
tepelny tok mezi dvéma valcovymi trubkami zah#atymi na rdznou teplotu
(at jiz soustiednymi & uloZzenymi excentricky), apod. V takovych p¥ipadech
je popisovany fyzikiln{ jev jisté nezavisly na soufadnici méfené podél osy
valci. Nemusi také jit pfimo o vélce, ale tfeba i obecnd wvdlcovd télesa, ktera
jsou stejné jako valec dlouhd, avSak jejich pFi¢nym fezem neni kruh, ale
tloh v roviné xy je znac¢né komplikované, ¢i dokonce neschiidné. Zejména
tehdy, nemaji-li v roviné xy zaddnou symetrii. Metoda konformniho zobra-
zeni umozhuje, pomoci prevodu tlohy do oboru komplexn{ proménné, najit
feSeni podstatné snadnéji a elegantné. Jeji podstatou je nasledujici postup:
e 7 proménnych x a y se sestavi komplexni proménna z a hledana funkce
®(x, y), definovand na jisté oblasti D C R? se povazuje za realnou,
nebo imaginarni ¢ast jisté (holomorfni) komplexni funkce ®(z) na ob-

lasti D C C, resp. D C C™T, kterou je ovsem tieba sestavit.
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e Samotny prvni krok ke snaz§imu nalezeni feSenf tlohy nepomiize. Hled4
se v8ak vhodné zobrazeni w = f(z), které pfevede oblast D na jinou,
symetri¢téjsi oblast f(D), av8ak zachovdvd rovnice, jimiz se ¥idi funkce
v roviné puvodni proménné z také pro odpovidajici funkce nové pro-
ménné w.

e Uloha se vyfesi v roviné proménné w, w(z) = u(z, y) + iv(z, y), tj.
nalezne se funkce F'(u, v) takova, ze ®(z, y) = F(u(zx, y), v(z, y)).

e Dosazenim w = w(z) se (obecné komplexni) FeSeni prevede zpét do
roviny pivodni proménné z = x+iy a rozdéli se na redlnou a imaginarni
¢ast. Jedna z nich bude feSenim ptivodni lohy — podle toho, jak jsme
zavedli komplexni veli¢inu, kterd je fesenim tlohy v roviné proménné
w.

Samoziejmé, vznika otazka, zda takovy postup v konkrétnich situacich viibec
existuje, tj. zda se vzdy podafi najit vhodné zobrazeni w = f(z). Hezkou
vlastnosti funkci komplexni proménné je, ze odpovéd na tuto otazku je
kladna. Potfebné pozadavky spliuji pravé holomorfni konformni zobrazend.
Problematika konformnich zobrazeni je velmi Siroka a je do detaild feSena v
obsahlych kapitolach fady dostupnych ucebnic a monografii. V tomto textu
se ji nemtzeme zabyvat podrobné. UkdZeme pouze jeji podstatu a nékteré
aplikace.

S jistou nadsazkou lze Fici, Ze metoda FeSeni fyzikalnich problémi pomoci
konformnich zobrazeni je zaloZzena na geometrickém vyznamu derivace funkce
komplexn{ proménné. Vylozime nejprve ndzorné, o co se jedna. Uvazujme o
funkei f(z) holomorfni v ur¢ité oblasti D a pfedpokladejme, ze jeji derivace
f"(z0) je nenulovéa. Pak tuto derivaci miizeme zapsat ve tvaru

F(z0) = |f'(20)| €7, 9 = Arg f'(z0).

(Kdyby derivace byla nulova, nebyl by takovy zapis mozny, nebot argument
nuly neni definovan.) Sledujme schematicky obrazek 13.36. V jeho levé ¢ésti
je zakreslena kiivka C : [a, 8] 5t — C(t) = z(t) + iy(t) € C a jeji tetna v
bodé tg € (a, B). Uhel, ktery tato teéna svira s osou z, je

= ArgC(to) = Arg (#(to) + i (to)).

(V bodech «, resp. 8 by se jednalo pravou, resp. levou te¢nu a derivace

C(ay), resp. C(S-).) Obrazem k¥ivky C zobrazenim w = f(z) = £ +in je
kiivka I' : [a, B] 2t — TI'(t) = foC(t) € C, jejiz tetna v bodé ¢y svird s
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yA

rovina promeénné z rovina proménné W

Obrézek 13.36: K definici konformniho zobrazeni.

osou & thel
¥ = Arg['(to) = Arg {f’[c(to)}é(to)} = Arg f'(C(to)) + Arg C(to) = 9 + .

Vyznam tohoto vysledku je jasny: zobrazeni f(z) ,pooto¢i“ te¢nu ke kiivce
vedenou bodem dotyku 2o = C(tg) o uhel ¢ = Arg f'(29). To znamen4, Ze
v piipadé, Ze se dvé kfivky v nékterém bodé protinaji, zachova zobrazeni
f(2) thel mezi nimi. To je podstatou konformnosti zobrazeni. Co je na této
vlastnosti tak dulezité? Tieba to, Ze konformni zobrazeni zobrazi dvé sou-
stavy ortogonalnich soufadnicovych kfivek na dvé soustavy obecné jinych
soufadnicovych kfivek, ale opét oetogonalnich. Na vySe uvedené vlastnosti
— zachovani ahli — je také zalozena ponékud obecnéjsi definice konform-
niho zobrazeni, ktera nevyzaduje, aby funkce f(z) byla holomorfni.

Zobrazeni f(z) se nazyva konformni v bodé zy, je-li v tomto bodé spojité a
zachovava-li orientovany thel mezi kfivkami protinajicimi se v tomto bodé.
Necht M je oteviend mnozina (ne nutné souvisla). Zobrazeni f(z) se nazyva
konformni na mnoZiné M, je-li na mnoziné M prosté a konformni v kaz-
dém jejim bodé. Rikame, ze funkce f(2) konfromné zobrazuje mnozinu M na
mnozinu f(M).

Z tvodni tivahy o vyznamu derivace f’(zg) zobrazeni f(z) a z obecné definice
konformniho zobrazeni vyplyva automaticky nasledujici véta.
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Véta 13.35: Necht funkce f(z) je holomorfni v bodé zy a plati f'(zo) # 0.
Pak zobrazent f(z) je konformni v bod€ zy.

V dalsim budeme uvaZovat jiz jen o holomorfnich konformnich zobrazenich,
kterd maji, diky existence derivace, v praktickych aplikacich vétsi vyznam
nez obecné neholomorfni konformni zobrazeni. Z definice holomorfniho kon-
formniho zobrazeni je navic ziejmé, Ze kompozice takovych zobrazeni je rov-
néz konformnim zobrazenim.

Predpokladejme, 7e funkce f(z) je holomorfni na mnozing M. Bod zp se
nazyva kritickym bodem, je-li f'(29) = 0. Oblasti Dy, Dy C C se nazyvaji
konformné ekvivalentni, jestlize existuje konformni zobrazeni f(z) tak, ze
Dy = f(Dl) (pak také D1 = f_l(DQ)).

V souvislosti s druhou ¢asti této definice vznikd otazka, zda a za jakych
podminek lze k zadanym oblastem Dp, Dy C C najit konformni zobrazeni
f(2) tak, aby se staly konformné ekvivalentnimi, a kolik takovych zobrazeni
miiZze existovat. Na tuto otazku odpovida jedna z polozek nasledujici véty,
jejimz prostiednictvim doplnime jesté dalgi obecné vlastnosti holomorfnich
konformnich zobrazeni, které nebudeme dokazovat.

Véta 13.36 (Obecné vlastnosti konformnich zobrazeni):

o Je-li zobrazeni f(z) konformni na oblasti D C C (D neobsahuje bod
00), pak f(D) je opét oblast neobsahujici bod 0o a zobrazeni f~1(z) je
konformni na f(D).

e Riemannova véta: Necht D1, Dy C C jsou libovolné jednoduse souvislé
oblasti, pricemZ hranice kaZdé z nich obsahuje alesponi dva rizné body.
Pak existuje nekoneéné mnoho konformnich zobrazeni zobrazugich ob-
last D1 na oblast Da. Zvolime-li libovolné, ale pevné body zy € D1 a
wo € Do, a redlné c¢islo a € R, pak existuje prdvé jedno konformni
zobrazent f(z), pro néz je f(D1) = D1, f(z0) = wo a a € arg f'(20).

e Je-li D oblast a f(D) konformni zobrazeni definované na D, pak f(D)
je oblast stejné ndsobnosti souvislosti jako D.

o Princip pFitazentd hranic: Necht Dy a Do jsou jednoduse souvislé oblati
a Ci = 0D; a Cy = 0Dy (jednoduché uzaviené krivky). Necht f(z)
je konformni zobrazeni zobrazujici D1 na Dy. Pak lze zobrazeni f(z)
spojité roz8ivit na mnozinu Dy (uzdver oblasti Dy ) tak, Ze toto rozsivent
zobrazuje mnoZinu Dy homeomorfné na mnoZinu Do.
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Vlastnosti uvedené ve vété jsou velmi zajimavé a také dulezité. Plyne z nich
napiiklad to, ze kazdou jednoduse souvislou oblast 1ze konfromné zobrazit na
otevieny kruh (t¥eba i jednotkovy), ale také na otevieny ¢tverec. Pozdéji uvi-
dime na pi¥ikladech, Ze se této moznosti, spolu s vétou 13.37, kterou uvedeme
za chvili, d4 s vyhodou vyuzit pfi FeSeni rovinnych fyzikalnich problémi.
V nésledujicim prikladu se jesté vratime k pojmu kritického bodu, abychom

jesteé lépe pochopili podstatu pozadavku f/(z) # 0, kladeného na holomorfni
konformni zobrazeni.

Priklad 13.63: Co je na kritickém bodu ,kritického“

,Kritické“ je zfejmé to, ze v kritickém bodé neni definovan argument ¢isla
f'(20). Jaky vliv to viak ma na tihel mezi dvéma kiivkami C a C, které
se v tomto bod€ protinaji? Jedné-li se o hladké kfivky, je jejich tihel ne-
pochybné dobfe definovan, stejné jako dhel mezi jejich obrazy zobrazenim
f(2), které je holomorfni a hladkost obrazt tedy ,nepokazi“. Bude se thel
mezi obrazy kiivek lisit od dhlu mezi nimi samotnymi? VyzkouSime to na
konkrétnim jednoduchém piikladu, ilustrovaném obrazkem 13.37. UvaZme

y
t rovina proménné z 77' }‘ rovina proménné W
T y=«C.o) A y=«En-2
_ ) r=foC

 _— i w=f(2)=2"

C '\

}/V
- 7\ ; i > X i i
z,=01C 1 2 Wy =0 1 2
'=fo-C

Obréazek 13.37: Jak funguje zobrazeni f(z) v kritickém bods.

zobrazeni f(z) = 22, které je holomorfni v celé Gaussové roving C. Jedinym
kritickym bodem je bod zy = 0. Hladké kiivky C a C zvolme co nejjedno-
dusgim zpisobem tak, aby prochazely bodem zg, napiiklad tak, ze kiivka C
bude tsecka spojujici body z9 = 0 a 21 = 1 +1i, kiivka C pak ¢ast realné osy
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x mezi body z9g =0, 22 =1,
C:[0,1]5t > C(t)=t+iteC, C:[0,1]>¢t — C(t)=teC.

Kiivka C svira s kiivkou C thel 7 = T Prokiivky I' = foC a F'=foC
dostaneme

r:[0,1]>t — T(t)=(t+it)? =2it?cC, T: [0,1]3t — T'(t)=t* € C.

Kiivka I je opét ¢asti realné osy (osa &) mezi body wy = 0 a wy = 1, zatimco
kiivka I' je €asti imaginarni osy, spojuje body wp = 0 a w; = 2i. Jedné se
tedy o navzajem kolmé tisecky. Zatimco ptivodni tsecky sviraly tihel 7, sviraji
jejich obrazy thel dvojnasobny. Je tieba si jesté uvédomit, ze zatimco thel
piivodnich usecek byl dobfe definovin pomoci argumentt derivaci

C(0)=1+i = ArgC(0) = % ¢(0)=1 = ArgC(0) =0,

pro thel jejich obrazi zobrazenim f(z) = 22 to takto provést nelze, nebot
derivace zobrazenf T'(t) i T'(¢) v bodé to = 0 jsou nulové a jejich argumenty
proto nejsou definovany. Uhel, ktery usecky I' a T' sviraji, jsme urcili geome-
tricky, pomoci parametrického vyjadfeni samotného, bez pouziti derivaci.

Zdiraznéme jesté, ze podminka f’(z) # 0 je pro konformnost holomorf-
niho zobrazeni podminkou postac¢ujici, nikoli nutnou. Neni-li splnéna, nezna-
mené to nutné, Ze zobrazeni nebude v daném (kritickém bodé) konformni.

Dilezitou praktickou vlastnosti, zejména pro fyzikalni a technické aplikace, je
skutecnost, ze konformni zobrazeni zachovava Laplaceovu rovnici. Znamené
to, ze je-li néjaké funkce dvou proménnych harmonickd, pak jeji kompozice
s konformnim zobrazenim je rovnéz harmonické funkce. Pfesné&ji to popisuje
nasledujici véta.

Véta 13.37 (Invariance Laplaceovy rovnice pii konformnim zobra-
zeni): Necht w = f(z) = u(z, y) + iv(x, y) zobrazeni holomorfni v oblasti
D cCa f(D)CG, kde G C C je rovnéz oblast. Je-li funkce F(u, v) je har-
monickd v oblasti G, pak funkce ®(x, y) = F(u(z, y), v(z, y)) je harmonickd
v oblasti D.

P#ipomente si, Ze harmonické funkce dvou proménnych je takova, ktera spl-
nwje Laplaceovu rovnici. Pro funkce ®(x, y) a F(u, v) a véty 13.37 to zna-
mena

e 0?0 9°F  9°F

0.
Ox? + Oy? T Ou? * ov?
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VEimnéte si také, Ze jsme ve vété nepozadovali explicitné konformnost holo-
morfniho zobrazeni w = f(z), ,prominuli“ jsme podminku f’(2) # 0. Plati-li
véta v této ponékud obecnéjsi podobé, plati samoziejmé i pro piipad, ze pod-
minka nenulovosti derivace bude v oblasti D splnéna a holomorfni zobrazeni
f(2) bude v celé oblasti D také konformni, tj. bez kritickych bodt. Dikaz
véty je jednoduchy a provedeme jej pfimym vypocétem. Pro stru¢nost vy-
poctu oznacme parcidln{ derivace typu % = Uy, % = Ugy a pro ostatni
funkce a proménné obdobné, jak jsme to délali v odstavci 5.2.3, viz tieba
oznaceni dané vztahy (5.19) na strané 106 druhého dilu. Z téhoZz odstavce
miZeme piimo pouzit vztahy (5.21) na strané 111, dosadime-li do nich za
funkci F' nasi funkci ® a za funkci f nasi funkci F. (Lepsi ale bude, kdyz si
potfebné derivace slozenych funkci z cviénych divodd znovu sami propoci-
tate.) Pfi vypoltu vezmeme v tvahu, Ze redlna i imaginarni ¢ast holomorfni
funkce f(z) jsou v dusledku platnosti Cauchyovych-Riemannovych podmi-
nek harmonické funkce proménnych x a y, spliuji tedy rovnéz Laplaceovu
TOVNICE, Ugy + Uyy = 0 & Vgz + vyy = 0. Ziskdme mezivysledek

Dpp = Fuuti + 2Futigvy + Fopv? 4 Futige + Fyvag,
Dy = Fuup + 2Fuuyvy + Fuv) + Fuuyy + Fyy,,
g + Py = Fuu(ul + ug) + 2Fu (Uavz + uyvy) + Fuy (V3 +07).

K dalsi ipravé pouzijeme Cauchyovy-Riemannovy podminky pro funkce u(z, y)
a Vg, y, Uz = Uy & Uy = —V,, diky nimZ plati

2 2 2 2 2 2
Up Uy + UyUy = Uz (—Uy) + uyu, =0, v5 + vy = (—uy) +uy = uy +uy,

a dostaneme
Doy + Py = (Fuu + Foo) (ul +ul) =0,

nebot podle pfedpokladu véty splituje funkce F'(u, v) Laplaceovu rovnice, t;j.
Fuu+ Fyy = 0.

Uvédomme si, co véty 13.36 a 13.37 spole¢né umoziiuji: Mame napiiklad
za ukol najit feSeni Laplaceovy rovnice na oblasti zadaného tvaru pfi za-
danych okrajovych podminkach. Hledame tedy harmonickou funkci V' (z, y)
(tj. takovou, pro kterou plati Vi, + V,,, = 0) dejme tomu na dvojnasobné
souvislé oblasti D, pficemz jsou zadany hodnoty funkce ®(z, y), 1 a P2, na
kiivkach Cy a Cy tvoficich hranici této oblasti, tj. formalné 9D = C; +C + 2.
(Popsané zadéani predstavuje Dirichletovu tilohu, jiz jsme se z jiného pohledu
zabyvali v kapitole 12, v piikladu 12.124.) Jak budeme postupovat:

e 7 vlastnosti b) ve vét&13.36 vime, ze existuje konformni zobrazeni w =
f(z) = u(z, y) + iv(z, y) (jen ho najit!), které pFevede oblast D na
»Sikovné&jsi“ ) av8ak konformné ekvivalentni oblast f(D).
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e Vyfesime Dirichletovu ulohu na oblasti f(D) s odpovidajicimi okrajo-
vymi podminkami. Ty budou zase dvé&, nebot podle vlastnosti c) ve
vété 13.36 bude nova oblast také dvojnasobné souvisla a podle vlast-
nosti d) si budou hrani¢ni k¥ivky I'y a T'y ,,spravné“ pfifazeny kiivkam
C1 a Cy pomoci spojitého rozsifeni zobrazeni f(z) na hranici oblasti
D). Znamené to, Zze najdeme funkci F'(u, v), pro kterou je splnéna La-
placeova rovnice Fy,, + F,, = 0 a okrajové podminky F'(u, v)|p, = ®1,
Fu, v

Iy = <I>2.

e Sestavime funkci ®(z, y) = F(u(z, y), v(z, y)). Véta 13.37 zajistuje,
7e funkce ®(x, y) je FeSenim ptivodni tlohy.

Piiklad 13.64: Potencial koncentrického valcového kondenzatoru

Mame urdit rozlozeni elektrostatického potencialu uvniti kondenzatoru tvo-
feného nekone¢né dlouhymi soustfednymi vélci o polomérech r a R, R > r.
Na vnitinim valci je pfedepsana hodnota ®;, na vnéjsim hodnota Po. Elek-
trostaticky potenciél pochopitelné spliuje trojrozmérnou Laplaceovu rovnici.
Vzhledem k symetrii zadaného problému (nekoneény kondenzator) vsak bude
nezavisly na soufadnici méFené podél osy vélce. Souradnicovou rovinu xy mu-
zeme zvolit kolmo k ose valce a pocatek soustavy souradnic umistit do stfedu
vétsi kruznice Cy (obrazek 13.38). Povazujme proménné x a y za realnou a
imaginarni ¢ast komplexni proménné z = x + iy. Hledame TeSeni Laplaceovy

A

yA Vv
27 -

v X

w=f(z)=Lnz 0

Inr InR

Obrazek 13.38: Vélcové kondenzatory.
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rovnice @, + P, = 0 za okrajovych podminek ®[¢, = @1, ®lc, = Po.
Podle véty 13.36 existuje konformni zobrazeni w = f(z) takové, Ze prevede
oblast D (mezikruzi mezi kruznicemi C; a C2) na néjakou jinou vhodnou ob-
last tak, aby se postup feSeni Laplacoevy rovnice zjednodugil. Kruznice jsou
parametrizovany vztahy

Ci:[0,2n]5t = z=re, Cy:[0,2n] 5t — 2= Re,

obecn4 kruznice uvnitt mezikruzi pak vztahem z = gelt, o € (r, R). Hle-
dejme zobrazeni f(z) tak, aby hlavni hodnota argumentu proménné z, tj.
parametr t, byla pfimo imaginarni ¢asti funkce f(2), tj. v = Argz. Ctenari,
ktery uz mé s poc¢itanim s funkcemi komplexni proménné zkuSenost, je hned
jasné, ze v takovém piipadé bude redlnou ¢asti funkce f(z) logaritmus mo-
dulu proménné z, tj. u = In|z|. Pfesto tuto skuteCnost provéfime pomoci
Cauchyovych-Riemannovych podminek. Pro v(z, y) = Argz plati

v(x, y) = Arg z = arccos resp. 2m — arccos

x x

22 + 2’ 22 + 2’
proy > 0, 22 +y> # 0, resp. pro y < 0. Pro realnou ¢ast u(z, y) plati
(propocitejte podrobng)

Oou Ov x ou v Y

or 0y a2+y2 Oy Oz ai+y?

In (2 +4?) = Iny/22 + 42 =1In|z|.

Pro |z| = r (kruznice C1) je u = Inr a v € [0, 27), pro |z| = R (kruZnice
Cy)jeu=InRav e |0, 2r). Funkce w = f(2) = Lnz = In|z| + iArgz je
konformnim zobrazeni, které prevadi mezikruzi D v roviné proménné z mezi
kiivkami C; a Cy a s vyFezem podél intervalu [r, R] na obdélnik f(D) v roviné
proménné w, f(D) = [Inr, In R] x (0, 27). Protoze podle véty 13.37 zistava
pii holomorfnim (a tedy i konformnim) zobrazeni zachovana Laplaceova rov-
nice, hledame funkeci F'(u, v), pro kterou je Fy, + Fy,, = 0 a plati okrajové
podminky F(Inr, v) = &1, F(In R, v) = ®9. Z roztaéni symetrie puvodniho
problému je dale ziejmé, ze funkce ®(z, y) musi byt invariantni vzhledem
k otoceni soustavy soufadnic, a tedy nezavisl4 na argumentu proménné z.
Proto je funkce F'(u, v) nezavisld na proménné v a Laplaceova rovnice se
zjednoduguje na tvar Fy, = 0. Jeji obecné feSeni je F(u, v) = Au+ B. Z
okrajovych podminek pak dostaneme Alnr + B = &1, AlnR+ B = ®5, a
odtud

’LL(.%’, y) =

~ N

DDy
~ InR—1Inr’

InR+1Inr

1 1
B=—-(® D) — — (P9 —P7)———
2( ) (22 1)lnR—lnr’

2
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(I)Q—(I)l 1 1 InR+1Inr
F = — —(® Do) — = (P — D) ———| .
(u, v) lnR—lnru+ [2( 1+ @) 2( 2 1)lnR—lnr}

Hledané Feseni ®(x, y) dostaneme uz jednoduse dosazenim za u(z, y),

1 Dy — Dy 2 9 {1 1 lnR+lnr}
(@, y)_anR—lnrln(x Y+ 2((1)1+(1)2) 2((I>2 (I)l)lnR—lnr '

Regent je graficky znézornéno na obrazku 13.39 vlevo pro r = lcm, R =

2cm, &1 = 0V, &3 = 10V. Mnozi Ctenafi se mozna pii proc¢itani prave

D[V] |
D,

koncentricky kondenzator excentricky kondenzator

Obrazek 13.39: Valcové kondenzatory — pribéh potencialu.

predvedeného vypoctu divili, pro¢ volime tak slozity postup, kdyz feSeni
tlohy lze najit velmi jednoduse. Staci prece vyjadrit Laplacetv operator v
polarnich soufadnicich namisto kartézskych a pak pouzit symetrie tlohy, z niz
vyplyvé nezavislost hledaného feSeni na polarnim uhlu, ktery jsme oznagdili
t. Laplacetlv operator ve valcovych soufadnicich najdeme v odstavci 9.4.2
druhého dilu ve vztazich (9.27). Vynechame-li t¥et{ proménnou (ve vztazich
(9.27) oznacenou jako z), a vezmeme-li v uvahu, ze funkce ® zavisi pouze na
vzdalenosti o od pocéatku soustavy soufadnic, dostaneme pro ni obycéejnou
diferencialni rovnici

@%@+2@@»
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Oznatime-li x(p) = ®'(p), ziskdme pro funkei x (o) rovnici se separovatelnymi
proménnymi, kterou snadno vyfesime:

1
x/(9)+5><(9) = Iny=-lno+K = ox(o) = 4,

kde K a A jsou konstanty. Dalsi vypocet je velmi jednoduchy:

A
P'(p)=— = ®(9)=Alnp+ B.

©
Zbytek uz je zalezitosti okrajovych podminek. Ziskali jsme totéz reSeni jako
pomoci konformniho zobrazeni, ale podstatné rychleji. Pro¢ tedy pouzi-
vat metodu konformniho zobrazeni, kdyz je komplikovanéjsi? Protoze muze
metrii, kterd by vedla k okamzitému zjednoduseni rovnice. Uvidime to v
nasledujicim piikladu.

Piiklad 13.65: Potencial excentrického valcového kondenzatoru
Ptedchozi tlohu zobecnime na pfipad, Ze priurezem kondenzétoru je excent-
rické mezikruzi s hrani¢nimi kruznicemi Cy a Co (obrazek 13.38 zcela vpravo).
Na hraniénich kruznicich Cy, resp. Ca jsou okrajovymi podminkami opét pie-
depsany hodnoty potenciadlu ®1, resp. ®o.

Parametrizujme kruznice ohranic¢ujici oblast D, na které hledame FeSeni
problému,

Ci:00,27] 3t — z(t) =1+7r1et, Co: [0,2n] 3t — 2(t) = rpell.

V prvni fazi feSeni ilohy budeme hledat takové konformni zobrazeni, které
prevede excentrické mezikruzi na koncentrické, tj. takové, jehoz hranici bu-
dou tvofit soustfedné kruznice. Ulohu se soustfednymi kruznicemi uz Fesit
umime diky predchozimu prikladu.

Premyslejme, jakd zobrazeni pfevadéji kruznici v jinou kruznici, ktera
bude mit oproti té ptivodni posunuty stied a obecné jiny polomér. Je-li vy-
chozi kruznice K parametrizovina vztahem z = rel’, ¢t € [0, 27], pak posu-
nuti st¥edu a zménu poloméru docilime tfeba zobrazenim w = f(z) = az+b.
Skutetné

f(K):[0,27] 5t — w=az+b=are’ +b.

Cisla @ a b mohou byt obecné komplexni, konkrétné pro a miizene napsat
a = |ale®, kde ty = Arga. Pak dostaneme parametrizaci kiivky f(K) ve
tvaru

wo K(t) = |alrel®Ft0) 4 p,
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Jednd se o kruznici se stfedem v bodé b a polomérem |a|r. Oborem parametru
t je opé&t interval [0, 27], jenZe jeho krajnimu bodu 0 jiz neodpovida bod s
nulovym argumentemn, ale bod s argumentem ty. Dalsi zobrazeni prevadéjici
kruZnici v kruznici je napiiklad f(z) = % KruZznice K pfi ném piejde v
kruznici parametrizovanou vztahem w = r~le™ ¢ € [0, 27]. Ta ma stied
opét v bodé zg = 0, polomér rovny prevricené hodnoté poloméru pivodni
kruznice IC, a je orientovana opacné neZ kruZnice K. Zobecnénim tohoto
zobrazeni je funkce f(z) = (az + b)~!. Provéfime, jak funguje.

1 1 alre~iltto) 4 p
wok(t) = — - i(t+0) _ lal _ 7 =
ar e +b |CL|Te 0 +b |arel(t+t0) +b’
_ la|r o—ilt+to) b _
|lar eilt+to) 4 b|2 |lar eilt+to) 4 b|2

Opét jsme dostali parametrizaci kruznice, jejiz stfed a polomér jsou
b , la|r
= N r = - .
|ar eilt+to) 4 b|2 |ar eilt+to) 4 b|2

Wo

Pomoci vhodného zobrazeni f(z) lze danou kruznici ,,pfesunout® do piedem
zvoleného bodu a modifikovat ji tak, aby jeji obraz mél pfedem zvoleny
polomér.

V pfipadé excentrického mezikruzi, které je priifezem valcového konden-
zétoru, jehoz elektricky potencidl mame pocitat, je vSak tfeba pomoci zob-
razeni f(z) zobrazit dvé kruznice soucasné tak, aby stfedy jejich obrazt byly
shodné. Zjednodu$me jesté situaci tim, Ze obrazu vnitini kruznice predepi-
Seme jednotkovy polomér, » = 1. Polomér obrazu vnéjsi kruznice predem
volit nebudeme, uvidime, co vyjde. Zobrazeni f(z) zvolime ve tvaru racio-
nalni lomené funkce, )

az +
&)= _—u
Ponékud nepfijemnym pocitanim zjistime (provedte), ze pozadavkim kla-
denym na obrazy kruznic C; a Cy vyhovuji hodnoty

r2 — (14 11)?
r3 — (1 —1r1)2
b=—[Al—r)+(+r)], d=—-[A(l—-r1)—(+m)],

polomér obrazu vnéjsi kruznice je

1V ()P
1=V ()2 -2

a= +1=A+1, c=A-1,
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Pro zapis feseni v roviné proménné w muzeme pouzit vysledku z minulého
piikladu s tim, Ze do vztahu pro Feseni F'(u, v) dosadime

az+b

u=lnful Moz td

, r=1.

Potencial ®(z, y) excentrického valcového kondenzatoru pak dostavame ve
tvaru

Dy -9

az+b
b =
InR

cz+d

’ 1:(1)2_(1)2 lna2[(x+2)2+y2]
n R c2 [(m+i>2+yz]

Lepsi predstavu nez vzorec dava graf na obrazku 13.39 vpravo, sestrojeny
pror; =1lcm, ro =2cm, [ =0,5cm, &, =0, V, 3 =10V.

Piiklad 13.65: Elektrostatika v roviné

Nékteré problémy elektrostatiky je mozné fesit jako rovinné. To jsme vidéli
v piedchozich dvou piikladech. Je vhodné pracovat s proménnymi x a y jako
s redlnou a imagindrni ¢asti komplexni proménné z. P¥i takové interpretaci
je zase mozné usnadnit si feseni problému pfechodem k jiné proménné w
pomoci vhodného konformniho zobrazeni w = f(z). I s tim jsme se setkali v
predchozich piikladech. V tomto piikladu ukdzeme obecnéjsi aplikaci proble-
matiky konformnich zobrazeni v rovinné elektrostatice. Konkrétné pujde o
vyjadren{ toku intenzity elektrostatického pole E = (E,(z, y), Ey(x, y)) da-
nou kiivkou C. (V trojrozmérnych situacich jsme zvykli na pojem toku vekto-
rového pole plochou, kterou v rovinném piipadé nahrazuje kiivka.) Obrazek
13.40 ukazuje, jak k pojmu toku elektrostatického pole (obecné jakéhokoli
vektorového pole) k¥ivkou dospéjeme. Sestavime diferencialni formu d¢p re-
prezentujici elementarni tok. (Postupujeme obdobné jako pfi odvozeni toku
vektorového pole plochou v odstavei 9.4.1, kde jsme pocitali hmotnostni tok
kapaliny. K vypoctu, jehoz vysledek je dan vztahem (9.64), se vztahuje ob-
razek 9.43.)

Elementarni tok vektorového pole E kiivkou na obrazku 13.40 je

S = Ely = Edlcosa = Edl (i) = (Eit)dl,
kde vyznam veli¢in je ziejmy z obrazku, normdly 7y a 7 jsou voleny jako

jednotkové. (Pro zépis diferencialni formy vyjadfujici elementérni tok volime
oznaceni 0@ g, abychom vyjadfili jednak ,elementarnost®, jednak skute¢nost,
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rovina proménnych X, y, resp. proménné z = X + iy

Obrézek 13.40: Tok vektorového pole v roviné kfivkou.

7e v pripadé obecného vektorového pole E dopredu nevime, zda tato forma
bude uzaviend.) Celkovy tok je dan integralem prvniho druhu

op = /(Eﬁ) di.

c

7 kapitoly 12 vime, Ze takovy integral lze vyjadfit také jako integral dru-
hého druhu, nebot prostiednictvim integrandu zavisi na orientaci integrac-
niho oboru. Abychom to provedli, je tfeba vyjadfit formu di, reprezen-
tujici jednorozmérny objemovy (tj. délkovy) element na k¥ivce, jako line-
arn{ kombinaci forem dz a dy. UvaZzujme o libovolné parametrizaci kiivky
C:100,1]3t — C(t) = (z(t), y(t)) € R2 Jednotkovy vektor te¢ny a nor-
mély ke kiivce C jsou

= z y . y —i
S\ V) Vg Vit gt

Plati

C* 56 = [(En)oC] C* dl = [(Ex 0 ) + (B, 0 O) e \[? + 2| dt =

[(E, 0C)j — (B, 0C)#]dt = C* (—E, dz + E, dy).
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pro diferencidlni 1-formu reprezentujici elementéarni tok vektorového pole E
kfivkou C a pro celkovy tok dostavime vysledné vztahy

dop = —Ey(x, y)doe + Ey(z, y)dy, o= /—Ey(x, y)dz + Ex(x, y) dy.
C

(13.83)
Potud byl postup obecny, za E lze dosadit jakékoli vektorové pole s vlast-
nostmi umoziujicimi pfislugné objekty (diferencialni formu d¢p a jeji kiiv-
kovy integral) definovat. V pfipadé, ze E je intenzita elektrostatického pole,
muzZeme tok vyjadiit také pomoci potenciilu, nebot E= —grad ®. V tomto
pfipadé je forma d¢p skutetné uzaviend. VyzkouSejte si to vypocltem jeji
vnégjsi derivace d(d¢g) a uvazte, ze pro potencial ® plati Laplaceova rovnice.
Miuzeme proto psat dop = d®, jinymi slovy, 1-forma d¢g je vnéjsi derivaci
jisté funkce ¢p(z, y). Pomoci potencidlu dostaneme

Op = i de — —dy. (13.84)

7 fyziky vime, Ze tok intenzity elektrostatického pole ve vakuu wzavienou
kiivkou souvisi s celkovym nabojem @, ktery tato kfivka obepind, jedno-
duchym vztahem ¢p = 66162, kde ¢ je permitivita vakua (uz jsme se s ni
setkali v pfedchézejicim odstavci).

Ted zkonstruujeme holomorfni funkci w = w(z) tak, aby jeji redlna ¢ast,
vyjadiend v zavislosti na proménnych x a y, predstavovala elektrostaticky
potencial ®(z, y). Pravé tak tomu bylo v piikladech 13.63 a 13.64. Hledame
w = f(z) ve tvaru

w=w(z) =u(r, y) +iv(z, y) = ®(z, y) +iv(z, y),

pfi¢emz funkce u(z, y) = ®(z, y) a v(x, y) musi spliiovat Cauchyovy-Riemannovy
podminky. Na zdkladé roho mtzeme ziskat kompletni vyjadieni funkce w(z)
(aZ na konstantu). Plati
0 0 0P oP
vz, y) 4, v y) dy = — @ Y) 4,4 92 )

dv(z, y) = Ox oy oy Ox

Pii posledni upravé jsme pouzili vztah (13.83) a vztah mezi intenzitou a
potencidlem E = —grad ®. Pro funkci v(z, y) dostaneme integraci

v(z, y) = ¢p(z, y) + konst. aodtud w(z) = P(x, y) +idr(z, y)
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Vyjadiime derivaci w’(z). Podle vztahu (13.15) jsou ¢tyfi moZnosti, jak ji
zapsat,

Qu(z, y) . Ou(z, y)

N dv(z, y)  .Ov(z,y)
wiz) = ox oy N y i ox N

_ Ouwy) (@ y) _ Ov(z,y) . Oulz,y)

Oz o Dy oy

Prvni z nich umoziuje vyjadtit derivaci w’(z) pf{mo pomoci potenciilu
O(z, y),

O(z, y) . 0®(z, y) : O(x, y)  .9(z, y)
/ — — / e
w'(z) = o i a9y = iw'(z) a9 +i pr

Hned uvidime, jaky fyzikdlni vyznam tato veli¢ina mé. Spocitejme formu
iw'(2) dz:

iw'(2)dz =1 (aq)g“y’ Y i&b(;; y)> (dz +idy) =

_[0%(z,y) . O0P(z,y) } : [8<I>(x, y) 0P(z, y)
= o dz 52 dy| +1i pe dx + ay dy|,
iw'(z)dz = dog + i(—dWg),
kde
0P(x, 0P(x,

je elementarni prace elektrostatického pole (vykonané na kladném jednotko-
vém testovacim naboji). Je to rovnéz uzaviena forma, a to diky smiSenych
parcialnich derivaci druhého fadu funkce ®(x, y).

Vzhledem k souvislosti toku intenzity elektrického pole uzavienou kiivkou

s nabojem, ktery je touto kfivkou obepnut, zavadime komplezni ndboj jako

integral po uzaviené k¥ivce C

O = <o / i (2) dz = e0 (b5 + (- Wa)]. (13.85)
C

Reélna ¢ast vyrazu eoQ predstavuje tok intenzity danou uzavienou kiivkou
a imaginarni ¢ast pak zaporné vzatou praci, kterou elektrické pole vykona
na kladném jednotkovém naboji pii jeho pohybu po této kiivce.
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Nékoho muze napadnout, Ze elektrostatické pole je konzervativni, a proto
bude vysledek nulovy. To by ovSem platilo jen tehdy, kdyby kiivka neobihala
zadné singularity integrovanych forem d¢r a dWpg. Ty mohou byt zptisobeny
napiiklad bodovymi naboji.

Prakticky vyznam vztahu (13.85) spociva v moznosti pouzit pro vypocet
integralu reziduové véty,

Q=o¢p+ i(—Wg) = /iw'(z) dz = —QWZTGS w'(z) Inde(21).  (13.86)
C ke

Ve vztahu (13.86) se s¢ita pires singularity funkce w’(z), pfi¢emz se uplatni
pouze ty, které kiivka C skutecné obihé, tj. pro néz je Inde(zg) # 0.

Abychom tedy spocitali tok elektrostatického pole uzavienou kiivkou a jeho
praci po této kfivce, nemusime viibec integrovat, pouze vypocteme a secteme
rezidua. I to je vyhoda pouziti konformniho zobrazeni.

Piiklad 13.66: Ustéilené proudéni v roviné

Matematicky popis ustaleného proudéni v roviné je velmi podobny jako v
elektrostatice. Také pocitame tok vektorového pole danou kfivkou, jenZe se
jedna o pole rychlosti proudéni, pocitame-li objemovy tok, nebo o vekto-
rové pole sv, pocitame-li hmotnostni tok tekutiny s hustotou s. Je-li prou-
déni ustalené, nezavisi uvazované vektorové pole explicitné na Case, tj. v =
Uz, y) = (vz(2, ¥), vy(z, v)), s = s(x, y). Protoze nam jde o matematickou
podstatu problému, uvazujme pro jednoduchost o idealni kapaling, jejiz hus-
tota je konstantni. Pak staci pocitat objemovy tok, nebot tok hmotnostni je
pouze jeho konstantnim nasobkem. Pro vyjadfeni objemového toku pouzi-
jeme piimo vztah (13.83), platny pro libovolné vektorové pole,

5¢V = 7Uy(xv y) dx + Ux(ZL', y) dya

oy = / vy (x, y) dz + vy (z, ) dy. (13.87)
C

Predpokladejme, Ze slozky vektorového pole rychlosti maji spojité parcialni
derivace prvniho fadu na néjaké jednonasobné souvislé oblasti D ¢ R?. V

piipadé, ze plati divd = %”; + %—Uyy = 0 (v pfipadé ustaleného proudéni ide-

alni kapaliny je to dtsledkem obecné rovnice kontinuity % + div (sv) = 0
— vztah (9.66) na stané 591 v druhém dilu), je 1-forma vyjadiujici elemen-
tarni objemovy tok uzaviend a je vné&jsi derivaci jisté funkce ¢y (z, y). Ta
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je urCena az na konstantu a nazyvame ji funkce proudéni. K¥ivky o rovni-
cich ¢y (z, y) = konst. jsou proudnice. Tento nazev je velmi nazorny: funkce
proudéni, vyjadfujici objemovy tok, se podél proudnice neméni, takze ,pfes
proudnici nic netece“. Vektorové pole rychlosti je tedy v kazdém bodé pro-
storu te¢né k proudnici, kterd timto bodem prochazi, jak to také odpovida
definici proudnic zavedené v odstavci 9.3.2 (vztah (9.58) na strané 572, pii-
klad 9.69 na strané 575). Podobné jako v elektrostatice zavedeme holomorfni
funkei w = w(z) tak, aby funkce proudéni byla jeji imaginarni ¢asti. Aby to
bylo mozné, musi byt funkce ¢y (x, y) harmonické, coz znamend, ze musi
spliiovat Laplaceovu rovnici. Provérime to:

az(b\/ 62¢V 8'Uy 8vx -
= —* — — =rotv.

Ox? + oy2  ox Oy

V pFipadé, Ze se jedna o nevirové rychlostni pole, je rot v = 0. V nagem
pfipadé uvazujeme o proudéni idealni kapaliny, jejiz vlastnosti je kromé kon-
stantni hustoty také absence vnitintho tieni. Idealn{ kapalina proto nemitze
tvofit viry. Funkce ®y pfi ném spliiuje Laplaceovu rovnici a mize byt pou-
Zita jako imaginarni ¢ast hledané funkce w = w(z). Uvidime, co bude ¢asti
redlnou, vyplyvajici z Cauchyovych-Riemannovych podminek. Polozme tedy

w(z) = u(z, y)dz +igy(z, y) dy
a pozadujme splnéni Cauchyovych-Riemannovych podminek

u(z, y) _ 0¢y(z,y) _ Qu(z,y) _ Opy(z,y)
81‘ — ay — *U:r(x) y)v 63/ - al’ - Uy($7 y)

Pak je forma

u(z, y) ou(z, y)
o dz + ay d

o 8¢V($7 y) B ad)V(mv y)
= {ay dz T dy

uzaviend (zdivodnéte, je to snadné) a je proto vné&jsi derivaci jisté funkce
®(z, y), kterou nazveme potencidl. Je urCena az na konstantu. Plati

y = —[ve(, y) dz + vy(x, y) dy] =

(z.y)
Oa, )~ oo, yo) =~ [ vale, y)da + vy, 9) dy.

(33073/0)
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Pticemz integra¢nim oborem je libovolna kiivka spojujici pocate¢ni bod
(o, yo) s koncovym bodem (z, y).

Funkci
w=w(z) = ®(z, y) +igv(z, y) (13.88)
nazyvame komplexni potencidl proudéni. Pro jeho derivaci plati

. 8¢V($7 y) -6¢V(x7 y)
N oy i ox

w'(2) =gz, y) —ivy(x, y). (13.89)
Viimnéme si zajimavé fyzikalni souvislosti s timto vysledkem. Je-li v n&jakém
bodé zp = xg + iyg € C derivace holomorfni funkce nulové, neni zobrazeni
w = w(z) v tomto bodé obecné konformni, bod 2y je kritickym bodem.
Soucasné je ze vztahu (13.89) vidét, Ze v bodé (wo, yo) € R? je nulova i
rychlost proudéni, kapalina v tomto bodé ,stoji“!

Podobné jako v elektrostatice jesté vypoc¢teme formu iw'(z)dz. Dosta-

- iw'(2)dz =i (8¢V(x, v + 16¢V(x’ y)) (dz +1idy) =

dy ox
_ (WV;;’J” D gy - vy ay)+i (W d + ‘%Va(;”y) dy) = déy-+ide.
Integral )

by = C/lw (2) dz (13.90)

nazveme komplexni tok.

V piipadé ustaleného proudéni idealni kapaliny, kdy je vektorové pole rych-
losti neziidlové (div @ = 0) a nevirové (rot ¥ = 0), nemé v dané oblasti zadné
singularity, a proto je komplexni tok uzavienou k¥ivkou nulovy.

Pozn.: Jestlize proudéni nen{ ustalené, miize byt v nékterych bodech prostoru
divd # 0. Nebo tieba ustalené je (rychlost v bodech, kde je definovéana,
nezavisi explicitné na ¢ase), ale forma vyjadiujici elementéarni tok neni t¥eba
v nékterych bodech definovana. Tok uzavienou kiivkou, kterd obepina takové
body, je obecné nenulovy. Body, v nichz tato situace nastane, predstavuji
ziidla, nebo mista zaniku proudnic, obdobné jako je tomu v pfipadé toku
elektrostatického pole uzavienou kiivkou obepinajici naboje. Integral (13.87)
uzavienou kiivkou obepinajici jeden takovy bod udéava vydatnost z¥idla (je-li
kladny), resp. mista zaniku (je-li zaporny).
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Piiklad 13.67: Obtékani piekdzky a zobrazeni Zukovského

Nakonec jesté vytesime jednu konkrétni tlohu. Pfedpokladejme, Ze idealni
kapalina ustéalené proudi v roviné zy podél osy x. V cesté ji stoji pevny kruh
se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomérem R. Kapalina tuto pfe-
kazku obtéka a nasim tkolem je urcit tvar (rovnice) proudnic a ekvipoten-
cialnich k¥ivek (kf¥ivek, podél nichz je konstatni potencial ®(z, y)). (Pokud
bychom chtéli najit skuteéné proudéni, které tomuto modelu zhruba odpo-
vid4, mizeme si predstavit Sirokou a hlubokou Feku a v ni napfi¢ uloZeny
dlouhy valec. Vodu bychom museli povazovat za idealn{ kapalinu, i kdyz ji
vlivem nezanedbatelného vnitiniho t¥eni ve skute¢nosti neni.) Jesté je tfeba
zadat velikost rychlosti kapaliny daleko od vélce. Reknéme, Ze jejl hodnota
je vo. Povazujeme-li proménné z a y za redlnou a imaginarn{ ¢ast komplexnéi
proménné z, jak je u metody konformniho zobrazeni potfeba, ma okrajova
podminka pro proudéni tvar v, (co) = vp, vy(c0) = 0. Obrazek 13.41 situaci
nazorné priblizuje. Ze symetrie ilohy je ziejmé, Ze proudnice v dolni poloro-

y

rovina promeénné Z

Vv 4

rovina proménné W

rY vy

v

N
YyVYY

kritické body: +R

,centralni® proudnice
vZor obraz

Obréazek 13.41: Obtékani kruhové piekazky.

viné jsou zrcadlovym obrazem proudnic v poloroving hornf. Jednu proudnici
v horni poloroving (a tim i jeji zrcadlovy obraz) fakticky zname. je to k¥ivka
C sloZena z polopfimky Py : z =t, t € (—oo, —R) na realné ose, ptlkruznice
z = Re'', t € [r, 0], a poloptimky Py : z = t, t € (R, 0c0) opét na realné
ose. Kapalina proudi v mnoziné D, kde D je oblast vn& kruhu piedstavuji-
ciho prekazku. Proudnice ziejmé nebudou mit né&jaky jednoduchy tvar, ktery
bychom dokéazali uréit pfimo. Metoda konformniho zobrazeni v8ak umoziuje
nalézt vhodné zobrazeni w = f(D) a Fesit ulohu misto v oblasti D v oblasti
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f(D), v niz je nalezeni feSeni snazsi. Vyhodné by bylo, kdyby se nam podatilo
zvolit zobrazeni w = f(z) tak, aby oblast f(D) byla rovina, nebo polorovina.
Pak by okrajova podminka kladena na rychlost znamenala, Ze obrazy proud-
nic (v roviné proménné w = u + iv) budou pfimky rovnobéiné z osou wu.
Jak ale takové zobrazeni najit? Vime o ném napiiklad to, ze musi kfivku C
zobrazit na realnou osu, specialng f(Re'’) € R, tj. v(Rcost, Rsint) = 0.
Nejjednodussi piiklad takového zobrazeni f(z), ktery nam okamZzité mize
piijit na mysl pro R = 1 je f(e") = el + e = 2cost € —2, 2 pro t € [x, 0].
Obrazem jednotkové pilkruZnice je usetka spojujici body —2 a 2 na reélné
ose. Zobrazeni mizeme je$té upravi tak, aby obrazem jednotkové pulkruz-
nice byla tsecka spojujici body w; = —1 a we = 1 na redlné ose. Staci zvolit
fv(eit) = 1(e" + e71). Zobecnénim tohoto piedpisu na z € C* je zobrazeni
Zukovského . )

w= f(z) = 3 <z + z> . (13.91)
Na prvni pohled vidime, Ze f(oco) = f(0) = oco. Uvedenim vztahu (13.91)
samoziejmé zdaleka nejsme hotovi. Musime prozkoumat obecné vlastnosti
tohoto zobrazeni a pfedevsim jeho obraz f(D). Nejprve zjistime, co je ob-
razem polopfimek Py @ z = t, t € (—oo, —1],a P2 : z =1, t € [1, ).
Plati

1 1 . .
obrazem poloptimky P; je opét poloptimka P, obrazem polopfimky Po pak
polopiimka Ps. Rovnost f(oo) = f(0), vyplyvajici ze vztahu (13.91) nazna-

tuje, 7e zobrazeni f(z) neni prosté. Skutetns, uvazime-li dva riizné body

21 # z9 a fe§ime rovnici f(z1) = f(z2), dostaneme

1 1 1

Zl+7222+7 — (21—22) <1—) :0 —— 2122:1.
z1 Z2 Z122

Oblast D roviny proménné z, v niZ je zobrazeni Zukovského prosté, musi

spliiovat bud nerovnost z1zo > 1 pro libovolné dva body z1, 2o € D, nebo

nerovnost opa¢nou. V prvém piipadé je D vnitikem jednotkového kruhu se

stifedem v pocatku soustavy soufadnic, D = B(0, 1), v druhém pfFipadé
vnéjskem tohoto kruhu, D = B(oco, 1) — a to je nas piipad, az na to,

7e nas§ kruh neni jednotkovy, ale ma polomér R. Zobrazeni f(z) tomu za
chvili snadno pfizptisobime. Nejprve vSak jesté ovéime, co je obrazem ob-
lasti B(0, 1) a B(oco, 1) p¥i zobrazeni (13.91). V obou pfipadech je to cela
rovina C*. Skuteéng, zvolme libovolny bod w € C a fe§me rovnici w = f(z)
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vzhledem k neznamé z,

wzi(z%—i) = 22 2wz+1=0 = z10 = —w =+ Vw? —1.
Rovnice méa vzdy feSeni. Ze vztahl pro kofeny, z120 = 1, 21 + 20 = 2w,
specialné z prvniho z nich, hned vidime, Ze pro |z1] < 1 je |z2| > 1 a naopak.
Jeden 7 kofenii vzdy lezi uvniti oblasti B(0, 1), druhy v jejim vnéjsku, tj.
uvnit¥ oblasti B(oo, 1). Konetné obrazu w = oo odpovidaji vzory z; = 0 a
z9 = 00, jak jsme koneckonci poznali jiz z defini¢niho vztahu (13.91). Prvni
z téchto vzori lezi uvnitt B(0, 1), druhy vné. Nakonec, je§té nez se opravdu
pustime do feSenf ilohy o obtékani, si udélejme predstavu, co udéla zobrazent
Zukovského se standardné uzivanymi sitémi soufadnicovijch kiivek v roviné
proménné z, tj. jak je zobrazi do roviny proménné w. Obrazek 13.42 ukazuje,
jak se zobrazi kartézskd sit, tvorend soustavami soufadnicovych pfimek x =
Rez = C1, y = Imz = (5, kde C a Cs jsou libovolné realné konstanty. Pro

obr13-42.pdf

Obrazek 13.42: Obraz kartézské sité pii zobrazeni Zukovského.

piimky r =Ch, y =t € R, resp. x =t € R, y = (3 dostaneme

1 1 t 1
€ 0=5 (1t grra) w0050 -gra)

resp.

t 1 C 1
ut.0) =5 (1+ ) 2000 =5 (1)

. Na obrazku 13.43 jsou pak obrazy poldrni sité, tvofené kruznicemi |z| = C,
neboli 2 = Cye, t € [0, 27] a polopfimkami Argz = Cy, neboli z =
tcosCo +itsinCy, t € [0, 00), kde C7 a Cy jsou opét libovolné realné kon-
stanty. Rovnice téchto kfivek jsou
1
C1 — = ]sint
( ! 01)

u(Cy cost, Cysint) =

N

<C’1 + Cl,> cost, wv(Cjcost, Cysint) =
1

N
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obri13-43.pdf

Obréazek 13.43: Obraz polarni sité pfi zobrazeni Zukovského.

resp.
. 1 ) 1\ .
u(tcosCy, tsinCy) = [t + 7 ) cos Cy v(tcosCoy, tsinCo) = (t — 7 )sin Cs.

Prvnf soustava kiivek je soustavou elips o kartézskych rovnicich v roviné
promnénné w

w2 02 1 1 1 1
—+—, A== — ), B== - .
2By 2 (Cl+cl>’ 2 (CI Cl>

Kartézské rovnice jsme ziskali z parametrickych vyjadifenim cost, resp. sint,
umocnénim na druhou a se¢tenim. Druhé soustava kfivek je tvofena hyper-

bolami

u? v?

— =1.
cos?2Cy  sin? Oy

1
2

parametrické rovnice, umocnénim na druhou a odectenim.

Tu jsme ziskali vyjarenim % (t—l— %), resp. (t - %) z prvni, resp. druhé

Nynf uz se dejme do fesSeni vlastni tlohy. Jest€ musime zobrazen{ w =
f(2) prizptisobit tak, aby odpovidalo kruhové piekizce o poloméru R, nikoli
poloméru jednotkovém. Modifikace je jednoduché. Zvolime

2
w:f(z):§<z+}i>,

pricemz konstanta K slouzi k dal$i ,adjustaci“ zobrazeni, kterd spociva v
uplatnéni okrajové podminky pro rychlost proudéni v nekone¢nu, v,(c0) =
g, vy(00) = 0. Dosazenim do vztahu (13.89) dostaneme

, K R? K
vz—wyZE 1—; , Uo—i-lO:?prOZ—)OO,
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proto K = 2vg a hledana modifikace zobrazeni Zukovského a jeho derivace
maji definitivné tvar

w= f(z) =g <z+]f>, w' = f'(2) = vy (1—R2>.

Ptlruznice K : z = Rel’, t € [r, 0], se zobrazi na tisecku f(K) : w = t,
t € [-2uoR, 2uvgR], jeji zrcadlovy obraz z = Re’, t € [—, 0] na tutéz tisecku.
Obrazem polopiimky P; o rovnici z = ¢, t € (—oo, —R) je polopfimka
f(P1) o rovnici w = t, t € (—o0, —2vgR], obrazem polopfimky Py o rovnici
z =t, t € [R, 00) je polopfimka f(P2) o rovnici w = t, t € [2v9R, o0).
,Centralni“ proudnice je ,zdvojend* na polopifimkach P; a Ps, ,rozdéluje
se“ podél horni a dolni pilkruznice ohranicujici piekazku. Jejim obrazem je
,zdvojend“ redlné osa v roviné proménné w. Z vyjadieni derivace vidime, ze
zobrazeni mé dva kritické body, z; = —R a zo = R. Jsou to body, v nichZ se
pifmkové ¢ast centralnich proudnic napojuje na kruznici. V téchto bodech
je rychlost kapaliny nulové.

Vyjadiime komplexni potencial proudéni a jeho redlnou a imaginarni ¢ast,
potencial a tok (viz vztah (13.88)):

R2 RQ
w = f(z) = v0<z+> = v0<x+iy+ - >,
z T+ 1y

®(x,y) = Ref(z) = vox <1+RQ>,

$2+y2

VoY (1 R2> . (13.92)

va(l‘, y) = Imf(z) 7$2_|_y2

Rovnice obrazi proudnic v roviné proménné w jsou Imw = konst., rovnice
ekvipotencialnich kiivek maji tvar Rew = konst.. V roviné proménné z pak
dostavame FeSeni nagi alohy,

R2
proudnice: voy [ 1 — m = Kj,

R2
kvipotencidly: 1+ ——= | = Ks.
ekvipotencialy v0:1:< +x2+y2> 2

Nékteré kiivky soustavy proudnic a ekvipotencidlnich kfivek jsou znazor-
nény na obrazku 13.44.
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obri13-44.pdf

Obrézek 13.44: Proudnice a ekvipotencialy pfi obtékani kruhové prekazky.

7 nékolika malo nejjednodussich ukizek vidime, jak mocna je metoda kon-
formniho zobrazeni. A to v tomto textu nemuZeme zdaleka ukézat viechny
jeji moznosti (FeSeni problému elektrostatiky v roviné s bodovymi naboji,
dipély i1 multipély, nevirové i virové proudéni kapaliny v roviné se zfidly a
misty zaniku kapaliny, apod.) Literatura zabyvajici se touto problematikou je
v8ak natolik bohata a dobfe dostupné, Ze pro vazného zajemce nen{ problém
seznamit se s teorii i aplikacemi konformnich zobrazeni seznamit podrobné.

13.6.4 Cviceni

az+b

1. Dokazte, Ze zobrazeni w = f(z) = 234

primky v pfimky.

prevad{ kruznice v kruznice a

2. V roviné proménné z uvazujte sit kiivek tvofenou soustavami ortogonal-
nich kiivek x = Cy, y = Oy, kde C1, Cy € R jsou konstanty (tzv. kartézskd
sit). Zobrazeni w = f(z) = 2% je konformni v horni poloroviné Gaussovy
roviny, tj. v oblasti D = {z € C|Imz > 0}. Jaka sit odpovida kartézské siti
v roviné proménné w? Jaka sit v roviné proménné z odpovida kartézské siti
v roviné proménné w?

Vysledek: Kartézské siti v roviné proménné z odpovida v roviné proménné
w soustava konfokélnich parabol w = C —4?42iC1y, w = 22 —C—2242iCou.
Vzorem ke kartézskeé siti w = K1, w = K, kde K3, K» jsou konstanty, v ro-
viné proménné z je st rovnoosych hyperbol.

3. V roviné proménné z uvazujte sit kiivek tvofenou soustavami ortogonal-
nich kiivek |z| = Cy, Argz = Co, kde C1, Co € R jsou konstanty (tzv.
poldrni sit). Zobrazeni w = f(z) = 2?2 je konformni v horni poloroviné Gaus-
sovy roviny, tj. v oblasti D = {z € C|Imz > 0}. Jaka sit odpovida polarni
siti v roviné proménné w? Jaka sit v roviné proménné z odpovidd polarni
siti v roviné proménné w?

Vysledek: V obou piipadech polarni sit.
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4. Ulohy 2. a 3. feste pro piipad zobrazeni w = e*, které je konformni v
oblasti D = {2z € C|0 <Imz < 27}.

Vysledek: Kartézska sit v roviné proménné z se zobrazi na polarni sit o
rovnicich |w| = e, Argw = Cs.

5. Oblast D je vymezena tfemi kruznicemi, z nichz kazdé dvé maji vné&jsi
dotyk (oblast D je ,uvniti“). Jeden z bodi dotyku je zp = 0. Na jakou oblast
se zobrazi oblast D funkef w = f(z) = 17

Vysledek: Polopas s vyhatym ptilkruhem sestrojenym nad zakladnou polo-
pasu jako nad prumeérem.

6. Oblast D (polopés) je zadana takto: D = {z € C|0 < Rez < 1, Imy >

0}. Na jakou oblast ze zobrazi funkei w = f(z) = 1?

Vysledek: Ctvrty kvadrant s vyihatym pilkruhem |w — %] <

D=

7. Najdéte vSechna zobrazeni typu w = f(z) = Zjis’ kterd ponechéavaji na

misté body z1 =1 a 20 = —1, tj. f(21) = 21 a f(22) = 2.
Vysledek: w = gjis, a, b € C jsou libovolné konstanty, neboli %—H = A%,
kde A € C je libovolna konstanta.

8. Najdéte zobrazeni typu w = f(z) = Zzzis prevadégjici jednotkovy kruh na
horni polorovinu roviny C* tak, aby bod 2; = —1 p¥esel v bod w; = oo, bod
zo =1v bod wy =0 a bodzg =1v bod wg = —1.
Vysledek: w = f(z) = —iij&.

az+b

9. Urcete zobrazeni typu w = f(z) = & +4 tak, aby zobrazovalo horni polo-
rovinu roviny C* na sebe samu, a aby platilo f(c0) =0, f(0) =1, f(1) = .
Vysledek: w = f(z) = -

1—2"

10. Urlete zobrazeni typu w = f(z) = Zzzig tak, aby zobrazovalo horni

polorovinu Im 2z > 0 roviny C* na kruh |w| < R, a abz platilo f(i) = 0,
f'(i) = 1. Urcete polomér R.

Vysledek: w = f(z) = 2i24, R=2.

> v . _ _ iy z—20 : %1 —
11. Dokazte, Ze zobrazeni w = f(z) = e WZ_—Z(,% zobrazuje pfimky x = Cy na

kruznice protinajici kruznici |w| = 1 v bodé €' pod pravym thlem a pifmky
y = C na kruznice dotykajici se kruznice |w| =1 v bodé e'?.

12. DokaZte, ze zobrazeni w = f(z) = % (z + %) je prosté v horni poloroving
D ={z € C*|Imz > 0} a urcete oblast f(D).
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Vysledek: f(D) je rovina s vyfezy podél polopiimek Rez € (—oo, —1] U
[1, 00), v =0.

13. Urcete obraz f(z) oblasti D = {z € C|0 < Rez < 7§} zobrazenim
w = f(z) = cosz.

Vysledek: Prava polorovina s vyfezem podél polopiimky 1 < Rew < oo,
Imw = 0.

14. Urcete obraz f(z) oblasti D = {z € C| — § < Rez < 7} zobrazenim

w = f(z) =tgz.
Vysledek: Kruh |w| < 1.



