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Abstrakt:

Prispévek spadajici do oblasti prakticke didaktiky fyziky, stredoskolské i bakaldrské univerzitni, se
zabyva problematikou didaktického pristupu k vykladu momentu vektorovych velicin (moment sily,
moment hybnosti, jejich definice a aplikace ve fyzikdlnich zakonech). Na prvni pohled jde o
trivialni zalezZitost — matematicka definice vyzaduje ,,pouze** znalost pojmu vektorovy soucin.
Ukazuje se vsak, Ze na tento matematicky aparat se na stiednich Skoldch, a v soucasnosti bohuzel
ani v uvodu bakalarského vysokoskolského studia, nelze prilis spoléhat. V prispévku se
zamérujeme, po zhodnoceni nejbéznéjsich pouzivanych pristupii, na fyzikalné a matematicky
korektni vyklad pojmii ,,moment sily vzhledem k bodu“ a ,,moment sily vzhledem k ose . Vénujeme
se také pojmu ,,rameno sily“, jen zdanlivé neproblematickému. (Problematika momentu hybnosti
je pak zcela analogicka.)

1. Pro¢ momenty?

Jist€ neni pochybnost 0 smyslu pojmu moment vektorové veliciny. Uz ve vyuce fyziky na stfedni
Skole ma své misto moment sily, potfebny pro vyklad rovnovahy télesa, a v pfednaskach obecné
fyziky v ivodu univerzitniho studia pak nejen moment sily, ale také moment hybnosti, bez nichz
nevysvétlime casovy vyvoj rotacniho pohybu téles. Ma vSak smysl se tak pochopitelnym pojmem
podrobn¢ zabyvat matematicky, fyzikalné ¢i didakticky? Jaky s tim muze byt problém? Napiiklad
moment sily F vzhledem k bodu O je vektorovy sougin polohového vektoru F piisobists P sily
vzhledem k bodu O a této sily, tedy M =F x F , moment sily F vzhledem k ose o (pevné, nebo
okamzité) je kolmy primét vektoru M do této osy, lezi-li bod O na ni (obr. 1), viz napf. [7], [8]".
(Rovina p tvofena vektory F a F je obecna, tj. obecné neni kolma k ose 0.) V tomto prisp&vku
umistime vztazny bod O vzdy na osu rotace. To jsou jednoduché definice?, jejichz opodstatnénost,
¢1 ,,rozumnost se ukaze pii jejich fyzikalnich aplikacich. Vektorovy soucin a ortogonalni pramet
vektoru do daného sméru jsou pfece jasné pojmy. Neni tedy o ¢em diskutovat a v tomto misté by
vyklad o momentu sily mohl skon¢it. Mozna ale jen zdanlive.

! Lezi-li vztazny bod O mimo uvaZovanou osu 0, kolem niz t&leso rotuje (nejéast&ji osa pevna v n&jaké inercialni vztazné
soustavé), je momentem sily F vzhledem k ose 0 priimét vektorového souginu (F — fg) x F do osy, pficemz Ty je polohovy
vektor libovolného body osy 0 vzhledem k bodu O.

e

2 Definici lze posunout do ,,abstraktn&jsi“ polohy: Momentem véazaného vektoru (P, &) , umisténého v bodé P prostoru R®

vzhledem k bodu O rozumime vektorovy souéin F x g =OPx E kde T = @je polohovy vektor bodu P vzhledem

k pfedem stanovenému vztaznému bodu O. Zobecnéni vektorového soucinu, véetné jeho interpretace jako tenzoru, i na
vicerozmérné situace je zalezitosti multilinearni algebry.
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Obr. 1: Moment sily vzhledem k bodu a vzhledem k ose.

Dojem oné ,,zdanlivé* jednoduchosti mize mit kazdy, kdo je dobfe obeznamen s potfebnym
matematickym aparatem, v tomto piipadé vektorovym sou¢inem a obecné S poc€itanim s vektory.
Takovy ptedpoklad je jisté samoziejmy u uditell, nelze vsak ocekavat jeho splnéni u studentti —
sttedoSkolakt, a bohuZel ani u zacinajicich studentti fyziky na vysoké skole. Proto je vhodné
zavést pojem moment sily tak, aby vektorovy soucin nebyl potieba (i kdyz skryté samoziejmé ve
vykladu ptfitomen bude), a aby byl vyklad fyzikaln€ spravny a pokud mozno i obecny. Piispévek
predstavuje predevsim urcity nazor, predkladany stiredoskolskym uciteliim k mozné diskusi, jak se
vykladu zhostit. Jako alternativa k standardnim u€ebnicovym partiim by mohl poslouZit
zacinajicim univerzitnim studentim fyziky, nebo i pokrocilejsim zajemctim o fyziku z fad
gymnazista.

2. Moment sily v uéebnicich fyziky

Poznatky zkuSenych ucitelt fyziky stfednich (a ¢asto i vysokych skol) ukazuji, Ze problém s tak
jednoduchym zavedenim momentt vektorovych veli€in, jak bylo uvedeno v pifedchozim odstavei,
mize byt a skute¢né je. Spociva totiz v matematice a se stale klesajici urovni matematickych
dovednosti absolventt naSich stfednich Skol se postupné jesté prohlubuje. Studenti algebraickou
definici vektorového soucinu piili§ nechapou a ve schopnost praktického pocitani se slozkami uz
nelze doufat viibec - viz napiiklad [2, 3]. (Od konce minulého stoleti, kam se fadi prace [2], kdy
zacalo dochazet k pomérn€ znacnym zmeénam ve vyukovych planech fady predméti, véetné
ptirodovédnych — kdysi ,,osnovy*, nyni RVP — uroven vysledkii matematického vzdélani rok od
roku bohuzel klesa, coz ukazuje lety potvrzena zkusenost obou autorek z vyuky fyziky i
matematiky u zac¢inajicich studenti fyziky na PfF MU. Polozku [3] citujeme jako pfistoupeni na
nazor kolegy, renomovaného ucitele fyziky a autora ucebnic, prave po jisté polemice piredchozich
let — a 1éta mu dala zapravdu.) Je ziejmé tieba se vzdat optimistického nazoru, ze pii vyuce
stiedoskolské fyziky Ize s vektory a operacemi s nimi (rozklad do slozek v bazi, skalarni a
vektorovy soucin vetné€ vypocta ve slozkach) bézné pracovat.



Pfesto je nutné najit cesty, jak momenty vektorovych veli¢in zavést a pracovat S nimi jiz na
stfedni Skole (a jiz jako pojmy nikoli nezndmé je uptesiiovat a pouzivat v vodnich etapach
univerzitniho studia fyziky ¢i technickych oborit). Bez nich totiz nelze rozumné vysvétlit ani
rovnovahu téles, a tim méné problematiku viibec nejjednodussiho typu otacivého pohybu — rotaci
tuhého telesa kolem pevné osy. Vynechanim vykladu této problematiky nebo jeho ochuzenim
nevhodnym obchazenim matematického aparatu zistava vyuka mechaniky, jedné ze zakladnich
disciplin obecné fyziky, jez ve srovnani s abstraktnéjSimi oblastmi vyznamné napomaha k utvareni
fyzikalniho mysleni studentq, takiikajic ,,v ptli cesty. Stru¢né feceno, impulsové véty
(samoziejm¢ v matematické formulaci pro stfedoSkolaky schtidné) do stiedoskolské fyziky patfi.

Shodneme se jisté, ze ,,kamenem Urazu“ je poc€itani s vektory, konkrétné¢ vektorovy soucin.
Vsimnéme si tedy, jak rizné ucebnice fesi zavedeni momenti (pfedev§im momentu sily) tak, aby
se vektorovému soucinu vyhnuly. (Dodejme, Ze nékteré z nich potom piipojuji ponékud povrchni
dodatek 0 vyjadfeni momentti pomoci vektorového soucinu, aniz se problémem zabyvaji hloubéji.)
Uved’'me nékolik piiklad zavedeni momentu sily nejen ve znamych ucebnicich stfedoskolské
fyziky, v nichz se studenti setkavaji s dikladn&jsim zavedenim pojmu moment sily v podstaté
poprvé), ale také v u€ebnicich obecné fyziky na bakalafské univerzitni Grovni, jez, jak se ukazuje,
vyklad na matematicky pokrocilejsi troven pftilis neposouvajis. Ze stfedoskolskych ucebnic jsme
jako ukézku zvolily jednak po 1éta oficidlné uznavanou a hojné pouzivanou uc¢ebnici mechaniky
[1] ze série Fyzika pro gymnazia nakladatelstvi Prometheus, vydavanou od 90. let minulého stoleti
aZ po prepracovand vydani soucasnosti, jednak, pro srovnani, zcela novou moderni elektronickou
ucebnici [4] brnénskych autorti. Pro ukazky vykladu na urovni ivodnich pasazi univerzitni
mechaniky jsou zvoleny polozky [5] (oblibena uc¢ebnice z doby jejiho vydani pfi tehdejsi vyuce na
PiF MU) a dnes velmi popularni u€ebnice [6], jeZ je na brnénskych vysokych Skolach (zejména
Vysokém uceni technickém a Ptirodovédecké fakulté MU) masivné doporu¢ovand a na PfF MU se
stala dokonce tzv. srovnavaci literaturou”.

Oficialni uéebnice fyziky pro gymnazia [1].

Uvazujme téleso, které je v inercialni soustave otacive kolem nehybné osy. Ze zkusenosti vite,
Ze chceme-li takové téleso roztocit, musime na né piisobit silou. Budeme uvazovat jen pripady,
kdy je pusobici sila kolma k ose otdceni. ... kromé vektorové veliciny sila je nutné u otdcivého
pohybu zavest dalsi vektorovou velicinu vyjadrujici otacivy ucinek sily. Velicina se nazyva
moment sily vzhledem k ose otaceni. Moment sily je vektorova fyzikalni velicina. Velikost
momentu sily je rovna soucinu velikosti piisobici sily F a kolmé vzdalenosti d vektorové
primky sily od osy otaceni (obr. 6-4): M = Fd. Vzdalenost d se nazyva rameno sily...Vektor
momentu sily M lezi v ose otdceni a je soucasné kolmy k sile i k ramenu sily. Smér momentu
sily urcime podle pravidla pravé ruky: PoloZime-li pravou ruku na teleso tak, aby prsty
ukazovaly smér otaceni télesa, pak vztyceny palec ukazuje smér momentu sily (obr. 6-6).

3 Mnozstvi literatury nasi i zahraniéni, zpracovavajici diskutovanou tematiku na dané Grovni vzd&lavani, je nepieberné, cilem
tohoto prispévku vsak neni rozbor uéebnic.

# Rana vydani autorti Halidaye a Resnicka pochézeji z druhé piile minulého stoleti a k dneku dosp&la v USA k 10. vydani
péci J. Walkera. Ucebnice byla pielozena do Cestiny poprvé v roce 2001, podruhé v roce 2013 (8. vydani) a po vyprodanych
dotiscich se pfipravuje dalsi pteklad.



”
- -

-~ - —
6-6 Smér vektom momentu sily
6-4 Rameno d pusobici sily F uréime pravidlem pravé ruky
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Obr. 2: llustrace k zavedeni momentu sily v ucebnici [1].

Komentdai: 1 kdyz definice v ucebnici [1] nepouziva vektorovy soucin, definuje moment sily
vzhledem k (pevné) ose (se zdlraznénim, ze jde o vektorovou veli¢inu), fakticky spravné za
specialniho predpokladu, ze uvazovana sila je k dané ose kolma — tento piedpoklad je
explicitn¢€ uveden. Pojem pevnd osa je rovnéz spravné specifikovan, a to volbou inercialni
vztazné soustavy. Problémem ovsem je ,,definice ramene sily jako vzdalenosti dvou ptimek
(v daném piipadé mimobézek). Stiedoskolak nejen ze nedokaze vzdalenost vypocitat, ale ani
o ni neziskd n&jakou geometrickou piedstavu. Vyjimkou jsou snad ndkresy na obr. 2,
relevantni pro velmi specialni ptipad, a to pro silu kolmou k ose, pfi¢emz obrazek vpravo
zobrazuje pouze vzdalenost dvou bodu, konkrétné pisobiste sily a priseciku osy s rovinou
k ni kolmou, v niz sila jakozto vazany vektor lezi. Jak student vi, Ze pravé tato vzdalenost
bodt je soucasné vzdalenosti 0sy 0 a primky, v niz lezi piisobici sila? Pojem ,,rameno sily*
tak zlstava z hlediska studenta ponékud prazdny.

Jina otazka, kterou si student miZe polozit, zni, jak je to s momentem sily vzhledem
k ose, kdyz sila k ose neni kolma. Do problému totiz na zakladé vykladu pfili§ ,,neni vidét™.
Pozadavek kolmosti sily k 0se neni nijak zdlivodnén, a autofi se nezmifiuji 0 moznosti
zobecnéni. A tak dokonce muze vzniknout dojem, Ze definovat moment sily obecného sméru
nema smysl. A otazka, jak je to uplné obecné (tj. definice momentu obecné umisténé a obecné
orientované sily vzhledem ke zvolenému vztaznému bodu, nebo vzhledem k pevné ¢i
okamzité ose) zlistdva nejen nezodpoveézena — neni ani vyicena, ziejme pro obtiznost
odpovédi na dané urovni vzdélavani.

Alternativni elektronicka ucebnice fyziky pro gymnazia [4].

V situaci na obrazku 16.13 piisobi na dvere tii sily. Tyto sily sice maji stejnou velikost a stejny

smeér, ovSem kazda z nich ma jiny vliv na otaceni télesa: sila F, pusobici nejdal od svislé osy



pantii, dvermi otaci nejvice, naopak sila V5, pusobici piimo v ose otaceni, nema zadny

otacivy ucinek.

kladny smér
otacenl

Obr. 3: Prevzaty obr. 16.13 z ucebnice [4].

Z toho plyne, ze sila samotna k pochopeni a predvidani rotace nestaci a je tieba zohlednit i
Jjeji polohu viici ose otaceni. Proto definujeme velicinu moment sily, kterd dobre vystihuje
schopnost téleso roztocit.

Definice momentu sily:

M, =+£rF, M, ...moment sily vzhledem k ose otaceni z, r ... rameno sily, F ... velikost sily
Moment sily je fyzikalni velicina vyjadrujici otacivy ucinek sily kolem dané osy. Konstruktéri
automobili ji Fikaji téz ,, tocivy moment“. Pokud chceme porovndvat ucinky vice sil na otaceni
telesa, musime jejich momenty vztahovat vidy k téze ose — proto je praktické indexem
vyznacit, o kterou osu se jednd, v nasem pripadé osa z, tedy M, .

.... Rameno sily r je kolma vzdalenost osy otaceni od primky, v niz lezi sila. Rameno sily je
ponékud zradny pojem, protoze nemusi automaticky znamenat vzdalenost osy otdceni a
pusobisté sily. Jak vidite na dalsim obrazku 16.15, tri stejné sily lfl, IEZ : |E3 maji ruznd
prlisobiste. Ale ponévadz se nachazeji na jediné spolecné primce, maji vSechny stejné rameno

r, a tim padem stejny otacivy ticinek: M,;=M,,=M,3.°

® K uvedenému vykladu pojmu ,,moment sily* v [4] poznamenejme, Ze v jiné kapitole, konkrétn& pfi vykladu piisobeni
magnetického pole na pohybujici se nabitou ¢astici, je v této ucebnici pouzit vektorovy soucin (bez bliz§iho vysvétleni ¢i
procviceni).
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Obr. 4: Prevzaty obr. 16.15 z ucebnice [4].

Komentdai: Na rozdil od uéebnice [1] nekladou autofi ucebnice [4] Zadné pozadavky na vztah
pusobicich sil k ose rotace, nespecifikuji ani vztaznou soustavu, v niz jsou uvahy vedeny. I
kdyzZ v ilustraénich obrazcich jsou pusobici sily zakresleny kolmo k ose rotace, fakt, ze to neni
explicitné fe¢eno, miize vést k §patnému pochopeni pojmu moment sily. Ctenaf se z textu
nedovi ani to, Ze moment sily je vektorova veli¢ina. Nepomuze k tomu ani oznaceni M, , jez
ctenar tézko miize spravné chépat jako slozku vektoru, nehled€ na zavadéjici znaménko ve
vztahu M, =+rF . A formulace: ,,Rameno sily je ponékud zradny pojem, protoze nemusi
automaticky znamenat vzddlenost osy otdceni a piisobisté sily.* je v daném kontextu uz zcela
matouci, az nesmyslna, nebot’ rameno sily bylo chvili pfedtim definitoricky stanoveno jako
kolma vzdalenost osy otaceni od primky, v niz lezi sila, coz je ovSem v potadku pouze pro
pfipad, kdy je sila kolma k ose. Zde je tedy definice momentu sily vzhledem k ose fyzikalné
chybna, na rozdil od ucebnice [1], kde je pouze ,,nedotazena* k obecnosti. Chvalyhodna snaha
autorti ucebnice [4] pfiblizit pochopeni pojmu moment sily obrazky ¢i ptiklady z praxe se tak
ponékud miji uginkem®.

Vysokoskolska ucebnice [5].

The tendency of a force to rotate a body about some axis of rotation is measured by the
quantity called the torque 7 . The torque due to a force F has the magnitude z = Fd , distance

d is the lever arm (or moment arm) of the force F . The lever arm is the perpendicular
distance from the axis of rotation to the line drawn along the direction of the force.

Mirou schopnosti sily otacet télesem kolem urcité osy rotace je velicina zvand moment sily t.

Moment sily F md velikost T =Fd, vzdalenost d Jje rameno sily F . Rameno je kolmd
vzdalenost osy rotace a primky, v niz lezZi sila.

® vzhledem k poctu navitsv elektronické ucebnice [4] by bylo vhodné dat vic do pofadku, prinejmensim doplnénim
explicitniho ptedpokladu kolmosti sily k ose rotace télesa.



Komentdv: Stejné jako v [4] neni zdiraznén vektorovy charakter momentu sily vzhledem

k ose. Neni také uveden piedpoklad, ze je smér sily k ose kolmy. Bez tohoto pfedpokladu je
definice chybna. Rovnéz rameno sily je didakticky nevhodn¢ definovano jako vzdalenost
pfimky, v niz ptsobi sila, od osy rotace.

Vysokoskolska ué¢ebnice [6].

Tento text, nazyvany HRW, se deklaruje jako ucebnice univerzitni obecné fyziky.
K momentim se stavi takto:

Figure 10-16a shows a cross section of a body that is free to rotate about an axis passing
through O and perpendicular to the cross section. A force F is applied at point P, whose
position relative to O is defined by a position vector f . The directions of vectors F and F make
an angle ¢ with each other. (For simplicity, we consider only forces that have no component
parallel to the rotation axis; thus F is in the plane of the page.) ... we define quantity called
torque r as the product of the two factors and write z = (r)(F sin ¢) . Two equivalent ways of
computing the torque are 7 =(r)(Fsing) =rk, r=(rsing)(F) =r F , where r| is the
perpendicular distance between the rotation axis at O and an extended line running through
the vector F (Fig. 10-16c). This extended line is called line of action of F and r, is called the

moment arm of F .
Cesky preklad”: Obrdzek 10-16 ukazuje Fez télesem, které miize volné rotovat kolem osy

prochazejici bodem O a kolmé k Fezu. Sila F piisobi v bodé P, jehoz poloha vzhledem k O je
ddana polohovym vektorem T . Sméry vektorii F a T sviraji iihel ¢ .(Pro jednoduchost

uvazujme jen o silach, jejichz prumét do osy rotace je nulovy, sila F tedy lezi v roviné stranky
knihy.) ... definujeme velicinu zvanou moment sily t jako soucin dvou faktorii a

' osa
rotace

rameno sily F

Obr. 5: Obr. 10-16a,b,c, ptekresleny podle ucebnice [6].

"Pro pohodli a okamzitou orientaci ¢tenaie zde uvadime vérny pieklad citované formulace, nikoli odpovidajici formulaci
z ¢eského prekladu, ktera je v nekterych pasazich piekladatelskou upravou originalniho znéni (se svolenim autora originalu).



piseme t=(r)(Fsing). Dva ekvivalentni zpiisoby jek pocitat moment sily
jsour =(r)(Fsing)=rFk, r=(rsing)(F)=r F , kde r, je kolma vzdalenost osy rotace a

pFimky, v niz lezi vektor F (Obr. 10-16¢). Tato primka se nazyvd piimka piisobeni sily F a
I, je rameno sily.

Torque revisited (s pouzitim vektorového soucinu): To determine the magnitude of 7, we
apply the general result ¢ =absingwhere ¢ is the smaller angle between directions 1 and

F,r= rF, ... component of F perpendicularto ... z=r F, r, is moment arm of

F (perpendicular distance between O and line of action F .

Moment sily znovu:Abychom urcili velikost vektoru 7, pouzijeme obecny vysledek
c=absing, kde ¢ je mensi z obou iihlii vektorii ¥ aF , r=rF, ... slozka sily F kolmd k

r..z=rF,r jerameno vektoru r (kolma vzdalenost bodu O a primky, v niz piisobi sila

F.

Komentar:

Moment sily vzhledem k ose je v kapitole 10 nejprve definovan jako skalarni veli¢ina

s ptfedpokladem sily kolmé k ose a s nezdiivodnénym konstatovanim, Ze se na ném ,,podili‘

pouze pramét sily F do sméru kolmého k polohovému vektoru jejiho piisobists. Vektorovy
charakter je momentu sily ,,pfiznan‘ teprve v ,,nadstavbové™ kapitole 11 Torque revisited, kde

se jiz uvazuje moment sily vzhledem k bodu, definovany jako 7 =T x F, dale se viak uz

vektoroveé nepocitd, pouze s velikostmi primét do preferovanych smért. Sila F stale lezi v
roving kolmé k ose, bez dalSiho komentéte, ptrestoze vektorovy soucin umoziuje obecnou
formulaci a poté diskusi jednotlivych specialnich ptipadi. Ve skute¢nosti se tedy opét
pojednéva pouze moment sily vzhledem k ose, ktery je ve specialnim ptipadé sily kolmé k ose
shodny s momentem této sily vzhledem k bodu O, lezicim na ose (text jinou polohu bodu O
nezvazuje) — aniZ na to autor upozoriuje. Neobvyklé a matouci je hovofit o ,,rameni vektoru
r 7. Formulace textu je v obou zminénych kapitolach zbyte¢né komplikovana a smétuje-li
ucebnice na vysokoskolskou roven, jak autor konstatuje, zbytecné se vyhyba efektivnimu
pouzivani matematiky. Fakticky komplikované kopiruje stiedoSkolské postupy a ani tak
nepiinasi pojmy a zékony v plné obecnosti. Vzhledem k omezeni pojmu moment sily na
moment vzhledem K ose ziistava ochuzen obsah druhé impulsové véty, ,,odvozené* pro jeden
hmotny bod a zobecnény na soustavu hmotnych bodti. Nepochopitelné je znaeni praméth
sily do preferovanych sméri (napt. zrovna v obr. 10-16 — zde viz obr. 5) symboly bez $ipek,
priméty samy vSak Sipkami opatfeny jsou.

Ukazuje se, Ze spolecnym rysem zminénych ucebnic (a nepochybné fady dalSich) je definovat
primarn¢, nebo dokonce pouze ([1], [4]) moment sily vzhledem k 0se, nikoli vzhledem

k vztaznému bodu, ptfestoze vychodiskem by mé¢l byt pravé moment sily vzhledem k bodu
jakozto obecnéjsi pojem — moment sily vzhledem k 0se je uz jen jeho prumétem do osy, lezi-li
vztazny bod na ose — [7, 8]. Formulace jsou neprtihledné a Casto zavad&jici. Neptesné ¢i
nespravné se také zachazi s pojmem rameno sily. Zasadnim nedostatkem nékterych pfistupt



je ovSem to, ze autofi implicitné uvazuji o specidlnim ptipadu, kdy sila ptisobici na téleso
rotujici kolem osy je k této ose kolma, aniz by na to zjevné upozornili. (Ani doprovodné
obrazky explicitn¢ vysloveny ptfedpoklad nenahradi). Text pak budi dojem obecnosti, je vSak
fakticky chybny.

3. Jak to tedy je s momentem sily?

7da se, ze pojem momentu sily se neda na stfedni §kole pofadné vylozit, nepouZzijeme-li
piimo definici pomoci vektorového soucinu. (V ucebnici [6] vSak neni pfili§ srozumitelné
vysvétlen ani s pouzitim vektorového soucinu.) Vzdat se rozumného popisu rota¢niho pohybu
pfinejmensim kolem osy pevné v inercialni soustavé bychom jisté neméli.

Nasledujici postup navrhujeme jako jednu z moznosti fyzikalné spravného a didakticky
vhodného vykladu bez pfimého pouziti operace vektorového soucinu:

Moment sily vzhledem k pevnému bodu: Zvolme bod O (napf. pocatek soustavy soufadnic)
pevny v inercialni vztazné soustavé. Uvazujme o sile F pisobici na t&leso v bod& P, jehoz
polohovy vektor vzhledem k bodu O je F (viz obr. 1). Moment sily F vzhledem k bodu O je
vektor M , definovany takto (obr. 6):

= Jeho velikost je M =Frsina, kde « je (duty) uhel mezi vektory F a F . (Veligina
d =rsina je vzdalenost vztazného bodu O od ptimky, v niZ plsobi sila. Nazyva se
rameno sily vzhledem k bodu O.)

= Vektor M je kolmy k rovin& tvotené vektory F a F . (Jsou-li vektory F a
I rovnobézné a netvoii tedy rovinu, je vektor M podle prvniho pozadavku nulovy.)

=  Vybér jedné ze dvou moznych orientaci vektoru M je uren tzv. pravidlem pravé ruky
(Ize odkazat na obrazek — vhodny je napt. nakres na obr. 2).
K definici momentu sily vzhledem k ose 0 prochdzejici bodem O se piejde jiz velmi

jednoduse — je to primeét momentu M do sméru osy. Nemusi jit ani o pevnou osu, definice se
vztahuje 1 na osu okamZitou.

Muze se zdat, ze mnoZzstvi textu v definici je pfili§ velké. Jisté, jedna se fakticky o definici
vektorového soucinu, aniz se toto slovni spojeni pouzije. Je to vSak definice spravna. Protoze
nevyuziva zadnych zavadgjicich ¢i chybnych formulaci, je ve svém dasledku ve skute¢nosti
jednodussi k pochopeni nez vySe uvadéné ucebnicové definice v [4], [5] a [6] formulované
piimo vzhledem k ose. (Definice momentu sily vzhledem k pevné ose uvedena v [1] je
Vv zasad¢ spravna, je vSak omezena pouze na sily kolmé k ose, jak je v textu explicitné
uvedeno.)



.

M =Fd =Frsina
M =M cosg

Obr. 6: K definici momentu sily vzhledem k bodu.

Definice momentu sily vzhledem ke vztaznému bodu je obecnéjsi nez definice momentu
vzhledem k ose. Moment dily vzhledem k ose je pouze primétem momentu vzhledem k bodu
do sméru osy (pro bod O lezici na ose).

Rameno sily: Rameno sily vzhledem k bodu O jsme definovali jako vzdalenost bodu O od
pfimky, v niz ptisobi sila (lezi na ni ptisobisté sily P). Tato definice je zcela prihledna a
nemuze u ni dojit k dezinformacim, na rozdil od ,,definic* uvadénych v uc¢ebnicich pro ptipad
momentu sily vzhledem k ose. V [1], [4] a [5] je ramenem sily nazvana vzdalenost piimky p,
V niZ pisobi sila F , od osy o. Tato definice ramene sily je pro piipad vypo&tu momentu sily

vzhledem k ose o spravna, jen kdy? je sila F kolma k ose o. (Napfiklad pro silu F
rovnobé&znou s 050U 0 ve vzdalenosti d je ovSem moment této sily vzhledem k ose nulovy,
moment vzhledem K libovolnému bodu na ose ma velikost M = Fd a je kolma k ose 0.)

4. Moment sily vzhledem k bodu a ose podrobnéji

Vratme se k problematice momentu sily vzhledem ke zvolenému vztaznému bodu a
vzhledem ke zvolené ose (pevné, nebo 1 okamzité). Pfi vykladu s vyuzitim vektorového
souc¢inu poukdzeme na problémy objevujici se pii béznych stfedoSkolskych pristupech,
zejména neni-li explicitné uvedeno, ze se tykaji pouze sil kolmych k ose rotace. Moment
sily F piisobici na t&leso v bod& P (obr. 7) vzhledem k bodu O je definovan vztahem

—

M =F x F . Proved'me rozklad vektori ¥ a F do sméru osy 0 a do roviny k této ose kolmé,
pak
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Obr. 7: K momentu sily vzhledem k bodu a ose.

—

M =(m+Fl>x('fl|+'fL)=F||X'f\|+ﬁ|><'i+ﬁ><|f||+ﬁx|i=
:(Fl’lxlfl+|1xlf“)+(ﬂ_xﬁl)

Vektor v prvni zavorce je kolmy k 0se 0 (vektorovy soucin je vektor kolmy k obéma
¢initelim, vektor v druhé zavorce je s ni rovnob&zny (nebo nulovy, pokud by nastal specialni

ptipad T, || F,), tedy

M| =F xF, MLIWMEL-'—QX'E“-
Pramét M” je moment sily F vzhledem k ose 0. Je vid&t, Ze k nému piispiva pouze pramét sily
do roviny kolmé k ose. Je-li ve specialnim piipadé sila F kolma k ose 0, je F=0a plati

M||=foﬁ, Ml:mxlf.

Z poslednich vztaht je zcela ziejmé, co je moment sily vzhledem k bodu a vzhledem k ose.
(V souvislosti s pfedchozim vykladem vznika také otazka, zda je rozumné odliSovat moment
sily vzhledem k bodu a jeho pramét do osy odliSovat terminologicky tak vyrazné, jako se to
stalo zvykem. Vzdyt’ jde pouze o geometricky vztah, zatimco piivlastek ,,vzhledem k bodu* a
,»vzhledem k ose* budi dojem rozdilu spiSe zasadnéjsiho.)

Uved'me jesté vztah, v némz vyjadiime velikost momentu vzhledem k ose pomoci
velikosti sily obecného sméru. Oznaéme S jednotkovy vektor ve sméru osy 0. Vzhledem

k tomu, ze moment sily F vzhledem k ose 0 je primét momentu vzhledem k bodu O do osy o,
plati

kde ¢ je tihel mezi vektory SxTr, a F.

Otazkou je, co je to rameno sily, a zda je tento pojem vibec potiebny. V piipadé
momentu sily vzhledem k bodu a vzhledem k ose jsou to dvé rizné veli¢iny — momenty

11



sily F vzhledem k riiznym osam prochazejicim bodem O jsou obecné riizné, zatimco moment
této sily vzhledem k bodu O je stale tyz. Pojem rameno sily v ptipad¢€, ze pracujeme

s vektorovym soucinem, fakticky nepotiebujeme. Standardné se vSak pouziva pro vyjadieni
velikosti momentu sily ,,poucka“

M =Fd tedy velikost momentu = velikost sily krat délka ramene.

Ta se bohuzel ve vyuce fyziky tak vzila, Ze jiz malokdo pfemysli, co vlastné znamena.
Piisobi-li sila obecného sméru v obecném bodé télesa, co by tedy mélo byt onim ,,ramenem®,
aby poucka byla spravna? Odpovéd’ je samoziejme riznd, jde-1i o moment sily vzhledem

k bodu ¢i 0o moment sily vzhledem k ose. V ptipadé momentu sily vzhledem k bodu je rameno
vyznaceno na obr. 6, je to vzdalenost vztazného bodu O od pfimky p, V niz plisobi sila.

V piipadé momentu vzhledem k 0se ukazuje situaci nazorné obr. 8a, zobrazujici geometrické

,poméry“ v rovin& kolmé k ose vedené ptisobistém sily F . Prostorovou situaci piibliZzuje obr.
8b.

rovinaoc Lo 4

1
5|lo !

Q...pruasecik osy 0 )
s rovinou o Py

Obr. 8a: K pojmu rameno sily — naért v roviné¢ o kolmé k ose.

SPlp ;P
rovina o Lo _.\p
§lo,|5]=1 0

Q...prasecik osy 0 ’ ' :
srovinou o d P
= M| =F,d =Fr cosg

Obr. 8b: K pojmu rameno sily — prostorova situace, rovina o je kolma k ose.
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Pfi vypoctu momentu sily vzhledem k ose o je tedy M =F,d, kde ramenem je vzdalenost
osy 0 od pfimky p,, v niz lezi pramét sily F do roviny kolmé k ose (vedené piisobistém P
sily F ). Zavadime-li tedy pfi vypo&tu momentu sily vzhledem k ose pojem rameno sily jako
vzdalenost piimky, v niz pasobi sila, od zminéné osy, je nutny piedpoklad, ze sila je kolma
k ose. Ten je spravné uveden v ucebnici [1].
Uvazujme o momentu sily F piisobici v piimce p vzhledem k ose 0 bez predpokladu
p Lo, jak to ¢inf vyklad v [4]. Pokud bychom cht€li vyjadfovat velikost M momentu MII

jako soucin velikosti sily a ramene, pak by ,,ramenem® mél byt vyraz r, cos¢ , ktery ovSem
V obecném piipadé nema nazorny geometricky vyznam — neni to vzdalenost ptimek p a o.
Uvazme moznosti vzajemné polohy dvou pfimek (v nasem ptipadé osy rotace a piimky,
V niZ pisobi sila F ):
* rlznobézky, nebo totozné piimky — pak je jejich vzdalenost d nulova a nulovy je i
moment piisobici sily vzhledem k ose,
* rovnob&zky — vzdalenost d je nenulova, jenZe takto pusobici sila ,,téleso neroztoci®,

jeji moment vzhledem k ose je nulovy, neplati M =Fd ,
* mimob&zky — K vypoctu jejich vzdalenosti pomize obr. 9.

0/ /oo

Obr. 9: K vypocétu vzdalenosti mimobézek.

Hledame vzdalenost mimobéznych ptimek 0 (osa rotace télesa) a p (pfimka, v niz plisobi sila
F). O je vztazny bod na ose (zvolen libovolng), P je pisobisté sily, §a p jsou jednotkové
smérové vektory téchto piimek. Vzdalenost h dvou mimobézek je vzdalenost bodu, v nichz je
protina jejich tzv. osa, tj. pfimka kolma k obéma (minimum vzdalenosti vech dvojic bodd,

Z nichz jeden lezi na ptfimce 0 a druhy na ptimce p). Je to vzdalenost podstav
rovnobéznosténu tvorenych vektory Sa p, vyznaceného na obr. 9, tedy jeho vyska. Pro jeho

objem plati

V:|(§xﬁ)F|:|§xﬁ|h:>h:| P
X

—
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Sougasné je My =|(F x F)s| =|(F x BF)3| =|(5 x 7) B| F =|(5  B)|hF .

Posledni Giprava ukazuje, jaky je vztah velikosti momentu (obecné orientované) sily vzhledem
k ose a vzdalenosti osy rotace a pfimky, v niz pasobi sila. Tato velikost je sou¢inem
vzdalenosti téchto piimek a velikosti sily (viz ,,definice* v [4]) pouze tehdy, je-li p Lo, tj. je-
li sila kolma k ose.

Na didakticky problém souvisejici s pojmem ,,rameno sily* v ucebnici [1] upozoriujeme
vyse. Mnohem srozumitelnéjsi je definovat rameno sily jako vzdalenost priiseciku osy 0 a
roviny K ni kolmé, v niz lezi psobisté sily, a pfimky, v niz pusobi sila (samoziejmé podle
vychoziho ptedpokladu kolma k ose). Vzdalenost bodu od pfimky v rovin¢ je pojem
podstatné nazornéjsi nez vzdalenost mimobézek (byt’ k sobé kolmych). Kromé toho se

studenti gymnazia u¢i pocitat vzdalenost bodu Q =[X,, Yo] v roviné od piimky o rovnici

+byy +cC . - .
p:ax+by+c=0vztahem d = 8% + byo +¢| , takZze si s takovouto definici ramene mozna

Ja® +b?

dokazi poradit i prakticky.

5. Moment sily ve sti‘edoskolské fyzice — jen vzhledem k ose?

Skolské udebnice se zabyvaji pouze momentem sily ptisobici na tuhé téleso vzhledem k
(pevné) ose jakozto primarnim pojmem, nikoli jako disledkem obecnéj$iho pojmu, momentu
sily vzhledem k bodu. Své opodstatnéni mé takova koncepce ziejmé v tom, zZe pochopeni

zaky neschudné. Jak tedy zavést pojem momentu sily vzhledem k ose

= zpusobem didakticky vhodnym, a pfitom
= fyzikalné spravnym, a dokonce

= obecné (pro obecny smér sily)

= asamoziejme bez vektorového soucinu?

Je to vilbec rozumné mozné? Pokusme se tedy o takovy vyklad, ktery by mohl byt vhodny i
pro fyziku zakladni Skoly — tfeba pro ivahy o rovnovaze téles. UvaZzujme o télese, které se
muze otacet kolem pevné osy (praktickych situaci okolo nas je dostatek — tieba dvefte, které
jsou v ugebnicich velmi oblibené®) a o jednom z okolnich objekti silové ptisobicim na téleso
tak, aby se rozta€elo. Nejprve si vSimneme specidlnich situaci, vychéazejicich nejradéji

z experimentd provedenych piimo ve vyucovaci hoding, a postupné piejdeme k situaci

—

obecné, tj. pro libovolny smér 1 piisobiste sily F :

= Pusobisté sily F leZi (kdekoli) na ose — takov4 sila t&leso nerozto&i, pouze by mohla
ptispét k translacnimu pohybu télesa podél osy.

* Pisobisté sily F neleZi na ose, ale sila je s osou rovnob&zna — tato sila miZe op&t
pouze zpisobit translacni pohyb télesa podél pevné 0sy.

8 Je vhodné doplnit komentaf, jakym zptisobem lze ,,pevnou osu“ zajistit.
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= Pusobisté sily nelezi na ose a sila je k 0se kolma — 1ze uplatnit vyklad obdobny
ucebnici [1] s tim, ze rameno sily nebude definovano jako vzdalenost pfimky, v niz
pusobi sila, od osy rotace, ale srozumitelnéji, jako vzdalenost priseciku osy 0 a roviny
k ni kolmé, v niz lezi ptisobisté sily, a ptimky, v niz pasobi sila (viz vyse),
samoziejme s pouzitim ndzorného obrazku.

= Zobecnéni: plisobisté sily nelezi na ose a sila ma obecny smér. Silu lze rozlozit na

kolmy primét do sméru osy a do roviny k ose kolmé, F= If“ + IEL. K nenulovému
momentu sily F vzhledem k ose p¥ispivé pouze jeji primst F | , ¢imzZ je obecna situace

pievedena na ptedchozi ptipad.

Tento zptusob zavedeni momentu sily vzhledem k ose je jednoduchy a srozumitelny, a
pfitom obecny a fyzikaln¢ spravny.

6. Rotace tuhého télesa kolem pevné osy

Veli¢inu moment sily, a také moment hybnosti potfebujeme pti formulaci druhé impulsové
véty, kterd je disledkem druhého a tfetiho Newtonova zdkona. Specidlné: je pohybovou
rovnici pro rota¢ni pohyb tuhého télesa, ktery nelze pominout pti vyuce mechaniky v tvodu
univerzitniho studia fyzikalnich obort a bylo by vhodné jej zahrnout rozumnym zptisobem do
vyuky mechaniky na stfedni skole i bez vektorového soucinu, pfinejmensim pro piipad rotace
tuhého télesa kolem pevné osy. Je proto potieba vylozit spravné pojem momenti fyzikalnich
veli¢in (viz vySe). U¢itel by vSak mél mit pojmy zazité s jistym nadhledem s pouzitim
relevantnich pasazi vektorové algebry.

I kdyZ pro pochopeni fyzikalné spravného a didakticky vhodného ptistupu k pojmu moment
sily (¢i jiné vektorové veli¢iny) vzhledem k bodu a vzhledem k ose neni tieba druhou
impulsovou vétu uvadét, chybuje se Casto 1 v jejim vykladu. (Na stfedni Skole se dokonce ani
nevyucuje, o momentu hybnosti a o thlovém zrychleni se nehovofi, moment setrvacnosti se
objevuje pouze pii vyjadieni kinetické energie rotujiciho télesa — viz napf. [1], [4].) Pokud se
vSak uvadi ve vysokoSkolskych ucebnicich obecné tyziky, vétSinou praveé pro ptipad rotace
tuhého télesa kolem tzv. pevné osy, jedna se o jeji neuplny tvar Je =M, poptipadé spravnéji
JE=M, kde & je thlové zrychleni rotace télesa kolem dané osy, J jeho moment setrvacnosti

vzhledem k této ose, M moment pusobici sily, spravné vysledny moment vnéjsich sil,
vzhledem ke zminéné 0Se — viz napf. [6]. Tato netplnost zapisu druhé impulsové véty je
ziejmé disledkem Casté chyby, spocivajici v domnéni, Ze moment hybnosti tuhého télesa

rotujiciho uhlovou rychlosti @ je L =J@. Struéné odvodime kompletni vztah pro moment
hybnosti, z néhoz pak vyplyva spravny zapis druhé impulsové véty.

Druhd impulsova véta obecné popisuje ¢asovy vyvoj momentu hybnosti libovolné soustavy
klasickych ¢astic s diskrétnim, nebo spojitym rozlozenim hmotnosti. Pro ptipad diskrétniho
rozlozeni hmotnosti je

€

dL et

LN, L= TrOxmu®, M7= TROXRME) |
i=1 i=1
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kde L je celkovy moment hybnosti soustavy N &astic o konstantnich hmotnostech m; a

okamzitych rychlostech V; , Iflext (t, &) je vyslednice sil, jimiz na i-tou ¢astici ptisobi okoli (tzv.
vnejsi sily). Uvazujme o tuhé soustavé Castic, kterd miize rotovat kolem pevné osy 0. Pevnou
osou rozumime piimku, ktera je v klidu vzhledem k jisté inercialni vztazné soustaveé —

Vv takové soustavé budeme nyni dale pracovat a jeji poc¢atek O umistime bez podstatné ztraty
obecnosti na osu 0 (viz pozn. 1 pod ¢arou). Kazda z ¢astic soustavy se pohybuje po kruznici,
jejiz stied leZi na ose 0, a jejiz polomér je roven vzdalenosti ¢astice od osy 0 (obr. 10 ukazuje
situaci pro i-tou ¢astici). Podstatna pro tuhou soustavu je skute¢nost, Ze vSechny jeji Castice
rotuji kolem osy 0 stejnou tthlovou rychlosti @. To vyznamné zjednodusi dalsi ivahy a

vypocty.

Obr. 10: Pohyb hmotného bodu kolem osy.

Celkovy moment hybnosti tuhé soustavy hmotnych bodu (télesa) je
. N N o o
L= fxmy = m () +5 ,)x(&xF ).
i=1 i=1

S uvazenim vztahu &x (b x€) = (a€)b — (ab)¢ a geometrie problému (& L B FyLiy)
dostaneme po nevelké upraveé

L (N LN N L L N ~
L=(_Zlmi ri,ija)_zl(—mi i)ho=G+L §=Ja, '-fa’.Zl(—mi i)
1= 1= 1=

Je zfejmé, ze moment hybnosti télesa neni obecné rovnobézny s 0sou rotace, a to ani tehdy,
kdy se jedna o pevnou osu (s osou je rovnobézna thlova rychlost). Vztah pro celkovy moment
hybnosti se rozdélil na soucet prumétu momentu hybnosti do osy rotace 0 a do roviny k ose

rotace kolmé (vSechny vektorové s¢itance v souctu oznaeném L, jsou skutecné kolmé k ose

0, jsou to nasobky vektord f | %). Ve vysledku se také objevuje moment setrvacnosti télesa

® Poznamenejme, Ze tento vysledek je obecny, plati nejen pro pevnou, ale i pro okamzitou osu rotace. Kinematické veli¢iny
V ném vystupujici zaviseji samoziejme na Case.
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N
vzhledem k dané ose 0, konkrétné J, = > m; ri,ZJ_ . Je-1i téleso tuhé a osa pevna, je

i=1

Jo konstantni a druhd impulsové véta ma tvar

dL, . .
j=|\/||TXI:>J§=|\/|ﬁXt, a, g
dt dt

Je-li hmotnost v télese rozlozena symetricky, mysleno z hlediska vyjadfeni momentu hybnosti,
resp. druhé impulsové véty, je L L= 01, (Vynikajici u¢ebnice mechaniky [7] podrobné
odvozuje prvni ¢ast druhé impulsové véty, tj. jeji prumét do osy rotace, a nezabyva se
priamétem do roviny kolmé k ose rotace. Kompletné se rotaénimu pohybu tuhého télesa

vénuje az na urovni presahujici moznosti nejen stredni Skoly, ale i moznosti vyuky obecné
univerzitni fyziky v prvni fazi studia — Eulerovy rovnice a n¢ktera jejich feseni.)

7. Zavér

Samoziejmé je nejjednodussi opirat se o definici momentu sily vzhledem k bodu, kterou lze
formulovat od zacatku zcela obecné, a to i bez vektorového soucinu, tak jak je to uvedeno

V odstavci 2. Nevznikne ani problém s ramenem sily, definovanym jako vzdalenost vztazného
bodu od ptimky, v niz pasobi sila. Velikost momentu je v tomto ptipadé skute¢né souc¢inem
velikosti sily a ramene (fidi se tedy zndmou ,,pouckou®, ¢asto bezmyslenkovité citovanou i

V neodpovidajicich situacich).

Pti spravném pochopeni pojmu moment sily vzhledem k ose by pak dokonce mohlo byt i
na stfedni Skole schiidné definovat také moment hybnosti tuhého télesa, jehoz hmotnost by
byla rozloZena vzhledem k ose symetricky a pro tento ptipad formulovat druhou impulsovou
vétu jako pohybovou rovnici pro rotaci kolem pevné osy.

Snad nejptesvédCiveéjsim zavérem, ke kterému lze dospét jak z formulaci citovanych u€ebnic,
tak z vykladu obsazeného v tomto piispévku, je konstatovani nedostatku matematickych
znalosti a dovednosti pro vyuku fyziky na stfedni Skole (a Casto dokonce 1 v ivodu
univerzitniho studia fyziky) a nekoordinovanosti vyuky matematiky a fyziky. Vektorovy
soucin, ktery by celou véc velmi zjednodusil a zprihlednil, je bohuzel ,,tabu®.

Dékujeme za peclivy recenzni posudek a cenné vécné piipominky recenzenta/recenzentky.
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