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Abstrakt:

Resent pohybu nabité castice v magnetickém poli je obvykle jednou z typickych iiloh v kursu
mechaniky v pocatku univerzitniho studia fyziky. Predkladany prispévek ukazuje, zZe ke
kompletnimu reseni této ulohy, tj. k nalezeni trajektorie castice, je mozné dospét i na stredni
Skole zcela elementarnim vykladem vychdzejicim z druhého Newtonova zdakona, znalosti
silového zakona pro Lorentzovu silu a ivah o energiich.

1. Uvod — viloha o nabité &astici ve stiedo§kolskych u¢ebnicich

V oficialné doporucovanych stredoskolskych u€ebnicich fyziky se o pohybu néboje

vV magnetickém poli nehovofi. Neobjevuje se ani pojem Lorentzovy sily piisobici na nabitou
Castici, a to nejen v ucebnici mechaniky [1], ale ani v ucebnici elektfiny a magnetismu [3],
kde je pod heslem ,,magneticka sila“ zminéna pouze sila o velikosti F,, = Bl /sin « ptisobici
na ptimy vodi¢ s proudem 1, jejiz smér je uréovan tzv. Flemingovym pravidlem levé ruky. (V
uvedeném vztahu je B velikost vektoru indukce konstantniho magnetického pole, a je tihel
mezi vodi¢em a magnetickou indukci, veli¢ina ¢ neni blize charakterizovana, na jeji vyznam
lze usoudit az z poznamky o Ampéroveé zakonu, tykajici se velikosti elementarni magnetické

sily ‘Alfm‘ =BIA/sina).

Zakon pro pisobeni sily F magnetického pole o indukci B na nabitou &stici s ndbojem q
a rychlostiV uvadi ve tvaru F =qgBvsina nova volné dostupna (mimochodem graficky velmi
pekné vyvedena) elektronicka uéebnice fyziky pro gymnazia [5]. Autofi se dokonce osmélili
pouzit jako definiéni vztah pro Lorentzovu silu vektorovy sou¢in F = qv x B (bohuzel jiz bez

podrobnéjsiho rozboru smétujiciho k praktickym vypoctiim), coz 1ze rozhodné povazovat za
pozitivni zménu oproti obvyklym ucebnicovym vykladim a oproti vyznamné prevazujicim
nazortm, jez pouziti vektorového souc¢inu na sttedni Skole zavrhuji. Pokud jde o samotny
problém pohybu nabité ¢astice v (konstantnim) magnetickém poli, omezuji se na velmi
orientacni, avSak v daném kontextu velmi uzitecnou kvalitativni ivahu doprovézenou
schematickym grafickym vyjadienim trajektorii — Skoda, ze bez uvedeni typickych ¢iselnych
hodnot (pouze ¢astecné az v piikladu 3 odstavce Urychlovac ¢astic). Nasledujici text kurzivou
je, jako ukazka, doslova citovan a obrazek 1 pievzat z [5]:
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Vleti-li nabitad castice do homogenniho magnetického pole, jsou celkem tr'i moznosti, jak se
miize pohybovat. Zalezi na tom, jaky je smér rychlosti éastice vzhledem k vektoru B . Na
obrazku vidime, Ze nejjednodussi situace nastane v piipadé, kdy je smér vektorii V a B shodny
(nebo opacny). V tomto pripade magneticka sila na cdstici nepiisobi a ta se pohybuje
rovnomérné piimocare. Vleti-li édstice do magnetického pole kolmo na B, bude se diky
magnetické sile pohybovat rovnomérné po kruznicCi. Je to proto, Ze magneticka sila bude
neustdle kolma na rychlost a bude tak tvorit dostredivou silu. Jak to dopadne v pripade, kdy
castice vleti do magnetického pole Sikmo? Rychlost castice V miizeme rozlozit do dvou

kolmych smeéri, jak ukazuje obrdzek. Rychlost v, ve sméru B se nebude ménit. Rychlost v, je

naopak kolmd k B . Proto bude vysledny pohyb slozenim kruhového pohybu v roviné xy a
rovnomeérného pohybu ve sméru osy z. Castice se bude pohybovat po Sroubovici podél
magnetickych indukcnich car.
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Obr. 1: Pohyb &astice v magnetickém poli — pevzato z [5]".
Trajektorii nabité ¢astice v konstantnim magnetickém lze ptitom v jeji uplnosti ziskat zcela
elementarnim zptisobem, jak ukazujeme v tomto piispévku v odstavci 4. Smysl takového
feSeni neni primarné ve znalosti trajektorie jako takové, ale ve vyznamu této lohy pro
porozuméni pohybovym zakoniim mechaniky a pro rozvoj fyzikalniho mysleni studentd.

2. Dva cile ilohy o nabité ¢astici v magnetickém poli v univerzitni vyuce
mechaniky

L'V citovaném textu (kurziva), pfevzatém z [5], hovoii autofi o ,,vektoru V, “, resp. ,,vektoru V, , pfi¢emz nad

témito symboly chybi Sipky. Taz chyba se objevuje i v pfevzatém obrazku (obr. 1).



Prvni disciplinou ve vyuce obecné fyziky v univerzitnim studiu fyziky a ucitelstvi fyziky pro
stfedni Skoly je mechanika. Cilem vyuky v univerzitnich fyzikalnich disciplindch je
vybudovat u student — budoucich profesionalnich fyzika ¢i ucitell fyziky — hlubsi pochopeni
fyzikalnich zékonitosti a rozvijeni fyzikalniho mysleni jejich prostfednictvim. Mechanika je
disciplinou k tomuto ti¢elu mimotadn¢ vhodnou diky jeji ndzornosti a Casto i spojeni

S bezprostifedni smyslovou zkusenosti. Zadkladem fyzikalniho mysleni v mechanice je hluboké
porozuméni jejim zakonitostem — pohybovym a silovym zakontum, ale i schopnost jejich
aplikace na konkrétni ulohy véetng jejich feseni ,,az do konce*. Uloha o pohybu nabité &astice
Vv magnetickém poli je k tomu vhodna i pfes to, Ze nazorné piedstavivosti neni v tomto
konkrétnim piipad¢ ucinéno tak zcela zadost. Na druhé strané ptispiva tato tiloha k posileni

= schopnosti studenta zapsat ptislusny pohybovy zakon (druhy Newtontv zakon) ve
tvaru vektorového zapisu,

= formulovat jej v matematické podob¢ jako soustavu obycejnych diferencialnich rovnic
druhého radu,

= 3 tuto soustavu fesit véetn¢ uplatnéni pocatecnich podminek.

,»Na sveé* si tedy pfijde fyzika i matematika, student se hned na poc¢atku svého studia
presveédci o sile matematického aparatu pfi feSeni fyzikalnich problémil (na zacatku feSeni
stoji druhy Newtonlv zakon znamy v fad¢ piipadd uz ze zékladni Skoly, na konci je pak

V4

konkrétni zavislost polohy nabité ¢astice na Case).

Na stiedni Skole se studenti setkaji ve vyuce mechaniky s aplikaci Newtonovych zékonil (az
na zcela ojedinélé vyjimky) pouze pro konstantni vyslednici sil piisobicich na ¢astici, tj. pro
konstantni zrychleni majici vétSinou smér shodny s pocatecni rychlosti, coz pak vede

k rovnomérné zrychlenému pohybu po ptimce. Ptipady pocatecni rychlosti riznobézné

s konstantnim zrychlenim se uvadéji pouze u tzv. vrhii v homogennim gravitaénim poli Zemé,
studium kiivocarych pohybil je omezeno pouze na rovnomérny pohyb po kruznici — oboji viz
napt. v [1], dalsi vyjimkou je harmonicky pohyb, ktery je na stfedni Skole probiran ve
zvlastnich pasazich vénovanych kmitani a soustfedi se spiSe na kinematiku — viz [2]. V [3] se
pak objevuje vyjadieni Lorentzovy sily, aniZ se n&jak dale vyuziva. Uloha o pohybu nabité
castice v (konstantnim) magnetickém poli neni pfitom z fyzikalniho hlediska o nic
komplikovanéjsi nez vySe zminéné tlohy a feSeni soustavy diferencidlnich rovnic se lze
vyhnout elementarni, ale diikkladné vedenou geometrickou a fyzikalni tivahou a dospét

k explicitnimu vyjadieni trajektorie Castice, tj. k Casové zavislosti jeji polohy.

3. Nabita ¢astice v magnetickém poli — matematické reSeni

Castice s ndbojem g a hmotnosti m se pohybuje v konstantnim magnetickém poli 0 indukci B,
fidi se tedy druhym Newtonovym zakonem ve tvaru
ma=qVxB,

kde V je okamzita rychlost a @ okamzité zrychleni ¢astice. Zvolime-li kartézskou soustavu
soufadnic tak, aby osa z byla souhlasn¢ rovnobézna s vektorem magnetické indukce, pocatek



splyval s polohou ¢astice v okamziku t = 0 (vektorova poc¢ateéni podminka (0)=0)a
pocatecni rychlost lezela v soutadnicové roving yOz, tj.
V(0) ~ (0,vycosa, vysina), kde v, je velikost pocatecni rychlosti a o tthel mezi vektorem

pocatecni rychlosti a soutadnicovou osou Y, ma soustava pohybovych rovnic (obycejnych
linearnich rovnic homogennich druhého tadu s konstantnimi koeficienty pfi této volbé
(fyzikéaln€ neomezujici obecnost feseni a matematicky zjednodusujici) tvar

mX=0gBy, my=-qgBx, mZ=0.

Prvni dvé€ rovnice tvofi soustavu, v niz nejsou neznamé funkce X(t), y(t) odseparovany. Po

jejim vyteseni se vratime k tfeti rovnici.

— Pozndamka: Poznamenejme, ze prostiednictvim této soustavy si studenti mohou procvicit
feseni obdobnych soustav hned nékolika zptsoby, napiiklad?:

©)

, y oM . . . v C
= dosazenim napt. za Y = B X"z prvni do druhé rovnice a feSenim rovnice tietiho fadu
q

pomoci charakteristické rovnice, tj. X® + ?% =0, kde @ = i :
m

=  pomoci substituce X =&, Y =7 pfevedenim na soustavu homogennich rovnic prvniho
fadu s konstantnimi koeficienty £ =(qB/m)n, 7 =(-qB/m)¢& a pouzitim

standardniho zptsobu feseni takovych soustav, (tj. pfevodem na algebraickou ulohu

0 o )
Oj , Viz napf. [6],

nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektorti matice A= (

» substituci U= X+ 1y pfevedenim na rovnici pouze druhého fadu U —iwl =0 a jejim
feSenim pomoci charakteristické rovnice,
» popfipadé prevod rovnice U —imu =0 pomoci dalsi substituce W=U = X+ 1y na rovnici

prvniho fadu se separovatelnymi proménnymi a jeji pfimou integraci, W—iow =0,
cdw . . . .
tl. —=l1w, w(t)=Kexp(iot) =(a+ib)(coswt +isinat), KeC, a,beR,
w

= pievedenim na soustavu algebraickych rovnic pomoci Laplaceovy transformace
(elegantni zpusob, ktery vSak pro zacinajici studenty fyziky jiz ptekracuje tiroven
jejich aktualni matematické prupravy). <«

Partikularni feSeni soustavy (v realném oboru) za danych pocate¢nich podminek ma tvar

2 Odpovédi na odekavanou namitku, Ze studenti prvniho semestru bakalaiského studia nejsou vzhledem

k nedostate¢nému matematickému zazemi ziejmé schopni pouzit zadny z uvedenych zptisobu feseni pohybovych
rovnic, je poukaz na dvousemestralni pfedmeét Zakladni matematické metody ve fyzice, ktery je soucasti
studijniho programu Fyzika na PfF MU a je koncipovan autorkami pfispévku. Jeho osnova zahrnuje potfebny
matematicky aparat ¢asoveé usporadany tak, aby jednotliva témata predchazela potiebé jejich aplikace ve vyuce
mechaniky.



u(t) = x(t)+|y(t)_——c05a(1 e'”t)

X(t) = OCOSa(l COSEJ y(t) = °c03asmq—Bt.
m gB m

Obr. 2 ukazuje ktivku, po niz se pohybuje pozitron, resp. elektron
(q=+16-10"C ,m=0,91-10" kg ) v magnetickém poli o indukei o velikosti B=0,1 T ve
sméru kladné orientované souradnicové osy z. Pocatecni rychlost méa smér kladné orientované

osy y a velikost v, =1,9 -10" m-s™* (odpovida urychlujicimu napé&ti 1 kV). Tzv. cyklotronova

frekvence je w = lalB =1,8-10"s™, polomér kruznic jeR =1,1mm.
m
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Obr. 2: Tvar trajektorie elektronu a pozitronu v konstantnim magnetickém poli. Poc¢ate¢ni
rychlost je kolma k magnetické indukci (a =0). (Pfevzato z [3].)

Tteti rovnice je separovana od prvnich dvou a jeji feSeni za danych poc¢atecnich podminek je
2(t) =vytsina .

Na obr. 3 je pak graficka reprezentace feseni téze tilohy pro tihel a =30°. V dalsim
dospéjeme k tomuto feSeni elementarnimi tvahami.
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Obr. 3: Tvar trajektorie elektronu a pozitronu v konstantnim magnetickém poli pro e = 30°.
4. Nabita ¢astice v magnetickém poli — elementarni FeSeni

V tvodu vykladu elementarniho postupu uved'me jednoduchy, avSak zcela obecny vysledek,
platny i pro ptipad indukce magnetického pole zavislé na Case a prostorovych soutadnicich

B = B(t, F) a libovolnou zéavislost okamzité rychlosti na ¢ase V =V(t). Pro okamzity vykon
Psily F =F(t, F), zavislé na dase a poloze jejiho plisobists, piisobici na Eastici pohybujici se
okamZitou rychlosti V(t), plati zcela obecn& vztah P = FV (okamzity vykon je podilem
elementarni prace AW = FAF a elementarniho ¢asového intervalu At presngji

P=06W /dt=FdF/dt=FV). Lorentzovasila F =qVx B je oviem kolma k magnetické
indukci i k rychlosti ¢astice. Jeji vykon je tedy v kazdém okamziku nulovy, stejné jako prace,
kterou tato sila kona v libovolném ¢asovém intervalu. Vzhledem k tomu, Ze celkova prace
vykonana v daném ¢asovém intervalu vSemi silami ptisobicimi na ¢astici je rovna zméné
kinetické energie ¢astice v tomto intervalu, je ziejmé, Ze se kineticka energie nabité ¢astice,
na niz jako jedina ptisobi Lorentzova sila, neméni. Neméni se tedy ani velikost rychlosti
¢astice. Dostavame prvni vysledek, ziskany elementarné:

Pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli je rovhnomérny.

— Pozndmka: Stiedoskolské ucebnice, konkrétné obé citované [1] a [5], zavadéji pojmy
prdce sily a vvkon pouze pro specialni situace (pusobeni konstantni sily o velikosti F na
castici pohybujici se po pfimce a urazivsi drahu s, v ptipad€ vykonu pak pouze pro silu
rovnobéznou s doty¢nou ptimkou), ve tvaru W = Fscosa, P = Fv (okamzity vykon jako



soucin velikosti sily a rychlosti, tj. pro @ =0), text [5] se v tzv. ,,poznamce na okraj* zminuje
o skalarnim soucinu bez dalsSiho vyuziti.

Za zcela elementarni 1ze vSak povazovat vyklad prezentujici elementdrni praci jako
skalarni soucin vektoru sily a vektoru elementarniho posunuti (s elementarnimi veli¢inami

sttedogkolské texty b&zné pracuji), AW = FAF , nebo i SW = FdF, a to bez jakychkoli
specialnich predpokladi o sile F a typu pohybu &astice, odkud je uz jen krok k okamZitému
vykonu P = AW =F Ar =FV, nebo P = W =F dr = FV pro libovolné zavislosti

At d dt
F=F(t,F), popiipadéi F =F(t,F,V) avV=V(t).} «

V dal§im vykladu rozdélme feSeni ulohy na dvé ¢asti. V prvni ¢asti si v§imneme
zjednoduSené situace, kdy je rychlost ¢astice v pocatecnim okamziku kolmé k magnetické
indukeci, poté smér pocatecni rychlosti zobecnime.

Zvolme kartézskou soufadnicovou soustavu (O X, Y, Z) tak, aby v okamziku t =0
prochazela ¢astice pocatkem O a aby 0sa y byla souhlasné rovnobé&zna s jeji rychlosti v tomto

okamziku. Osa z je zvolena souhlasné rovnob&zné s vektorem B (viz schematicky (!!) obr. 4,
zakresleny pro pfipad kladného nédboje, v ptipad€ zdporného naboje smétuje Lorentzova sila
proti sméru osy X). Ilustraéni obrazek 5 ukazuje tzv. hodograf pohybu.

t=0 z t=0+At | £
A
g 7 N
B
V(0)=V
0 (0) 0: y: 0 y‘

AOIFO / N
Y

a(At) || F(AY)

Obr. 4: Volba soustavy soufadnic, okamzik t =0 a situace v nasledujicich okamzicich.

® Formalni tvar zapisit OW = Fdf, P =6W /dt je nezbytny vzhledem k zavislosti mechanické prace
vykonané danou silou na tvaru kiivky, po niz se pohybuje ptisobisté této sily. Vztah P =dW /dt=Fva
komentai: ,,Rikame, Ze okamzity vykon je derivaci prace podle &asu.*, jak jsou uvadény v [5] v tzv. ,,poznamce
na okraj* jsou zasadné nespravné.



v(At) - V(0)

Obr. 5: Cast tzv. hodografu pohybu v &asovém intervalu [0, At].

Vzhledem k tomu, ze Lorentzova sila je v kazdém okamziku kolma k vektoru magnetické
indukce, jehoz smér je staly, je zfejmé, Ze lezi stale v roviné Xy (pusobiStém sily je castice).
Totéz plati pro zrychleni a tedy i pro rychlost ¢astice. Dostavame druhy vysledek
elementarnich tivah:

Pohyb ¢astice je rovinny (tvarem jeji trajektorie je rovinna kiivka).

Zavére€na ivaha se opira o vySe zjisténé skutecnosti: rychlost ¢astice je stale kolma k indukci
a ma konstantni velikost. Proto je 1 velikost Lorentzovy sily a odpovidajiciho zrychleni
konstantni. Okamzité zrychleni lezi v rovin€ kolmé k indukci, je kolmé k okamzité rychlosti a
B B
lalB,_ldl
m

ma stale stejnou velikost a = V. Vysledek:

Castice kona rovnomérny pohyb po kruzZnici v roviné kolmé k magnetické indukeci.

Zbyva ur€it polomér kruznice a kruhovou frekvenci obéhu. Tyto hodnoty Ize velmi jednoduse
ziskat z obecného vztahu pro dostfedivé zrychleni a vySe uvedeného vztahu pro zrychleni:

Vo _|q|B

poR=
R m |q|B R m

Znaménko naboje urcuje orientaci ob¢hu. K ziskani trajektorie (vyjadieni polohy ¢astice na
Case) si staci vzpomenout na znalosti o rovnomérném pohybu hmotného bodu po kruznici
(pomize také obr. 2). Jeji kartézska rovnice je (XxF R)? + y? = R? (kruZnice se v po&atku
dotyka osy Y, jeji stfed lezi na ose X ve vzdalenosti R od pocatku, vpravo v piipad¢ kladného
naboje, vlevo v piipad€ naboje zaporného. Pro kladny naboj dostaneme

X(t)=R(@—-cosmt), y(t)=Rsinat,

x(t) = %(1—cos wt), yt)= %sin wt.
qB qB



Maé-1i pocatecni rychlost ¢astice V, obecny smér, Ize soustavu soufadnic zvolit tak, aby tato
rychlost lezela v roviné xz. Pak sta¢i do ziskanych parametrickych rovnic dosadit misto
hodnoty v, velikost primétu poc¢atecni rychlosti do roviny Xy, pfi popsané volbé soustavy
soufadnic konkrétné v, cosa , kde « je thel mezi pocatecni rychlosti a osou y. Vzhledem

k tomu, Ze z-ova slozka zrychleni je nulova, mizeme psat téeti parametrickou rovnici
trajektorie, z(t) =v,tsina (pohyb ¢astice promitnuté do oSy z je rovnomérny s rychlosti
v, =V,Sina av okamziku t=0 je z(0)=0).

Porovnanim takto elementarné ziskané trajektorie s vysledky feSeni odpovidajici soustavy
diferencialnich rovnic v odstavci 2 zjistime shodu.

5. Zavér

V ptispévku jsme se snazily poukazat na skutecnost, ze pti vyuce fyzika na sttedni Skole neni
titeba se omezovat na pifimocaré rovnomérné ¢i rovnoméerné zrychlené pohyby, resp. pohyby,
pfi nichz na ¢éstici pisobi konstantni sila (homogenni tihové pole), ale Ze 1ze elementarné
fesit 1 nékteré na prvni pohled slozitéjsi pripady, jejichz rozbor muze ptispet k dikladnému
pochopeni pohybovych zakond, souvislosti kinetické energie s praci vyslednice sil,
problematiky pocate¢nich podminek, a celkové k rozvoji fyzikalniho mySleni studenti.
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