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Vysvétlivky k pouzivanym symbolum

Priivodce studiem — vstup autora do textu, specificky zpisob, kterym
se studentem komunikuje, povzbuzuje jej, doplituje text o dalsi
informace

Priklad — objasnéni nebo konkretizovani problematiky na prikladu ze
Zivota, z praxe, ze spolecenské reality, apod.

Pojmy k zapamatovani.

Shrnuti — shrnuti predchézejici latky, shrnuti kapitoly.

Literatura — pouzitd ve studijnim materidlu, pro doplnéni a rozsiteni
poznatkd.

Kontrolni otazky a akoly — provéiuji, do jaké miry studujici text a
problematiku pochopil, zapamatoval si podstatné a dulezité informace a
zda je dokaze aplikovat pfi rfeSeni problému.

Ukoly k textu — je potieba je splnit neprodlenég, nebot poméhaji
dobrému zvladnuti nasledujici latky.

Korespondencni tkoly — pfi jejich plnéni postupuje studujici podle
pokyntl s notnou davkou vlastni iniciativy. Ukoly se pribézné eviduji a
hodnoti v pribéhu celého kurzu.

Ukoly k zamysSleni.

Cast pro zajemce — prinasi latku a tkoly rozsifujici droven zdkladniho
kurzu. Pasdze a ukoly jsou dobrovolné.

Testy a otazky — ke kterym feSeni, odpovédi a vysledky studujici
najdou v rdmci studijni opory.

ResSeni a odpovédi — vazou se na konkrétni ukoly, zadani a testy.
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UvOD

V kazdodennim Zivoté clovék neustdle stoji pred rozhodovanim, kdy zvazuje jednu
z nékolika moZnosti, které v dané situaci piichdzeji v ivahu. Nakonec vétSinou zvoli tu, kterd
se v dané situaci a v daném okamziku jevi jako nejlepsi, nejvhodnéjsi, nejefektivnéjsi, nebo-li
optimdlni. Motivy pro tato rozhodovani jsou prosté, usetfit Cas, uSetfit penize, sniZit spotiebu,
maximalizovat zisk, minimalizovat ztraty a podobn¢.

Tato snaha o maximadlni efektivitu vede v riznych odvétvich lidské Cinnosti k hledani
optimdlnich teSeni. Chceme-li najit optimalni z moznosti, musime feSit tlohy na nalezeni
maxima nebo minima, to je nejvétSich nebo nejmensich hodnot néjakych veli¢in. Oba tyto
pojmy- maximum a minimum- Ize shrnout pod jeden termin extrém. Ulohy na nalezeni
maxima nebo minima se pak nazyvaji extremalnimi Glohami.

MizZe jit o nejjednodussi dlohy typu urcit maximum nebo minimum néjaké kvantitativni
veli¢iny, u niZ je za danych okolnosti podstatnd zdvislost na nékolika parametrech Cci
proménnych. Ke zvlddnuti takovychto uloh vysta¢ime se znalostmi diferencidlntho poctu
funkci jedné nebo vice proménnych a linedrni algebry. V praxi vSak veli¢iny, jejichZ extrémy
se maji urCovat, zavisi ¢asto na velkém poctu parametrti, které mohou byt navic néjakym
zpuisobem svdzany predepsanymi podminkami. V tomto piipadé samotnd realizace feseni je
jiz nad lidské sily a probihd podle predepsanych algoritmi na pocitacich.

Resenim extremélnich tloh viak nemusi byt vZdy jen n&jakd maximalni nebo minimalni
hodnota nebo soubor hodnot. Casto je tloha formulovand tak, 7¢ se ma navrhnout optimaln{
tvar néjakého télesa, urcit optimalni trajektorie pohybu néjakého objektu, stanovit efektivni
model néjakého procesu, navrhnout optimélni pldn dopravy a podobné. Na extremalni ulohy
je proto nutné nahliZet v obecnéjSich souvislostech.

Kazda extremdlni uloha musi byt nejdiive pfesné a jednoznacné formulovana. Potom je
nutné prevést ulohu z popisného jazyka do formdalniho jazyka matematiky. Takovy prevod se
nazyvd formalizace ulohy. Presné formalizovand extremalni tdloha musi obsahovat
nésledujici prvky. Jednak musi byt zaddna mnoZina vSech piipustnych prvkd, tzn. mnozina
vSech moznosti, které prichdzeji v uvahu, ze které se pak vybird optimalni moZnost nebo
optimdlni prvek nebo-li extrém. Dédle musi byt uvedena omezeni, kterd je nutno brit v dvahu
a kterd musi spliovat 1 hledany extrém. Tato omezeni se zadavaji ve formé¢ podmnoziny v
mnozin¢ vSech pripustnych prvkil, nebo ve formé dodate¢nych podminek. Klicovym prvkem
extremalni dlohy je zobrazeni, které prifazuje kazdému prvku z mnoZiny piipustnych prvki
jistou hodnotu z néjakého oboru hodnot, kterym byva nejcastéji podmnoZina redlnych cisel
nebo obecnéji néjaky normovany vektorovy prostor. Toto zobrazeni se nazyva funkcional.
Hodnoty zadaného funkciondlu pro rGzné prvky z mnoZiny piipustnych prvki se daji
porovndvat a lze tedy rozhodnout na kterém prvku, resp. pro kterou moznost nabyva zadany
funkciondl maximélni nebo minimélni hodnoty. Reit extremdlni dlohy tedy obecné znamen4
nalézt prvek z mnoziny vSech piipustnych prvka spliujicich zadana omezeni, na kterém se
realizuje extrémni hodnota funkcionalu.

Po formalizaci tlohy nésleduje vlastni feSeni ulohy, pfi kterém se vyuZzivaji rGzné
matematické prostedky a metody. Postup feseni nékterych dloh mtze byt dosti slozity a taky
technicky naro¢ny, navic nékteré dlohy nemusi mit feSeni vubec, nékteré tlohy zase naopak
mohou mit za jistych podminek nekonecné mnoho feSeni. U nékterych praktickych uloh
vedoucich na hledani extrému mame sice zarucenu existenci reseni, ovSem to dokazeme urcit
pouze priblizné s jistou chybou.

Dulezitd je ovSem také spravnd interpretace FeSeni, to znamend dit do souvislosti
ziskané matematické teseni s formulovanym extremdlnim problémem a zabyvat se otdzkou,
zda toto feSeni ma redlny smysl, zda se ve skute¢nosti nebo v praxi miZe realizovat.



Olga Krupkova, Martin Swaczyna Varia¢ni pocet



Olga Krupkova, Martin Swaczyna Varia¢ni pocet

Informace o strukture a obsahu uc¢ebniho textu

Predklddand vyukova opora je pomocnym ucebnim textem ke kurzu Variacni pocet 1,
ktery je vénovan klasickému variaénimu poctu. Variacni pocet je dnes nepostradatelnou
soucdsti nejen samotné matematiky, ale nachdzi Siroké uplatnéni v riznych oblastech lidské
¢innosti (napt. ve fyzice, technice, informatice, ekonomii a mnoha dalSich) pii hledéani
optimdlnich feSeni motivovanych snahou o maximéalni efektivitu.

Ucebni text je urCen jako pomiicka pro studenty distanéniho a kombinovaného studia
matematiky. Tento text v zddném pripad€ nesupluje ucebnici ani sbirku prikladii, ma slouZzit
jako zékladni privodce ucivem, usnadiujici pochopeni latky a poskytujici dobrou orientaci
v dané problematice, mé také slouzit jako materidl pro konzultace, které se konaji misto
pravidelnych prednédsek v dennim studiu. K hlubSimu zvlddnuti a procviceni latky je nutné
doplnit jej dalsi literaturou, napt. nékterou z téch, které jsou uvedeny v seznamu doporucené
literatury na konci textu.

K uspésnému zvladnuti tohoto textu je nutné dobre znat diferencialni pocet funkci
jedné a vice realnych proménnych, ovladat integralni pocet funkci jedné proménné a
umeét resit obycejné diferencialni rovnice.

V té€chto textech se budeme zabyvat variatnim poctem diferencovatelnych kfivek
v Euklidovych prostorech, tzn. Ze mnozina vSech pfipustnych prvki uvaZovanych
extremdlnich dloh bude mnoZina diferencovatelnych zobrazeni ¢ : R — R", definovanych na
otevieném intervalu [=(a,b) = R. Jelikoz definicnimi obory kiivek jsou intervaly
jednorozmérné redlné osy, mluvime nékdy o ,,jednorozmérném* variacnim poctu.

Latka obsazend v textu je rozdélena do dvou kapitol. V prvni kapitole jsou nejdiive
zavedeny zdkladni pojmy varia¢niho poctu jako je Lagrangian, funkce akce, variace rezu,
variace funkce akce, potom je uvedend a dokdzana prvni variacni formule, v dalSim
odstavci se studuji extremaly funkce akce asociované s Lagrangianem, odvozuji se
podminky pro extremdly, tzv. Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, definuji se a diskutuji se
trivialni a ekvivalentni Lagrangiany, nakonec se z principu nejmensi akce odvozuji
pohybové rovnice mechanického systému.

Druhd kapitola je vénovana reguldrnim variaCnim problémim. Nejdiive se uvadéji
priklady regularnich a singuldrnich Lagrangiant, definuji se Hamiltonian a impulzy, zavadi
se Legendreova transformace, pomoci které se transformuji Eulerovy-Lagrangeovy rovnice
na Hamiltonovy Kkanonické rovnice, diskutuje se fyzikdlni vyznam Hamiltonidnu.
V odstavci 2.3. se vySetiuji funkce, které jsou konstantni podél extremal, tzv. prvni integraly
Eulerovych-Lagrangeovych rovnic, které predstavuji zdkony zachovéni. Nakonec se studuji
kanonické transformace, které 1ze vyuzit jako integraéni metodu pro tfeSeni Hamiltonovych
rovnic, a tedy jako integraéni metodu pro hledani extremadl reguldrnich varia¢nich problému.

Priklady uvedené v textu maji jednak ilustrativni charakter, na kterych se konkretizuje
pravé vyloZena problematika nebo se predvadi metoda teSeni, a jednak motivacni charakter,
v tom pripadé na n&j bezprostiedn& navazuje daldi vyklad. Casto se jednd o piiklady
fyzikalniho nebo historického vyznamu.

Ukoly obsaZené v textu jsou trojtho druhu. Jednak jsou to Ukoly k textu, které nejsou
¢islované a které je potreba splnit neprodlené, nebot pomahaji dobrému zvlddnuti nasledujici
latky. Déle jsou to Kontrolni tkoly, oznacené dvémi Cisly, prvni oznacuje ¢islo kapitoly a
druhé je poradové ¢islo kontrolniho tkolu v této kapitole. Tyto tkoly provéiuji, do jaké miry
studujici problematiku pochopil, zda ji dokdzZe aplikovat pri feSeni uloh. Postup feSeni téchto
ukolt miize byt predmétem diskuse na tutoridlu. Spravnost feSeni kontrolnich dkolt je mozné
si také ovérit porovnanim s vysledky uvedenymi na konci uéebni opory. Tretim typem ukold
jsou Koresponden¢ni tikoly, které je nutno zaslat ke kontrole dle harmonogramu studia.
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Cas potiebny k prostudovani textu: 30 hodin(teorie) + 20 hodin(feSeni tloh)
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Z historie varia¢niho poctu

Ohlédneme-li se do historie, zjistime, Ze rtuzné ulohy na hleddni nejvétSich nebo
nejmensSich hodnot néjaké veliCiny byly formulovédny jiz davno ve starovéku. Nékdy
kolem roku 825 pf. n. 1. vznikla legenda o kralovné Did6, kterd sehrdla vyznamnou roli pii
formulaci snad nejstar$i extremdlni dlohy tzv. Kklasické izoperimetrické dlohy. Legenda
vypravi o tom, zZe krdlovna Did¢6 se rozhodla usidlit se i se svym oddilem na africkém pobreZzi.
To se prili§ nelibilo mistnim obyvatelim, proto jejich vidce Hiarbos lehkomysIné slibil
darovat Did6 pouze takovy kousek zemé, ktery je mozné ohranicit by¢i kuzi. Didé roziezala
kdzi na uzké prouzky, svédzala je v jeden dlouhy femen a ohranicila jim zna¢né uzemi, na
kterém pak zalozila mésto Kartiago.

V klasické izoperimetrické uloze jde o to nalézt mezi vSemi rovinnymi uzavienymi
kiivkami predepsané délky takovou kiivku, kterd ohraniCuje plochu s maximalnim obsahem.
Analogickou ulohu je pak mozné formulovat 1 v prostoru, to znamend nalézt mezi télesy
zadaného povrchu takové t&leso, které md maximalni objem. ReSeni izoperimetrické dlohy
bylo znadmo jiz Aristotelovi. Mezi rovinnymi obrazci o stejném obvodu méa nejvétsi obsah
kruh a mezi télesy o stejném povrchu méd nejvétsi objem koule. Formulaci klasické
izoperimetrické dlohy lze riizné modifikovat a dostat tak rizné varianty této uilohy. Pozdéji se
ndzvu izoperimetrickd tloha zacalo pouzivat v obecnéjSim vyznamu pro pojmenovani daleko
Sirsi  tfidy extremalnich tloh, ve kterych se hledaji extrémy integralnich funkciondla
s omezenimi v integralnim tvaru. Obecné metody feSeni izoperimetrickych tloh pozdéji
rozpracoval Euler.

Z dalSich staroveékych extremdlnich tloh se obvykle uvadi jesté napiiklad Euklidova
dloha, podle které se do daného trojihelnika ma vepsat rovnob&Znik maximéalniho obsahu,
nebo Archimédova iloha, kterd si zase klade za cil ze vSech kulovych tseci stejného
povrchu urcit tu, kterd ma maximdlni objem, nebo uloha, jak vést z daného bodu nejkratsi a
nejdelsi useCku ke kuzeloseccee, kterou formuloval a reSil Apollonius.

Po zaniku antické civilizace nastdva dlouhé obdobi stagnace védecké cCinnosti. Teprve
v 16. stoleti se objevuji prvni extremdlni ulohy algebraického charakteru, napr. Tartaglia
formuluje tlohu rozdélit ¢islo osm na dvé ¢asti tak, aby soucin jejich rozdilu a jejich soucinu
byl maximélni. V 17. stoleti teSil né€kolik konkrétnich extremdlnich uloh Kepler, ale v té
dobg jesté nebyly znamy Zadné obecné metody reSeni extremadlnich tloh a tak se kazda z nich
reSila specidlné vypracovanym postupem. Prvni obecnou metodu pro feSeni extremdlnich
uloh vypracoval Fermat, kterou pak zobecnili Leibniz a Newton a soucasné tak polozili i
zaklady matematické analyzy.

Fermat také formuloval prvni varia¢ni princip, tzv. Fermatuv variaéni princip pro
problémy geometrické optiky. Podle tohoto principu si svételny paprsek ze vSech moznych
trajektorii mezi dvéma body vzdy vybird pravé tu, podél které se dostane z vychoziho bodu
do cilového bodu za nejkratSi dobu. Tomuto principu se proto také nékdy fika princip
nejkrat$i doby. Fermatliv princip teoreticky objasnil zdkon lomu, ktery mél dosud pouze
empirickou povahu.

Uspéchy s jakymi se setkal Fermatiiv princip v geometrické optice pfirozené vedly
k otdazkdm, zda-li podobny princip lze formulovat nejen pro pohyby paprsku, ale také pro
mechanické pohyby bodli a téles. V této souvislosti dilezitou roli sehrdla tloha o
brachystochroné, kterd je vlastng aplikaci Fermatova principu v mechanice. Ulohu
zformuloval v roce 1696 Johann Bernoulli. V podstaté jde o nalezeni takové kiivky spojujici
dva zadané body, aby se ¢astice vypusténa z vychoziho bodu pohybujici se v tthovém poli po
této kiivce dostala do koncového bodu v co nejkratsi dobé. Mezi fesiteli této tlohy byl kromé
Johanna Bernoulliho, Leibniz, Newton, Jakob Bernoulli a 1" Hospital.
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Tento problém sice neptinesl odpovéd na otdzku, kterd mechanickd veli¢ina ma
v pribéhu pohybu nabyvat extrémni hodnoty (protoZe hledanou kiivkou nejrychlejsiho
sestupu je cykloida, pfitom ve skutecnosti se ¢dstice v tthovém poli za Zadnych podminek po
takové trajektorii nikdy nepohybuje), avSak prinesl novy obecnéjsi pohled na extremalni
ulohy. Zatimco doposud v extremdlnich dlohdch mnoZina piipustnych prvki zavisela na
jednom parametru, to znamend, Ze v té€chto tlohdch §lo o nalezeni extrémi funkci jedné
proménné, v tdloze o brachystochroné je mnoZina pripustnych prvki, to je mnoZina vSech
kfivek spojujicich dva body nekone¢nérozmérnd a je tedy tieba najit extrém funkce
nekonecného poctu proménnych. Vyvoj matematiky zde tedy zaznamenal obrovsky pokrok
od teorie funkce jedné proménné k teorii uloh typu tlohy o brachystochroné.

Brzy po tom, co byla rozieSena tloha o brachystochrong, bylo vyreSeno mnoho
podobnych tloh, napt. iloha o nejkratSich ¢arach, tzv. geodetikach na dané plose, iloha o
rovnovaze tézkého vlakna a jiné. V roce 1744 vysla Eulerova priace Metoda nalezeni krivek
majicich vlastnosti minima nebo maxima neboli resSeni izoperimetrické ilohy chdpané
v Sirsim smyslu, ve které byly polozeny zaklady nové matematické discipliny - varia¢niho
poctu. Euler aproximoval kfivky lomenymi ¢arami a odvodil diferencidlni rovnici pro
extremdly, tzv. Eulerovu rovnici. O nékolik let pozdéji pak Lagrange zavedl nové pojmy
jako variace Kkrivky, variace funkcionalu, pro tlohy variatnitho pocdtu s omezenimi
zformuloval obecnou metodu feSeni, tzv. pravidlo multiplikatora, které pak aplikoval i na
kone¢nérozmérné ulohy.

Ve fyzice zase Fermatlv princip inspiroval mnohé védce k hypotéze, podle které kazdy
déj v prirod¢€ probihd tak, ze urcitd veli¢ina je béhem procesu minimalni, dlouho se vSak
nevédélo, kterd veli¢ina to ma presné byt. Teprve vroce 1760 Lagrange poprvé presné
zformuloval princip nejmensi akce pro konzervativni mechanické systémy a vymezil
platnost tohoto principu.

Lagrange pochopil vyznam zobecnénych soufadnic, zacal variani pocet aplikovat
v analytické mechanice a odvodil pohybové rovnice z principu nejmensi akce, tzv.
Lagrangeovy rovnice. Hamilton pozdé€ji princip nejmensi akce zobecnil i pro systémy
nekonzervativni, transformoval Lagrangeovy rovnice, které jsou diferencidlnimi rovnicemi
druhého tddu, na soustavu prvniho fadu o dvojndsobném poctu rovnic, tzv. Hamiltonovy
kanonické rovnice, jejichz vyznam daleko presahuje rdmec klasické mechaniky.
V Hamiltonovych pracich pokracoval Jacobi, ktery rozvinul transformacni teorii kanonickych
rovnic a odstranil fadu obtiZi pfi jejich integraci.

Teprve kdyZ se princip nejmensi akce osvédcil 1 v dalSich oblastech fyziky jako napiiklad
v hydrodynamice nebo v teorii pruznosti, kde jiné metody selhdvaly, byl uznidn vyznam
tohoto principu nejen pro mechaniku ale i pro celou fyziku. Casem vétSina védct dospéla
k presvédcent, Ze pfiroda si ,,vybird“ skute¢ny pohyb tak, jako by reSila né¢jakou extremalni
ulohu.

Princip nejmensi akce a dal$i variacni principy se ukdzaly byt nepostradatelnymi ve vSech
oblastech fyziky, sehrdly rozhodujici roli v aproximativnich (varia¢nich) metodéach,
vyznamné zasdhly do moderni teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic, prosazuji se v teorii
operatort apod.

V soucasnosti se variacni pocet rozviji jak v oblasti teoretické tak v oblasti aplikacni. V
oblasti teoretické se ve variaénim poctu pouzivaji moderni metody a nastroje diferencidlni
geometrie a globdlni analyzy a mluvime jiZ spiSe o variaéni analyze. V oblasti aplikacni
nachdzi variacni pocet Siroké uplatnéni v riiznych odvétvich lidské ¢innosti pfi feseni riznych
fyzikdlnich, technickych, ekonomickych a organiza¢nich problémii motivovanych snahou o
maximalni efektivitu.
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Uvodni poznamky a oznaceni

Vsude v tomto textu budeme uvazovat prostor R" usporadanych rn-tic realnych cisel,
kde n >1, s prirozenou topologii a s prirozenou vektorovou strukturou. Jak vime z kurzu
matematické analyzy, tato topologie je normovatelnd, pficemZ vSechny normy na R" jsou
ekvivalentni a generuji pravé piirozenou topologii.

Daéle budeme casto pracovat se zobrazenimi z R" do R"™. Zapisujeme je ve tvaru
f:R"—=R", (x'x%...x")= f& %% x)=0" % 9™,

V uspoiddané m-tici (y',y?,...,y") redlnych &isel jsou jednotlivé slozky y',y°,...,y" redlné
funkce n redlnych proménnych; oznacujeme je

y1 =f1(xl,x2,...,x”)

y2 = fz(xl,xz,...,x")

Yy =X
a tyto vztahy nazyvame rovnice zobrazeni f :R" — R".

Pripomenime si, Ze zobrazeni f:R" — R" definované na oteviené mnoZin¢ v R" se
nazyva tridy C’, kde r je pfirozené Cislo, je-li na svém defini¢nim oboru diferencovatelné az
do tadu r a jeho r-ta derivace je spojitd. Zobrazeni f :R" — R™ definované na oteviené
mnoziné v R" se nazyva tridy C~, nebo také hladké, jestlize ma na svém defini¢nim oboru
derivace vSech rddli. V tomto kontextu se také spojité zobrazeni nazyva zobrazeni t¥idy C°.

Plati, Ze zobrazeni f:R" — R" je tiidy C', r=0,1,2,...,00, pravé tehdy, kdyz vSechny
jeho slozky f',f>,...,f" jsou funkce t¥idy C’.

Zobrazeni f:R" — R" definované na oteviené mnoZiné U cCR" se nazyvd
difeomorfismus tiidy C" (kde r=>1), je-li bijektivni, a obé zobrazeni f:U — f(U) i
f™': f(U) = U jsou diferencovatelnd tiidy C’. f se nazyva lokalni difeomorfismus téidy C’,
jestlize kazdy bod xe U ma okoli, na némz je f difeomorfismus tfidy C’'. Z Véty o
inverznim zobrazeni vyplyva, Ze je-li f zobrazeni tfidy C’ a je-li Jacobiho matice
zobrazeni f regularni na U, tj. jestlize

det(%j #0

v kazdém bodé x mnoziny U, pak f je lokalni difeomorfismus tridy C’. V tom piipadé pak
funkce (f',...,f™) jsou souradnice na okoli bodu x.
Symbolem id,, oznacujeme identické zobrazeni mnoZiny M na sebe.

Uzivame také sumacni symboliku, to znamend kdykoliv se ve vyrazu vyskytne dvakrat
stejny index, znamend to, Ze se ve vyrazu sCitd pres vSechny hodnoty, kterych tento index

PP . . o y ) da . . :
nabyva, pritom sumacni znaménko se vynechdva. Napriklad vyraz gq predstavuje

g_dL ., dl ,
q =—74 +—>q t..+

ac-ll &q-2 &q-m

. 2 dL
zkréceny zapis vyrazu ZF
i=1 04

s m

q .
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1. VARIACNI PRINCIP PRO KRIVKY
V EUKLIDOVE PROSTORU

V této kapitole vychdzime z pojmu kiivky v R™ a jejiho grafu, ktery lze reprezentovat
lokdlnim Fezem projekce kartézského soucinu Rx R™ na prvni faktor R. Zavadime zakladn{
pojmy variaéniho poctu jako je prodlouzeni rezu, Lagrangian a funkce akce, ktera je
definovana na mnozin¢ diferencovatelnych tezi. Zajimaji nds extrémy funkce akce. Za tim
ucelem zavadime variaci fezu, studujeme chovani funkce akce pfi téchto
jednoparametrickych deformacich fezi a dospivame k pojmu variace funkce akce.

Vyjadreni prvni variace funkce akce ve tvaru souctu integrdlniho a ,,okrajového" ¢lenu se
nazyva prvni variacni formule. V dal$im odstavci se odvozuji podminky pro extremaly, tzv.
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, jejichZ pouZiti pfi feSeni varia¢nich tuloh pro kifivky vR a v
R’ je ilustrovdano v odstavcich 1.5. a 1.6. Déle se definuji trividlni a ekvivalentni
Lagrangiany a vysvétluje se jejich vyznam. V odstavci 1.8. je podrobné rozebrana tloha o
brachystochroné, ktera sehrala vyznamnou roli pfi vzniku varia¢niho poctu. Nakonec se
z principu nejmensi akce odvozuji pohybové rovnice mechanického systému.

Klicova slova: Krivka v R", graf kfivky, fez projekce, prodlouZeni fezu, Lagrangian, funkce
akce, deformace fezu, deformace fezu s pevnymi konci a s volnymi konci na uzavieném
intervalu, variace funkce akce, prvni variani formule, extremédla, Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice, Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy, trividlni Lagrangian, ekvivalentni Lagrangidny,
brachystochrona, kinetickd a potencidlni energie mechanického systému, Newtonovy rovnice,
volnd ¢astice, rovnice pro geodetiky.

Cas potiebny k prostudovani kapitoly: 15 hodin(teorie) + 10 hodin(feSeni tloh)
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1.1. Krivky a jejich grafy

Pripomenime si, Zze krivkou v R™, m >1, rozumime zobrazeni ¢ : R — R", definované na
otevieném intervalu I =(a,b) C R. Takové zobrazeni tedy pfirazuje kazdému bodu ¢ € I bod
c(t)=(c'(1),...,c"(t)) € R". Proménnd ¢ se nazyva parametr. K¥ivka ¢asto popisuje drahu
parametr 7 nazyva ¢as a fikame, Ze kfivka c popisuje ¢asovy vyvoj uvazovaného systému.

Je-li kiivka ¢ diferencovatelna v bodé ¢ € I, existuje jeji derivace Dc(t) =c¢(t), coZ je
linearni zobrazeni R — R™. Zvolime-li v R a R™ béaze (napft. kanonické), Ize toto linedrni
zobrazeni ztotoznit s vektorem v R™; derivace ¢(¢) kfivky ¢ v bod€ ¢ se proto také nazyva
tecny vektor ke kiivce ¢ v bodé t. V pripad€, Ze parametr t md vyznam Casu, ma vektor ¢(z)
vyznam okamzité rychlosti v Case 7.

Pro kfivku ¢ :1— R"™, ktera je diferencovatelna na intervalu /, existuje v kazdém bodé
t € I te¢ny vektor ¢(r). Podél kiivky ¢ tak vznikd vektorové pole tvorené teCnymi vektory,
nazyva se pole rychlosti kiivky c¢. Podle definice je tedy vektorové pole rychlosti podél
diferencovatelné kiivky ¢ : I — R™ zobrazeni

¢=Dc:I - R",
definované predpisem
dc' dc"
t— | —(1),..., r) |
( R ()]

Je to rovnéZ kiivka v R", které udava ,,rychlost obihani po kfivce c.
Je-li kfivka ¢ v bodé te I dvakrat diferencovatelna (tj. je-li jeji pole rychlosti

diferencovatelné v bodé€ ¢), pak jeji druhd derivace D*c(t) = é(t) se nazyva vektor zrychleni

v bod¢ t. Podobné jako vyse vidime, Ze pokud je kiivka c dvakrat diferencovatelna v kazdém
bodé svého definicniho oboru, vznikd vektorové pole, definované podél kiivky c, které
nazyvame pole zrychleni kfivky c.

Pro hladké ktivky 1ze analogicky definovat pole vysSich derivaci libovolného tadu.

V tomto textu budeme s vyhodou pracovat ne pfimo se samotnymi kiivkami, ale s jejich
grafy. Jak vime z matematické analyzy, grafem zobrazeni f:R" — R" rozumime zobrazeni
[, :R" >R"XR", které kazdému bodu xe R" pfifadi usporfddanou dvojici
(x,f(x)) € R"XR"™. Grafem krivky

c:R>t—c(t)e R”
v R" je tedy ktivka
I[:R>t—(t,c(t)) e RXR"

v RXR". Graf kfivky znazornuje ¢asovy vyvoj a tedy také zachycuje rychlost obihani
po krivce. Rozdil mezi kfivkou a jejim grafem ilustruje nasledujici priklad:

Priklad 1.1. Zobrazeni

c:R>t—c(t)=(sint, cost) € R*

je kifivka v R*. Rovnice této kfivky majf tvar
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X =sint,

y =Cost.

Jelikoz plati x*+ y® =sin’t+cos’t=1 pro viechna t € R, je pfi tomto zobrazeni obrazem
pfimky R jednotkova kruznice v rovin€ se stfedem v pocdtku. Zobrazeni ¢ ma vyznam
,-navijeni prfimky R na kruznici" (Viz Obr. 1).

R

Obr. 1

Zcela stejny obraz, tedy jednotkovou kruZnici v R’ se stfedem v pocitku, dostaneme pro
zobrazeni
¢:R>t—¢c(t)=(sin2t, cos2t) € R?,

jelikoZ také x°+ y® =sin’2¢+cos’2t =1 pro viechna t € R (Obr. 2).

c(1)

0 T ]

Obr. 2

Pritom zobrazeni ¢ a ¢, jsou ruzna, lisi se rychlosti obihani po kruznici (tj. predstavuji
ruznou parametrizaci téZze mnoziny - kruznice). Tento rozdil mezi obéma zobrazenimi
zachyti jejich grafy: grafy zobrazeni c a ¢ jsou ktivky

I :t = (t,c(t))=(1,sint, cost),
I, :t —(2,c(2)) = (t,51n21, cos2t)

v R’ (Sroubovice), které jsou rtizné. Rychlost obihdni po kruZnici je vyjddiena ,,hustotou
zavitl" Sroubovice - rychlejsimu obthdni zfejmé odpovida Sroubovice s vEétsi hustotou zavitl
(viz Obr. 3).
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R R
T, -
—> c

—>

Obr. 3

Kontrolni kol 1.1. S vyuzitim predchoziho piikladu zadejte parametrizaci kruznice tak,
aby rychlost obihdni byla mensi, neZ u kruZnice c¢. NapisSte rovnice této krivky a nakreslete
jeji graf.

1.2. Funkce akce

Uvazujme prostor RX R", kde m je prirozené Cislo, a ozna¢me 7 projekci kartézského
sou¢inu RXR" na prvni faktor R. 7 je tedy zobrazeni, které kazdé usporddané dvojici
(t,x) € RXR" pritazuje prvni slozku .

Definice 1.1. Zobrazeni y:R — RXR"™ definované na otevieném intervalu / C R se
nazyva rez projekce 7, jestlize spliiuje podminku

moy=1id,.

RxR"

Obr. 4
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VySetfeme podrobné podminku pro fez. KaZzdé zobrazeni y:R— RXR" je tvaru
yit —(¥,(1),c(1)), kde prvni slozka %, je kiivka v R a druhd slozka c je kiivka v R™. SloZené
zobrazeni mojy pfifazuje kazdému bodu telIcR bod (mop(t)=x(Nt))=
=7(y,(1),c(1))=7,(t) e R, tedy plati woy=1y,. Je-li y fez projekce 7, je ovSem podle
definice J, = id,, jinymi slovy, prvni sloZka zobrazeni y je identické zobrazeni. Vidime, tak,
Ze fez je zobrazeni y:I1 — RXR" tvaru y:t — (t,c(1)), tj. graf kfivky c: 1 — R".

Definice 1.2. Necht y:R >t —(t,c(t)) € RXR" je diferencovatelny ez projekce 7.
Zobrazeni J'y: R — RxR" x R" definované vztahem

J'y(t) = (1,¢(1),é(1)) VieR,
kde ¢ je derivace kiivKky c, se nazyva prvni prodlouZeni rezu 7.

Je-li y dvakrat diferencovatelny tez projekce =z, pak zobrazeni J°y:R — RxR™
definované vztahem

J2y(0) = (1,¢(0),¢(1),(1) , Vi€ R,
kde ¢ je druhd derivace kfivky c, se nazyva druhé prodlouZeni rezu 7.

Analogicky se definuje r-té prodlouZeni fezu, ktery je diferencovatelny radu r.

Viimnéte si, Ze zobrazeni J'y je kfivka v . RXR" xR", a Z7e je to Fez projekce
7, :RXR™ — R. Podobné zobrazeni J’y je kiivka v. RXR™ a je to Fez projekce
7T, :RXR™ —R.

Poznamka. Nepiehlédnéte, 7e fez J'y je specidlnim pripadem fezu projekce
7, :RXR™ — R. Obecny Fez projekce 7, je totiz zobrazeni J§:R— RXR’™ tvaru
&1t) = (t,c(1), f(1)), kde slozky ¢ a f jsou libovolné kiivky v R”, zatimco prodlouzeni J'y
Fezu y projekce 7 je takovy Fez &: R — RXx R*", pro n&j% tieti slozka f je derivaci druhé

Vv

slozKy c. Analogické zavéry plati i pro vySsi prodlouzeni fezi.

Priklad 1.2. Zobrazeni J:R — RxR*" definované vztahem &(t)=(t,¢,sint) je fez
projekce 77, : RX R*" — R, neni ale prodlouZenim Z4dného fezu projekce 7:RXR"™ — R.
Zobrazeni 0: R — Rx R*" definované vztahem &t)=(t,t’,3t*) je prvnim prodlouZenim fezu
y:R > RXR", kde nt)=(t,t°), tedy plati §=J'y. Druhé prodlouZeni fezu y:R — RXR",
Wt)=(t,t’), ma tvar J*0t)=(t,1°, 3t°,61).

Poznamka. Ve fyzikdlnim kontextu se prostor R™ nazyvd konfigura¢ni prostor a
prostor R X R™ prostor udalosti. Kiivky ¢ : R — R" se nazyvaji trajektorie a popisuji pohyb
mechanického systému v konfiguracnim prostoru. Prostor RX R" X R" se nazyva evolu¢ni
prostor.
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Definice 1.3. Lagrangianem prvniho radu nebo také Lagrangeovou funkci prvniho
radu rozumime funkci L:V — R, definovanou na oteviené mnozin€é V c RXR" XR"™.
Obecné Lagrangianem r-tého radu, kde r je pfirozené Cislo, nazyvame funkci L:W — R,
definovanou na oteviené mnoziné W < RXR" X R"".

V tomto textu budeme pracovat prevazné s Lagrangiany prvniho fadu; v tom
pripadé budeme slova ,prvniho radu' vynechiavat a budeme hovorit prosté jen o
,Lagrangianech''.

RXR"xR"
Rme
L
\/T;/
|
23
T
1 R

Obr. 5

Necht L:RXR"XR"™ — R je Lagrangian definovany na oteviené mnoZiné
VC RXR"XR". Mnozinu vSech diferencovatelnych fezii y:/— RXR" projekce =

takovych, ze J'y(I)cV, budeme oznacovat I'(7). Jeji podmnoZinu tvofenou Fezy
definovanymi na okoli uzavi‘eného intervalu [a,b] © R budeme oznacovat I (7).

Je-li Lagrangian L spojity, pak pro kazdy tez ye I, , (%) je sloZend funkce
LoJ'y:I — R spojitd; tato funkce predstavuje Lagrangian podél kiivky J'y, tj. dosazeni
prodlouzeni fezu ¥ (kfivky c a jeji derivace) do Lagrangianu L. Existuje tedy integrél funkce
Lo J'y pfes interval [a,b].

Definice 1.4. Zobrazeni
b
S T, 3y > [ (Lo J'p)dte R

se nazyva funkce akce Lagrangianu L na intervalu [a,b].
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Nasim hlavnim cilem bude studium extrému funkce akce. Ze zikladniho kurzu
matematické analyzy je ndm dobie zndmy problém hledani extrému funkci, definovanych na
otevienych podmnozinidch Euklidovych prostord. Tato dloha vede na studium derivaci dané
funkce: nutnou podminkou existence extrému je nulovost prvni derivace, vlastnosti druhé
derivace (pripadné vySSich derivaci) pak umoZziuji blize charakterizovat povahu extrému
(napf. maximum, minimum).

V nasi situaci vSak tento postup nelze pouzit. S je sice realna funkce, ale definovana na
mnoziné I, , (7), ktera zdaleka nema strukturu Euklidova prostoru (nemusi mit

dokonce ani vektorovou strukturu a pokud ji md, jde o nekonecnérozmérny vektorovy
prostor). Pojem derivace na takové mnozin€ nelze zavést; pouze ve specidlnich pripadech,
kdy existuje vektorova struktura, ktera je ,,dostate¢né rozumna" (Banachtv prostor, nebo o
néco obecnéjsi topologicky vektorovy prostor, tzv. pohodlny vektorovy prostor), lze
definovat derivaci a prfi vySetfovani extrémti funkce akce postupovat metodami
diferencidlniho poctu.

Z. této situace ovSem existuje elegantni vychodisko nalezené Lagrangem, které je
univerzdlni, bez ohledu na existenci ¢i neexistenci n¢jaké ,,vhodné" struktury na mnoZiné
fezd, ktera je definiénim oborem funkce akce. Zhruba receno, misto derivaci budeme
studovat ,,variace' funkce akce; proto se prislusnd matematicka disciplina nazyva variacni
pocet nebo modernéji také varia¢ni analyza.

Zakladni Lagrangeova mysSlenka spocivd v tom, Ze se nestuduji extrémy na celém
definicnim oboru funkce akce, ale pouze na jeho jednoparametrickych podmnoZinach
(jednoparametrickych systémech ktivek). Jak uvidime déle, tim se problém vlastné prevede
na hledani extrémi realné funkce jedné realné promeénné.

1.3. Prvni variac¢ni formule

Definice 1.5. Necht 7 je diferencovatelny tez projekce 7:RXR"™ — R definovany na
oteviené mnozin€ I c R, oznaCme NMt)=(t,c(t)). Necht ddle ¢:1 — R" je pevné zvolend
diferencovatelnd kifivka a u redalné Cislo, wue (&) R, kde &£>0. Vznika
jednoparametricky systém {y,} fezi 7,:I— RxXR" projekce =, definovany
vztahem

ue (—££)

v, ()= (t,c(t)+ue(r)), Vie l.

Systém fezit {},},. .., se nazyvd deformace nebo také variace rezu p, indukovand
deformacnim zobrazenim ¢.

Je-li fez ¥ definovan na okoli intervalu [a,b]C R a plati-li @(a)=@(b)=0, fikdme, Ze
{V.}iees j€ deformace (variace) s pevnymi konci na intervalu [a,b]; v opacném piipadé
hovorime o deformaci (variaci) s volnymi konci na intervalu [a,b]. (Viz Obr. 6.)

Podminka ,,pevnych konci" @(a)=¢(b)=0 se da bez Ujmy na obecnosti nahradit

pozadavkem, Ze zobrazeni @ ma (kompaktni) nosi¢ [a,b]).

Vsimnéte si, Ze podle uvedené definice je =17, tedy fez y je skuteCné obsazen v
systému {7, },. .. Pro hodnotu parametru u=0.
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RxR" RxR"

R R
Obr. 6

Abychom se vyhnuli problémim s existenci derivaci zobrazeni, ktera se dale budou
vyskytovat, budeme v dalSim textu predpokladat, pokud nebude uvedeno jinak, Ze
uvaZovana zobrazeni jsou diferencovatelna tiidy C°. Upozoriiujeme ¢tenaie, Ze tento
predpoklad jiz nebudeme explicitné uvadét!

Definice 1.6. Bud' L Lagrangidn, definovany na oteviené mnoZiné¢ V < RxXR" X R",

S: T, (m>3>7—> ](LoJ‘n dte R
jeho funkce akce na intervalu [a,b]  R. Necht {y,},.._.,, Je deformace fezu y takovd, Ze
Y, € L, (7) pro vSechna u € (—£¢). Zobrazeni

R>(-£8)>u— T(Lo]%)dte R

a

je redlnd funkce jedné redlné proménné. Jeji prvni derivace v bod¢€ u =0, tedy vyraz

d |} 1
[E( j (LoJ }/u)dtﬂ )

se nazyva (prvni) variace funkce akce S a oznacuje se . Jeji r-ta derivace v bodé u=0 se
nazyva r-ta variace funkce akce S a oznacuje se 0'S.

Ozna¢me
(t.q'....,q") kartézské souradnice na Rx R",
(t,q',....q",q",...,¢") kartézské souradnice na Rx R" X R",
t,q',....q",q¢",....¢",g",...,4") kartézské souradnice na Rx R” x R" x R"
a prijméme amluvu, Ze pro jednoduchost budeme daile pouzivat vyhradné zkracené
oznacdeni (1,4"), (t,q'.¢") a (t,q',¢',d").

Budeme rovnéz dusledné pouzivat sumacni symboliku - kdykoliv se ve vyrazu

vyskytne dvakrat stejny index, znamena to, Ze se ve vyrazu s¢itd v mezich tohoto indexu,
které jsou ziejmé z kontextu.
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Poznamka.

Jelikoz L je funkce na (podmnozin€) RXR" X R™, mizeme ji vyjadfit v proménnych
(t,q',q").V tom piipadé piseme L(t,q',q").

Rez #1)=(1,c(t)) pak zapisujeme pomoci slozek kiivky ¢ zkrdcen& ve tvaru
Ut)=(t,c'(t)), nebo, nemiize-li dojit k nedorozuméni, ve tvaru Mt)=(t,q'(t)); nezapomeiite,
Ze tento zdpis znamend Nt) = (1,4'(1)....,q" (1)).

Podobné prodlouZeni J'y fezu {t)=(t,c(t)) pak zapisujeme pomoci slozek kfivky c a jeji
derivace ¢ zkracené ve tvaru J l;/(z‘) =(t,c'(t),¢' (1)), nebo, nemiize-li dojit k nedorozuméni,
ve tvaru le(t) =(t,q'(1),4'(1)).

Slozenou funkci LoJ'y miZeme zapsat také jako L(t,c(1),¢(t)). V Kkartézskych
soutadnicich (t,q',g") pak pouzivame vyjadieni L(t,q'(1),4'(1)).

Deformovany fez p,(1)=(t,c(t)+u@(t)) ma podle toho soufadnicové vyjadreni
7,(O)=(t,c'(t)+ug' (1)), kde ¢, 1<i<m, jsou slozky kiivky ¢. Pro jeho prodlouZeni mdme
J 17/M ) =(tct)+up(t),c(t)+u@)), kde ¢ je derivace kiivky ¢; v soufadnicich
Jljfu (1) =(t.c' (1) +u(pi (1), ¢' () + u(/’)f (1)), coz symbolicky zapisujeme jako (t,q'(1),q' (1)) .

S timto oznacenim pak pro Lagrangidn podél deformovaného ftezu, tedy funkci
LoJ'y, = L(t,c(t) +ug(t),é(t) +u@(t)) mizeme pouZivat zapis L(t,g' (t),q ().

Véta 1.1. Variace funkce akce Lagrangianu L na intervalu [a,b] indukovana
deformac¢nim zobrazenim ¢ ma tvar

Yo da L oy L
& = ![@—E—.i]@)w (t)dt+[@¢ j(b) [ 2 @ j(a)’

Definice 1.7. VysSe uvedené vyjadieni variace funkce akce ve tvaru souctu integralniho a
,,okrajového" ¢lenu se nazyva prvni varia¢ni formule.

Poznamka. Neprehlédnéte pouziti sumacéni symboliky ve Vété 1.1. Napfr'. vyraz

"

—_[qoi znamend soucet —_l(p1 /i ETES

A A’ A"

Dukaz Véty 1.1. Uréime variaci funkce akce S pfimym vypocétem. Podle véty o derivaci
integralu a véty o derivaci sloZzené funkce plati

& = {%U (LoJ'y, )dtﬂu_0 i [I %(LO T )dtlzo i
!

- [Jb' (% 0+ %W j(t)dtl_o

dL A ARs A
— HY' (t)dt+ || — HE' (t)dt =
[WL(W( j{aq_}( @ (1)
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= % ()9 ()dr + ji(r)q)" (t)dt =

I%(I)¢(t)dt_-[[digj(t)¢(t)dt+-[ (qu J;:

= J’(%-%%}(rW (1)dt +[§qL J(b) [;;L J(a)

kde jsme pfi tpravé druhého €lenu postupné vyuZili integraci per partes a Newtonovu formuli
o integraci primitivni funkce.

1.4. Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

Definice 1.7. Bud L Lagrangian, S jeho funkce akce. Rez ¥ projekce 7:RXR" — R se
nazyva extremala Lagrangidnu L na intervalu [a,b], jestlize d5=0 pro kazdé deformacni
zobrazeni ¢ takové, Zze ¢(a)=@(b)=0. (Volnéji miZeme fici, Ze fez ¥ se nazyva extremala
Lagrangianu L na intervalu [a,b], jestlize pro kazdou deformaci fezu y s pevnymi konci je
prvni variace funkce akce Lagrangidnu L na intervalu [a,b] nulova).

Rez 7 projekce 7:RXR™ — R se nazyvd extremala Lagrangidnu L, jestlize je extreméla
na kazdém uzavieném intervalu [a,b]C R.

Nyni jiz miZeme vyslovit zdkladni tvrzeni, uddvajici nutnou a postacujici podminku pro
to, aby fez byl extremalou daného Lagrangianu:

Véta 1.2 (Eulertuv-Lagrangeiv teorém). Necht L je Lagrangian definovany na
otevirené mnoziné v R X R" X R". Rez ye I'(x) je extremala Lagrangianu L pravé tehdy,
kdyZ je resenim rovnic

d. d dL ) .
1.1 —_— = 1<i<m.
(1.1) [0761 d&q} Jy=0, 1<i<m

Definice 1.8. Rovnice (1.1) pro extremdly Lagrangidnu L se nazyvaji Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice. Funkce

E(L)= A _dd i

d' dtdy

vystupujici na levé stran€¢ Eulerovych-Lagrangeovych rovnic, se nazyvaji Eulerovy-
Lagrangeovy vyrazy.

Nez pristoupime k dikazu véty, podivame se na uvedené rovnice podrobnéji. Jak vime,
definicnim oborem Lagrangidnu je oteviend mnoZina v  RXR" X R", coZ znamena, 7e ve
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zvolenych (kartézskych) soufadnicich je L funkce proménnych (¢,q',4') (nezapomeiite, Ze
toto je struéné oznadeni pro (t,q',...,q".q',...,¢")). Vysetifme nejprve defini¢ni obor
Eulerovych-Lagrangeovych vyrazii E.(L), 1<i<m. Vyjadifime-li totdlni derivaci podle f,
dostaneme:

2 ) 5
Ey=2L_dd _d _JL_IL . L

o didi d ad i A

. 1, v v . . v 2 I o0 =i v sz~
Vidime, Ze pro vSechna i, E,(L) jsou funkce proménnych (z,q',4'.q'), coz znamena, Ze

1<i<m.

jejich definicnim oborem je oteviena mnozZina v RXR"™ X R"™ X R"™. Po dosazeni fezu ¥
(kfivky ¢ :R — R", jejimz grafem je y) ziskdme funkce zavislé na krivce c, jeji prvni a
druhé derivaci, tj. funkce zavislé na druhém prodlouZeni fezu ¥; proto maji levé strany
rovnic (1.1) tvar E,(L)oJ’y. Celkové zjistujeme, 7¢ Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (1.1)
predstavuji systém m (tedy tolik, kolik je proménnych ¢') obyéejnych diferenciilnich
rovnic druhého Fadu pro m slozek c'(r), 1<i<m, nezndmych kiivek c:R — R". Casto je
stru¢né zapisujeme ve tvaru

Vsimnéme si, Ze zdvislost funkcei E,(L) na proménnych ¢, 1< j <m, je afinni, tj. typu
A +B,q’,

kde funkce A, 1<i<m, a B;, 1<ij<m, jiZz zaviseji pouze na proménnych

(t,q',....q",¢",....,¢"). V disledku toho Eulerovy-Lagrangeovy rovnice tvori systém

obycejnych diferencidlnich rovnic druhého radu, afinnich v druhych derivacich, tedy
tvaru

(1.2) By(t,q'(1).4'(0)§’ () + A (1,4 (1),¢' 1) =0, 1<i<m.

Ukol: S vyuZitim vySe uvedenych vypocti vyjadrete funkce A, B, 1<i,j<m, pomoci
Lagrangidnu L.

Ve zbyvajici Casti tohoto odstavce se budeme vénovat dikazu Eulerova-Lagrangeova
teorému. Zacneme pomocnym tvrzenim.

Lemma 1.1 (Fundamentilni Lemma varia¢niho po¢tu). Necht /:R — R" je spojita
funkce definovana na okoli intervalu [a,b] — R. Jestlize

T h(r)g(t)dt =0

a

pro kaZdou spojitou kfivku ¢: R — R" s kompaktnim nosi¢em [a,b], pak plati 7=0 na
[a,b].

Ve vyse uvedeném lemmatu oznacuje h(7)¢(t) standardni skaldrni soucin vektorG v R*,
tedy
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h() (1) = h'(1) @ () + h* (D) @* (1) +-+-+ K (1) ¢ (1),
kde h' (resp. ¢), 1<i<k, jsou sloZky zobrazeni A (resp. @).

Dukaz Lemmatu 1.1. Budeme postupovat sporem. Pfedpoklddejme, Ze zobrazeni h neni
na intervalu [a,b] nulové. Existuje tedy Cislo z, € [a,b] takové, ze h(t,)#0. Pro slozky
zobrazeni h to znamend, Ze existuje index p, pro ktery h”(t,)#0. ProtoZe je zobrazeni h
spojité, jsou také vSechny jeho slozky spojité. Specielné funkce h” je spojitd v bodé ¢,, a
protoze h”(t,)#0, existuje okoli U bodu ¢,, na némZ funkce A" neméni znaménko (je na
celém okoli bud’ kladnd nebo zdpornd, podle toho, zda ¢islo h”(t,) je kladné nebo zaporné).
Lze predpokladat, ze U =(t,—d,t,+ J) [a,b], kde 0>0 je vhodné ¢islo. Zvolme zobrazeni
@ tak, aby bylo spojité, a aby platilo

=0 naR\U,
¢’ >0 nal,

@ =0 naU proVi#p.
Takto zvolené zobrazeni ¢ ma nosi¢ [a,b]. Dostavame pro néj

O et)=h' )@ )+ +h" () @" () +-+h (P () =h" (1) ¢" () #0 naU,

pricemz toto ¢islo je vSude na U bud jen kladné nebo jen zdporné. Plati tedy
)

Ty
j‘ h(t)p(t)dt = _r h? ()@’ (t)dt #0,
a ty—6
nebot integrujeme funkci, kterd na integrované mnozing€ je vSude rtiznd od nuly a neméni
znaménko. To je ov§em spor s predpokladem, Ze uvazovany integrél je nulovy. ¢

Nyni méame jiZ vSe pripraveno pro dikaz Eulerova-Lagrangeova teorému.

Dukaz Véty 1.2. Tvrzeni je pifimym disledkem prvni variaéni formule.

Nejprve predpokladejme, Ze fez ye€ I'(7) je extremdla Lagrangianu L. Podle definice je
y extremadla L na kazdém intervalu [a,b]  R. To znamend, Ze pro kazdou deformacni funkci
@ s pevnymi konci na intervalu [a,b] je variace funkce akce Lagrangianu L nulov4, a to pro
libovolny interval [a,b] C R. Zvolme pevné interval [a,b]. Podle Véty 1.1. plati

¥ &l/ d 0—[4 i &ll i _ gl‘ i _
& = j (—i—g—.fjmq) (Ddi+ =5 (b)) () =~ (@' (a) =0,
a tedy také

A AN

j(— _Z_"‘)(W (Hdt =0,

nebot @(a)=@(b)=0. Bez Gjmy na obecnosti se 1ze omezit na deformacni funkce s nosi¢em
[a,b]. Pak Ize aplikovat Fundamentédlni Lemma varia¢niho poctu: dostaneme

[i—iij(t) =0, pro Vte[a,b],,1<i<m,

dg'  dt A

a
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Vv s

neboli v presnéjSim zapisu

d. d dL )
————|oJy|(t)=0 pro Vte[a,b], 1<i<m.
([aq, o &qj 7]( )=0p [a,b]
Z libovolnosti intervalu [a,b] nyni vyplyva, Ze fez y spliiuje Eulerovy-Lagrangeovy rovnice
i—ii oJ?y=0, 1<i<m.
8ql dt &ql

Obracené predpokladejme, Ze tez % spliiuje Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Z prvni
varia¢ni formule pak ihned vyplyvd, Ze pro kazdou deformaci s pevnymi konci je dS=0 na
kazdém intervalu [a,b]C R. ¢

1.5. Varia¢ni dlohy pro krivky v R

V tomto odstavci se budeme zabyvat variacnimi dlohami pro kfivky v R, to znamend pro
zobrazeni c:R>t—c(t)e R, kde c(t) je diferencovatelnd funkce jedné proménné.

Souradnicové vyjadreni kiivky ¢ se zapisuje bud ve tvaru c:t — c(t) = (q(t))€ R, pripadné
pomoci kartézské soufadnice (x) ve tvaru c:t — c(t) = (x(t)) € R. Kiivky v R si lze ndzorné
predstavit jako jednorozmérné pohyby castice.

Priklad 1.3. Krivka ¢, :t — x(t) =v, -t, vyjadfuje rovhomérny piimocary pohyb castice
po ose x konstantni rychlosti v,. V ¢ase r=0 Castice startuje z polohy x=0 rychlosti v, a
za stejné ¢asové intervaly vZdy urazi stejné dlouhé useky.

. 1 : .
Priklad 1.4. Kfiivka c,:t = x(¢) = an -1*, vyjadfuje rovnomérné zrychleny pifmocary

pohyb céstice po ose x s konstantnim zrychlenim a,. V Case t=0 Céstice startuje z polohy
x=0 s nulovou pocatecni rychlosti, délka urazenych tsekl za stejné ¢asové intervaly vsak
rovnomérné nardstd s dobou, kterda uplynula od zac¢atku pohybu.

Priklad 1.5. Kfivka c,:t — x(t) = Asint, vyjadfuje harmonické kmitani ¢astice po ose x
kolem bodu x=0 speriodou 27 a smaximalni vychylkou x=+A. Céstice neustile
periodicky prochédzi polohami z intervalu [-A,A].

Daleko nazorn€j$i predstavu o kfivkdch v R, tedy o jednorozmérnych pohybech
poskytuje graf kfivky, ktery vyjadruje zavislost okamzité polohy ¢astice na ¢ase. Pfipomenime
si, Zze grafem krivky c:R>t—c(t)e R je zobrazeni I :R>t—(t,c(t))e R?, které
kazdému bodu te R piifadi uspoiadanou dvojici (¢,c(t))e R*. Grafem kifivky ¢ v R' je tedy
kiivka T, v R’. Soufadnicové vyjddieni grafu kfivky ¢ bude mit tvar

[ :t—=(c@)=(t,q()e R?, nebo [ :t—=c(t)=(tx())e R’

Ukol : Nacrtndte grafy kfivek c,,c,,c; z predchozich prikladd 1.3., 1.4. a 1.5.
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Graf I, kfivky ¢ lze vhodné reprezentovat pomoci lokdlnitho Fezu ¥ projekce
ZT:RXR— R, to znamend pomoci zobrazeni ¥:R — RXR definované na otevieném
intervalu I R, které spliiuje podminku 7o y= id,.

V extremdlnich tdlohdch vystupuji také derivace hledanych kfivek, proto musime ftezy
prodluzovat. Zobrazeni J'y: R — RXRXR definované vztahem

J'y(t) = (t,c(t),é(t)) Viel,

kde ¢ je derivace kfivky ¢, se nazyva prvni prodlouzZeni fezu p. Jestlize tez ¥
reprezentujici  graf I néjaké  kiivky ¢ md  souradnicové  vyjddreni

c

y:t = (t,c(t))=(t,q(t))e R*, pak jeho prvni prodlouZeni mi soufadnicové vyjadfeni
) . dq(t
I = (1.q(0).4(0). ke ) =12

Klicovym prvkem variaénich uloh je Lagrangidn, nebo-li Lagrangeova funkce.
Lagrangianem prvniho radu variacnich tdloh pro kfivky v R rozumime funkci L:V — R,
definovanou na oteviené mnoziné V c R’, tvaru L(t, q,q),respektive tvaru L(t,x,x).

Jelikoz kiivky v R maji pouze jednu slozku (g(t)), respektive (x(¢)), redukuji se nutné a
postacujici podminky pro extremdly vySe uvedenych Lagrangidnd, tedy Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice, pouze na jedinou rovnici tvaru

A dd_,

d drdy
respektive tvaru

A _dd_

Koodt ko

coZ je obycejnd diferencidlni rovnice druhého faddu pro nezndmou funkci ¢(¢), respektive

y(x), charakterizujici hledanou k¥ivku v R, pifpadné jeji graf v R”.

Z teorie diferencidlnich rovnic vime, Ze obecné teSeni obycejné diferencidlni rovnice
druhého tadu zdvisi na dvou integracnich konstantich, jinymi slovy mnoZina extremadl je
dvouparametrickd. K ureni konkrétni extremdly je nutno dopocitat hodnoty téchto
integra¢nich konstant. K tomu jsou obvykle k dispozici dvé dodate¢né podminky. VétSinou
jde o zadéani bodu, kterym ma kfivka (graf kiivky) prochdzet a zadani jejiho te¢ného vektoru
v tomto bodé¢, jinymi slovy v Case t=t, je zaddna hodnota funkce ¢(z,)=¢q,, a hodnota

rychlosti ¢(t,) =v,, hovorime o tzv. pocatecnich podminkach.

Priklad 1.6. Uvazujme Lagrangidn L: R’ — R, dany v kanonickych soufadnicich (z,q,¢q)
vztahem

. 1 .
L(t,q,q) =5mq2,

kde m je kladna konstanta. Tento Lagrangian ma vyznam kinetické energie Castice o
hmotnosti m, ktera se pohybuje v jednorozmérném konfiguracnim prostoru R.

Ze zadani je zfejmé, Ze L definuje variacni problém pro krivky v R, tedy pro zobrazeni
c:R>t—c(t)e R. Eulerovy-Lagrangeovy rovnice Lagrangidnu L proto bude tvofit jedind
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obyCejnad diferencidlni rovnice druhého tadu. JelikoZ funkce L nezdvisi explicitné na
proménnych ¢,q , tj. plati

Ay a_,
ot 2

ma EulerGv-Lagrangetiv vyraz jednoduchy tvar
dd._ J°L.

MO a0

Eulerova-Lagrangeova rovnice je —mg =0, tj. ¢ =0. Po dvojndsobné postupné integraci této

-mq .

rovnice dostaneme, Ze feSenim jsou vSechny linedrni funkce
q(t)=ct+c,,
kde ¢, c, jsou integracni konstanty. Vidime, Ze extremaly daného Lagrangidnu (grafy vyse
uvedenych kiivek) jsou vSechny p¥imky v roviné R’. Kazdé konkrétni feSeni pak je uréeno
zaddnim integracnich konstant (volbou bodu, kterym piimka prochazi a jejitho smérového
vektoru, tj. polohou ¢(#,) arychlosti g(z,) v Case t).
Uvedeny variaéni problém popisuje pohyb volné castice (hmotného bodu, na néjz

N 24

Priklad 1.7. Uvazujme Lagrangidn L: R’ — R, dany v kanonickych soufadnicich (z,q,q)
vztahem

1
L(t,q,9) = quz - mgq,

kde m,g jsou kladné konstanty. Z predchoziho ptikladu vime, Ze prvni Clen Lagrangianu je
kinetické energie Céastice o hmotnosti m, pohybujici se po redlné piimce. Druhy clen, tedy
vyraz mgq , predstavuje potencialni energii castice v tthovém poli ve vysce ¢, konstanta g
oznacuje tthové zrychleni.
Sestavime Eulerovu-Lagrangeovu rovnici pro tento variaéni problém, to znamena
vypocteme nejdiive parcidlni derivace
dL

=-mg, Si=mq,

2 2

a totalni derivaci

dA_d
dt dy dt D=

Eulerova-Lagrangeova rovnice mé v tomto piipad¢ tvar
-mg-—-mg=0,t. g=-g.

Jednd se opét o jednoduchou diferencidlni rovnici druhého tadu, jejiz dvojndsobnou
postupnou integraci dostaneme,

1
q(t) = 5 gt’ +ct+c,,

kde ¢, c, jsou integra¢ni konstanty. Extremaly daného Lagrangidnu (grafy vyse uvedenych
kiivek) jsou urcité paraboly v roviné R’. Konkrétni feSeni problému ziskdme vypoctenim
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integracnich konstant c,, ¢, na zdklad€ zadanych hodnot ¢(0) =g, (pocatecni vyska, ve které
se ¢astice nachazi) a ¢(t,) = v, (pocatecni rychlost ¢astice).
Jestlize pocatecni rychlost ¢astice v, =0, dostdvame
[
qt)=q, —— 8"
2
coz je kiivka v R popisujici volny pad castice s pocatecni vysSky g¢,. Z této rovnice snadno

ur¢ime, za jak dlouho castice dopadne na vodorovnou rovinu, tzn. ¢asovy okamzik #,, kdy

. [2
q(t,) =0, je dan zndmym vztahem ¢, = 4o
8

Priklad 1.8. Uvazujme Lagrangidn L: R’ — R, dany v kanonickych soufadnicich (z,q,q)
vztahem

1 5, 1.,
L(t,q,q) =—mqg- ——kqg",
(,9,9) S kd

kde m,k jsou kladné konstanty. Opét se jednd o Castici pohybujici se v jednorozmérném

N ) .y i o1 y .
konfigura¢nim prostoru R, tentokrat druhy ¢len v Lagrangianu, tedy vyraz Equ , predstavuje
potencialni energii pruznosti v poloze g.

Eulerova-Lagrangeova rovnice bude mit tomto pripad¢ tvar

—kq—mg=0,
nebo po upravé
j+wq=0,
kde kladna konstanta @’ =%. Zde se jednd o linedrni diferencidlni rovnici druhého radu
s konstantnimi koeficienty a s nulovou pravou stranou. Sestavime charakteristickou rovnici

r+a’ =0,
jejiz teSeni tvori dvojice komplexné sdruzenych vlastnich Cisel A, , =+tiw. Bazi mnoziny
vech feSeni vyse uvedené diferencidlni rovnice tvoii funkce g (t)=e'” a q,(t)=e¢"".

Resenim nasf varia¢ni dlohy viak md byt kiivka v R, funkce g,(t),q,(¢)viak nabyvaji
komplexnich hodnot a proto nejsou vhodné pro zapis feseni. Z tohoto diivodu volime jinou
bazi mnoZiny vSech feseni, a sice funkce

q,(t)= l.(e"“’ —e ') =sinax,
2i

g,(t) = %(e“‘" +e ™) =cosar,

pomoci kterych pak méd obecné feseni diferencidlni rovnice G+ @’q =0 tvar

q(t)=C,sinawt + C, cos at.
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Zavedeme-li misto integracnich konstant C,,C, vhodnéjsi konstanty A, pomoci vztaht
C,=Acosa a C,=Asina, lze obecné feSeni zapsat (uzitim vzorce pro sinus souctu
argumentil) ve tvaru

q(t) = Asin(at + ).

‘ ) PR . . .y . 2 Y
Extremaly daného Lagrangidnu jsou tedy sinusoidy v roviné R* s periodou —— . Konkrétni
w

feSeni problému opét ziskdme urcenim integracnich konstant A, na zdkladé¢ zadanych
hodnot ¢g(0) = g, (poc¢atecni poloha ¢astice) a ¢(t,) =v, (pocatecni rychlost ¢astice).
Uvedeny variacni problém popisuje jednorozmérné harmonické kmitdni castice kolem

bodu ¢ =0 s periodou T = 2z = Zﬂ'\/% , amplitudou A a pocate¢ni fazi «.
w

Eulerova-Lagrangeova rovnice, coZ je obycejnd diferencidlni rovnice 2. radu, se snadno
re$i v piipadech, kdy v Lagrangianu L = L(t,q,q) se néktera z proménnych nevyskytuje.
V takovych pripadech se da jednoduse urcit tzv. prvni integral, to znamend funkce, ktera je
konstantni podél tfeSeni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. Pomoci prvniho integrédlu se pak
Eulerova-Lagrangeova rovnice redukuje na diferencidlni rovnici prvniho radu, kterou jiz pak
je mozné fesit rdznymi integra¢nimi metodami. Mohou nastat nasledujici vyznacné pripady.

¢ Lagrangian L nezavisi na proménné ¢, tedy L= L(t,q).
o dL : :
V tomto pripadé Z =0 a Eulerova-Lagrangeova rovnice se redukuje na tvar

dd_,
dtag
odtud dostdvame prvni integral

Pk

kde C, je integracni konstanta. Z posledni rovnice lze principdln€ vypocitat g, tzn.

. dgq
=—=f(t_C
q dr f@C)

a naslednou integraci dostaneme teSeni ¢(z).

¢ Lagrangian L nezavisi explicitné na proménné 7, tedy L= L(q,q).

Eulerova-Lagrangeova rovnice zlstava formaln¢€ nezménéna

Vyndsobime-li ji ¢, miZeme psat
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o T4, . Cla_q. a_q'q_

dL_.dd._dL_.dL d| . dL +aL..
q&q dt dg dt qaq dt

coZ jiz dava prvni integral

V posledni rovnici vSak podle predpokladu nebude vystupovat proménnd f, miiZeme proto
vypocitat ¢ jako funkci g

. dq
= — = ’C .
q d f(q.C)

Jako dalsi krok se zde nabizi separace proménnych nebo vhodna substituce.

¢ Lagrangian L nezavisi explicitné na proménné 7, ani na proménné ¢, tedy
L=L(g).
S timto pripadem jsme se jiz setkali pii teSeni Piikladu 1.6. Pro Lagrangidn tvaru
L= L(q) tedy plati, Ze
A_o X
a
a Bulerova-Lagrangeova rovnice ziskdva jednoduchy tvar

2
da__F L, o

=0,

Twd A

2

Vv,

Za predpokladu, Ze funkce g(g)= dJ # 0, dostdvame nejjednodussi diferencidlni rovnici 2.

g’
radu g =0, jejiz feSenim jsou vSechny linedrni funkce
q(t)=ct+c,,

kde c,, ¢, jsou integracni konstanty.

Pripad, kdy Lagrangian L nezavisi na proménné ¢ , tedy L= L(t,q) vede na nekorektné
definované variacni ulohy, ve kterych feSeni obecné nemiiZze splnit pocate¢ni podminky.

v . .. dL . )
Skutecné, jestlize E =0, pak Eulerova-Lagrangeova rovnice se redukuje na tvar

dL(t,q) _
coz vSak neni diferencidlni rovnice, nybrz analytickd rovnice popisujici néjakou mnoZinu
bodii v R?, kterd obecn& nemusi byt grafem kiivky v R a uZ viibec nemusi spliiovat

0,

pocate¢ni podminky.
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Kontrolni tkol 1.2. Napiste Eulerovu-Lagrangeovu rovnici Lagrangianu L, ktery ma tvar
L(t,q,q)=M(t,q)+ N(t,q)-q, kde M(t,q),N(t,q) jsou diferencovatelné funkce tridy C'.
Diskutujte, zda reSeni této rovnice bude spliiovat zadané pocatecni podminky.

1.6. Varia¢ni ulohy pro krivky v R’

Jestlize kfivky v R reprezentuji pohyby ¢astice v jednorozmérném konfigura¢nim prostoru
R, budou kfivky v R?, tedy zobrazeni ¢: R >t — c(t) € R*, zfejmé& popisovat pohyby &éstice
ve dvojrozmérném konfiguraénim prostoru R, to znamena pohyby v roviné.
Soutadnicové vyjadieni kiivky ¢ v R* bude zfejmé tvaru c:t — c(t) = (¢'(t),q°(t)) € R?,
pifpadné v kartézskych soutadnicich (x,y) tvaru c¢:t — c(t) = (x(¢), y(t)) € R*.

Grafem k¥ivky ¢ v R pak je kiivka I.: R >t — (t,c(t))e R> v R’, jejiz soutadnicové
vyjidieni bude mit tvar  TI.:t—(t,c(t))=(t,¢'(t),q°(t))e R’, nebo v kartézskych
soufadnicich T, : 1 — c(t) = (¢, x(t), y(t)) € R’

Lagrangianem prvniho fadu pro tyto variacni tlohy bude funkce L:V — R, definovana
na oteviené mnoziné V . RX R’ X R* tvaru L(t,q',q",4"',¢°), piipadné tvaru L(t,x, y, X, ).

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pro extremaly vySe uvedenych Lagrangidni budou dvé
rovnice

AL _dd_
&ql dt &ql ?
d _dd _
&qz dt &qz ?
pripadné v kartézskych souradnicich
Ad_dd_
K dt ko
A_dd _
o dr

Jednd se o dvé obycejné diferencidlni rovnice druhého ddu pro dvé nezndmé funkce
q'(t),q°(t), respektive x(¢), y(t), které urcuji hledanou kfivku v R*, pifpadné jeji graf v R’
ReSeni kazdé z téchto dvou diferencidlnich rovnic bude zédviset na dvou integraénich

konstantach. Celkové tedy bude mnoZina extremal je Ctyfparametrickd. K urceni konkrétni
extremdly, tzn. k ur€eni téchto 4 integracnich konstant potifebujeme 4 dodatecné podminky.

VétSinou jde o zadéni tzv. pocateénich podminek, dvé podminky ¢'(t,)=gq;. ¢°(t,)=q;
uréuji polohu &astice v Case t =¢, a dal§f dvé podminky ¢'(t,) =v,, ¢°(t,) =v, uréuji slozky
vektoru pocatecni rychlosti.
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Ukol : Zopakujte si vétu o implicitné uréené funkci jedné proménné.

Resenim vyse uvedenych Eulerovych-Lagrangeovych rovnic je tedy urcitd kfivka ¢ v R?,
tedy zobrazeni c:t — c(t) = (x(1), y(t)) € R*. N&kdy nas viak zajima pouze obraz k¥ivky ¢ v
R> nebo-li trajektorie pohybu popsaného zobrazenim ¢, coZ je mnoZina bodi
Tr(c)={(x(t),y(t))e R*,te R}, pro kterou se vzil ndzev rovinna krivka. MnoZinu
Tr(c)c R*> lze tedy vyjadfit napf. v kartézskych soufadnicich (x,y) v R®> pomoci
parametrickych rovnic

x=x(t)
y=y(t),te R.

Z téchto rovnic lze Casto eliminovat parametr ¢ a vyjadfit rovinnou kiivku 7r(c) pomoci
jedné rovnice P(x,y)=0, svazujici x-ové a y-ové souradnice bodii mnoziny Tr(c). Za
jistych predpokladii je mozné lokdlné, tzn. na okoli bodii mnoziny Tr(c), rovinnou kiivku
Tr(c) reprezentovat grafem urcité diferencovatelné funkce y = y(x), kterd je implicitné
urcena rovnici ®(x, y(x))=0. To jinymi slovy znamend, e obraz Tr(c) kiivky ¢ v R*, lze

lokdlng reprezentovat pomoci grafu T, : x — ¢,(x) = (x, y(x))€ R* n&jaké kfivky ¢, v R'.

Zduraznéme ovSem, Ze tato situace je specifickd a plati pouze pro rovinné kfivky, to
znamend pro obrazy kiivek v R’. Prostorové kiivky, tzn. obrazy kiivek v R’, nelze obecné

reprezentovat pomoci grafti kiivek v R>.
Poznamenejme, Ze vylou¢ime-li z parametrickych rovnic rovinné kfivky 7r(c) parametr

t, ztracime tim informaci o pohybu po kfivce c¢. Z toho divodu variacni dlohy pro obrazy
kiivek v R’, nékdy nazyvame variaéni iilohy pro trajektorie v R>.

Ke variaénim tlohdm pro trajektorie v R’lze tedy pfistupovat jako k varia¢nim dlohdm

pro kiivky v R. Obrazy Tr(c) kfivek ¢ v R, reprezentujeme pomoci grafli

L, 1x—cy(x) = (x, y(x)) kiivek ¢, v R'. Lagrangidnem prvniho fadu pro tyto tlohy bude

&

funkce tvaru L(x,y,y"), kde y'=% a Eulerova-Lagrangeova rovnice v téchto pripadech
X
vypada
A_dd_,
& dedy

Poznamka: Je evidentni, Ze ve varia¢nich tlohé4ch pro trajektorie v R> maji promé&nné
(x,y,y) (v tomto porfadi) zcela rovnocenné postaveni jako proménné (t,q,g) ve varia¢nich

ulohédch pro kiivky v R. VSechny vztahy uvedené v notaci (¢,q,q), zvIasté tvar prvnich
integralli ve specidlnich pripadech Lagrangidnt L(t,q,q), plati ve stejném tvaru pro piipad
notace (x,y,y’), nahradime li v nich odpovidajici rovnocenné proménné.

Vzdy vSak musime mit na paméti, Ze pii znaCeni derivaci podle proménné ¢ uZivdme
»teCkovanou* notaci a pfi znaceni derivaci podle proménné x uZivame ,,Cdrkovanou* notaci.
TakZe napf. totdlni derivace funkce f(¢,q,q) podle proménné ¢ se zapisuje
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U A )
dt dt dgq  9q

zatimco totdlni derivace funkce f(x,y,y") podle odpovidajici rovnocenné proménné x ma
tvar

@O

dx ox dy ay’ Y

Reseni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice zde dostidvdame bud v explicitnim tvaru
y=y(x,C,,C,) nebo vimplicitnim tvaru &(x,y,C,,C,)=0, nebo nékdy také
v parametrickém tvaru x=x(C,,C,), y=y(C,,C,). Refeni zde tedy stejné jako ve
variacnich ulohdch pro kiivky v R obsahuje dvé integracni konstanty. Na rozdil od

varia¢nich tloh pro kiivky v R se vSak v tlohdch pro trajektorie v R> obvykle zadavaji
misto pocatecnich podminek, tzv. podminky okrajové. Jde o zadani dvou bodd, kterymi ma
rovinnd kiivka Tr(c), Cili trajektorie kfivky ¢ prochdzet, jinymi slovy jsou zaddny hodnoty
funkce y(x) v krajnich bodech intervalu I = (a,b), tzn. y(a)=y,,y(b) =y,.

Priklad 1.9. (Minimdlni rota¢ni plocha)

Necht (x,y(x)) je rovinnd ktivka, kterd je grafem funkce y(x). Necht tato kfivka
prochdzi body A(a,y,) a B(b,yz). Uvazujme rotacni plochu vzniklou rotaci této kiivky

kolem osy x. Ze vSech vuvahu pfichdzejicich kfivek urcete tu, pro kterou je obsah
odpovidajici rotacni plochy minimalni.

Obr.7

ReSeni: Obsah rotaéni plochy vzniklé rotaci grafu funkce y(x) kolem osy x v mezich
X =a a x=bje urCen integralem
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b
S = ZﬂIy 1+ y"dx,

kde +/1+y?dx je infinitesimdlni element délky oblouku rovinné kiivky y = y(x).Tento

integral m4 tedy roli funkce akce v této tiloze a Lagrangidnem je zde funkce L = y/1+ y”.
MnozZina vSech v tvahu prichédzejicich rovinnych kiivek je tvorena grafy diferencovatelnych
funkci tiidy C' prochézejicich zadanymi body.

Ze struktury Eulerovy-Lagrangeovy rovnice je zfejmé, Ze konstantu 27 mlizeme vypustit,

resp. celou rovnici pak vydélit 27 . Lagrangian nezavisi explicitné na proménné x, existuje
tedy prvni integrdl Eulerovy-Lagrangeovy rovnice ve tvaru
, oL

L-y<=c,
yay/ 1

coZz po dosazeni naSeho Lagrangidnu dava

Wity -y—22_=c
V1+y7

a po upravé

y=CJ1+ 7.

Tuto diferencialni rovnici budeme fesit separaci proménnych. Rovnici nejdfive umocnime na
druhou a vyjadiime y’

’ 1 2 C2
= - .
Y C Y 1

Provedeme separaci proménnych a integrujeme

J-Ly' = jdx.

C,arg cosh[clj =x+C,,

1

Po integraci dostdvame rovnici

ze které vyjadrime explicitni zavislost y = y(x)

y(x)=C, cosh[x ZCZ ]

1

Kftivky, které jsou grafy takovych funkci se nazyvaji retézovky. Hodnoty integracnich
konstant C,C, stanovime na zdklad¢€ okrajovych podminek y(a)=y, a y(b)=y,.
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Poznamka: Nazev fetézovka je odvozen od jiné variacni ulohy, kterd vede ke stejnému
reSeni. Jedna se o rovnovahu té€zkého vlakna zavéseného na dvou koncich. V1akno se vlivem
vlastni tihy prohne pravé do tvaru fetézovky.

Poznamka: Rotaci fetézovek vznikaji jediné minimdlni plochy, které se nazyvaji
katenoidy. Z geometrického hlediska je katenoid plochou nulové stiedni kiivosti, to
znamend, Ze v kazdém jejim bod€ se poloméry ktivosti dvou k sobé kolmych normélovych
fezu lisi jen znaménkem.

Priklad 1.10. Mezi vSemi piipustnymi rovinnymi kfivkami, které prochazeji body A(1,3)
a B(2,1), naleznéte tu kterd je extremalou funkce akce

2
S = J. v+ x*y)dx.
1

s PR P . v « P « ) aL
ResSeni: Lagrangian vtomto pifipadé nezdvisi na proménné y, tzn. a—zO, Eulerova-

y
. d JL L .. .
Lagrangeova rovnice je tedy tvaru Ty =0, takze mame prvni integral tvaru
X 0y
oL 2 ., C =1
=14+2xy"=C,, neboli y =——,
ay/ y 1 y 2x2
a naslednou integraci ziskdvame mnozinu extremal v explicitnim tvaru
C -1
y(x) = Gl +C,.
2x

Z okrajovych podminek y(1)=3,y(2)=1 dostdvime soustavu rovnic pro integracni
konstanty C,,C,

—%(C1 -D+C, =3,
1
_Z(Cl -D+C, =1,
jejiz teSenim jsou hodnoty C,=-7 a C,=-1. Hledanou extremdlou je graf funkce

y(x)= 4 1, tedy hyperbola. Nacrtnéte jeji graf.
X

Priklad 1.11. Mezi vSemi pripustnymi rovinnymi ktivkami, které prochazeji body A(0,1)
a B(2x,1), naleznéte tu kterd je extremdlou funkce akce

2
S = [ = y
0
Reseni: Lagrangian je v tomto piipadé tvaru L(x, y,y) = (y”* — y*). Sestavime Eulerovu-

Lagrangeovu rovnici, kterd bude mit tvar

—2y-2y"=0, resp. y+y =0,
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Jednd o linedrni diferencidlni rovnici druhého tadu s konstantnimi koeficienty a s nulovou
pravou stranou. . Sestavime charakteristickou rovnici

A +1=0,
jejiz feSent tvoif dvojice komplexné sdruZenych vlastnich ¢isel 4, , = £i. Bazi mnoZiny vSech
feSeni vyse uvedené diferencidlni rovnice tvori funkce y,(x)=e" a y,(x)=e™".

Resenim nasf variaéni dlohy viak m4 byt rovinna kiivka v R*, funkce ¥, (x), y,(x) vSak
nabyvaji komplexnich hodnot a proto nejsou vhodné pro zdpis teSeni. Z tohoto diivodu
volime jinou bdzi mnoziny vSech reSeni, a sice funkce

_ I . .
Y (x)=—(e" —e™)=sinx,
2i

1 . .
y,(x)= E(e”‘ +e™™)=cosx,

pomoci kterych pak ma obecné redlné feseni diferencidlni rovnice y”+ y =0 tvar
y(x)=C;sinx+ C, cos x.

Z okrajovych podminek y(0)=1,y(27)=1 obdrzime soustavu rovnic pro integracni
konstanty C,,C,, kterd bude mit v tomto pripadé nekone¢né mnoho feSeni. Pro integracni
konstantu C, dostaneme zobou rovnic, Ze C, =1, zatimco integrani konstanta C,

nevystupuje v Zzadné z té€chto rovnic a muze byt tedy zfejmé libovolnd. Tato variacni dloha
tedy mé za danych okrajovych podminek nekone¢né¢ mnoho feseni tvaru

y(x)=C,sinx+cosx,

kde C, je libovolné redlné Cislo.

Priklad 1.12. Naleznéte extremdalu funkce akce
b
S = J((ny +(x*+e’)y)dx

pii zadanych okrajovych podminkich y(a) =1y, a y(b) = y,.

ReSeni: Lagrangian je v tomto piipadé tvaru L(x,y,y) = 2xy+(x*+e’)y’. Vypolteme
parcidlni derivace

y /7

ey

oL , oL , dJdL
—=2x+e'y, —=¢), ——=
dy dy dx dy

a sestavime Eulerovu-Lagrangeovu rovnici, kterd bude mit tvar
2x+e’y —e’y' =0, tedy x=0.
Prfimka x =0 vSak nespliiuje okrajové podminky.

Upravime-li Lagrangidn L(x,y,y") nasledujicim zptisobem
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L(x,y,)=2xy+ (x> +e’)y =2xy+ (x> + e}')? = 2xydx + (x> + e’ )dy,
X

zjistujeme, Ze se jednd diferencidlni formu M (x, y)dx+ N(x,y)dyv R*,kde M (x,y)=2xy a

N(x,y) = (x> +e"), kterd je uzaviena, nebot splituje podminku integrability

OM (x,y) _ IN(x.y) _

2Xx.
dy ox *

Lokdlng lze tedy Lagrangian L(x,y,y") vyjadfit jako totdlni diferencidl néjaké funkce
F(x,y). Dusledkem  toho je pak  fakt, Ze  hodnota  funkce  akce

b
S = Inya’x+ (x> +e’)dy=F(b,y,)—F(a,y,), je konstantni a tedy nezdvisi na kfivce

spojujici zadané body (a,y,) a (b,y,). Tato variacni tloha proto nema smysl.

Kontrolni dkoly

Kontrolni akol 1.3. Naleznéte extremalu funkce akce

2
S = J.(y' —2xy)dx
1

pfi zadanych okrajovych podminkdch y(1)=0 a y(2)=-1.

Kontrolni ukol 1.4. Naleznéte extremalu funkce akce

1
S =J‘(y'2 + y)dx
0

pfi zadanych okrajovych podminkidch y(0)=0 a y(1)=1.

Kontrolni akol 1.5.. Naleznéte extremdlu funkce akce o

2
§= [0 +y"dx
0

pfi zadanych okrajovych podminkidch y(0)=0 a y(2)=1.
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1.7. Trivialni a ekvivalentni Lagrangiany

Priklad 1.13. UvaZujme Lagrangidny L, L, : R> — R, kde
I .

L =qu2,L2 =%qu +q+1q.

Z Prikladu 1.6. vime, Ze EulerGv-Lagrangetv vyraz Lagrangianu L, ma tvar E(L)=-mgq.
Pro Eulertiv-Lagrangetv vyraz Lagrangidnu L, dostdvame

dL, d dL d, . . ..
E(L) = ZZ_EZZ = I—E(mq+t)= 1-mg—1=-mg=E(L).

Vidime, Ze ackoli Lagrangiany L,, L, jsou ruzné, jejich Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy
jsou si rovny. V disledku toho oba Lagrangiany maji stejnou mnoZzinu extremal. VSimnéme
si také, Ze pro jejichrozdil L, =L, —L, = g+tq plati

E(L,)=0,

tedy Eulerav-Lagrangetv vyraz Lagrangianu L, je identicky nulovy.

Uvedeny piiklad ukazuje, Ze
e existuji nenulové Lagrangidny, jejichz Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy jsou rovny nule,
e riizné Lagrangidny mohou mit stejné Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy.

Vsimneme si téchto Lagrangiant blize.

Definice 1.9. Lagrangian L se nazyva trivialni, jestlize
E(L)=0, 1<i<m,
tj. jeho Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy jsou rovny nule. Lagrangiany L,, L, se nazyvaji
ekvivalentni, jestlize
E(L)=E/(L), 1<i<m,

tj. jejich Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy jsou si rovny.

Relace ,Lagrangidny L,, L, jsou ekvivalentni" je evidentné relace ekvivalence.
Zapisujeme ji ve tvaru

L~L,.

Primo z definice je zfejmé, Ze trividlni a ekvivalentni Lagrangidny maji tyto vlastnosti:

e Je-1i L, trividlni Lagrangidn, pak pro kazdy Lagrangidn L plati L ~ L+ L,,.

e Eulerovy-Lagrangeovy rovnice trividlniho Lagragianu jsou trividlni - maji tvar 0=0,
jejich feSenim je tedy kazdy ez y projekce 7:RXR" — R.

¢ Ekvivalentni Lagrangidny maji stejnou mnoZinu extremal.
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Diéle snadno ukdZeme, Ze plati:

Véta 1.3. Dva Lagrangiany jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ jejich rozdilem je
trivialni Lagrangian.

Dilkaz. Necht L, ~L,, tedy E,(L)=E,/(L,) pro 1<i<m. Pak pro vSechny hodnoty
indexu i
IL,-L) dJL,-L) d, d, dd, dd,

EL-L=="07 "0 & a a dd ad

- L —i&—(ﬂ—i”ﬂ E (L)~ E(L,) =0,
d dirdpt oy di o
coZ znamend, Ze L, — L, je trividlni Lagrangidn.
Obricené, je-li L,—L, trividlni Lagrangidn, tedy plati-li E,(L,—L)=0 pro 1<i<m,
dostavdme stejnym vypoctem jako vySe, ze E,(L,)—E.(L)=0, 4. E(L)=E/(L,) pro
I<i<m.Toaleznamend, ze L, ~L,. ¢

Véta 1.4.
Lagrangian L:RXR"XR" — R je trivialni pravé tehdy, kdyZz existuje funkce
f:RXR"™ — R takova, Ze L je jeji totalni derivaci, tj. plati
L
dt
Lagrangiany L,L,:RXR" XR" — R jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ existuje
funkce f:RXR" — R takova, ze

L,= L+df
dt

Dikaz. Necht L=df/dt pro né&akou funkcif:RXR" —R. Uréime Eulerovy-
Lagrangeovy vyrazy tohoto Lagrangidnu. JelikoZ podle predpokladu f je funkce proménnych
(t,q"), m4 jeji totdlni derivace tvar

@ _F 03‘
dt o 8qf
Proto plati pro v§echna i =1,2,...,m
I _F
' dt o

a dale

S s Y go}‘+&[i)q.j d &
a A ! T ad A\
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coZ znamend, Ze pro vSechna i operdtory d/ dq' a d/dt komutuji. Dosazenim do Eulerovych-
Lagrangeovych vyrazi nyni snadno ziskdme

o) o () a0 () s ad
dt ) dr '\ dt

dt
Tedy L=df/dt je trividlni Lagrangian.
Dukaz obraceného tvrzeni je obtizny a vyzaduje znalosti presahujici moZnosti tohoto
textu. Odlozime jej do druhé ¢ésti prednasky, kde se budeme zabyvat variaéni analyzou na
varietach. ¢

E =2 _—,
ag' dt dt d'

i

1<i<m.

Poznamka. VSimnéme si, jaky tvar ma funkce akce S pro trivialni Lagrangian. Je-li
L=df/dt, pak pro kazdé ye I}, ,,(7),

5= =[Gy - [ A2

a a

= [d(f TP =(f 2 I' b)Y = (f o T'P)@) = F(I'NB) = F(' D@,

tedy S(p) zdavisi pouze na hodnotich, které tez y (presnéji jeho prodlouZeni) nabyva v
koncovych bodech intervalu [a,b]. Proto pro kazdou deformaci {y,} fezu y s pevnymi
konci, je sloZzend funkce

u— j‘ (LoJ'y,)dt=f(J'y,(b)~ fJ'7,(a)
konstantni, a tedy jeji derivace v bodé u=0 (coZ je variace OS funkce akce S) je rovna
nule.

1.8. Uloha o brachystochroné

Jak jiZz bylo zminéno v historickém piehledu, pfi zrodu variacniho poctu stala tloha o
brachystochrong. Ulohu zformuloval vroce 1696 Johann Bernoulli. Slo v ni o nalezeni
takové krivky spojujici dva zadané body A a B, po niz se téleso nebo castice pusobenim
vlastni tihy dostane z vychoziho bodu do koncového bodu v co nejkratsi dobé. Jedna se o
primou aplikaci Fermatova principu nejkratS$i doby v mechanice.

Je zfejmé, Ze hledanou carou neni useCka spojujici body A a B,, prestoze je nejkratSi
spojnici dvou bodu. Pri pohybu po pfimce se bude rychlost ¢astice sice zvétSovat ale pomérné
pomalu. Spojime-li vSak uvaZzované body kfivkou, kterd je v porovnani s tseckou AB
zpocatku strméjsi, prodlouZi se sice draha, Castice vSak probéhne vétsi Cast této drahy s vétsi
rychlosti. Mezi fesiteli této dlohy byl kromé Johanna Bernoulliho, Leibniz, Newton, Jakob
Bernoulli a 1"Hospital.

V tomto odstavci si nyni tlohu piesné zformulujeme a vyfesime.

Ve svislé rovin€ necht je zaveden kartézsky souradnicovy systém Oxy, pficemZ osa x necht

je vodorovna a osa y necht sméruje svisle dolii. Naleznéte takovou kiivku spojujici zadané
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body A(x,,0) a B(x,,y,)(x, #x,, y, >0), aby se Castice vypusténd z bodu A pohybujici se
v tthovém poli po této kfivce dostala do bodu B v co nejkratsi dobé. (Viz obrazek.) Treni a
odpor vzduchu zanedbavame.

Nejdfive odvodime funkci akce pro tuto udlohu. Predpoklddejme, Ze hledand kiivka je
vyjadrena explicitné ve tvaru y = y(x). Dale, zvolime-li osu x za nulovou hladinu potencialni

energie, mame pro potencialni energii vyjadreni V =—mgy, kde m je hmotnost ¢éstice a g je
‘ Loy e v s Coa L 1 .
tthové zrychleni. Kineticka energie Castice je uréena zndmym vztahem 7 = Emvz, kde v je

okam?zita rychlost Castice.

o

Obr. 8

Ve vychozim bodé A na ose x je tedy nulova potencidlni energie. Také pocatecni rychlost v a
tedy i kinetickd energie Castice vbodé A je nulova, takZze ze zakona zachovani energie
dostavame, Ze v pribéhu celého pohybu plati vztah

|
—mv° —mgy =0.
> 8Y
Odtud pro rychlost ¢astice v bodé o souradnicich (x, y)
v=,/28y.

Vidime tedy, Ze rychlost ¢astice pri volném pohybu v tthovém poli tedy nezavisi na tvaru
kiivky y = y(x), ale zavisi pouze na soufradnici y.
Rychlost ¢astice 1ze vSak urcit také z defini¢niho vztahu
_ds
Cdr’

s~z PPN 1]

kde ds je element oblouku kiivky, ktery ¢astice ,,opiSe* za infinitesimdlni ¢asovy interval dt.

Pro element oblouku kiivky y = y(x) plati ds=+/1+ y”dx, kde y = % je derivace funkce
X

1%

y(x) podle proménné x. Vyjadiime- li z rovnice

dt
infinitesimélni ¢asovy interval dt, dostdvame

g =Y

X.
28y
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Integraci této rovnice pak ziskdme vztah pro celkovou dobu 7 pohybu castice po kiivce
z bodu A do bodu B

1+
= 4dy x.
LoV28y

Nas$im ukolem nyni bude najit nejkrat$i dobu 7, to znamend minimalizovat tento integral.
Tento integral tedy pfedstavuje funkci akce v uloze o brychystochroné. Roli Lagrangianu zde

\/l+y

1
ma funkce L(x,y,y)= , je konstanta, kterd jak uvidite, nemd
e

podstatny vyznam, proto je moZzné ji vypustit piimo Lagrangidnu.
Ukol: Napiste Eulerovu-Lagrangeovu rovnici tohoto Lagrangianu.

Jelikoz Eulerova-Lagrangeova rovnice pro tuto ulohu je dosti komplikovana diferencidlni
rovnice 2. fddu, uvedeme zde elegantni feSeni Johanna Bernoulliho zalozené na analogii
s lomem svétla, které vede na diferencialni rovnici 1. radu.

Podle Fermatova principu nejkrat$i doby dostaneme totiZz presné tutéz tlohu, jestlize
budeme zkoumat trajektorii svétla v nehomogennim rovinném prostiedi, kde rychlost v bodé

(x,y) je rovna v=,/2gy. Rozd€lime-li prostfedi na tenké paralelni vrstvy, ve kterych
povazujeme rychlost za konstantni a rovnou v,, i=1,2,...(viz obrazek), pak pfi prichodu

paprsku dochazi k sérii lomi na rozhranich dvou po sobé nasledujicich vrstev. Pro kazdy
z téchto lomu plati Snelliv zdkon

sinq, _sina, _sing,
=—2==.. = const,
v Vv, v,

1

kde a; jsou uhly dopadu paprsku méfené od kolmice k rozhrani.

A X

y Obr. 9

Prechodem k limit€ pii1 zjemniovéani déleni na vrstvy dostaneme

sin &(x)

= const,
v(x)
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kde v(x)=42gy(x) a a(x) je dhel mezi tecnou kiivky y(x) vbod¢ (x,y(x)) a osou y.

Z nasledujiciho obrazku je vidét, Ze sin ar(x) = dx/ V (dx)* +(dy)? =1/ NIENGHES)

dx

x,)

Obr. 10

Diferencialni rovnice brachystochrony ma tedy tvar

JI+(Y )y =C,

kde C je konstanta.

Poznamka: Pripomenime, Ze funkce, kterd je konstantni podél fteSeni Eulerovych-
Lagrangeovych rovnic se nazyva prvni integral. V uloze o brachystochroné je tedy prvnim

integrdlem funkce /1+y” \/5 K tomuto prvnimu integridlu lze dospét i z faktu, Ze

”

, 1+ . . ‘. .
Lagrangian této ulohy L(x,y,y)= Ty nezavisi explicitn€ na proménné x, v takovém
y
v et . .. . , dL
pripadé pak maji piislusné Eulerovy-Lagrangeovy rovnice prvni integral ve tvaru L—y 5
y

jehoZ tipravou bychom dostali +/1+(y)’ \/; =C.

Umocnime-li obé strany posledni rovnice na druhou dostdvame
(1+y?)y=2C,
kde na pravé strané jsme zavedli vhodné&jii zdpis konstanty C* =2C, .
Jednd se o implicitni diferencidlni rovnici 1.faddu, kterd se obvykle resi metodou zavedeni

parametru. Zde je vhodné poloZit y” = cot g(g} kde ¢ je parametr. Rovnice pak prechazi na

tvar
2C, 2C,

y= i
I+y 1+cotg2(§j

kde u posledni rovnosti jsme pouZzili vzorec pro sinus polovi¢niho argumentu. Derivaci

=2C, sinz{%j =C,(1-cos @),

ziskaného parametrického vyjadreni y(¢) podle proménné ¢, mame ;l_y: C,sing. Dile
%

d ;ly a9
uplatnime vztah cot g(gj =y = d_y = Z—, ze kterého vyjadrime diferencial dx :
X X

47



Olga Krupkova, Martin Swaczyna Varia¢ni pocet

ﬂd(p . 2C, sin((pj cos((p
dp ~ _ Csing 2 2

= ¢
cot g(gj cot g(gj cot g[?j

Po integraci pak dospivame k parametrické zavislosti x = x(¢) :
x=C/(¢—sinp)+C,,
kde C, je integra¢ni konstanta. TakZe celkem dostdvdme vztahy
x=C/(¢—sin@)+C,,
y=C,(1-cos),
coz jsou parametrické rovnice cykloidy, kterd je zndzornéna na obrazku nize. Timto je tloha
principidlné vyreSena.
Pro urceni integracnich konstant C,,C, vyuZijeme zadané souradnice vychoziho bodu

dx =

j de=12C, sinz(%] = C,(1-cosp)dp.

A(x,,0) a koncového bodu B(x,,y,) . Integracni konstantu C, ur¢ime snadno: dosazenim za
=0 do prvni parametrické rovnice mdme C, = x,. UrCeni integracni konstanty C, vSak jiz
2 1 1
je numericky problém, nebot musime resit soustavu transcendentnich rovnic
C(p—sing)=x, —x,
C/(1-cosp)=y,,
jejichz teSeni dokdZeme najit pouze priblizné.

2 12 16 20 24
G 1 1 1 1 re 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1] >
-0,87
] g
K
1,87 B

_Ei
Obr. 11

Poznamka: Reseni tlohy o brachystochroné jasn& ukdzalo, Ze mechanické pohyby se
budou fidit jinym principem neZz principem nejkratSi doby a to z toho divodu, Ze ve
skutecnosti se ¢astice v tthovém poli za Zzaddnych podminek nepohybuje po cykloid¢.
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1.9. Pohybové rovnice mechanického systému

Podle Fermatova variacniho principu si svételny paprsek ze vSech moZnych trajektorii
mezi dvéma body vzdy vybird prave tu, podél které se dostane z vychoziho bodu do cilového
bodu za nejkratsi dobu. Tento princip inspiroval mnohé védce k hypotéze, podle které kazdy
déj v prirodé probihd tak, Ze urcitd velicina je béhem procesu minimdalni. Dlouho se vSak
nevédélo, kterd veli¢ina to mé presné byt. Problém brachystochrony ukazal, Ze v mechanice
onou veli¢inou rozhodné nemuze byt Cas. Teprve vroce 1760 Lagrange poprvé presné
zformuloval princip nejmensi akce pro uzaviené mechanické systémy a vymezil platnost
tohoto principu. Tento princip je jednim ze zakladnich postuldtli, na nichZ stoji moderni
fyzika. Pro mechanické systémy (hmotné body, tuha télesa) jej Ize formulovat takto:

Skutecny pohyb uzavieného mechanického systému probiha po extremalach
Lagrangianu

L=T-V,

kde T je kineticka a V je potencialni energie systému.
Kineticka energie T je definovana vztahem

1 .
T=§ 8,99’

kde M je zpravidla kladnd konstanta (md vyznam hmotnosti systému) a g, 1<i,j<m, jsou

m

funkce proménnych (¢',...,q"). Cislo m charakterizuje pocet stupnu volnosti mechanického
systému a proménné (¢',...,q™) se nazyvaji zobecnéné souradnice (mohou to byt i jiné, nez
kartézské souradnice, definované na oteviené podmnoZiné v R™; v tom pripadé€ se ve fyzice
hovoii o krivocarych souradnicich). Funkce g;, 1<i,j <m, jsou komponenty metrického

tenzoru g. V klasické mechanice se predpokladd, Ze na R" je dan Euklidiv metricky
tenzor, jehoz komponenty v kartézskych souradnicich maji v kazdém bod¢ tvar

1 proi=j
=0, = . 1Sl,Sm
8i =% {O proi#j /

Potencialni energie V je obecné funkce na oteviené podmnoziné v R™, miize tedy zaviset
na proménnych (1,q',4') ; nejastéji se ale predpoklada ve tvaru V(q'), tedy, Ze nezévisi na
¢ase ani na rychlostech.

Je-li V=0,tj. L=T, hovotime o volném mechanickém systému, ve specialnim pripadé
o volné ¢astici.

Uréime Eulerovy-Lagrangeovy rovnice Lagrangianu L=T7-V, tedy pohybové rovnice
mechanického systému s kinetickou energii 7" a potencidlni energii V =V (q') v kartézskych i
v obecnych ,.kfivocarych" souradnicich na R™.

V'  kartézskych souradnicich, které v souladu se zvyklostmi ve fyzice oznacime
(t,x],...,x'",)'cl,...,fcm),méLagrangiénLtvar

L:T—v:%M@@%hvuu“J%:%M}]ﬁf—vuuujﬂ,
k=1
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coZ znamend, e funkce T zdvisi pouze na rychlostech (i',...,x"). Eulerovy-Lagrangeovy
vyrazy jsou proto funkce

dar & di. .\ W
EL)=-22_2 - (Mi')-Z =—mx' -2, 1<i<m.
D= dt( ¥) T e

Dostdvame tak Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pro extremély uvaZovaného Lagrangidnu,
které zapiSeme ve tvaru

Mi' =——, 1<i<m.

Pohybové rovnice v kartézskych souradnicich jsou tedy Newtonovy rovnice

Mi'=F', 1<i<m,
neboli Md=F,kdesila F na pravé strané je ,,potencialova" (jeji komponenty F', 1<i<m,
jsou uréeny jako (zéporné vzaté) ,.derivace potencialu V", F'=-aV/dg").
Zvolime-li na R X R"™ obecné souradnice (t,ql,. ...q"), ma Lagrangian tvar

1 ok ”
L=T-V=-Mg,(q".....q")i"¢" =V (q'.....q").

2
Pociteyme Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy:
dr ddr o 1 g d R4
E(Ll)=—F-—————=-M i’j’q"q’ —<(Mg,4') -2

T did A2 di &
Y l og Ko _ %

24 A

=—Ml 078;/ + agik _ agk;

20" ' A

kde v prvnim scitanci jsme provedli rozklad na symetrickou a antisymetrickou ¢&ast v
indexech k, [ a vyuzili jsme skute¢nosti, Ze stopa soucinu antisymetrické a symetrické matice
je rovna nule:b,c" =0, je-li b, =—b, a ¢’ =c” pro viechny hodnoty indexi i, j (v nalem

jq"q’ - Mg,§’ "%

jqkq’ —Mgi,q/ —@,1 <i<m,

vypodtu ziejmé b, =1 (dg, /' —de,/dq") a ¢ =¢"¢"). Eulerovy-Lagrangeovy rovnice
tedy miZeme psat ve tvaru

Mg, i +M%[g‘f1§f . igq"f - %ﬁl’? ]q"‘qf =—%, 1<i<m,

nebo zavedeme-li s pomoci inverzni matice (g”) k matici (g;) funkce

‘ 1(dg, &, &k J :
[ =g"7—| 24 22 2Ok | 1<ik,[<m,
=8 2(0-@1 07qk "

které se nazyvaji Christoffelovy symboly, v prehlednéjSim tvaru
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Mg, (§" +T}q"q") = —ﬁ. 1<i<m.

EYe

Opét se tedy jedna o Newtonovy rovnice (rovnice typu Ma = F), kde ale tentokrt ,,sila F" je
souctem potencidlové sily a vyrazu, ktery vznikd diky tomu, Ze v uvaZovanych souradnicich
jsou komponenty metrického tenzoru g nekonstantni funkce.

Vyse odvozené pohybové rovnice mechanického systému se v pripadé volného systému
(volné ¢astice) redukuji na tyto rovnice:
e v kartézskych souradnicich

¥=0,1<i<m,
(tedy systém se pohybuje konstantni rychlosti po ptimce x(t)=c,(t)+c,);
e v obecnych souradnicich

gﬂql +Equkql =0,1<i<m.

coZ jsou rovnice pro geodetiky v prostoru R™ s metrickym tenzorem g. Jak je zifejmé z
vyjadreni téchto rovnic v kartézskych souradnicich, v pifipadé Euklidova metrického tenzoru
jsou jejich feseni (tj. geodetiky) pfimky v R".

Ukol. Ovérte, Ze skutecné plati, Ze stopa soucinu antisymetrické a symetrické matice je
rovna nule.

ReSeni. Uvazujme antisymetrickou ¢tvercovou matici B = (b;) fadun (fj. B= —B", neboli
bl.j =—b ji pro 1<i,j <n) a symetrickou ¢tvercovou matici C = (c¢") fadu n y. C=C ' neboli
c’=c” pro 1<i,j<n). Sou¢in A=BC je definovin jako matice, jejiz prvky maji tvar
a/ =b,c" pro 1<i,j<n, stopa této matice pak je soucet prvkd na diagondle, tj. &islo

TrA=Y a =b,c". VyuZijeme-li v tomto vztahu antisymetricnosti matice B a symetriénosti
i=1

matice C, dostaneme: b,c" =—b,c™. JelikoZ pres oba indexy se s¢itd v mezich od 1 do n, stoji
na pravé stran¢ rovnosti stejné Cislo, jen s opacnym znaménkem, jako na levé strané. To
ovSem znamend, Ze toto ¢islo je rovno nule, tj. Ze TrA=>b ﬂc]f =0.
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Korespondencni kol 1

VyresSte alespon jednu z nasledujicich tri ivloh, vypracujte protokol s podrobnym
postupem feSeni a vysledkem. Tento protokol pak zaSlete ke kontrole vedoucimu kurzu
v terminu stanoveném harmonogramem studia.

1. Naleznéte extremalu funkce akce
1
S =[(7 =y = y)edx
0

1

pfi zadanych okrajovych podminkdch y(0)=0 a y(l)=e".

2. Naleznéte rovinnou kfivku na niZ se realizuje extrém funkce akce
2
S =[xy = y)dx
1

pfi zadanych okrajovych podminkdch y(1)=0 a y(2)=1.

3. Cistice se pohybuje z bodu A(a, y,) dobodu B(b,y,) vroviné po takové trajektorii, Ze jeji
rychlost v je stdle pfimo imérnd souradnici x, to znamend v = kx, kde k je konstanta. UrcCete
tvar trajektorie pro pripad, Ze castice dorazi do bodu B v nejkratSim case. Tihu zde
neuvazujte.
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2. REGULARNI VARIACNI PROBLEMY

V této kapitole jsou strucné vylozeny zdkladni principy teorie, jejimZ hlavnim cilem je
integrace Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. Nejdiive je provedena klasifikace Lagrangiant
na regularni a singularni. Dale se definuje Hamiltonian a impulzy, zavadi se Legendreova
transformace, pomoci které se transformuji Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, které jsou
diferencidlnimi rovnicemi druhého fddu, na soustavu prvniho fddu o dvojndsobném poctu
rovnic, tzv. Hamiltonovy kanonické rovnice. V odstavci 2.3. se vySetiuji funkce, které jsou
konstantni podél extremadl, tzv. prvni integrdly Eulerovych-Lagrangeovych rovnic, které
predstavuji zakony zachovani. V odstavci 2.5. je ukazano, ze Eulerovy-Lagrangeovy rovnice
a Hamiltonovy kanonické rovnice 1ze odvodit z jednoho varia¢niho principu.

Dale se studuji kanonické transformace, které lze vyuZit jako integraéni metodu pro
feSeni Hamiltonovych rovnic. Ukazuje se Ze, vhodnym spojenim vytvorujici funkce
kanonické transformace s funkci Hamiltonovou Ize dospét k parcidlni diferencidlni rovnici
prvniho fadu, jejiz aplny integral nim jiz zprostfedkuje feseni uvazované variacni dlohy.
Integracni postup, vedouci na zminénou rovnici nejdifive studoval Hamilton.
V Hamiltonovych pracich pak pokracoval Jacobi, ktery rozvinul teorii kanonickych
transformaci, vyjasnil mnoho principidlnich otdzek s nimi spojenych a odstranil fadu obtizi
pfi integraci Hamiltonovych rovnic. Z toho divodu se jak zminénd parcidlni diferencidlni
rovnici tak celd piislu$na teorie nazyva Hamilton-Jacobiho.

Klicova slova: Regularni Lagrangian, singularni Lagrangidan, Hamiltonidn, impulzy,
Legendreovo zobrazeni, Legendreova transformace, fdzovy prostor, zdkon zachovani
impulzu, zdkon zachovani energie, Hamiltonovy rovnice, rozSifeny Lagrangian, kanonickd
transformace, vytvorujici funkce, Hamiltonova-Jacobiho rovnice, tplny integral.

Cas potiebny k prostudovani kapitol: 15 hodin(teorie) + 10 hodin(feSent tloh)
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2.1. Regularni Lagrangiany

Definice 2.1. Lagrangidan L:RXR" XR" — R definovany na oteviené mnoZiné
V c RXR" XR" se nazyva regularni v bodé x € V, jestlize

det(aj;gj jx #0.

JestliZe L neni reguldrni v bod¢ x, fikdme, Ze je singularni v bodé x. Lagrangian L se nazyva
regularni (resp. singularni) na mnoziné U c V, je-li regularni (resp. singularni) v kazdém
bod€ mnoziny U. L se nazyva regularni (resp. singularni), je-li regularni (resp. singularni) v
kazdém bodé€ svého defini¢niho oboru.

Véta 2.1. Bud'L:RXR" XxR" — R Lagrangian definovany na oteviené mnozZiné
V cRXR"xR" a tfidy C* na V. Je-li L regularni v bodé x e V, pak existuje okoli U
bodu x takové, Ze L je regularni na U.

Dukaz. Pro dikaz tohoto tvrzeni je podstatny predpoklad, Ze Lagrangian je funkce tiidy
C”. Pak totiz matice druhych derivaci
'y’

existuje a vSechny jeji prvky jsou spojité funkce na mnozin€¢ V. Z definice determinantu
ovSem vyplyva, Ze také determinant této matice je spojitd funkce na V (jelikoZ je vytvoren
pomoci soucinil a souctl spojitych funkci). Podle predpokladu je v bodé x

2
det( oL ] =a#0.

A

Existuje tedy otevieny interval kolem bodu a neobsahujici 0; ze spojitosti funkce det:V — R
pak plyne, Ze jeho vzorem je oteviend mnozina U cV, kterd obsahuje bod x a na nizZ je
funkce det rtiznd od nuly; L je tedy regularni na U. ¢

Piiklad 2.1. UvaZujme Lagrangidn L:R’> — R tvaru L=1Mg’, kde M >0 (L popisuje

volnou ¢éstici v jednorozmérném konfigura¢nim prostoru). Matice druhych derivaci podle
rychlosti ma rozmér 1x1 a pro jeji jediny prvek plati

2
P

v ka?dém bodé x € R’. Determinant této matice je konstantni a roven M na R’, Lagrangidn L
je tedy regularni.
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Piiklad 2.2. Pro Lagrangidn L:RXR’XR> — R,
1 , 1 VN2 | 282, g e3N2
L=omy = m(@) +@) +@)) M >0,

ma matice druhych derivaci podle rychlosti tvar
I’L  J’L  I’L
(") di'dq”  dg'dy’
d’L 'L J°L
A (') I’
L Jd’L  J°L
AA A ()
jeji determinant je tedy v kazdém bod& riizny od nuly a roven M’. To znamend, Ze
Lagrangian L je regularni.

0
01,
M

1l
o o X

0
M
0

Priklad 2.3. Necht nyni L:RXR’XR’ — R je v soufadnicich (t,q',q¢°,q",4".4°,¢")
dan vztahem

.0 1 )
L=qlq2+5q2(q3)2.

Determinant matice druhych derivaci podle rychlosti ma tvar

5 01 0
det[aqiagJ:detl 0 0|=—¢",
0 0 ¢°

tedy v bodech x=(t,4',4°.q°,4",4°,¢’°)e R’, kde ¢ #0, je Lagrangian L reguldrni a na
mnoziné

{xe RXR* xR’ 14> =0}c RXR* xR’

je L singuldrni. VSimnéme si, Ze mnoZina singularnich bodi je uzaviend, L je proto reguldrni
na oteviené podmnoziné v RX R* X R”.

Priklad 2.4. Necht Lagrangian L:RXR" XR"™ — R je afinni funkce (polynom prvniho
stupn&) v rychlostech (¢',4%,...,4™), tj. necht L ma tvar

L:fl.(t,ql,...,q'”)q'i +g(t,ql,...,qm).

Pro takové Lagrangidny je matice druhych derivaci podle rychlosti identicky nulovd, coz
znamend, Ze L je (na celém svém defini¢nim oboru) singularni.

Je evidentni, Ze pro tyto Lagrangidny se také budou redukovat Eulerovy-Lagrangeovy
vyrazy a Eulerovy-Lagrangeovy rovnice budou mit specidlni tvar. Skute¢né, pfimym
vypoctem dostdvame
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d diog’ dg' dg' dt \dg' o’ d o
tj. Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy jsou rovnéZ funkce afinni v rychlostech. Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice tedy v tomto pripadé tvoii systém m obycejnych diferencidlnich rovnic
prvniho radu

E,'(L):i_ d i_iqjﬁ'&—%:(i—ijqﬁ'k[&—iJ, 1SlSm,

(if'—iﬁ](f}ﬁ—i:O, 1<i<m.
A dg’ d' o

2.2. Hamiltonian a impulzy

S Lagrangidnem jsou svazany dalsi dilezité funkce - Hamiltonidn (Hamiltonova funkce) a
impulzy (hybnosti), které zavedeme v tomto odstavci. Pripominame, Ze vSude
predpokladame, aniZz bychom to pokazdé explicitné zminovali, Ze Lagrangian je
»dostatecné hladky''; jak uvidime z kontextu, staci, aby byl na svém defini¢cnim oboru
tfidy diferencovatelnosti C°.

Definice 2.2. Necht L:RXR" X R" — R je Lagrangidn, definovany na oteviené mnoZzing
v RXR" xR". Definujeme funkce

a nazyvame je impulzy Lagrangianu L. Funkci H definovanou vztahem

H=-L+pg :—L+il.q",

A

pak nazyvame Hamiltonian Lagrangianu L.

Definice 2.3. Necht L:RXR" XR" — R je Lagrangian definovany na oteviené mnoZziné
v RXR" xR" anecht p,, 1<i<m jsou jeho impulzy. Zobrazeni

Leg:RXR" XR" - RXR" XR",

definované rovnicemi

Leg'(r.q',¢") =1,
Legk+1(t,qi,qi) — qk’
Legk+m+1(t’qi’q'i) — pk,

kde 1<k <m,se nazyva Legendreovo zobrazeni. Je-li zobrazeni Leg difeomorfismus
otevienych mnoZin, nazyva se Legendreova transformace.
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Legendreovo zobrazeni zapisujeme ¢asto stru¢néji ve tvaru
Leg:(t.q'.4") = (t.q". p,).
kde
- : dL i
t=t, qg =q, p,=—, 1<i<m.

aq-z

Vsimnéte si, Ze podle definice je zobrazeni Leg ve svych prvnich m+1 komponentich

m+l1

(Leg'.....Leg"")=(1,q",...,q") identické zobrazeni R x R" na sebe. Proto, nemiize-li dojit k

nedorozuméni, oznacujeme Legendreovo zobrazeni také

Leg: RXR"XR" >(t,q',¢') — (t,q', p,)€ RXR"XR".

Priklad 2.5.

e Pro Lagrangian ,,volné ¢astice" L:RxR’ xR’ >R,

1 1 : . .
L=omv = M(@) +@)+@)) M >0,
maji impulzy tvar
L . oL
p1=$:Mql’ py=—5=Mq, p3=&-13 = Mg,

a Hamiltonian je funkce

[ 1 1\2 «2N\2 «3\2 < 1\2 «2N\2 «3\2
H=—L+p,~q"=—5M(<q) (@ +@ )+ MG +M @G +M@G)

1 . ) .
=oM@Y + @) + @)

VSimnéme si, Ze v tomto piipadé je Hamiltonidn (stejné jako Lagrangidn) roven kinetické
energii Castice.

Legendreovo zobrazeni ma tvar

Leg: RxR'XR*>(1.9'.4°,4*.4".4°.4") = (1.4'.4°,q’,Mq',M§* ,M¢*) e RXR’XR’,
odkud pifmo vidime, Ze je to difeomorfismus prostoru R x R’ X R’ na sebe.

e UvaZzujme nyni Lagrangian fyzikalniho systému klasické mechaniky, ktery, jak
vime z odstavce 1.7, m4 tvar

L=T-V,

kde T je kinetickd a V je potencidlni energie systému. Snadno se presvéd¢ime, ze pro funkci T
plati

g .
—lql:2T
2
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Tato identita znamend, Ze T je homogenni funkce stupné 2. JelikoZ potencidlni energie
nezavisi na rychlostech, vidime, Ze pro impulzy plati

a Hamiltonian ma tvar

H=-L+pg' :—T+V+%c]i =-T+V+2T =T+V .

Hamiltonian je tedy v tomto pripadé roven souctu Kkinetické a potencidlni energie
uvazovaného mechanického systému, tj. ma vyznam (celkové) energie systému.
Déle si vSimnéme, Ze uvazovany Lagrangidn je regularni, nebot z definice kinetické

energie vyplyva
2 2
det{f‘?i—]“_jj = de{i—T,j] #0.
' dg ' dg

e Pro Lagrangidn L:RxR’XR’ — R tvaru

NP B
L=q'q2+§q2(q3)2,

dostdvame impulzy

&l, .2 alz .1 aL 2.3
$=q ) p2=¥=q, Ps =—-3

P =
a Hamiltonidn
H=-Ltpd =00~ a* @V 420 + @)
— G = L
Legendreovo zobrazeni je v tomto pripadé€ zobrazeni
Leg: RxR'xR*>(1.9".4°,4.4".¢*.4") = (.4'.4*.4°.4*,4'.4°¢") € RXR*XR’,

neni to tedy difeomorfismus, jelikoZ na okoli bodii x € RxR’xR’, pro které ¢° =0, neni
zobrazeni Leg bijektivni.

e Lagrangidn L:RXR" XR"™ — R , ktery je afinni v rychlostech
L:f;'(t’qlw"’qm)q-i+g(t’ql"'~7qm)

ma impulzy

a Hamiltonian
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V tomto piipadé impulzy ani Hamiltonian nezaviseji na rychlostech, tj. na proménnych
(¢',...,¢"). Znamena to, Ze to jsou funkce definované nikoliv na RXR" XR" (kde je
definovan Lagrangian), ale na mnoZiné R X R".
Legendreovo zobrazeni tedy ma tvar
Leg: RXR"XR" 3(t,q',4") = (t,q', )€ RXR"XR",

a neni to difeomorfismus; v§imnéme si ale, Ze v tomto piipad¢ je obraz Leg(RXR" xR™)
,,evolu¢niho prostoru" v bijekci s ,,prostorem udalosti" R X R".

Véta 2.2. Bud' L Lagrangian definovany na otevirené mnoziné V c RxXR" X R". Je-li
L alespon tFidy C*> a regularni, pak Legendreovo zobrazeni Leg jako zobrazeni

RXR"XR" D>V — Leg(V)c RXR" XR" je lokalni difeomorfismus.

Dukaz. Prvnich m+1 slozek Legendreova zobrazeni jsou identickd zobrazeni, jsou tudiz
vSechna diferencovatelnd (dokonce hladkd). Zbyvajici slozky p,, 1<i<m, jsou podle

definice derivacemi Lagrangidnu podle proménnych ¢§', a jelikoZ Lagrangidn L je podle
predpokladu tiidy C*, jsou sloZky p, diferencovatelné tiidy C'. Jacobiho matice zobrazeni
Leg na mnoziné V tedy existuje, jeji prvky jsou spojité funkce, a ma tvar

d (d | (&
A’ 1 0 0

ok aq’

[ﬁ} A N I
A) NI NH) (b (b)) (.

[@J ) (@) o) &) (&

a) \d') \d’

kde v uvedenych submaticich index j Cisluje sloupce a index i Cisluje fddky, E znaci

jednotkovou matici a 0 zna¢i nulovou matici. To ov§em znamend, Ze zobrazeni Leg je na

mnoziné V diferencovatelné tiidy C' (a jeho derivace je ddna Jacobiho matici). Ddle, protoZe
Lagrangidn L je tiidy C? a je reguldrni na V, viechny jeho druhé parcidlni derivace existuji a
jsou spojité na mnoziné V a plati

det( &j’;ﬁﬂ j = det(%) #0.

Odtud pro Jacobidn zobrazeni Leg na mnoziné V dostivame

1 0 0
det| O E O] :det(@’ﬂjqﬁo

HEE)

Podle Véty o inverznim zobrazeni je Leg lokélni difeomorfismus tiidy C'.
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Poznamka. Je-li
Leg:RXR"XR" >V — Leg(V)c RXR" XR"

Legendreova transformace (regularniho) Lagrangidnu L, pak na mnoZiné Leg(V) vznikaji
soufadnice

(taqi’pi)a 1Sl£m,

dL Lo S > ‘ vy
kde p, =—,nazyvané Legendreovy souradnice Lagrangidnu L. Na této mnoZiné tedy

A

mame jak kartézské souradnice (t,qi,c']i), tak Legendreovy souradnice (t,qi, p;). Otevrend
mnozina Leg(V)c RXR" XR™ spolu s Legendreovymi souradnicemi se nazyva fazovy
prostor Lagrangidnu L.

Necht Leg:RXR"XR" >V —Leg(V)c RXR" XR" je Legendreova transformace
Lagrangidnu L. Pak na mnoZiné V = Leg(V) existuje inverzni transformace

Leg™ :(t,q', p,) = (t.4',4").

Jeji Jacobiho matice m4 tvar

a () [
07[‘ aqj. ap’f 1 0 0
) () (%] o e o
dIAA AR Ay (ar) (4
(@j AN a ) \4') P,
a) &) b,
Jacobidn transformace Leg ™' je proto
1 0 0 y
det| O E 0 =de{ﬁ]¢0
LB
ok gq‘i 0})]

Véta 2.3. Matice inverzni k matici

B3

je matice
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Eates
;)\ b, )

kde H je Hamiltonian Lagrangianu L.

Dukaz. Podle definice Hamiltonidnu je H jako funkce Legendreovych soufadnic tvaru
H(l,qk,pk) = —L(f,qk,Pk)"‘ qu-j(t,qk’pk) .
Proto pro kazdé i=1,2,...,m,

- - -
ﬁ:__+qi+pjaq = &L&q +'i+£@:qi.

5 q =
b b, b A’ b, A’ op,
Odtud plyne, Ze pro kazdé i,j =1,2,....m

J’H g

dib, b,

coz jsme chtéli ukazat. ¢

Ukol. Ve vySe uvedeném dikazu jsme vypocitali derivace Hamiltonidnu podle
proménnych p, a dostali jsme, Ze v Legendreovych soufadnicich

oH i
g(t,qk7pk):q (t7qk’pk)'

Urcete také derivace Hamiltonidnu podle zbyvajicich proménnych, tedy

oH oH
g(t’qk’pk) a g(t,qk,pk).

ReSeni. V tomto piipadé by pfi pouZiti symbolického oznaceni (t,¢*, p,) pro Legendreovy
soufadnice mohlo dojit k zdméné stejné oznacenych kartézskych a Legendreovych
proménnych, proto rad&ji Legendreovy soufadnice ozna¢ime (7,g*, p,). Mdme tedy urcit

oH _ _ oH _ _
E(I’qk’pk) ag(t’qk’pk)

pricemz vime, Ze

- _ dL
t=t, "' =4", pkz_ﬁq'k’ 1<k<m.
S vyuzitim pravidla pro derivaci slozeného zobrazeni dostaneme:

dH o . dL '
ok 075( trd) o’f+p’o7

_ Ak L A +p_(oh_~z+ A o, A o’q]

T g F A Xk g F N H
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& (L)
o UF p"(@?)‘ a’
H_ 9 pvpi=-Ty, A
A A

_ L &@f&@{4W& s w&}
xag o ap apdg T\ & a A d A
oL o’ )
=5 1674 |=- &

a g %kw]

"

Priklad 2.6. Uvazujme Lagrangidn, ktery m4 v kartézskych soufadnicich (¢,4',¢°,4",¢%)
na RxR*xR*> tvar L(t,q',q°.4".¢°)=2q" —4(¢")" +(§")" —(¢*)*. Urlete Hamiltonidn a
impulzy asociované s timto Lagrangianem. NapiSte tvar Legendreovy transformace a inverzni
Legendreovy transformace a pak urcete Hamiltonidn a Lagrangian v Legendreovych
souradnicich.

ReSeni: Nejdiive ov&fime regularitu Lagrangidnu. Determinant matice druhych
parcidlnich derivaci Lagrangianu L podle ,,teckovanych* souradnic

J°L d°L

(' 'dy’ 0)__
det P33 227 —det[o —ZJ_ 4,

N C

je tedy vzdy razny od nuly, takze Lagrangian je reguldrni ve vSech bodech prostoru
RXR*XR*.
Nyni uréime impulzy Lagrangianu L

aL_ .1 _ aL -2

P1=a—ql—2qa Pz—a—qz=—2q

a jeho Hamiltonian ma v kartézskych souradnicich vyjadreni
H=-L+pq ==2¢"+4(q")" - (") +(") +2(¢) -2(¢")’ =
=-2¢"+4(¢")’ +(@)" = (§")".
Legendreovo zobrazeni ma v tomto piipadé¢ tvar
Leg: RXR*XR*>(t,q",4°.4'.¢°) = (t,4',¢", p,» p,) € RXR*XR?,

kde p,=2¢' a p,=24°, jednd se zde tedy dokonce o globélni difeomorfismus definovany

na celém RxR’>xR*.Inverzni Legendreovo zobrazeni m4 tvar

Leg™ : RXR*XR*>(t,q',q°, p, p,) = (t.4'.4",4'.¢°) € RXR* X R?,
kde ¢'=p/2 a ¢*=-p,/2. Lagrangidn L ziskd v Legendreovych soufadnicich
(t.q'.q",p,, p,) tvar
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L(t.q".q*.pi.p,) = L(t.q".q".4".4") o Leg" = 24" = 4(q")" +(p,/2)’ = (= ,/2)" =
=24> ¢V + p 4= p, /4,
a Hamiltonidn tvar
H(t.q'.q", pi»p,) ==24" +4(¢') + p [4=p, [4.
Vsimnéme si jeSté, Ze matice inverzni k matici
I’L  J’L
d")  di'd|_(2 0
L 9L | (0 -2
Ady (d)

0

(12
tedy matice
0 -12

J je pravé matice druhych parcidlnich derivaci Hamiltonidnu podle

impulzi
J’H  J°L
(b)) picb,
'L L |
brcb, (b))’

Tim jsme prakticky ovéfili tvrzeni Véty 2.3.

Priklad 2.7. UvaZzujme Lagrangidn, ktery m4 v kartézskych soufadnicich (¢,4',¢°,4',¢%)

+2\3
na RxR*XR® tvar L(t,ql,qz,q'l,q'z):%ql—(q'1)2+%. Urcete Hamiltonidn a impulzy
asociované stimto Lagrangidnem. NapiSte tvar Legendreovy transformace a inverzni
Legendreovy transformace a pak urcete Hamiltonidn a Lagrangian v Legendreovych
souradnicich.
ReSeni: Nejdiive ovéfime regularitu Lagrangianu. Determinant matice druhych

parcidlnich derivaci Lagrangianu L podle ,,teckovanych* souradnic

d°L d°L

(4" dg'dy® | _ =20
det L 22 —det(o 242]— 4q°.

d*dy' (dg*)

To znamend, 7e v bodech x=(t,q',q°,¢',¢*)e R, kde ¢°#0, je tento Lagrangidn L
regularni a na mnoZiné

fte RxR*xR* 14> =0}c RxR* xR’

je L singularni. VSimnéme si, ze stejné jako v Prikladu 2.3. je mnoZina singuldrnich bodu
uzaviend, proto je Lagrangian L reguldrni na oteviené podmnoZiné v RX R* X R*.
Nyni uréime impulzy Lagrangianu L
_dL _ |

. E)L L 2\2
= —2 s = =
pl aql q p2 an (q )
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a jeho Hamiltonidn v kartézskych souradnicich

- 2N\3
H=-L+pg =21q"+(§') —(QT’— 24 +(G) =
:_thl _(41)2 +M_

3

Legendreovo zobrazeni md v tomto piipadé¢ tvar

Leg: RXR*XR*>(t,q".q°,4'.¢°) = (t.4',¢", p,» p,) € RXR*XR’,

kde p,=-2¢" a p,=(4°)".

Viimnéme si Ze na okolich bodi xe RxR*xR”, pro které ¢° =0, neni zobrazeni Leg
bijektivni. = Toto  zobrazeni = ovSem  neni  bijektivni ani na  mnoZiné
[xe RXR*XR*14’ #0}= RxR*XRXR\{0}, jelikoz slorka Leg’=p,=(4>)" neni
bijektivni. OvS§em pokud budeme zobrazeni Leg uvazovat pouze na oteviené podmnoziné
RXR*XRXR" = {x e RXR*XR’ 14 > 0}, piipadné  na  oteviené  podmnoZiné
RXR*XRxXR = {xe RXR*XR*1§° < O}, pak se jiz bude jednat o bijekci na otevienou
mnoZinu RXR*XRx R*. Zobrazeni je diferencovatelné, to znamend Ze se jednd o lokdlni
difeomorfismus. Inverzni Legendreovo zobrazeni definované na podmnoZing Rx R*XRx R*

v vz

se rozdéluje na dve Casti

(Leg™),: RXR*XRxXR* >(t,q',q", p;» p,) = (t.4'.4°,4',¢°)€ RXR*XRXR",

kde ¢'=-p, /2 a ¢°=4p, a
(Leg_1)21R><R2><R><R+ 3(t,q1,q2,p1,p2)%(t,ql,qz,ql,q'z)e RXR*XRXR",

q~1:_p1/2 a qzz_\/p_.

V dal§im se omezime na body zpoloprostoru RxR’*XRxR", pro které plati inverzni
Legendreova transformace (Leg™),. Lagrangidn L ziskd v Legendreovych soufadnicich

(t.q'.q>. p,. p,) tvar
. _ WP
L(t,ql,qz,pl,pz)=L(t,q1,q2,q1,q2)0(Leg 1)1 zthl —(- p1/2)2 + 32 =

)3/2

=2tq' —p12/4+(pzT.

a Hamiltonian

H(t.q'.q",p,.p,) = H(t.q".q°.4".¢*) o (Leg™), = =2tq"' — (— p,/2)* +

2(/p.)’ _
3

3/2
=-2tq"' — p12/4 + z(pTz)

Vsimnéme si jesté, Ze matice inverzni k matici

d°L d°L
") '’ |_[~2 O
L J’L 0 24°
d'dy' (dg*)
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-1/2 0

tedy matice
’ [ 0 124

J je pravé matice druhych parcidlnich derivaci Hamiltonidnu

podle impulzii

*H  J’L
-1/2 0
(0201)2 @1@2 — / 1
L L 0 e
2 P
b, (b,)

oviem podle inverzni Legendreova transformace (Leg™), je p,”” =4 Tim jsme opét

prakticky ovéfili tvrzeni Véty 2.3. Pro body z poloprostoru RxR*XxRxR~ bychom
postupovali analogicky stim rozdilem, Ze tentokrdt by pfichdzela v dvahu inverzni

Legendreova transformace (Leg™),, pro kterou plati ¢*> =—/p,.

Kontrolni kol 2.1. Uvazujte Lagrangian, ktery ma v kartézskych souradnicich
(t.q'.q>,4'.¢°) na RXR’XR® tvar L(t,q',q’.¢".¢°)=t"+4'(¢")* +¢(§*)’. Ovéite jeho
regularitu. Urcete s nim asociované impulzy a Hamiltonidn. NapiSte tvar Legendreovy
transformace a inverzni Legendreovy transformace a pak urcete Hamiltonidn a Lagrangian

v Legendreovych soufadnicich (¢,¢',q°, p,, p,).

Kontrolni dkol 2.2. Uvazujte Lagrangian, ktery ma v kartézskych soufadnicich (z,q,q)
na RXRXR tvar L(t,q,q) =%(q')2 —%qu. Ovéite jeho regularitu. Urcete s nim asociovany

impulz a Hamiltonidn. NapiSte tvar Legendreovy transformace a inverzni Legendreovy
transformace a pak urcete Hamiltonidn a Lagrangian v Legendreovych souradnicich (z,q, p).

2.3. Zakony zachovani energie a impulzu

Uvazujme opét mnoZzinu RxR" X R" s kartézskymi soufadnicemi (¢,¢',¢') a Lagrangidn
L definovany na oteviené mnoziné v. Vc RXR"XR". Jsou-li p,, 1<i<m, impulzy
Lagrangidnu L, klademe
P=(Pi:Pose- Py

V kazdém bodé x € V je tedy p(x) vektor v R™; nazyvame jej vektor impulzu Lagrangidnu
L. Jednotlivé impulzy p,(x), v bodé¢ x, 1<i<m, pak tedy predstavuji slozky vektoru
impulzu v kartézskych souradnicich prostoru R".

Véta 2.4. Necht' pro néjaké k=12,...,m je
dL

i

Je-li y extremala Lagrangianu L, pak
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p.°J'y= konst.

Uvedené tvrzeni lze formulovat také tak, Ze mnezavisi-li Lagrangian L explicitné na
proménné ¢‘, pak funkce p, je konstantni podél kazdé extremaly Lagrangianu L. Véta
2.4 se proto nazyva zakon zachovani k-té slozky vektoru impulzu.

Dukaz. Predpoklddejme, Ze y je extremdla Lagrangidnu L, tedy Ze spliiuje Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice:

Jeliko? dL/dg* =0, znameni to, 7e

d dL » df(d d I
— o JYy=—| —0 J =— oJ ¥)=0,
(dt a.kj 4 dt(z-k 7] dl‘(pk 7)

a tedy funkce p, oJ'y (coZ je redlnd funkce jedné redlné proménné ¢) je konstantni. ¢

Disledek. JestliZe Lagrangian L je funkci pouze proménnych (1,4',...,¢"), pak
podél kazdé extremaly Lagrangianu L je impulz p=(p,,p,....,p, ) konstantni.

Popisuje-li Lagrangidan L pohyb né&jakého mechanického systému, Ize toto tvrzeni
formulovat 1 takto: jestlize Lagrangidn zdvisi pouze na ,,Case" a na ,,rychlostech” (nezavisi
tedy na ,,polohdch" uvazovaného mechanického systému), pak podél kazdé trajektorie je
vektor impulzu konstantni.

Véta 2.5. Necht' Lagrangian L spliiuje podminku

Z <.
o

Je-li y extremala Lagrangianu L, pak
HoJ'y= konst,

kde H Hamiltonian Lagrangianu L.

Uvedené tvrzeni 1ze formulovat také tak, Ze nezavisi-li Lagrangian L explicitné na case
(obecnéji na parametru ), pak Hamiltonian je podél kazdé extremaly Lagrangianu L
konstantni.

Popisuje-li Lagrangian L pohyb mechanického systému, pak (jak vime z predchoziho
odstavce) jeho Hamiltonidn ma vyznam energie; proto se Vét€ 2.5 tikd zakon zachovani
energie.

Dukaz. Je tfeba ukazat, Ze nezavisi-li L na proménné 7, a je-li y extremala Lagrangidnu L,
tedy spliiuje-li Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, pak
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%(Hofy):o.

Pocitejme tedy vyraz na levé strané. Plati

i(HoJl}/):dH o]zy:(i(_L.piq'i]]oJZ}/:

dt dt dt

__d_L_(iij.,-_@..i N
| at dt&q”'q ' B

Uplatnime-li oba predpoklady, dostdvame vysledek, ktery jsme chtéli dokazat. ¢

Poznamka. Zakon zachovani energie 1ze ¢asto s vyhodou pouzit pri hledani extremal
pro variacni dlohy, kde Lagrangian L nezavisi na parametru (c¢ase) . Je-li totiz y
extremala Lagrangianu L, pak pro ni plati

H olez konst.,

jingymi slovy, kiivka ¢t)=(t,4'(¢),...,q"(t)) je Fesenim obycejné diferencidlni rovnice
prvniho tadu

1 m
H(t,ql(t),. B .,di]—c =0,
dt dt
kde ¢ je konstanta. Je-li m =2, pak tato rovnice samotnd nesta¢i pro nalezeni mnoZiny
extremal Lagrangidnu L, nebot jeji Uplnd mnoZina feSeni miZe obsahovat i kfivky, které
nespliiuji Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. V pripadé m=1 je ovSem situace diametrdlné
odli$nd: pro regularni Lagrangidn nezavisly na ¢ je ,rovnice energie" HoJ'y= ¢
obycejna diferencidlni rovnice prvniho radu, ekvivalentni s Eulerovou-Lagrangovou
rovnici (kterd je, jak vime, rovnéz jedind, ale rddu druhého). To ovSem znamend, Ze
extremdly lze misto teSeni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice nalézt (vétSinou podstatné
snadnéji) vyreSenim ,,rovnice energie".

Piiklad 2.8. Uvazujme Lagrangian L(t,q,§) =4q” +8q + 4.
Tento Lagrangian nezdvisi na parametru f, to znamend, Ze odpovidajici Hamiltonidn bude
podél extremdl Eulerovych-Lagrangeovych rovnic konstantni a bude ptredstavovat zdkon
zachovani energie.

Hamiltonidn tohoto Lagrangidnu mé v kartézskych souradnicich (¢,q,4) na RXRXR tvar
H =-4q" —8q+ ¢’ apredstavuje prvni integral

—4q>—-8q+¢° =C

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Jednd se o diferencidlni rovnice prvniho fadu, ve které se da
pouzit metoda separace proménnych.

Nejdiive osamostatnime na levé strané ¢ a pak ob& strany rovnice odmocnime, ¢imz
dostaneme
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q=ﬂ=1/C+4q2+8q.

dt
Po separaci mame

dgq
JC +4q% + 84

coz vede na integraci iraciondlni funkce. V tomto pripadé lze integraci levé strany provést
pomérné snadno dpravou troj¢lenu pod odmocninou na Uplny ¢tverec linedrniho dvojclenu,
konkrétné

= dt,

C+4q> +8q=4(q+2)’ - Al,
kde A=4- % Posledni rovnici tedy prepiSeme na
dq = dt,

2\[(g+2)" - A]
coZ po substituci a integraci pro A >(0dava

%arg cosh[&zj =t+C,,

Ja

a odtud jiz snadno uréime teSeni ¢(¢) Eulerovy-Lagrangeovy rovnice jako inverzni funkci

k prave ziskané funkci r=1(g). Toto je typicky piiklad na integraci Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice pomoci integralu energie, kdy feSeni dostivime v inverznim tvaru 7 =17(g). Tento

integrdl ndm tedy redukuje fdd Eulerovy-Lagrangeovy rovnice na prvni tfad, ovSem tato
redukce s sebou Casto prindsi technické problémy spojené s integraci iracionalnich funkci.
Poznamenejme, Ze ne vzdy je takto jednoduché (jako v tomto pfikladu) integrovat integral
energie. V nékterych piipadech je nutné nasadit specidlni substituce, tzv. Eulerovy substituce,
které integraci pievedou na integraci z racionalnich funkci. Casto se viak stdvd, Ze integral
z iraciondlnich funkci nedokaZeme elementarné integrovat.

Na druhé strané, hledame-li extremaly Lagrangiant feSenim Eulerovych-
Lagrangeovych rovnic, dostivime se k diferencidlnim rovnicim druhého tadu, které vsak
umime feSit jen v nékterych piipadech. V tomto piipad¢ napiiklad Eulerova-Lagrangeova
rovnice je jednoduchd linedrni diferencidlni rovnice druhého radu

—g+8g+8=0,
s konstantnimi koeficienty oviem nehomogenni. ReSeni homogenni uréime snadno
z charakteristické rovnice. AvSak hledani partikularniho feSeni nehomogenni rovnice
metodou variace konstant nebo metodou neurcitych koeficientli miize byt zdlouhavé.

2.4. Hamiltonovy rovnice

Definice 2.4. Necht L:RXR" XxR"™ — R je regularni Lagrangian, H jeho Hamiltonién,
Dp»---sD,, jeho impulzy. Rovnice pro fezy O projekce 7, :RXR"XR" —R,
&t)=(t,q'(1), p,(1)), které v Legendreovych souradnicich Lagrangianu L maji tvar

dq' _ M dp,_ M .

dt  op,’ '’

se nazyvaji Hamiltonovy rovnice.
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Vsimnéme si, Ze Hamiltonovy rovnice Lagrangidnu L predstavuji systém 2m
obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho radu pro krivky v evoluénim prostoru
RXR"xR", zatimco Eulerovy-Lagrangeovy rovnice tvoii systém m obycejnych
diferencialnich rovnic druhého radu pro tfezy z R do RxX R", tedy pro kiivky v konfigura¢nim
prostoru R".

Véta 2.6. Hamiltonovy rovnice regularniho Lagrangianu jsou ekvivalentni s jeho
Eulerovymi-Lagrangeovymi rovnicemi. Tedy, je-li y extremala Lagrangianu L, pak J'y
je FeSenim jeho Hamiltonovych rovnic, a obracené, je-li &1)=(t,¢'(t),p,(t)) FeSenim
Hamiltonovych rovnic, pak plati 6=J'y, kde 7 extremala Lagrangianu L.

Diikaz. Predpoklddejme nejprve, Ze fez ¥:R — RXR", Ut)=(t,q'(t)), definovany na
otevieném intervalu / c R, je extremala Lagrangidnu L. Mame dokézat, Ze jeji prodlouzeni
J'y:1—-RXR"XR", coz je fez projekce ,, ktery v Kartézskych soufadnicich ma tvar
J'y(t)=(t.q'(t),4' (1)), spliiuje Hamiltonovy rovnice. Podle predpokladu plati pro viechna
i=12,....m

to je

da) , d
EZ ery=201'y,
(dt 2.,) y=—7oly

kde zobrazeni L a ¥ jsou uvazovana v soutadnicich (¢,¢',4') na RxR™ x R". Diky regularit&

Lagrangidnu miiZzeme tyto rovnice vyjadit v Legendreovych soufadnicich (z,q',p,). Jak jsme
spocitali v odstavci 2.2., plati

R .

A’ '
proto vyse uvedend rovnice ma v Legendreovych soutadnicich tvar
oH
'

i o I' = — o !
d;(p" 7'7) 1'y.

Zbyva ovéfit, ze J'y splituje i zbyvajici Hamiltonovy rovnice. V odstavci 2.2. jsme rovnéz
zjistili, Ze

¥ oH

q (t7qk7pk) :Z(l"qk’pk)'

Proto také

oJ'y.

- 1_i i _&’H
q J7’—dt(q 7/)_01?,-

Obrécené predpoklddejme, Ze fez d: R — RX R" X R" je feSenim Hamiltonovych rovnic,
tedy, ze pro i=1,2,...,m je
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d JoH d oH
PR 105 :—oé‘,— .05 = — A05.
dt(q ) o, dt(p' ) '

Vyjadifme tyto rovnice v soufadnicich (¢,¢',¢") : prvni sada Hamiltonovych rovnic zisk4 tvar

d . .
L God)=qgo5,
dt(q )=¢q

ktery vyjadiuje, Ze slozky q'i(t), i=12,...,m, fezu ¢ jsou derivacemi jeho slozek qi(t). To
ale znamen4, 7e¢ d=J'y pro n&jaky fez ¥:R —> RxR". Druh4 sada Hamiltonovych rovnic

pak je
d(d. d dL ) a.
_ _'oJ =| —— OJ :_.OJ Py
il o s i
neboli
LR ANy
dqg' dt '

Odtud vidime, Ze y je extremdla Lagrangidnu L. ¢

Poznamka. Osvétleme si vyznam Véty 2.6.

Predevsim, tato véta predstavuje dalsi metodu pro hleddni extremal variacniho
problému: misto feSeni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (reguldrniho Lagrangidnu) lze
vyresit odpovidajici Hamiltonovy rovnice.

Tato véta ma ovSem také hluboky vyznam z hlediska pozndni struktury mnoZiny
extremal regularnich varia¢nich problémi: z tvaru Hamiltonovych rovnic je totiz zfejmé, Ze
se jednd o systém obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu typu

(24

a- _ Ft, f1 ()., f7"(1), 1S <2m,

dt
pro zobrazeni f:R— R*", kde pravé strany F“(t,x) jsou spojité funkce na oteviené
mnoziné W v RxR>. Plati tedy pro né Picardova-Lindeléfova véta o existenci a
jednoznac¢nosti feSeni Cauchyho pocateéni dlohy, podle niZz za predpokladu, Ze funkce F“,
1< a<2m, spliuji Lipschitzovu podminku, existuje jednozna¢né urcené resSeni té€chto rovnic
s maximdlnim definicnim oborem, spliiujici poc¢ate¢ni podminku f(z,) = x,, tj. jdouci bodem
(t5,x,) € W < RXR™. Odtud okamzité vidime, Ze pokud funkce dH/cp, a dH/dy' sphituji
na svém defini¢nim oboru W Lipschitzovu podminku (coz specielné nastava vzdy, kdyz
jsou tyto funkce diferencovatelné tiidy C', tedy Lagrangian L je tfidy C°), pak kazdym
bodem mnoZiny W v evoluénim prostoru RXR" XR" prochazi jedina ,maximalni"
prodlouZena extremala Lagrangianu L.

Neprehlédnéte, Ze toto vSe plati za predpokladu, Ze Lagrangidn je reguldrni. Pro
Lagrangian, ktery neni regularni, Hamiltonovy rovnice nemame definovany a mnozina

vvvvvv

obecné neplati, Ze by kazdym bodem prochazelo jediné reSeni, tedy, Ze by reSeni bylo
jednoznacné urceno zadanim pocatecnich podminek.
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Piiklad 2.9. Uvazujme Lagrangian L(t,q',q°.¢",¢°) =2q" —4(¢")* +(¢")* = (§*)’
z Prikladu 2.6. Urcete Hamiltonovy rovnice tohoto Lagrangianu a obecné je vyfeste.
Reseni: V prikladé 2.6. jsme ovérili, Ze tento Lagrangian je regularni na celém
RXR*x R’,ur¢ili jsme jeho impulzy
= 8_L =24 - a_L
pl_aql_ q, p2_aq2

a Hamiltonian, ktery je v kartézskych soutadnicich (¢,¢4',4°,¢',¢°) na RxR*x R tvaru

=24

H=-L+pqg =-2q¢"+4(¢") +(G") - (G*).
V Legendreovych soufadnicich (¢,4',4°, p,, p,) bude mit Hamiltoni4n vyjadieni

H(t.q'.q", i, p) ==29" +4(¢) + p’ [4— p," [4.
Hamiltonovy rovnice budou vypadat ndsledovné

o 2 di A
dg° _H__p, dp, M

dt o, 2 di A

Jednd se o Ctyfi obycejné diferencidlni rovnice prvniho tddu pro CEtyfi nezndmé funkce
q'®),q° () a p, (1), p,1).

Nejjednodussi je druhd rovnice ve druhém tadku, kterou Ize pfimo integrovat a dostdvame
pz(t) =2t+ C,,

kde C, je integracni konstanta. Tento ziskany vyraz nyni dosadime do prvni Hamiltonovy
rovnice ve druhém radku, takZze dostavame rovnici

dg” __, G
dt 2’
jejiz integraci ziskame
2
C
(]2( ) :___7ZI+D2’

kde D, je dalsi integracni konstanta.

Jestlize prvni Hamiltonovu rovnici prvni série (prvniho fddku) budeme derivovat podle
parametru ¢, pak lze psat

d’q' _1dp,
dr* 2 dt’

1

. . ) : S .
coz po dosazeni za dL do druhé rovnice v prvnim faddku dava
t

2d2ql _ q qul

+4q' =0.
dr* dr* q
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Posledné uvedend rovnice je linedrni diferencidlni rovnice druhého tadu s konstantnimi
koeficienty pro nezndmou ¢'(¢), jejiz obecné fesent je tvaru

g'(t) = C,cos2t + D, sin 2t.

Derivujeme-li nalezené teSeni ¢'(#) a dosadime do prvni rovnice prvni série p, = 2dd—q:,
obdrzime
p,(t)=-4C, sin2t +4D, cos2t.
Celkové jsme tedy dostali feSeni Hamiltonovych rovnic v tomto piikladu ve tvaru
q'(t) = C,cos2t + D, sin 2t p,(t) =—4C,sin2t + 4D, cos2t
F()=—1*/2-Ct/2+D,  p,()=2+C,.
Pro urCeni integracnich konstant C,,C,,D,,D, jsou obvykle k dispozici Ctyfi pocatecni

podminky ¢'(0)=¢), ¢’(0)=q;, p,(0)=p’, p,(0)=p,".

-2\3
Priklad 2.10. UvaZujme Lagrangian L(t,q'.q",¢'.¢°) =2tq' — (')’ +% z Prikladu

2.7. Urcete Hamiltonovy rovnice tohoto Lagrangidnu a obecné je vyfteste.

ReSeni: V prikladé 2.7. jsme ukdzali, Ze tento Lagrangidn je reguldrni na oteviené
mnoZiné {xe RXR*XR’1¢°#0} v R° a na mnoziné \xe RXxR>*xXR*14’ =O} je tento
Lagrangian singularni.

Dale jsme urcili impulzy tohoto Lagrangidnu L

oL i oL .
pl:a_ql:_qu’ pzza_CIQ:(qu
a jeho Hamiltonidn v kartézskych souradnicich je tvaru
-0 1 - 1\2 (5'12)3 <1\2 - 2\3
H=-L+pgq ==-2tq +(q) T3 T2+ @) =

2253

:_2tql_(ql)2+2(q ) )
3

Pripomenime zde znovu dulezity fakt, Ze na okolich bodi z mnozZiny

{x € RXR*XR’1¢* = 0}, na které je Lagrangian singuldrni, neni Legendreovo zobrazeni Leg

bijektivni , to znamend Ze zde neexistuji Legendreovy soufadnice a tudiZ zde ani neexistuji
Hamiltonovy rovnice.
Dile z Prikladu 2.7. vime, Ze aby bylo zobrazeni Leg v tomto piipadé bijektivni musime

jej uvaZovat pouze na oteviené podmnoziné Rx R°XRXR" = {xe RXR*XR*14* > 0}, nebo
na oteviené podmnoziné RXR>x RXR™ ={xe RxR*xR*14> <0}

V dalsich vypoctech se omezime na body z mnoZiny RxR*xRxR*. V té&chto bodech je
tedy Lagrangian L regularni a na okoli téchto bodl plati inverzni Legendreova transformace

Leg™ ve tvaru
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(Leg™),: RXR*XRxXR* >(t,q',q", p;»p,) = (t.4".q°,4',¢°)€ RXR* X RXR",

kde ¢' =—p/2 a ¢ =[p,.

V Legendreovych soufadnicich (¢,4',4°, p,, p,) bude mit Hamiltoni4n vyjadieni

1 2 _ 1 2 .1 .2 Leg™). = | 2/ 2([’2)3/2
H(t,q.q",p.p,)=H(t.q.q",q .4 ) (Leg”), =2t — p, 4+T-

Hamiltonovy rovnice zadaného Lagrangianu na mnoZ%iné Rx R*XRxR* budou mit tvar
dg _H__p dp_ M

dt  dp, 2 dt '

dg” _ M dp, __oH

di  op, P di AP

Z druhé Hamiltonovy rovnice druhé série (druhého fadku) okamzit€¢ dostavame p, =C,, kde

=2t

C, je integracni konstanta. Také druhou rovnici prvni série lze prfimo integrovat a dostaneme,
ze

p()=t"+C,

kde C, je dalsi integracni konstanta. Dosazenim funkce p,(¢) do prvni rovnice prvni série
obdrZime

W' __¢ ¢
dt 2 2

a po integraci
 C
"(t)=——-—Lt+D,.
q (1) 6 2 1

< ) : . dg’ P PR .
Konec¢né prvni rovnice druhé série di =./p, s prihlédnutim, Ze p, =C,, davd po integraci
t

g’ (t) =+/C,t + D,. Celkové jsme tedy dostali feSeni Hamiltonovych rovnic ve tvaru
¢'(t)=-1/6-Ct/2+D, p,@)=1+C,

¢’ =C,t+D,  p,(=C,.

Kontrolni kol 2.3. Uvazujte Lagrangian tvaru L(¢,q,q) =%(c})2 —%qu z Kontrolniho

ukolu 2.2. Uréete Hamiltonovy rovnice tohoto Lagrangidnu a obecné je vyfieste.

Kontrolni ukol 2.4. UvaZujte Lagrangian L(t,q,q) =t-q-\/g. Ovérte jeho regularitu.
Urcete s nim asociovany impulz a Hamiltonidn. NapiSte tvar Legendreovy transformace a

73




Olga Krupkova, Martin Swaczyna Varia¢ni pocet

inverzni Legendreovy transformace a pak urcete Hamiltonidn a Lagrangian v Legendreovych
soufadnicich (z,q, p). UrCete Hamiltonovy rovnice tohoto Lagrangidnu.

Kontrolni tkol 2.5. UvaZzujte Lagrangidan L(t,q'.q¢°.¢".¢°)=t"+4¢"'(¢")’ +¢°(§")’
z Kontrolniho tkolu 2.2. Uréete Hamiltonovy rovnice tohoto Lagrangidnu.

2.5. Variacni princip pro Hamiltonovy rovnice

V predchozim odstavci jsme zavedli Hamiltonovy rovnice jako diferencidlni rovnice pro
fezy :R — RXR" xR" = Rx R*". Nyni ukdZeme, Ze tyto rovnice jsou variacni, tedy, Ze to
jsou rovnice pro extremaly jistého varia¢niho problému.

Nejprve se podrobnéji podivejme, o jaky variacni problém jde. Jelikoz extremdly zde
budou fezy z R do Rx R*", jednd se ziejmé o variacni problém, kde konfiguracni prostor je
R*", roziiteny konfiguraéni prostor (prostor udilosti) je RxR™ a evolucni prostor je
RxR* xR*. Lagrangian musi byt tedy funkce definovani na oteviené mnoZzin& v
RXR*™xR*™. Dale vime (viz Pifiklad 2.4), 7e Eulerovy-Lagrangeovy rovnice tohoto
Lagrangianu jsou prvniho radu (nebot Hamiltonovy rovnice jsou prvniho fadu). To ovSem
znamend, Ze tento Lagrangian musi byt nutné afinni funkce v prvnich derivacich (odtud
mimo jiné okamzité plyne, Ze je to singuldarni Lagrangidn a jeho Hamiltonidn a impulzy
budou funkce definované na rozsifeném konfigura¢nim prostoru Rx R>" (srov. posledni
diskutovany Lagrangidn z Piikladu 2.5)).

Oznaéme hledany Lagrangian L. Jelikoz Eulerovy-Lagrangeovy rovnice tohoto
Lagrangidanu maji byt totoZzné s Hamiltonovymi rovnicemi néjakého (reguldrniho) varia¢niho
problému pro kfivky v R” definovaného Lagrangidnem L, bude vyhodné zvolit na Rx R>"
soufadnice tak, aby to byly Legendreovy soufadnice Lagrangidnu L, tedy (t,q',p,). Na
evoluénim prostoru RXR>" X R*™ pak vznikaji soufadnice, které v souladu s dfive
zavedenym  oznaCenim budeme oznaCovat (t,¢',p,,q',p,). ProdlouZzenim fezu

8:R— RXR™, &1t)=(t,4'(t),p,(1)), do definiéniho oboru Lagrangidnu L tedy bude fez
J'O:R—>RxXR™XR™, J'84t)=(t,q'(t), p,(t),4' (1), p,(t)). Podminka, 7¢ L je afinni v

proménnych é]i, p,;,kde i=12,...,m, znamena, ze Z(l,qi,pi,qi, p;) ma tvar
L:ajq" +b’j)j+c,

kde a;, b’, j=12,...,m, ac jsou n&jaké funkce proménnych (t.¢',p,).
Zkusime tyto funkce najit. Nejprve spoc¢itime Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy Lagrangianu
L=a,g' +b'p, +c:

dg' dt

. =gl +—
o wa

(&aj aa,-j.j R N
= -——|q" + -—— |\,
d'  dg’ dq' b, | A &k
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Eulerovy-Lagrangeovy rovnice proto miZeme napsat ve tvaru

(aaj_aaijdqj+(0-bj_0bijdpj_aai &

A d’)d \d b )d K A
A \do (B H \dp, ¥
b, dg’)dt \ b, ob,)dt Ak b,
Nyni je porovndme je s Hamiltonovymi rovnicemi Lagrangidnu L, které, jak vime, maji tvar
dq' _oH dp, oH

d o, di A
a vidime, Ze oba systémy rovnic jist¢ budou identické, poloZime-li napf.
c=-H, a;,=p,, b’ =0, 1<j<m.
To znamend, Ze jsme nalezli Lagrangidn L tvaru
L=-H+ P jqj ,

ktery mé pozadované vlastnosti.

Vysledek, ktery jsme takto obdrZeli shrnuje nésledujici véta.

Véta 2.7. Necht L je regularni Lagrangian definovany na oteviené mnoZiné v
RXR"xR", H jeho Hamiltonian a p,, 1<i<m, impulzy. Pak Hamiltonovy rovnice
Lagrangianu L jsou Eulerovy-Lagrangeovy rovnice Lagrangianu

Z:_H+qujs

ktery je definovany na oteviené mnoZiné v R x R*" x R*".

Definice 2.5. Lagrangidn L se nazyva rozsireny Lagrangian asociovany s Lagrangianem
L.

Podle Véty 1.4. maji viechny Lagrangidny ekvivalentni s Lagrangidnem L tvar

-f+%,
dt

kde F je libovolna funkce proménnych (t,¢', p,) , tedy
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~ ., oF oF .. OJF . oF dF ., OF .
L'=-H+p.qg +—+ '+—p =—H+—+|p . +— ¢’ +—p..
P4 ijj B (P, 2,]‘] ajl?,

_.q
o g’
Vsimnéte si, Zze z tohoto vztahu plyne, Ze Lagrangiin, ktery je ekvivalentni s rozSifenym
Lagrangidnem sam nemusi byt rozsifenim néjakého Lagrangianu (tedy nemusi existovat
Lagrangian L na V < RxR" x R", pro n&jz by platilo L = L).

2.6. Kanonické transformace

Uvazujme hladky lokélni difeomorfismus a:RXR> — Rx R*™, ktery je identitou na
prvnim faktoru, tj. ma tvar a(t,x)=(t,&'(t,x),...,a""(,x)), pro viechna t€ R a x € R*".
Toto zobrazeni indukuje lokalni difeomorfismus prostoru R X R*" x R*" na sebe, oznadovany
J'a a definovany vztahem

J'at,x,y)=t,a t,x),....a"" t,x),d' t,x,9),....a"" (t,x,y)),
kde

_da’
dt

a’ , 1S p<2m.

J'a se nazyva (prvni) prodlouZzeni difeomorfismu «.

Definice 2.6. Necht L je reguldrni Lagrangian, (t,q',p,) jeho Legendreovy soufadnice na
oteviené mnoziné V < RxX R" x R". Hladky difeomorfismus

a:RXR"XR" >(t,q',p,) = (t,q',D,) € RXR"XR"

fazového prostoru V na sebe takovy, 7e f=t, a rozsitené Lagrangidny L a LoJ'a jsou
ekvivalentni, se nazyvéd kanonicka transformace.

Z definice vyplyvd, Ze je-li « kanonickd transformace, pak na V existuje inverzni
zobrazeni o', které je také diferencovatelné tiidy C~. SloZky zobrazeni a, tedy funkce
(t,g',p,), miiZeme proto vzit za soufadnice na V. Derivace zobrazeni @ i @' jsou ddny
jejich Jacobiho maticemi a ty jsou navzdjem inverzni.

Jelikoz L je roz§iteny Lagrangian k Lagrangidnu L, jsou jeho Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice identické s Hamiltonovymi rovnicemi Lagrangianu L; v Legendreovych
sourradnicich Lagrangidnu L maji tedy tvar

a _oH o, __oH

dt  op, dt '

kde H je Hamiltonidn Lagrangidnu L. Je-li a kanonicka transformace, pak podle definice
jsou tyto rovnice také rovnice pro extremaly sloZzeného Lagrangianu LoJ'a. Uréime

2
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nyni tyto rovmice (tj. Eulerovy-Lagrangeovy rovnmice Lagrangianu LoJ'a) v
soufadnicich (z,§',p,): Zavedme oznacen{

~

L=LoJ'a a H=Hoa.
Pak, s vyuZitim definice slozek prodlouZeného zobrazeni J'a, miizeme psat
L=LoJa=(-H+pg)el'a=—(Hoa)+(p,ca)q oJ'a)=—H+pg'.

Odtud jiZ snadno dostdvame Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy Lagrangidnu L v uvaZovanych
soufadnicich ve tvaru

A d H .
Tt
p' dip P
Dosazenim fezii J projekce 7, : Rx R*" — R dostaneme rovnice
dg' _dH dp, _ dH
a P, dt A

coZ podle konstrukce jsou Hamiltonovy rovnice Lagrangidnu L zapsané v soufadnicich
(.9°p))-

Shrneme-li predchozi tvahy, muzeme (ponékud méné presné) fici, ze kanonicka
transformace je difeomorfismus fazového prostoru na sebe, ktery zachovava tvar
Hamiltonovych rovnic.

Z definice také plyne, Ze existuje funkce F na V < RXR" X R" takov4, Ze

Z:Z+d—F.
dt

F se nazyva vytvorujici funkce kanonické transformace o.

Ve zbytku tohoto odstavce se budeme zabyvat otidzkou, jak kanonické transformace
hledat.
UvaZujme zobrazeni

a:RXR"XR" >(t,q',p,) = (t,q',D,)€ RXR"xXR".

Je-li o kanonicka transformace, existuje funkce F, definovand na oteviené mnozing¢ V v
RXR"™ X R", pro kterou plati

= i~ dF

L(t.q".p)—-Lt.q . p)=—o-.

dt

F lze tedy chdpat jako funkci zdvislou na 4m+1 ,,proménnych" (t,¢,p,,q',P,), které oviem
nejsou nezavislé: pouze 2m+1 z nich miiZze byt nezavislych, ty pak tvori souiradnice na
mnoziné V. V téchto souradnicich pak muzZeme vyjadrit definicni podminku pro
kanonickou transformaci, ze které jiz bude mozno urcit rovnice zobrazeni «.
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Z tady moznosti, které se takto nabizeji, vySetiime dva vyznamné piipady, a to pripad,
kdy nové souradnice budou mit tvar (z,q',q") a ptipad (t,g',p,).

e (1) Necht' (t,4',g') jsou souradnice na V — RXR" X R". Znameni to, Ze zobrazen{
¢1 . (t’qi9pi) _) (tsqi9qi)

je difeomorfismus, spliiuje tedy podminku

det D@ =det 2/ #0.
b,
Podminka, aby zobrazeni «:(t,q'.p,)— (t,q'.p,) prevddélo dany roziifeny Lagrangidn na
ekvivalentni, ma v soufadnicich (¢,¢',g") tvar
—-H+p,q'+H-p;q’ =

kde viechny uvazované funkce z4visi na proménnych (t,¢',g"). MiZeme tedy psat

Vyraz na levé strané je funkce na V, kterd je afinni v proménnych §',g", tj. polynom prvniho
stupng. Je proto roven nule pravé kdyz vSechny jeho koeficienty jsou rovny nule. Dostdvame
tak ndsledujici vztahy pro parciélni derivace vytvorujici funkce F:

ER
dF

a
I _
%j :p,i’

kde 1< j <m. Odtud je vidét, Ze je-li dana funkce F(t,q',q'), pak

- druha sada téchto vztahii predstavuje vyjddfeni funkci p,, 1<j<m, jako funkcf
proménnych (t,¢',g'), tedy implicitni rovnice pro g’(t,¢'.p,), 1<j<m. Jelikoz podle
predpokladu plati det(&ﬁi /3[9 j);tO, tyto rovnice jsou FeSitelné podle Véty o implicitnim
zobrazeni, a funkce g’(¢,q',p,), 1<j<m, to znamend ,,prvni ¢ast" hledanych slozek
zobrazeni a:(t,q', p,) — (t,qi (t.q’.p,).p.(t.q" . p j)), z nich lIze explicitné uréit.

- Treti sada téchto vztahli predstavuje vyjadieni funkei p,, 1<i<m, které tvori
,druhou &st" hledanych slozek zobrazeni a:(1,q', p,) = (t.3'(t.q", p,).5,(t.q", p,)), jako
funkci proménnych (z,q’,g’). Dosadime-li do nich vyse obdrzené vyjadieni funkci g’ jako
funkci proménnych (z,q’,p;), dostaneme p, jako funkce proménnych (z,¢’,p;).

To ovSem znamenad, Ze zobrazeni « je plné urceno (funkcionialnimi) rovnicemi

o O .. F _
pi(t,q’,q’)=—g, pi(t,q’,qf)=g, 1<i<m,
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kde F miiZze byt zcela libovoln4 diferencovatelnd funkce proménnych (t,¢’,g’). Rovnice
H - H = dF ¢k pak vyjadiuje vztah mezi piivodnim a transformovanym Hamiltonidnem.
Zbyva jesté urcit, za jakych podminek (tj. pro jaka F) je « hladky difeomorfismus.
Podle Véty o inverznim zobrazeni staci, aby zobrazeni & bylo hladké a jeho Jacobiho matice
byla reguldrni (v kazdém bodé€ definicntho oboru). Plati oviem a=/fo¢, kde
@ :(t,q',p,) = (t.q',q") je uvazovand transformace a S:(t,q'.g') — (t.g',p,). Je-li zobrazeni
¢, hladké a je-1i funkce F hladka, je také zobrazeni o hladké, nebot vznika sloZzenim dvou
hladkych zobrazeni. K tomu, aby Jacobiho matice zobrazeni &= o ¢ byla regularni, staci,
aby Jacobiho matice zobrazeni f:(t,q'.q') — (t,q', p,) byla reguldrni; pro determinant této

det DB = det(%} = det(%] :

Jacobiho matice ovSem plati

Uvedené vysledky shrnuje nasledujici véta.

Véta 2.8. Necht' L je regularni Lagrangian, (1,q’,p ;) jeho Legendreovy souradnice

na oteviené mnoziné V c RxR" xR", a necht g', 1<i<m, jsou hladké funkce na V,
spliujici podminku

det(%] #0.

Pak pro libovolnou hladkou funkci F(t,q’,g’) na V, splitujici podminku

2
det{ il j;tO,

'
Jje zobrazeni
a:(t.q'.p)—t.q'.p)

definované vztahy

p,-(t,q",ﬁf)=—‘9—F 15,.(r,qf,(7f)=ﬂ 1<i<m

A" A

kanonicka transformace na V. Pro Hamiltoniany H a H = H o o pak plati

o c i OF
H(t,q,q)=H(t,q,q)—§(t,q,q)-

e (2) Necht’ (1,7, p;) jsou souradnice na V c RxXR" X R". Znamend to, Ze zobrazeni

@, (t’qi’pi) - (t’qi’pi)

je difeomorfismus, spliiuje tedy podminku
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J

det Do, = det(%) #0.

Podminka, aby zobrazeni a@:(t,q',p,) —> (t,q'.p,) prevadé&lo dany roziifeny Lagrangidn na
ekvivalentni, ma v souradnicich (¢,g’, p;) tvar
— .. . dF
-H+p,q’+H-p,qg =—:,
dt
kde viechny uvaZované funkce zdvisi na proménnych (¢,g', p,). Tento vztah upravime do

tvaru polynomu prvntho stupné v proménnych g', p,: VSimn&me si, Ze

.. JdF d N
H-H+pq’ =E+p,-q’ =E(F+p,q’)—p,-q’-
Zavedeme-li tedy funkci F(t,g', p,)=F + p,q’(t.g', p,), miizeme psit

H_ﬁ-i_ﬁjq;j—i_quj ZCZ_Ft"

— oF _ OF ., - OF ),
(H_H_Ej-i_(pj_oﬁjjqj+[qj_$})j:0'

Opét vidime, Ze vSechny koeficienty musi byt rovny nule, tedy plati

t.

. H-H,
ok
o _
a "
F
_ = q R
P,
pro 1< j<m. Vyznam téchto vztahl je analogicky jako v bodé (1) vyse: je-li dana funkce

F(.g',p,), pak

- treti sada téchto vztahd predstavuje vyjadieni funkci ¢’/, 1<j<m, jako funkci
proménnych (1,g', p,), tedy implicitni rovnice pro g’(t,q',p,), 1< j <m, coZ je ,,prvni &ast"
sloZzek zobrazeni «. Jelikoz podle predpokladu plati det (é?q'i / aq’ );tO, tyto rovnice jsou
Fesitelné podle Véty o implicitnim zobrazeni, a funkce g’(t,q',p,), 1< j<m, z nich lze
explicitné urcit.

- Druha sada téchto vztahl pfedstavuje vyjadreni funkei p;, 1<j<m, které tvori
,,druhou ¢&ast" slozek zobrazeni @, jako funkci proménnych (#,g', p,). Dosadime-li do nich
vySe obdrzené vyjadieni funkci g’ jako funkci prom&nnych (z,4',p,), dostaneme p, jako
funkce Legendreovych proménnych (1,4, p,).

Nepiehlédnéme, Ze funkce F(1,g’, p;) muiZe byt volena zcela libovolné, pricemz kazda
jeji konkrétni volba dava néjaké zobrazeni «. To ovSem znamend, Ze « je plné€ urceno
(funkcionalnimi) rovnicemi
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o o _ JF )
q(t’qj’pj)zga P,-(I,Q",P,-)Zﬁ, I<i<m,

kde F(t,g',p,) je libovolnd pevn& zvolend funkce. Rovnice H —H =dF/d pak opét
vyjadiuje vztah mezi piivodnim a transformovanym Hamiltonidnem.

Zbyva jesté vySetfit podminky, kdy je a hladky difeomorfismus. Uvaha je zcela
analogicka argumentaci v bodé (1) vySe; provedeme-li ji, zjistime, Ze staci aby transformace
¢, a funkce F byly hladké, a aby platilo

2
def| Pr | = det &i—F £0.
P, ' op,
Uvedené vysledky miZeme nyni zformulovat takto:

Véta 2.9. Necht' L je regularni Lagrangian, (t,q’,p ;) jeho Legendreovy souradnice

na oteviené mnoziné V c RXR" XR", a necht g', 1<i<m, jsou hladké funkce na V,

spliiujici podminku
det[%j #0.
Pak pro libovolnou hladkou funkci F(,g', p,) na V, splitujici podminku

det{ ;fjpj} #0,

je zobrazeni
a. (l,qi, P,) — (t’c_li’ l_)z)

definované vztahy

i, —j o _ oF .
q(t,qj’pj)zg, pi(l.’q]spj):g, 1<i<m

kanonicka transformace na V. Pro Hamiltoniany H a H = H o & pak plati
. _ o _,
H(t,q',p)=H(t.q ,p,-)—g(t,q D)

Ukol : Vysetiete podrobné pifpady F(t,q',p,) a F(t,p,p,).

Priklad 2.11. Uré¢ime kanonickou transformaci definovanou vytvorujici funkei

F =Zqic_1i .
i=1
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Jde o kanonickou transformaci charakterizovanou ve Vété 2.8. Uvazovana vytvorujici funkce
je hladk4 funkce typu F(t,q’,g’) aplati pro ni

2
de{o’é@?] =det(d;) =detE=1%0.

Proto kanonickd transformace vytvorend funkci F’ existuje a je to zobrazeni
a:(t.q',p) = (.9, D)

definované vztahy

; o _.  _ .. OF ; .
pi(t.q’.q)=——=—q", pt.q.q")=—==4q", 1<i<m.
2 aq
Rovnice zobrazeni & maji proto tvar
g =-p, D.=q, 1<i<m,

neboli, & je zobrazeni
a:(t,q'.p) = (t-p.q).
ProtoZe dF /ot =0, plati pro odpovidajici Hamiltonidny Ha H = H o jednoduchy vztah
H=H.

Presvédc¢ime se, ze Hamiltonovy rovnice maji v obou ptipadech skutecné stejny tvar. V
souradnicich (t,q', p;), jak vime, plati

dg' _H  dp, _ M

dt op, dt '
Jelikoz
dg’ ' b " . dp, JdH JH JH
! =aq_+0b_j¢+&7p,=—pi— e
d & o Pp; dt dg' p, P,
dp. 4 B . . dq oH oH
. _Pe, %q%@p,:q AT
a & g’ Pp; d o, ' A

prejdou po transformaci tyto rovnice na tvar
dg _oH dp, _ JH
d o, dt  dg'

2.7. Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Teorii kanonickych transformaci 1ze vyuZzit jako integra¢ni metodu pro Hamiltonovy
rovnice, a tedy jako integra¢ni metodu pro hledani extremal reguldrnich varia¢nich problémii.
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Je totiz zfejmé, Ze je-li a:(t.q',p,)— (t,q',p,) kanonickd transformace, pro niz

transformované Hamiltonovy rovnice maji tvar

dg' dp,
4, Pi _ ,
dt dt
pak jsou okamZité fesitelné: jejich feSenim jsou evidentné fezy &t,q',p,),
q'(t.q’.p)=a’, p.t.q’.p;)=h,

kde a', b;, 1<i<m, jsou konstanty. Tyto kiivky tedy predstavuji diplnou mnoZinu FeSeni

Hamiltonovych rovnic Lagrangianu L, zapsanou v soutadnicich (¢,g',p,). JelikoZ vztahy

q'(tq’.p,)=d', p,(t.q’,p;)=b, jsou implicitni rovnice pro funkce ¢', p;, lze z nich vyjadfit

feseni Hamiltonovych rovnic Lagrangianu L v Legendreovych souradnicich: dostaneme
5(taqi(taajabj)’pi(t’aj’bj))a

tedy feSeni zdvislé na parametru (Case) ¢ a 2m konstantich a', b, 1<i<m (integratni

konstanty). Odtud Ize piimo urcit dplnou mnozinu extremal daného Lagrangianu ve tvaru

Htq'(ta’,b)), kde a’b, e R 1<j<m.

Z uvedené analyzy vyplyva, Ze je tfeba se zaméfit na hledani vytvorujicich funkci
kanonickych transformaci, které transformuji Hamiltonovy rovnice (v Legendreovych
soutradnicich) na tvar

i d—
dq” =0, i _
dt dt
Této podmince jisté vyhovuji kanonické transformace, pro néz
H=0.

Oznacme vytvorujici funkce takovych kanonickych transformaci —S. Podle Véty 2.8 je
kanonick4 transformace @ :(t,q',p,) — (t,¢',p,), uréena vytvotujici funkci —S(t,q’,g’), dand
implicitnimi rovnicemi

pt.q’.q) === pit.q.q)=——, 1<i<m,
27 27

a jelikoz Hamiltonian H = H o & m4 spliiovat podminku H = 0, musf také platit
H(t,qj,c_lj)+§(t,qj,r7j) =0.

Funkce g’ lze ovSem vyjadfit pomoci Legendreovych soufadnic a Hamiltonidn H ve vyse
uvedeném vztahu uvazovat jako funkci H(t,q’,p ;). Za impulzy pak miZeme dosadit
piislusné derivace vytvoiujici funkce. Podminka H =0 tak zisk4 tvar

2 2
EW +—=0,

H(t,qj, )
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coz je parcialni diferencialni rovnice prvniho radu pro funkci S; nazyva se Hamiltonova-
Jacobiho rovnice.
Kanonicka transformace, pro kterou H =0, ovSem vede na Hamiltonovy rovnice, jejichz

feSenim jsou funkce g' =a' =konst. Stadi proto nalézt takové FeSeni S Hamiltonovy-
Jacobiho rovnice, které zavisi na proménnych (z,g’) a m parametrech a’, 1< j<m. Z
Véty 2.8 dile plyne, Ze toto FeSeni S(z,q’,a’) musi spliiovat podminku

2°S
det{&qjaaij;to.

V teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic se takové feSeni nazyva tplny integral.

Nyni jiz miZeme zformulovat zdkladni tvrzeni, které shrnuje uvedenou integraéni
metodu.

Véta 2.10 (Jacobiho teorém). Necht' L je regularni Lagrangian, H,p; jeho
Hamiltonidan a impulzy. Necht S(z,¢’,a’) je uplny integral Hamiltonovy-Jacobiho
rovnice

H[t,qj, &Sj )

&If +5:O,

tj. funkce splnujici podminku

2
det[&joiz’ ] #0.

Pak aplny systém extremal Lagrangianu L je dan systémem implicitnich rovnic

Diikaz. Nejprve ukdZeme, Ze kazdé feSeni ¢'(t,a’,b;) implicitnich rovnic

%(l,qj,ai) =konst=—-b", 1<i<m

je extremdla Lagrangidnu L. PredevS§im se ujistime, Ze tyto rovnice jsou skutecné tesitelné:
podminka jejich reSitelnosti ma podle Véty o implicitnim zobrazeni tvar

S
detf ———— |#0
(aq’aa’ J
a je splnéna diky tomu, Ze S je dplny integrdl. Necht tedy fez d: R — RXR"™ X R"™ je feSenim
uvedenych rovnic, tj. pro jeho slozky ¢'(1), 1<i < m, plati
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Spocitaime-li uvedenou totdlni derivaci podél zvoleného fezu, dostaneme:
2 2 j
0’)S4+ 07.S4dq =0
okda'  dg’da’ dt

Funkce S je podle predpokladu feSenim Hamiltonovy-Jacobiho rovnice. Proto pro ni plati

S 9 s _ JH _JHdop, JH IS

A WA H A p,

Dosazeni do predchoziho vztahu dava

2°S (dq’ JH
—— - =0, 1<i<m.
&q’&a’(dt 0}9]) e

Matice ( &12;3 i] je podle predpokladu regularni; po vyndsobeni inverzni matici vidime, Ze o
a
spliiuje prvni sadu Hamiltonovych rovnic,
dg' _on
dt b,

Pro funkci § déle plati

2y dp, _d & _9°S &?S.q,’

' dt dtdq' ody' dg’dg’

a zaroven diky Hamiltonové-Jacobiho rovnici,

’S _IdB__ I H _JHb, H _H IS

adg’ A & d

Odtud plyne, Ze 9 spliiuje také rovnice
o 7S ()0
i dg’dy

pi = =

dt '

coZ je druhd sada Hamiltonovych rovnic Lagrangidnu L. Celkové je proto d=J'y, kde 7 je
extremdla, jinymi slovy slozky ¢'(f) fezu & jsou feSenim Eulerovych Lagrangeovych rovnic
Lagrangianu L.

Zbyva dokdzat i obrdceny vztah, tj. Ze kazdd extremdla )= (t,q¢'(¢)) Lagrangidnu L
vyhovuje implicitnim rovnicim

%(I,qj,aj)=bi-

Podle piedpokladu J'y splituje Hamiltonovy rovnice

dq’ oH dp, JH

i op,” dt  dg'

Je-1i S uplny integrdl Hamiltonovy-Jacobiho rovnice, pak ovSem podél fezu y dostdvame
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dds IS  I*S dg'  JH IS H  JHb, H IS

- = - - - = - - - = - - - =0,
A Add A di | dpdd dp, b, ' dp,

coZ jsme chtéli dokdzat. ¢

Integra¢ni metoda pro reguldrni variacni rovnice, kterd je obsahem Jacobiho teorému, se
nazyva Jacobiho integracni metoda. PouZiva se pii hledani extremal jako alternativni metoda
k tfeSeni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. Nékdy je totiz jednodussi vytesit jednu parcidlni
diferencidlni rovnici 1. fddu, nez systém obycejnych diferencidlnich rovnic 2.fddu. Pouziti
Jacobiho metody je vyhodné zvlast€ v piipad€, kdy Hamiltonian nezavisi na parametru ¢
(tj. je konstantni podél extremal). V tom piipad¢ ziskd Jacobiho rovnice jednodussi tvar

H[qi ﬁlJ =konst.
2]

a lze ji Casto reSit metodou separace proménnych.

Poznamka. V teorii diferencidlnich rovnic se systému 2m obycejnych diferencidlnich rovnic
1. fadu tvaru
dg' _ M dp_ M

L —_

dt  op, dt '
fika charakteristické rovnice parcidlni diferencidlni rovnice
H t,qj, 0—)84 +§=O.
') o

Z dikazu Jacobiho teorému vidime, Ze nalezenim tplného integrdlu této parcidlni
diferencidlni rovnice (Hamiltonovy-Jacobiho rovnice) lze wurcit Uplny systém feSeni
charakteristickych rovnic (Hamiltonovych rovnic). Timto feSenim je mnoZina kiivek v R*",
z4vislad na 2m parametrech (integracnich konstantdch) a',b,, 1<i<m. Kiivky jsou urceny
implicitn€ rovnicemi

x5 s

—(t,q’,a’) =konst.=—b., (t,q',a’)=— 1<i<m.

E% (t.q’.a’) > pi(tg’,a’) 2

Priklad 2.12. Uvazujme Lagrangian tvaru L(¢,q,g) =/t + ¢’ /1 + ¢*. Uzitim Hamilton-

Jacobiho rovnice naleznéte uplny systém extremal tohoto Lagrangidnu.
ReSeni. Snadno ovérime, Ze tento Lagrangian je v bodech xe RX RX R, pro které ¢ #0,

reguldrni. Hamiltonidn ma v Legendreovych soutadnicich (,q, p) vyjadieni

H=—\t"+q’-p°.

Hamilton Jacobiho rovnice tohoto Lagrangidnu je tvaru

2
& ' +q° - 9% =0,
ot dq

nebo po umocnéni na druhou lze psat
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{a_Sj2+ % 2=t2+ 2
o) | og T

Je vidét, Ze v posledni rovnici miZeme separovat proménné

fﬁj_ﬁ=¢—§§2
ot dg )

Ma 1i tato rovnice platit bez ohledu na to, jak se méni proménné na levé a pravé stran¢, musi
byt jak leva tak prava strana této rovnice rovny néjaké spolec¢né konstanté, kterou oznacime
—C. TakZze dostavdme dvé rovnice

sy asY
D) _p=——c, || -p=c,
(&j t [%J !

kde druha rovnice je pravd strana vysSe uvedené rovnice ovSem se znaménkem minus. Odsud

snadno vyjadiime parcidlni derivace a—S a g—S
4 q

B (g

Uplny integril tedy dostdvame integraci totdlniho diferencidlu funkce S(z,q)

S = J.\/t2 - Cdt +J.\/q2 +Cdg =
=3P =Sl Sl T

q+1/q2+C‘+CO.

2
j;ﬁ 0, kterd pro tento piipad zni

'

Ovéite si splnéni podminky det[

2 2
det ) = ) . Obecné teSeni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, tzn. Uplny systém
AC )\ HdC

extremdl tohoto Lagrangidnu Ize tedy nalézt pomoci Jacobiho teorému ze vztahu

o5 _,
oC

- . . R as y P
kde A je libovolnd konstanta. Po provedeni parcidlni derivace FYel a upravé dostdvame

q+w/q2+C
t+Nt*-C

4T +C
t++tP=C ’

kde K =+e**. Upravami posledniho vztahu dosp&jeme k tGplnému systému extremal

v implicitnim tvaru
2
1-K? K*+1
- t-q—q°=C .
Crame =4 2

In =2A,

coZ po odlogaritmovani dava

2K
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Kontrolni kol 2.6. Uvazujte Lagrangian tvaru L(t,q,q)=t-q- \/E . Sestavte Hamilton-

Jacobiho rovnici, metodou separace proménnych naleznéte jeji Gplny integrdl a pak naleznéte
uplny systém teSeni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice tohoto Lagrangidnu.

Kontrolni tikol 2.7. UvaZujte Lagrangidn tvaru L(t,q,§)=t-q-¢>. Sestavte Hamilton-

Jacobiho rovnici, metodou separace proménnych naleznéte jeji Gplny integrdl a pak naleznéte
uplny systém feSeni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice tohoto Lagrangianu. Nakonec urcete tu
extremdlu, ktera spliiuje podminky ¢(1) =0, g(e)=1.

88



Olga Krupkova, Martin Swaczyna Varia¢ni pocet

Korespondencni tikoly

Vyreste nasledujici korespondenc¢ni tkoly, vypracujte protokol s podrobnym postupem
resSeni a vysledkem. Tento protokol pak zaSlete ke kontrole vedoucimu kurzu v terminu
stanoveném harmonogramem studia.

Korespondencni kol 2

UvaZzujte Lagrangian L(t,q',q%.¢",¢°) = (") +(¢°)* +(¢*)°. Ovéite jeho regularitu,
urcete Hamiltonidn a impulzy asociované s timto Lagrangidnem. Sestavte Hamiltonovy
rovnice a obecné je vyreste.

Korespondencni ukol 3

UvaZzujte Lagrangidn tvaru L(t,q,c})zzi(q'z—mza)zqz), kde m,@ jsou kladné
m

konstanty. Ovérte regularitu Lagrangianu, urcete jeho impulzy a Hamiltonidn. NapiSte tvar
Legendreovy transformace a inverzni Legendreovy transformace a pak urcete Hamiltonidn a
Lagrangian v Legendreovych souradnicich. NapiSte Hamiltonovy rovnice. Nakonec sestavte
Hamilton-Jacobiho rovnici (vyuZijte zdkon zachovani energie (Lagrangidn nezavisi na 1)),
naleznéte jeji dplny integrdl a pak naleznéte Uplny systém feSeni Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice, resp. odpovidajicich Hamiltonovych rovnic tohoto Lagrangianu.
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ReSeni kontrolnich dkolu

, 2 M . , . ., , « . v v , .
Kontrolni ukol 1.2. : 8_ —a—N =0, nejedna se o diferencidlni rovnici, feSeni neobsahuje

dq Ot

integrac¢ni konstanty, proto nemiiZe obecné splnit zadané podminky.

Kontrolni dkol 1.3. : y(x) = %(1 — ).
Kontrolni iikol 1.4. : y(x) = i(x2 +3x).

Kontrolni dkol 1.5.: y(x)= %x.

Kontrolni iikol 2.1. L je reguldrni naRx R\ {0} x R\ {0} x R*,
n=29'¢, p=29°¢, H(t.q'.q".¢.¢)=1"+4"(q) +4q° ("),
Leg: Rx(R\{0})*XR* > (1,4'.4°.4",4") = (t.4',4".24'¢' 2’4" ) € RX(R\{0})’ X R’,
Leg™ : RX(R\{0})*XR* > (t,q',q°, p\, ) = (.4',4", P, /24, P»/24;) € RX(R\{0})* X R?,

2 2
H(t,q' ¢ popy) =1 + Py P2
4qg 4q

Kontrolni tikol 2.2. L jeregularninaRXRXR, p=q, H(t,q,q) = %(61)2 + %k(q)z,

Leg a Leg™ jsou identick4 zobrazeni, H(t,q,p)= % p+ %qu.

Kontrolni dkol 2.3. % = p, ‘Cll—p =—kq, q(t)=C,cos(\kt)+ D,sin(kt),
t t

p(t) = —C Nk sin(Wkt) + C,Jk cos(Vko).
dq _t'q" dp_1q

Kontrolni ikol 2.4. —=—, = )
dt 4p~ dt 2p

Kontrolni akol 2.5.

dg' _ p dp _ pl

dt 24" dt  4(q")?

g’ _ p, dp, _ p

dt 24 dt  4q*)*

Kontrolni kol 2.6. ¢’ =C,t’ +C,.

Kontrolni iikol 2.7. ¢’ =In’t.
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