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Kapitola 1

Úvod

V klasické analýze jsme se zabývali studiem funkcí. V analýze funkcí jedné reálné
prom¥nné se jednalo o zobrazení typu f : Df ∋ x→ y = f(x) ∈ R, kde Df ⊂ R
je de�ni£ní obor funkce f , mnoºina Hf = {y ∈ R | existuje x ∈ Df : y = f(x)}
se nazývala oborem hodnot funkce f . V oboru funkcí jedné komplexní prom¥nné
jsme funkcí rozum¥li libovolnou relaci na mnoºin¥ R, ne tedy nutn¥ zobrazení.
Relace, které byly zobrazením, se nazývaly jednozna£né funkce. Analogické byly
de�nice u funkcí více prom¥nných. V kaºdém p°ípad¥ v²ak byla situace taková,
ºe nezávisle prom¥nná i závisle prom¥nná veli£ina nabývaly £íselných hodnot.

Typickým rysem varia£ního po£tu je skute£nost, ºe nezávisle prom¥nná ve-
li£ina "nabývá hodnot"nikoli z mnoºiny £ísel, nýbrº náleºí nap°íklad mnoºin¥
funkcí, k°ivek, ploch, apod. Zobrazení J p°i°azující kaºdému objektu z takové
mnoºiny DJ nap°íklad reálné £íslo nazýváme funkcionálem:

J : DJ ∋ f −→ J [f ] ∈ R.

Uve¤me typický p°íklad takového funkcionálu. P°edpokládejme, ºe DJ je mno-
ºina v²ech rekti�kovatelných graf· hladkých funkcí y = f(x) spojujících body
A = [xA, yA] a B = [xB , yB ], xA < xB, v rovin¥. Zobrazení p°i°azující kaºdé
takové funkci délku jejího grafu je p°íkladem funkcionálu, konkrétn¥

J : DJ ∋ f −→ J [f ] =

xB∫
xA

√
1 + [f ′(x)]2 dx ∈ R (1.1)

Okamºit¥ se nabízí jednoduchá geometrická otázka, který z graf· mnoºiny DJ

je nejkrat²í (viz obr. 1.1).
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4 Fyzikální a geometrické úlohy varia£ního typu

Obr. 1.1 Nejkrat²í spojnice.

Máme tak v podstat¥ formulován základní úkol varai£ního po£tu � hledat
extrémy, nebo obecn¥ji, stacionární body funkcionál·. Samoz°ejm¥ víme, ºe nej-
krat²í spojnicí dvou pevných bod· je úse£ka. Ale jak to víme? Jak z podmínky
minima funkcionálu (1.3) dostaneme p°edem známý výsledek, ºe se jedná o
funkci

y = f(x) = yA + k(x− xA), kde k =
yB − yA
xB − xA

?

K tomu p°ivede práv¥ varia£ní po£et. Jak � to postupn¥ odhalíme v této p°ed-
ná²ce. V následujícím odstavci poznáme n¥kolik dal²ích typicky varia£ních úloh
z oblasti geometrie a fyziky, které dokonce budeme um¥t vy°e²it.

1.1 Klasické fyzikální a geometrické úlohy vari-

a£ního typu

V tomto odstavci se budeme zabývat n¥kolika geometrickými a fyzikálními úlo-
hami, jejich °e²ení umoº¬uje varia£ní po£et. N¥které z nich snadno vy°e²íme
i bez znalosti v¥t varia£ního po£tu, n¥které pouze formulujeme a jejich °e²ení
ponecháme na pozd¥j²í dobu, kdy poznáme základy varia£ního po£tu.

1.1.1 Izoperimetrický problém

Tato úloha pochází ze starov¥ku a bývá p°ipisována Archimédovi: Mezi uza-
v°enými jednoduchými rovinnými k°ivkami dané délky ℓ máme najít tu, která
obepíná plochu s nejv¥t²ím obsahem. Op¥t známe výsledek p°edem, jedná se o
kruºnici. Pokusme se v²ak problém formulovat p°esn¥ji. Uvaºujme o mnoºin¥DJ

jednoduchých, hladkých, uzav°ených k°ivek v rovin¥, parametrizovaných délkou
oblouku s, tj.

C : [0, ℓ] ∋ s→ C(s) = (x(s), y(s)) ∈ R2. (1.2)

Pro takový p°ípad platí

ℓ =

ℓ∫
0

√
ẋ2(s) + ẏ2(s) ds ⇒ ẋ2(s) + ẏ2(s) = 1, (1.3)

kde ẋ(s), ẏ(s) zna£í derivace parametrického vyjád°ení podle parametru s. Ob-
sah plochy S obepnuté k°ivkou pak je hodnotou funkcionálu

J [C] : DJ ∋ C −→
∫
S

dx ∧ dy =

∫
C

x dy =

ℓ∫
0

x(s) ẏ(s) ds ∈ R.

�e²ení této úlohy ukáºeme v odstavci 2.4.
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1.1.2 Úloha o minimální rota£ní plo²e

Uº na st°ední ²kole se v rámci procvi£ení aplikací ur£itého integrálu po£ítal
povrch t¥lesa, které vzniklo rotací grafu funkce y = f(x) de�nované na intervalu
[a, b] kolem osy x. Takový povrch je dán vztahem (viz nap°íklad [5], str. 195,
zde obr. 1.2).

Obr. 1.2 Rota£ní povrch.

S(f) = 2π

b∫
a

f(x)
√
1 + [f ′(x)]2 dx. (1.4)

Poloºíme-li si otázku, jak má vypadat funk£ní p°edpis f , aby povrch vznklého
rota£ního t¥lesa byl minimální, máme varia£ní úlohu. De�ni£ním oborem DJ

m·ºe být nap°íklad mnoºina v²ech funkcí spojitých na intervalu [a, b] spolu
s prvními derivacemi, funkcionálem J [f ] je zobrazení p°i°azující kaºdé funkci
f ∈ DJ hodnotu J [f ] = S(f) podle vztahu (1.4).

1.1.3 �í°ení sv¥tla

Svého £asu m¥li st°edo²koláci v sout¥ºním koresponden£ním seminá°i °e²it tuto
úlohu:

Úloha 1.1 Hasi£ská. Sousedovi B ho°í chata. Soused A má svou chatu na stej-
ném b°ehu °eky. Vzdálenost PAPB, kde PA a PB jsou paty kolmic vedených z
A a B na tok °eky, který je v t¥ch místech p°ímým je d (viz obr. 1.3). P°ed-
pokládejme, ºe soused A, který chce pomoci hasit, b¥ºí s prázdným kbelíkem
dvakrát rychleji, neº s kbelíkem plným vody. V jakém míst¥ M ve vzdálenosti
x od bodu PA má nabrat vodu, aby sousedovi p°ib¥hl na pomoc co nejrychleji?
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Obr. 1.3 Úloha hasi£ská.

Neº za£nete oponovat, ºe tato úloha nemá s ²í°ením sv¥tla nic spole£ného, po-
kusme se ji °e²it.

Ozna£me rychlost b¥hu s plným kbelíkem v, s prázdným kbelíkem se tedy
b¥ºí rychlostí 2v. Je z°ejmé, ºe spojnice dvou bod·, mezi nimiº b¥ºí soused
rychlostí o stálé velikosti, musí být p°ímá (poºadavek nejkrat²ího £asu je p°i
rovnom¥rném pohybu ekvivalentní poºadavku nejkrat²í dráhy). Doba, za kterou
soused A ub¥hne úsek AM a MB je

t(x) =
|AM |
2v

+
|MB|
v

=

√
a2 + x2

2v
+

√
b2 + (d− x)2

v

�e²ení úlohy se tedy redukuje na obvyklý postup p°i hledání minma funkce.
Nutnou podmínkou extrému je v tomto p°ípad¥

dt

dx
= 0 ⇒ x

2v
√
a2 + x2

− d− x

v
√
b2 + (d− x)2

= 0 ⇒ sinβ

sinα
=

1

2
=

1

n
,

kde jako n jsme ozna£ili pom¥r rychlostí. Hodnotu x v principu ur£íme °e²ením
rovnice £tvrtého stupn¥, která vyplývá z nutné podmínky minima £asu t:

x4 − 2d x3 +
n2(a2 + d2)− (b2 + d2)

n2 − 1
x2 − 2n2a2d

n2 − 1
x+

n2a2d2

n2 − 1
= 0.

Na základ¥ znalosti hodnoty x pak lze také ur£it hodnotu t(x). P°ipome¬me
je²t¥ nutnost ov¥°it pomocí druhé derivace funkce t(x), ºe se skute£n¥ jedná o
minimum:

t′′(x) =
a2

(a2 + x2)3/2
+

b2

((d− x)2 + b2)3/2
> 0.

Úloha 1.2 �í°ení sv¥tla. P°edchozí výsledek jiº p°ipomíná zákony týkající se
²í°ení sv¥tla. Ozna£íme-li pom¥r rychlostí b¥hu s prázdným a plným kbelíkem
n, dostaneme minimalizací £asu t vztah

sinα

sinβ
= n. (1.5)

Intrepretujeme-li α jako úhel dopadu sv¥tla na rozhraní dvou prost°edí, β jako
úhel lomu a pom¥r n rychlostí ²í°ení sv¥tla v obou prost°edích jako relativní
index lomu, p°edstavuje vztah (1.5) tzv. Snelli·v zákon lomu 1 Ten je d·sledkem
Fermatova principu 2 , podle n¥hoº se sv¥tlo ²í°í tak, aby £as, za který dorazí

1Willibrord Snell (podle r·zných pramen· 1591-1626, nebo1580-1626), holandský fyzik,
jeden ze zakladatel· geometrické optiky. Podle Huygensova sv¥dectví experimentáln¥ objevil
zákon lomu a uve°ejnil jej v díle, které se ztratilo.

2Pierre Fermat (1601-1665), francouzský právník, stoupenec teleologického pojetí p°írod-
ních jev·. Zabýval se zejména optikou, nejvíce proslul formulací principu nejkrat²ího £asu p°i
²í°ení sv¥tla, který byl po n¥m pojmenován.
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sv¥telný paprsek z bodu A do bodu B, byl minimální. Pro n = 1 dostaneme
zákon odrazu sv¥tla na rozhraní dvou prost°edí.

Op¥t se tedy jedná o úlohu varia£ního po£tu � najít stacionární bod jistého
funkcionálu. Tím je v tomto p°ípad¥ zobrazení p°i°azující kaºdé z k°ivek, po
kterých se m·ºe ²í°it sv¥telný paprsek v obecn¥ nehomogenním prost°edí z bodu
A do bodu B, dobu, za kterou sv¥tlo dráhu z A do B urazí. Je-li prost°edí opticky
homogenní, tj. takové, ºe rychlost ²í°ení sv¥tla je ve v²ech jeho bodech stejná, je
poºadavek nejkrat²ího £asu ekvivalentní poºadavku nejkrat²í dráhy. Dostáváme
tak zákon p°ímo£arého ²í°ení sv¥tla v opticky homogenním prost°edí.

1.1.4 Úloha o brachistochron¥

První úlohou cílen¥ formulovanou jako varia£ní byla úloha o brachistochron¥
(z °e£tiny: chronos = £as, brachys = krátký, brachistos = nejkrat²í, superlativ
adjektiva "brachys"se skute£n¥ pí²e s m¥kkým "i"). Tuto úlohu p°edloºil v r.
1696 Johann Bernoulli 3 k °e²ení "v²em matematik·m". Této pomyslné sout¥ºe
se zú£atnili a problém správn¥ vy°e²ili krom¥ samotného Johanna Bernoulliho
také jeho bratr Jacob, Gottfried Wilhelm Leibniz, Isaac Newton (zprvu ano-
nymn¥), Guillaume l'Hospital a Ehrenfried Tschirnhaus 4 Formulaci úlohy o
brachistochron¥ se velmi p°iblíºil jiº v roce 1638 Galileo Galilei p°i experimen-
tálním i teoretickém studiu pohybu t¥les po naklon¥ných rovinách. Podrobn¥ji
je moºné se o historii i sou£asnosti °e²ení problému brachistochrony do£íst v [6],
zde pouze formulujeme p°íslu²ný varia£ní problém a nazna£íme jeho °e²ení.

Úloha 1.3 O brachistochron¥. Ve svislé rovin¥ v tíhovém poli Zem¥ (tíhové
zrychlení g⃗ = (0, g), osa y je orientována svisle dol·) jsou dány dva pevné body
A = [0, 0] a B = [d, h], h > 0, d > 0. (Speciální volba bodu A neubírá problému
na obecnosti, souvisí pouze s volbou soustavy sou°adnic. Body A a B jsou
spojeny "skluzavkou"tvaru hladké funkce y = f(x), po které m·ºe hmotný bod
klouzat bez t°ení. Úkolem je najít funkci f tak, aby doba pohybu mezi body A
a B byla minimální.

Ozna£íme-liDJ t°ídu v²ech p°ípustných k°ivek Cf p°edstavujících grafy hlad-
kých funkcí y = f(x) na intervalu [0, d], které procházejí body A a B), je doba

3Johann Bernoulli (1667-1748), ²výcarský fyzik a matematik. P°edkové rozv¥tvené rodiny
Bernoulli· pochází z Holandska. Dev¥t jejích £len· vyniklo v exaktních v¥dách, p°estoºe v¥t-
²inou byli p·vodním povoláním léka°i nebo teologové.

4Jacob Bernoulli (1654-1705), ²výcarský fyzik a matematik, bratr Johann·v. Jako první
soustavn¥ zpracoval diferenciální a integrální po£et a metody °e²ení diferenciálních rovnic.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), n¥mecký matematik, jeden z nejv¥t²ích konkurent·
Isaaca Newtona. Nezávisle na poznatcích Newtonových formuloval diferenciální a integrální
po£et.
Sir Isaac Newton (1642-1727), anglický fyzik a matematik. Ve svém klí£ovém díle Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, vydaném v roce 1687, p°edloºil historicky první ucelenou
teorii v oblasti mechaniky. Zabýval se °adou dal²ích fyzikálních disciplin, p°edev²ím optikou.
Formuloval teorii �uxí, základ diferenciálního a integrálního po£tu.
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tAB pro danou funkci f ur£ena hodnotou funkcionálu (viz obr. 1.4)

J [f ] : DJ ∋ f −→ J(f) = tAB =

∫
Cf

dℓ

v(x, f(x))
=

d∫
0

√
1 + (f ′(x))2√

2gf(x)
dx, (1.6)

kde v(x, f(x)) je velikost rychlost hmotného bodu v obecném bod¥X = [x, f(x)]
k°ivky C. Její hodnota je ur£ena ze zákona zachování mechanické energie Em

(sou£et kinetické a tíhové potenciální energie hmotného bodu je stálý)

Em(A) = Em(X) ⇒ 1

2
mv20 = −mgf(x) + 1

2
mv2(x, f(x)).

V úloze o brachistochron¥ se p°itom p°edpokládá, ºe po£áte£ní rychlost v bod¥
A je nulová, tj. v0 = 0, odtud pak v(x, f(x)) =

√
2gf(x).

Obr. 1.4 Úloha o brachistochron¥.

Zji²t¥ní, která z funkcí f(x) ∈ DJ vyhovuje podmínce minima funkcionálu J [f ]
de�novaného vztahem (1.6), je op¥t záleºitostí varia£ního po£tu. Uv¥domíme-li
si v²ak analogii s Fermatovým principem, m·ºeme problém vy°e²it i bez znalosti
varia£ního po£tu: Pohyb v tíhovém poli Zem¥ po skluzavce tvaru y = f(x) lze
interpretovat jako ²í°ení sv¥tla v nehomogenním prost°edí, v n¥mº se sv¥tlo v
daném bod¥ ²í°í rychlostí v(x, f(x)). Pom¥rem c/v = N , kde c je rychlost sv¥tla
ve vakuu, je totiº de�nován absolutní index lomu optického prost°edí, takºe
podmínka minima funkcionálu (1.6) p°edstavuje aplikaci Fermatova principu
pro prost°edí s absolutním indexem lomu N = c/

√
2gf(x). Ozna£íme-li α =

α(x, f(x)) úhel "dopadu"v daném bod¥ X = [x, f(x)], tj. úhel, který svírá
skluzavka se svislou osou y, plyne z podmínky pro ²í°ení sv¥tla vztah

sinα

v
= konst = K, sinα = cos

(π
2
−α
)
=

1√
1 + tg2(π2 −α)

=
1√

1 + [f ′(x)]2

Odtud
v(x, f(x))

√
1 + [f ′(x)]2 = K−1 ⇒
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y
(
1 + y′2

)
= (2gK2)−1 = a, a > 0. (1.7)

Rovnice (1.7) je diferenciální rovnicí se separovanými prom¥nnými a je to rovnice
prosté cykloidy

x(t) =
a

2
(t− sin t) + b, y(t) =

a

2
(1− cos t) , (1.8)

kde b je konstanta (konstanty a a b se ur£í z podmínky, ºe cykloida prochází
body A a B). Tuto k°ivku opisuje bod na kruºnici o polom¥ru a/2, která se valí
po ose x.

Na základ¥ znalosti Fermatova principu vy°e²il úlohu o brachistochron¥ sám
Johann Bernoulli.

Úlohu o brachistochron¥ lze roz²í°it i na p°ípady, kdy po£áte£ní rychlost hmot-
néhu bodu v bod¥ A není nulová, tj. v0 > 0. Zákon zachování mechnické energie
pak dává

v(x, f(x)) =
√
2g(f(x) + y0), kde y0 =

v20
2g
.

K°ivka, která minimalizuje funkcionál (1.6), v n¥mº je v²ak t°eba zam¥nit y =
f(x) za y = f(x) + y0, je rovn¥º cykloida, kterou v²ak opisuje bod na kruºnici
o polom¥ru a/2 valící se po p°ímce y = −y0. Konstanty a a b se op¥t ur£í z
podmínky, aby body A a B leºely na k°ivce.

1.1.5 Maupertuis·v princip

Fermat·v princip, který je typickým varia£ním principem v optice, má svou
analogii v mechanice jako Maupertuis·v princip.

Úloha 1.4 Maupertuis·v princip. Uvaºujme o pohybu hmotného bodu o hmot-
nosti m v rovinném potenciálovém poli U = U(x, y). Ze zákona zachování me-
chanické energie

1

2
mv2(x, y) + U(x, y) = E = konst.

vyplývá pro velikost rychosti v =
√

2(E−U)
m . Pro zrychlení bodu platí

a⃗ = −gradU

m
,

je tedy v kaºdém bod¥X = [x, y] kolmé k ekvipotenciální k°ívce U(x, y) = konst.
Zachovává se tedy pr·m¥t vektoru rychlosti do ekvipotenciální k°ivky (viz obr.
1.5).
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Obr. 1.5 Pohyb v potenciálovém poli.

Ozna£me α(x, y) úhel mezi vektorem rychlosti a normálou k ekvipotenciální
k°ivce v bod¥ X = [x, y]. Platí v(x, y) sinα(x, y) = konst. V porovnání s vý-
sledkem plynoucím z Fermatova principu pro sv¥tlo, w−1 sinα = konst., kde
jsme nyní ozna£ili rychlost ²í°ení sv¥tla v prost°edí jako w, vidíme, ºe rychlost
hmotného bodu v "hraje roli"p°evrácené hodnoty rychlosti ²í°ení sv¥tla. Po-
hyb hmotného bodu v potenciálovém poli lze tedy odvodit z podmínky minima
funkcionálu

J : DJ ∋ f −→ J [f ] =

∫
C

v(x, y) dℓ =

x2∫
x1

√
2(E − U)

m

√
1 + [f ′(x)]2 dx. (1.9)

DJ je mnoºina p°ípustných funkcí popisujících trajektorii hmotného bodu, C :
x → y = f(x) ∈ R. Hypotéza, ºe "správná"trajektorie hmotného bodu v po-
tenciálovém poli je dána podmínkou minima funkcionálu (1.9) se nazývá Mau-
pertuis·v princip.



Kapitola 2

Varia£ní úlohy a jejich °e²ení
� funkce jedné pom¥nné

V p°edchozí kapitole jsme formulovali n¥kolik typických varia£ních úloh z ob-
lasti geometrie a fyziky. Za varia£ní úlohu ozna£ujeme takovou, jejímº °e²ením
je funkce, k°ivka, plocha, atd. odpovídající stacionárnímu bodu (nej£ast¥ji mi-
nimu) vhodného funkcionálu de�novaného na mnoºin¥ funkcí, k°ivek, ploch, atd.
N¥které úlohy jsme vy°e²ili bez speciálních znalostí z oblasti varia£ního po£tu
(nap°íklad úlohu o ²í°ení sv¥tla, nebo i úlohu o brachistochron¥), u n¥kterých
bychom si rady hned tak nev¥d¥li (izoperimetický problém). Cílem této kapitoly
bude odvodit z podmínky stacionárního bodu funkcionálu diferenciální rovnice
pro neznámou funkci, k°ívku, plochu, £i jiný objekt. Budeme nejprve uvaºovat
o nejjednodu²²í moºné situaci � ºe totiº zkoumaný funkcionál je de�nován na
mnoºin¥ funkcí jedné prom¥nné, y = f(x), spl¬ujících samoz°ejm¥ ur£ité p°ed-
poklady. Poznamenejme, ºe pro klasi�kaci funkcí z hlediska nejd·leºit¥j²ích z
t¥chto p°edpoklad· zavádíme funkce t°ídy Cn jako takové funkce na intervalu
[a, b], které jsou na n¥m spojité se svými derivacemi do °ádu n v£etn¥.

2.1 Funkcionál, podmínka stacionarity, Eulerova

rovnice

Neº se budeme konkrétn¥ v¥novat nejjednodu²²ímu varia£nímu problému � hle-
dání staconárních bod· funkcionál· de�novaných na mnoºin¥ funkcí jedné pro-
m¥nné (ur£itých vlastností pot°ebných z hlediska konkrétního typu funcionálu),
v²imn¥me si obecného pojmu spojitosti funkcionálu. O d·leºitosti tohoto pojmu
jist¥ nelze pochybovat � situace je obdobná jako v "oby£ejné"analýze, kde byla
spojitost funkcí rovn¥º jednou z klí£ových vlastností.

11
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2.1.1 Spojitost funkcionálu

"Vzdálenost"dvou hodnot prom¥nné v p°ípad¥ klasické analýzy funkcí jsme vyja-
d°ovali prost°ednictvím absolutní hodnoty jejich rozdílu, nap°íklad |x1−x2| < δ.
V p°ípad¥ funcionálu jsou "hodnotami"nezávisle prom¥nné nap°íklad funkce,
k°ivky, plochy £i jiné objekty. Vyjád°ení jejich "vzdálenosti"je moºné pomocí
normy. Obecn¥ budeme o "hodnotách"nezávisle prom¥nné funkcionálu uvaºo-
vat jako o prvcích lineárního tj. vektorového prostoru, který je navíc normován.
Normou na lineárním prostoru R rozumíme zobrazení

R ∋ f −→ ||f || ∈ R

s vlastnostmi (pro v²echny prvky f, g ∈ R, α ∈ R)

||f || ≥ 0, ||f || = 0 ⇔ f = 0

||α f || = |α| ||f ||
||f + g|| ≤ ||f ||+ ||g||

Následují typické p°íklady normovaných prostor· funkcí jedné prom¥nné ve
form¥ úloh.

Úloha 2.1 Prov¥°te axiomy normy de�nované v prostoru C[a, b] funkcí spojitých
na uzav°eném intervalu [a, b] takto:

||f ||0 = max {|f(x)| ; x ∈ [a, b]}.

Zvolme nap°íklad funkci f0 ∈ C[a, b]. Podmínku ||f − f0||0 < δ si lze názorn¥
p°edstavit tak, ºe £ást grafu kaºdé funkce f ∈ C[a, b], která ji spl¬uje, na inter-
valu [a, b] leºí v δ-ovém pásu kolem grafu funkce f0.

Úloha 2.2 Prov¥°te axiomy normy de�nované v prostoru D1[a, b] funkcí spoji-
tých a majících spojitou první derivaci na uzav°eném intervalu [a, b] takto:

||f ||1 = max {|f(x)| ; x ∈ [a, b]}+max {|f ′(x)| ; x ∈ [a, b]}.

Úloha 2.3 Prov¥°te axiomy normy de�nované v prostoru D1[a, b] funkcí spoji-
tých a majících spojité derivace do °ádu n v£etn¥ na uzav°eném intervalu [a, b]
takto:

||f ||n =
n∑

j=0

max {|f (j)(x)| ; x ∈ [a, b]}.

�ekneme, ºe funkcionál J [f ] de�novaný na DJ ⊂ R 1 je spojitý v bod¥ f0 ∈ DJ ,
jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe pro v²echna f ∈ DJ , pro která
||f − f0|| < δ je |J [f ] − J [f0]| < ε. Pojem spojitosti funkcionálu tedy souvisí

1Poznamenejme, ºe de�ni£ní obor funkcionálu DJ ⊂ R nemusí nutn¥ být lineárním pod-
prostorem prostoru R. Uvaºujeme-li nap°íklad pouze funkce, jejichº grafy procházejí dv¥ma
pevnými body A = [a, yA] a B = [b, yB ], pak sou£et takových funkcí není obecn¥ prvkem
oboru DJ .
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s volbou normy v prostoru funkcí, tj. s konkrétním normovaným prostorem.
Nap°íklad funkcionál tvaru

J [f ] =

b∫
a

F (x, y, y′) dx, (2.1)

kde y = f(x) a y′ = f ′(x), nemusí být (v daném bod¥) spojitý, je-li jeho de�-
ni£ním oborem prostor C, av²ak m·ºe uº být spojitý, pracujeme-li na prostoru
funkcí D1. Proto je vhodné volit konkrétní normovaný prostor, i p°es omezení
kladená tím na de�ni£ní obor funkcionálu, tak, aby zadaný funkcionál byl spo-
jitý.

2.1.2 Variace funkcionálu, podmínka stacionarity

Nech´ R je normovaný prostor a nech´ J [f ], f ∈ R je funkcionál. �ekneme, ºe
J [f ] je spojitý lineární funkcionál platí-li

(1) J [αf + β g] = αJ [f ] + β J [g], ∀α, β ∈ R, ∀ f, g ∈ R,

(2) J [f ] je spojitý v kaºdém bod¥ f ∈ R.

P°íklad 2.1: Funkcionál de�novaný na DJ = Dn[a, b] integrálem

J [f ] =

b∫
a

[
α0(x)f(x) + α1(x)f

′(x) + · · ·+ αn(x)f
(n)(x)

]
dx

je spojitým lineárním funkcionálem na DJn = Dn[a, b].

Úloha 2.4 Dokaºte následující tvrzení: Nech´ α(x) je spojitá funkce na [a,b].
Nech´ pro funkcionál platí

J [f ] =

b∫
a

α(x)f(x) dx = 0

pro kaºdou funkci f ∈ C takovou, ºe f(a) = f(b) = 0. Pak α(x) = 0 na [a, b].
Návod: Dokáºeme tvrzení pro α(x) > 0 v jistém bod¥ intervalu [a, b], f(x) =
(x − x1)(x2 − x) pro x ∈ [x1, x2] ⊂ [a, b], f(x) = 0 v ostatních p°ípadech.
Je-li α(x) > 0 v jistém bod¥ x ∈ [a, b], pak existuje interval [x1, x2] ⊂ [a, b],
na n¥mº je α(x) > 0 (plyne ze spojitosti). Vzhledem k volb¥ funkce f(x) je
f(x1) = f(x2) > 0. Ukaºte, ºe integrál z funkce α(x)f(x) v mezích [x1, x2] je
kladný, s výjimkou p°ípadu α(x) ≡ 0.

Úloha 2.5 Dokaºte následující tvrzení: Nech´ α(x) a β(x) jsou spojité na [a, b].
Nech´ pro funkcionál platí

J [f ] =

b∫
a

[α(x)f(x) + β(x)f ′(x)] dx = 0
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pro kaºdou funkci f ∈ D∞ takovou, ºe f(a) = f(b) = 0. Pak β(x) je diferenco-
vatelná funkce a platí β′(x)− α(x) = 0 na [a, b].
Návod: Ozna£te

A(x) =

x∫
a

α(t) dt,

a integrací per partes dostaneme

b∫
a

α(x)f(x) dx =

f(x) x∫
a

α(ξ) dξ

b

a

−
b∫

a

A(x)f ′(x) dx,

dále platí
b∫

a

α(x)f(x) dx = −
b∫

a

β(x)f ′(x) dx =

= [f(x)β(x)]
b
a −

b∫
a

f(x)β′(x) dx ⇒

⇒
b∫

a

α(x)f(x) dx = −
b∫

a

A(x)f ′(x) dx ⇒
b∫

a

[−A(x) + β(x)] f ′(x) dx = 0

Dále dokaºte, ºe pro spojitou funkci γ(x) na [a, b] a za podmínky, ºe pro kaºdou
funkci f ∈ D1[a, b] takovou, ºe f(a) = f(b) = 0, je integrál

b∫
a

γ(x)f ′(x) dx = 0,

platí γ(x) = K na [a, b], kde K je konstanta. D·kaz prove¤te pro volbu

f ′(x) =

x∫
a

[γ(ξ)− C] dξ, C =

b∫
a

γ(x) dx.

Pak je z°ejmé, ºe A(x)− β(x) = konst a tedy α(x) = β′(x).

Motiva£ní úvaha k zavedení variace funkcionálu

Uvaºujme o funkcionálu tvaru

J : D1[a, b] ∋ f = y(x) −→ J [f ] =

b∫
a

L(x, y(x), y′(x)) dx. (2.2)

Uvaºme funkci y0(x) ∈ D1[a, b] a funkci y(ε, x) = y0(x)+ εu(x), u(x) ∈ D1[a, b],
ε ∈ R. Ozna£me J0 = J [y0]. Pak

y′(ε, x) = y′0(x) + εu′(x) a L(x, y, y′) = L(x, y0 + εu, y′ + εu′).



Varia£ní úlohy a jejich °e²ení � funkce jedné prom¥nné 15

∆L = L(x, y, y′)− L(x, y0, y
′
0) =

=

(
∂L

∂y
εu+

∂L

∂y′
εu′ +

1

2!

∂2L

∂y2
(εu)2 +

∂2L

∂y∂y′
ε2uu′ +

1

2!

∂2L

∂y′2
(εu′)2 + · · ·

)
|y0,y′

0
.

∆J = εJ1 + ε2J2 + · · · ,

J1 =

b∫
a

(
u
∂L

∂y
|y0,y′

0
+ u′

∂L

∂y′
|y0,y′

0

)
dx, (2.3)

J2 =
1

2

b∫
a

(
u2
∂2L

∂y2
|y0,y′

0
+ 2uu′

∂2L

∂y∂y′
|y0,y′

0
+ u′2

∂2L

∂y′2
|y0,y′

0

)
dx. (2.4)

"Opravu"J1 podle (2.3) resp. J2 podle (2.4), atd. nazýváme první variací resp.
druhou variací, atd. funkcionálu J [y]. v bod¥ y0. Nutnou podmínkou pro to,
aby y0 p°edstavovala stacionální bod funkcionálu, je J1 = 0. O typu extrému,
resp. stacionárního bodu, rozhodují vy²²í variace. Pro extrémy má d·leºitý vý-
znam znaménko druhé variace J2. Situace je pon¥kud konmplikovan¥j²í neº u
"oby£ejných"extrém· funkcí. Budeme se jí podrobn¥ji zabývat v odstavci 2.4,
týkajícím se klasi�kace stacionárních bod·.

Úpravou J1 dostáváme

J1 =

b∫
a

(
u
∂L

∂y
+ u′

∂L

∂y′

)
dx =

b∫
a

u

(
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′

)
dx+

(
u
∂L

∂y′

)x=b

x=a

. (2.5)

P°i úprav¥ jsme rovn¥º pouºili Stokesova teorému. P°edpokládejme u(a) =
u(b) = 0. Vzhledem k podmínce J1 = 0 a libovolnosti u(x) dostáváme pak
Eulerovu=Lagrangeovu rovnici:

V¥ta 2.1 Je-li y0(x) stacionární bodem, tj. extremálou funcionálu J [y(x)], pak
J1 = 0, nebo ekvivalentn¥, y0(x) je °e²ením Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

E(L) = ∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′
= 0. (2.6)

Poznamenejme, ºe vztah (2.5) je speciálním, velmi jednoduchým, p°ípadem tzv.
integrální první varia£ní formule, s níº se v obecnosti seznámíme pozd¥ji. Funkce
y = f(x), která p°edstavuje stacionární bod funkcionálu, se nazývá extremálou
funkcionálu. Exteremály jsou tedy °e²ením Eulerových-Lagrangeových rovnic.

P°íklad 2.2 Pokusme se na základ¥ tohoto výsledku vy°e²it t°eba problém
nejkrat²í spojnice dvou bod·. Délka spojnice je dána vztahem (1.3). V tomto
funkcionálu je

L =
√

1 + y′2 ⇒ E(L) = − y′′

(1 + y′2)3/2
= 0 ⇒ y = Px+Q.
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Konstanty P a Q se ur£í z podmínky, ºe spojnice prochází body A = [a, y(a)],
B = [b, y(b)], tj.

y(x) = y(a) +
y(b)− y(a)

b− a
(x− a).

Délka spojnice se pak ur£í výpo£tem integrálu, vychází

ℓ =
√
1 + P 2(b− a) =

√
(b− a)2 + (y(b)− y(a))2.

Opravdu jde o minimum? Dejte si práci a spo£t¥te druhou variaci funkcionálu,
která je k rozhodnutí pot°ebná. Jak rozhodovat, uvidíme v odstavci 2.4.

Pozd¥ji odvodíme Eulerovu rovnici korektn¥ pomocí variací.

2.1.3 Speciální p°ípady

Vy²et°ovali jsme funkcionál (2.1), kde je závislost integrandu obecná, tj. F (x, y, y′).
Zajímavé jsou p°ípady, kdy explicitní závislost na n¥které z prom¥nných vymizí.

P°íklad 2.3 F nezávisí na y. V tomto p°ípad¥ platí

d

dx

∂F

∂y′
= 0 ⇒ ∂F

∂y′
= K = konst.

Poslední vztah p°edstavuje pro danou hodnotu K implicitní rovnici pro derivaci
funkce y = f(x). K výsledku, tj. k hledané funkci, která p°edstavuje stacionární
bod funkcionálu, jiº p°ejdeme jen integrací.

Praktickou úlohou uvedeného typu je problém nalezení nejkrat²í spojnice dvou
bod· na kulové plo²e, tzv. geodetiky. Ozna£me φ resp. θ zem¥pisnou délku resp.
²í°ku bodu na kulové plo²e. (Zem¥pisná délka a dopln¥k zem¥pisné ²í°ky do
pravého úhlu jsou standardn¥ zavád¥né sférické sou°adnice.) Nech´ C je oblouk
na kulové plo²e. P°edpokládejme jeho vyjád°ení ve tvaru θ = θ(φ). Pro kulovou
plochu o polom¥ru R platí (viz obr. 2.1)

Obr. 2.1 Délka oblouku na kulové plo²e.
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ℓ =

∫
C

√
R2(dθ)2 +R2 cos2 θ (dφ)2 = R

θ2∫
θ1

√
(1 + φ′2 cos2 θ dθ.

(x, y, y′) = (θ, φ, φ′), F (θ, φ, φ′) = F (θ, φ′) ⇒ ∂F

∂φ′ = K.

∂F

∂φ′ =
φ′ cos2 θ√

1 + φ′2 cos2 θ
= K.

Dostáváme diferenciální rovnici se separovanými prom¥nnými (pro jednoduchost
jsme poloºili R = 1):

φ′ =
dφ

dθ
=

K

cos θ
√
cos2 θ −K2

.

Úpravou dostaneme (prove¤te):

φ′ =
K

cos2 θ
√

1− K2

cos2 θ

=
K tg′θ

√
1−K2

√
1− K2 tg2θ

1−K2

⇒

⇒ φ+B = arcsin

(
K tg θ

1−K2

)
= arcsin (Atg θ), A =

K√
1−K2

.

sin (φ+B) = A tg θ ⇒ A tg θ = cosB sinφ+ sinB cosφ.

Konstanty A a B jsou ur£eny okrajovými podmínkami danými úhlovými ("zem¥-
pisnými") sou°adnicemi bod·, jimiº oblouk prochází. P°edstavu o °e²ení získáme
p°evodem do kartézských sou°adnic (x, y, z):

x = cosφ cos θ, y = sinφ cos θ, z = sin θ,

Dosazením do °e²ení dostáváme

x sinB + y cosB −Az = 0,

hledaný oblouk tedy leºí v rovin¥ procházející st°edem kulové plochy. Taková
rovina protíná kulovou plochu v hlavní kruºnici, nejkrat²í spojnicí dvou bod·
na kulové plo²e je tedy oblouk hlavní kruºnice.

P°íklad 2.4 F nezávisí na x. Takovou úlohou je nap°íklad úloha o minimální
rota£ní plo²e (1.4) nebo úloha o brachistochron¥ (1.7). Obecn¥ je F = F (y, y′).
Namísto °e²ení jednotlivého problému pomocí Eulerovy rovnice lze vy°e²it pro-
blém obecn¥ pouºitím "triku"� zám¥ny prom¥nných. Budeme povaºovat y za
nezávisle prom¥nnou, x = x(y) za hledanou funkci. Tato substituce vede k ná-
sledujícímu varia£nímu problému:

J [y] =

x2∫
x1

F (y, y′) dx =

y(x2)∫
y(x1)

F

(
y,

1

x′

)
x′ dy,
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tj. k varia£nímu problému s funkcionálem

I[x] =

y2∫
y1

G(y, x′) dy, y1 = y(x1), y2 = y(x2), G(y, x′) = x′ F

(
y,

1

x′

)
.

Situace je tím p°evedena na p°edchozí p°ípad, s °e²ením

∂G

∂x′
= K = konst.

Jako p°íklad vy°e²íme problém minimální rota£ní plochy. Podle (1.4) je

F (y, y′) = 2πy
√
1 + (y′)2, ⇒ G(y, x′) = 2πyx′

√
1 + (x′)−2 = 2πy

√
1 + (x′)2.

Pak
∂G

∂x′
= 2πy

x′√
1 + (x′)2

= K ⇒ x′ =
K√

4π2y2 −K2
.

Integrací pak

x =
K

2π
arch

(
2πy

K

)
+B ⇒ y = A cosh

(
x−B

A

)
, kde A =

K

2π
.

Tato k°ivka je °et¥zovka o rovnici Y = coshX, kde y = Y A, x = AX + B.
Vypo£eme je²t¥ hledanou minimální rota£ní plochu (pro zji²t¥ní, zda se opravdu
jedná o minimum, je t°eba spo£ítat druhou variaci funckionálu J2 � viz (2.4)).
Pro jednoduchost poloºme A = 1, B = 0.

S = 2π

x2∫
x1

y
√
1 + (y′)2 dx = 2π

x2∫
x1

coshx
√
1 + sinh2 xdx =

= 2π

x2∫
x1

cosh2 xdx = 2π

x2∫
x1

1 + cosh (2x)

2
dx = π

[
x+

1

2
sinh (2x)

]x2

x1

.

P°íklad 2.5 Singulární p°ípad. Rozepi²me výrazy v Eulerov¥ rovnici:

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
=
∂F

∂y
− ∂2F

∂x∂y′
− ∂2F

∂y∂y′
y′ − ∂2F

∂y′2
y′′ = 0.

Obecn¥ je tedy tato rovnice druhého °ádu. Je-li v²ak ∂2F/∂y′2 = 0, jedná se
o singulární p°ípad, rovnice je pouze prvního °ádu. Tato situace nastává pro
F =M(x, y) + y′N(x, y). Eulerova rovnice má tvar

∂M

∂y
=
∂N

∂x
.

V p°ípad¥, ºe tento vztah platí identicky, je výraz F (x, y, y′) dx =M(x, y) dx+
N(x, y) dy úplným diferenciálem a integrál závisí pouze na koncovém a po£áte£-
ním bodu k°ivky y = y(x), nikoli na jejím tvaru. V p°ípad¥, ºe rovnost parciál-
ních derivací funkcí M a N není identicky spln¥na, de�nuje v rovin¥ xy ur£itou
k°ivku, která v²ak obecn¥ nemusí procházet zadanými dv¥ma body. Úloha tak
nemusí mít °e²ení.
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2.1.4 Nejjednodu²²í problém s pohyblivými konci

Vra´me se je²t¥ ke vztahu (2.5) a uvaºujme o moºnosti tzv. pohyblivých konc·,
tj. situaci, kdy obecn¥ neplatí u(a) = 0, u(b) = 0 (viz obr. 2.2).

Obr. 2.2 Problém s pohyblivými konci.

V takovém p°ípad¥ se druhý s£ítanec ve výrazu pro první variaci neanuluje.
Dostáváme pak nutnou podmínku pro stacionární bod funkcionálu J [y] ve tvaru

I1 =

b∫
a

u

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

)
dx+ u(b)

(
∂F

∂y′

)
x=b

− u(a)

(
∂F

∂y′

)
x=a

= 0. (2.7)

Protoºe variace u(x) m·ºe být volena libovoln¥, musí být p°echozí podmínka
spln¥na i pro u(a) = u(b) = 0. Extremála funkcionálu tedy musí v kaºdém
p°ípad¥ spl¬ovat Eulerovu-Lagrangeovu rovnici. Navíc musí platit

u(b)

(
∂F

∂y′

)
x=b

− u(a)

(
∂F

∂y′

)
x=a

= 0 ⇔
(
∂F

∂y′

)
x=a

=

(
∂F

∂y′

)
x=b

= 0,

op¥t vzhledem k tomu, ºe variace u(x) je libovolná. P°edchozí výsledek p°edsta-
vuje p°irozené okrajové podmínky. N¥které varia£ní úlohy p°edstavují smí²ený
p°ípad, kdy jeden konec je pevný a druhý pohyblivý (volný).

2.1.5 Invariance Eulerovy rovnice

Uvaºujme, jak se zm¥ní Eulerova rovnice, p°ejdeme-li od prom¥nných x, y k
novým prom¥nným u a v (k°ivo£aré sou°adnice), pomocí transformace

x = x(u, v), y = y(u, v), J = det

 ∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

 ̸= 0. (2.8)

Hledáme pak nap°íklad funkci v = v(u). Transformovaný funkcionál je

J1[v] =

∫ b1

a1

F1(u, v, v
′) du, F1(u, v, v

′) = F

[
x(u, v), y(u, v),

yu + yvv
′

xu + xvv′

]
(xu+xvv

′),
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kde jsme dosadili
dy

dx
=
yu du+ yv dv

xu du+ xv dv
.

Dokaºte p°ímým výpo£tem, ºe Eulerova rovnice má tvar

∂F1

∂v
− d

du

∂F1

∂v′
= 0.

�e²ením Eulerovy rovnice je funkce v = v(u). P°edpokládejme, ºe °e²ením p·-
vodní varia£ní úlohy s funkcionálem J [y] je k°ivka ur£ená funkcí y(x). Dokáºeme,
ºe táº k°ivka (p°etransformovaná do sou°adnic (u, v) je °e²ením problému s funk-
cionálem J1[v]. (P°i ozna£ení y = ψ(u, v) a x = φ(u, v) to znamená, ºe funkce
v(u) ur£ená implicitn¥ rovnicí ψ(u, v) = y[φ(u, v)] je °e²ením problému s funk-
cionálem J1[v]. Ozna£me δσ plochu obepnutou k°ivkami y(x) a y(x) + δy(x),
podobn¥ δσ1 plochu obepnutou k°ivkami v(u) a v(u) + δv(u). Platí (význam
jakobiánu) σ = J σ1. Platí dále (vzhledem k tomu, ºe Jakobián transformace je
nenulový) Pouºijeme obr. 2.3, v n¥mº δσ1 · J = δσ.

Obr. 2.3 K transformaci sou°adnic.

lim
σ→0

J [y + δy]− J [y]

δσ
= 0 ⇔ lim

σ→0

J1[v + δv]− J1[v]

δσ1
= 0.

Tím je tvrzení dokázáno.

P°íklad 2.6 Hledejme extremálu funkcionálu

J [r] =

φ1∫
φ0

√
r2 + (r′)2 dφ, r = r(φ).

Eulerova rovnice:

r√
r2 + (r′)2

− d

dφ

r′√
r2 + (r′)2

= 0.
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Transformace prom¥nných:

x = r cosφ, y = r sinφ ⇒ J [y] =

x1∫
x0

√
1 + (y′)2 dx.

tento funkcionál má Eulerovu rovnici y′′ = 0. Její °e²ení

y = Ax+B ⇒ r sinφ = Ar cosφ+B.

2.2 Aplikace � geometrické a fyzikální úlohy

V tomto odstavci si v²imneme °e²ení n¥kterých dal²ích geometrických a fyzikál-
ních úloh. Za£neme úlohou o brachistochron¥.

2.2.1 Úloha o brachistochron¥

Úlohu o brachistochron¥ (zadání viz úlohu 1.3) vy°e²íme nyní jako ukázku "se
v²ím v²udy". Integrand funkcionálu (1.6) nezávisí explicitn¥ na prom¥nné x.
Tato úloha byla obecn¥ °e²ena v p°íkladu 2.4:

F (x, y, y′) = F (y, y′) =

√
1 + (y′)2

2gy
⇒ G(y, x′) =

√
1 + (x′)2

2gy

odtud pouºitím obecného výsledku z p°íkladu 2.4 dostáváme diferenciální rov-
nici:

x′
√
2gy
√
1 + (x′)2

= K = konst. ⇒ x′ =

√
2gK2 y

1− 2gK2y
.

Jedná se se sice o diferenciální rovnici se separovanými prom¥nnými, její inte-
grace by v²ak byla pracná. Pouºijeme proto malého "triku", který nám umoºní
dosp¥t p°ímo k parametrickéhmu vyjád°ení °e²ení. Platí

1
√
2gy
√
1 + (y′)2

= K ⇒
√
2gy
√
1 + (y′)2 = K−1 ⇒ y =

A

1 + (y′)2
, A =

1

2gK2
.

Substitucí y′ = tg u zavedeme parametr u a dostaneme

y =
A

1 + tg2u
= A cos2 u =

A

2
(1 + cos 2u) ⇒ y′ = tg u = −Au′ sin 2u ⇒

⇒ u′ cos2 u = − 1

2A
⇒ 1

2

(
u+

1

2
sin 2u

)
= − x

2A
.

Ozna£íme-li je²t¥ 2u = π−φ, A = 2R, dostaneme jiº standardní zápis °e²ení, v
n¥mº rozpoznáme parametrické vyjád°ení prosté cykloidy.

x = R (φ− sinφ) + C, y = R (1− cosφ) ,
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kde R a C jsou integra£ní konstanty. Z podmínky pr·chodu k°ivky bodem A =
[0, 0] vychází C = 0, konstanta R (polom¥r kruºnice, jejímº valením po ose x
cykloida vzniká), se dostane z podmínky pr·chodu bodem B = [d, h]. Hodnota
R hraje roli parametru jednoparametrické soustavy cykloid, které procházejí
bodem A (viz obr. 2.2). Je ur£ení hodnoty R jednozna£né?

Obr. 2.2 Soustava cykloid procházejících bodem A.

Tímto výsledkem °e²ení varia£ní úlohy nekon£í. Nalezli jsme stacionární bod
funkcionálu, je v²ak t°eba zjistit jeho typ. Vypo£teme druhou variaci J2 podle
(2.4). Je to kvadratická forma v prom¥nných (u, u′), její matice je tvo°ena dru-
hými parciálními derivacemi integrandu funkcionálu podle y a y′. Platí

∂2F

∂y2
=

3

4
√
2g

√
1 + (y′)2

y5/2
,

∂2F

∂y∂y′
= − 1

2
√
2g

y′

y3/2
√
1 + (y′)2

,

∂2F

∂(y′)2
=

1√
2g

1

y1/2(
√
1 + (y′)2)3

.

K tomuto p°íkladu se vrátíme po p°e£tení odstavce 2.4 o klasi�kaci extrém·.
Vypo£teme je²t¥ nakonec dobu, za kterou dorazí hmotný bod po cykloid¥ z
místa A do místa B,

tAB =

d∫
0

√
1 + (y′)2

2gy
dx =

=

φ0∫
0

√
1 + cotg2(φ/2)√
2gR(1− cosφ)

R(1− cosφ) dφ = φ0

√
R

g
.

hodnota φ0 je ur£ena sou°adnicemi bodu B = [d, h].
V p°edchozí diskusi jsme se zabývali problémem brachistochrony s pevnými

konci. Uvaºme situaci, kdy bod A je pevný a bod B leºí na p°ímce o rovnici
x = d. Platí pak (odst. 2.1.4)(

∂F

∂y′

)
x=d

=
y′

√
2gy
√

1 + (y′)2
= 0 ⇒ y′(b) = 0.
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Te£na ke k°ivce y = y(x) v bod¥ x = b je tedy rovnob¥ºná s osou x. To odpovídá
situaci tg u = tg

(
π
2 − φ

2

)
= 0 ⇒ φ = π. Pro tuto hodnotu platí x(π) = πR = d,

y(π) = 2R. Polom¥r kruºnice generující cykloidu je tedy R = d/π.

2.2.2 Úlohy klasické mechaniky

Varia£ní teorie klasické mechaniky jsou zaloºeny na principu nejmen²í akce. Akcí
rozumíme funkcionál

S : DS ∋ C → S[C] =
∫
C

Ldt ∈ R, (2.9)

jehoº oborem DS jsou nap°íklad v²echna parametrická vyjád°ení hladkých rek-
ti�kovatelných k°ivek

C : [t1, t2] ∋ t −→ C(t) = (q1(t), . . . qm(t)) ∈ R3.

Parametrem t je obvykle £as,m je po£et stup¬· volnosti mechanické soustavy,(qσ)
jsou zobecn¥né sou°adnice a (q̇σ) zobecn¥né rychlosti soustavy, kde 1 ≤ σ ≤ m.
Diferenciální 1-forma λ = Ldt je Lagrangiánem soustavy, L = L(t, qσ, q̇σ) je
Lagrangeova funkce. V mechanice je de�nována jako rozdíl kinetické a poten-
ciální energie soustavy. Je tedy z°ejmé, ºe varia£ní teorii vyhovují pouze sou-
stavy, u nichº lze de�novat potenciální energii, tedy soustavy bez disipativních
sil (t°ení, odpor prost°edí, apod.).

P°íklad 2.7 Sférické kyvadlo. Sférickým kyvadlem rozumíme hmotný bod m
zav¥²ený v homogenním tíhovém poli g⃗ na vlákn¥ neprom¥nné délky ℓ a zane-
dbatelné hmotnosti. Systém má dva stupn¥ volnosti, které lze popsat dvojicí
(q1, q2) = (θ, ϕ), kde θ je sférický úhel, m¥°ený od svislého sm¥ru orietovaného
souhlasn¥ s tíhovým zrychlením (osa z), ϕ je azimutální úhel. P°i volb¥ nu-
lové hladiny potenciální energie ve vodorovné rovin¥ obsahující bod záv¥su O
(ztozoºn¥né rovn¥º se sou°adnicovou rovinou (O;x, y)) platí

L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+mgz =

1

2
mℓ2

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+mgℓ cos θ.

Pon¥kud p°edcházíme událostem, m·ºeme v²ak jiº v tuto chvíli sd¥lit jako fakt,
ºe v p°ípad¥ závislosti funkcionálu na více neznámých funkcích platí Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice pro kaºdou z nich. Pro ná² p°ípad

∂L

∂θ
− d

dt

∂L

∂θ̇
= 0,

∂L

∂ϕ
− d

dt

∂L

∂ϕ̇
= 0 ⇒

⇒ θ̈ = sin θ
(
ϕ̇2 cos θ − g

ℓ

)
, ϕ̈ = 0.

�e²ením dostáváme

ϕ = ϕ0 + ωt, θ̈ = sin θ
(
ω2 cos θ − g

ℓ

)
,
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kde ϕ0 a ω jsou integra£ní konstanty ur£ené po£áte£ními podmínkami pro ϕ(0) a
ϕ̇(0). Pro malé kmity je θ ≈ sin θ a druhou rovnici lze snadno °e²it, p°í£emº typ
°e²ení závisí na azimutální úhlové rychlosti ω a kruhové frekvenci odpovídajícího
rovinného kyvadla ω0:

θ̈ ± |ω2
0 − ω2| θ = 0 ω0 =

√
g

ℓ
.

Pro ω = 0 dostáváme pohybovou rovnici malých kmit· matematického kyvadla.

P°íklad 2.8 Bikvadratický oscilátor. Jedná se o jednorozm¥rný pohyb hmot-
ného bodu s potenciální energií úm¥rnou £tvrté mocnin¥ výchylky.

L =
1

2
mẋ2 − 1

4
Cx4.

L = L(x, ẋ) nezávisí na £asové prom¥nné. Úlohu lze tedy °e²it podle p°íkladu
2.4, kde

G = L

(
x,

1

t′

)
t′ =

m

2t′
− 1

4
Cx4t′.

∂G

∂t′
= K = konst. ⇒ d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

4
Cx4

)
= K.

2.2.3 Pohyb v centrálním poli � Keplerova úloha

Metodami varia£ního po£tu lze °e²it i problém pohybu v centrálním poli. Ozna£me
r0 po£áte£ní polohu a v0 po£áte£ní rychlost bodu pohybujícího se v centrálním
poli. Ze zákona zachování mechanické energie dostaneme

v2

2
− v20

2
=
K

r
− K

r0
⇒ v2 = K

(
2

r
+ h

)
, h =

v20
K

− 2

r0
.

Podle Maupertuisova principu je trajektorií bodu extremála funkcinálu (hle-
dáme funkci r = r(φ) � polární sou°adnice):

J [r(φ)] =

∫ √
2

r
+ hds =

∫ √
2

r
+ h
√
r2 + (r′)2 dφ.

Jde o speciální p°ípad, kdy integrand nezávisí explicitn¥ na φ, máme tedy °e²ení

r2
√

2
r + h√

r2 + (r′)2
= C ⇒ φ+B = C

∫
dr

r
√
2r + hr2 − C2

= arccos
C2 − r

r
√
1 + hC2

.

Odtud jiº snadno získáme polární rovnici trajektorie - kuºelose£ky.

2.3 P°ibliºné °e²ení varia£ních úloh

V tomto odstavci si v²imneme metod umoº¬ujících p°ibliºné °e²ení varia£ní
úlohy, aniº bychom pouºili Eulerovy-Lagrangeovy rovnice.
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2.3.1 Metoda nekone£ného po£tu prom¥nných

Následující metoda sama o sob¥ není p°ibliºná, p°edstavuje v²ak obecný základ
pro formulaci n¥kterých p°ibliºných metod. Pro její pouºití je vhodné omezit
obor funcionálu na t°ídu funkcí, které lze vyjád°it trigonometrickou °adou. Uva-
ºujme o funkcionálu (2.1) na intervalu [0, π], nech´ DJ obsahuje v²echny spojité
funkce y = y(x), které maji spojitou první derivaci, a pro které y(0) = y(π) = 0.
Rozloºíme hledanou funkci v trigonometrickou °adu

y(x) = a1 sinx+ a2 sin 2x+ · · ·+ an sinnx+ · · ·

(Vysv¥tlete, pro£ není nutno uvaºovat absolutní £len ani kosíny.) Platí

y′(x) = a1 cosx+ 2a2 cos 2x+ · · ·+ nan cosnx+ · · ·

Výraz J [y] m·ºeme tedy interpretovat jako funkci (nekone£n¥ mnoha) prom¥n-
ných (a1, a2, . . . , an, . . .). Nutnou podmínku pro stacionární bod funkcionálu je

∂J

∂aj
= 0, j = 1, 2, . . . , .

V n¥kterých p°ípadech lze takovou úlohu s nekone£ným po£tem prom¥nných
vy°e²it snadno, obecn¥ je v²ak t°eba p°ikro£it k °e²ení p°ibliºnému.

P°íklad 2.9 Izoperimetrický problém (viz odst. 1.1.1 ) Mezi hladkými jednodu-
chými rekti�kovatelnými rovinnými uzav°enými k°ivkami dané délky, paramet-
rizovanými podle vztahu (1.2), hledáme tu, která obepíná nejv¥t²í plo²ný obsah.
Délka k°ivky je dána vztahem (1.3). Vezmeme-li za parametr délku oblouku s,
pak

ℓ∫
0

√
(x′)

2
+ (y′)2) ds = ℓ ⇒

√
(x′)

2
+ (y′)2) = 1. (2.10)

Obsah oblasti ohrani£ené touto k°ivkou je

S =

∫
C

xdy =

ℓ∫
0

x(s)y′(s) ds.

Nová úloha: Mezi parametrickými vyjád°eními x(s), y(s), periodickými s peri-
odou ℓ (periodi£nost je d·sledkem uzav°enosti k°ivky) a spl¬ujícími podmínku
(2.10) hledáme ta, pro která je intergál vyjad°jící plochu S maximální. Fourie-
rovy °ady funkcí x(s) a y(s):

x(s) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

(
2πns

ℓ

)
+ bn sin

(
2πns

ℓ

))
,

y(s) =
1

2
c0 +

∞∑
n=1

(
cn cos

(
2πns

ℓ

)
+ dn sin

(
2πns

ℓ

))
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Platí: Nech´ f(x), resp. g(x) jsou periodické funkce s periodou ℓ, a nech´ spl¬ují
podmínky pro rozvoj ve Fourierovu °adu. Koe�cienty ozna£me αn, βn, resp. γn,
δn. Pak (viz Dodatek)

2

ℓ

ℓ∫
0

[f(x)]2 dx =
α2
0

2
+

∞∑
n=1

(
α2
n + β2

n

)
,

2

ℓ

ℓ∫
0

f(x)g(x) dx =
α0γ0
2

+
∞∑

n=1

(αnγn + βnδn) ,

Dosadíme-li do vztah· pro obsah S Fourierovy rozvoje, dostaneme

S = π
∞∑

n=1

(andn − bncn), ℓ =
2π2

ℓ

∞∑
n=1

n2
(
a2n + b2n + c2n + d2n

)
.

Rozdíl mezi obsahem kruhu omezeného kruºnicí délky ℓ a obecnou hodnotou S
je

ℓ2

4π
− S =

π

2

∞∑
n=1

[(nan − dn)
2 + (nbn + cn)

2 + (n2 − 1)(c2n + d2n)] ≥ 0.

Rovnost p°itom nastává práv¥ tehdy, jsou-li v²echny s£ítance nulové, tj. a1−d1 =
0, b1 + c1 = 0, an = bn = cn = dn = 0 pro n = 2, 3, . . ., tj.

x =
1

2
a0 + a1 cos

2πns

ℓ
+ b1 sin

2πns

ℓ
, y =

1

2
c0 − b1 cos

2πns

ℓ
+ a1 sin

2πns

ℓ
.

Hledanou k°ivkou je kruºnice (ur£ete její kartézskou rovnici).

2.3.2 Ritzova p°ímá metoda

Pro p°ibliºné °e²ení omezíme vyjád°ení funkce °adou na kone£ný po£et £len·,
tedy n-tá aproximace metody má tvar

y(n)(x) =

n∑
j=1

ajφj(x), aj ∈ R, φj(x) jsou funkce.

�asto se volí posloupnost ortogonálních funkcí, nap°íklad trigonometrických, 1,
sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . Odpovídající funkcionál je pak funkcí kone£ného
po£tu prom¥nných a1, a2, . . ., an,

J [y(n)] = J(a1, a2, . . . , an)

Hledáme £ísla aj z nutné podmínky stacionárního bodu ∂J/∂aj = 0, j =
1, 2, . . .. Pro n → ∞ m·ºe posloupnost funkcí {y(n)(x)} konvergovat k funkci
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y(x), která realizuje extrém funkcionálu. Je tedy t°eba vy²et°it konvergenci po-
sloupnosti funkcí {y(n)(x)}, najít limitní fuckci a pro²et°it, zda realizuje extrém
(jaký typ stacionárního bodu realizuje). Dal²í moºností je vzít jako hledanou
funkci n¥kterou z funkcí posloupnosti. Je pak také t°eba odhadnout chybu apro-
ximace |y(x)− y(n)(x)|.

P°íklad 2.10 Pomocí Ritzovy metody najdeme minimum integrálu

J [y] =

1∫
−1

(y′)2 dx, y(−1) = y(1) = 0,

1∫
−1

y2 dx = 1.

Pozd¥ji ukáºeme, ºe tento funkcionál je minimalizován funkcí y(x) = cos (πx/2),
miminum je rovno π2/4. nyní vyuºijeme Ritzovy metody v následující aproxi-
maci

y(x) = α+ βx+ γx2 + δx3, y(−1) = y(1) = 0 ⇒ y = (1− x2)(a+ bx).

1∫
−1

y2(x) dx =
16

15
a2 +

16

105
b2 = 1,

2∫
−1

(y′)2 dx =
8

3
a2 +

18

5
b2.

minimum tohoto výrazu za p°dchozí vazební podmínky nastane pro b = 0,
a =

√
15/4 a jeho hodnota je 5/2.

Problény konvergence vy°e²il pro °adu p°ípad· N. M. Krylov a uvedl °adu apro-
ximací niº²ího °ádu.

2.4 Klasi�kace stacionárních bod·

Doposud jsme se zabývali nutnou podmínkou stacionárního bodu funkcionálu,
jímº bylo °e²ení Eulerovy rovnice. V tomto odstavci si v²imneme podrobn¥ji
klasi�kace stacionárních bod· funkcionálu, specieln¥ extrém·. Obdobn¥ jako v
teorii funkcí rozli²ujeme mezi extrémem absolutním a lokálním (relativním), je
tomu u funkcionál·. U relativních extrém· dále zavádíme silný a slabý extrém.

2.4.1 Absolutní a relativní extrém

�ekneme, ºe funkcionál J [C], kde C ∈ DJ , nabývá na k°ivce (extremále) C0
absolutního minima, resp. absolutního maxima, jestliºe pro libovolnou k°ivku
C ∈ DJ platí

J [C] ≥ J [C0], resp. J [C] ≤ J [C0].

P°íkladem absolutního minima funkcionálu je úloha s nejkrat²í spojnicí dvou
daných bod· (viz P°íklad 2.2).

Pro formulaci de�nice relativního extrému funkcionálu pot°ebujeme pojem normy,
zavedený v odst. 2.1.1. Nazveme δ-okolím n-tého °ádu k°ivky C0 : x → y0(x),
a ≤ x ≤ b, soustavu k°ivek C : x→ y(x), a ≤ x ≤ b, pro n¥º je ||y(x)−y0(x)||n <
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δ. K°ivky nap°íklad okolí nultého °ádu tedy leºí v pásu ²í°ky 2δ kolem k°ivky
C0.

�ekneme, ºe funkcionál J [C] nabývá na k°ivce C0 ∈ DJ silného relativního mi-
nima, resp. silného relativního maxima, jestliºe existuje takové δ-okolí nultého
°ádu k°ivky C0, ºe pro v²echny k°ivky C z tohoto okolí platí J [C] ≥ J [C0], resp.
J [C] ≤ J [C0].

�ekneme, ºe funkcionál J [C] nabývá na k°ivce C0 ∈ DJ slabého relativního
minima, resp. slabého relativního maxima, jestliºe existuje takové δ-okolí prvního
°ádu k°ivky C0, ºe pro v²echny k°ivky C z tohoto okolí platí J [C] ≥ J [C0], resp.
J [C] ≤ J [C0].

Je z°ejmé, ºe kaºdý absolutní extrém je sou£asn¥ slabým i silným extrémem
relativním. Kaºdý silný extrém je sou£asn¥ extrémem slabým, obrácené tvrzení
neplatí.

P°íklad 2.11 Uvaºujme o funkcionálu

J [y] =

π∫
0

y2
(
1− (y′)2

)
dx.

Jeho Eulerova rovnice má tvar

y
(
1− (y′)2

)
+

d

dx

(
y2 y′

)
= 0 ⇒ y

[
1 + (y′)2 + yy′′

]
= 0.

Jejím °e²ením je mj. funkce y(x) = 0. Pro ni je J = 0. Nech´ 0 < δ < 1. Pro
funkce y = y(x), které leºí v δ-okolí prvního °ádu úse£ky y = 0 je

||y(x)||1 = max{|y(x)−0|;x ∈ [0, π]}+max{|y′(x)−0|;x ∈ [0, π]} < 1 ⇒ |y′(x)| < 1.

Pro takové funkce y(x), y(x) ̸= 0, je J [y] > 0, nuly nabývá pouze pro y ≡ 0.
Pro funkci y(x) = 0 tedy funkcionál nabývá slabého minima. Silného minima
nenabývá. Skute£n¥, poloºme

y(x) =
1√
n
sinnx ⇒ J =

1

n

π∫
0

sin2 nx
(
1− n cos2 nx

)
=

π

2n
− π

8
.

Pro n > 4 je pro funkce zvoleného typu J < 0. Zvolme dále δ > 0 libovoln¥. Pro
funkce zvoleného typu platí

|y(x)− 0| = | 1√
n
sinnx| < δ pro n >

1

δ2
.

V²echny takové funkce zvoleného typu, pro jejichº n je n > max {4, δ−2} tedy
leºí v δ-okolí nultého °ádu pro libovolné p°edem zvolené δ > 0. Minimum, jehoº
nabývá funkcionál na funkci y(x) = 0 tedy není silným extrémem.
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Zabývejme se nyní podrobn¥ji studiem druhé variace funkcionálu, která roz-
hodne o typu stacionárního bodu. Druhá variace funkcionálu

J [y] =

b∫
a

F (x, y, y′) dx

má tvar (2.4), tj.

J2 =
1

2

b∫
a

(
u2
∂2F

∂y2
|y0,y′

0
+ 2uu′

∂2F

∂y∂y′
|y0,y′

0
+ u′2

∂2F

∂y′2
|y0,y′

0

)
dx.

J2[y(x)] je tedy kvadratický funkcionál. P°ipome¬me, ºe funkcionál I[u(x), v(x)],
závislý na dvou funkcích u(x) a v(x) se nazývá bilineární, jestliºe pro libovolné
funkce u(x), v(x), w(x) a libovolné £íslo α ∈ R platí

I[αu+βv,w] = αI[u,w]+βI[v, w], I[u, αv+βw] = αI[u, v]+βI[u,w]. (2.11)

Pro u(x) = v(x) nazýváme funkcionál J2[u(x)] = I[u(x), u(x)] kvadratický. Kva-
dratický funkcionál J2[u(x)] se nazývá pozitivn¥ de�nitní, neboli ost°e pozitivní,
jestliºe existuje kladné £íslo k tak, ºe J2[u(x)] ≥ k ||u(x)|| pro libovolné u(x).

Poºadavek diferencovatelnosti funkcionálu a sou£asn¥ nutná podmínka stacio-
nárního bodu J1 = 0 pro libovolné u(x) dávají

J [y0(x) + u(x)]− J [y0(x)] = J2 + τ(y0(x), u(x))||u(x)||2, kde

lim||u(x)||→0 τ(y0(x), u(x)) = 0.

V¥ta 2.2 Nech´ y0(x) je funkce t°ídy C1. Má-li funkcionál J [y(x)] v bod¥ y0(x)
minimum, resp. maximum, platí J2[y0(x)] ≥ 0, resp. J2[y0(x)] ≤ 0 pro libovolné
u(x).

D·kaz: P°edpokládejme nap°íklad, ºe v bod¥ y0(x) je minimum funkcionálu.
Vzhledem k diferencovatelnosti je pro dostate£n¥ malé hodnoty normy ||u(x)||
znaménko levé strany p°edchozí rovnice a druhé variace J2 shodné. P°edpoklá-
dejme (sporem), ºe pro n¥jaké u0(x) je J2 < 0. Pak pro libovolné £íslo α ̸= 0
je

J2[αu0(x)] = α2J2[u0(x)] < 0.

Pak J2[u(x)] < 0 pro libovoln¥ malé u(x) (tvaru αu0(x)). Pak ale J [y0(x) +
αu0(x)]−J2[y0(x)] < 0, coº je spor s p°edpokladem, ºe je stacionární bod y0(x)
je minimem.

Uvaºujme dále o problému s pevnými konci, kdy u(a) = u(b) pro v²echny p°í-
pustné variace u(x) funkce y(x). Pak je (per partes)

2

b∫
a

Fyy′ u(x)u′(x) dx =

b∫
a

Fyy′ d(u(x))2 = −
b∫

a

d

dx
(Fyy′) u(x)2 dx
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J2 =

b∫
a

[
P (u(x))2 +R(u′(x))2

]
dx, (2.12)

P =
1

2

(
Fyy −

d

dx
Fyy′

)
, R =

1

2
Fy′y′ .

Následující tvrzení budeme formulovat pro minimum funkcionálu, analogická
tvrzení se zám¥nou p°íslu²ných znamének platí pro maximum. Nutná podmínka
pro nezápornost kvadratického funkcionálu (2.12) je vylád°ena v následující
v¥t¥:

V¥ta 2.3 Je-li kvadratický funkcionál (2.12) nezáporný pro libovolnou funkci
u(x) t°ídy C1, pro kterou je u(a) = u(b) = 0, pak na intervalu [a, b] platí R(x) ≥
0.

D·kaz: P°edpokládejme, ºe pro bod x0 ∈ [a, b] je R(x0) = −2p, p > 0. Pak,
vzhledem ke spojitosti funkce R(x), existuje interval [c, d] ⊂ [a, b] obsahující bod
x0, takový, ºe R(x) < −p na [c, d]. Ozna£me d − c = h a M maximum hodnot
funkce P (x) na [a, b]. De�nujme

u(x) = sin2
(
π
x− c

h

)
pro c ≤ x ≤ d.

V ostatních p°ípadech poloºme u(x) = 0. Jde o funkci t°ídy C1. Platí

b∫
1

(
P (x)[u(x)]2 +R(x)[u′(x)]2

)
dx =

=

d∫
c

P (x) sin4
(
π
x− c

h

)
dx+

d∫
c

R(x)
π2

h2
sin2

(
2π
x− c

h

)
dx <

Mh2 − pπ2

h
.

Zd·vodn¥ní p°edchozí nerovnosti:

P (x) sin4
(
π
x− c

h

)
≤ P (x) ≤M ⇒

⇒ R(x) sin2
(
2π
x− c

h

)
< −p sin2

(
2π
x− c

h

)
< −p.

Pro dostate£n¥ malé hodnoty h je výrazMh2−pπ2 < 0. Funkce u(x) pro taková
h dává záporné hodnoty funkcionálu (2.12).

Z v¥ty 2.3 plyne následující v¥ta 2.4, která uvádí nutnou podmínku minima
funkcionálu J [y].

V¥ta 2.4 Legendreova podmínka. Je-li extremála y0(x) ∈ DJ minimem funkci-
onálu J [y], pak Fy′y′ ≥ 0 podél extremály y0(x).
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Stále je²t¥ nemáme posta£ující podmínku pro minimum, resp. maximum. Je
obsaºena v následující v¥t¥.

V¥ta 2.5 Je-li pro první variaci funkcionáluJ1[y0(x)] = 0 a druhá variace je
ost°e pozitivní, je stacionární bod y0(x) minimem.

D·kaz: Nech´ je J2 ost°e pozitivní. Pak

J [y0(x) + u(x)]− J [y0(x)] = J2[u(x)] + τ ||u(x)||2 ≥ k||u(x)||2 + τ ||u(x)||2.

Pro dostate£n¥ malé ε1 je |τ | < k/2 jestliºe ||u(x)|| < ε1 (nebo´ pro ||u(x)|| → 0
je τ → 0, tj. |τ | → 0, k £íslu k/2 existuje ε1 > 0 tak, ºe pro ||u(x)− 0|| < ε1 je
|tau− 0| < k/2).

J [y0(x) + u(x)]− J [y0(x)] =

= J2[u(x)] + τ ||u(x)||2 > k||u(x)||2 ± 1

2
k||u(x)||2 > 1

2
k||u(x)||2 > 0.

P°edchozí v¥ta je dokázána bez ohledu na konkrétní normu v normovaném pro-
storu funkcí. Není proto vázána na typ extrému. V¥ta je navíc nepraktická �
neumoº¬uje snadné ov¥°ení posta£ující podmínky pomocí koe�cient· kvadra-
tického funkcionálu p°edstavujícího druhou variaci p·vodního funkcionálu. K
formulaci praktického kritéria jsou pot°ebné dal²í pojmy, které nyní stru£n¥ za-
vedeme. Tvrzení nebudeme dokazovat � jde v tuto chvíli o ilustraci ne zcela
jednoduchého problému klasi�kace extrém·.

Budeme se zabývat kvadratickým funkcionálem (2.12) pro funkce u(x), pro
které u(a) = u(b) = 0.

Se znalostí tvrzení klasi�kujících extrémy, se vra´me k úloze o brachis-
tochron¥ (odst. 2.2.1), kde jsme vypo£etli koe�cienty druhé variace. Z výsledku
je z°ejmé, ºe Fy′y′ > 0 pro jakoukoli volbu funkce y(x), pro kterou je výraz Fy′y′

de�nován.
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Kapitola 3

Zobecn¥ní teorie � prostorová
úloha

V této kapitole zobecníme základní varia£ní úlohu na funkcionály de�nované na
více funkcích jedné prom¥nné. Odvodíme p°íslu²nou soustavu Eulerových rovnic
a jejich první integrály. S nimi souvisí Hamilton·v formalismus varia£ních rovnic
a p°evod Eulerových rovnic na tzv. kanonický tvar, zvlá²t¥ vhodný pro fyzikální
aplikace a studium zákon· zachování. Záv¥r kapitoly je v¥nován Hamiltonov¥-
Jacobiho teorii a aplikacím.

3.1 Funkcionál závislý na více funkcích

Typickým fyzikálním p°íkladem vedoucím k varia£ní úloze s více neznámými
funkcemi je pohyb mechnického systému s v¥t²ím po£tem m stup¬· volnosti.
Systém je popsán zobecn¥nými sou°adnicemi {qi}, 1 ≤ i ≤ m, které jsou funk-
cemi £asu. Extremálou vhodn¥ formulovaného funkcionálu je pak parametrické
vyjád°ení trajektorie systému.

3.1.1 Úloha s pevnými konci

Ozna£me Dm
J = DJ × · · · × DJ ,kde DJ je mnoºina p°ípustných k°ivek pro

funkcionál. Funkcionálem rozumíme zobrazení

J : DJ ∋ (y1(x), . . . ym(x)) −→ J [y1(x), . . . , ym(x)] =

=

b∫
a

F (x, y1, . . . ym, y
′
1, . . . y

′
m) dx ∈ R.

33
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Úloha s pevnými konci je dána podmínkami yi(a) = Ai, yi(b) = Bi. Variace
funkcí yi(x) ozna£me εui(x). Vyjád°íme variaci funkcionálu:

∆J =

b∫
a

[F (x, y1 + εu1, . . . , ym + εum, y
′
1 + εu′1, . . . , y

′
m + εu′m)−

−F (x, y1, . . . , ym, y′1, . . . , y′m)] dx =

= ε

b∫
a

m∑
i=1

(
∂F

∂yi
ui +

∂F

∂y′i
u′i

)
dx+ ε2J2 + · · · .

První £len εJ1 obsahuje první variaci J1. Nutnou podmínkou extremály je J1 =
0. Vzhledem k nezávislosti funkcí ui(x) je tato podmínka ekvivalentní soustav¥

b∫
a

(
∂F

∂yi
ui +

∂F

∂y′i
u′i

)
dx = 0.

Vzhledem k pevným konc·m je ui(a) = ui(b) = 0 pro i = 1, 2, . . . ,m. V dal²í
úvaze m·ºebe bu¤ p°ímo vvyuºít tvrzení úlohy 2.2, nebo vyjád°it integrál me-
todou per partes:

b∫
a

(
∂F

∂yi
ui +

∂F

∂y′i
u′i

)
dx =

b∫
a

(
∂F

∂yi
− d

dx

∂F

∂y′i

)
ui(x) dx+ (3.1)

+ui(b)

(
∂F

∂y′i

)
x=b

− ui(a)

(
∂F

∂y′i

)
x=a

.

Vzhledem k pevným konc·m, tj. u(b) = ui(a) = 0 a vzhledem k libovolnosti
ui(x) dostáváme soustavu Eulerových rovnic

∂F

∂yi
− d

dx

∂F

∂y′i
= 0. (3.2)

Poloºme si otázku, zda jiný integrand tvaru F + Φ m·ºe vést ke stejným Eu-
lerovým rovnicím. Znamená to, ºe Eulerovy rovnice pro Φ mají identicky nu-
lové levé strany. Uvaºujme pro jednoduchost o p°ípadu jedné neznámé funkce,
F = F (x, y, y′), tj. Φ(x, y, y′). Platí

∂Φ

∂y
− d

dx

∂Φ

∂y′
=
∂Φ

∂y
− ∂2Φ

∂x∂y′
− ∂2Φ

∂y∂y′
y′ − ∂2Φ

∂y′2
y′′ = 0, ⇒

⇒ ∂2Φ

∂y′2
= 0 ⇒ Φ = A(x, y) +B(x, y)y′.

∂A

∂y
− ∂B

∂x
= 0, ⇒ A =

∂Ψ

∂x
, B =

∂Ψ

∂y
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pro jistou funkci Ψ = Ψ(x, y). Pak

Φ(x, y, y′) =
dΨ

dx
,

Je tedy úplnou derivací podle prom¥nné x (libovolné) funkce prom¥nných x a y.
Φ se nazývá triviální Lagrangeova funkce. Pro obecn¥j²í p°ípad prostorové úlohy
je obdobn¥

Ψ(x, y1, . . . , ym, y
′
1, . . . , y

′
m) =

dΨ(x, y1, . . . , ym)

dx
. (3.3)

P°íklad 3.1 Geodetiky na plo²e. P°edpokládejme, ºe plocha je parametrizována
rovnicemi x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v). Parametrické rovnice geodetiky
(nejkrat²í spojnice dvou zadaných bod· na plo²e) hledáme ve tvaru u = u(t),
v = v(t). Délka elementu oblouku mezi dv¥ma body na plo²e, jejichº parametry
jsou a a b, je

dℓ =
√
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2.

dx =
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv, dy =

∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv, dz =

∂z

∂u
du+

∂z

∂v
dv.

Nalezení nejkrat²í spojnice znamená ur£ení minima funkcionálu

J [u(t), v(t)] =

b∫
a

√
E(u, v)(u′)2 + 2F (u, v)u′v′ +G(u, v)(v′)2 dt, (3.4)

kde výraz pod odmocninou se nazývá první fundamentální kvadratická forma.
Pro funkce E(u, v), F (u, v) a G(u, v) platí

E = r⃗ur⃗u, F = r⃗ur⃗v, G = r⃗v r⃗v,

r⃗u =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
, r⃗v =

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
.

Vyjád°ete Eulerovy rovnice obecn¥, pomocí funkcí E, F , G. Vy°e²íme problém
pro jednouchý p°ípad - rota£ní válcovou plochu o polom¥ru R s osou symetrie
v ose z. Plocha má ve vácových sou°adnicích rovnice r⃗ = (R cosφ,R sinφ, z).
Polární sou°adnice φ a z hrají roli parametr· u a v. Pro tento p°ípad dostáváme

r⃗φ = (−R sinφ,R cosφ, 0) , r⃗z = (0, 0, 1),

E(φ, z) = R2, F (φ, z) = 0, G(φ, z) = 1, J [φ(t), z(t)] =

b∫
a

√
R2(u′)2 + (v′)2 dt.

Eulerovy rovnice:

d

dt

R2φ′(t)√
R2(φ′(t))2 + (z′(t))2

= 0,
d

dt

z′(t)√
R2(φ′(t))2 + (z′(t))2

= 0.
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R2φ′(t)√
R2(φ′(t))2 + (z′(t))2

= P = konst,
z′(t)√

R2(φ′(t))2 + (z′(t))2
= Q = konst.

dz

dφ
= K ⇒ z(φ) = Kφ+ L.

3.1.2 Obecný p°ípad a kanonické prom¥nné

V tomto odstavci se budeme zabývat zcela obecným p°ípadem, kdy jsou povo-
leny i variace koncových bod· k°ivek, v£etn¥ moºné zm¥ny jejich x-ové sou°ad-
nice. Ozna£me variaci funkce yi(x)

yi(x)− y
(0)
i (x) = u(x),

kde
A0 = (a, y

(0)
1 (a), . . . y(0)m (a)), B0 = (b, y

(0)
1 (b), . . . y(0)m (b))

jsou koncové body varia£ní úlohy pro soubor funkcí (y(0)1 (x), . . . y
(0)
m (x)). Kon-

cové body souboru k°ivek zm¥n¥ných variací ozna£me

A = (a+ δa, y1(a), . . . ym(a)), B = (b+ δb, y1(b), . . . ym(b)).

Obr. 3.1 znázor¬uje situaci pro m = 1.

Obr. 3.1 Obecná variace k°ivky.

K obrázku:

δy = y(a+ δa)− y(0)(a), u(a) = δy − y(0)′(a)δa, u(b) = δy − y(0)′(b)δb

Dále de�nujeme vzdálenost k°ivek

ϱ(yi(x), y
(0)
i (x)) = max|yi(x)−y(0)i (x)|+max|y′i(x)−y

(0)′

i (x)|+ϱ(A0, A)+ϱ(B0, B),

pro body se jedná o euklidovskou vzálenost. Variace funkcionálu je pak

∆J =

b+δb∫
a+δa

F (x, y1 + u1, . . . , ym + um, y
′
1 + u′1, . . . , y

′
m + u′m) dx−
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−
b∫

a

F (x, y1, . . . , ym, y
′
1, . . . , y

′
m) dx =

=

b∫
a

[F (x, y1+u1, . . . , ym+um, y
′
1+u

′
1, . . . , y

′
m+u′m)−F (x, y1, . . . , ym, y′1, . . . , y′m)] dx+

+

b+δb∫
b

F (x, y1 + u1, . . . , ym + um, y
′
1 + u′1, . . . , y

′
m + u′m) dx−

−
a+δa∫
a

F (x, y1 + u1, . . . , ym + um, y
′
1 + u′1, . . . , y

′
m + u′m) dx.

První variace má tvar

J1 =

b∫
a

m∑
i=1

(
Fyiui + Fy′

i
u′i

)
dx+ F |x=bδb− F |x=aδa =

=

b∫
a

m∑
i=1

(
Fyi

− d

dx
Fy′

i

)
ui(x) dx++F |x=bδb− F |x=aδa+

+

m∑
i=1

Fy′
i
|x=bui(b)−

m∑
i=1

Fy′
i
|x=aui(a).

Pro vyjád°ení variací ui(x) v bodech a a b pouºijeme lineární extrapolace (obr.
3.1):

ui(a) = yi(a+ δa)− y
(0)
i (a)− y

(0)′
i (a)δa, ui(b) = yi(b+ δb)− y

(0)
i (b)− y

(0)′
i (b)δb

Po úpravách

J1 =

b∫
a

n∑
i=1

(
Fyi −

d

dx
Fy′

i

)
ui(x) dx+

m∑
i=1

Fy′
i
δyi|ba+

(
F −

m∑
i=1

y′i Fy′
i

)
δx|ba = 0,

(3.5)
kde δx|a = δa, δx|b = δb, δyi|a = yi(a+δa)−y(0)i (a), δyi|b = yi(b+δb)−y(0)i (b).
Vztah (3.5) je známá první varia£ní formule v integrálním tvaru.

Ozna£me pi = Fy′
i
. P°edpokládejme, ºe jakobián

det

(
∂pi
∂y′k

)
= det (Fy′

i
y′
k
) ̸= 0.

Pak z transforma£ních rovnic pi = Fy′
i
lze vyjád°it y′i, i = 1, 2, . . . ,m, jako

funkce
y′i = y′i(x, y1, . . . , ym, p1, . . . , pm). (3.6)
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Ozna£íme

H = −F +
m∑
i=1

y′i pi. (3.7)

Výraz pro první variaci má v novém ozna£ení tvar

J1 =

b∫
a

m∑
i=1

(
∂F

∂yi
− dpi

dx

)
dx+

(
m∑
i=1

piδyi −Hδx

)
|x=b
x=1 (3.8)

P°edpokládejme, ºe funkcionál J má pro (y
(0)
1 , . . . , y

(0)
m ) extrém. Variace jsou

zcela obecné, takºe speciálním p°ípadem je p°ípad s pevnými konci. Pro n¥j
δx = 0, δyi = 0. Pro tento p°ípad platí

b∫
1

m∑
i=1

(
∂F

∂yi
− dpi

dx

)
dx ⇒

(
∂F

∂yi
− dpi

dx

)
= 0.

Poºadujeme-li, aby y(0)(x) byla extremála funkcionálu J na mnoºin¥ v²ech
p°ípustných k°ivek, je z°ejmé, ºe bude extremálou i na mnoºin¥ v²ech k°ivek s
pevnými konci. Bude tedy vºdy spl¬ovat Eulerovy rovnice (podmínku nutnou).
V takovém p°ípad¥ je pro extremály, na jejichº konce se nekladou podmínky,
navíc pln¥no

J1 =

m∑
i=1

Fy′
i
δyi|ba +

(
F −

m∑
i=1

y′i Fy′
i

)
δx|ba = 0,

nebo ekvivalentn¥ (
m∑
i=1

piδyi −Hδx

)
|x=b
x=a = 0.

Sou£adnice (y1, . . . , yn, p1, . . . pn) se nazývají kanonické.

P°íklad 3.2 Koncové body leºící na plochách nebo k°ivkách. P°edpokládejme,
ºe koncové body p°ípustných k°ivek A0 a B0 leºí na grafech y = φ(x) a y = ψ(x).
Hledáme extrém obvyklého funkcionálu. Uvaºme nap°íklad problém nalezení
vzdálenosti mezi takovými grafy, tj. F (x, y, y′) =

√
1 + (y′)2. Extremála musí

být p°edev²ím °e²ením Eulerovy rovnice. Dal²í podmínkou pro to, aby J1 = 0
je

Fy′ |x=bδyb + (F − y′Fy′)|x=bδb−

−Fy′ |x=aδya − (F − y′Fy′)|x=aδa = 0.

Podle obr. 3.2 je
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Obr. 3.1 Koncové body p°ípustných k°ivek na daných k°ivkách.

δyb = δy|b = δy(b+ δb)− y(b), δya = δy|a = δy(a+ δa)− y(a)

δya = [φ′(x) + ε0]δa, δyb = [ψ′(x) + ε1]δb,

kde ε0 → 0 pro δa→ 0 a ε1 → 0 pro δb→ 0. Podmínka nulovosti první variace
pak dává

(ψ′Fy′ + F − y′Fy′) |x=bδb− (φ′Fy′ + F − y′Fy′) |x=aδa = 0.

Vzhledem k nezávislosti volby δa a δb dostaneme tzv. podmínky transverzality.

[F + (φ′ − y′)Fy′ ]|x=a = 0, [F + (φ′ − y′)Fy′ ]|x=a = 0.

Uvaºme nyní funkcionál

J [y(x)] =

b∫
a

f(x, y)
√
1 + (y′)2 dx ⇒ Fy′ = f

y′√
1 + (y′)2

=
y′F

1 + (y′)2
.

Z podmínek transverzality pak výpo£tem dostaneme

y′ = − 1

φ′ , resp. y′ = − 1

ψ′

pro levý, resp. pravý koncový bod. eqnarray

3.2 Kanonický tvar Eulerových rovnic a d·sledky

V tomto odstavci se budeme podrobn¥ji v¥novat vyjád°ení Eulerových rovnic v
kanonických sou°anicích, které jsme zavedli p°i úvahách o obecné úloze s vol-
nými konci. V²imneme si d·leºitých d·sledk· vyplývajících jednodu²e z tohoto
vyjád°ení, zejména zákon· zachování.

3.2.1 Kanonický tvar Eulerových rovnic a první integrál
pohybu

Eulerovy rovnice p°edstavují soustavu n rovnic druhého °ádu o n neznámých
funkcích yi(x) (hovo°íme stále o funkcionálu prvního °ádu). P°evedeme je na
soustavu 2n rovnic prvního °ádu pro 2n funkcí � p°evodem do kanonických
prom¥nných.

∂F

∂yi
− d

dx

∂F

∂y′i
= 0, pi =

∂F

∂y′i
, H = −F +

n∑
i=1

y′ipi,

dH = −dF +
n∑

i=1

pidy
′
i +

n∑
i=1

y′idpi ⇒
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⇒ dH =
∂F

∂x
dx−

n∑
i=1

∂F

∂yi
dyi +

n∑
i=1

y′idpi.

dH je úplný diferenciál, tedy

∂H

∂x
= −∂F

∂x
,

∂H

∂yi
= −∂F

∂yi
,
∂H

∂pi
= y′i.

Eulerovy rovnice proto lze psát ve tvaru kanonických Eulerových rovnic

dyi
dx

=
∂H

∂pi
,

dpi
dx

= −∂H
∂yi

(3.9)

P°edpokládejme nyní, ºe F nezávisí explicitn¥ na x. Pak

dH

dx
=

n∑
i=1

(
∂H

∂yi

dyi
dx

+
∂H

∂pi

dpi
dx

)
=

=
n∑

i=1

(
∂H

∂yi

∂H

∂pi
− ∂H

∂pi

∂H

∂yi

)
= 0

P°edchozí rovnost platí podél kaºdé extremály. Funkce H má podél extremály
konstatní hodnotu, nazývá se první integrál pohybu Eulerových rovnic. Obecn¥

dΦ(yi, pi)

dx
=

n∑
i=1

(
∂Φ

∂yi

dyi
dx

+
∂Φ

∂pi

dpi
dx

)
=

=
n∑

i=1

(
∂Φ

∂yi

∂H

∂pi
− ∂Φ

∂pi

∂H

∂yi

)
= [Φ,H].

P°edchozí výraz se nazývá Poissonova závorka funkcí Φ a H.
Na konec odstavce formulujeme jeho záv¥ry ve v¥tách:

V¥ta 3.1 Funkce H(x, yi, pi) = −F +
∑n

i=1 piy
′
i nabývá podél extremál funkci-

onálu

J [y1(x), . . . , yn(x)] =

b∫
a

F (x, yi, y
′
i) dx

konstantní hodnoty práv¥ kdyº F nezávisí explicitn¥ na prom¥nné x.

D·kaz: P°edchozími úvahami jsme dokázali, ºe nezávislost funkce H na pro-
m¥nné x je podmínkou posta£ující pro to, aby funkce H byla integrálem po-
hybu. Je t°eba je²t¥ dokázat, ºe je i podmínkou nutnou. P°edpokládejme, ºe
H = konst. podél extremály. Platí

0 =
dH

dx
|y0(x) =

[
∂H

∂x
+

n∑
i=1

(
∂H

∂yi
+
∂H

∂pi
p′i

)]
|y0(x) = 0,
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nebo´ platí Eulerovy kanonické rovnice (viz p°edchozí výpo£ty). Pak ∂H/∂x =
0, ⇒ ∂F/∂x = 0.

V¥ta 3.2 Nech´ funkce Φ = Φ(yi, pi) nezávisí explicitn¥ na prom¥nné x. Funkce
Φ je prvním integrálem pohybu Eulerových rovnic, je-li její Poissonova závorka
s funkcí H nulová, tj. [Φ,H] = 0.

3.2.2 Legendreova transformace

Uºití tzv. Legendreovy transformace p°edstavuje ekvivalentní p°ístup k získání
kanonických Eulerových rovnic, který spo£ívá v náhrad¥ p·vodního varia£ního
problému problémem ekvivalentním, jehoº Eulerovy rovnice jsou p°ímo kano-
nickými rovnicemi p·vodního problému. Najdeme tedy (za jistých podmínek)
funkcionál s integrandem závislým na kanonických prom¥nných (x, yi, pi), jehoº
Eulerovy rovnice budou tvaru (3.9).

Ukáºeme si podstatu problému na p°ípadu hledání extrému (nap°íklad mi-
nima) funkce jedné prom¥nné f(ξ) a teprve pak p°ejdeme k funkcionálu. Dejme
tomu, ºe f(ξ) je ryze konvexní, tj. f ′′(ξ) > 0 na svém de�ni£ním oboru (analo-
gické úvahy budou platit pro funkci ryze konkávní). Zavedeme novou prom¥n-
nou p = f ′(ξ), zvanou te£ná sou°adnice. Vzhledem k p°edpokladu o konvexnosti
funkce f(ξ) je p′(ξ) = f ′′(ξ) > 0, lze tedy ξ explicitn¥ vyjád°it pomocí p (exis-
tence inverzní funkce). De�nujme H(p) = −f(ξ) + pξ, kde ξ = ξ(p). P°echod

(ξ, f(ξ)) −→ (p,H(p))

je vzájemn¥ jednozna£ný a nazývá se Legendreova transformace. Funkce f(ξ) a
H(p) se nazývají kanonicky sdruºené.

Úloha 3.1 Ukaºte, ºe funkce H(p) je (v p°ípad¥ ryze konvexní f(ξ)) rovn¥º
ryze konvexní.

Vypo£teme dH a vyjád°íme H ′′(p).

dH = −f ′(ξ) dξ + p dξ + ξ dp, ale dH = H ′(p) dp ⇒

⇒ dH

dp
= ξ,

d2H

dp2
=

dξ

dp
=

1

p′(ξ)
=

1

f ′′(ξ)
> 0.

Platí
−H(p) + pH ′(p) = f(ξ)− pH ′(p) + pH ′(p) = f(ξ). (3.10)

Legendreova transformace je tedy involucí, tj. je sama k sob¥ inverzní.

Úloha 3.2 Pro a > 1 je f(ξ) = a−1ξa. Vyjád°ete Legendreovu transformaci.

Uvaºujme nyní o funkci −H(p) + pξ jako o funkci dvou prom¥nných p a ξ.
Nutnou podmínkou jejího extrému vzhledem k prom¥nné p je

∂(−H(p) + pξ)

∂p
= −H ′(p) + ξ = 0 ⇒ H ′(p) = ξ.
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Vzhledem k (3.10) je pak −H(p) + ξp = f(ξ). Hodnota f(ξ) tedy p°edstavuje
extrém funkce −H(p) + ξp vzhledem k p. Tento extrém je maximem, nebo´

∂2(−H(p) + ξp)

∂p2
= −H ′′(p) < 0.

Pak pro minimum funkce f(ξ) (vzhledem k jediné prom¥nné ξ) je

minξ f(ξ) = minξ maxp [−H(p) + ξp],

funkce −H(p) + ξp je nyní chápána jako funkce dvou prom¥nných.

Aplikujme nyní p°edchozí úvahy na funkcionál (2.1). P°edpokládejme Fy′y′ ̸= 0
a poloºme

p =
∂F

∂y′
, H(x, y, p) = −F (x, y, y′) + y′ p,

J̄(y(x), p(x)) =

b∫
a

[−H(x, y, p) + y′ p] dx,

kde y a p jsou chápány jako dv¥ nezávislé funkce, y′ = dy/dx. Nový funkcionál je
závislý na dvou funkcích y(x) a p(x). Obecn¥ je nutno chápat jej jako funkcionál
prvního °ádu, p°i£emº obsahuje explicitn¥ y′, neobsahuje v²ak p′. Integrand je
tedy

F̄ = F̄ (x, y, p, y′, p′) = −H(x, y, p) + y′p.

Eulerovy rovnice nového funcionálu jsou

−∂H
∂y

− dp

dx
= 0, −∂H

∂p
+

dy

dx
= 0,

mají tedy tvar kanonických rovnic p·vodního funkcionálu. Je²t¥ je t°eba dokázat
ekvivalenci obou varia£ních problém·, tj. ºe funkcionály J [y(x)] a J̄ [y(x), p(x)]
mají extrém na stejných k°ivkách. To znamená, ºe kanonické rovnice mají stejné
°e²ení jako p·vodní Eulerova rovnice.

dH(x, y, p) = −∂F
∂x

dx− ∂F

∂y
dy + y′ dp ⇒ ∂H

∂p
= y′ ⇒

⇒ −H + p
∂H

∂p
= F − y′p+ y′p = F.

Ukáºeme,ºe pro danou k°ivku y(x) p°edstavuje hodnota p·vodního funkcionálu
J [y(x)] extrém hodnot nového funkcionálu J [y(x), p(x)], kdyº p(x) probíhá p°í-
pustné moºnosti, tj.

J [y(x)] = minp J [y(x), p(x)], resp. J [y(x)] = maxp J [y(x), p(x)].
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Pak totiº extrém funkcionálu J [y(x), p(x)] (obecn¥ prom¥nné jak y(x) tak p(x))
je extrémem funkcionálu J [y(x)]. Protoºe J [y(x), p(x)] neobsahuje p′(x), má
Eulerova rovnice pro J [y(x), p(x)] tvar

∂[−H + y′p]

∂y
= 0 ⇒ y′ =

∂H

∂p
,

pak

−H + y′p = −H + p
∂H

∂p
= F.

P°íklad 3.3 Pro funkcionál

J [y(x)] =

b∫
a

(
Py′2 +Qy′2

)
dx

napi²te standardní Eulerovu rovnici i kanonické rovnice.

Situace je zcela analogická v p°ípad¥ funkcionálu závislého na více funkcích jedné
prom¥nné

3.2.3 Kanonické transformace, transformace invariance, te-
orém Noetherové

V tomto odstavci si v²imneme, jaké podmínky musí spl¬ovat transformace kano-
nických prom¥nných, aby v·£i nim byly invariantní Eulerovy kanonické rovnice.
Uvaºujme o transformaci

(x, y1, . . . yn, p1, . . . pn) −→ (x, Y1, . . . Yn, P1, . . . Pn)

a novou funkci H̃ = H̃(x, Y1, . . . Yn, P1, . . . Pn). Transformaci nazveme kanonic-
kou, jestliºe

dYi
dx

=
∂H̃

∂Pi
,

dPi

dx
= −∂H̃

∂Yi
.

P·vodní kanonické rovnice jsou Eulerovými rovnicemi funkcionálu (2.1). Funk-
cionál v nových prom¥nných bude

J̃ [Y1, . . . , Yn, P1, . . . , Pn] =

b∫
a

(
−H̃ +

n∑
i=1

Y ′
i Pi

)
dx (3.11)

Poºadujeme, aby varia£ní problémy s funkcionály J̄ [yi(x), pi(x)] a J̃ [Yi(x), Pi(x)]
byly ekvivalentní, tj, m¥ly stejné Eulerovy rovnice. Jejich integrandy se tedy
li²í o integrand, který vede k triviálnímu varia£nímu problému, tj. identicky
nulovým levým stranám Eulerových rovnic. Tedy

−H(x, yj , pj) +
n∑

i=1

piy
′ = −H̃(x, Yj , Pj) +

n∑
i=1

PiY
′ +

dΦ

dx
,
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kde Φ je funkce libovolných prom¥nných, které generují stejný prostor, jako
prom¥nné (x, yi, pi). P°edpokládejme Φ = Φ(x, yi, Yi). Pak

dΦ

dx
=

n∑
i=1

piy
′
i −

n∑
i=1

PiY
′
i + (H̃ −H).

dΦ

dx
=
∂Φ

∂x
+

n∑
i=1

∂Φ

∂yi
y′i +

n∑
i=1

∂Φ

∂Yi
Y ′
i ⇒

⇒ H̃ = H +
∂Φ

∂x
, pi =

∂Φ

∂yi
, Pi = − ∂Φ

∂Yi
. (3.12)

Uvaºme je²t¥ dal²í moºnost, funkci Ψ = Ψ(x, yi, Pi). Platí

dΦ

dx
= − d

dx

n∑
i=1

PiYi +

n∑
i=1

piy
′
i +

n∑
i=1

YiP
′
i + (H̃ −H).

Sou£asn¥, p°i ozna£ení Ψ(x, yi, Pi) = Φ +
∑
PiYi je

d

dx

(
Φ+

n∑
i=1

PiYi

)
= (H̃ −H) +

n∑
i=1

piy
′
i +

n∑
i=1

YiP
′
i ⇒

⇒ H̃ = H +
∂Ψ

∂x
, pi =

∂Ψ

∂yi
, Yi =

∂Ψ

∂Pi
. (3.13)

Nyní si v²imneme dal²ího typu transformací varia£ní úlohy � transformací inva-
riance. (Nejde nyní o problém invariance tvaru Eulerových rovnic p°i p°echodu k
jiným prom¥nným, který jsme °e²ili v odstavci 2.1.5).V odstavci 3.2.1 jsme odvo-
dili tzv. první integrál pohybu varia£ní úlohy � hodnoty funkceH podél extremál
se zachovávají práv¥ kdyº integrand F (x, y, y′), resp.F (x, yi, y′i) funkcionálu ne-
závisí na prom¥nné x. Je tedy invariantní vzhledem k zám¥n¥ x→ x+ x0, kde
x0 = konst.

Úloha 3.3 Ukaºte, ºe podmínka explicitní nezávislosti funkce H resp. F na
prom¥nné x je ekvivalentní invarianci funkce H resp. F vzhledem k zám¥n¥
x→ x+ x0, kde x0 = konst.

Úvahy nyní zobecníme a ukáºeme, ºe integrály pohybu jsou spojeny s transfor-
macemi invariance funkcionálu. Uvaºujme o transformaci dané (n+1) rovnicemi

x̄ = A(x, yi, y
′
i, ε), ȳj = Bj(x, yi, y

′
i, ε), (3.14)

1 ≤ i, j ≤ n, a ≤ x ≤ b, ā ≤ x̄ ≤ b̄,

kde transforma£ní funkce se p°edpokládají diferencovatelné vzhledem je v²em
prom¥nným (v£etn¥ ε) a pro ε = 0 jsou to identity. �ekneme, ºe funkcionál
J [yi(x)] je invariantní vzhledem transformacím daným p°edchozími rovnicemi,
jestliºe platí

b∫
a

F (x, yi, y
′
i) dx =

b̄∫
ā

F (x̄, ȳi, ȳ
′
i) dx̄ (3.15)
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Úloha 3.4 Dokaºte, ºe funkcionál J [y(x)] pro F (x, y, y′) = (y′)2 je invariantní
vzhledem k transformacím x̄ = x + x0, ȳ = y, kde x0 = konst., zatímco pro a
F (x, y, y′) = x(y′)2 v·£i t¥mto transformacím invariantní není.

V¥ta 3.3 Teorém Emmy Noetherové. Nech´ funkcionál J [y1(x), . . . , yn(x)] je
invariantní vzhledem k transformacím (3.14) pro libovolné meze a a b. Pak

n∑
i=1

∂F

∂y′i
βi +

(
F −

n∑
i=1

y′i
∂F

∂y′i

)
α = konst. (3.16)

α(x, yi, y
′
i) =

∂A(x, yi, y
′
i, ε)

∂ε
|ε=0, βj =

Bj(x, yi, y
′
i, ε)

∂ε
|ε=0.

D·kaz: Vzhledem k diferencovatelnosti p°echodových funkcí platí

x̄− x = A(x, yi, y
′
i, ε)−A(x, yi, y

′
i, 0) = ε

∂A(x, yi, y
′
i, ε)

∂ε
|ε=0 + |ε|τ(x, yi, y′i, ε),

ȳj−yj = Bj(x, yi, y
′
i, ε)−Bj(x, yi, y

′
i, 0) = ε

∂Bj(x, yi, y
′
i, ε)

∂ε
|ε=0+|ε|σj(x, yi, y′i, ε),

lim
ε→0

τ(x, yi, y
′
i, ε) = 0, lim

ε→0
σj(x, yi, y

′
i, ε) = 0.

Zm¥na funkcionálu je pak

∆J =

b̄∫
ā

F (x̄, ȳi, ȳ
′
i) dx̄−

b∫
a

F (x, yi, y
′
i) dx,

∆J =

b∫
a

n∑
i=1

(
Fyi −

dFy′
i

dx

)
ui(x) dx+

n∑
i=1

Fy′
i
δyi|ba+

+

(
F −

n∑
i=1

y′iFy′
i

)
δx|ba, δx|ba = x̄− x = αε, δyi = ȳi − yi|ba = βiε.

Výpo£et takového rozdílu jsme jiº provád¥li v úvahách o varia£ním problému
se zcela volnými konci. Výsledek je dán vztahem (3.5). Pouºijeme jej s tím, ºe
dosadíme δx|ba = x̄− x = αε a δyi = ȳi − yi = βiε. Pak za p°edpokladu, ºe y(0)i

je extremála, je

∆J = ε

[
n∑

i=1

βi
∂F

∂y′i
+ α

(
F −

n∑
i=1

y′i
∂F

∂y′i

)]x=b

x=a

.

Transformace (3.14) v²ak nem¥ní funkcionál, tj. ∆J = 0, a tedy[
n∑

i=1

βi
∂F

∂y′i
+ α

(
F −

n∑
i=1

y′i
∂F

∂y′i

)]
x=a

=

[
n∑

i=1

βi
∂F

∂y′i
+ α

(
F −

n∑
i=1

y′i
∂F

∂y′i

)]
x=b

.
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Uvedená rovnost platí pro libovolnou volbu mezí a a b, odtud je z°ejmé, ºe hod-
nota výrazu se podél extremály nem¥ní. V kanonických prom¥nných dostaneme

n∑
i=1

piβi −Hα = konst. (3.17)

Úloha 3.5 Integrand funkcionálu J [y(x)] nezávisí explicitn¥ na prom¥nné x, tj.
F = F (y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
n). P°echod x̄ = x + ε, ȳi = yi (tj. α = 1, βi = 0) je

tedy transformací invariance. Ukaºte, ºe d·sledkem obecného vztahu (3.17) je
skute£nost, ºe H je integrál pohybu.

P°íklad 3.4 Predpokládejme, ºe integrand funkcionálu nezávisí na n¥které z
prom¥nných yi, nap°íklad na y1. P°edpokládejme, ºe p°echod x̄ = x (tj. A =
1 ⇒ α = 0), ȳj = Bj(x, yi, y

′
j) je transformací invariance funkcionálu. Odvodíme

integrály Eulerových rovnic pomocí teorému Noetherové: Vzhledem k tomu, ºe
α = 0, je podle (3.17)

n∑
i=1

βi
∂F

∂y′i
= 0.

Nezávislost F na y1 znamená, ºe Bi(x, yi, y
′
i) = yi + εδ1i. Transformace invari-

ance jsou tedy
x̄ = x, ȳ1 = y1 + ε, ȳi = yi, 2 ≤ i ≤ n.

Pak
∂F

∂y′1
= p1 = konst.

Zachovává se tedy hodnota kanonické prom¥nné p1 impuls. Sou°adnice y1 se
nazývá cyklická.

Úloha 3.6 Uvaºujte o funkcionálu

J [x(t), y(t), z(t)] =

t=b∫
t=a

F (x, y, z, x′, y′, y′) dt

a p°edpokládejte, ºe p°echod (rotace kolem osy z)

x̄ = x cos ε+ y sin ε, ȳ = −x sin ε+ y cos ε, z̄ = z

je jeho transformací invariance. Odvo¤te pomocí teorému Noetherové p°íslu²ný
integrál Eulerových rovnic.

3.2.4 Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Dosud jsme se zabývali pouze problémem nalezení a jemn¥j²í charakterizace
(klasi�kace typ· extrém·) extremál funkcionálu. V tomto odstavci odvodíme,
za jistých p°edpoklad·, parciální diferenciální rovnici pro stacionární hodnotu
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samotnou (aniº bychom explicitn¥ nalezli extremálu). Základním p°edpokladem
je, ºe dané dva body, pevný bod A a "pohyblivý"bod B,

A = (a, y
(A)
1 , . . . , y(A)

n ), B = (x, y1, . . . , yn),

spojuje pouze jedna extremála (y
(0)
1 (x), . . . , y

(0)
n (x)). Ozna£me hodnotu funkci-

onálu vypo£tenou podél extremály jako

S = J [y
(0)
1 , . . . , y(0)n ] =

b∫
a

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) dx. (3.18)

Tato hodnota se nazývá geodetická vzdálenost bod· A a B. (Nap°íklad pro funkci-
onál vyjad°ující délku k°ivky v euklidovském protoru je S euklidovská vzdálenost
dvou bod·.) Na základ¥ znalosti extremály m·ºeme vypo£ítat konkrétní hod-
notu S. Hamiltonova-Jacobiho teorie je zaloºena na "opa£ném"postupu. Umoº-
¬uje získat parciální diferenciální rovnici pro funkci S = S(x, y1, . . . , yn, u1 . . . , um),
m ≤ n, jako obecné °e²ení jisté parciální diferenciální rovnice a z ní p°ímo ur£it
rovnice extremál (°e²ení Eulerových resp. Eulerových kanonických rovnic).

Uvaºujme o extremálách (y1(x), . . . , yn(x)) a (ȳ1(x), . . . , ȳn(x)) pro dva blízké
body B = (x, y1, . . . , yn) a B̄ = (x+dx, y1+dy1, . . . , yn+dyn). Pak (s vyuºitím
(3.8) a p°edpokladu, ºe jde o extremály) dostaneme

∆S = S(x+ dx, y1 + dy1, . . . , yn + dyn)− S(x, y1, . . . , yn) =

= J [ȳ1(x), . . . , ȳn(x)]− J [y1(x), . . . , ynx] ⇒

⇒ dS(x, y1, . . . , yn) = J1 =
n∑

i=1

pi dyi −H dx,

kde výraz je vypo£ten v bod¥ B. Odtud

∂S

∂x
= −H, ∂S

∂yi
= pi =

∂F

∂y′i
⇒

∂S

∂x
+H

(
x, y1, . . . , yn,

∂S

∂y1
, . . . ,

∂S

∂yn

)
= 0. (3.19)

Tato parciální diferenciální rovnice se nazývá Hamiltonova-Jacobiho rovnice.
Podle teorie parciálních diferenciálních rovnic (nap°. [1]) p°edstavují kanonické
rovnice tzv. charakteristicý systém asociovaný s rovnicí (3.19).

V¥ta 3.4 Nech´

S = S(x, y1, . . . , yn, u1, . . . , um)

je °e²ení Hamiltonovy-Jacobiho rovnice, závislé na m parametrech (u1, . . . , um).
Pak kaºdý z výraz· (∂S/∂ui) je prvním integrálem pohybu Eulerových kanonic-
kých rovnic, je tedy konstatní podél extremály.
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Vypo£teme úplnou derivaci podle prom¥nné x studovaného výrazu.

d

dx

∂S

∂ui
=

∂2S

∂x∂ui
+

n∑
j=1

∂2S

∂yj∂ui

dyj
dx

.

Dosazením tohoto výrazu do (3.19) a derivováním podle ui dostaneme

∂2S

∂ui∂x
+
∂H

∂pj

∂pj
∂ui

= 0 ⇒

⇒
n∑

k=1

∂2S

∂yk∂ui

(
dyk
dx

− ∂H

∂pk

)
+

d

dx

(
∂S

∂ui

)
= 0.

Vzhledem k tomu, ºe uvaºujeme o situaci podél extremál, je závorka nulová (jsou
spln¥ny Eulerovy kanonické rovnice). Odtud

d

dx

(
∂S

∂ui

)
= 0 ⇒ ∂S

∂ui
= konst.

V¥ta 3.5 Nech´ S = S(x, y1, . . . , yn, u1, . . . , un) je úplný integrál Hamiltonovy-
Jacobiho rovnice, tj. její obecné °e²ení, závislé na parametrech (u1, . . . , un). Dále
nech´ det (∂2S/∂ui∂yk) ̸= 0, a nech´ (v1, . . . .vn) jsou libovolné konstanty. Pak
funkce yi = yi(x, u1, . . . , un, v1, . . . , vm) a pi de�nované vztahy

∂

∂ui
S(x, y1, . . . , yn, u1, . . . , un) = vi, pi =

∂

∂yi
S(x, y1, . . . , yn, u1, . . . , un)

tvo°í obecné °e²ení soustavy rovnic

dyi
dx

=
∂H

∂pi
,

dpi
dx

= −∂H
∂yi

.

D·kaz: Z výrazu pro vi lze vypo£ítat n funkcí yi, nebo´ determinant je nenulový.
Pak m·ºeme de�novat pi. Dále je

d

dx

(
∂S

∂ui

)
=

∂2S

∂x∂ui
+

n∑
k=1

∂2S

∂yk∂ui

dyi
dx

.

Ale z Hamiltonovy-Jacobiho rovnice plyne, ºe

∂2S

∂x∂ui
= −

n∑
j=1

∂H

∂pj

∂2S

∂yj∂ui

Odtud

d

dx

(
∂S

∂ui

)
=

n∑
k=1

∂2S

∂yk∂ui

(
dyk
dx

)
=

n∑
k=1

∂2S

∂yk∂ui

(
dyk
dx

− ∂H

∂pk

)
.
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Tento výsledek m·ºeme chávat jako soustavu rovnic pro neznámé dané závor-
kami, s maticí danou druhými parciálními derivacemi funkce S. Determinant
této matice je v²ak podle p°edpokladu v¥ty nulový a soustava má pouze trivi-
ální °e²ení. Dostáváme tak první sadu kanonických rovnic. Dále vypo£teme

dpi =
dS

dyi
=

∂2S

∂x∂yi
+

n∑
k=1

∂2S

∂yk∂yi

dyk
dx

=
∂2S

∂x∂yi
+

n∑
k=1

∂2S

∂yk∂yi

∂H

∂pk
,

kde jsme vyuºili první sadu kanonických rovnic. Pak, vezmeme-li v úvahu, ºe
pi = (∂S/∂yi) a diferencováním Hamiltonovy-Jacobiho rovnice dostaneme

dpi
dx

= −∂H
∂yi

,

coºe je druhá sada kanonických rovnic.

P°íklad 3.5 Nech´

J [y(x)] =

b∫
a

f(y)
√

1 + (y′)2 dx.

Ukaºte, ºe Hamiltonova-Jacobiho rovnice má tvar(
∂S

∂x

)2

+

(
∂S

∂y

)2

= f2(y).

Její °e²ení a extremály mají tvar

S = ux+

y(b)∫
y(a)

√
f2(z)− u2dz + v,

x− u

y(b)∫
y(a)

dz√
f2(z)− u2

= konst.

Úloha 3.7 Zapi²te a °e²te Hamiltonovu-Jacobiho rovnici pro funkcionál s inte-
grandem F = (y′)2.
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Kapitola 4

Obecn¥j²í varia£ní úlohy

V této kapitole si v²imneme obecn¥j²ích situací. P·jde jednak o situace, kdy hle-
dáme extremálu funkcionálu nikoli mezi v²emi k°ivkami jeho de�ni£ního oboru,
ale pouze ve t°íd¥ k°ivek speci�kovaných dodate£nou podmínkou � vazební pod-
mínkou. Typickou úlohou tohoto typu je izoperimetrický problém, kdy hledáme
k°ivku obepínající rovinnou plochu maximálního obsahu ve t°íd¥ k°ivek dané
délky. Vazební podmínkou je v tomto p°ípad¥ zadaná délka k°ivky.

Dal²í zobecn¥ní bude spo£ívat v diskusi o funkcionálech vy²²ích °ád·, tj, ta-
kových, jejichº integrandy závisí na vy²²ích derivacích hledaných funkcí y1(x), . . . , yn(x)
reprezentujících parametrické vyjád°ení prostorové k°ivky v n-rozm¥rném eukli-
dovském prostoru.

4.1 Vázané stacionární úlohy

Tento odstavec se týká hledání extremál za ur£itých vazebních podmínek na n¥
kladených. Analogií pro p°ípad funkcí je úloha o nalezení vázaných extrém·:
Uvaºujme nap°íklad o funkci dvou prom¥nných F = F (x, y) = 4 − (x2 + y2).
Nutné podmínky jejího extrému bez dodate£ných poºadavk· (bez vazebních
podmínek) jsou

∂F

∂x
= 2x = 0,

∂F

∂y
= 2y = 0.

T¥mito podmínkami je ur£en bod (x0, y0) = (0, 0), v n¥mº má funkce maximum
F (0, 0) = 4. Pokud poºadujeme, aby sou°adnice x a y nebyly nezávislé, ale
spl¬ovaly ur£itou vazební podmínku, nap°íklad x = 1, jsou ve h°e jen body, které
tuto podmínku spl¬ují, tj. body tvaru (1, y). Platí F (1, y) = 3−y2. Tato funkce
nabývá maximální hodnoty 3 pro y = 0. Bod (1, 0) je tedy vázaný extrém funkce
F (x, y). V následujícím odstavci provedeme klasi�kaci vazebních podmínek pro
funkcionály.

51
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4.1.1 Klasi�kace vazebních podmínek

Uvaºujme o funkcionálu J [y1(x), . . . , yn(x)]. De�ni£ní obor tohoto funcionálu je
tvo°en parametrickými vyjád°eními k°ivek v n rozm¥rném prostoru, kaºdý bod
je tedy ur£en n+ 1 sou°adnicemi (x, y1, . . . , yn). Vazební podmínky mohou být
obecn¥ zadány k rovnicemi, 1 ≤ k ≤ n− 1.

f1(x, y1, . . . , yn) = 0, . . . , fk(x, y1, . . . , yn) = 0. (4.1)

Vazba popsaná takovými podmínkami se nazýva holonomní (závisí pouze na
sou°adnicích y1 aº yn a na prom¥nné x. V p°ípad¥, ºe vazba na x explicitn¥
nezávisí, jde o holonomní vazbu skleronomní. Jestliºe na x explicitn¥ závisí, je
to holonomní vazba rheonomní (nezávisle prom¥nnou ve fyzice bývá £asto £as).
Pokud je hodnost matice (∂fα/∂yj) maximální, tj. rovna k, lze k ze sou°adnic
vyjád°it jako explicitní funkce ostatních (n− k):

yn−k+1 = g1(x, y1, . . . , yn−k), . . . , yn = gk(x, y1, . . . , yn−k). (4.2)

V p°ípad¥, ºe vazební podmínky závisí také na derivacích parametrického vyjá-
d°eni k°ivek, tj.

f1(x, y1, . . . , yn, y
′
l . . . , y

′
n) = 0, . . . , fk(x, y1, . . . , yn, y

′
l . . . , y

′
n) = 0, (4.3)

1 ≤ k ≤ n−1, hovo°íme o vazb¥ neholonomní. V tomto textu se budeme zabývat
výhradn¥ vazbami holonomními.

4.1.2 Izoperimetrický problém

P°ipome¬me formulaci izoperimetrického problému (viz P°íklad 2.8): Úkolem je
nalézt uzav°enou k°ivku x = x(t), y = y(t) dané délky, která obepíná maximální
plochu. Plochu udává funkcionál

J [x(t), y(t)] =

∫
C

x dy =

b∫
a

xy′ dt, x(a) = x(b), y(a) = y(b)

délka k°ivky je ur£ena integrálem

ℓ =

b∫
a

√
(x′(t))2 + y′(t))2.

�e²íme tedy prostorovou úlohu (dv¥ neznámé funkce x(t) a y(t)). Zobecníme
tento problém na obecný funkcionál J [y(x)], ale prozatím pro jednu neznámou
funkci y = y(x), vazební podmínka p°itom bude dána rovn¥º obecným funkcio-
nálem K[y(x)].

J [y(x)] =

b∫
a

F (x, y, y′) dx, y(a) = A, y(b) = B (4.4)
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K[y(x)] =

b∫
a

G(x, y, y′) dx = ℓ. (4.5)

P°edpokládejme spojitost prvních a druhých derivací funkcí F a G pro libovolné
hodnoty y a y′.

V¥ta 4.1Nech´ je dán funkcionál (4.4) a nech´ p°ípustné k°ivky spl¬ují podmínky
y(a) = A, y(b) = B a (4.5). Nech´ J [y(x)] má extrém pro y0(x). Nech´ y0(x)
není extremála funkcionálu K[y(x)]. Pak existuje konstanta λ tak, ºe y0(x) je
extremála funkcionálu

b∫
a

(F + λG) dx,

tj. je °e²ením rovnice(
Fy −

dFy′

dx

)
+ λ

(
Gy −

dGy′

dx

)
= 0. (4.6)

D·kaz: Nech´ y0(x) je extremála funkcionálu J [y(x)] za p°edpokladu spln¥ní
podmínky (4.5). Zvolme dva zatím libovolné body x1 a x2 v intervalu [a, b].
Zvolme funkci y(x) = y0(x) + δu1(x) + δu2(x), p°i£emº variace δu1(x) resp.
δu2(x) jsou nenulové jen v jistém ε1-okolí O1 bodu x1 resp. ε2-okolí O2 bodu
x2. Pak (viz úpravy per partes p°i odvození Eulerovy rovnice) uºijeme v¥ty o
st°ední hodnot¥:

∆J =

b∫
a

(
Fy −

dFy′

dx

)
(δu1(x) + δu2(x)) dx =

=

(
Fy −

dFy′

dx

)
|ξ1σ1 +

(
Fy −

dFy′

dx

)
|ξ2σ2,

kde ξ1 ∈ O1, ξ2 ∈ O2,

σ1 =

b∫
a

δu1(x) dx σ2 =

b∫
a

δu2(x) dx,

p°i£emº pro σ1, σ2 → 0 je ξ1 → x1, ξ2 → x2. Vazební podmínka (4.5) znamená,
ºe pro y(x) = y0(x) + δu1(x) + δu2(x) je K[y0(x)] = K[y(x)], tj.

∆K =

b∫
a

(
Gy −

dGy′

dx

)
(δu1(x) + δu2(x)) dx =

=

(
Gy −

dGy′

dx

)
|η1
σ1 +

(
Gy −

dGy′

dx

)
|η2
σ2 = 0,
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kde obdobn¥ pro σ1, σ2 → 0 je η1 → x1, η2 → x2. Dosud byly body x1 a x2
libovolné. Nyní omezme moºnost volby bodu x2 tak, aby(

Gy −
dGy′

dx

)
|x2 ̸= 0.

Tato volba je moºná, protoºe podle p°edpokladu v¥ty není y0(x) extremálou
funkcionálu K[y(x)]. Ze spojitosti pak plyne, ºe tato hodnota bude nenulová i
na jistém okolí bodu x2. Pak z podmínky ∆K = 0 plyne

σ2 = −σ1


(
Gy −

dGy′

dx

)
|η1(

Gy −
dGy′

dx

)
|η2

 ⇒ σ2 = −σ1


(
Gy −

dGy′

dx

)
|x1(

Gy −
dGy′

dx

)
|x2

+ ε

 ,
p°i£emº pro σ1 → 0 je ε→ 0. Poloºme

λ = −

(
Fy −

dFy′

dx

)
|x1(

Gy −
dGy′

dx

)
|x2

(4.7)

Pak

J1 =

[(
Fy −

dFy′

dx

)
|x1 + λ

(
Gy −

dGy′

dx

)
|x1

]
σ1.

Vzhledem k tomu, ºe x1 je libovolné, je obecn¥ σ1 ̸= 0, takºe podmínka J1 = 0
vede k Eulerov¥ rovnici funkcionálu F + λG, tj. platí vázaná rovnice (4.6).

Zobecn¥ní na více neznámých funkcí a vazebních podmínek vede k rovnicím

∂

∂yi

F +
k∑

j=1

λjGj

− d

dx

 ∂

∂y′i

F +
k∑

j=1

Gj

 = 0, j = 1, . . . , k. (4.8)

Konstanty λ1, . . . , λk se nazývají Lagrangovy multiplikátory.

P°íklad 4.1 Do°e²íme nyní izoperimetrický problém. V tomto p°ípad¥ je

F (t, x, y, x′, y′) = xy′, G(t, x, y, x′, y′) =
√

(x′)2 + (y′)2.

Eulerovy rovnice:

∂

∂x
(F + λG)− d

dt

∂

∂x′
(F + λG) = y′ − d

dt

λx′√
(x′)2 + (y′)2

= 0,

∂

∂y
(F + λG)− d

dt

∂

∂y′
(F + λG) = − d

dt

[
x+

λy′√
(x′)2 + (y′)2

]
= 0,

Odtud integrací

y = λ
x′√

(x′)2 + (y′)2
+K2, x = −λ y′√

(x′)2 + (y′)2
+K1 ⇒
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(x−K1)
2 + (y −K2)

2 = λ2 ⇒ x = K1 + λ cos t, y = K2 + λ sin t.

hledaná k°ivka je tedy kruºnicí. Její polom¥r λ je dán hodnotou funkcionálu

K[x(t), y(t)] =

b∫
a

λdt = λ(b− a) = 2πλ = ℓ⇒ λ =
ℓ

2π
.

4.2 Varia£ní úlohy vy²²ího °ádu

O varia£ní úloze vy²²ího °ádu hovo°íme v p°ípad¥, ºe integrand funkcionálu
závisí na vy²²ích derivacích neznámých funkcí y1(x) aº yn(x). Typickými úlo-
hami vy²²ího °ádu jsou úlohy z oblasti teorií pole, nap°íklad teorie pruºnosti.
V takových p°ípadech ov²em hledané funkce závisí na více prom¥nných (na £a-
sové prom¥nné a prostorových sou°adnicích), v n¥kterých specálních p°ípadech
je v²ak lze p°evést na úlohy pro nalezení neznámých funkcí jedné prom¥nné.
Takovými úlohami se budeme zabývat v tomto odstavci.

4.2.1 Funkcionál vy²²ího °ádu a jeho Eulerova rovnice

Hledáme stacionární body funkcionálu

J [y(x)] =

b∫
a

F (x, y, y′, . . . , y(k)) dx (4.9)

za podmínek

y(a) = A0, y
′(a) = A1, . . . , y

(k−1)(a) = Ak−1,

y(b) = B0, y
′(b) = B1, . . . , y

(k−1)(b) = Bk−1

a za p°edpokladu, ºe funkce F (x, y, y′, . . . , y(k)) je spojitá se v²emi parciálními
derivacemi aº do °ádu k + 1 v£etn¥ podle v²ech argument·. Nech´ k = 2 a
uvaºme p°ípad s pevnými konci. Pak de�nice (4.9) má tvar

J [y(x)] =

b∫
a

F (x, y, y′, y′′) dx

Uvaºujme o k°ivkách y(x) a ȳ(x) = y(x) + εu(x), které spojují pevné konce
A(a,A0) a B(b,B0) a mají v t¥chto bodech spole£né te£ny, tj. u(a) = u(b) = 0,
u′(a) = u′(b) = 0. Pracujeme s normou

||y(x)||2 = max |y(x)|+max |y′(x)|+max |y′′(x)|.
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∆J = J [ȳ(x)]−J [y(x)] =
b∫

a

F (x, y(x)+εu(x), y′(x)+εu′(x), y′′(x)+εu′′(x)) dx−

−
b∫

a

F (x, y(x), y′(x), y′′(x) dx =

= ε

b∫
a

(Fyu(x) + Fy′u′(x) + Fy′′u′′(x)) dx+ ε2 [. . .] .

J1 =

b∫
a

(Fyu(x) + Fy′u′(x) + Fy′′u′′(x)) dx = 0.

Integrací per partes dostáváme

b∫
a

Fy′u′(x) dx = Fy′u(x)|ba −
b∫

a

dFy′

dx
u(x) dx,

b∫
a

Fy′′u′′(x) dx = Fy′′u′(x)|ba −
b∫

a

dFy′′

dx
u′(x) dx =

= −dFy′′

dx
u(x)|ba +

b∫
a

d2Fy′′

dx2
u(x) dx.

J1 =

b∫
a

(
Fy −

dFy′

dx
+

d2Fy′′

dx2

)
dx.

Vzhledem k libovolnosti u(x) je nutnou podmínkou stacionárnosti poºadavek,
aby funkce y(x) byla °e²ením Eulerovy rovnice

Fy −
dFy′

dx
+

d2Fy′′

dx2
= 0 (4.10)

P°edchozí výpo£et lze zobecnit na libovolný °ád k, platí tedy v¥ta

V¥ta 4.2 Je-li funkce y(x) ∈ Dn[a, b], extremálou funkcionálu (4.9), pak

k∑
ℓ=0

(−1)ℓ
dℓ

dxℓ

(
∂F

∂y(ℓ)

)
= 0 (4.11)

Rovnice obsahuje derivace neznámé funkce do °ádu 2k, je tedy obecn¥ 2k-tého
°ádu.
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4.2.2 Sníºení °ádu

V n¥kterých speciálních p°ípadech integrandu F se °ád rovnice sníºí.

(1) F nezávisí explicitn¥ na y. Pak Eulerova rovnice má tvar

k∑
ℓ=1

(−1)ℓ
dℓ

dxℓ

(
∂F

∂y(ℓ)

)
= 0 ⇒

k−1∑
ℓ=0

(−1)ℓ−1 dℓ

dxℓ

(
∂F

∂y(ℓ+1)

)
= 0

(2) F nezávisí explicitn¥ na x. Provedeme zám¥nu prom¥nných tak, ºe y
budeme povaºovat ze nezávisle prom¥nnou a x za závisle prom¥nnou. Pak

y′ =
1

x′
, y′′ = − x′′

(x′)3
, y′′′ = . . .

J =

y(b)∫
y(a)

F

(
y,

1

x′
,− x′′

(x′)3
, . . .

)
x′ dy.

Situace je tedy p°evedena na p°ípad funkcionálu s intergrandem nezávislým na
hledané funkci x(y). Problém se tak p°evádí na p°echozí p°ípad.

(3) F závisí jen na y(k). Eulerova rovnice má tvar

dn

dxn

(
∂F

∂y(k)

)
= 0.

Pak
∂F

∂y(k)
= Pk−1(x),

kde Pk−1(x) je polynom k-tého stupn¥.

4.2.3 Ohyb nosníku

Do válcových otvor· A a B jsou vetknuty konce válcového homogenního nosníku.
Chceme ur£it tvar osy prohnutého nosníku. Ve statické stabilní rovnováze je
potenciální energie minimální. Potenciální energii vyjád°íme funkcionálem

U =
1

2
µ

L∫
0

(
dφ

ds

)2

ds+

ℓ∫
0

ϱyg ds,

kde L je délka £ásti nosníku mezi podp¥rami, φ je úhel, který svírá te£na k ose
nosníku v míst¥ s (m¥°eno podél oblouku) s s osou x, µ je konstanta závislá
na modulu pruºnosti a momentu setrva£nosti p°í£ného pr·°ezu nosníku, ϱ je
lineární hustota nosníku, g tíhové zrychlení. První £len p°edstavuje potenciální
energii pruºnosti, druhý potenciální energii tíhovou. Platí

ds =
√
1 + (y′)2,

dφ

ds
=

dφ

dx

dx

ds
,
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tgφ = y′ ⇒ 1

cos2 φ

dφ

dx
= y′′ ⇒

⇒ dφ

dx
= y′′ cos2 φ =

y′′

1 + tg2φ
=

y′′

1 + (y′)2
⇒

dφ

ds
=

y′′

(1 + (y′)2)3/2

Je tedy

U =

ℓ∫
−ℓ

(
1

2
µ

y′′

(1 + (y′)2)5/2
+ ϱgy

√
1 + (y′)2

)
dx,

kde 2ℓ je délka neprohnutého nosníku (vzdálenost podp¥r). Integrand nezávisí
na x. P°i malých ohybech nosníku lze p°ibliºn¥ psát

U =

ℓ∫
−ℓ

(
1

2
µ(y′′)2 + ϱgy

)
dx.

Eulerova rovnice je

ϱg +
d2

dx2
(µy′′) = 0 ⇒ y(4) = −ϱg

µ
.

y(x) = − ϱg

24µ
x4 + αx3 + βx2 + γx+ δ.

Integra£ní konstanty se ur£í z podmínek symetrie (α = γ = 0) a podmínek v
koncových bodech y(−ℓ) = y(ℓ), y′(−ℓ) = y′(ℓ). Odtud

y =
ϱg

24µ

(
−x4 + 2ℓ2x2 − ℓ4

)
.



Kapitola 5

Úlohy k rozprav¥

Kolokvium bude vedeno jako rozprava o problematice varia£ního po£tu. Zákla-
dem rozpravy budou nám¥ty na postup °e²ení následujících úloh.

Kolokviální úloha 1.

Pro zadanou funkci f(x) je de�nován funkcionál

J [y] =

b∫
a

f(x)
√
1 + (y′)2 dx.

(a) Zapi²te jeho Eulerovu rovnici a °e²te ji.

(b) Rozeberte speciální p°ípady f(x) =
√
x a f(x) = x.

(c) Jaký je geometrický význam funkcionálu pro p°ípad, ºe f(x) není funkce
zadaná, ale hledaná, tj.

J [y(x)] =

b∫
a

y
√
1 + (y′)2 dx?

(d) �e²te úlohu také pro tento p°ípad.

Kolokviální úloha 2.

Uvaºujme o funkcionálu

J [y(x)] =

b∫
a

F (x, y, y′) dx.

Hledejme °e²ení stacionární úlohy nikoli ve tvaru y = y(x), ale v obecném
parametrickém tvaru x = x(t), y = y(t).

59
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(a) P°epi²te funkcionál J [y] do tvaru tomu odpovídajícímu, tj.

J̄ [x(t), y(t)] =

?∫
?

Φ(x, y, ẋ, ẏ) dt,

kde ẋ resp. ẏ zna£í derivaci funkce x(t) resp. y(t) podle parametru t.

(b) Pro£ funkce Φ nezávisí explicitn¥ na parametru?

(c) Dokaºte, ºe funkce Φ je tzv. pozitivn¥-homogenní stupn¥ 1, tj. pro libovolné
λ > 0 je

Φ(x, y, λẋ, λẏ) = λΦ(x, y, ẋ, ẏ).

Zd·vodn¥te poºadavek λ > 0. Vymyslete n¥jaký p°íklad pozitivn¥-homogenní
funkce stupn¥ 1.

(d) Ukaºte, ºe parametrizace nemá vliv na °e²ení úlohy. P°ejd¥te k jiné para-
metrizaci pomocí prosté funkce t = t(τ) a vyjád°ete odpovídající funkcionál v
prom¥nné τ .

(e) Zapi²te Eulerovy rovnice funkcionálu J̄ [x(t), y(t)]. Jsou ekvivalentní jedné
Eulerov¥ rovnici p·vodního funkcionálu. Ukaºte, ºe platí

ẋ

(
Φx − dΦẋ

dt

)
+ ẏ

(
Φy −

dΦẏ

dt

)
= 0.

Kolokviální úloha 3.

Je zadán funkcionál

J [y(x)] =

b∫
a

√
x2 + y2

√
1 + (y′)2 dx.

(a) Napi²te jeho Eulerovu rovnici a hledejte extremály.

(b) Napi²te odpovídající kanonické rovnice - nejprve dokaºte, ºe

H(x, y, p) = −
√
x2 + y2 − p2.

(c) Najd¥te první integrál kanonických rovnic.

Kolokviální úloha 4.

Uvaºujme o £ástici pohybující se v rovin¥ (xy). Na £ástici p·sobí centrální p°i-
taºlivá síla (sm¥°uje k po£átku soustavy sou°adnic), jejíº velikost je nep°ímo
úm¥rná £tverci vzdálenosti £ástice od po£átku. Princip nejmen²í akce ve tvaru

J =

b∫
a

L(t, x, y) dt =

b∫
a

(Ekin − Epot) dt je stacionarni
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vede k pohybovým rovnicím.
(a) Zapi²te p°ílu²ný funkcionál J [r, θ] v polárních sou°adnicích (r, θ).
(b) Zapi²te odpovídající Eulerovy rovnice.
(c) Vypo£t¥te Poissonovy závorky [r, pr], [θ, pθ], [pr,H], [pθ,H].
(d) Zapi²te odpovídající kanonické rovnice.
(e) Dokaºte, ºe funkcionál J [r, θ] je invariantní vzhledem k rotacím a pomocí
teorému Noetherové nalezn¥te odpovídající zákon zachování.

Kolokviální úloha 5.

Pokuste se o zobecn¥ní základní úlohy: Je dán funkcionál

J [z(x, y)] =

∫ ∫
R

F (x, y, z, zx, zy) dxdy,

kde R je uzav°ená oblast (uzav°ená souvislá mnoºina) a zx a zy jsou parciální
derivace funkce z(x, y) podle x a y. Ozna£te z̄(x, y) = z(x, y) + εu(x, y). V
analogii s úlohou s pevnými konci p°edpokládejte, ºe funkce u(x, y) = 0 na
hranici C = ∂R oblasti R.

(a) Vyjád°ete zm¥nu funkcionálu ∆J = J [z̄] − J [z] a ukaºte, ºe první variace
má tvar

J1 =

∫ ∫
R

(
Fz u+ Fzx ux + Fzy uz

)
dx dy.

(b) Ukaºte s pouºitím klasické Greenovy v¥ty, ºe platí∫ ∫
R

(
Fzx ux + Fzy uy

)
dxdy =

=

∫ ∫
R

[
∂

∂x
(Fzx ux) +

∂

∂y
(Fzy uy)

]
dxdy−

∫ ∫
R

(
∂

∂x
Fzx +

∂

∂y
Fzy

)
u dx dy =

=

∫
C

(
Fzx u dy − Fzy udx

)
−
∫ ∫

R

(
∂

∂x
Fzx +

∂

∂y
Fzy

)
udxdy.

Vyuºijte p°edpokladu, ºe u(x, y)|C = 0, a dokaºte Eulerovu rovnici

Fz −
∂

∂x
Fzx − ∂

∂y
Fzy = 0

jako nutnou podmínku extremály.
(b) Aplikujte p°edchozí výsledek na funkcionál

J [z] =

∫ ∫
R

√
1 + (zx)2 + (zy)2 dx dy.

Jaký je geometrický význam p°echozího funkcionálu?

Kolokviální úloha 6.
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Mezi k°ivkami leºícími na sfé°e x2+y2+z2 = a2 a spojujícími dva zadané body
A = (xA, yA, zA) a xB , yB , zB) najd¥te tu, která má nejmen²í délku.

(a) Ukaºte, ºe funkcionál vyjad°ující délku k°ivky má tvar

J [y(x), z(x)] =

xB∫
xA

√
1 + (y′)2 + (z′)2 dx.

(b) Rovnice sféry p°edstavuje vazební podmínku. Zapi²te odpovídající Eulerovy
rovnice pro extremály a Lagrange·v multiplikátor λ(x).

Kolokviální úloha 7.

Stacionární body funkcionálu J [y(x)] s integrandem

F (y, y′) =
1

2
a(y)(y′)2 − U(y)

vyhovují principu nejmen²í akce pro jednorozm¥rný pohyb £ástice s "hmotností"a(y).
V²imn¥te si, ºe integrand F nezávisí na nezávisle prom¥nné x (v mechanice £a-
sová prom¥nná), p°eve¤te jej na funkcionál s integrandem G(y, x′) a najd¥te
integrál pohybu E. Dokaºte, ºe

(x′)2 =
2

a(y)
[E − U(y)] .

Z p°edchozího plyne, ºe p°ípustné hodnoty funkce y(x) musí za p°edpokladu,
ºe a(y) je kladná funkce, vyhovovat poºadavku E ≥ U(y). P°edpokládejte, ºe
rovnost je spln¥na pro dv¥ mezní hodnoty ym a yM . Dokaºte, ºe pohyb popsaný
funkcí y(x) je periodický a vyjád°ete jeho periodu. Aplikujte výsledek na ma-
tematické kyvadlo o hmotnosti m a délce záv¥su ℓ, p°i ozna£ení x = t (£as),
y = φ (úhlová výchylka), U(φ) = −mgℓ cosφ, E = −mgℓ cosφmax. Výraz pro
periodu vede na eliptický integrál. Dopo£t¥te jej pro malé úhlové výchylky v
první aproximaci rozvoje podle úhlové výchylky.
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