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Kapitola 1
Uvod

V klasické analyze jsme se zabyvali studiem funkci. V analyze funkci jedné realné
proménné se jednalo o zobrazeni typu f: Dy 3z —y = f(z) € R,kde Dy CR
je definiéni obor funkce f, mnozina Hy = {y € R|existuje x € Dy : y = f(x)}
se nazyvala oborem hodnot funkce f. V oboru funkei jedné komplexni proménné
jsme funkci rozuméli libovolnou relaci na mnoziné R, ne tedy nutné zobrazeni.
Relace, které byly zobrazenim, se nazyvaly jednoznacné funkce. Analogické byly
definice u funkci vice proménnych. V kazdém piipadé viak byla situace takova,
7e nezdvisle proménnd i zdvisle proménnd veli¢ina nabyvaly ¢iselnych hodnot.

Typickym rysem varia¢niho pocétu je skutecnost, ze nezévisle proménné ve-
licina "nabyva hodnot"nikoli z mnoziny ¢isel, nybrz nalezi napiiklad mnoZiné
funkci, ktivek, ploch, apod. Zobrazeni J pfifazujici kazdému objektu z takové
mnoziny D napfiklad realné ¢islo nazyvame funkciondlem:

J:D;>f—Jfl]eR.

Uvedme typicky piiklad takového funkcionalu. Predpokladejme, Ze D je mno-
Zina viech rektifikovatelnych grafi hladkych funkci y = f(z) spojujicich body
A = [za,ya] @ B = [zB,yB], T4 < xp, v roving. Zobrazeni piifazujici kazdé
takové funkci délku jejiho grafu je piikladem funkcionalu, konkrétné

J:Dy5 f— Jl] :/\/1+ FloPde € R (1.1)

Okamzité se nabizi jednoduché geometricka otazka, ktery z grafit mnoziny Dy
je nejkratsi (viz obr. 1.1).
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Obr. 1.1 Nejkratsi spojnice.

Mame tak v podstaté formulovan zakladni kol varai¢niho poctu — hledat
extrémy, nebo obecnéji, stacionarni body funkcionali. Samoziejmé vime, Ze nej-
kratsi spojnici dvou pevnych bodi je tsecka. Ale jak to vime? Jak z podminky
minima funkcionalu (1.3) dostaneme predem znamy vysledek, 7e se jedna o
funkci

y=f(x)=ya+k(x—x4), kde k= B 794 4
Ip —TA
K tomu pfivede pravé varia¢ni pocet. Jak — to postupné odhalime v této pted-
nasce. V nasledujicim odstavci pozname nékolik dalsich typicky varia¢nich dloh
z oblasti geometrie a fyziky, které dokonce budeme umét vyfesit.

1.1 Klasické fyzikalni a geometrické alohy vari-
ac¢niho typu

V tomto odstavci se budeme zabyvat nékolika geometrickymi a fyzikalnimi tlo-
hami, jejich feSeni umoziuje variac¢ni pocet. Nékteré z nich snadno vyfesime
i bez znalosti vét varia¢niho poé¢tu, nékteré pouze formulujeme a jejich reseni
ponechiame na pozdé&jsi dobu, kdy pozname zéklady varia¢niho poétu.

1.1.1 Izoperimetricky problém

Tato uloha pochéazi ze starovéku a byva pfipisovana Archimédovi: Mezi uza-
vienymi jednoduchymi rovinnymi kfivkami dané délky ¢ mame najit tu, ktera
obepina plochu s nejvétsim obsahem. Opét zndme vysledek predem, jedna se o
kruZnici. Pokusme se v8ak problém formulovat piesnéji. Uvazujme o mnozing D ;
jednoduchych, hladkych, uzavienych kiivek v roviné, parametrizovanych délkou

oblouku s, tj.
C:[0,0] 35— C(s) = (x(s),y(s)) € R (1.2)

Pro takovy pfipad plati

L
€:/\/3'c2(s) TR0 ds = i2(s)+ 32(s) = 1, (1.3)
0

kde @(s), y(s) znac¢i derivace parametrického vyjadieni podle parametru s. Ob-
sah plochy S obepnuté kifivkou pak je hodnotou funkcionalu

¢
JICl: D;j>C — /dm/\ dy:/xdy:/x(s)y(s)dseR.
S c 0

Regeni této tlohy ukadzeme v odstavci 2.4.
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1.1.2 Uloha o minimalni rotaéni plose

UZ na stiedni 8kole se v ramci procvi¢eni aplikaci uréitého integralu pocital
povrch télesa, které vzniklo rotaci grafu funkce y = f(z) definované na intervalu
[a,b] kolem osy x. Takovy povrch je dan vztahem (viz napiiklad [5], str. 195,
zde obr. 1.2).

Obr. 1.2 Rotac¢ni povrch.

b
S(f) :27r/f(:1:)\/1+[f’(:13)]2d:1:. (1.4)

Polozime-li si otédzku, jak ma vypadat funkéni predpis f, aby povrch vznklého
rota¢niho télesa byl minimalni{, mame varia¢ni tlohu. Defini¢nim oborem D;
mize byt napiiklad mnozina vech funkci spojitych na intervalu [a,b] spolu
s prvnimi derivacemi, funkcionalem J[f] je zobrazeni pfifazujici kazdé funkci
f € Dy hodnotu J[f] = S(f) podle vztahu (1.4).

1.1.3 Sifeni svétla

Svého ¢asu méli stfedogkoléci v soutéznim korespondenénim seminéfi fesit tuto
dlohu:

Uloha 1.1 Hasicska. Sousedovi B hofi chata. Soused A ma svou chatu na stej-
ném biehu feky. Vzdalenost P4 Pp, kde P4 a Pp jsou paty kolmic vedenych 7
A a B na tok Feky, ktery je v té&ch mistech piimym je d (viz obr. 1.3). Pied-
pokliadejme, Ze soused A, ktery chce pomoci hasit, b&zi s prazdnym kbelikem
dvakrat rychleji, nez s kbelikem plnym vody. V jakém misté M ve vzdalenosti
z od bodu P4 ma nabrat vodu, aby sousedovi piibéhl na pomoc co nejrychleji?
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Obr. 1.3 Uloha hasi¢ska.

Nez zacnete oponovat, ze tato uloha nemé s §ifenim svétla nic spole¢ného, po-
kusme se ji fesit.

Ozna¢me rychlost béhu s plnym kbelikem v, s prazdnym kbelikem se tedy
bézi rychlosti 2v. Je ziejmé, Ze spojnice dvou bodd, mezi nimiz bézi soused
rychlosti o stalé velikosti, musi byt piimé (poZzadavek nejkratstho ¢asu je pii
rovnomérném pohybu ekvivalentni pozadavku nejkratsi drahy). Doba, za kterou
soused A ubéhne tusek AM a M B je

|AM|  |MB| Va?2+22 /b2+(d— )2
2v v 2v v

t(x)

Regeni ulohy se tedy redukuje na obvykly postup pi#i hleddni minma funkce.
Nutnou podminkou extrému je v tomto piipadé
dt x d—x sin 1
—=0= - =0= — b =-=
dx 20Va? + 22 v+ (d—1x)? sina 2
kde jako n jsme oznacili pomér rychlosti. Hodnotu x v principu uréime feSenim
rovnice ¢tvrtého stupné, kterd vyplyva z nutné podminky minima ¢asu t:

1
n>

n?(a® + d?) — (b® +d?) B 2n2a?d n*a*d®

4 3
T -2z + n?—1 . n2—1x n2—1"

0.

Na zakladé znalosti hodnoty x pak lze také uré¢it hodnotu t(x). P¥ipomenime
jesté nutnost ovérit pomoci druhé derivace funkce ¢(z), Ze se skute¢né jedna o
minimum:

a? b2

t'(x) = (@ + 22)372 + ((d—2)2 + b2)3/2 =

0.

Uloha 1.2 Siteni svétla. Predchozi vysledek jiz pfipomind zdkony tykajici se
§iteni svétla. Oznacime-li pomér rychlosti béhu s prazdnym a plnym kbelikem
n, dostaneme minimalizaci ¢asu t vztah

sina 15
Snj n. (1.5)
Intrepretujeme-li o jako whel dopadu svétla na rozhrani dvou prostiedi, 5 jako
thel lomu a pomér n rychlosti §ifeni svétla v obou prostiedich jako relativni
index lomu, predstavuje vztah (1.5) tzv. Snellitiv zdkon lomu ! Ten je disledkem
Fermatova principu 2 , podle néhoz se svétlo it tak, aby ¢as, za ktery dorazi

IWillibrord Snell (podle riiznych pramenti 1591-1626, nebo1580-1626), holandsky fyzik,
jeden ze zakladateli geometrické optiky. Podle Huygensova svédectvi experimentalné objevil
zakon lomu a uvetejnil jej v dile, které se ztratilo.

2Pierre Fermat (1601-1665), francouzsky pravnik, stoupenec teleologického pojeti piirod-
nich jevi. Zabyval se zejména optikou, nejvice proslul formulaci principu nejkratsiho Casu pfi
§ifeni svétla, ktery byl po ném pojmenovan.
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svételny paprsek z bodu A do bodu B, byl minimalni. Pro n = 1 dostaneme
zdkon odrazu svétla na rozhrani dvou prostiedi.

Opét se tedy jedné o tlohu varia¢niho poctu — najit stacionérni bod jistého
funkcionalu. Tim je v tomto piipadé zobrazeni pfifazujici kazdé z kiivek, po
kterych se muze §ifit svételny paprsek v obecné nehomogennim prostiedi z bodu
A do bodu B, dobu, za kterou svétlo drahu z A do B urazi. Je-1i prostiedi opticky
homogenni, tj. takové, ze rychlost Sifeni svétla je ve vSech jeho bodech stejné, je
pozadavek nejkratsiho ¢asu ekvivalentni pozadavku nejkratsi drahy. Dostavame
tak zdkon pirimocarého Sireni svétla v opticky homogennim prostiedi.

1.1.4 TUloha o brachistochroné&

Prvni dlohou cilené formulovanou jako varia¢ni byla wloha o brachistochroné
(z TeCtiny: chronos = ¢as, brachys = kratky, brachistos = nejkratsi, superlativ
adjektiva "brachys"se skute¢né piSe s mékkym "i"). Tuto tlohu piedlozil v r.
1696 Johann Bernoulli ® k fefeni "viem matematikiim". Této pomyslné soutéze
se zucatnili a problém spravné vyiesili kromé samotného Johanna Bernoulliho
také jeho bratr Jacob, Gottfried Wilhelm Leibniz, Isaac Newton (zprvu ano-
nymné), Guillaume I’Hospital a Ehrenfried Tschirnhaus * Formulaci tlohy o
brachistochroné se velmi ptiblizil jiz v roce 1638 Galileo Galilei pii experimen-
talnim i teoretickém studiu pohybu téles po naklonénych rovinach. Podrobné&ji
je mozné se o historii i sou¢asnosti feSeni problému brachistochrony docist v [6],
zde pouze formulujeme pfislugny varia¢éni problém a naznacime jeho feSeni.

Uloha 1.3 O brachistochroné. Ve svislé roviné v tihovém poli Zemé (tihové
zrychleni § = (0,¢), osa y je orientovana svisle doll) jsou dany dva pevné body
A=[0,0]a B=1[d,h], h>0,d> 0. (Specialni volba bodu A neubira problému
na obecnosti, souvisi pouze s volbou soustavy soufadnic. Body A a B jsou
spojeny "skluzavkou"tvaru hladké funkce y = f(x), po které mize hmotny bod
klouzat bez tfeni. Ukolem je najit funkei f tak, aby doba pohybu mezi body A
a B byla minimalni.

Oznacime-li D t¥idu v8ech piipustnych kiivek C; predstavujicich grafy hlad-
kych funkei y = f(x) na intervalu [0, d], které prochézeji body A a B), je doba

3Johann Bernoulli (1667-1748), §vycarsky fyzik a matematik. PFedkové rozvétvené rodiny
Bernoulliti pochazi z Holandska. Devét jejich ¢lenii vyniklo v exaktnich védach, prestoze vét-
§inou byli ptivodnim povolanim léka¥i nebo teologové.

4Jacob Bernoulli (1654-1705), §vycarsky fyzik a matematik, bratr Johanniiv. Jako prvni
soustavné zpracoval diferencidlni a integralni pocet a metody TeSeni diferencialnich rovnic.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), némecky matematik, jeden z nejvétsich konkurent
Isaaca Newtona. Nezavisle na poznatcich Newtonovych formuloval diferencidlni a integralni
pocet.
Sir Isaac Newton (1642-1727), anglicky fyzik a matematik. Ve svém klicovém dile Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, vydaném v roce 1687, piedlozil historicky prvni ucelenou
teorii v oblasti mechaniky. Zabyval se fadou dalgich fyzikalnich disciplin, pfedev§im optikou.
Formuloval teorii fluxi, zaklad diferencidlniho a integralniho poctu.
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tap pro danou funkci f uréena hodnotou funkcionélu (viz obr. 1.4)

J[f}DJBf — J(f):tAB:/U

Cr

d
ds V1 "(x))?
= / C@P G0 (e
(@, f(z)) ) 29f(x)
kde v(z, f(x)) je velikost rychlost hmotného bodu v obecném bodé X = [z, f(z)]
kiivky C. Jeji hodnota je urfena ze zakona zachovini mechanické energie E,,
(soucet kinetické a tihové potencialni energie hmotného bodu je staly)

E,.(A)=E,X) = %mvg =—mgf(z)+ %va(a:, f()).

V tloze o brachistochroné se pfitom predpokladé, Ze po¢atecni rychlost v bodé

A je nulova, tj. vg = 0, odtud pak v(z, f(z)) = /29 f(x).

Obr. 1.4 Uloha o brachistochrons.

Zjisténi, ktera z funkci f(z) € D vyhovuje podmince minima funkciondlu J[f]
definovaného vztahem (1.6), je opét zéleZitosti varia¢niho po¢tu. Uvédomime-li
si vSak analogii s Fermatovym principem, miizeme problém vyfesit i bez znalosti
variatniho poc¢tu: Pohyb v tihovém poli Zemé po skluzavce tvaru y = f(z) lze
interpretovat jako §ifeni svétla v nehomogennim prostiedi, v némz se svétlo v
daném bodé &iii rychlosti v(z, f(z)). Pomérem c¢/v = N, kde c je rychlost svétla
ve vakuu, je totiz definovan absolutni index lomu optického prostiedi, takze
podminka minima funkciondlu (1.6) predstavuje aplikaci Fermatova principu
pro prostiedi s absolutnim indexem lomu N = ¢/+/2¢f(x). Oznacime-li o =
a(z, f(x)) thel "dopadu"v daném bodé X = [z, f(x)], tj. ahel, ktery svira
skluzavka se svislou osou y, plyne z podminky pro §ifeni svétla vztah

sin « us 1 1
=konst = K, sina=cos | -—a) = =
v (2 ) \/1 + tgz(g—a) \/1 T (@)
Odtud

v(z, f)V1+[f (@) =K"=



Uvod 9

y(14+y?) =(29K*) ' =a, a>0. (1.7)

Rovnice (1.7) je diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi a je to rovnice
prosté cykloidy

o(t) = g (t—sint)+b, y(t) = g (1— cost), (1.8)

kde b je konstanta (konstanty a a b se ur¢i z podminky, Ze cykloida prochézi
body A a B). Tuto kiivku opisuje bod na kruZnici o poloméru a/2, ktera se vali
po ose x.

Na zakladé znalosti Fermatova principu vyfesil ilohu o brachistochroné sam
Johann Bernoulli.

Ulohu o brachistochroné lze rozsifit i na pifpady, kdy pocateéni rychlost hmot-
néhu bodu v bodé A neni nulov, tj. vg > 0. Zakon zachovani mechnické energie
pak dava

o, f(a)) = V(@) ). e o= 32,

Kftivka, ktera minimalizuje funkcional (1.6), v némz je v8ak t¥eba zaménit y =
f(x) zay = f(x) + yo, je rovnéz cykloida, kterou v8ak opisuje bod na kruznici
o poloméru a/2 valici se po pfimce y = —yo. Konstanty a a b se opét urdi z
podminky, aby body A a B lezely na kfivce.

1.1.5 Maupertuistv princip

Fermattv princip, ktery je typickym variaénim principem v optice, ma svou
analogii v mechanice jako Maupertuisiv princip.

Uloha 1.4 Maupertuistv princip. Uvazujme o pohybu hmotného bodu o hmot-
nosti m v rovinném potencidlovém poli U = U(x,y). Ze zdkona zachovani me-
chanické energie

1
iva(m, y)+U(x,y) = E = konst.

vyplyva pro velikost rychosti v = 4/ w Pro zrychleni bodu plati

. grad U
a=— ,
m

je tedy v kazdém bodé X = [z, y] kolmé k ekvipotencialni k¥ivce U(x,y) = konst.
Zachovava se tedy pramét vektoru rychlosti do ekvipotencialni kiivky (viz obr.
1.5).
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Obr. 1.5 Pohyb v potencidlovém poli.

Oznatme «(z,y) thel mezi vektorem rychlosti a normalou k ekvipotencialni
kiivce v bodé X = [z,y]. Plati v(x,y)sina(z,y) = konst. V porovnani s vy-
sledkem plynoucim z Fermatova principu pro svétlo, w™!'sina = konst., kde
jsme nyni oznadili rychlost §ifeni svétla v prostfedi jako w, vidime, Ze rychlost
hmotného bodu v "hraje roli"pfevracené hodnoty rychlosti ifeni svétla. Po-
hyb hmotného bodu v potencidlovém poli lze tedy odvodit z podminky minima
funkcionalu

J:D;j>f — J[f]:/U(.r,y)déz/\/W\/I—F[ﬂ(xﬂde. (1.9)
c T1

Dy je mnozina pfipustnych funkci popisujicich trajektorii hmotného bodu, C :
x — y = f(z) € R. Hypotéza, ze "spravna"trajektorie hmotného bodu v po-
tencidlovém poli je dana podminkou minima funkcionalu (1.9) se nazyva Mau-
pertuisuv princip.



Kapitola 2

Variacni tlohy a jejich reSeni
— funkce jedné poménné

V predchozi kapitole jsme formulovali nékolik typickych varia¢nich dloh z ob-
lasti geometrie a fyziky. Za variaéni ulohu oznacujeme takovou, jejimz feSenim
je funkce, kiivka, plocha, atd. odpovidajici stacionarnimu bodu (nejcastéji mi-
nimu) vhodného funkcionalu definovaného na mnoziné funkci, k¥ivek, ploch, atd.
Nékteré ulohy jsme vyfesili bez specidlnich znalosti z oblasti varia¢nfho poc¢tu
(napiiklad dlohu o Sifeni svétla, nebo i tlohu o brachistochrong), u nékterych
bychom si rady hned tak nevédéli (izoperimeticky problém). Cilem této kapitoly
bude odvodit z podminky staciondrniho bodu funkcionalu diferencialni rovnice
pro neznamou funkci, k¥ivku, plochu, ¢i jiny objekt. Budeme nejprve uvazovat
o nejjednodussi mozné situaci — Ze totiz zkoumany funkcional je definovan na
mnoziné funkci jedné proménné, y = f(x), splijicich samoziejmé urcité pred-
téchto predpoklada zaviadime funkce tFidy C, jako takové funkce na intervalu
[a, b], které jsou na ném spojité se svymi derivacemi do fadu n véetns.

2.1 Funkcional, podminka stacionarity, Eulerova
rovnice

Nez se budeme konkrétné vénovat nejjednodussimu varia¢nimu problému — hle-
déani staconarnich bodu funkcionali definovanych na mnoziné funkci jedné pro-
ménné (urc¢itych vlastnosti potfebnych z hlediska konkrétniho typu funcionalu),
v§imnéme si obecného pojmu spojitosti funkciondlu. O dulezitosti tohoto pojmu
jisté nelze pochybovat — situace je obdobna jako v "obyCejné"analyze, kde byla
spojitost funkci rovnéz jednou z klic¢ovych vlastnosti.

11
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2.1.1 Spojitost funkcionailu

"Vzdélenost"dvou hodnot proménné v piipadeé klasické analyzy funkci jsme vyja-
drovali prostiednictvim absolutni hodnoty jejich rozdilu, napiiklad |z —xs| < 4.
V pfipadé funcionalu jsou "hodnotami'"nezavisle proménné napiiklad funkce,
kfivky, plochy ¢i jiné objekty. Vyjadieni jejich "vzdalenosti"je mozné pomoci
normy. Obecné budeme o "hodnotich"nezivisle proménné funkcionalu uvazo-
vat jako o prvcich linedrniho tj. vektorového prostoru, ktery je navic normovdn.
Normowu na linedrnim prostoru R rozumime zobrazeni

R>f —[flleR
s vlastnostmi (pro v8echny prvky f, g € R, a € R)

I|fIl>0, ||f]l=0 <« [f=0
e fIl = [l lIfl
If+gll < fI+ gl

Nésleduji typické pfiklady normovanych prostora funkci jedné proménné ve
formé uloh.

Uloha 2.1 Provéfte axiomy normy definované v prostoru C|a, b] funkei spojitych
na uzavieném intervalu [a, b] takto:

1£1lo = max {| f(z)

Zvolme napfiiklad funkei fy € Cla,b]. Podminku ||f — follo < d si lze nazorné
predstavit tak, Ze ¢ast grafu kazdé funkce f € Cla, b], ktera ji spliuje, na inter-
valu [a, b] lezi v §-ovém pasu kolem grafu funkce fj.

;¢ € [a,b]}.

Uloha 2.2 Provéite axiomy normy definované v prostoru Dj[a, b] funkei spoji-
tych a majicich spojitou prvni derivaci na uzavieném intervalu [a, b] takto:

[If]lx = max {|f(z)|; = € [a,b]} + max {|f'(z)]; 2 € [a,b]}.

Uloha 2.3 Provéite axiomy normy definované v prostoru Dj [a, b] funkei spoji-
tych a majicich spojité derivace do fadu n vCetné na uzavieném intervalu [a, b]
takto:

1/lln =Y max {|f9(2)|; z € [a,8]}.
j=0

Rekneme, ze funkcional J[f] definovany na Dy C R ! je spojityj v bodé fo € Dy,
jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro viechna f € Dj, pro ktera
[lf — foll < ¢ je |J[f] — J[fo]] < e. Pojem spojitosti funkcionalu tedy souvisi

1Poznamenejme, 7e definiéni obor funkcionalu D; C R nemusi nutn& byt linearnim pod-
prostorem prostoru R. Uvazujeme-li napfiklad pouze funkce, jejichz grafy prochazeji dvéma
pevnymi body A = [a,ya] a B = [b,yg], pak soucet takovych funkci neni obecn& prvkem
oboru D .
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s volbou normy v prostoru funkci, tj. s konkrétnim normovanym prostorem.
Napftiklad funkcional tvaru

b
JIf] = /F(w,%y') dz, (2.1)

kde y = f(z) a ¢y’ = f'(x), nemusi byt (v daném bodg) spojity, je-li jeho defi-
ni¢nim oborem prostor C, aviak miZze uZ byt spojity, pracujeme-li na prostoru
funkci D;. Proto je vhodné volit konkrétni normovany prostor, i pies omezeni
kladen4 tim na defini¢éni obor funkcionalu, tak, aby zadany funkcional byl spo-

jity.
2.1.2 Variace funkcionalu, podminka stacionarity

Necht R je normovany prostor a necht J[f], f € R je funkcional. Rekneme, Ze
JIf] je spojity linedrni funkciondl plati-li
(1) Jaf+Bgl=alJ[fl+BJg,Va,BER, V[, gER,

(2) J[f] je spojity v kazdém bods f € R.

Pi#iklad 2.1: Funkcional definovany na D; = D,a, b] integralem
b

JIf] :/[ao(a:)f(x)+a1(x)f’(m)+---+an(x)f(")(x)} da

a
je spojitym linearnim funkciondlem na Dj, = D,la,b].

Uloha 2.4 Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht a(x) je spojita funkce na [a,b].
Necht pro funkcional plati

pro kazdou funkci f € C takovou, ze f(a) = f(b) = 0. Pak a(x) = 0 na [a, b].
Ndvod: Dokéazeme tvrzeni pro a(z) > 0 v jistém bodé intervalu [a,b], f(z) =
(x — x1)(x2 — x) pro ¢ € [x1,22] C [a,b], f(z) = 0 v ostatnich p¥ipadech.
Je-li a(z) > 0 v jistém bodé z € [a,b], pak existuje interval [x1,x2] C [a,?],
na ném? je a(z) > 0 (plyne ze spojitosti). Vzhledem k volbé funkce f(z) je
f(z1) = f(z2) > 0. Ukazte, Ze integral z funkce a(z)f(z) v mezich [z1,z2] je
kladny, s vyjimkou piipadu a(z) = 0.

Uloha 2.5 Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht a(z) a 8(x) jsou spojité na [a, b].
Necht pro funkcional plati

b
JIf) = / [a(2)(2) + B(x) ()] dz = 0



14 Funkcional, podminka stacionarity, Eulerova rovnice

pro kazdou funkci f € Dy takovou, ze f(a) = f(b) = 0. Pak §(z) je diferenco-
vatelna funkce a plati 8'(z) — a(z) = 0 na [a, b].

Ndvod: Oznacte N

Alw) = [atat,

a

a integraci per partes dostaneme

dale plati

b
— [f@)B)] — / F(@)f () de =

b b b
= [a@i@de =~ [ A7 @de = [ =A@+ @) £ @) de =0

Dale dokazte, ze pro spojitou funkci v(z) na [a, b] a za podminky, Ze pro kazdou
funkci f € Di[a,b] takovou, ze f(a) = f(b) = 0, je integral

plati v(z) = K na [a,b], kde K je konstanta. Dikaz provedte pro volbu

T b
f(x) = / () - Clde, © = / () do.

Pak je zfejmé, 7e A(x) — f(x) = konst a tedy a(x) = f'(x).
Motivaéni Givaha k zavedeni variace funkcionalu
Uvazujme o funkcionélu tvaru
b
Ji Difab)> £ =yle) — JUf) = [ Loy, @)ds. (22)

a

Uvazme funkci yo(z) € Di[a,b] a funkei y(e, z) = yo(z) + eu(z), u(z) € Dila, b,
e € R. Ozna¢me Jy = J[yo]. Pak

y(e,x) =yo(x)+eu'(z) a L(z,y,y') = Lx,yo +eu,y +eu').
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AL = L(x,y,y/) - L(x7y0’y(/)) =

oL_ ., oL_ ., 1 aiL(Eu)2 N 627L€2uu,+ la2L(8u,)2+ |
oy oy’ 2! Oy? Yoy’ 21 9y’ Yo, b

AJ=chh+e2T+---,

b
oL 0L
Ji = / (Uayymyg +u,8y’|y0’y6) dz, (2.3)
1 , 0L , 9L 10 0L
=g [ (Gt + 20 b+ ) (20

a

"Opravu"J; podle (2.3) resp. Jo podle (2.4), atd. nazyvame proni variact resp.
druhou variaci, atd. funkcionalu J[y]. v bodé yo. Nutnou podminkou pro to,
aby yo pfedstavovala stacionalni bod funkcionalu, je J; = 0. O typu extrému,
resp. stacionarniho bodu, rozhoduji vy3si variace. Pro extrémy mé dalezity vy-
znam znaménko druhé variace J,. Situace je ponékud konmplikovanéjsi nez u
"obycejnych"extrému funkci. Budeme se ji podrobnéji zabyvat v odstavci 2.4,
tykajicim se klasifikace stacionarnich bodu.
Upravou J1 dostavame

b b
B oL 0L\ ., L d OL aL\"™"
Jl‘/(“ay”ay) ‘“—/“(ay day> dot (ay> (25)

a a

Pii apravé jsme rovnéz pouzili Stokesova teorému. Predpoklddejme u(a) =
u(b) = 0. Vzhledem k podmince J; = 0 a libovolnosti u(z) dostavame pak
Eulerovu=Lagrangeovu rovnici:

Véta 2.1 Je-li yo(z) staciondrni bodem, tj. extremdlou funciondlu J]y(z)], pak
J1 =0, nebo ekvivalentné, yo(x) je Fesenim Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

9L d oL

ED) =5 " way = (2.6)

Poznamenejme, Ze vztah (2.5) je specidlnim, velmi jednoduchym, p¥ipadem tzv.
integrdlni pruni variaéni formule, s niz se v obecnosti seznamime pozdé&ji. Funkce
y = f(z), ktera predstavuje stacionarni bod funkcionalu, se nazyvé extremdlou
funkcionédlu. Exteremaly jsou tedy feSenim Eulerovych-Lagrangeovych rovnic.

Piiklad 2.2 Pokusme se na zikladé tohoto vysledku vyfesit tieba problém
nejkratsi spojnice dvou bodi. Délka spojnice je dana vztahem (1.3). V tomto
funkcionélu je

/!

/ Y
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Konstanty P a @ se urdi z podminky, ze spojnice prochazi body A = [a, y(a)],
B = [b,y(b)], tj.
y(b) —y(a)

— (z —a).

y(x) = yla) +

Délka spojnice se pak uréi vypoctem integralu, vychazi

0=V1+P(b—a)=/(b—a)+ (y®) — y(a)>

Opravdu jde o minimum? Dejte si praci a spo¢téte druhou variaci funkcionélu,
ktera je k rozhodnuti potfebna. Jak rozhodovat, uvidime v odstavci 2.4.

Pozdéji odvodime Eulerovu rovnici korektné pomoci variaci.

2.1.3 Speciilni pripady

Vysetrovali jsme funkcional (2.1), kde je zavislost integrandu obecna, tj. F(x,y,y').
Zajimavé jsou piipady, kdy explicitni zévislost na nékteré z proménnych vymizi.

Priklad 2.3 F nezavisi na y. V tomto piipadé plati

d OF OF

——— =0 = — = K = konst.

dx 0y’ oy’
Posledni vztah pfedstavuje pro danou hodnotu K implicitni rovnici pro derivaci
funkce y = f(z). K vysledku, tj. k hledané funkci, ktera piedstavuje stacionarni
bod funkciondlu, jiz pfejdeme jen integraci.

Praktickou ilohou uvedeného typu je problém nalezeni nejkratsi spojnice dvou
bodi na kulové plose, tzv. geodetiky. Ozna¢me @ resp. 6 zemépisnou délku resp.
sifku bodu na kulové plose. (Zemépisna délka a doplnék zemépisné Sifky do
pravého ahlu jsou standardné zavadéneé sférické soufadnice.) Necht C je oblouk
na kulové ploge. PFedpokladejme jeho vyjadieni ve tvaru 8 = 0(p). Pro kulovou
plochu o poloméru R plati (viz obr. 2.1)

Obr. 2.1 Délka oblouku na kulové plose.
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02
(= / VR%(d)? + R%2cos?2 0 (dp)2 = R / V(1 + ¢ cos2 6 db.
C 01

oF
oy’

(z,9,9") = (0,0,¢"), F(0,0,¢")=F(,¢) = =K.

oF @' cos? 0
09" /14 ¢ cos? 6

Dostavame diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi (pro jednoduchost
jsme polozili R = 1):

/_d(P_ K

LT cosOv/cos20 — K2~

Upravou dostaneme (provedte):

, K Ktg'o
v = K2 - K2 tg20 =
cos? 0y /1 — oy V1—-K?%\/1 - 5—=E5

Ktgé K
1 - K? VI-K?
sin(p+ B) = Atgf = Atgl = cos B sinp + sin B cos ¢.

= ¢+ B = arcsin ( ) = arcsin (Atgh), A=

Konstanty A a B jsou urceny okrajovymi podminkami danymi tthlovymi ("zemé-
pisnymi") soufadnicemi bodii, jimiZz oblouk prochézi. Pfedstavu o Fesenf ziskame
pievodem do kartézskych souradnic (z,y, 2):

x =-cospcosh, y=sinpcosf, z=sinb,
Dosazenim do feSeni dostavame
xsinB+ycosB— Az =0,

hledany oblouk tedy lezi v roviné prochazejici stfedem kulové plochy. Takova
rovina protind kulovou plochu v hlavni kruznici, nejkratsi spojnici dvou bodua
na kulové ploge je tedy oblouk hlavni kruznice.

Piiklad 2.4 F nezévisi na x. Takovou tlohou je napiiklad tloha o miniméalni
rota¢ni plose (1.4) nebo tloha o brachistochroné (1.7). Obecné je F = F(y,y').
Namisto feSeni jednotlivého problému pomoci Eulerovy rovnice lze vyfe§it pro-
blém obecné pouzitim "triku"— zdmény proménnych. Budeme povazovat y za
nezavisle proménnou, x = z(y) za hledanou funkci. Tato substituce vede k na-
sledujicimu varia¢nimu problému:

T2 y(z2)

J[y]=/F(y,y’)d$= / F(y;,> 2’ dy,

z1 y(z1)
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tj. k varia¢énimu problému s funkcionalem

Y2

1
Ia] = /G(yax’)dy, i =y(@1), y2=y(r2), Gy, a')=2a"F (y m,)
Y1
Situace je tim prevedena na predchozi pFipad, s feSenim
% = K = konst.

Jako piiklad vyFesime problém minimalni rota¢ni plochy. Podle (1.4) je

F(y,y') =2myV/1+ (y)? = Gy,2') = 2mya’\/1 + (/)72 = 2y /1 + (27)2

Pak e / K
x K==

= = ory——— = . —
ox! Y 1+ (2)? V4am2y? — K2
Integraci pak
K 2 - B K
x = 27Tarch<[7;y> + B = y = A cosh (xA>, kde A = o
Tato kiivka je retézovka o rovnici Y = cosh X, kde y = YA, x = AX + B.
Vypoceme jesté hledanou minimélni rota¢ni plochu (pro zjisténi, zda se opravdu
jedna o minimum, je tieba spocitat druhou variaci funckionélu Jy — viz (2.4)).
Pro jednoduchost polozme A =1, B = 0.

x2 2
S = 27r/y\/mdx = Qw/coshac\/ 1+ sinh?zdz =
xr1 x1
2 @2 .
= 27r/cosh2xd:r = 27r/ H%Sh@x)dx =7 [ZL'+ ;sinh(Q:L')}
1 T 1

Piiklad 2.5 Singulérni pfipad. RozepiSme vyrazy v Eulerové rovnici:
OF _d (0F\ _OF PP _PF . 0F ,
oy dz \9dy') 0Oy 0xdy  Oydy 4 Oy'? b=

Obecné je tedy tato rovnice druhého ¥adu. Je-li viak 02F/0y™? = 0, jedna se
o singuldrni pripad, rovnice je pouze prvniho fadu. Tato situace nastava pro
F = M(z,y) + y'N(x,y). Eulerova rovnice mé tvar

oM  ON

oy Oz’
V pripade, Ze tento vztah plati identicky, je vyraz F(z,y,y")de = M (z,y)dz +
N(z,y)dy aplnym diferencidlem a integral zavisi pouze na koncovém a pocétec-
nim bodu kiivky y = y(x), nikoli na jejim tvaru. V p¥ipadé, Ze rovnost parcial-
nich derivaci funkci M a N neni identicky splnéna, definuje v roviné xy urcitou

kiivku, ktera vSak obecné nemusi prochazet zadanymi dvéma body. Uloha tak
nemusi mit feSeni.
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2.1.4 Nejjednodussi problém s pohyblivymi konci

Vratme se jesté ke vztahu (2.5) a uvaZujme o moznosti tzv. pohyblivijch konci,
tj. situaci, kdy obecné neplati u(a) = 0, u(b) = 0 (viz obr. 2.2).

Obr. 2.2 Problém s pohyblivymi konci.

V takovém pfipadé se druhy séitanec ve vyrazu pro prvni variaci neanuluje.
Dostavame pak nutnou podminku pro stacionarni bod funkcionalu J[y] ve tvaru

b
oF d OF OF oF
11 = /u (ay — dxay/> dl‘ + u(b) <ay/>m_b — u(a) (ay/)$_a = 0 (27)

ProtoZe variace u(x) muZe byt volena libovolng, musi byt piechozi podminka
splnéna i pro u(a) = u(b) = 0. Extreméla funkcionalu tedy musi v kazdém
pfipadé splhovat Eulerovu-Lagrangeovu rovnici. Navic musi platit

OF oOF OF OF
“@leﬁ‘wawlw—°®(%)r;‘ﬁwlﬁ—a

opé&t vzhledem k tomu, Ze variace u(x) je libovolné. Predchozi vysledek predsta-
vuje pFirozené okrajové podminky. Nékteré variacni tlohy pfedstavuji smiSeny
piipad, kdy jeden konec je pevny a druhy pohyblivy (volny).

2.1.5 Invariance Eulerovy rovnice

Uvazujme, jak se zméni Eulerova rovnice, pifejdeme-li od proménnych z, y k
novym proménnym u a v (kiivoCaré soufadnice), pomoci transformace

oz Oy
ou  Ou
z=z(u,v), y=y(u,v), J =det # 0. (2.8)
oz dy
v ov

Hledame pak napiiklad funkci v = v(u). Transformovany funkcional je

yu + y?)/vl

Pt (D)
u v

b1
Jl[v]:/ Fi(u,v,0")du,  Fi(u,v,0") = F |z(u,v),y(u,v),

ay
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kde jsme dosadili
dy _ yudu+y,do

dz zydu+x,dv’

Dokazte pfimym vypocétem, 7ze Eulerova rovnice ma tvar

0Fy d 0Fy

ov du v’

Regenim Eulerovy rovnice je funkce v = v(u). Pfedpokladejme, 7Ze FeSenim pii-
vodni varia¢ni tlohy s funkcionalem J[y] je kiivka urfena funkci y(z). Dokdzeme,
7e ta7 kiivka (pretransformovana do souradnic (u, v) je feSenim problému s funk-
cionalem Jy[v]. (P¥i oznaleni y = 9(u,v) a £ = p(u,v) to znamena, 7e funkce
v(u) uréend implicitnd rovnici ¥ (u,v) = ylp(u, v)] je fefenim problému s funk-
ciondlem Ji[v]. Oznaéme do plochu obepnutou k¥ivkami y(z) a y(z) + dy(zx),
podobné doy plochu obepnutou kiivkami v(u) a v(u) + dv(u). Plati (vyznam
jakobidnu) o = Jo;. Plati déle (vzhledem k tomu, Ze Jakobian transformace je
nenulovy) PouZijeme obr. 2.3, v némz do; - J = do.

Obr. 2.3 K transformaci soufadnic.

R e R | et et 11

=0.
o—0 oo a—0 ooy

Tim je tvrzeni dokazano.

Piiklad 2.6 Hledejme extreméalu funkcionélu

JM:/Vﬂﬂmw%7smw

Eulerova rovnice:

r d 7/

NN e

0.
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Transformace proménnych:

T

v=reose, y=rsing = Jy= [ VTGP

Zo
tento funkcional ma Eulerovu rovnici y” = 0. Jeji Fegeni

y=Ax+ B = rsingp = Arcosp + B.

2.2 Aplikace — geometrické a fyzikalni tlohy

V tomto odstavci si viimneme FeSeni nékterych dalsich geometrickych a fyzikal-
nich tloh. Za¢neme tilohou o brachistochroné.

2.2.1 TUloha o brachistochroné

Ulohu o brachistochroné (zadéni viz tlohu 1.3) vyfe§ime nyni jako ukézku "se
v8im vSudy". Integrand funkcionalu (1.6) nezéavisi explicitné na proménné z.
Tato tloha byla obecné fesena v ptikladu 2.4:

1+ (y)?
29y

14+ (1,/)2

= G(y,z') = 59

F(z,y,y') = F(y,y') =

odtud pouzitim obecného vysledku z piikladu 2.4 dostavame diferencidlni rov-

nici:
! 29K?
K —konst. = &' = 97‘%
V2gy+/1+ (2/)? 1—-2gK=y

Jedné se se sice o diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi, jeji inte-
grace by v8ak byla pracna. PouZijeme proto malého "triku", ktery nam umozni
dospét primo k parametrickéhmu vyjadieni feeni. Plati

1 A 1
— =K = 21+ )2 =K'= y=—"— A= ——.
V29y+/1+ (y')? 9 () Y71 + (y')? 29K?
Substituci ¢y’ = tgu zavedeme parametr u a dostaneme
Y = A A cos?u = é(1 +cos2u) = ¢ =tgu=—Au’ sin2u =
1 +tg%u 2
= cos2u——i = 1 u—&-lsin2u -
24 7 2 2 24

Oznadime-li jestd 2u = m — ¢, A = 2R, dostaneme jiz standardni zapis FeSeni, v
ném? rozpozname parametrické vyjadieni prosté cykloidy.

xr=R(p—sing)+C, y=R(1—cosy),
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kde R a C jsou integra¢ni konstanty. Z podminky priuchodu kiivky bodem A =
[0,0] vychazi C = 0, konstanta R (polomér kruznice, jejimZ valenim po ose x
cykloida vznika), se dostane z podminky prichodu bodem B = [d, h]. Hodnota
R hraje roli parametru jednoparametrické soustavy cykloid, které prochézeji
bodem A (viz obr. 2.2). Je urceni hodnoty R jednozna¢né?

Obr. 2.2 Soustava cykloid prochézejicich bodem A.

Timto vysledkem feSeni varia¢ni tlohy nekonéi. Nalezli jsme staciondrni bod
funkcionélu, je v8ak tieba zjistit jeho typ. Vypoéteme druhou variaci J; podle
(2.4). Je to kvadraticka forma v proménnych (u,u’), jeji matice je tvorena dru-
hymi parcidlnimi derivacemi integrandu funkcionélu podle y a y’. Plati

PF 3 J1+(@)?  8F 1 Yy
o AV29 2 Oydy 229 y32\/1+ (y)2
O*°F 1 1
W) V20y' 2(\/1+ ()
K tomuto p¥ikladu se vratime po preCteni odstavce 2.4 o klasifikaci extrémau.
Vypoéteme jeSté nakonec dobu, za kterou dorazi hmotny bod po cykloidé z

mista A do mista B,
d
1 1\2
_/V+@)m_
29y

0
/\/1—|—Cotg ap/2 ~ cos ) dip = 0 /E.
g

2gR(1 — cos <p)

hodnota g je uréena soufadnicemi bodu B = [d, h].

V piedchozi diskusi jsme se zabyvali problémem brachistochrony s pevnymi
konci. Uvazme situaci, kdy bod A je pevny a bod B lezi na pfimce o rovnici
x = d. Plati pak (odst. 2.1.4)

oFN oy o
<8y’>w_d_mm 0= y'(b)=0.
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Tetna ke kiivee y = y(z) v bodé x = b je tedy rovnobéZna s osou . To odpovida
situaci tgu = tg (5 — ) =0 = ¢ = 7. Pro tuto hodnotu plati z(r) = 7R = d,

y(m) = 2R. Polomér kruznice generujici cykloidu je tedy R = d/x.

2.2.2 Ulohy klasické mechaniky

Varia¢n{ teorie klasické mechaniky jsou zaloZeny na principu nejmensi akce. Akci
rozumime funkcionél

S:DSBC%S[C]:/LdtGR, (2.9)
c
jehoZ oborem Dg jsou napiiklad viechna parametrickd vyjadfeni hladkych rek-
tifikovatelnych kiivek

C: [t1,ta] 3t — C(t) = (¢"(1),...¢™(t)) € R

Parametrem ¢ je obvykle ¢as, m je poCet stupiili volnosti mechanické soustavy,(q7)
jsou zobecnéné soufadnice a (¢7) zobecnéné rychlosti soustavy, kde 1 < o < m.

Diferencialni 1-forma A = Ldt je Lagrangidnem soustavy, L = L(t,q°,¢%) je

Lagrangeova funkce. V mechanice je definovina jako rozdil kinetické a poten-

cidlni energie soustavy. Je tedy zfejmé, 7Ze variacni teorii vyhovuji pouze sou-

stavy, u nichz lze definovat potencialni energii, tedy soustavy bez disipativnich

sil (tfeni, odpor prostiedi, apod.).

Priklad 2.7 Sférické kyvadlo. Sférickym kyvadlem rozumime hmotny bod m
zavéSeny v homogennim tihovém poli § na vlakné neproménné délky ¢ a zane-
dbatelné hmotnosti. Systém méa dva stupné volnosti, které lze popsat dvojici
(%, ¢%) = (0, ¢), kde 0 je sfericky thel, mé&Feny od svislého sméru orietovaného
souhlasné s tthovym zrychlenim (osa z), ¢ je azimutélni thel. P¥i volbé nu-
lové hladiny potencialni energie ve vodorovné roviné obsahujici bod zévésu O
(ztozoznéné rovnéz se soufadnicovou rovinou (O;z,y)) plati

1 1 . .
L= 3m (j:2 + 92 + 22) +mgz = imﬁz (02 + ¢%sin® 9) + mgl cos 6.

Ponékud pfedchéazime udalostem, muzeme vSak jiz v tuto chvili sdélit jako fakt,
7e v piipadé zavislosti funkcionalu na vice nezndmych funkcich plati Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice pro kazdou z nich. Pro na$ piipad

oL _doL _ 9L _daL _

90 dtos 7 9o dtoy
. . 9 . B g . _
- o—blne((ﬁ cos 6 g), é=0.
Resenim dostavame

_ . ) g
¢ = ¢g + wt, 9—51n9(w cos 6 E)’
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kde ¢¢ a w jsou integracni konstanty uréené poatetnimi podminkami pro ¢(0) a
¢(0) Pro malé kmity je 6 = sin 6 a druhou rovnici lze snadno fesit, piiGemz typ
feSeni zavisi na azimutélni dhlové rychlosti w a kruhové frekvenci odpovidajiciho
rovinného kyvadla wy:

0+ w2 —w?0=0 wy= %

Pro w = 0 dostavame pohybovou rovnici malych kmiti matematického kyvadla.

Priiklad 2.8 Bikvadraticky oscilator. Jedna se o jednorozmérny pohyb hmot-
ného bodu s potencidlni energii Gmérnou ¢tvrté mocniné vychylky.
1 1

L= §mT2 — 10354

L = L(x,%) nezavisi na ¢asové proménné. Ulohu lze tedy fesit podle piikladu
2.4, kde
1 m
L t'=— — ~Ca'*t.
¢= ( t’> 2t C
oG

d /1 1
5 = K = konst. = X <2m:'v2 + 4Cx4> =K.

2.2.3 Pohyb v centrialnim poli — Keplerova tiloha

Metodami varia¢niho poétu lze fesit i problém pohybu v centralnim poli. Oznac¢me
ro poCatecni polohu a vy poéateéni rychlost bodu pohybujicitho se v centralnim
poli. Ze zakona zachovani mechanické energie dostaneme

2 2 K K 2 2 2
i (Zan). a2
r To

Podle Maupertuisova principu je trajektorii bodu extremala funkcindlu (hle-
dame funkei r = r(¢) — polarni souradnice):

e [T [ v

Jde o specialni piipad, kdy integrand nezavisi explicitné na ¢, mame tedy feSeni

r2\/2 +h : dr 2 _
L —-C=¢+B=C - — arceos —

arccos

r
r2 4+ (17)2 B 2+ hr?2 —C? 1+ hC?

Odtud jiz snadno ziskdme polarni rovnici trajektorie - kuzelosecky.

2 ¥ ¥

2.3 Priblizné reSeni variac¢nich tloh

V tomto odstavci si v8imneme metod umoziiujicich pfiblizné feSen{ variaéni
tlohy, aniz bychom pouzili Eulerovy-Lagrangeovy rovnice.
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2.3.1 Metoda nekone¢ného poctu proménnych

Nasledujici metoda sama o sobé neni piiblizna, pfedstavuje viak obecny zaklad
pro formulaci nékterych piibliznych metod. Pro jeji pouziti je vhodné omezit
obor funcionélu na t¥idu funkci, které lze vyjadfit trigonometrickou fadou. Uva-
Zujme o funkcionalu (2.1) na intervalu [0, 7], necht D; obsahuje vSechny spojité
funkce y = y(z), které maji spojitou prvni derivaci, a pro které y(0) = y(7) = 0.
Rozlozime hledanou funkci v trigonometrickou fadu

y(r) =aysinc +assin2z + -+ - + ap sinnz + - - -
(Vysvétlete, pro¢ neni nutno uvazovat absolutni ¢len ani kosiny.) Plati
y'(x) = ay cosx + 2as cos 2x + - -+ + Na, cOSNT + -+ -

Vyraz J[y] mtzeme tedy interpretovat jako funkci (nekoneéné mnoha) promén-

nych (ai,as,...,a,,...). Nutnou podminku pro staciondrni bod funkcionélu je
oJ
=20, j=1,2,...,.
Pa; j ;

V nékterych piipadech lze takovou tlohu s nekonefnym poétem proménnych
vyfesit snadno, obecné je vSak tieba prikrocit k feSeni piribliznému.

Priklad 2.9 Izoperimetricky problém (viz odst. 1.1.1 ) Mezi hladkymi jednodu-
chymi rektifikovatelnymi rovinnymi uzavienymi k¥ivkami dané délky, paramet-
rizovanymi podle vztahu (1.2), hledame tu, ktera obepina nejvétsi plosny obsah.
Délka kiivky je dana vztahem (1.3). Vezmeme-li za parametr délku oblouku s,

pak
4
JV@r+@mas=t = o+ wm -t (2.10)
0

Obsah oblasti ohraniené touto kiivkou je

L

S= /wdy: /x(S)y’(S)dS-
C

0

Nova tloha: Mezi parametrickymi vyjadienimi z(s), y(s), periodickymi s peri-
odou ¢ (periodi¢nost je dusledkem uzavtenosti k¥ivky) a splitujicimi podminku
(2.10) hledame ta, pro ktera je intergal vyjad¥jici plochu S maximélni. Fourie-
rovy Fady funkci z(s) a y(s):

1 > 2mns . 2mns
x(s) = 5(10 + ng:l (an cos ( 7 ) + b, sin < 7 >) ,

1 > 2mns . 2mns
y(s) = 560 + T;:l (cn cos ( 7 ) +d,, sin ( 7 >)
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Plati: Necht f(z), resp. g(x) jsou periodické funkce s periodou ¢, a necht spliiuji
podminky pro rozvoj ve Fourierovu fadu. Koeficienty oznaéme v, Bn, resp. vn,
0p. Pak (viz Dodatek)

1N

£ oo
Jireras =5 3 o ).

0
2 o0
Z / f(r)g(a:) dz = O‘O'YO Z OnYn + ﬁnfsn) ,
3 n=1

Dosadime-li do vztaha pro obsah S Fourierovy rozvoje, dostaneme
:Wi(ad — bpcy) [zﬁinz(a2+b2+cz+d2)
—~ n“n n+-=nj» g — n n n n
Rozdil mezi obsahem kruhu omezeného kruznici délky ¢ a obecnou hodnotou S
je

2 (oo}
E = g Z na, — dp)? + (nby + cp)* + (n? —1)(c2 +d2)] >0

Rovnost pfitom nastava pravé tehdy, jsou-li viechny s¢itance nulové, tj. a1 —d; =
0,b1+¢c1=0,a,=b,=c¢c,=d,=0pron=2,3, ..., 1j
1 2mns . 27rns 1 2mns . 2mns

x:§ao+a1605 7 + by sin 7 yzico—b1c057+alsm 7

Hledanou kiivkou je kruZnice (urete jeji kartézskou rovnici).

2.3.2 Ritzova prima metoda

Pro pfiblizné fefeni omezime vyjadieni funkce fadou na koneény pocet €lend,
tedy n-ta aproximace metody ma tvar

x) = Zajtpj(m), a; € R, ¢;(x) jsou funkee.

Casto se voli posloupnost ortogonalnich funkci, naptiklad trigonometrickych, 1,
sinz, cosx, sin 2z, cos2x, ... Odpovidajici funkcional je pak funkci kone¢ného
poétu proménnych aq, asg, ..., an,

Jymyl = J(ar,az,...,an)

Hledame ¢isla a; z nutné podminky stacionarnitho bodu 0J/0a; = 0, j =
1,2,.... Pro n — oo miize posloupnost funkei {y(,)(z)} konvergovat k funkci
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y(x), ktera realizuje extrém funkcionalu. Je tedy tieba vySet¥it konvergenci po-
sloupnosti funkei {y,) ()}, najit limitni fuckci a pro3etiit, zda realizuje extrém
(jaky typ stacionarniho bodu realizuje). Dalsi moznosti je vzit jako hledanou
funkci nékterou z funkci posloupnosti. Je pak také tfeba odhadnout chybu apro-
ximace |y(z) — o ()|

Piiklad 2.10 Pomoci Ritzovy metody najdeme minimum integralu
1 1
T = [WPds s-n=ym =0 [ydz=1,
—1 -1

Pozdéji ukazeme, ze tento funkcional je minimalizovan funkei y(z) = cos (mx/2),
miminum je rovno 72/4. nyni vyuZijeme Ritzovy metody v nasledujici aproxi-
maci

y(@) = a+ o+’ +62°, y(-1) =y(1) =0 = y=(1-2%)(a+b).

8

1 2

1
/yQ(:v) de = —a®+ —b* =1, /(y’)2 dez = —a® + ﬁbz.
1

3 5

minimum tohoto vyrazu za ptfdchozi vazebni podminky nastane pro b = 0,
a = +/15/4 a jeho hodnota je 5/2.

Problény konvergence vyftesil pro fadu pfipada N. M. Krylov a uvedl fadu apro-
ximaci nizstho Fadu.

2.4 Klasifikace stacionarnich bodu

Doposud jsme se zabyvali nutnou podminkou stacionarniho bodu funkcionélu,
jimz bylo feSeni Eulerovy rovnice. V tomto odstavci si vimneme podrobnéji
klasifikace stacionarnich bodu funkcionalu, specielng extrémii. Obdobné jako v
teorii funkei rozliSujeme mezi extrémem absolutnim a lokalnim (relativnim), je
tomu u funkcionéli. U relativnich extrému dale zavadime silny a slaby extrém.

2.4.1 Absolutni a relativni extrém

Rekneme, ze funkcional J[C], kde C € Dj, nabyva na kiivce (extreméle) Co
absolutniho minima, resp. absolutniho mazxima, jestlize pro libovolnou kiivku
C € Dy plati

J[C] > J[Cy), resp. J[C] < T[Cy).
Piikladem absolutniho minima funkcionalu je tloha s nejkratsi spojnici dvou

danych bodu (viz Piiklad 2.2).

Pro formulaci definice relativniho extrému funkcionélu potfebujeme pojem normy,
zavedeny v odst. 2.1.1. Nazveme d-okolim n-tého vddu kiivky Co : = — yo(z),
a < x < b, soustavu k¥ivek C : © — y(z), a < z < b, pro néz je ||y(x)—yo(z)||n <
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0. K¥ivky naptiklad okoli nultého fadu tedy lezi v pasu §itky 26 kolem kiivky
Co.

Rekneme, ze funkcional J [C] nabyva na kiivce Cy € Dy silného relativniho mi-
nima, resp. silného relativniho mazima, jestlize existuje takové d-okoli nultého
fadu kiivky Co, Ze pro vSechny kiivky C z tohoto okoli plati J[C] > J[Co], resp.
J[C] < J[Co).

Rekneme, 7e funkcional J [C] nabyva na k¥ivce Cy € Dy slabého relativniho
minima, resp. slabého relativniho maxima, jestlize existuje takové 6-okoli prvniho
fadu kiivky Co, Ze pro vSechny kiivky C z tohoto okoli plati J[C] > J[Co], resp.
J[C] < J[Co).

Je ziejmé, ze kazdy absolutni extrém je soucasné slabym i silnym extrémem
relativnim. Kazdy silny extrém je souc¢asné extrémem slabym, obracené tvrzeni
neplati.

Piiklad 2.11 Uvazujme o funkcionalu
Tl = [0 (1= W) do
0

Jeho Eulerova rovnice ma tvar

d
y(1=))+ 4 (07y) =0=y[1+ ) +w'] =0
Jejim feSenim je mj. funkce y(z) = 0. Pro ni je J = 0. Necht 0 < § < 1. Pro
funkce y = y(x), které lezi v d-okoli prvniho fadu tsecky y = 0 je

ly(@)l = max{[y(«)=0f; & € [0, ] }4+max{]y’(x) =0z € [0,7]} <1 = |y (z)| < L.

Pro takové funkce y(z), y(z) # 0, je J[y] > 0, nuly nabyvéa pouze pro y = 0.
Pro funkci y(x) = 0 tedy funkciondl nabyva slabého minima. Silného minima
nenabyvé. Skuteéné, polozme

T

1 1
y(z) = %sinna@ = J= H/sinzmc (1 —ncos® nz) =

0

o)

T
2n

Pro n > 4 je pro funkce zvoleného typu J < 0. Zvolme déle § > 0 libovolné. Pro
funkce zvoleného typu plati

. 1
sinnz| <d pro n>—=

y(@) — 0| = | =

1
vn
Vsechny takové funkce zvoleného typu, pro jejichz n je n > max {4,562} tedy
lezi v §-okoli nultého fadu pro libovolné predem zvolené § > 0. Minimum, jehoZ
nabyva funkcional na funkci y(z) = 0 tedy neni silnym extrémem.
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Zabyvejme se nyni podrobnéji studiem druhé variace funkcionélu, ktera roz-
hodne o typu stacionarniho bodu. Druha variace funkcionélu

b
Iy :/F(x,yw’)dw

ma tvar (2.4), tj.

]- 282F ’ a2F /282F
J2 == 5/ <U TyQ|yo,y6 +2’LLU Mbﬂ)’yé +u W‘ymy{) dax.

a

Joly(z)] je tedy kvadraticky funkciondl. P¥ipomenme, Ze funkcional I[u(x), v(x)],
zavisly na dvou funkcich u(z) a v(z) se nazyva bilinedrni, jestlize pro libovolné
funkee u(x), v(z), w(z) a libovolné ¢islo @ € R plati

Iou+ fv, w] = alu,w]+pIv,w], I[u,av+pw] = allu,v]+pIu,w]. (2.11)

Pro u(x) = v(x) nazgvame funkcional Jo[u(x)] = Ifu(x), u(z)] kvadraticky. Kva-
draticky funkcional Js[u(z)] se nazyva pozitivné definitni, neboli ostie pozitivni,
jestlize existuje kladneé ¢&islo k tak, ze Ja[u(x)] > k|u(z)|| pro libovolné u(z).

Pozadavek diferencovatelnosti funkcionalu a soucasné nutna podminka stacio-
narniho bodu J; = 0 pro libovolné u(x) davaji

Tlyo(@) + u(@)] = Jlyo(x)] = Jo + 7(yo(x), u(x))|[u(2)]]*, kde
im||y(z)(|—0 7(¥o(2), u(z)) = 0.

Véta 2.2 Necht yo(z) je funkce tiidy Cy. Md-li funkciondl J[y(x)] v bod& yo(x)
minimum, resp. mazimum, plati Ja[yo(x)] > 0, resp. Ja[yo(x)] < 0 pro libovolné
Diikaz: Piedpokladejme napiiklad, Ze v bodé yo(z) je minimum funkcionélu.
Vzhledem k diferencovatelnosti je pro dostateéné malé hodnoty normy ||u(z)|]
znaménko levé strany pifedchozi rovnice a druhé variace J> shodné. Predpoklé-
dejme (sporem), Ze pro néjaké ug(z) je Jo < 0. Pak pro libovolné ¢islo oo # 0
je
Jo [OZ’U,()(.’E)] = a2J2 ['LL(](ZC)} < 0.

Pak Jalu(z)] < 0 pro libovolné malé u(x) (tvaru aug(z)). Pak ale Jlyo(x) +
aug(z)] — Jalyo(x)] < 0, coz je spor s predpokladem, Ze je stacionarni bod yo(x)
je minimem.

Uvazujme dale o problému s pevnymi konci, kdy u(a) = u(b) pro vSechny pii-
pustné variace u(x) funkce y(x). Pak je (per partes)

2 /b Fyy u(z)d (z) dz = /b Fyy d(u(z))? = — /b = () u(@)? da
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b

o = / [P(u(x))’ + R/ (2))%] da, (2.12)

a

1 d 1
P = 5 (Fyy - deyy/> 5 R == iFy/y/.

Nasledujici tvrzeni budeme formulovat pro minimum funkcionélu, analogicka
tvrzeni se zaménou piislusnych znamének plati pro maximum. Nutnd podminka
pro nezapornost kvadratického funkcionalu (2.12) je vyladfena v nasledujict
véte:

Véta 2.3 Je-li kvadraticky funkciondl (2.12) nezdporny pro libovolnou funkei
u(z) tridy Cy, pro kterou je u(a) = u(b) = 0, pak na intervalu [a, b] plati R(x) >
0.

Ditkaz: Piedpokladejme, ze pro bod xg € [a,b] je R(xo) = —2p, p > 0. Pak,
vzhledem ke spojitosti funkce R(z), existuje interval [c, d] C [a, b] obsahujici bod
xo, takovy, 7e R(x) < —p na [c,d]. Ozna¢me d — ¢ = h a M maximum hodnot
funkce P(x) na [a, b]. Definujme

u(gt):sin2 (Wa:;c) pro c¢<zx <d.

V ostatnich pfipadech polozme u(z) = 0. Jde o funkci t¥idy Cy. Plati

b
/ (P@)[u(x)]? + R(x)[u(2)]?) dz =

d d
- 2 - Mh? — pr?
= /P(T) sin (W;vhc) dz + /R(:r) %sin2 <2ﬂ'm W C) dz < %

C

Zduvodnéni pfedchozi nerovnosti:

Tr—cC

P(x)sin* (71' ) <Plx)<M =

= R(z)sin’ <27Txh—c) < —psin? (27r$ ; C) < —p.

Pro dostateéné malé hodnoty h je vyraz Mh? —pr? < 0. Funkee u(x) pro takova
h dava zéporné hodnoty funkcionalu (2.12).

7 véty 2.3 plyne nasledujici véta 2.4, kterd uvadi nutnou podminku minima
funkcionalu J[y].

Véta 2.4 Legendreova podminka. Je-li extremdla yo(x) € Dy minimem funkci-
ondlu Jy], pak Fypy > 0 podél extremdly yo(x).



Vaiac¢ni dlohy a jejich feSeni — funkce jedné proménné 31

Stéle jesté nemame postacujici podminku pro minimum, resp. maximum. Je
obsazena v néasledujici véte.

Véta 2.5 Je-li pro proni variaci funkciondluJ,|yo(z)] = 0 a druhd variace je
ostie pozitivni, je staciondrni bod yo(x) minimem.

Dukaz: Necht je Ja ostfe pozitivni. Pak
Ilyo(z) + u(@)] = Jlyo(2)] = J2[u(@)] + 7l[u(@)|* > kllu@)||* + 7llu(z)|]*.

Pro dostatetné malé ¢; je |7| < k/2 jestlize ||u(x)|| < €1 (nebot pro ||u(x)|| — 0
jeT =0, tj. |7] = 0, k ¢islu k/2 existuje €1 > 0 tak, ze pro ||u(z) —0|| < &1 je
[tau — 0| < k/2).

Jlyo (@) + u(x)] = Jlyo(x)] =

= Jalu(@)] + 7llu(@)[[* > Klju(z)||* + %kl\U(x)H2 > %MIU(IW > 0.

Piedchozi véta je dokdzana bez ohledu na konkrétni normu v normovaném pro-
storu funkci. Neni proto vazana na typ extrému. Véta je navic neprakticki —
neumoziuje snadné ovéfeni postatujici podminky pomoci koeficienta kvadra-
tického funkcionalu pfedstavujictho druhou variaci ptivodniho funkcionalu. K
formulaci praktického kritéria jsou potiebné dalsi pojmy, které nyni strucné za-
vedeme. Tvrzeni nebudeme dokazovat — jde v tuto chvili o ilustraci ne zcela
jednoduchého problému klasifikace extrémii.

Budeme se zabyvat kvadratickym funkcionalem (2.12) pro funkce u(z), pro
které u(a) = u(b) = 0.

Se znalosti tvrzeni klasifikujicich extrémy, se vratme k tloze o brachis-
tochroné (odst. 2.2.1), kde jsme vypocetli koeficienty druhé variace. Z vysledku
je ziejme, Ze Fyr,y > 0 pro jakoukoli volbu funkce y(z), pro kterou je vyraz Fy,»
definovan.
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Kapitola 3

Zobecnéni teorie — prostorova
uloha

V této kapitole zobecnime zakladni varia¢ni tilohu na funkcionély definované na
vice funkcich jedné proménné. Odvodime piislusnou soustavu Eulerovych rovnic
a jejich prvn{ integraly. S nimi souvisi Hamiltontiv formalismus varia¢nich rovnic
a pievod Eulerovych rovnic na tzv. kanonicky tvar, zvlasté vhodny pro fyzikalni
aplikace a studium zakonu zachovéni. Zavér kapitoly je vénovan Hamiltonoveé-
Jacobiho teorii a aplikacim.

3.1 Funkcional zavisly na vice funkcich

Typickym fyzikalnim piikladem vedoucim k varia¢ni tloze s vice nezndmymi
funkcemi je pohyb mechnického systému s vét§im pocétem m stupiiti volnosti.
Systém je popsan zobecnénymi soufadnicemi {¢;}, 1 < i < m, které jsou funk-
cemi Casu. Extreméalou vhodné formulovaného funkcionalu je pak parametrické
vyjadieni trajektorie systému.

3.1.1 Uloha s pevnymi konci

Ozna¢me D' = Dy X --- x Djkde D; je mnozina pifpustnych kiivek pro
funkcional. Funkcionalem rozumime zobrazeni

J:Dy> (), .ym(@) — Jyi(@), ..., ym(z)] =

b
:/F(x,yl,...ym,yi,...y:n)dxER.
a
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Uloha s pevnymi konci je dana podminkami y;(a) = A;, yi(b) = B;. Variace
funkei y;(x) oznaéme eu;(z). Vyjadiime variaci funkcionélu:

b
AJ:/[F(x’yl+€u1""’ym+5um7y/1+5U/17...,y§n+€u/m)—

a

—F(J? yla"wym?yi?"'?y’lm)]dx:

oF F
_5/2( a/l>d$+5J2+

Prvni ¢len €J; obsahuje prvni variaci J;. Nutnou podminkou extremély je J; =
0. Vzhledem k nezavislosti funkei u;(x) je tato podminka ekvivalentni soustave

b
OF  OF ,
/(ayzuﬁ@’ ’) de =0

Vzhledem k pevnym konctm je u;(a) = u;(b) =0 pro i =1,2,...,m. V dalsi
uvaze muzebe bud piimo vvyuZzit tvrzeni tlohy 2.2, nebo vyjadfit integral me-
todou per partes:

b b
OF OF )\ . [(0F d0F
/ (8yz u; + 8’ul> dz = / (3% T 8y£> w;(z) de+ (3.1)

oF oF
w0 (57),., = (57)
i/ r=b i/ r=a

Vzhledem k pevnym koncim, tj. u(b) = u;(a) = 0 a vzhledem k libovolnosti
u;(x) dostavame soustavu Eulerovijch rovnic

oF 4 or
dy; dxdy,

(3.2)

Polozme si otazku, zda jiny integrand tvaru F' + & mize vést ke stejnym Eu-
lerovym rovnicim. Znamena to, Ze FKulerovy rovnice pro ® maji identicky nu-
lové levé strany. UvaZzujme pro jednoduchost o piipadu jedné neznamé funkce,
F =F(z,y,y), tj. ®(z,y,y’). Plati

90 doe 9d P 9B, 0
dy Az dy oy oxdy  oydy "’ ayQZI

2P )
= o 0= &= A(z,y) + B(z,y)y
0A OB ov v

R NNy

oy Oz oz T T Ay
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pro jistou funkci ¥ = ¥(z,y). Pak

dw

®(z,y,y) = o’

Je tedy tplnou derivaci podle proménné z (libovolné) funkce proménnych x a y.
® se nazyva trividlni Lagrangeova funkce. Pro obecnégjsi pfipad prostorové tlohy
je obdobné

dV(z,y1,. .-, Ym
\Ij(xaylw"?ymvy/la"'ay;n) = ( (1:1£U ) (33)

Priklad 3.1 Geodetiky na ploge. Predpokliddejme, ze plocha je parametrizoviana
rovnicemi = = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v). Parametrické rovnice geodetiky
(nejkratsi spojnice dvou zadanych bodd na plose) hledame ve tvaru u = u(t),
v = v(t). Délka elementu oblouku mezi dvéma body na plose, jejichZ parametry

jsou a a b, je
dl = /(dx)? + (dy)? + (d2)2.
or or dy 0z 0z

y
dz a—d —l—afd dy = 8udu+37d dz = 8—(1 —l—afdv

Nalezeni nejkratsi spojnice znamena urc¢eni minima funkcionalu

/\/E u,v)(u)2 4+ 2F (u, v)u'v + G(u, v)(v')? dt, (3.4)

kde vyraz pod odmocninou se nazyva proni fundamentdlni kvadratickd forma.
Pro funkce E(u,v), F(u,v) a G(u,v) plati
E= FuFUm F= FUFU7 G= vava

. Oor Oy 0z . Ox Oy 0z
Tu=|=—, =, — H==,=,=—|].
“ ou' ou’ ou)’ " ov’ v’ dv
Vyjadfete Eulerovy rovnice obecné, pomoci funkei E, F, G. VyfeSime problém
pro jednouchy pfipad - rotaéni valcovou plochu o poloméru R s osou symetrie

v ose z. Plocha mé ve vacovych soufadnicich rovnice ¥ = (Rcos ¢, Rsin ¢, 2).
Polarni soutadnice ¢ a z hraji roli parametri u a v. Pro tento piipad dostavame

FSO = (—Rsinp, Reosp,0), 7> =(0,0,1),

E(p,2) = R?, F(p,2) =0, G(p,2) =1, Jlp / VWY T (0)? dt.

Eulerovy rovnice:

d R/ (t) o, 4 Z'(t) _o.
dt VR2 (o' (1))2+ ('(1)>  dt /R2((1)% + (Z'(1))?
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RQ(pl(t) = P = kons Z/(t) = () = konst.
VRGO + 07 R IO e A
j—; =K = z(p)=Kp+ L.

3.1.2 Obecny pripad a kanonické proménné

V tomto odstavci se budeme zabyvat zcela obecnym piipadem, kdy jsou povo-
leny i variace koncovych bodu kiivek, véetné mozné zmény jejich z-ové soufad-
nice. Ozna¢me variaci funkce y;(x)
yi(@) =" (2) = u(z),
kde . .
Ao = (a3 @),y (@), Bo = (b.1" (0),... i) (1)

jsou koncové body varia¢ni ulohy pro soubor funkci (ygo)(x), e y,(,g)(;z:)) Kon-
cové body souboru kfivek zménénych variaci ozna¢me

A= (a+da,y1(a),...ym(a)), B=(b+ by (b),...ym(b)).

Obr. 3.1 znazoriuje situaci pro m = 1.

Obr. 3.1 Obecna variace kiivky.

K obrazku:
oy =yla+oa) —y(a), ula) =dy—yV'(a)da, u(b) =3y -y (b)od
Dale definujeme vzddlenost krivek
o(yi(w), 4" (2)) = max]y;(w)—y," (@) +max]y) @)~y (2)| +-o(Ao. A)+o(Bo, B).
pro body se jedné o euklidovskou vzalenost. Variace funkcionalu je pak
b+6b

AJ = / F(x,y1 + Uty ooy Ym + U, Y+ U, Y +ul,) do—
a+da
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b
_/F(x;y17"',ym7yg_7""y1/n)dx:

a

b
= /[F(I7y1+u17"'7y7n+UTn7yl1+ull7"'7y;n,+u/7n)_F(xvy17'"7y7n7y/17"'7y',m)] dl‘+
a

b+6b

+/F(xayl"_ula"'vym—’_umayi+u,17"'7y;n+u;n)dx_
b
a+da

- / F((anl"'_uhvym"_umvyll—"_u/lvay;n—f—u;n)dx
a

Prvni variace mé4 tvar

=1

b m
J = /Z (Fyul + Fygu;> dz + F|p=p0b — F|z—q0a =

b m
= / E <F . — (ny) u;i(z) do + +F|3=0b — F|p—q0a+
: x Ut

m m
+ Z Fyi: |w=bui(b) — Z Fy§ le=ati(a).
1=1 i=1
Pro vyjad¥eni variaci w;(z) v bodech a a b pouZijeme linedrn{ extrapolace (obr.
3.1):

wi(a) = yi(a+da) =y (@) — 4! (@)6a, wi(b) = yi(b+6b) —y” (b) — ' (b)5b

Po upravach

b
n d m m
J = /Z (Fy — dxFy§> u; () dx+ZFy;5yi|Z+ <F - Zy: Fy;> ox|’ =0,
v =1 =1 =1

(3.5)
kde dz|, = da, dz|, = db, dy;|a = yi(a+da) —y,go)(a), dyilb = yi(b+6b) —yi(o)(b).
Vztah (3.5) je znam4 prvni varia¢ni formule v integralnim tvaru.

Oznacme p; = F),. Predpokladejme, Ze jakobian

Op;
det <8y§1) = det (ijyi) #0.
Pak z transformaénich rovnic p; = Fy; lze vyjadiit v}, i« = 1,2,...,m, jako
funkce

yz/':y;ﬁ(mvyla'-'7y’map1a"'7pm)' (36)
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Oznatime

m

H=-F+> yp. (3.7)
=1

Vyraz pro prvni variaci ma v novém oznaceni tvar

b
"L (OF  dp - 2=b
J) = /Z <ayz~ - dx) dz + (;pi&yi - H5x> 2=t (3.8)
Predpokliadejme, Ze funkcional J ma pro (y§°), . ,ys,),)) extrém. Variace jsou
zcela obecné, takze specidlnim piipadem je piipad s pevnymi konci. Pro néj

dox =0, dy; = 0. Pro tento piipad plati
OF dpi
- = 0.
- (ayi dw)

Pozadujeme-li, aby y(® (x) byla extreméla funkcionalu J na mnoziné vSech
piipustnych ktivek, je zifejmé, Ze bude extremalou i na mnoZing viech kiivek s
pevnymi konci. Bude tedy vzdy spliiovat Eulerovy rovnice (podminku nutnou).
V takovém piipadé je pro extremély, na jejichz konce se nekladou podminky,
navic plnéno

L= Fyouls+ (F -> Fy> sz|2 =0,
i=1 i=1
nebo ekvivalentné
(S - mss) 2 =0
i=1

Soucadnice (Y1, ..., Yn,P1,---DPn) S€ nazyvaji kanonické.
Piiklad 3.2 Koncové body lezici na plochéch nebo kfivkach. Predpokladejme,
7e koncové body pripustnych kiivek Ag a By leZi na grafech y = p(z) ay = ¢(x).
Hledame extrém obvyklého funkciondlu. Uvazme napiiklad problém nalezeni
vzdélenosti mezi takovymi grafy, tj. F(z,y,y") = /1 + (¢')?. Extreméala musi
byt pfedevsim feSenim Eulerovy rovnice. Dalsi podminkou pro to, aby J; = 0
je

Fy’|x:b§yb + (F - y/Fy’)‘r:béb_

*Fy’|z:a5ya - (F - y/Fy/)\z:aéa = 0.

Podle obr. 3.2 je
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Obr. 3.1 Koncové body piipustnych kiivek na danych kiivkach.

dyp = dylp = dy(b+ b) —y(b), 6Ya = 0yla = dy(a + da) — y(a)
6ya = [¢'(z) + 0lda, Sy, = [¢(x) + £1]00,

kde g — 0 pro da — 0 a €1 — 0 pro 6b — 0. Podminka nulovosti prvni variace
pak dava

(w/Fy’ +F— y/Fy’) | z=p0b — (‘P/Fy’ +F— y/Fy’) la=ada = 0.
Vzhledem k nezavislosti volby da a b dostaneme tzv. podminky transverzality.
[+ (¢ = y/)Fy’Hw:a =0,[F + (¢ = y/)Fy’Hx:a =0.
UvaZme nyni funkcional
vy yF
VIt @) 1+y)?
7 podminek transverzality pak vypoctem dostaneme

/ 1 3 / 1
Y=g e v=—

b
Jly(@)] = / fe) VIt )P de = Fy = f

pro levy, resp. pravy koncovy bod. eqnarray

3.2 Kanonicky tvar Eulerovych rovnic a diasledky

V tomto odstavci se budeme podrobnéji vénovat vyjadieni Eulerovych rovnic v
kanonickych soufanicich, které jsme zavedli pfi dvahach o obecné tdloze s vol-
nymi konci. Viimneme si diilezitych dasledki vyplyvajicich jednoduse z tohoto
vyjadieni, zejména zdkont zachovani.

3.2.1 Kanonicky tvar Eulerovych rovnic a prvni integral
pohybu

Eulerovy rovnice pfedstavuji soustavu n rovnic druhého fadu o n neznamych

funkcich y;(z) (hovofime stale o funkcionalu prvniho ¥adu). Pfevedeme je na

soustavu 2n rovnic prvniho fadu pro 2n funkci — pfevodem do kanonickych
proménnych.

OF d oF OF u
7~ —7-57 =0 i =55, H=-F iDis
oy dvoy, VT ay i Zl r

dH = —dF + ipidy; + iygdpi =

=1 i=1
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= dH = —d Za dyz+2yldpl

dH je uplny diferencial, tedy

OH __OF OH _ OF 0H _,

Eulerovy rovnice proto lze psat ve tvaru kanonickijch Fulerovijch rovnic

dy; _ OH dp; . OH
de ~ 8p;,” dz Oy (3.9)

Predpoklddejme nyni, Ze F' nezavisi explicitné na x. Pak

dH _Z": OH dy;  0Hdp;\
dz . Oy; dx Jp; dx h

Z OHOH OHOH
B dyi Opi  Opi Dy
Ptedchozi rovnost plati podél kazdé extremaly. Funkce H ma podél extremaly
konstatni hodnotu, nazyva se prunt integral pohybu Eulerovijch rovnic. Obecné

dd( y“pz z”: 0 dy, 0% dp.) _
3yz dz Bpi de )

=1

" (0D OH 0P OH
B ; (3% dp;  Ops 3%) = [, H].

Predchozi vyraz se nazyva Poissonova zdvorka funkci ® a H.
Na konec odstavce formulujeme jeho zavéry ve vétach:

Véta 3.1 Funkce H(z,y;,pi) = —F + Y ., piy; nabyvd podél extremdl funkci-

ondlu
b

Tn(@) oo on(@)] = [ Plavgi)ds
a
konstantni hodnoty prdavé kdyZ F nezdvisi{ explicitné na proménné x.
Dikaz: Pfedchozimi tivahami jsme dokazali, Ze nezavislost funkce H na pro-
ménné x je podminkou postatujici pro to, aby funkce H byla integralem po-
hybu. Je tieba jesté dokazat, Ze je i podminkou nutnou. Pfedpokladejme, Ze
H = konst. podél extremaly. Plati

dH OH " (OH OH ,
0= abo(w) = lax + ; (@yi + a@}%)] lyo(z) = 0,
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nebof plati Eulerovy kanonické rovnice (viz pfedchozi vypocty). Pak 0H/0x =
0, = 0F/0x = 0.

Véta 3.2 Necht funkce ® = ®(y;, p;) nezdvisi explicitné na proménné x. Funkce
® je pronim integrdlem pohybu Eulerovijch rovnic, je-li jeji Poissonova zdvorka
s funkei H nulovd, tj. [®,H] = 0.

3.2.2 Legendreova transformace

Uziti tzv. Legendreovy transformace piredstavuje ekvivalentni pfistup k ziskini
kanonickych Eulerovych rovnic, ktery spo¢iva v ndhradé ptivodniho varia¢niho
problému problémem ekvivalentnim, jehoz Eulerovy rovnice jsou pifimo kano-
nickymi rovnicemi ptvodniho problému. Najdeme tedy (za jistych podminek)
funkciondl s integrandem zavislym na kanonickych proménnych (z,y;, p;), jehoZ
Eulerovy rovnice budou tvaru (3.9).

Ukazeme si podstatu problému na pfipadu hledani extrému (napfiklad mi-
nima) funkce jedné proménné f(£) a teprve pak piejdeme k funkcionalu. Dejme
tomu, ze f(§) je ryze konvexni, tj. f(£) > 0 na svém defini¢nim oboru (analo-
gické uvahy budou platit pro funkci ryze konkévni). Zavedeme novou promén-
nou p = f(£), zvanou te¢nd souradnice. Vzhledem k predpokladu o konvexnosti
funkce f(€) je p'(&) = f"(€) > 0, Ize tedy & explicitng vyjadiit pomoci p (exis-
tence inverzni funkce). Definujme H(p) = —f(§) + p, kde & = &(p). Prechod

& (&) — (p,H(p))

je vzajemné jednoznatny a nazyvé se Legendreova transformace. Funkce f(€) a
H(p) se nazyvaji kanonicky sdruZené.

Uloha 3.1 Ukazte, ze funkce H(p) je (v piipadé ryze konvexni f(£)) rovnéz
ryze konvexni.
Vypocteme dH a vyjadiime H” (p).

dH = — f'(€)d¢ + pdé + €dp, ale dH = H'(p)dp =

dH *H d¢ 11
dp =6 W dp PO e 0
Plati
—H(p)+pH'(p)=f(&) —pH'(p) +pH'(p) = f(£). (3.10)

Legendreova transformace je tedy involuci, tj. je sama k sobé inverzni.
Uloha 3.2 Pro a > 1 je f(¢) = a='¢%. Vyjadiete Legendreovu transformaci.

Uvazujme nyni o funkci —H (p) + p€ jako o funkci dvou proménnych p a &.
Nutnou podminkou jejiho extrému vzhledem k proménné p je

d(—H(p) + pé)

op =-H'(p)+{=0= H'(p)=¢
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Vzhledem k (3.10) je pak —H(p) + &p = f(§). Hodnota f(§) tedy predstavuje
extrém funkce —H (p) + {p vzhledem k p. Tento extrém je maximem, nebot

0*(—H(p) + £p)

097 =—-H"(p) <0.

Pak pro minimum funkce f(£) (vzhledem k jediné proménné §) je

ming f(§) = ming max, [—H(p) + &p),
funkce —H (p) + £p je nyni chapéna jako funkce dvou proménnych.

Aplikujme nyni pfedchozi tvahy na funkcional (2.1). Pfedpokladejme Fyr, # 0
a polozme
oF

:aiy,a H(Ivyap):_F(I7y7y,)+y/p,

p

b
(), p(x)) = / [ H(z,y.p) + 4 p| dz,

a

kde y a p jsou chapany jako dvé nezavislé funkce, y' = dy/dz. Novy funkcional je
zavisly na dvou funkcich y(x) a p(z). Obecné je nutno chéapat jej jako funkcional
prvniho fadu, pficem? obsahuje explicitné y’, neobsahuje vSak p’. Integrand je
tedy

F=F(z,y.p.y,p) = —H(z,y,p) + y'p.
Eulerovy rovnice nového funcionalu jsou

OH dp OH dy 0
oy dx Op + de

maji tedy tvar kanonickych rovnic pavodniho funkcionalu. Jesté je tfeba dokazat
ekvivalenci obou varia¢nich problémd, tj. Ze funkcionaly J[y(x)] a J[y(x), p(x)]
maji extrém na stejnych kfivkach. To znamené, ze kanonické rovnice maji stejné
feSeni jako ptivodni Eulerova rovnice.

OF . OF

AH(x.y.p) =~ dr = G

H
dy+y dp = %—p:y’ =

OH
:>—H+pa—p:F—y’p+y'p:F.

Ukéazeme,Z%e pro danou kiivku y(z) piedstavuje hodnota pavodniho funkcionalu
J[y(z)] extrém hodnot nového funkcionalu J{y(z), p(z)], kdyZ p(z) probihé pii-
pustné moznosti, tj.

J[y(z)] = min, J[y(z),p(z)], resp. Jy(z)] =max, J[y(z),p(z)].
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Pak totiz extrém funkcionalu J[y(x), p(z)] (obecng proménné jak y(z) tak p(x))
je extrémem funkcionalu J[y(z)]. Protoze J[y(x),p(x)] neobsahuje p’(x), ma
Eulerova rovnice pro J[y(z),p(x)] tvar

, OH

I—H +y'p]
- v -. _ 0 = —_
Oy Y op’
pak

OH
—H—i—yp——H—i—p8 =F.

Pfiklad 3.3 Pro funkcional
b

Jly()] = / (Py” + Qy?) da

a
napiste standardni Eulerovu rovnici i kanonické rovnice.

Situace je zcela analogicka v pifpadé funkcionélu zavislého na vice funkcich jedné
proménné

3.2.3 Kanonické transformace, transformace invariance, te-
orém Noetherové

V tomto odstavci si vimneme, jaké podminky musi splhiovat transformace kano-
nickych proménnych, aby viiéi nim byly invariantni Eulerovy kanonické rovnice.
UvaZzujme o transformaci

($7y17"'yn7p17"'pn) H (:1;75/71’"'YW7P1)"'P71)

a novou funkci H = ﬁ(x, Yi,...Y,, Pi,... P,). Transformaci nazveme kanonic-
kou, jestlize

v, oH dp,  oH

de 0P dx  9Y;’
Pivodni kanonické rovnice jsou Eulerovymi rovnicemi funkcionélu (2.1). Funk-
cional v novych proménnych bude

b n
JYi,..., Y, Pi,..., P = / <—fI+ZYi’PZ»> dz (3.11)
p i=1
Pozadujeme, aby variaéni problémy s funkcionaly J{y; (), pi ()] a J[Y;(z), Pi(z)]
byly ekvivalentni, tj, mély stejné Eulerovy rovnice. Jejich integrandy se tedy
lisf o integrand, ktery vede k trividlnimu variaénimu problému, tj. identicky
nulovym levym strandm Eulerovych rovnic. Tedy

7H(x7yjapj)+zpiy/:* (z,Y;, P;) +ZPY’

i=1
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kde ® je funkce libovolnych proménnych, které generuji stejny prostor, jako
proménné (x,y;, p;). Piedpokladejme ® = &(x,y;,Y;). Pak

=S - S PY! 4 (- H).
1=1 =1

do 8<I> " ,
& or +Z‘”
o0 o0 0D
H H - P = 5 Pi = . 12
= Yo P oy, aY, (3.12)

Uvazme jesté dalsi moznost, funkci ¥ = W(x, y;, P;). Plati

dm ZPY—kszyﬂrZYP’ +(H - H).

Soucasng, pfi oznaceni ¥(x,y;, P;) = ® + > BY; je

<¢+ZPY> (H — H—&—szyﬂ—ZYP’

=1 =1

ov ov ov

= H= H+ -, pi= g Y= op (3.13)
Nyni si v§imneme dalsiho typu transformaci varia¢ni ilohy — transformaci inva-
riance. (Nejde nyni o problém invariance tvaru Eulerovych rovnic pfi pfechodu k
jinym proménnym, ktery jsme fesili v odstavci 2.1.5).V odstavci 3.2.1 jsme odvo-
dili tzv. prvni integral pohybu varia¢ni ilohy —hodnoty funkce H podél extremal
se zachovavaji praveé kdyz integrand F(z,y,y’), resp.F(z,y;, y;) funkcionalu ne-
zavisi na proménné x. Je tedy invariantni vzhledem k zaméné x — = + x, kde
xo = konst.

Uloha 3.3 Ukaite, ze podminka explicitni nezavislosti funkce H resp. F na
proménné z je ekvivalentni invarianci funkce H resp. I’ vzhledem k zadméné
T — T + xg, kde g = konst.

Uvahy nyni zobecnime a ukaZeme, Ze integraly pohybu jsou spojeny s transfor-
macemi invariance funkcionalu. Uvazujme o transformaci dané (n+1) rovnicemi

z= A(xvyi,yéae)a gj = Bj(wvyhy;as)a (314)
1<i,j<n, a<z<b a<z<b,

kde transformac¢ni funkce se pfedpokladaji diferencovatelné vzhledem je vem
proménnym (véetné €) a pro € = 0 jsou to identity. f{ekneme, ze funkcionél
Jlyi(z)] je invariantni vzhledem transformacim danym predchozimi rovnicemi,
jestlize plati

b
/ﬂ%%%ﬂw=/ﬂi%%ﬂf (3.15)
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Uloha 3.4 Dokaite, 7e funkcional J[y(z)] pro F(x,y,y’') = (y')? je invariantni
vzhledem k transformacim T = x + xg, ¥ = y, kde g = konst., zatimco pro a
F(z,y,y') = z(y')? vi¢i témto transformacim invariantni neni.

Véta 3.3 Teorém Emmy Noetherové. Necht funkcional J[yi(z),...,yn(z)] je
invariantni vzhledem k transformacim (3.14) pro libovolné meze a a b. Pak

S OF
9y / <F Zylﬁ ) o = konst. (3.16)

i=1

814(.13, Yis y;v 6)

B; 3779*72/"5
ey = ZAOLD) g Bl vope)

Oe le=o.
Diikaz: Vzhledem k diferencovatelnosti pfechodovych funkei plati

aA(LL', Yiy y;» E)

T—x= A($7yiayz/'75) - A(x7yi7y'£70) = ETlszo + |E|T(‘T7yi7y'£75)7
_ OB;(x,yi, Y, €
Y;—Y; = Bj(m7y27y7{75)_Bj(‘T7yz7y;70) = E%|€:0+|E|O—j(:paybyé7€>7

i T4 = i . ot =
ggr(l)T(:E,y“yws) 0, Eh_r}(l)aj(oc,ywyz,fs) 0.
Zména funkcionélu je pak
b b
AT = [ Plaggds - [ Py,

AJ = /Z<J> d:z:+z Oyl +

(F Zyl >5x| ox|b =7 —x = ae, dy; = 5 — yil’ = Bic.

Vypocet takového rozdilu jsme jiz provadéli v dvahach o variaénim problému
se zcela volnymi konci. Vysledek je dan vztahem (3.5). PouZijeme jej s tim, Ze
dosadime 6z|? = Z — x = aec a §y; = §; — y; = Bic. Pak za piedpokladu, ze y(O)

1
je extremala, je

z=b

n

" OF ,OF
i=1 @ @

=1

r=a

Transformace (3.14) vSak neméni funkcional, tj. AJ =0, a tedy

" OF " OF " OF
S ea(r-udh)| - |Sagva(r-3ud)
7 i=1 g =1 g

=1

Tr=a x=b
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Uveden4 rovnost plati pro libovolnou volbu mezi a a b, odtud je ziejmé, ze hod-
nota vyrazu se podél extremaly neméni. V kanonickych proménnych dostaneme

szﬂi — Hoa = konst. (3.17)
i—1

Uloha 3.5 Integrand funkcionalu J[y(z)] nezévisi explicitné na proménné z, tj.
F = F(yla' "ay'rmy/la" '7y'ln)' Prechod = = THE Y = Y (t-] a = 17 57 = O) je
tedy transformaci invariance. Ukazte, Ze disledkem obecného vztahu (3.17) je
skute¢nost, ze H je integral pohybu.

Piiklad 3.4 Predpokladejme, 7e integrand funkcionalu nezavisi na nékteré z
proménnych y;, napiiklad na y;. Pfedpokladejme, ze prechod & = = (tj. A =
1= a=0),y; = Bj(z,yi,y}) je transformaci invariance funkcionalu. Odvodime
integraly Eulerovych rovnic pomoci teorému Noetherové: Vzhledem k tomu, ze

a =0, je podle (3.17)
“  OF
E — = 0.
i=1 ’ 0y;

Nezavislost F' na y; znamend, ze B;(z,y;,y.) = y; + €01;. Transformace invari-
ance jsou tedy
IT=z, 1 =y1+¢ Y=y, 2<1<n.

Pak

Zachovava se tedy hodnota kanonické proménné p; impuls. Soutadnice y; se
nazyva cyklickd.

Uloha 3.6 Uvazujte o funkcionalu

t=b
Tl (), y(t), =(t)] = / Flz,y, 2y, y') dt

t=a
a predpokladejte, Ze prechod (rotace kolem osy z)

T =xcose+ysing, Y= —xsine+ycose, Z=2
je jeho transformaci invariance. Odvod’te pomoci teorému Noetherové prislusny
integral Eulerovych rovnic.

3.2.4 Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Dosud jsme se zabyvali pouze problémem nalezeni a jemné&jsi charakterizace
(klasifikace typti extrémil) extremal funkcionalu. V tomto odstavci odvodime,
za jistych predpokladi, parcialni diferencialni rovnici pro stacionarni hodnotu
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samotnou (ani% bychom explicitné nalezli extremalu). Zakladnim pfedpokladem
je, ze dané dva body, pevny bod A a "pohyblivy"bod B,

A
A:(a’y:(l )7"'7y1(LA))7 B:(x7y17"'7yn)7
spojuje pouze jedna extremala (y§0> (x),... ,y,(LO)(x)). Oznatme hodnotu funkci-
onalu vypoc¢tenou podél extremély jako

b
S= ... ffw=/F<x7y1,...7yn,y17...,y;>dw. (3.18)

a

Tato hodunota se nazyva geodetickd vzddlenost bodi A a B. (Naptiklad pro funkci-
onal vyjadiujici délku kfivky v euklidovském protoru je S euklidovska vzdalenost
dvou bodi.) Na zakladé znalosti extreméaly muZeme vypocitat konkrétni hod-
notu S. Hamiltonova-Jacobiho teorie je zaloZena na "opac¢ném"postupu. Umoz-
nuje ziskat parcialni diferencialni rovnici pro funkci S = S(z,y1,. .-, Yn, U1 - - -, U ),
m < n, jako obecné FeSeni jisté parcialni diferencidlni rovnice a z ni pfimo uréit
rovnice extremal (FeSeni Eulerovych resp. Eulerovych kanonickych rovnic).

Uvazujme o extremélach (y1(2), ..., yn(2)) a (g1(x),...,¥n(x)) pro dva blizké
body B = (,%1,..-,Yn) a B = (x+dx,y; +dyi, ..., Yyn +dy,). Pak (s vyuzitim
(3.8) a predpokladu, ze jde o extremély) dostaneme

AS = S('x+d]‘7y1 +dy17~-~7yn+dyn) —S($,y17~-~»yn) =
= J[gl(m)v .- ay’rb(x)] - J[Z/l(m)w .- aan] =

= dS(z,y1,-.-,yn) = 1 =Zpidyi—Hdat,

i=1
kde vyraz je vypoéten v bodé B. Odtud
a8 oS oF
O T Oy P dy;
oS a5 oS
—+H vy Yny =y, =— | =0. 1
637 + ($7 y17 ) y 6y1 8yn ) O (3 9)

Tato parcialni diferencidlni rovnice se nazyva Hamiltonova-Jacobiho rovnice.
Podle teorie parcialnich diferencidlnich rovnic (napi. [1]) pfedstavuji kanonické
rovnice tzv. charakteristicy systém asociovany s rovnici (3.19).

Véta 3.4 Necht
S =5, y1,- -, Yn, U, -+, Um)

je feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice, zdvislé na m parametrech (uq, ..., Um).
Pak kazdy z virazi (0S/0u;) je prunim integrdlem pohybu Eulerowyjch kanonic-
kijch rovnic, je tedy konstaini podél extremdly.
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Vypocéteme tplnou derivaci podle proménné x studovaného vyrazu.

d as S z": 0°S  dy,
dz Ou;  Oxdu; dy;O0u; dx

Dosazenim tohoto vyrazu do (3.19) a derivovanim podle u; dostaneme

0’5 0H op;
8u181 (9]7]‘ 811,2

LS (dy OHY | d (08 _
aykauz dz  Opg de \Ou; )
Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme o situaci podél extremal, je zavorka nulova (jsou
splnény Eulerovy kanonické rovnice). Odtud

d [0S oS
dx( >_O:>8 = konst.

8ui U;

=0 =

Véta 3.5 Necht S = S(z,y1, .-, Yn, UL, ..., Upy) je Uplng integrdl Hamiltonovy-

Jacobiho rovnice, tj. jeji obecné Fedend, zdvislé na parametrech (uy, ..., uy,). Ddle
necht det (02S/0u;0yx) # 0, a necht (vy,....v,) jsou libovolné konstanty. Pak
funkce y; = yi(T,u1, ..., Un,V1,...,0m) a p; definované vztahy
0 0]
aiuis(xvyla~~~7ynau11~~~7un):Uia bi = ay75(x y17'~'ayn7u1w~wun)

tvofi obecné feSeni soustavy rovnic

dy; OH dp;  0H
de  9p;’ dax Oy

Dikaz: Z vyrazu pro v; lze vypocitat n funkci y;, nebot determinant je nenulovy.
Pak muzeme definovat p;. Déle je

d (o8 Z": 025 dy;
dx \ Ouy ax(r“)ul aykaui dz’

Ale z Hamiltonovy-Jacobiho rovnice plyne, ze

9*s Z OH 028
Oxdu; * Op; Oy;0u;

Odtud

() S () s (e
(‘9ul 8yk8u — OyrOu; \ dz  Opy, '
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Tento vysledek miizeme chévat jako soustavu rovnic pro neznidmé dané zavor-
kami, s matici danou druhymi parcidlnimi derivacemi funkce S. Determinant
této matice je vSak podle predpokladu véty nulovy a soustava ma pouze trivi-
alni feSeni. Dostavame tak prvni sadu kanonickych rovnic. Déle vypocteme

ds 0%S " 928 dyk " 92S OH
dp; = dy; Z = Z@

dy:  0xdy; « OyrOy; da 5‘13% Yy dyi Opy’

kde jsme vyuzili prvni sadu kanonickych rovnic. Pak, vezmeme-li v uvahu, Ze
p; = (05/0y;) a diferencovanim Hamiltonovy-Jacobiho rovnice dostaneme

dpi o OH

dz B 8%7

coze je druhé sada kanonickych rovnic.

P#iklad 3.5 Necht
b
= /f(y)\/l + (y)? dz.

Ukazte, Ze Hamiltonova-Jacobiho rovnice ma tvar

(8 (5) -ro

Jeji feSeni a extremaly maji tvar

y(b)
S =ux+ / V f2(z) — uldz + v,
y(a)
y(b) d
r—u i = konst
f2(2) —u?

y(a)

Uloha 3.7 Zapiste a feste Hamiltonovu-Jacobiho rovnici pro funkcional s inte-
grandem F = (y')2.
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Kapitola 4
Obecnéjsi variacni tlohy

V této kapitole si vSimneme obecnéjsich situaci. Ptjde jednak o situace, kdy hle-
dame extremalu funkcionalu nikoli mezi vSemi kiivkami jeho defini¢ntho oboru,
ale pouze ve t¥idé kfivek specifikovanych dodateénou podminkou — vazebni pod-
minkou. Typickou tlohou tohoto typu je izoperimetricky problém, kdy hledame
kiivku obepinajici rovinnou plochu maximalniho obsahu ve ti¥idé ktivek dané
délky. Vazebni podminkou je v tomto piipadé zadana délka kiivky.

Dalgi zobecnéni bude spocivat v diskusi o funkcionélech vyssich fadu, tj, ta-
kovych, jejichz integrandy zavisi na vy&ich derivacich hledanych funkei ¢ (), . . .
reprezentujicich parametrické vyjadieni prostorové kiivky v n-rozmérném eukli-
dovském prostoru.

4.1 Vazané stacionarni tlohy

Tento odstavec se tyka hledani extremdl za uréitych vazebnich podminek na né
kladenych. Analogii pro pfipad funkci je tloha o nalezeni vazanych extrémui:
Uvazujme napiiklad o funkci dvou proménnych F = F(x,y) = 4 — (2% + 3?).
Nutné podminky jejiho extrému bez dodate¢nych pozadavkia (bez vazebnich
podminek) jsou

oF _
or

oF

20 =0, — =2y=0.
€L " By Y

Témito podminkami je uréen bod (zg,yo) = (0,0), v némz méa funkce maximum
F(0,0) = 4. Pokud pozadujeme, aby soufadnice x a y nebyly nezévislé, ale
spliiovaly urcitou vazebni podminku, napiiklad x = 1, jsou ve hie jen body, které
tuto podminku spliuji, tj. body tvaru (1,y). Plati F(1,y) = 3 —y>. Tato funkce
nabyva maximalni hodnoty 3 pro y = 0. Bod (1, 0) je tedy vdzany extrém funkce
F(z,y). V nasledujicim odstavci provedeme klasifikaci vazebnich podminek pro
funkcionély.

51

s Yn ()
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4.1.1 Klasifikace vazebnich podminek

Uvazujme o funkciondlu Jyi(x),. .., yn(x)]. Definiéni obor tohoto funcionalu je
tvofen parametrickymi vyjadfenimi kifivek v n rozmérném prostoru, kazdy bod
je tedy urfen n + 1 soufadnicemi (z,y1,...,Yyn). Vazebni podminky mohou byt
obecné zadany k rovnicemi, 1 <k <n—1.

filx,yry e osyn) =0, o0, fr(@,y1, .oy yn) = 0. (4.1)

Vazba popsana takovymi podminkami se nazyva holonomni (zavisi pouze na
soufadnicich y; aZz y, a na proménné x. V pfipadé, Ze vazba na x explicitné
nezavisi, jde o holonomni vazbu skleronomni. Jestlize na z explicitné zavisi, je
to holonomni vazba rheonomni (nezéavisle proménnou ve fyzice byvé ¢asto ¢as).
Pokud je hodnost matice (0f,/0y;) maximalni, tj. rovna k, lze k ze soufadnic
vyjadiit jako explicitni funkce ostatnich (n — k):

Ynkt1 = 91T, Y15 Ynek)s o> Yn = 96 (T, Y1, -+, Yn—k)- (4.2)

V pripadé, ze vazebni podminky zavisi také na derivacich parametrického vyja-
drfeni kiivek, tj.

@y, Yns ¥l Un) =0, (T Y1y Yns Yl Yh) =0, (4.3)

1 < k <n—1, hovoiime o vazbé neholonomni. V tomto textu se budeme zabyvat
vyhradné vazbami holonomnimi.

4.1.2 Izoperimetricky problém

P#ipomeiime formulaci izoperimetrického problému (viz Ptiklad 2.8): Ukolem je
nalézt uzavienou kiivku x = x(¢t), y = y(t) dané delky, ktera obepind maximalni
plochu. Plochu udavé funkcionél

b
Jla(t), y(t)] = /ﬂﬁdy = /xy' dt, z(a) = z(b), y(a) = y(b)
C a

délka kiivky je urcena integralem

b
4=/¢wwﬁ+mm%

Resime tedy prostorovou tlohu (dvé neznamé funkce x(t) a y(t)). Zobecnime
tento problém na obecny funkcional J[y(z)], ale prozatim pro jednu neznamou
funkci y = y(z), vazebni podminka pfitom bude dana rovnéz obecnym funkcio-
nalem Ky(z)].

b
JMMZ/Fw%wmayMZAw@:B (4.4)

a
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b
Kly(z)] = /G(l‘,y,y’)dx =L (4.5)

Predpokladejme spojitost prvnich a druhych derivaci funkci F a G pro libovolné
hodnoty y a /'

Véta 4.1 Necht je ddn funkciondl (4.4) a necht piipustné krivky splriugi podminky
y(a) = A, y(b) = B a (4.5). Necht Jy(z)] md extrém pro yo(z). Nechf yo(x)
nent extremdla funkciondlu Ky(x)]. Pak existuje konstanta X tak, Ze yo(x) je

extremdla funkciondlu
b

/(F +AG) dz,

a

tj. je reSenim rovnice
dF ’ dG ’
F,—- =2 rMG,— =2+ =o0. 4.6

Diikaz: Necht yo(z) je extremala funkcionalu Jy(z)] za predpokladu splnéni
podminky (4.5). Zvolme dva zatim libovolné body z1 a z2 v intervalu [a, b].
Zvolme funkci y(x) = yo(z) + dui(z) + duz(x), piitemz variace duq(z) resp.
duz(x) jsou nenulové jen v jistém ep-okoli O bodu x; resp. es-okoli Oz bodu
x9. Pak (viz upravy per partes pii odvozeni Eulerovy rovnice) uZijeme véty o
stfedni hodnoté:

dx

dF,, dF.,,
= (Fv - T;: ) le,o1 + (Fu - T;’ ) le, 02,

kde 51 S Ol, fg S 02,

AJ = /b <Fy - dFy’) (6ur (z) + dug(z)) dz =

b b
o1 = /5u1(x) dz o9 = /5u2(x) dz,

pfi¢emZ pro o1, o2 — 0je & — x1, &2 — x2. Vazebni podminka (4.5) znamena,
ze pro y(x) = yo(x) + duy (x) + duz(x) je Klyo(x)] = Ky(x)], tj.

AK = /b (Gy - dfxy') (0uq(z) 4 dug(z)) dz =

dG, dG,,
= (Gy - d;) ‘771‘71 + (Gy - dry) |n202 =0,
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kde obdobné pro o1, o5 — 0 je m1 — x1, 72 — x3. Dosud byly body z; a x»
libovolné. Nyni omezme moznost volby bodu x2 tak, aby

dG,,
(Gy a d;

Tato volba je mozné, protoze podle predpokladu véty neni yo(x) extreméalou
funkcionalu Kly(z)]. Ze spojitosti pak plyne, Ze tato hodnota bude nenulova i
na jistém okoli bodu x5. Pak z podminky AK = 0 plyne

dG,,, dG,,
Y Y
(Gy T T dz ) At (G?J T T dz ) |z1

o _ 46, = 02= 01 o _ 46,
Y T dx |772 Y Tdx |w2

pfi¢emz pro o1 — 0 je ¢ — 0. Polozme

)l 20

09 = —0q +e€],

dF,,

F, T Tdw |:Jc1
A= M (4.7)

dF/ dGT/
e[ ) a2 o

Vzhledem k tomu, Ze x1 je libovolné, je obecné o1 # 0, takZe podminka J; =0
vede k Eulerové rovnici funkcionalu F + AG, tj. plati vazana rovnice (4.6).

Pak

Zobecnéni na vice neznamych funkci a vazebnich podminek vede k rovnicim

0 - d | o i
B F+ZAjGj e F+ZGj =0, j=1,....k (4.8)
Jj=1 Jj=1
Konstanty Ay, ..., Ax se nazyvaji Lagrangovy multiplikdtory.

Priiklad 4.1 Dotesime nyni izoperimetricky problém. V tomto piipadé je
Ft,az,y,2'y) =zy', Gt,2,y,2",y) = V(@) + (y)%

Eulerovy rovnice:

0 , d Az’
0 d 0 d Ay’
— (F+)AG)— —— (F4+\G) = —— =0
dy (F +AG) dt 0y’ (F+2G) at |* + (2)? + (y/)zl ’
Odtud integraci
/ /
y:)\ i 2—|—I(27 r=—-A i + K =
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(x— K1)* 4+ (y — K2)> =) = 2 = K; + Acost, y= Ky + \sint.
hledanéa kiivka je tedy kruznici. Jeji polomér A je dan hodnotou funkcionalu

b
Kz(t),y(t)] :/)\dt:)\(b—a) =2TA={(= )= 2£

s

4.2 Variaéni tlohy vyssiho rfadu

O varia¢ni dloze vysstho fadu hovofime v piipadé, ze integrand funkcionalu
zévisi na vyssich derivacich neznamych funkei yi () az y,(z). Typickymi tlo-
hami vy&siho fadu jsou tlohy z oblasti teorii pole, napiiklad teorie pruZnosti.
V takovych piipadech ovem hledané funkce zavisi na vice proménnych (na a-
sové proménné a prostorovych soufadnicich), v nékterych specalnich piipadech
je v8ak lze prevést na tulohy pro nalezeni neznamych funkci jedné promeénné.
Takovymi tilohami se budeme zabyvat v tomto odstavci.

Y ¥ 2

4.2.1 Funkcional vyssiho fAdu a jeho Eulerova rovnice

Hledame stacionarni body funkcionalu

b
Jly(z)] = /F(:z:yy Ly de (4.9)

za podminek
y(a) = A07 y/((l) = Alv e 7y(k71)(a) = Akfla

y(b) = BOa y/(b) = Bla s 7y(k_1)<b) = Bk*l

a za piedpokladu, ze funkce F(z,,%/,...,y™) je spojita se viemi parcidlnimi
derivacemi az do Fadu k + 1 v¢etné podle vSech argumentd. Necht k = 2 a
uvazme pFipad s pevnymi konci. Pak definice (4.9) méa tvar

b
Jly(@)] = / F(z,y.y/y") da

a

Uvazujme o kiivkach y(z) a g(z) = y(z) + eu(zx), které spojuji pevné konce
A(a, Ag) a B(b, By) a maji v téchto bodech spole¢né tecny, tj. u(a) = u(b) =0,
u'(a) = v/ (b) = 0. Pracujeme s normou

ly(2)]2 = max [y(z)| + max |y’ ()| + max |y" (z)].
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F(z, y(x)+eu(x),y (v)+eu' (), y" (x) +eu” (2)) do—

g
<

I
~
=
T
'5‘
=
&
Il

Se—_

= / (Fyu(z) + Fyu/(z) + Fyou(x)) do + 2 1. ).
b
Ji— / (Fyu() + Fy () + Fyd (2)) da = 0.

Integraci per partes dostavame

b b
/Fy/u'(:r) da = Fu(z))} - / djy/ u(z)dz,
T

a a

b b
F 7
[ Fo@)ds = Fp @)~ [ S 0@ do -

dx

a

b
dE// sz 1"
= 77(1; u(z)ZJr/ dasg u(zx) dz.

a

b
dF/ d2F 7"
a

Vzhledem k libovolnosti u(x) je nutnou podminkou stacionarnosti pozadavek,
aby funkce y(z) byla feSenim Eulerovy rovnice

dF ’ d2F 1"
F o Y Y
Y dz + da?

=0 (4.10)

Predchozi vypocet lze zobecnit na libovolny fad k, plati tedy véta
Véta 4.2 Je-li funkce y(z) € D, [a, b], extremalou funkcionélu (4.9), pak

k

£
S (2 o )

£=0

Rovnice obsahuje derivace neznamé funkce do fadu 2k, je tedy obecné 2k-tého
fadu.



Variacni tlohy vyssiho fadu a7
4.2.2 Snizeni fadu

V nékterych specidlnich pfipadech integrandu F' se fad rovnice snizi.

(1) F nezavisi explicitné na y. Pak Eulerova rovnice ma tvar

k k—1
d* oF d* oF
L _ -1 —
>V () =0 2 () =

(=1

(2) F nezavisi explicitné na z. Provedeme zdménu proménnych tak, 7e y
budeme povaZzovat ze nezavisle proménnou a x za zavisle proménnou. Pak

1 z!
/ o "
y'=—y ik

y(b)

1 ZCN ,
y(a)
Situace je tedy pfevedena na piipad funkcionalu s intergrandem nezévislym na

hledané funkei z(y). Problém se tak prevadi na pfechozi p¥ipad.

(3) F zavisi jen na y*), Eulerova rovnice ma tvar
da» ( oF \ 0
dan \oy® ) —

oF
9y
kde Py_1(x) je polynom k-tého stupné.

Pak
= Pkfl(w)v

4.2.3 Ohyb nosniku

Do valcovych otvora A a B jsou vetknuty konce valcového homogenniho nosniku.
Chceme urcit tvar osy prohnutého nosniku. Ve statické stabilni rovnovaze je
potencilni energie minimélni. Potencidlni energii vyjadiime funkciondlem

1 ‘ de\? /

_ 2 @

U_Q’u/(ds> ds—i—/gygds,
0 0

kde L je délka ¢asti nosniku mezi podpérami, ¢ je tihel, ktery svira te¢na k ose
nosniku v misté s (méfeno podél oblouku) s s osou x, u je konstanta zavisla
na modulu pruZnosti a momentu setrvacnosti pii¢ného prifezu nosniku, o je
linearni hustota nosniku, g tihové zrychleni. Prvni ¢len pfedstavuje potencialni
energii pruznosti, druhy potencidlni energii tihovou. Plati

dp dpdz

_ AV
ds L+ ) ds dx ds’
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1 d
tgp=y = —— L =y=
cos? ¢ dx
d(p " 9 y// y//
= — =y cos*p = = =
Y T I 1+ ()
dﬁ B a

ds ~ (L+ ()2
Je tedy

¢
U= /( 5/2+ggy\/1+ >
—¢

kde 2¢ je délka neprohnutého nosniku (vzdalenost podpér). Integrand nezavisi
na x. Pfi malych ohybech nosniku lze pfiblizné psét

l
1
U= / <2u(y”)2 + 991/) da.
e

Eulerova rovnice je

2

d 4 o9
09+ 751y )=0=>y”=—;-
() = — 2'19 + ax® + fa* + vz + 0.

Integracni konstanty se uréi z podminek symetrie (& = 7 = 0) a podminek v
koncovych bodech y(—¢) = y(¢), v'(—£) = y'(¢). Odtud

_ Y9 2,2 4
24’u(1‘—|—2€ é).



Kapitola 5

Ulohy k rozpravé

Kolokvium bude vedeno jako rozprava o problematice varia¢nfho poc¢tu. Zakla-
dem rozpravy budou ndmeéty na postup feSeni nasledujicich tloh.
Kolokvialni iloha 1.

Pro zadanou funkei f(z) je definovan funkcional

b
Il = / f@)VIT @) da.

(a) Zapiste jeho Eulerovu rovnici a feste ji.
(b) Rozeberte specialni piipady f(z) = vz a f(z) = =.

(c) Jaky je geometricky vyznam funkcionalu pro piipad, ze f(z) neni funkce
zadani, ale hledan4, tj.

b

Jly(z)] = / T () de?

a

(d) Reste tlohu také pro tento piipad.

Kolokvialni aloha 2.
Uvazujme o funkcionélu

b

Jly(x)] = /F(x,y,y’)dx.

a

Hledejme FeSeni stacionarni tlohy nikoli ve tvaru y = y(z), ale v obecném
parametrickém tvaru « = z(t), y = y(t).

59
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(a) Prepiste funkcional J[y] do tvaru tomu odpovidajicimu, tj.

?

T (), y(t)] = / B(a.y.,7) dt,

?

kde & resp. y znadi derivaci funkce x(t) resp. y(¢) podle parametru ¢.
(b) Pro¢ funkce ® nezavisi explicitné na parametru?
(c) Dokazte, Ze funkce ® je tzv. pozitivné-homogenni stupné 1, tj. pro libovolné
A>0je

D(x,y, A\, \y) = A\®(z,y, &, 7).
Zdavodnéte pozadavek A > 0. Vymyslete néjaky ptiklad pozitivné-homogenni
funkce stupné 1.
(d) Ukazte, Ze parametrizace nemé vliv na FeSeni tlohy. Pfejdéte k jiné para-
metrizaci pomoci prosté funkce ¢t = ¢(7) a vyjadiete odpovidajici funkcional v
proménné .

(e) Zapiste Eulerovy rovnice funkciondlu J[z(t),y(t)]. Jsou ekvivalentni jedné
Eulerové rovnici pivodniho funkcionalu. Ukazte, ze plati

. do; . do,

Kolokvialni aloha 3.

Je zadan funkcional

b

Jy(z)] :/\/$2+y2\/1+(y’)2dx.

a

(a) Napiste jeho Eulerovu rovnici a hledejte extremaly.

(b) Napiste odpovidajici kanonické rovnice - nejprve dokazte, Ze
H(z,y,p) = —Vz* +y> —p.
(c) Najdéte prvni integral kanonickych rovnic.

Kolokvialni tloha 4.

Uvazujme o ¢astici pohybujici se v roving (zy). Na ¢astici plisobi centralni pri-
tazliva sila (sméfuje k pocatku soustavy souradnic), jejiz velikost je nep¥imo
amérnd Ctverci vzdalenosti ¢astice od pocatku. Princip nejmensi akce ve tvaru

b b
J= /L(t,x,y)dt = /(Ekin — Epot)dt  je stacionarni
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vede k pohybovym rovnicim.
) Zapiste p¥iludny funkcional J[r, 6] v polarnich souiadnicich (r,8).

a
b) Zapiste odpovidajici Eulerovy rovnice.

d) Zapiste odpovidajici kanonické rovnice.

e) Dokazte, Ze funkcional J[r, 6] je invariantni vzhledem k rotacim a pomoci

(
(
(c) Vypoctéte Poissonovy zavorky [r, .|, [0, pe], [pr, H], [po, H].
(
(
teorému Noetherové naleznéte odpovidajici zakon zachovani.

Kolokvialni taloha 5.

Pokuste se o zobecnéni zakladni dlohy: Je dan funkcional

J[z(ac,y)]://RF(x,y,z,zI,zy)dxdy,

kde R je uzaviena oblast (uzaviena souvislda mnozina) a z, a z, jsou parcialni
derivace funkce z(z,y) podle x a y. Oznatte zZ(z,y) = z(x,y) + eu(z,y). V
analogii s tlohou s pevnymi konci predpokladejte, Ze funkce u(x,y) = 0 na
hranici C = JR oblasti R.

(a) Vyjadiete zménu funkciondlu AJ = J[z] — J[z] a ukaZte, Ze prvni variace
mé tvar

J1 = // (FZ u+ F, ug + Fzy uz) dz dy.
R

(b) UkaZte s pouZitim klasické Greenovy véty, Ze plati

/ /R (Fzm Ug + FY, uy) dedy =

0 ) P P

0 0
_/C(FZIUdy_FZyde)_//R(ﬁa:Fz’”—i—ﬁg/FZy)ldedy'

Vyuzijte predpokladu, ze u(x,y)|c = 0, a dokazte Eulerovu rovnici

0 0

F,— —F, ——
ox ™ Oy

F.,, =0

jako nutnou podminku extremaly.

(b) Aplikujte piedchozi vysledek na funkcional

J[z]://R\/H(zz)u(zy)mxdy.

Jaky je geometricky vyznam piechoziho funkcionalu?

Kolokvialni taloha 6.
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Mezi kiivkami leZicimi na sféte 22 + 42 + 22 = a? a spojujicimi dva zadané body
A= (xa,ya,24) a B,YB, 2p) najdéte tu, kterda ma nejmensi délku.

(a) UkaZte, ze funkcional vyjadiujici délku k¥ivky mé tvar
B
Ty(e)2(@)) = [ VIF@PF P da.
TA

(b) Rovnice sféry predstavuje vazebni podminku. Zapiste odpovidajici Eulerovy
rovnice pro extremaly a Lagrangeiiv multiplikitor A(z).

Kolokvialni tloha 7.

Stacionarni body funkcionalu J[y(z)] s integrandem

Fly.) = 5el))* - U(y)

vyhovuji principu nejmensi akce pro jednorozmérny pohyb ¢astice s "hmotnosti"a(y).
Vsimnéte si, Ze integrand F' nezavisi na nezévisle proménné x (v mechanice ¢a-
sova proménnd), pievedte jej na funkciondl s integrandem G(y,z’) a najdéte
integral pohybu E. Dokazte, ze

— [E-U@y)].

Z predchoziho plyne, 7ze p¥ipustné hodnoty funkce y(x) musi za piedpokladu,
ze a(y) je kladna funkce, vyhovovat pozadavku E > U(y). Predpokladejte, ze
rovnost je splnéna pro dvé mezni hodnoty vy, a yas. Dokazte, Ze pohyb popsany
funkci y(x) je periodicky a vyjadiete jeho periodu. Aplikujte vysledek na ma-
tematické kyvadlo o hmotnosti m a délce zavésu ¢, pii oznadeni © = ¢ (Cas),
y = ¢ (thlova vychylka), U(yp) = —mglcosp, E = —mgl co8 max. Vyraz pro
periodu vede na elipticky integral. Dopoctéte jej pro malé thlové vychylky v
prvni aproximaci rozvoje podle tthlové vychylky.
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