Zakladni matematické metody ve fyzice

Téma 1: Plosny integral prvniho druhu
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Stru¢né opakovani — dvojny integral

Dvojny a trojny integral jsme diikladné probrali jesté na
prednaskach. Abyste se po jisté prestavce snadnéji vpravili do
problematiky, zopakujeme dvé hlavni véty, které budeme déle
potfebovat. Z praktickych dlvodu je uvedeme se siln&jSimi
pfedpoklady, neZ které figuruji v obecnych verzich.

Jesté pred tim si v8ak zkuste vybavit zdkladni pojmy, které jsme si
v pfednasce podrobné vyloZili:
» déleni D obdélnika K = [a, b] X [c, d] a jeho zjemn&ni,
» Darbouxovy soutty L(f, D), U(f, D) pro funkci f(x, y)
(definovanou a ohranitenou na K) a déleni D,

v

integrabilita a Riemanniv integral z funkce f na K,

v

prvni a druhé kritérium integrability.
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Nékteré z dalSich potfebnych pojmi
> vnitfek, vnéjSek, hranice mnoziny, zanedbatelnd mnoZina,
» charakteristickd funkce mnoZiny,

> jordanovsky méfitelnd mnozZina.

VETA: Fubiniova v&ta pro obdélnik

Pfedpokladejme, Ze funkce
f: K=]a, b] x[c, d] > (x,y) = f(x, y) €R je spojitd. Pak je
integrace schopna a plati

b d d b

/f(x, y)dxdy:/ /f(x, y)dy dx:/ /f(x, y)dx| dy

K a C C a
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Pro formulaci obecnégjsi verze Fubiniovy véty pfipomefime pojem
jordanovsky méfitelné mnoziny. Je to ohrani¢end mnoZzina (vejde se
do obdélniku) se zanedbatelnou hranici, tj. takovou, Ze ji lze
pokryt otevienymi kvadry o celkovém plo3ném obsahu mensim nez
predem libovolné zvolené &islo. Déale pfipomefime, Ze pro mnoZinu
AC K, K =|a, b] x [c, d], jsme definovali jeji charakteristickou
funkci xa, pro niz je xa(x, y) =1, je-li (x, y) € A, resp.

xa(x, y) =0, je-li (x, y) € R2\ A.

Zobecnénim integralu pak rozumime integral

/f(x, y)dxdy :/f(x, y) xa(x, y)dxdy,
A K

pFi jehoZ vypoltu Ize uplatnit Fubiniovu vétu.
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PRIKLAD: Aplikace Fubiniovy véty na obecnégjsi jordanovsky
méFitelnou mnoZinu

Typicka situace je na obrdazku. Vzhledem k definici charakteristické
funkce mnoZiny A vede Fubiniova véta k ndsedujicimu vypoctu:

y“ cel s
v O (x), y(x) spojite, p(x) <y (X)
A [ f(x,y)dxdy =
A
P(X) \‘\fp(x)r - ;{ f(X,y) za(x, y)dxdy =
a X b =: b|:v/j_x) f(x.y) dy} "
al o(x)
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VETA: V&ta o transformaci integralu

Ptedpoklddejme, 2e A C K C R? je jordanovsky méFitelnd mnoZina
a zobrazeni

a: K3 (u,v) — au, v) = (x(u, v), y(u, v)) eR

je na A vzajemné& jednozna¥né a spojité diferencovatelné (parcidlni
derivace prvniho ¥adu jsou spojité). Dale necht funkce

f: K> (x,y)— f(x,y) €R je spojitd na mnozin& «(A). Pak
plati

/ f(x, y)dxdy = /(foa)(u, v)det Da(u, v)dudv.
a(A) A

Zakladni matematické metody ve fyzice 2 Téma 1: Plosny



PRIKLAD: Aplikace Fubiniovy v&ty a v&ty o transformaci

Y. =2X/ _
\ ’ /X/ |
7 C |:

o/

N[

/ 43 y:1—12x y=UX, y—VX

Urcime obsah &tyFihelnika na obrazku pomoci Fubiniovy véty i
véty o transformaci — potitejte spoleZn& na papir (integrovand
funkce je f(x, y) = 1):
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Pomoci Fubiniovy véty: Nejprve je tfeba vypoditat soufadnice
prisetiki k¥ivek, které ohrani€uji mnoZinu A (jejich rovnice jsou v
obrizku zapsany). Soutasti obrizku je také zalatek vypottu
Fubiniovou vétou pfi vnitfni integraci podle y a vn&jsi podle x.
Dopoctéte. Provedeme integraci v opa¢ném poradi:

1/2 y l1-y [ 1-y
/ / dx | dy + / / dx | dy =
1/3 \(1-y)/2 /2 \y/2
1y y|2/3 1
=y - — l1—-y—= =..d Ctéte ... = —
YT T2, Y=gl Opottete = o
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Pomoci véty o transformaci: Obecny bod mnoZiny A lIze popsat
jako prisetik pfimek o rovnicich y = ux, u€[1, 2], a y =1 — vx,
v € [1, 2] (v obrazku jsou vyznaleny zelen&). VyFeSenim téchto
rovnic dostaneme rovnice zobrazeni « a uréime jeho Jacobiho
matici Da(u, v) a jakobian J(u, v) = det Da(u, v):

u
X(U7V)_U—|-V, y(uvv)_u+va
1 Vv
v rp 1
DO[(U7 V) = . 5 J(U, V) = m
C(wrv)? o (utv)?

Vypocet jiZz dokonlete sami a porovnejte s vysledkem ziskanym
pomoci Fubiniovy véty.
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Plochy v R3? a jejich parametrizace

Pod pojmem ,,plocha® ma jisté kaZzdy uloZenou uréitou
geometrickou predstavu (rovina, kulovd plocha, sedlové plocha,
...). Jednoduge ¥eteno, jsou to dvojrozmé&rné Utvary v
trojrozmérném euklidovském prostoru, vyznadujici se pfedepsanymi
vlastnostmi. Abychom tuto p¥edstavu trochu formalizovali,
pouZijeme pojmu zobrazeni.
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DEFINICE: Parametrizovand plocha
Predpokladejme, Ze A C R? je jordanovsky mé&Fitelnd mnoZina (v
nejjednodussim pfipad& to bude obdélnik A = [a, b] X [c, d]) a
zobrazeni

S: A3 (u,v) — S(u,v) €eR?

je vzajemné jednoznalné a vzajemné diferencovatelné. Toto
zobrazeni se nazyva parametrizovany kousek plochy v R3. Je-li
zobrazeni S diferencovatelné a hodnost jeho Jacobiho matice je v
kazdém bodé& defini¢niho oboru rovna 2, nazyvame je
parametrizovand plocha v R3.

P¥edpoklady miZeme jesté posilit tak, Ze budeme pozadovat, aby
zobrazeni S bylo hladké, tj. tolikrat diferecovatelné, kolikrat
potfebujeme.
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PRIPOMINKA: Vzpomenete si, co je to Jacobiho matice
n&jakého zobrazeni? P¥ipomefime si to pro na%e zobrazeni S.
Rovnice zobrazeni S jsou

X = X(“) V)a y :y(uv V)7 Z = Z(U, V)7

nebo punti¢katsky presné, aby bylo vidét, o které zobrazeni se
jedna, pokud pracujeme i s jinymi,

x=xS(u,v), y=yS(,v), z=2z5u,v).

Jacobiho matice zobrazeni S je matice tvorena parcialnimi
derivacemi sloZzek zobrazeni S,

Ox Oy 0oz

Ou Ou Ou
DS(u, v) =

Ox Oy Oz

Ov  9dv  Ov

Zakladni matematické metody ve fyzice 2

Téma 1: Plosnj



TERMINOLOGIE: P¥ijdete na to, jaky je rozdil mezi
parametrizovanym kouskem plochy a parametrizovanou plochou?
Tak tfeba parametrizovana plocha mize sama sebe protnout, nebo
typicky - mize byt uzavfend, parametrizovany kousek plochy nikoli.

PRIKLAD: UvaZujme o zobrazeni o rovnicich
x = Rsindcosp, y = Rsindsingp, z= Rcosv.
ale o dvou jeho riznych defini¢nich oborech: a)
A =10, 7] x [0, 27], b) A= [0, 7] x [0, 2x]. MnoZinou S(A) je v

prvnim p¥ipad& polovina kulové plochy, v druhém pt¥ipadé celd
kulova plocha o poloméru R — viz obrazek na dal$im snimku.
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\ /

Vlevo obraz parametrizovaného kousku kulové plochy, vpravo obraz
celé kulové plochy
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PRIKLAD: Zamysleme se, jak bychom mohli parametrizovat
rota&ni kuZelovou plochu, jejiz podstava (polomé&r R) lezi v
soufadicové roviné xy, jeji osou je soufadnicova osa z a vyska je h.

z h2
h (z—h)Z:?(x2+y2), 0<z<h

A=[0, R]x[0, 27]
S:A>(r,p)—>(x,y)eR?

Y X=rcosep, y=rsing, z:h(l—%j
R

Pro kuZelovou plochu s eliptickou podstavou o poloosach a, b
pouZijeme zobecn&né poldrni soufadnice r a o x = ar cos ¢,
y = brsinp, r € [0, 1].
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PRIKLAD: Pongkud méné tradieni ptiklad plochy vidime na
obrazku. Je to povrch anuloidu. Vznika rotaci svisle poloZené

kruznice kolem osy z.

A=[0, 2x]x[0, 27]
X=(R+rcosa)cos
y=(R+rcosa)sing
z=rsina

Poloha stfedu kruZnice a jeji polomé&r jsou zfejmé z obrazku.
Plochu parametrizujeme dvéma thly, azimutadlnim dhlem ¢ a
thlem « uréujicim polohu bodu na rotujici kruZnici.
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CVICENI: Pro parametrizované plochy z pfedchozich pfikladi
(kulova, kuzelovd, elipticka kuZzelovd, anuloid) vypottéte Jacobiho
matice.

Vysledek pro anuloid a eliptickou kuZelovou plochu (pro ni je tfeba
dopotitat z = z(r, ¢):)

—(R+rcosa)sing (R + rcosa)cosp 0
DS(p, a) =
—rsin a.cos ¢ —rsinasing  rcosa

acosy  bsinp —1
DS (¢, o) =
—arsiny  brcosp 0
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Soutadnicové kfivky na plose

UvaZujme o parametrizovaném kousku plochy, resp.
parametrizované plose, jak jsme je zavedli v pfedchozim odstavci a
sledujme obrazek.

S:(u,v)>(x,y,z)

dS = f, x f, |dudv
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Obecny bod defini¢niho oboru parametrizace, (u, v) je prisetikem
soufadnicovych pfimek p, : v = konst a p, : u = konst. Jejich
obrazy zobrazenim S jsou soutadnicové kfivky C, a C,. Podél
kfivky C, se méni parametr u a v zlistava konstantni, podél k¥ivky
C, je tomu naopak.

PRIKLAD: Soufadnicové k¥ivky na kulové ploge

Standardni parametrizace kulové plochy o polomé&ru R vyuZiva
sférickych sou¥adnic:

S [0, w]x[0, 27] 3 (9, ©) — (x(¥, ©), y(U, ¥), z(¥, ¥)) € R?,

x = Rsindcosp, y=Rsindsingp, z= Rcosd.
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Soutadnicové k¥ivky prochazejici bodem (xo, yo, 20), kde
(x0, Y0, 20) = S(Yo, ¥o), maji parametrické rovnice

Cy : [0, 1] — (Rsin¥ cos g, Rsinvsin g, Rcosd),
C, 1 [0, 1] — (Rsinvg cos p, Rsindgsinp, Rcosvy).
Kazdou z nich Ize také zapsat pomoci dvojice kartézskych rovnic:
Cy : x2—i—y2—i—z2 = R?, y = xtan g,

C,: x> +y?+22=R?, z= Rcosdy.

Ob& sou¥adnicové k¥ivky jsou kruZnice. K¥ivka Cy je geograficky
polednik, je priise¢nici kulové plochy a roviny prochdzejici osou z,
ktera svird s rovinou xz thel ¢g. Kfivka C,, je geograficka
rovnobézka, je prisecnici kulové plochy a roviny z = zp.
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POZNAMKA: Zamysleme se nad geometrickym vyznamem
Jacobiho matice zobrazeni S, o niZ jsme se jiZ zminili. Jeji fadky
reprezentuji vyjad¥eni te¢nych vektori k soufadnicovym k¥ivkam,

konkrétné
o (0x oy 02\ o (0% oy oz
Y \ou ou ou) Y \av v v )’

kde f[, resp. fT, je te€ny vektor ke k¥ivce C,, resp. C, (viz
predchozi obrdzek.) Pfedstavé moZna napomiiZe analogie s
mechanikou: kdyby tfeba u byl &as, pfedstavovala by k¥fivka C,
trajektorii hmotného bodu a vektor E, jeho rychlost.

Nezapomefite si vdimnout, Ze trojice slozek te¢nych vektori f, a f,
tvoti ¥adky Jacobiho matice zobrazeni S.
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Plosny element

Z vektorové algebry zndme geometrickou interpretaci vektorového
sou&inu vektoril v trojrozm&rném prostoru. Velikost vektoru 3 x b
je totiz ¢iseln& rovna plosnému obsahu rovnobéznika, jehoz
orientovanymi stranami jsou pravé vektory 3 a b. V souladu s touto
pfedstavou vytvo¥ime plosny element na plose S.

Plosny element v soufadnicich u a v je tvofen ortonormalnimi
vektory €, a €, (viz obrazek vyZe), tj.

dK =dudv = |g, x &,|dudv,
nebot |, X &,| = 1. Plo¥ny element na plode S pak je

ds = |f, x f,|dudv.
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Pomicka: Jiné vyjadreni plosného elementu

Pocitani slozek vektorového souinu miiZe byt docela nepohodIné.
Casto je jednodudi vyuZit soutinu skaldrniho, zvldst kdy? jsou
soufadnicové k¥ivky kolmé. Ale jak? Potitejte (na papir):

fo % £, =[R2 R |2 sin® o = |F)2|F 1P — |Fl?|f]? cos® o =

fufu fufy
det G = det — dS = Vdet Gdudy,
fuf, ff

kde symetrickd a pozitivn& definitni) matice G je tvorena
skaldrnimi soutiny vektort f, a f,. Plati také G = DS - DST.
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Plosny integral prvniho druhu

DEFINICE: Plosny integral prvniho druhu

P¥edpokladejme, Ze
S: K> (u,v) — S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
je (hladky) parametrizovany kousek plochy, resp. plocha, a
f:As(x,y,z) — f(x,y,z) €R

funkce spojitd na otevfené mnoZzing A, kde S(K) C A. Integrdl

/f(x7 v, z)dS/(foS)|ﬁ,><fT,]dudv/(foS)\/det Gdudv.
K

S K

nazyvame plo3ny integral prvniho druhu z funkce f na plose S.
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TRI POZNAMKY: Vysvétleme si, jak je tfeba takovou definici
spravné ,Cist."”

» Je tfeba si uvédomit, Ze jsme plo3ny element dS , definovali”
pouze na zdkladé geometrické p¥edstavy. Jistotu, Ze je to tak
v pofadku, budeme mit poté, co zjistime, Ze definice intgralu,
kterou jsme na zakladé toho vyslovili, je rozumna a funguje.

» Vyraz na levé strané definice pokladejme zatim za oznadeni
(pro¢ zrovna takové, pochopite v pokrotilejsich predmé&tech).
Prava strana predstavuje samotnou definici. Integrand je
funkci promé&nnych u a v a integraénim oborem je mnoZina K.

> Integraénim oborem v roviné proménnych u a v nemusi byt
jen obdélnik, ktery jsme pouZili v obrazku. MiZe to byt
obecné né&jaka jordanovsky méfFitelnd mnozina.
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PRIKLAD: Jak funguje definice miizeme snadno zjistit op&ét na
zdklad& geometrické predstavy. Kdyz totiz ,zintegrujeme plosny
element" (pFesn&ji feceno, dle definice, identicky jednotkovou
funkci), mé&li bychom dosta plo¥ny obsah plochy S. zkusme to pro
kulovou ploch o poloméru R, o niZ vime, Ze ma plosny obsah

47 R?. Parametrizaci kulové plochy u mame, pro

(9, ) € K =0, 7] x [0, 27] je

x = Rsindcosy, y = Rsindsinp, z= Rcosv.

fy = (R cos ¥ cos p, R cos¥'sin g, —Rsind),
E; = (—Rsindsinp, Rsindcos ¢, 0),

R? 0
G = , P(S)= / R?sin® dv dp = 47R.
0 RZsin?¢ K
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Geometrické a fyzikaIni charakteristiky plosnych dGtvar(

Plognym dtvarem rozumime parametrizovanou plochu (resp.
kousek plochy), pfesnégji ¥fe¢eno obraz S(K) defini¢niho oboru
parametrizace K.
Geometrické, resp. fyzikalni charakteristiky plosnych tvari se
spojité rozloZenou hmotnosti ziskdme jako integrdly prvniho druhu
vzdy z odpovidajici funkce f(x, y, z) spojité na oteviené mnoZzin&
A C R3 obsahujici S(K). Oznatme o = o(x, y, z) plognou hustotu
utvaru. Zakladni charakteristtiky:

» f=1 plodny obsah P(S), f =0 hmotnost m= m(S),

» =22 Hh="7 f =22 poloha stfedu hmotnosti

» o-d, kde d je vzdalenost bodu (x, y, z) od osy rotace o

moment setrvacnosti vzhledem k ose o

Zakladni matematické metody ve fyzice 2 Téma 1: Plosny




K fyzikdlnim charakteristikdm (tvaru pat¥i také tenzor momentu
setrvacnosti J. Pomoci jeho sloZek |ze vyjad¥it moment setrvanosti
utvaru vzhledem k libovolné rotalni ose. Tenzor J je symetricky,

Jx ny Jxz
J= Jy Jy A |, o=0(x,y, 2)
Jxz Jyz Jzz

JXX:/U(y2—|—22)dS, JXy:—/nydS I :—/szdS
S S S

Jyy:/U(X2+Z2)d5, JyZ:_/UyZdS Jzz:/U(X2+y2)d5
S S S
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PRIKLAD: Vypotteme na ukdzku nékteré fyzikalni charakteristiky
¢asti homogenni kuZelové plochy (o = konst.) na obrdzku vlevo a
homogenniho povrchu horni poloviny anuloidu (vpravo).

e = - >

z=—x*+y? K=[0,R]x[0,27]  x=(R+rcosa)cosgp
R hr y=(R+rcosa)sing
X:r003</’,y:r3int/7,Z:E z=rsina, K =[0, z]x[0, 27]

Parametrizace obou (jiZ zndmych) ploch jsou uvedeny u obrazk.
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Plodné elementy:
Pro kuZelovou plochu plati

cos ¢ sinp & 1+%22 0
DS = , G=
—rsing rcosp 0 0 r?
h2
dS=r 1—|—ﬁdrdgp

Pro anuloid jsme Jacobiho matici sestavili v pfedchozich p¥ikladech. Pro
matici G a plogny element dostaneme

(R+rcosa)®> 0
G = , dS=r(R+ rcosa)dady
0 r?
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Vypocéteme hmotnost kuzelové plochy a z-ovou soufadnici jejiho
stfedu hmotnosti:

R 27

m—/adS //or\/Edrdgo—waRﬂllJrRz
R 27
ZSH—f/ZO'dS— // \/1—&— drd<p—
20y 1 2,
3m R 3
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Nyni uréime moment setrvaénosti hormi poloviny povrchu anuloidu
vzhledem k ose z.

2r T

_/ZZ:/g(x2+y2)dS://or(R+rcosa)3dad<p:
s 00

s

=2mor /(R3 +3R?rcosa + 3Rr? cos® a + r® cos® a) da =
0

= 27%0rR <R2 + 2r2)
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Ulohy k procviceni

> Vypoltéte ostatni fyzikalni charakteristiky kuZelové plochy z
predchoziho p¥ikladu. Vysledky: xsy = 0, ysy = 0,

2
JXX = Jyy = %mR2 (1 + 2RL2>1 ny - sz - Jyz = 0, Jzz = %mR2
> Vypoctéte polohu stfedu hmotnosti horni poloviny homogenni

kulové plochy o poloméru R a plosné hustoté o. Vysledek:
xsH = ysH =0, zsy = R/2

» Vypottéte plogny obsah pla&t& &asti paraboloidu x? + y? — 2z = 0,
0 <z < z. Vysledek: P(S) = 2?” [(1 + 220)3/2 _ 1]

» Obsah &asti plochy x2 + y? — 2z = 0 leZici uvnit¥ vélce x> + y? = 3.
Vysledek: 147

Dal3i vhodné tlohy najdete v u¢ebnici MIII/1, str. 362, 363, dlohy
19a)-g), 20a)-1), 21.
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