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Stručné opakováńı – dvojný integrál

Dvojný a trojný integrál jsme důkladně probrali ještě na
p̌rednáškách. Abyste se po jisté p̌restávce snadněji vpravili do
problematiky, zopakujeme dvě hlavńı věty, které budeme dále
poťrebovat. Z praktických důvodu je uvedeme se silněǰśımi
p̌redpoklady, než které figuruj́ı v obecných verźıch.

Ještě p̌red t́ım si však zkuste vybavit základńı pojmy, které jsme si
v p̌rednášce podrobně vyložili:

I děleńı D obdélńıka K = [a, b]× [c, d ] a jeho zjemněńı,

I Darbouxovy součty L(f , D), U(f , D) pro funkci f (x , y)
(definovanou a ohraničenou na K ) a děleńı D,

I integrabilita a Riemannův integrál z funkce f na K ,

I prvńı a druhé kritérium integrability.
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Některé z daľśıch poťrebných pojmů

I vniťrek, vněǰsek, hranice množiny, zanedbatelná množina,

I charakteristická funkce množiny,

I jordanovsky mě̌ritelná množina.

VĚTA: Fubiniova věta pro obdélńık

Předpokládejme, že funkce
f : K = [a, b]× [c, d ] 3 (x , y)→ f (x , y) ∈ R je spojitá. Pak je
integrace schopna a plat́ı

∫
K

f (x , y)dx dy =

b∫
a

 d∫
c

f (x , y)dy

 dx =

d∫
c

 b∫
a

f (x , y) dx

 dy
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Pro formulaci obecněǰśı verze Fubiniovy věty p̌ripomeňme pojem
jordanovsky mě̌ritelné množiny. Je to ohraničená množina (vejde se
do obdélńıku) se zanedbatelnou hranićı, tj. takovou, že ji lze
pokrýt otev̌renými kvádry o celkovém plošném obsahu menš́ım než
p̌redem libovolně zvolené č́ıslo. Dále p̌ripomeňme, že pro množinu
A ⊂ K , K = [a, b]× [c , d ], jsme definovali jej́ı charakteristickou
funkci χA, pro niž je χA(x , y) = 1, je-li (x , y) ∈ A, resp.
χA(x , y) = 0, je-li (x , y) ∈ R2 \ A.

Zobecněńım integrálu pak rozuḿıme integrál∫
A

f (x , y)dx dy =

∫
K

f (x , y)χA(x , y)dx dy ,

p̌ri jehož výpočtu lze uplatnit Fubiniovu větu.
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PŘ́IKLAD: Aplikace Fubiniovy věty na obecněǰśı jordanovsky
mě̌ritelnou množinu

Typická situace je na obrázku. Vzhledem k definici charakteristické
funkce množiny A vede Fubiniova věta k náseduj́ıćımu výpočtu:
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VĚTA: Věta o transformaci integrálu

Předpokládejme, že A ⊂ K ⊂ R2 je jordanovsky mě̌ritelná množina
a zobrazeńı

α : K 3 (u, v) −→ α(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) ∈ R

je na A vzájemně jednoznačné a spojitě diferencovatelné (parciálńı
derivace prvńıho řádu jsou spojité). Dále necht’ funkce
f : K 3 (x , y)→ f (x , y) ∈ R je spojitá na množině α(A). Pak
plat́ı ∫

α(A)

f (x , y) dx dy =

∫
A

(f ◦ α)(u, v) detDα(u, v) du dv .
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PŘ́IKLAD: Aplikace Fubiniovy věty a věty o transformaci
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Urč́ıme obsah čty̌rúhelńıka na obrázku pomoćı Fubiniovy věty i
věty o transformaci – poč́ıtejte společně na paṕır (integrovaná
funkce je f (x , y) = 1):
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Pomoćı Fubiniovy věty: Nejprve je ťreba vypoč́ıtat soǔradnice
pr̊useč́ık̊u ǩrivek, které ohraničuj́ı množinu A (jejich rovnice jsou v
obrázku zapsány). Součást́ı obrázku je také začátek výpočtu
Fubiniovou větou p̌ri vniťrńı integraci podle y a vněǰśı podle x .
Dopočtěte. Provedeme integraci v opačném pǒrad́ı:

1/2∫
1/3

 y∫
(1−y)/2

dx

 dy +

1−y∫
y/2

 1−y∫
y/2

dx

 dy =

= y − 1− y

2

∣∣∣∣1/2
1/3

+ 1− y − y

2

∣∣∣2/3
1/2

= ... dopočtěte ... =
1

24
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Pomoćı věty o transformaci: Obecný bod množiny A lze popsat
jako pr̊useč́ık p̌ŕımek o rovnićıch y = ux , u ∈ [1, 2], a y = 1− vx ,
v ∈ [1, 2] (v obrázku jsou vyznačeny zeleně). Vy̌rešeńım těchto
rovnic dostaneme rovnice zobrazeńı α a urč́ıme jeho Jacobiho
matici Dα(u, v) a jakobián J(u, v) = detDα(u, v):

x(u, v) =
1

u + v
, y(u, v) =

u

u + v
,

Dα(u, v) =

 −
1

(u+v)2
− v

(u+v)2

− 1
(u+v)2

− u
(u+v)2

 , J(u, v) =
1

(u + v)3

Výpočet již dokončete sami a porovnejte s výsledkem źıskaným
pomoćı Fubiniovy věty.
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Plochy v R3 a jejich parametrizace

Pod pojmem
”
plocha“ má jistě každý uloženou určitou

geometrickou p̌redstavu (rovina, kulová plocha, sedlová plocha,
...). Jednoduše řečeno, jsou to dvojrozměrné útvary v
trojrozměrném euklidovském prostoru, vyznačuj́ıćı se p̌redepsanými
vlastnostmi. Abychom tuto p̌redstavu trochu formalizovali,
použijeme pojmu zobrazeńı.
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DEFINICE: Parametrizovaná plocha

Předpokládejme, že A ⊂ R2 je jordanovsky mě̌ritelná množina (v
nejjednoduš̌śım p̌ŕıpadě to bude obdélńık A = [a, b]× [c , d ]) a
zobrazeńı

S : A 3 (u, v) −→ S(u, v) ∈ R3

je vzájemně jednoznačné a vzájemně diferencovatelné. Toto
zobrazeńı se nazývá parametrizovaný kousek plochy v R3. Je-li
zobrazeńı S diferencovatelné a hodnost jeho Jacobiho matice je v
každém bodě definičńıho oboru rovna 2, nazýváme je
parametrizovaná plocha v R3.

Předpoklady můžeme ještě pośılit tak, že budeme požadovat, aby
zobrazeńı S bylo hladké, tj. tolikrát diferecovatelné, kolikrát
poťrebujeme.
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PŘIPOMÍNKA: Vzpomenete si, co je to Jacobiho matice
nějakého zobrazeńı? Připomeňme si to pro naše zobrazeńı S .
Rovnice zobrazeńı S jsou

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v),

nebo puntičká̌rsky p̌resně, aby bylo vidět, o které zobrazeńı se
jedná, pokud pracujeme i s jinými,

x = xS(u, v), y = yS(u, v), z = zS(u, v).

Jacobiho matice zobrazeńı S je matice tvǒrená parciálńımi
derivacemi složek zobrazeńı S ,

DS(u, v) =

 ∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v
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TERMINOLOGIE: Přijdete na to, jaký je rozd́ıl mezi
parametrizovaným kouskem plochy a parametrizovanou plochou?
Tak ťreba parametrizovaná plocha může sama sebe protnout, nebo
typicky - může být uzav̌rená, parametrizovaný kousek plochy nikoli.

PŘ́IKLAD: Uvažujme o zobrazeńı o rovnićıch

x = R sinϑ cosϕ, y = R sinϑ sinϕ, z = R cosϑ.

ale o dvou jeho r̊uzných definičńıch oborech: a)
A = [0, π2 ]× [0, 2π], b) A = [0, π]× [0, 2π]. Množinou S(A) je v
prvńım p̌ŕıpadě polovina kulové plochy, v druhém p̌ŕıpadě celá
kulová plocha o poloměru R – viz obrázek na daľśım sńımku.
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Vlevo obraz parametrizovaného kousku kulové plochy, vpravo obraz
celé kulové plochy
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PŘ́IKLAD: Zamysleme se, jak bychom mohli parametrizovat
rotačńı kuželovou plochu, jej́ıž podstava (poloměr R) lež́ı v
soǔradicové rovině xy , jej́ı osou je soǔradnicová osa z a výška je h.
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Pro kuželovou plochu s eliptickou podstavou o poloosách a, b
použijeme zobecněné polárńı soǔradnice r a ϕ x = ar cosϕ,
y = br sinϕ, r ∈ [0, 1].
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PŘ́IKLAD: Poněkud méně tradičńı p̌ŕıklad plochy vid́ıme na
obrázku. Je to povrch anuloidu. Vzniká rotaćı svisle položené
kružnice kolem osy z .
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Poloha sťredu kružnice a jej́ı poloměr jsou žrejmé z obrázku.
Plochu parametrizujeme dvěma úhly, azimutálńım úhlem ϕ a
úhlem α určuj́ıćım polohu bodu na rotuj́ıćı kružnici.
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CVIČENÍ: Pro parametrizované plochy z p̌redchoźıch p̌ŕıkladů
(kulová, kuželová, eliptická kuželová, anuloid) vypočtěte Jacobiho
matice.

Výsledek pro anuloid a eliptickou kuželovou plochu (pro ni je ťreba
dopoč́ıtat z = z(r , ϕ):)

DS(ϕ, α) =

 −(R + r cosα) sinϕ (R + r cosα) cosϕ 0

−r sinα cosϕ −r sinα sinϕ r cosα



DS(ϕ, α) =

 a cosϕ b sinϕ −1

−ar sinϕ br cosϕ 0
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Soǔradnicové ǩrivky na ploše

Uvažujme o parametrizovaném kousku plochy, resp.
parametrizované ploše, jak jsme je zavedli v p̌redchoźım odstavci a
sledujme obrázek.

 

u  

z  

y  

v  

x  
d d | |d du vu v e e u v   

: ( , ) ( , , )S u v x y z  
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Obecný bod definičńıho oboru parametrizace, (u, v) je pr̊useč́ıkem
soǔradnicových p̌ŕımek pu : v = konst a pv : u = konst. Jejich
obrazy zobrazeńım S jsou soǔradnicové ǩrivky Cu a Cv . Podél
ǩrivky Cu se měńı parametr u a v z̊ustává konstantńı, podél ǩrivky
Cv je tomu naopak.

PŘ́IKLAD: Soǔradnicové ǩrivky na kulové ploše

Standardńı parametrizace kulové plochy o poloměru R využ́ıvá
sférických soǔradnic:

S : [0, π]×[0, 2π] 3 (ϑ, ϕ) −→ (x(ϑ, ϕ), y(ϑ, ϕ), z(ϑ, ϕ)) ∈ R3,

x = R sinϑ cosϕ, y = R sinϑ sinϕ, z = R cosϑ.
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Soǔradnicové ǩrivky procházej́ıćı bodem (x0, y0, z0), kde
(x0, y0, z0) = S(ϑ0, ϕ0), maj́ı parametrické rovnice

Cϑ : [0, π] −→ (R sinϑ cosϕ0, R sinϑ sinϕ0, R cosϑ),

Cϕ : [0, π] −→ (R sinϑ0 cosϕ, R sinϑ0 sinϕ, R cosϑ0).

Každou z nich lze také zapsat pomoćı dvojice kartézských rovnic:

Cϑ : x2 + y2 + z2 = R2, y = x tanϕ0,

Cϕ : x2 + y2 + z2 = R2, , z = R cosϑ0.

Obě soǔradnicové ǩrivky jsou kružnice. Křivka Cϑ je geografický
poledńık, je pr̊usečnićı kulové plochy a roviny procházej́ıćı osou z ,
která sv́ırá s rovinou xz úhel ϕ0. Křivka Cϕ je geografická
rovnoběžka, je pr̊usečnićı kulové plochy a roviny z = z0.
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POZNÁMKA: Zamysleme se nad geometrickým významem
Jacobiho matice zobrazeńı S , o ńıž jsme se již zḿınili. Jej́ı řádky
reprezentuj́ı vyjáďreńı tečných vektor̊u k soǔradnicovým ǩrivkám,
konkrétně

~fu =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
, ~fv =

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
,

kde ~fu, resp. ~fv je tečný vektor ke ǩrivce Cu, resp. Cv (viz
p̌redchoźı obrázek.) Představě možná napomůže analogie s
mechanikou: kdyby ťreba u byl čas, p̌redstavovala by ǩrivka Cu

trajektorii hmotného bodu a vektor ~fu jeho rychlost.

Nezapomeňte si všimnout, že trojice složek tečných vektor̊u ~fu a ~fv
tvǒŕı řádky Jacobiho matice zobrazeńı S .
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Plošný element

Z vektorové algebry známe geometrickou interpretaci vektorového
součinu vektor̊u v trojrozměrném prostoru. Velikost vektoru ~a× b
je totiž č́ıselně rovna plošnému obsahu rovnoběžńıka, jehož
orientovanými stranami jsou právě vektory ~a a ~b. V souladu s touto
p̌redstavou vytvǒŕıme plošný element na ploše S .

Plošný element v soǔradnićıch u a v je tvǒren ortonormálńımi
vektory ~eu a ~ev (viz obrázek výše), tj.

dK = du dv = |~eu × ~ev | du dv ,

nebot’ |~eu × ~ev | = 1. Plošný element na ploše S pak je

dS = |~fu × ~fv |du dv .
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Pomůcka: Jiné vyjáďreńı plošného elementu

Poč́ıtáńı složek vektorového součinu může být docela nepohodlné.
Často je jednoduš̌śı využ́ıt součinu skalárńıho, zvlášt’ když jsou
soǔradnicové ǩrivky kolmé. Ale jak? Poč́ıtejte (na paṕır):

|~fu × ~fv |2 = |~fu|2|~fv |2 sin2 α = |~fu|2|~fv |2 − |~fu|2|~fv |2 cos2 α =

detG = det

 ~fu ~fu ~fu ~fv

~fu ~fv ~fv ~fv

 =⇒ dS =
√
detG du dv ,

kde symetrická a pozitivně definitńı) matice G je tvǒrena
skalárńımi součiny vektor̊u ~fu a ~fv . Plat́ı také G = DS · DST .
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Plošný integrál prvńıho druhu

DEFINICE: Plošný integrál prvńıho druhu

Předpokládejme, že

S : K 3 (u, v) −→ S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

je (hladký) parametrizovaný kousek plochy, resp. plocha, a

f : A 3 (x , y , z) −→ f (x , y , z) ∈ R

funkce spojitá na otev̌rené množině A, kde S(K ) ⊂ A. Integrál∫
S

f (x , y , z)dS =

∫
K

(f ◦S)|~fu×~fv | du dv =

∫
K

(f ◦S)
√
detG du dv .

nazýváme plošný integrál prvńıho druhu z funkce f na ploše S .
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TŘI POZNÁMKY: Vysvětleme si, jak je ťreba takovou definici
správně

”
č́ıst.“

I Je ťreba si uvědomit, že jsme plošný element dS
”
definovali“

pouze na základě geometrické p̌redstavy. Jistotu, že je to tak
v pǒrádku, budeme ḿıt poté, co zjist́ıme, že definice intgrálu,
kterou jsme na základě toho vyslovili, je rozumná a funguje.

I Výraz na levé straně definice pokládejme zat́ım za označeńı
(proč zrovna takové, pochoṕıte v pokročileǰśıch p̌redmětech).
Pravá strana p̌redstavuje samotnou definici. Integrand je
funkćı proměnných u a v a integračńım oborem je množina K .

I Integračńım oborem v rovině proměnných u a v nemuśı být
jen obdélńık, který jsme použili v obrázku. Může to být
obecně nějaká jordanovsky mě̌ritelná množina.
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PŘ́IKLAD: Jak funguje definice můžeme snadno zjistit opět na
základě geometrické p̌redstavy. Když totiž

”
zintegrujeme plošný

element“ (p̌resněji řečeno, dle definice, identicky jednotkovou
funkci), měli bychom dosta plošný obsah plochy S . zkusme to pro
kulovou ploch o poloměru R, o ńıž v́ıme, že má plošný obsah
4πR2. Parametrizaci kulové plochy už máme, pro
(ϑ, ϕ) ∈ K = [0, π]× [0, 2π] je

x = R sinϑ cosϕ, y = R sinϑ sinϕ, z = R cosϑ.

~fϑ = (R cosϑ cosϕ, R cosϑ sinϕ, −R sinϑ),

~fϕ = (−R sinϑ sinϕ, R sinϑ cosϕ, 0),

G =

 R2 0

0 R2 sin2 ϑ

 , P(S) =

∫
K

R2 sinϑ dϑ dϕ = 4πR2.
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Geometrické a fyzikálńı charakteristiky plošných útvar̊u

Plošným útvarem rozuḿıme parametrizovanou plochu (resp.
kousek plochy), p̌resněji řečeno obraz S(K ) definičńıho oboru
parametrizace K .

Geometrické, resp. fyzikálńı charakteristiky plošných úvar̊u se
spojitě rozloženou hmotnost́ı źıskáme jako integrály prvńıho druhu
vždy z odpov́ıdaj́ıćı funkce f (x , y , z) spojité na otev̌rené množině
A ⊂ R3 obsahuj́ıćı S(K ). Označme σ = σ(x , y , z) plošnou hustotu
útvaru. Základńı charakteristtiky:

I f ≡ 1 plošný obsah P(S), f = σ hmotnost m = m(S),

I f1 = x ·σ
m , f2 = y ·σ

m , f3 = z·σ
m poloha sťredu hmotnosti

I σ · d , kde d je vzdálenost bodu (x , y , z) od osy rotace o
moment setrvačnosti vzhledem k ose o
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K fyzikálńım charakteristikám útvaru paťŕı také tenzor momentu
setrvačnosti Ĵ. Pomoćı jeho složek lze vyjáďrit moment setrvačnosti
útvaru vzhledem k libovolné rotačńı ose. Tenzor Ĵ je symetrický,

Ĵ =


Jxx Jxy Jxz

Jxy Jyy Jyz

Jxz Jyz Jzz

 , σ = σ(x , y , z)

Jxx =

∫
S

σ(y2 + z2)dS , Jxy = −
∫
S

σxy dS Jxz = −
∫
S

σxz dS

Jyy =

∫
S

σ(x2 + z2)dS , Jyz = −
∫
S

σyz dS Jzz =

∫
S

σ(x2 + y2)dS
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PŘ́IKLAD: Vypočteme na ukázku některé fyzikálńı charakteristiky
části homogenńı kuželové plochy (σ = konst.) na obrázku vlevo a
homogenńıho povrchu horńı poloviny anuloidu (vpravo).
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Parametrizace obou (již známých) ploch jsou uvedeny u obrázk̊u.
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Plošné elementy:

Pro kuželovou plochu plat́ı

DS =

 cosϕ sinϕ h
R

−r sinϕ r cosϕ 0

 , G =

 1 + h2

R2 0

0 r2


dS = r

√
1 +

h2

R2
dr dϕ

Pro anuloid jsme Jacobiho matici sestavili v p̌redchoźıch p̌ŕıkladech. Pro
matici G a plošný element dostaneme

G =

 (R + r cosα)2 0

0 r2

 , dS = r(R + r cosα)dα dϕ
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Vypočteme hmotnost kuželové plochy a z-ovou soǔradnici jej́ıho
sťredu hmotnosti:

m =

∫
S

σ dS =

R∫
0

2π∫
0

σr

√
1 +

h2

R2
dr dϕ = πσR2

√
1 +

h2

R2

zSH =
1

m

∫
zσ dS =

1

m

R∫
0

2π∫
0

σ
hr

R
· r
√

1 +
h2

R2
dr dϕ =

2πσ

3m
hR2

√
1 +

h2

R2
=

2

3
h
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Nyńı urč́ıme moment setrvačnosti horḿı poloviny povrchu anuloidu
vzhledem k ose z .

Jzz =

∫
S

σ(x2 + y2)dS =

2π∫
0

π∫
0

σr(R + r cosα)3 dα dϕ =

= 2πσr

π∫
0

(R3 + 3R2r cosα + 3Rr2 cos2 α + r3 cos3 α)dα =

= 2π2σrR

(
R2 +

3

2
r2
)
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Úlohy k procvičeńı

I Vypočtěte ostatńı fyzikálńı charakteristiky kuželové plochy z
p̌redchoźıho p̌ŕıkladu. Výsledky: xSH = 0, ySH = 0,

Jxx = Jyy = 1
4mR2

(
1 + 2h2

R2

)
, Jxy = Jxz = Jyz = 0, Jzz = 1

2mR2

I Vypočtěte polohu sťredu hmotnosti horńı poloviny homogenńı
kulové plochy o poloměru R a plošné hustotě σ. Výsledek:
xSH = ySH = 0, zSH = R/2

I Vypočtěte plošný obsah pláště části paraboloidu x2 + y2 − 2z = 0,
0 ≤ z ≤ z0. Výsledek: P(S) = 2π

3

[
(1 + 2z0)3/2 − 1

]
I Obsah části plochy x2 + y2 − 2z = 0 lež́ıćı uvniťr válce x2 + y2 = 3.

Výsledek: 14π
3

Daľśı vhodné úlohy najdete v učebnici MIII/1, str. 362, 363, úlohy
19a)-g), 20a)-l), 21.
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