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Né&co z fyziky — tok kapaliny plochou

V mechanice jsme pro proudici kapalinu definovali jeji objemovy tok
@ plochou S. Je to objem kapaliny, ktery protee plochou S za 1s.
Nejjednodussi situace je na obrazku, jak jej znate ze stfedni Skoly.

Kapalina, kterad projde kolmym prifezem S za dobu At, ma objem
vile¢ku o podstavé S a vySce Al = vAt. Za 1s je tedy Q = Sv.
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POZNAMKA: Rovnice kontinuity, Sivi = Syv», ji# ilustruje predchozi
obrazek, pfedstavuje jakysi ,zdkon zachovani" objemového toku (plati
pro p¥ipad nestlacitelné kapaliny).

Jak urtit tok, neni-li plocha kolmd k rychlosti (viz obrdzek)?

Elementdrni tok kapaliny obecnou ploskou AS je zjevn& totéz jako tok
plodkou ASy, kolmou k proudnicim, tj. AQ = v ASy. Potfebujeme v3ak
tok AQ vyjad¥it pomoci plochy AS.
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Vyjddreni elementdrniho a celkového toku plochou
AQ =vASy =vAScosa = v(nn) AS,

jde jsme jako 1, resp. fy oznatili vektor jednotkové normily k plo3e
AS, resp. ASy. ProtoZe je Ay = cos a, dostaneme

AQ = (viig)iAS = (Vi) AS = Q:/(Vﬁ)ds.
S

Dostali jsme znamy integral prvniho druhu z funkce

f(x,y, z) =V(x, y, z)i(x, y, z), ktery uZ umime potitat (viz
téma 1) za predpokladu, Ze ma funkce f(x, y, z) potfebné
vlastnosti (pfinejmensim spojitost na oteviené mnozing A
obsahujici plochu S).
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Orientovana parametrizovana plocha

Pojem parametrizované plochy jsme zavedli jiZz u integralu prvniho
druhu. Tok kapaliny plochou je formalné vyjadfen jako integral
prvniho druhu, kde integrovana funkce zdvisi mj. na vektorovém
poli jednotkové normdly k plo3e, ktera je integraénim oborem. V
kazdém bodé plochy v3ak Ize zvolit dvé mozné orientace normily.
V souvislosti s tim vznikd pojem orientované plochy.

DEFINICE: Orientovana parametrizovana plocha

Parametrizovand plocha S : K > [u, v] — S(u, v) € R3 se nazyva
orientabilni, jestlize na ni Ize zvolit spojité vektorové pole
jednotkové normily

—

a: S(K)> (x,y,z) — Alx,y,z) R |n(x, y, z)| = 1.

Je-li vektorové pole f(x, y, z) zvoleno, je plocha orientovana.
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,PROTIPRIKLAD:“ Tuto plochu nelze orientovat

P¥ikladem plochy, kterou nelze (spojit&) orientovat, je Mobiova paska —
obrdzek. (P¥ijdete na to, pro¥?)

max

min

Jeji parametrizace je, pro u € [0, 27], V € [Vinin, Vimax],

(1+V U) (1+V U) . v . u
X = — COS — ) Cos u = — COS — ) SsInu Z = —SIn —.
25 Y 2% ) 27
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Parametrizovanou orientabilni plochu Ize orientovat dvéma
zplsoby. Jak jdou parametrizace a orientace dohromady? V
odstavci o plosnem intergdlu prvniho druhu jsme pracovali s
vektory f, a f,, te¢nymi v daném bod& (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
plochy k soufadnicovym k¥ivkam C,, resp. C,. Vektor fu x f, je k
plose kolmy a mizeme jej normovat na jednotkovy. Vektorové pole
jednotkové normaly, kterym jsme plochu orientovali, ozname A.
Jsou-li vektory

1

fy < f,
=,
|fy x 1]
v kazdém bodé plochy souhlasné, resp. nesouhlasné rovnobé&zné,
nazyva se orientace plochy kompatibilni, neboli slu¢itelnou &i

souhlasnou, resp. nekompatibilni, (neslucitelnou, nesouhlasnou) se
zvolenou orientaci. (DodrZet po¥adi vektorl dle po¥adi parametri!)

Sy
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PRIKLAD: Jak poznat kompatibilni orientaci

K integraci budeme tak jako tak potfebovat plosny element, ktery
uréujeme pomoci parametrizace plochy, konkrétné pomoci Jacobiho
matice zobrazeni S(u, v). Sta¥i ji doplnit o (t¥eti, nebo prvni) ¥adek
obsahujici slozky normaly i a urcit determinant.

S(4, p) =(Rsin 9cos @, Rsin Isinp, Rcos J)
fi=(n,,n,,n,)=(sindcos gy, sin gsin ¢, cos 9)

Rcosdcosep RcosIsing —Rsing
M =| —Rsin3sing Rsin$cos ¢ 0
sin 9cos ¢ sin gsin cos ¢

detM =R%*sin3>0

Kritériem kompatibilty orientace a parametrizace je znaménko
determinantu matice M. Orientace vektorovym polem normily 7 je
kompatibilni s parametrizaci, orientace polem /' = —n' je nekompatibilni.
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Toky — plo3ny integrdl druhého druhu

Integrand ve vyrazu pro objemovy tok kapaliny plochou
orientovanou vektorovym polem jednotkové normaly a(x, y, z)
zapi¥eme jako (Vn)dS = vds, pfi oznadeni 7dS = ds.

DEFINICE: Plo3ny integral druhého druhu

Necht S: K > (u,v) — S(u,v) = (x(u, v), y(u,v), z(u,v)) € R3
je parametrizovand plocha orientovand (spojitym) vektorovym
polem jednotkové normaly n(x, y, z) a I—:(x, y, z) je spojité
vektorové pole definované na oteviené mno¥ing A C R3, pFitem#
S(K) C A. Integralem druhého druhu z vektorového pole F na
orientované plose S rozumime

/ﬁd§ /(ﬁﬁ)ds.
S S
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Pro vypocet pravé definovaného integrilu pouZivime nejéastéji
postup uvedeny v odstavci o integralu prvniho druhu:

/ﬁd§: /(ﬁﬁ) o $Vdet Gdudv.
S K

POZNAMKA: Integral druhého druhu jesté jinak

P¥edpokladejme, Ze plocha S je orientovand souhlasn& s parametrizaci.
ZapiSeme integral druhého druhu z vektorového pole F jesté jinak, s tim,
ze jednotkovou normdlu i plosny element vyjadfime pomoci vektori f,

af, L
i ixﬁf, =|fy x f|dudv =
|fy x 1,
o e EXE L
— /FdS:/(FoS)rX H‘|f f\dudv_/(Fos)(fuva)dudv.
UX v
S K K
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Na pravé strané vztahu v pfedchozi definici je formalng& integral
prvniho druhu z funkce f = F 7. Je vid&t, ¥e znaménko vysledku
zavisi na orientaci plochy. Pravé definovany integral se také nazyva
tok vektorového pole F orientovanou plochou S. Tento nazev je
motivovan fyzikou.

POZNAMKA: Vritime-li se op&t k objemovému toku kapaliny,
tentokrat uzavfenou orintovanou plochou, snadno si uvédomime, Ze pfi
orientaci normalou sméFujici z obepnutého objemu ven — tzv. vngjsi
normala kladné znaménko toku znamenad, Ze z objemu vice kapaliny
vytékd nez do néj vtékd, a naopak. Je-li v8ak tok nenulovy, je jasné, ze v
objemu obepnutém plochou S musi byt n&jaka z¥idla (Q > 0), nebo
mista, kudy kapalina nékam unikd (Q < 0). Rovnice kontinutity ze
stfedni Skoly tedy ¥ikd, Zze Q =0, tj. ,co vtele, to i vytete", nebo
presnéji — vliv zfidel a mist Gniku se kompenzuje.
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Toky prakticky

Uvedeme nékolik pfikladd na vypocet tok(, zejména s fyzikdlnim
vyznamem.

PRIKLAD: Elektrostatika — bodovy naboj

Sledujme obrazek, na némz je zdporny bodovy naboj umistény v pocdtku
soustavy soufadnic obklopeny kulovou plochou.

vstupuje do V'
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Plocha na obrizku je orientovana vnégjsi jednotkovou normalou 7.
Intenzita elektrického pole od bodového ndboje g je dana Coulombovym
zdkonem. Plati (uvédomme si, Ze na plose S je |F] = R)

F

. 1
n(Xa}/aZ):EZE(Xaya Z),

= q r q : o
E(x, y, z) = I B3 = m(x, Y, Z), € je permitivita.

Parametrizace plochy kompatibilni se zadanou orientaci je obvykl3,
x = Rsindcosy, y = Rsindsing, z= Rcos,
9 € [0, 7], p € [0, 27]. Je v8ak dileZité, Ze parametr ¥ je prvni, takZe

vektorovy soucin vektorli te¢nych k soufadnicovym k¥ivkdm musi byt
vyjadrfen v odpovidajicim pofadi, tj. fy x f,.
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Vypocet je v tomto p¥ipadé velmi jednoduchy, vyjad¥ime-li tok formalné
jako integral prvniho druhu (integrand bude zvisly na orientaci). Na
kulové ploge plati (vypolet plodného elementu je v pFislusném odstavci o
integrdlu prvniho druhu)

= q r F_ q o _ p2.:
En—mﬁ'ﬁ—m—konst., dS—R Sln’l.9dleV7

27w
_ [(g __4q 2 _9
Q—/(Eﬁ’)d5—47TER2//R sinddudv = -
s 00

Ziskany vysledek je pfimym disledkem Coulombova zdkona, &asto se
v8ak ve fyzice také oznacuje jako Gaussiv zakon.

Vsimnéme si dlleZitého obecného dlsledku. UvaZujme o libovolné jiné
uzaviené plose obepinajici tyZ bodovy naboj g, rovnéz orientovana vngjsi
normalou. Tok vektorového pole E touto plochou je stejny jako tok
kulovou plochou. Zdivodnime to v dal$im p¥ikladu.
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PRIKLAD: Tok intenzity elektrostatického pole bodového naboje
libovolnou uzavfenou orientovanou plochou

Q= | EdS=0=
(-S+8")

[EdS=[EdS =3,

s’ s &

(V objemu Vmezi plochami

S a S’ nejsou zadné zdroje

ani mista zaniku silocar.)

Tok uzavienou plochou tvofenou
plochami S a S’ orientovanymi "ven
z objemu V, tj. plocha S’ normélou i’
a plocha S normalou (—), je nulovy
(co vtege, to vytece).V tématu 3 to
zdGvodnime podrobnéji a korektnéji.

Zakladni matematické metody ve fyzice 2 Téma 2: Plosny




POZNAMKA: Prechozi struéné vyjadreni celkového toku uzavrenymi
plochami obepinajicimi objem p¥ece jen vyZaduje podrobngjsi vysvétleni.

PYedstavme si plochu X tvofenou n&kolika (tfeba dvé&ma) orientovanymi
plochami. Pak integrdlem, jehoZ obor oznadujeme jako formalni soulet
téchto ploch, ¥ = S§; + S, rozumime soulet pFislusnych integrali,

/ ﬁdf:/ﬁd§+/ﬁd§.
Y=5+5 S S,

Je-li plocha S orientovdna normilou A7, pak tutéZ plochu, ale orientovanou
opatng, tj. normdlou (—n), miZeme jako integra¢ni obor znatit (—S),

/ﬁd§—5/ﬁ(_ﬁd5)——/(f?md5——/.Ed§.

-S S S
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POZNAMKA: Jeété trocha fyziky — zobecnéni ,,Gaussova zakona*

P¥edstavou ,,vtékani a vytékani" siloCar intenzity elektrického pole E do
a z objemu vymezeného dv€ma uzavienymi stejné orientovanymi
plochami (kulovou S a obecnou S’), obepinajicimi bodovy nadboj g
umistény v polatku soustavy soutadnic, jsme zd{vodnili, Ze tok pole E
libovolnou uzavfenou plochou S’, kterd je orientovdna vn&j&i normalou, je
vzdy stejny a roven 2. Je zfejmé, Ze umisténi naboje v potatku soustavy
soufadnic neni podstatné: potatek miZzeme vzdy zvolit v misté naboje a
p¥izplsobit tomu parametrizaci plochy.

A co kdyZ bude ndboj v objemu obepnutém plochou rozprostfen spojité s
hustotou o(x, y, z)? Pak kazdy ,,ndbojovy element” odV p¥isp&je k toku
hodnotou ¢ dV. Celkovy tok pak bude

Mame jednu ze zakladnich rovnic elektrodynamiky — prvni Maxwellovu
rovnici v integralnim tvaru. Fakticky je to v8ak porad ,jen" Coulombiv
zakon.
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PRIKLAD: Tok ted u# s pofddnym vypottem.

Uzav¥end plocha S orientovana vn&jsi normalou je tvorena &astmi
S1:z=x>+y% S :z=1, S3: z=4. Otekdvdme, Ze tok elektrické
intenzity E od naboje g > 0 v pocatku soustavy soufadnic touto plochou
bude nulovy (ndboj lezi vn& plochy). Ové&¥ime to po¥adné vypottem.

q

z E(x,y,2)=
(x.y,2) Aze(x* +y? +7°%)

7z (XY, 2)

S,:X=rcosp,y=rsing,z=r’re[l, 2]
S,:x=rcosg,y=rsing,z=1, re[0,1]
S;iXx=rcose,y=rsing,z=4, re[0, 2]

- B o fxf,
n3:(0,0,1),n2:(O,O,—l),nlzlf 7

px fel

~h

>y

i
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Parametrizaci jednotlivych ploch, normaly k plochdm S, a S3 a teéné
vektory k soufadnicovym k¥ivkdm na plose S; mame na pfedchozim
obrazku. Vypocteme plosné elementy a integrand Efi na plochach
(provadgjte vEetn& vlastnich mezivypotti na papir):

r? 0 P 0 0

G1: ’GZZ 7G3:
0 1+4r? 0 1 0 1

dS; =rv1+4r2drdy, dS;=rdrdy, dS;=rdrdep.

= o q . 2
(EoSy) = Ime (LT ) (recos, rsing, r?),
_; q .
(EoSy) = dne (11 22 (rcose, rsingp, 1)
(EoS3) = d (rcose, rsinp, 4).

 dre - (16 4 r2)3/2

Ve vech ptipadech je ¢ € [0, 27]. Jaké poFadi parametrii je v
jednotlivych p¥ipadech souhlasné s orientaci plochy vnéjsi normalou?
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2 27

2
q 1
@= /(E°51 s = //E°51 Wox Dydedr = 3 [
1

2w 1
= — q
QQZ/(EO.Sz)nzdSQ:E// 3/2d<pdr:
) 00

1
0

2w 1
— [(E fdS, — 1 _
Q3—/(EOS3)n3dS3—47T€// 16+r2 3/2d(pdr_
0

S3 0

1
2e 16Jrr2 3/2
0
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Zbyva integraly vypocitat. V prvnim pouZijeme substituci r = sinh u, v
druhém u =1+ r? a ve tfetim u = 16 + r?. Potitejte:

Uz uz

q cosh u q du q
Q:—/—du:— artgh u
P2 (1 + cosh® u)3/2 2 ) cosh®u 2¢ 8 o
uy uy
_a _r _q<2_1>
26 V1472, 22\ 2/
2
0 :i/_ du _q _i
27 2 2032 2 \Ju|, 2 ’
1
20
2du qg 4

= [ S5=—o

20
q i_i fi _i+1
2¢ ) ud/? 2¢ fm_ V20 V16) 2\ B
16

Celkovy tok Q = Q1 + Q> + @3 je skute€né& nulovy, podle ocekavani.
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Ulohy k procviceni

> Vypottéte tok vektorového pole ﬁ(x, v,2)=(y—z,z—x,x—y)
Easti kuZzelové plochy (plasté) o rovnici z= /x> +y?, 0<z<1
orientované normélou smé&¥ujici dovnit¥ kuZzele. Vysledek: @ = 0.

> Vypottéte tok vektorového pole F(x, y, z) = (x3, y3, z3) kulovou
plochou o rovnici x? + y? + z2 = R? orientovanou vn&j%i normélou.
Vysledek: Q@ = 1—527TR5.

> Vypottéte tok vektorového pole :E(X, y, z) = (x, y, z) Easti roviny
o rovnici x + y + z = a = konst., a > 0, v 1. oktantu soustavy
soutadnic. Rovina je orientovana normalou sméfujici do poloprostoru
obsahujiciho po¢atek soustavy soutadnic. Vysledek: Q = —%33.

> Vypottéte tok vektorového pole ﬁ(x, y, z) = (X%, y?, xyz)
povrchem krychle [0, 1]3 € R3 orientované vn&j&i normalou. Navod:
Seltéte toky vEemi Sesti sténami. Pozn.: Body nespojitosti pole
normaly na hrandch krychle tvofi zanedbatelnou mnoZzinu, takZe
»nevadi*. Vysledek: Q = %
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