Zakladni matematické metody ve fyzice 2

Téma 3 a 4: Integralni véty a jejich fyzikalni
aplikace
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Co a k &emu jsou ,,integralni véty"

P¥i zpracovani pfedchoziho tématu o plo3dném integralu druhého
druhu jsme v rdmci jeho fyzikalnich aplikaci dospéli k tzv. Gaussovu
zakonu elektrostatiky, ktery uvadi do souvislosti tok (matematicky
plo3ny integrdl druhého druhu) intenzity elektrostatického pole
E(x, y, z) uzavfenou plochou S orientovanou vektorovym polem
vn&jsi jednotkové normidly n(x, y, z), a hustotou o(x, y, z), s niz
je naboj spojité rozloZen v objemu V obepnutém touto plochou:

Q:/I::d§:/§dv,
S v

kde € je dielektrickd permitivita prostfedi (v pfipad& vakua je
£=8,85-10"12Fm™1).
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Jaky vyznam m3 Gaussiiv zdkon? MiZe poslouZit k zjistovani
intenzity elekrostatického pole v prostoru, zndme-li rozlozZeni
nabojové hustoty? Neni to tak jednoduché. Je-li funkce o(x, y, z)
zndma, miZeme vypocitat pravou stranu uvazované rovnosti
integraci pres zvoleny objem — to pFedstavuje jakousi globalni
informaci. Ziskdame tak hodnotu toku intenzity elektrostatického
pole plochou, kterd obepinad objem, pt¥es ktery jsme integrovali
funkci o(x, y, z). JenZe ziskany tok je zase jenom globalni
informace, a my bychom pot¥ebovali znat vektorové pole

E(x, y, z) v jednotlivych bodech prostoru (tj. informaci lokalni),
nebo néjaké diferencialni rovnice, jejichZ ¥eSenim bychom rozloZeni
intenzity E’(x7 y, z) v prostoru mohli v principu ziskat.
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Tak co t¥eba zbavit se integrali? Ale jak, kdyZ integraéni obory
levé i pravé strany Gaussova zakona jsou rizné? Podstatny je fakt,
Ze zakon plati pro libovolny objem a jeho hrani&ni plochu (spliiujici
samoziejmé defini¢ni poZadavky p¥islusnych integrali). UmoZiiuje
to prevést integrdl druhého druhu p¥es uzavfenou plochu S z
vektorového pole E na integral pres obepnuty objem z jisté skalarni
funkce, kterd s polem E souvisf prostfednictvim derivaci.
Matematicka véta, kterd takovy pfevod umoZziiuje, se nazyva véta
Gaussova-Ostrogradského.

Véta Gaussova-Ostrogradského je jednou z tzv. klasickych
integrdlnich vét, které umoZiiuji, zjednodusené ¥eleno, prevést
integral z daného integraéniho oboru na integrdl pfes jeho hranici a
naopak.

Zakladni matematické metody ve fyzice 2 Téma 3 a 4: In



Vyznam klasickych integralnich vét zndzorfiuje obrazek.

Gaussova-Ostrogradského  Stokesova Greenova
S L OB T
av E(Ts) S E(T5) daF
Vo a dMm
fs
d C [ / M
h f(R,) dr '
r i S /. (N
S y rc y X
X - X -
[dS<e> [--av [df ¢ [dS  [---dF > [dM
S % c S o] M

Vedle v&ty Gaussovy-Ostrogradského, prevadéjici integral ptes
objem na integral pfes plochu, kterd jej obepind, se jedna jest& o
vétu Stokesovu — prevod integralu pres plochu v R3 na ohranidujici
kfivku, a vétu Greenovu, kterd provadi totéz, jenze v R2.

Zakladni matematické metody ve fyzice 2 Téma 3 a 4: In



Diferencialni operatory

Nez se budeme zabyvat integralnimi vétami, pfipravime se na to
zavedenim pojmf, které budeme potfebovat. Jsou to tzv.
diferecidlni operatory. Nejjednodu$si z nich uz zndme — derivace a
parcidlni derivace funkci jedné &i vice promé&nnych.

Operator derivace, resp. operatory parcidlnich derivaci mizeme

chdpat jako zobrazenf pfitazujici funkci f: U 5 x — f(x) € R,
(kde U C R je nap¥. otevfeny, nebo uzavfeny interval, pop¥. jina
vhodnd mnoZina), resp. funkci f : U > (x, y, z) — R, (kde

U C R3 je nap¥. oteviend mnoZina) jeji derivaci, resp. parcialni

derivace, tj.

d d _df(x)

o f(x) — &(f(x)) i f'(x).
0 0 _ 0f(x) .0 0
EvE f(x,y,z) — &(f(x, y, z)) = “ax podobné dy’ 0z

Zakladni matematické metody ve fyzice 2 Téma 3 a 4: In



Analogicky funguji operadtory derivaci vyssich ¥adi a v p¥ipadé
skalarnich a vektorovych funkci vice promé&nnych operétory z nich
sloZené, dllezity je nap¥iklad Laplaceliv operator

0? 0? 0?
aA=2 4+ 7 L7
Ox? * dy? + 0z2

Vsechny diferencidlni operatory, které jsme zminili a jesté& zminime,
jsou a budou linearni, tj. takové, které linearni kombinaci funkci
jako vzoru pFifazuji linedrni kombinaci obrazii se stejnymi
koeficienty. Nap¥. pro funkce f(x, y, z), g(x, y, z) a &isla

a, BER je
o2 *f(x, v, 2)  ,0%8(x y, 2)
f _ 3 9 ) )
8x8y(a (x, ¥, 2)+0g(x, v, 2)) = a dxdy Oxdy
e PF(x, v.2)  ,0%(x, v, 2)
6)(78)/2(0”—()(7 y, z)+ﬁg(X7 Y, Z)) = 8x8y2 B 8)(8)/2 '
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DEFINICE: Gradient

Necht f: U3 (x,y, z) = f(x,y, z) €R, U <€ R3, je
diferencovatelna funkce. Gradientem funkce f rozumime vektorové
pole (jinymi slovy vektorovou funkci)

F:U> (x,y,2) — I-:(x, y, z) = grad f(x, y, z) € V(U),

of(x, y, z) Of(x,y,z) Of(x, vy, z
gradf(x7y7z)( (axy )7 (ayy )7 (az-y ))7

kde V(U) je mnoZina vektorovych poli na U C R3. , Vektor"
V= grad = (8% 0%, @) je zobrazeni pFitazujici funkcim jejich

z
gradienty. Nazyva se operdtor gradientu.

S pojmem gradientu jsme se setkali uz v ZMMF 1, kde jsme si
vyloZili i jeho geometricky vyznam — je to vektor, v jehoZ sméru
zaznamendme nejvétsi zménu funkni hodnoty funkce f(x, y, z).
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DEFINICE: Divergence
Necht F: U> (x, y, z) = F(x, y, z) € V(R3), U € RS,

F(X7 Y, Z) - (FX(X7 Y, 2)7 Fy(X7 Y, 2)7 FZ(X7 Y, Z)) je .
diferencovatelné vektorové pole. Divergence vektorového pole F je

skalarni funkci (z mnoZiny G(U) funkci definovanych na U)
g: U3 (x,y,2) — gl(x,y,2) = divF(x, y, 2) € G(U),
OF«(x, y, z) n OF,(x, y, z) . OF;(x, y, z)
Ox oy 0z )

Operator divergence pfifazuje vektorovym polim jejich divergence.
Jeho ,,plsobeni na vektorové pole F* si mizeme formalng
predstavit predstavit jako skalarni soucin div F = VF

div F(x, y, z) =

S pojmem divergence jsme se setkali v Mechanice, kdyZ jsme se
zabyvali rovnici kontinuity. Divergence uréovala ,mnozstvi* zdrojd,
nebo mist zaniku proudnic popisujicich pohyb tekutiny.
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DEFINICE: Rotace
Necht F: U> (x, y, z) = F(x, y, z) € V(R3), U € R3,

F(X, Y, Z) - (FX(X, Y, Z)a Fy(X7 Y, Z)a Fz(Xa Y, Z)) je .
diferencovatelné vektorové pole. Rotaci vektorového pole F

rozumime vektorové pole
G:U>(x,y,2) — G(x,y, z) =rot F(x, y, z) € V(U),

kde V(U) je mnoZina vektorovych poli na U C R3, a

G(x,y, z)=

dy 9z’ 9z Ox  Ox dy

. <an OF, 9F. OF, OF, an>

Operétor rotace p¥ifazuje vektorovym polim jejich rotace. Jeho
~pusobeni na vektorové pole F* si miZeme formalné pFedstavit
jako vektorovy soudin rot F =V x F.
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PRIKLADY: Gradient, divergence, rotace
> f(X7 Y, Z): %\/X2+y2+22,
h

RIET (x, ¥, 2).

> Flx, y, 2) = (Pyz, 5%z, xy2%),

grad f(x, y, z) =

div F = 6xyz, rotF = (x(2% — y?), y(x* — 22), z(y* — x?)).

Ve podrobné propoctéte podle defini¢nich vzorcl. Déle vypoltéte
divergenci vektorového pole elektrostatické intenzity od bodového naboje
g umisténého v polatku soustavy soufadnic

= q
E= .
dme(x2 + y2 + 22)3/2 (x: v, 2)

a ovétte, Ye E = —grad U, kde U = ————% e potencial.
verte, z gra amerJryrrz ° PORENC
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Vztahy pro diferencidlni operatory

P¥imym vypo&tem z definic diferencidlnich operatori lze dokazat
pro libovolné funkce f(x, y, z), resp. F(x, y, z) (pokuste se o to):

» rot(gradf) =0, tj. V x (VF) =0.

V&imnéte si, Ze p¥i formdlnim zachazeni s operdtorem v jako s
vektorem plati stejna pravidla jako pro skaldrni a vektorovy soudin.
P¥i dikazu posledniho vztahu si uvédomte zdménnost smisenych
parcidlnich derivaci druhého ¥adu.
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Gaussova-Ostrogradského véta

Vétu nejprve formulujeme a potom se pokusime ji ndzorné vysvétlit
(nikoli dokazat, to bude pozdgji véci pokrotilejSich predméta).

VETA: Gaussova-Ostrogradského

Necht V C R3 je jordanovsky méfitelnd mnoZina (objem) a S jeji
(hladkd) hranice orientovand vn&jsi jednotkovou normdlou. Necht
na oteviené mnoziné obsahujici V spolu s hranici je definovano
spojité diferencovatelné vektorové pole F(x, y, z). Plati

FdS = /diV:E(X, y, z)dV.
v

h—__

Hladkou plochou rozumime parametrizovanou plochu, jejiz
parametrizace je pfinejmensim spojité diferencovatelné zobrazeni.
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Véta plati pro libovolny objem a jeho hraniéni plochu, pokud
integraly na obou stranach rovnosti existuji. (P¥edpoklady ve vét&
jsou siln&ji proto, aby existence byla jiz pfedem zajisténa.)

, _

/AS/ \I‘J?oudnice
ﬂ L\?f ~

fi, = (0/ //,0) A FT[y_\Q\l 0)

NV 7/ s
| RN

X/ AS =A/SX{AS; +AS, +AS] +AS, +AS,

Plocha AS je pouze po &astech hladkd (m3 hrany, ty viak tvofi
zanedbatelnou mnoZinu). Stény jsou hladké a celkovy tok
vektorového pole V je souttem toki jednotlivymi st&nami.
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Trocha fyziky a matematickych proh¥eski
(jestlize GO v&té , véFite", mulzete p¥eskolit na snimek 23)

K nazornému vyklad GO véty pouZijeme p¥edstavu proudici idedlni
kapaliny a budeme poditat jeji objemovy tok uzavfenou plochou.
Podstatné je, Ze GO vé&ta plati, at jsou V a S jakékoli (splfiuji-li zakladn{
predpoklady). Pro jednoduchost proto zvolime AV ve tvaru kvadru o
,dostate¢n& malych" rozmérech na pfedchozim obrazku, objem kvadru
oznalime stejné, AV = Ax Ay Az. Tok kapaliny (vektorového pole
rychlosti V(x, y, z)) ohrani€ujici plochou (povrchem kvadru) je souttem
tokd st&nami. Oznatime je takto: st&ny kolmé na osu y (v obrazku jsou
oznateny) AS, (levd), AS) (pravd). Jejich plogny obsah je Ax Az.
Podobng& dal3i dvojice st&n: AS, (zadni), AS, (pfedni), AS, (dolni),
AS. (horni).

Obrazek si ted tfeba ptekreslete na papir a spole¢n& potitejte.
Matematické proh¥esky, jichZ se dopustime, okomentujeme nakonec.
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Toky sténami AS, a AS,

AQ}/ = / \7(X, y, Z) d§: (V(Xa Y, Z) ﬁy)ds = / _Vy(Xv Y, Z) ds
AS, ASy

AQ§:/‘7(X,y+Ay, 2)dS = [ (¥(x, y+ Ay, 2) 7)) dS =

Plochy AS, a AS; miZeme ted uZ parametrizovat stejn&, nebot jejich
opatnou orientaci jsme respektovali normalami 7, a ﬁ’y’ a posun AS;
oproti AS, o Ay jsme respektovali ve vyjad¥eni vektorového pole V
zdménou V(x, y, z) — V(x, y + Ay, z). K parametrizaci pouZijeme
p¥imo kartézské soufadnice x a z, tj. dS = dxdz.
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Celkovy tok botnimi st&nami AS, a AS]

x+Ax z+Az
AQ, +AQ, = / / (vy(x, y + Ay, z) — v, (x, y, z) dxdz).

Ted provedeme jednu uZite¢nou formalni dGpravu:

x+Ax z+Az
A —
AQy+AQ;:Ay/ / Wiy T8y 2) Zwlx v 2) g g,

Ay

Co vam pfipomind integrand? Kdybychom provedli limitni pfechod
Ay — 0, byla by to parciélni derivace %}y’z). Je-li objem AV
,dostatetng& maly", miZeme napsat (kdyZ to matematikové neuvidi)

AQ, +AQ, = / a"y(’(;’yy’z) dxdy dz.

AV
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Celkovy tok povrchem kvadru

Obdobng& vypotteme tok vektorového pole v dvojicemi st&n AS, a AS],
resp. AS, a AS!. Celkovy tok je pak soutet

Ov(x, ¥, 2z)  Ovy(x,y,z) Ovi(x,y, z)
p— \/
/ ( Ox * Oy * 0z d

AV

Pozndviéte divergenci vektorového pole v? Vysledek:

/Vd§: /div vdv.

AS AV

A mame GO vétu pro nas specificky p¥ipad.
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»~Matematické proh¥esky"

Je tfeba zdiraznit, Ze pfechodzi vyklad GO vé&ty nebyl korektni dikaz,
nebot jsme pro ziskani nakonec spravného vysledku poufZili tivahy, jejich?
opravnénost jsme neprovéfili.
> PouZili jsme velmi specidlni integra¢ni obory (kvadr a jeho st&ny).
Vysledek pro kvadr jest& nedokazuje, Ze tvrzeni plati pro obecny
Utvar V' a jeho hrani¢ni plochu.

> Neprovedli jsme Fadné& limitni prechody, napf¥.

I|m Vy(X7 y + Aya Z) - Vy(X7 Y, Z)
Ay—0 Ay ’

a operovali jsme ,zdlvodn&nim" pomoci , dostate¢né malych
integracnich obor(."
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»Zadrhel" Gaussovy-Ostrogradského véty

GO vé&té v&rime, ale ... Vratme se ke vztahu pro tok intenzity
elektrostatického pole E od bodového ndboje g umisténého v
pocatku soustavy soufadnic. Vypocitali jsme, Ze tok kulovou

plochou je (viz Téma 2):
[Eas=1.
€
S

Pokud jste splnili tkol zadany na snimku 12 a vypoditali div E,
zjistili jste, Ze je nulova. Pro tok by tedy mélo podle GO véty platit

/Ed§:/divEdvzo.

S v
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GO véta tedy neplati, nebo jsme tok vypo&itali chybn&? Nic z toho.
Problém je v tom, Ze nejsou splnény pfedpoklady GO véty.
Podivejte se na né znovu. UZ to vidite? Jsou poruseny v jediném
bodé&, v potatku soustavy soutadnic, kde intenzita neni definovana.
Ten jediny bod, jakdsi singularita, viechno pokazi. Nejsou-li
splnény predpoklady véty, nelze ji pouZit.

P¥esto mizeme GO vétu i pro p¥ipad bodového niboje vhodn&
uplatnit. V tématu 2 jsme potradné poditali tok intenzity od
bodového naboje kulovou plochou S se stfedem v naboji a tak
néjak ,logicky" jsme usoudili, Ze bude stejny pro libovolnou plochu
obepinajici ndboj. Spravné& aplikovand GO v&ta ndm umoZni to
dokdazat. Uvidime to v ndsledujicim ptikladu.
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PRIKLAD: Tok intenzity E od bodového naboje libovolnou
uzavfenou plochou

Plochu S orientujme vn&j&i normélou A. Potatek soustavy soufadnic,
ktery kazi GO vétu, ,vyjmeme ze hry" pomoci kulové plochy Sy se
stfedem v po&atku, orientované vnéjsi normalou mg. GO vétu aplikujeme
na plochu S + Sp. Pro ni jsou pfedpoklady véty spinény — polatek
soustavy soutadnic leZi vné objemu obepnutého plochami S a ;.

Zdivodnite znaménko v posledni rovnosti? Spravné — kulova plocha Sy je
nyni orientovdna opa&né nez p¥i vypoctu toku v rdmci tématu 2.
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PRIKLAD: Uziti Gaussovy-Ostrogradského vty

Na jednoduchém pFikladu ukézeme praktické vyuZiti GO véty. Ukolem
bude urtit tok vektorového pole plochou S, kterd neni uzaviend, takze se
na ni GO véta nevztahuje. MiZe se v8ak ukdzat vyhodnym plochu

Luzaviit”, pouzit GO vé&tu a z vysledku pak ,,oddélit" ¢ast toku
odpovidajiciho pivodni ploge S.

V rdmci tématu 2 byla prvni dloha k procvi¢eni zaméFena na vypocet
toku vektorového pole F= (y — z, z— x, x — y) plast&m kuZzele
z=4/x2+4+y2 0< z <1, s normélou orientovanou dovnit¥ kuZele. Tok
vySel nulovy. Postup zahrnuje parametrizaci, vypo&et te¢nych vektor(i k
soufadnicovym k¥ivkam a jejich vektorového soudinu, integraci.
Uvédomime-li si, e div F = 0, miZeme vypocet urychlit. Uzavfeme-li
plast S ,deklikem" Sy o rovnici z = 1 orientovanym normalou , dovnit¥"
o = (0, 0, —1), dostaneme uzav¥enou plochu S+ Sy orientovanou vnit¥n{
normalou. V GO vé&t& musime obratit znaménko u jednoho z integrald, tj.

/ ﬁd§=—/divﬁdvzo,:,» /ﬁd§=—/ﬁd§.
\ S
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P¥edem samozfejmé nevime, jaky bude tok plochami S a Sy, vime jen, Ze
oba toky budou shodné az na znaménko. Vypot&et toku plochou Sy je
v8ak o dost jednodussi.

v

2 1
Q:—/f?d // (cos —sinp)drde = 0.
00

So

Sg: X=rcose,y=rsing,z=1
F=(y-2,2-X,X-Y)

Fiiy =—(x-y)
(Ffiy) oS, = r(sin ¢ —cos @)
dS=rdrde

Ziskany dvojny integral krok za krokem propoctéte.
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PRIKLAD: Jeité jeden a poradng

Vypotteme tok vektorového pole F = (x, y, z) povrchem dolni poloviny
anuloidu vzniklého rotaci (kolem osy z) ptilkruZnice o polomé&ru ry se
stfedem v bod& (R, 0, 0), rp < R, a orientovaného ven z vnittku anuloidu.

S:x=(R+r,cosa)cosgp
y=(R+r,cosa)sing
z=-rsina,pe0,27], a [0, 7]

0:(0,0,1)

<

(x,y.,2)

(-rpsinacosp, —rysinasing, —r,cosa)

.
fw (—(R+rycosa)sing, (R+rcosa)cosep, 0)
.

X fw =(rp(R+rycosa)cosacosy, ry(R+rycosa)cosasing, —ry(R+ 1y cosa)sina)

Vypocet provedeme jednak p¥imo, jednak pomoci GO véty doplnénim na
uzavfenou plochu. Pocitejte spolu se mnou na papir.
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Vedle obrizku vidime parametrizaci plochy S (je jen naznaZena —
neumim ten obrdzek udélat prostorovy). Dile mdme vypotteny tetné
vektory k soufadnicovym k¥ivkdm a jejich vektorovy soutin (po¥adi

ﬁ; X f; odpovida orientaci plochy S sm&em ,ven"). Pro tok dostaneme
(pokud jste zapomnéli, vratte se k tématu 2)

27

Q= /“d§://(ﬁ05)(ﬂx@)dad¢:
0 0
2r w

// ro(R+ rocosa)’ cosa + rg (R + rocos a) sin® o) dady
00

= ... rozndsobte a upravte, je to jen pracna rutina ... =
~
= 27r/ (r0R2 cosa + rgR + rgRcos® a + r3 cos @) da = 3n2rgR.
0
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Nyni pomoci GO véty: uzavieme plochu mezikruzim Sy se stfedem v
polatku soustavy soufadnic, o polomérech R — ry a R+ ry a leZicim v

roving xy. Orientujeme je ve sméru normaly my = (0, 0, 1), tj. ,ven".
Parametrizace, te¢né vektory, integral:

So:x=rcosp, y=rsing, z=0, re[R—ry, R+ r], ¢€]0,2n]
f, = (cos @, sinp, 0), f, = (=rsingp, rcose, 0), £ x f_; =(0,0, r)
(FoSo)(f x f,) =0 = Q= 0.
Divergence vektorového pole I:Jje div F = 3. Objem anuloidu jsme

potitali jedt& v predna¥ce, jeho polovina je V = 72r2R. Pak

Q+QO:Q:/divﬁdV:3w2r§R = Q=31°1R,
v

coz je olekdvany vysledek, ziskany podstatn& méné pracné neZ p¥imym
vypoctem. Ale pozor, postup je t¥eba volit podle konkrétni situace, GO
véta nemusi vzdy pFinést zjednodusen.
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Greenova véta

Greenova véta prevadi kfivkovy integral 2. druhu z vektorového
pole F po rovinné uzaviené orientované kfivce na integral, jehoz
integraénim oborem je rovinny Utvar obepnuty touto kFivkou.

VETA: Greenova

Necht M je jordanovsky mé&Fitelnd mnoZina v roviné a kfivka C jeji
hladka (resp. po &astech hladkd) hranice orientovana v kladném
geometrickém smyslu. Necht I—:(x, y) = (Fx(x, y), Fy(x, y)) je
spojité diferencovatelné vektorové pole definované na otevrené
mnozin& U C R? obsahujici mnoZinu M i s hranici C. Pak

= o OFy(x,y) OF(x,y)
/F(x, y) dr/( oy dxdy.
C M
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Zase fyzika — préace silového pole (miZete presko&it na snimek 34)

Ani Greenovu vétu nebudeme matematicky dokazovat. PouZijeme
jen ndzorného zdivodné&ni, podobné jako u véty GO.

Prace silového pole F po kFivce

Y1 «---- A —mm e > C=Cy+C4Cy+C,
c A AW = [Fdr = [ (Fe(x, y)dx+Fy (x, y)dy)
y 1 C C

| X+AX X

lcx AM G T Ay AWy +AW) = j Fy (X, y)dx+ j Fo (X, y+Ay)dx =
' X X+AX
1 X+AX

. v o= [ IR y+ay) - F(x, y)ldx =
(x,y) Cy X X
X+AX

=1 Fulx, y+Ay) Y

Potitdme praci silového pole F po k¥ivce C = G +CG +C +C
Vypocet po tsetkach C, a C}’,, podél nichz je dy = 0, je v obrazku.
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Vsimnéte si posledniho integrandu. Kdybychom provedli limitni p¥echod
Ay — 0, dostaneme parcialni derivaci x-ové slozky sily podle promé&nné
¥, 4.

x+Ax Ax y+Ay

AW+AW/'A/ 8ny // R Y) 4ay.

Podobné vypotteme praci AW, + AW, po dsetkdch C, a C.. Settenim
dostaneme celkovou praci silového pole po uzaviené k¥ivce C obepinajici
rovinny utvar AM a orientované v kladném smyslu:

oF, OF,
AW—/(Fde—i—Fydy)—/(aX— 8y>dxdy.
C AM

V tom uZ pozndvame Greenovu vétu po nas specidlni p¥ipad.
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Stokesova véta

Stokesova véta je v podstaté zobecn&nim véty Greenovy na
trojrozmérnou situaci — prevadi k¥ivkovy integrdl 2. druhu z
vektorového pole l-:(x, y, z) po orientované uzavrené kfivce C na
integral z rotace tohoto vektorového pole po orientované plose S,
jiz je kfivka C hranici. NeZ vétu formulujeme, je tfeba Fict jesté
néco k orientaci plochy a jeji hranice.

P¥edstavme si, Ze plocha S je orientovdna spojitym vektorovym
polem jednotkové normdly r. Spravnou orientaci hrani¢ni k¥ivky
miZeme ur&it pomoci ,pravidla pravé ruky" (obrdzek), nebo
formalné, kdy parametrizaci plochy, kterou volime souhlasné s
orientaci (viz téma 2), , pfeneseme" na hrani¢ni k¥ivku — to
uvidime pozdé&ji na p¥ikladu.
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Jak spravné orientovat hranici plochy

Z - 7
fi palec plocha S je hladka
kiivka C je po ¢astech hladka
(je sloZena z kone¢né mnoha
hladkych ¢asti - zde ti1)
x /R orientace C souhlasna s normalou:

C prst
ey pravidlo pravé ruky

POZNAMKA: Co je hladkd, resp. po ¢éstech hladkd plocha, nebo
kfivka, vime z prednasky. Obrazek to rekapituluje ndzorné.
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VETA: Stokesova

Necht S je hladkd (p¥ip. po &astech hladkd) plocha orientovana
jednotkovou normalou v R3 a C jeji hladkd (p¥ip. po &astech
hladkd) hranice orientovand souhlasn& s orientaci plochy. Necht

F(x,y, 2) = (Fx(x, v, 2), Fy(x. v, 2), Fz(x, y, 2)) je spojits
diferencovatelné vektorové pole definované na otevfené mnoZziné
U c R3 obsahujici plochu S i s hranici C. Pak

/:E(X, y, z)dr = /rot F(x,y, z)dS

C S

POZNAMKA: Vypottéte slozky rotace vektorového pole F, pro n& je
F, =0a Fi a F, nezdvisi na promé&nné z. Potitali jste spravn&? Pak
vidite, Ze Greenova véta je jen specidlnim p¥ipadem véty Stokesovy.

oF, 8Fx)

F = (00 2 _
ro (O, 0, Ix By
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PRIKLAD: Pouziti Stokesovy véty

2, 1x2, 1y?). Jeho rotace je (propottéte)

Zvolme silové pole F = (1z
rot F = (v, z, x). Vypotteme praci sily F po k¥ivce C ohranilujici plochu
na predchozim obrazku. Jednd se o osminu kulové plochy v prvnim
oktantu. Je orientovana jednotkovou normélou ve sméru 7= (x, y, z)
(radidIni smé&r). Parametrizujeme ji pomoci sférickych dhlovych soufadnic
v €0, 5] apel0, 5] (Toto pofadi parametrii odpovidd volb& normaly
— ovéfte, Ze vektor E; X ﬁ; je v kazdém bodé& plochy S souhlasné
rovnob&zny s ).

x = Rsindcosy, y = Rsindsing, z= Rcosd.

K¥ivka C je tvotena tfemi hladkymi oblouky, integal vyjad¥ujici praci
bude sou¢tem integralli po jednotlivych z nich. Musime je tedy také
parametrizovat. PouZijeme k tomu parametrizaci plochy, v niZ vzdy jednu
prom&nnou (bud 1, nebo ) zafixujeme na krajni hodnot& defini¢niho
intervalu, tj. 0, resp. %
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Zopakujeme obrazek a doplnime jej.

:9=0,p=t [0, Z] (parametr)
19=%,p=te[0, 7] (parametr)
1p=0,9=t€[0, 7] (parametr)
tp=7%,8=t€[0, 7] (parametr)

kiivku C, je tfeba preorientovat, nebo zménit znaménko integralu:

[Fdr=] Fdr+] Fdr—| Fdr (C, je zanedbatelna mn. (bod))
c c, c, ¢,

K¥ivky parametrizujeme tak, Ze do parametrizace plochy dosadime vidy
pevnou hodnotu jedné z proménnych ¥, ¢, druha bude parametrem ¢t
(obrazek).
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Provedeme parametrizaci k¥ivek (sami dosazujte, potom zkontrolujte):

S

x = Rsindcosp, y = Rsindsiny, z= Rcosd
9=0, p=t, x=0, y=0, z=1, =zanedbatelnd mnoZina
19227 p=t,x=Rcost, y=Rsint, z=0
9=t

¥
d=t, ¢

Il
o

, x=Rsint, y=0, z=Rcost

, x=0, y=Rsint, z=Rcost

NI

Co je bod, do kterého na kouli dsti viechny poledniky. Do integrélu
nepfispéje — je to zanedbatelnd mnoZina.

K¥ivka C, je spravné orientovana &ast rovniku. Jeji pocateéni bod
(pro t = 0) je (R, 0, 0) koncovy bod (pro t = %) je (0, R, 0) .
K¥ivka C, je &ast poledniku, rovn&z spravn& orientovana (urcete
po&atedni a koncovy bod).

Parametrizace kfivky C, je nesouhlasna s orientaci plochy. Jeji
potatetni bod (pro t = 0) je (0, 0, R), koncovy (pro t = 7) je
(0, R, 0).
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A ted uZ kone&n& vypolet price
Provedeme jej jednak p¥imo, jednak pomoci Stokesovy v&ty. N&keré
vypotty ukidZeme, zbylé podle predvedeného vzoru provedte sami.

W:/ﬁd?+/ﬁd?—/ﬁdﬁ
G, e G

Prace po kfivce C,:

- 1 1 d(ro G, .
FoC,=(0, ERZ cos’ t, §R2 sin® t), % = (—Rsint, Rcost, 0)

/2
= (droCG) 1_3 4 1 3/ 3 1.3
(Fo () T 2R cos’t = W((C,) = 2R cos” tdt = 3R
0

K¥ivkové integraly prvniho i druhého druhu jsme jiZ sice poéitali dFive,

pfesto postup okomentujeme:

Téma 3 a 4: In
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Postup pf¥i integraci po parametrizované k¥ivce C

» Vektorové pole F vyjad¥ime v bodech kFivky (do jeho slozek se
dosadi za x, y a z parametrizace kFivky). Dostaneme slozky vektoru
F o C(t) jako funkce parametru t.

> Za slozky vektoru 7= (x, y, z) rovn&Z dosadime parametrizaci
kivky C. Dostaneme 7o C(t) jako vektorovou funkci t.

> Vektorovou funkci o C(t) derivujeme po slozkdch, vysledkem je
te¢ny vektor 7(t) = % ke kfivce C v bodg, jehoZ parametr je t.

> Vypotteme skaldrni soutin vektorii F o C(t) a 7(t). Ten budeme
integrovat v mezich parametru t.

KdyZ si znovu projdete postup na pfedchozim snimku, uvidite, Ze to
pravé takto bylo. A miZete sami pocitat praci pole F po k¥ivkach C, a
Cx. Vyjde W, = %R3, W, = —%R3. Celkova préce je (pozor na orientaci
kfivky C ) W =W, + W, — W, = R3.
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Vypolet prace pomoci Stokesovy véty

Vypotet provedeme jako integral prvniho druhu ze skaldrni funkce rrot F
(téma 2). Ndvod rovnou provadgjte. Piste, upravujte a potitejte.

> Vypottéte skaldrni soutin vektord i = %(x, y, z), rot F = (y, z, x):
. - 1
Arot F = E(xy + yz + xz)
» Dosad'te do n&j parametrizaci plochy S:
(Aot F)oS = R(sin? 9 cos ¢ sin o+sin 0 cos ¥ sin o-+sin 9 cos 9 cos )

> Plony element kulové plochy zndte, dS = R?sin ¥ dv de.
> Potiteje a dopotitejte integrél: [ rot FdS = J(Arot F)dS =
5 s

T/27/2
= R3/ /(sin3ﬂcoswsincp+sin219cos19(sin<p+cos<p))d19d<p — R®
00
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Ptiklady fyzikalnich aplikaci

O fyzikalni motivaci k integralnim vé&tdm jsme hovofili v tvodu.
Ted se budeme vé&novat n&kterym konkrétnim fyzikalnim aplikacim.
Zasadni pFirodni zakony byvaji objeveny empiricky a jsou proto
zdkony integrdlnimi. Uvadéji totiz vétSinou vztah mezi globalné
(integraln&) definovanymi veli¢inami, jejichZ integra&ni obory jsou
rizné. Vidéli jsme to u Gaussova zdkona (ktery je matematicky
formulovanym dusledkem empiricky zjist&ného zakona
Coulombova). Porovnava celkovy ndboj (integral ndbojové hustoty
o0 ptes objem) a tok intenzity elektrostatického pole E plochou,
kterd tento objem ohrani€uje (integratnim oborem je plocha).
Integralni v&ty prevadéji integrél z jistého oboru na integral ptes
jeho hranici a umoZiiuji tak porovnat pfislusné integrandy. Ty jiz
p¥indseji lokalni (diferencidlni) informaci o porovnavanych
veli¢inach v daném bodé prostoru, resp. v daném okamZiku.
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Rovnice kontinuity

Jednd se v podstaté o zakon zachovdni hmotnosti. Hmotnostni tok je
popsén vektorovym polem oV, kde g je hustota kapaliny. Je-li hmotnostn{
tok uzav¥enou plochou S orientovanou vnéjsi normélou kladny, kapaliny
uvnitf objemu V ubyvd a naopak, tj.

e d _ do
/gvdS——a QdV——/at dv.
S (% v

To je rovnice kontinuity v integrdlnim tvaru. V&ta GO umoZiiuje pfevést
integrdl na levé strané na integral objemovy:

., o Oo _ . 0o
/ (le (oV) — 81‘) dt =0 = div(oV) 5= 0
v

ProtoZe je objem V libovolny, nelze pfedchozi rovnost splnit jinak, nez je
nulovy integrand — to pak je rovnice kontinuity v diferencidlnim tvaru.
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Gausslv zdkon a Maxwellova rovnice

Ke Gaussovu zdkonu elektrostatiky se vracime uZ potteti. Formulovali
jsme si jej v integrdlnim tvaru pro spojité rozloZeny naboj s hustotou

o(x, y, z):
/Ed§:/§dv.
1

s
GO v&tou opét prevedeme plo3ny integral na objemovy a uvdzime, Ze
integracni obory jsou libovolné:

/(divﬁ—g) AV =0 — divfzg.
v

Ziskali jsme diferencidlni tvar Gaussova zdkona neboli prvni Maxwellovu
rovnici. Znovu v8ak pfipomeiime, Ze je to porad jen matematicky
zpracovany Coulombiv zakon.
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Konzervativni silovad pole

POZNAMKA: Jeité ke Stokesové vétE: Predstavme si, ze jedna a taz
kfivka je orientovanou hranici vice ploch.

[rotFdS=[rotFdS =
/ So St

Il
—
o
=
T
o
(2]
I
—
—
o
=
T
w

Il
0O—
=l

\

Co to podle Stokesovy vty znamena? Ze tok rotace libovolného
vektorového pole F kaZdou z téchto ploch je stejny a roven k¥ivkovému
integralu druhého druhu z vektorového pole F. Sta& proto vypotitat tok
jen jednou z nich, a tfeba vybrat takovou, aby se integral dob¥e pocital.
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Konzervativni silovd pole ,se neto&i” (nemaji viry)

Jako konzervativnf silovd pole jsme v mechanice definovali takovd, jejichz
prace pro kazdé uzaviené k¥ivce je nulova (dasledkem byl zdkon
zachovdni mechanické energie).

POZNAMKA: Pozor!! Z toho, Ze f FdF=0 pro libovolnou uzav¥enou
c

k¥ivku, nelze usuzovat, Ze by integrand, tj. F byl nulovy!! Tim, Ze je
k¥ivka uzav¥end, neni uZ tak Gplng& libovolna.

Co z toho tedy usoudit Ize? Podle Stokesovy véty to, Ze integral z
vektorového pole rot F po v8ech moZnych plochach, které maji za hranici
libovolnou uzavfenou k¥ivku (a to jsou viechny plochy, pokud samy
nejsou uzaviené — hranice uzaviené plochy je prdzdnd mnoZina). Z toho
uz usoudit na nulovost integrandu, tj. rotace pole F, Ize. TakZe: Silové
pole ﬁje konzervativni pravé kdyzZ je jeho rotace nulova — tzv. nevirové
pole.
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Faradaylv zdkon elektromagnetické indukce

Pamatujete? Na koncich smy¢ky v proménném magnetickém poli vznika
indukované napéti. Matematicky to znamena, Ze zaporné& vzatd Casova
zména toku magnetické indukce B(x, y, z, t) (kazdou) plochou S, jejiz
hranici je pravé uzavfena smycka C, je rovna indukovanému napéti.
Napéti na koncich smycky je v8ak prace intenzity E po uzavfené kFivce

C, tedy

- Fr —/a—Bd§ :/Edf.
dt

S S C

To je Faradaylv zdkon v integralnim tvaru. Pomoci Stokesovy véty:

L 9B\ = . 5
/ rotE—&—a— d5:>rotE:—a—B
ot ot

S

Vysledek je Maxwellova rovnice p¥edstavujici Faradaytiv zdkon v
diferenciadlnim tvaru.
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Ulohy k procviceni

Pokud jste b&hem studia tohoto tématu propoéitali vie, co k tomu bylo
uréeno, nebudou vam nasledujici tlohy dé&lat problém.

Dvakrat Gaussova-Ostrogradského véta

> Vypottéte tok vektorového pole F = (x3, y3, z3) kulovou plochou
x? 4 y? + z? = R? orientovanou vn&jsi normalou, jak p¥imo, tak
pomoci GO véty. P¥imy vypolet je d¥ina, GO vé&tou je to hned.
(Vysledek: £27R5.)

> Vypoctéte tok vektorového pole F= (x, y, z) dolni polovinou
kulové plochy o polomé&ru R =1, jejiz st¥ed je v bodé& (0, 0, 1).
Plocha je orientovdna ,ven“ z koule. Vypo&et provedte (a) p¥imo,
(b) pomoci GO v&ty vhodnym dopln&nim plochy na uzav¥enou.
(Vysledek: 7, uzav¥eni plochy kruhem x2 +y? <1, z=1)
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Greenova a Stokesova véta
> (a) Vypottéte praci silového pole v R?, F(x, y) = (—ﬁy?, ﬁﬁ)

po kruZnici K : x2 4+ y? = R?, obihajici potatek soustavy soutadnic
jednou v kladném smyslu. (b) Vypottéte % - %—Tj. MuZeme pouZit
Greenovu vétu? Zdivodnéte. (c) Lze Fici, ¢emu je rovna préce
tohoto pole po libovolné uzaviené k¥ivce C obihajici poatek rovnéz
jednou v kladném smyslu? ZdGvodnéte.

(Vysledek: (a) 27, (b) NemiZeme, nejsou splnény ptedpoklady. Pole

F neni definovano v bodg (0, 0), ktery kruznice obiha, (c) 27

(pouzijte Greenovu vé&tu na kfivku C + (—K)).)

> Vypottéte préci silového pole F = (z—y, x =z, y — x) po kruZnici
x2 4 y? = 1 obihajici potatek soustavy sou¥adnic jednou v
zaporném smyslu pfimym vypo&tem i pomoci Stokesovy véty.
Navod: pfi vypoltu pomoci Stokesovy véty zvolte plochu vhodné
tak, aby se integral dob¥e pocital.
(Vysledek: —27)
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