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Co a k čemu jsou
”
integrálńı věty“

Při zpracováńı p̌redchoźıho tématu o plošném integrálu druhého
druhu jsme v rámci jeho fyzikálńıch aplikaćı dospěli k tzv. Gaussovu
zákonu elektrostatiky, který uvád́ı do souvislosti tok (matematicky
plošný integrál druhého druhu) intenzity elektrostatického pole
~E (x , y , z) uzav̌renou plochou S orientovanou vektorovým polem
vněǰśı jednotkové normály ~n(x , y , z), a hustotou %(x , y , z), s ńıž
je náboj spojitě rozložen v objemu V obepnutém touto plochou:

Q =

∫
S

~E d~S =

∫
V

%

ε
dV ,

kde ε je dielektrická permitivita prosťred́ı (v p̌ŕıpadě vakua je
ε
.

= 8, 85 · 10−12 Fm−1).
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Jaký význam má Gauss̊uv zákon? Může posloužit k zjǐst’ováńı
intenzity elekrostatického pole v prostoru, známe-li rozložeńı
nábojové hustoty? Neńı to tak jednoduché. Je-li funkce %(x , y , z)
známá, můžeme vypoč́ıtat pravou stranu uvažované rovnosti
integraćı p̌res zvolený objem – to p̌redstavuje jakousi globálńı
informaci. Źıskáme tak hodnotu toku intenzity elektrostatického
pole plochou, která obeṕıná objem, p̌res který jsme integrovali
funkci %(x , y , z). Jenže źıskaný tok je zase jenom globálńı
informace, a my bychom poťrebovali znát vektorové pole
~E (x , y , z) v jednotlivých bodech prostoru (tj. informaci lokálńı),
nebo nějaké diferenciálńı rovnice, jejichž řešeńım bychom rozložeńı
intenzity ~E (x , y , z) v prostoru mohli v principu źıskat.
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Tak co ťreba zbavit se integrál̊u? Ale jak, když integračńı obory
levé i pravé strany Gaussova zákona jsou r̊uzné? Podstatný je fakt,
že zákon plat́ı pro libovolný objem a jeho hraničńı plochu (splňuj́ıćı
samožrejmě definičńı požadavky p̌ŕıslušných integrál̊u). Umožňuje
to p̌revést integrál druhého druhu p̌res uzav̌renou plochu S z
vektorového pole ~E na integrál p̌res obepnutý objem z jisté skalárńı
funkce, která s polem ~E souviśı prosťrednictv́ım derivaćı.
Matematická věta, která takový p̌revod umožňuje, se nazývá věta
Gaussova-Ostrogradského.

Věta Gaussova-Ostrogradského je jednou z tzv. klasických
integrálńıch vět, které umožňuj́ı, zjednodušeně řečeno, p̌revést
integrál z daného integračńıho oboru na integrál p̌res jeho hranici a
naopak.
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Význam klasických integrálńıch vět znázorňuje obrázek.

 

 d  d

S V

S V   

y  

r  
x  

S  

z  

y  

( )Sn r  

x  

( )SE r  

Sr  

C  

S  

V  

z  

Sr  
y  

( )Sn r  

x  

( )SE r  dV  

dr  

Cr  

dS  M  

d d

C S

r S    d d
C M

r M   

dM  
dr  

Cr  
r  
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Vedle věty Gaussovy-Ostrogradského, p̌reváděj́ıćı integrál p̌res
objem na integrál p̌res plochu, která jej obeṕıná, se jedná ještě o
větu Stokesovu – p̌revod integrálu p̌res plochu v R3 na ohraničuj́ıćı
ǩrivku, a větu Greenovu, která provád́ı totéž, jenže v R2.
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Diferenciálńı operátory

Než se budeme zabývat integrálńımi větami, p̌riprav́ıme se na to
zavedeńım pojmů, které budeme poťrebovat. Jsou to tzv.
difereciálńı operátory. Nejjednoduš̌śı z nich už známe – derivace a
parciálńı derivace funkćı jedné či v́ıce proměnných.

Operátor derivace, resp. operátory parciálńıch derivaćı můžeme
chápat jako zobrazeńı p̌rǐrazuj́ıćı funkci f : U 3 x → f (x) ∈ R,
(kde U ⊂ R je nap̌r. otev̌rený, nebo uzav̌rený interval, pop̌r. jiná
vhodná množina), resp. funkci f : U 3 (x , y , z) → R, (kde
U ⊂ R3 je nap̌r. otev̌rená množina) jej́ı derivaci, resp. parciálńı
derivace, tj.

d

dx
: f (x) −→ d

dx
(f (x)) =

df (x)

dx
= f ′(x).

∂

∂x
: f (x , y , z) −→ ∂

∂x
(f (x , y , z)) =

∂f (x)

∂x
, podobně

∂

∂y
,
∂

∂z
.
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Analogicky funguj́ı operátory derivaćı vyš̌śıch řádů a v p̌ŕıpadě
skalárńıch a vektorových funkćı v́ıce proměnných operátory z nich
složené, důležitý je nap̌ŕıklad Laplace̊uv operátor

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Všechny diferenciálńı operátory, které jsme zḿınili a ještě zḿıńıme,
jsou a budou lineárńı, tj. takové, které lineárńı kombinaci funkćı
jako vzoru p̌rǐrazuj́ı lineárńı kombinaci obraz̊u se stejnými
koeficienty. Nap̌r. pro funkce f (x , y , z), g(x , y , z) a č́ısla
α, β ∈ R je

∂2

∂x∂y
(αf (x , y , z)+βg(x , y , z)) = α

∂2f (x , y , z)

∂x∂y
+β

∂2g(x , y , z)

∂x∂y
,

∂3

∂x∂y2
(αf (x , y , z)+βg(x , y , z)) = α

∂3f (x , y , z)

∂x∂y2
+β

∂3g(x , y , z)

∂x∂y2
.
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DEFINICE: Gradient

Necht’ f : U 3 (x , y , z) → f (x , y , z) ∈ R, U ∈ R3, je
diferencovatelná funkce. Gradientem funkce f rozuḿıme vektorové
pole (jinými slovy vektorovou funkci)

~F : U 3 (x , y , z) −→ ~F (x , y , z) = grad f (x , y , z) ∈ V(U),

grad f (x , y , z) =

(
∂f (x , y , z)

∂x
,
∂f (x , y , z)

∂y
,
∂f (x , y , z)

∂z

)
,

kde V(U) je množina vektorových poĺı na U ⊂ R3.
”
Vektor“

~∇ = grad =
(

∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
je zobrazeńı p̌rǐrazuj́ıćı funkćım jejich

gradienty. Nazývá se operátor gradientu.

S pojmem gradientu jsme se setkali už v ZMMF 1, kde jsme si
vyložili i jeho geometrický význam – je to vektor, v jehož směru
zaznamenáme nejvěťśı změnu funkčńı hodnoty funkce f (x , y , z).
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DEFINICE: Divergence

Necht’ ~F : U 3 (x , y , z) → ~F (x , y , z) ∈ V(R3), U ∈ R3,
~F (x , y , z) = (Fx(x , y , z), Fy (x , y , z), Fz(x , y , z)) je

diferencovatelné vektorové pole. Divergence vektorového pole ~F je
skalárńı funkci (z množiny G(U) funkćı definovaných na U)

g : U 3 (x , y , z) −→ g(x , y , z) = div ~F (x , y , z) ∈ G(U),

div ~F (x , y , z) =
∂Fx(x , y , z)

∂x
+
∂Fy (x , y , z)

∂y
+
∂Fz(x , y , z)

∂z
.

Operátor divergence p̌rǐrazuje vektorovým poĺım jejich divergence.
Jeho

”
působeńı na vektorové pole ~F“ si můžeme formálně

p̌redstavit p̌redstavit jako skalárńı součin div ~F = ~∇~F

S pojmem divergence jsme se setkali v Mechanice, když jsme se
zabývali rovnićı kontinuity. Divergence určovala

”
množstv́ı“ zdroj̊u,

nebo ḿıst zániku proudnic popisuj́ıćıch pohyb tekutiny.
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DEFINICE: Rotace

Necht’ ~F : U 3 (x , y , z) → ~F (x , y , z) ∈ V(R3), U ∈ R3,
~F (x , y , z) = (Fx(x , y , z), Fy (x , y , z), Fz(x , y , z)) je

diferencovatelné vektorové pole. Rotaćı vektorového pole ~F
rozuḿıme vektorové pole

~G : U 3 (x , y , z) −→ ~G (x , y , z) = rot ~F (x , y , z) ∈ V(U),

kde V(U) je množina vektorových poĺı na U ⊂ R3, a

~G (x , y , z) =

(
∂Fz
∂y
− ∂Fy

∂z
,
∂Fx
∂z
− ∂Fz

∂x
,
∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y

)
.

Operátor rotace p̌rǐrazuje vektorovým poĺım jejich rotace. Jeho

”
působeńı na vektorové pole ~F“ si můžeme formálně p̌redstavit

jako vektorový součin rot ~F = ~∇× ~F .
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PŘ́IKLADY: Gradient, divergence, rotace

I f (x , y , z) = h
R

√
x2 + y2 + z2,

grad f (x , y , z) =
h

R
√
x2 + y2 + z2

(x , y , z).

I ~F (x , y , z) = (x2yz , xy2z , xyz2),

div ~F = 6xyz , rot ~F = (x(z2 − y2), y(x2 − z2), z(y2 − x2)).

Vše podrobně propočtěte podle definičńıch vzorc̊u. Dále vypočtěte
divergenci vektorového pole elektrostatické intenzity od bodového náboje
q uḿıstěného v počátku soustavy soǔradnic

~E =
q

4πε(x2 + y2 + z2)3/2
(x , y , z).

a ově̌rte, že ~E = −gradU, kde U = − q

4πε
√

x2+y2+z2
je potenciál.
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Vztahy pro diferenciálńı operátory

Př́ımým výpočtem z definic diferenciálńıch operátor̊u lze dokázat
pro libovolné funkce f (x , y , z), resp. ~F (x , y , z) (pokuste se o to):

I div(grad f ) = ∆f tj. ~∇~∇f = ∆f

I div(rot ~F ) = 0 tj. ~∇(~∇× ~F ) = 0

I rot(rot ~F ) = grad(div ~F )−∆~F , tj. ~∇× (~∇× ~F ) =
~∇(~∇~F )− (~∇~∇)~F

I rot(grad f ) = ~0, tj. ~∇× (~∇f ) = ~0.

Všimněte si, že p̌ri formálńım zacházeńı s operátorem ~∇ jako s
vektorem plat́ı stejná pravidla jako pro skalárńı a vektorový součin.
Při důkazu posledńıho vztahu si uvědomte záměnnost sḿı̌sených
parciálńıch derivaćı druhého řádu.
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Gaussova-Ostrogradského věta

Větu nejprve formulujeme a potom se pokuśıme ji názorně vysvětlit
(nikoli dokázat, to bude později věćı pokročileǰśıch p̌redmět̊u).

VĚTA: Gaussova-Ostrogradského

Necht’ V ⊂ R3 je jordanovsky mě̌ritelná množina (objem) a S jej́ı
(hladká) hranice orientovaná vněǰśı jednotkovou normálou. Necht’

na otev̌rené množině obsahuj́ıćı V spolu s hranićı je definováno
spojitě diferencovatelné vektorové pole ~F (x , y , z). Plat́ı∫

S

~F d~S =

∫
V

div ~F (x , y , z) dV .

Hladkou plochou rozuḿıme parametrizovanou plochu, jej́ıž
parametrizace je p̌rinejmenš́ım spojitě diferencovatelné zobrazeńı.
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Věta plat́ı pro libovolný objem a jeho hraničńı plochu, pokud
integrály na obou stranách rovnosti existuj́ı. (Předpoklady ve větě
jsou silněǰśı proto, aby existence byla již p̌redem zajǐstěna.)

 

( , , )v x y z  

( , , )x y z  

z  

y  

x  

z  

y  
x  

x x y y z zS S S S S S S           

(0,1, 0)yn   
yS  

yS  (0, 1, 0)yn    
V  

proudnice  

Plocha ∆S je pouze po částech hladká (má hrany, ty však tvǒŕı
zanedbatelnou množinu). Stěny jsou hladké a celkový tok
vektorového pole ~v je součtem tok̊u jednotlivými stěnami.
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Trocha fyziky a matematických proȟrešk̊u
(jestliže GO větě

”
vě̌ŕıte“, můžete p̌reskočit na sńımek 23)

K názornému výklad GO věty použijeme p̌redstavu proud́ıćı ideálńı
kapaliny a budeme poč́ıtat jej́ı objemový tok uzav̌renou plochou.
Podstatné je, že GO věta plat́ı, at’ jsou V a S jakékoli (splňuj́ı-li základńı
p̌redpoklady). Pro jednoduchost proto zvoĺıme ∆V ve tvaru kvádru o

”
dostatečně malých“ rozměrech na p̌redchoźım obrázku, objem kvádru

označ́ıme stejně, ∆V = ∆x ∆y ∆z . Tok kapaliny (vektorového pole
rychlosti ~v(x , y , z)) ohraničuj́ıćı plochou (povrchem kvádru) je součtem
tok̊u stěnami. Označ́ıme je takto: stěny kolmé na osu y (v obrázku jsou
označeny) ∆Sy (levá), ∆S ′y (pravá). Jejich plošný obsah je ∆x ∆z .
Podobně daľśı dvojice stěn: ∆Sx (zadńı), ∆S ′x (p̌redńı), ∆Sz (dolńı),
∆S ′z (horńı).

Obrázek si ted’ ťreba p̌rekreslete na paṕır a společně poč́ıtejte.
Matematické proȟrešky, jichž se dopust́ıme, okomentujeme nakonec.
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Toky stěnami ∆Sy a ∆S ′y

∆Qy =

∫
∆Sy

~v(x , y , z)d~S =

∫
∆Sy

(~v(x , y , z) ~ny )dS =

∫
∆Sy

−vy (x , y , z)dS

∆Q ′y =

∫
∆S′

y

~v(x , y + ∆y , z)d~S =

∫
∆S′

y

(~v(x , y + ∆y , z) ~n ′y )dS =

=

∫
∆S′

y

vy (x , y + ∆y , z)dS

Plochy ∆Sy a ∆S ′y můžeme ted’ už parametrizovat stejně, nebot’ jejich
opačnou orientaci jsme respektovali normálami ~ny a ~n ′y a posun ∆S ′y
oproti ∆Sy o ∆y jsme respektovali ve vyjáďreńı vektorového pole ~v
záměnou ~v(x , y , z) → ~v(x , y + ∆y , z). K parametrizaci použijeme
p̌ŕımo kartézské soǔradnice x a z , tj. dS = dx dz .
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Celkový tok bočńımi stěnami ∆Sy a ∆S ′y

∆Qy + ∆Q ′y =

x+∆x∫
x

z+∆z∫
z

(vy (x , y + ∆y , z)− vy (x , y , z)dx dz) .

Ted’ provedeme jednu užitečnou formálńı úpravu:

∆Qy + ∆Q ′y = ∆y

x+∆x∫
x

z+∆z∫
z

vy (x , y + ∆y , z)− vy (x , y , z)

∆y
dx dz .

Co vám p̌ripoḿıná integrand? Kdybychom provedli limitńı p̌rechod

∆y → 0, byla by to parciálńı derivace
∂vy (x, y , z)

∂y . Je-li objem ∆V

”
dostatečně malý“, můžeme napsat (když to matematikové neuvid́ı)

∆Qy + ∆Q ′y
.

=

∫
∆V

∂vy (x , y , z)

∂y
dx dy dz .
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Celkový tok povrchem kvádru

Obdobně vypočteme tok vektorového pole ~v dvojicemi stěn ∆Sx a ∆S ′x ,
resp. ∆Sz a ∆S ′z . Celkový tok je pak součet

∆Q = ∆Qx + ∆Q ′x + ∆Qy + ∆Q ′y + ∆Qz + ∆Q ′z =

=

∫
∆V

(
∂vx(x , y , z)

∂x
+
∂vy (x , y , z)

∂y
+
∂vz(x , y , z)

∂z

)
dV

Poznáváte divergenci vektorového pole ~v? Výsledek:∫
∆S

~v d~S =

∫
∆V

div ~v dV .

A máme GO větu pro náš specifický p̌ŕıpad.
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”
Matematické proȟrešky“

Je ťreba zdůraznit, že p̌rechodźı výklad GO věty nebyl korektńı důkaz,
nebot’ jsme pro źıskáńı nakonec správného výsledku použili úvahy, jejichž
oprávněnost jsme neprově̌rili.

I Použili jsme velmi speciálńı integračńı obory (kvádr a jeho stěny).
Výsledek pro kvádr ještě nedokazuje, že tvrzeńı plat́ı pro obecný
útvar V a jeho hraničńı plochu.

I Neprovedli jsme řádně limitńı p̌rechody, nap̌r.

lim
∆y→0

vy (x , y + ∆y , z)− vy (x , y , z)

∆y
,

a operovali jsme
”
zdůvodněńım“ pomoćı

”
dostatečně malých

integračńıch obor̊u.“
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”
Zádrhel“ Gaussovy-Ostrogradského věty

GO větě vě̌ŕıme, ale ... Vrat’me se ke vztahu pro tok intenzity
elektrostatického pole ~E od bodového náboje q uḿıstěného v
počátku soustavy soǔradnic. Vypoč́ıtali jsme, že tok kulovou
plochou je (viz Téma 2): ∫

S

~E d~S =
q

ε
.

Pokud jste splnili úkol zadaný na sńımku 12 a vypoč́ıtali div ~E ,
zjistili jste, že je nulová. Pro tok by tedy mělo podle GO věty platit∫

S

~E d~S =

∫
V

div ~E dV = 0.
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GO věta tedy neplat́ı, nebo jsme tok vypoč́ıtali chybně? Nic z toho.
Problém je v tom, že nejsou splněny p̌redpoklady GO věty.
Pod́ıvejte se na ně znovu. Už to vid́ıte? Jsou porušeny v jediném
bodě, v počátku soustavy soǔradnic, kde intenzita neńı definována.
Ten jediný bod, jakási singularita, všechno pokaźı. Nejsou-li
splněny p̌redpoklady věty, nelze ji použ́ıt.

Přesto můžeme GO větu i pro p̌ŕıpad bodového náboje vhodně
uplatnit. V tématu 2 jsme pǒrádně poč́ıtali tok intenzity od
bodového náboje kulovou plochou S se sťredem v náboji a tak
nějak

”
logicky“ jsme usoudili, že bude stejný pro libovolnou plochu

obeṕınaj́ıćı náboj. Správně aplikovaná GO věta nám umožńı to
dokázat. Uvid́ıme to v následuj́ıćım p̌ŕıkladu.
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PŘ́IKLAD: Tok intenzity ~E od bodového náboje libovolnou
uzav̌renou plochou

Plochu S orientujme vněǰśı normálou ~n. Počátek soustavy soǔradnic,
který kaźı GO větu,

”
vyjmeme ze hry“ pomoćı kulové plochy S0 se

sťredem v počátku, orientované vněǰśı normálou ~n0. GO větu aplikujeme
na plochu S + S0. Pro ni jsou p̌redpoklady věty splněny – počátek
soustavy soǔradnic lež́ı vně objemu obepnutého plochami S a S0.

 

 

0 0

0

0

d d d

d div d 0

d d

S S S S

S S V

S S

E S E S E S

E S E V

q
E S E S







   

  

   

 

z  

V  
n  

S  

y  

x  

0S  
0n  

Zdůvodńıte znaménko v posledńı rovnosti? Správně – kulová plocha S0 je
nyńı orientována opačně než p̌ri výpočtu toku v rámci tématu 2.
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PŘ́IKLAD: Užit́ı Gaussovy-Ostrogradského věty

Na jednoduchém p̌ŕıkladu ukážeme praktické využit́ı GO věty. Úkolem
bude určit tok vektorového pole plochou S , která neńı uzav̌rená, takže se
na ni GO věta nevztahuje. Může se však ukázat výhodným plochu

”
uzav̌ŕıt“, použ́ıt GO větu a z výsledku pak

”
oddělit“ část toku

odpov́ıdaj́ıćıho původńı ploše S .

V rámci tématu 2 byla prvńı úloha k procvičeńı zamě̌rena na výpočet
toku vektorového pole ~F = (y − z , z − x , x − y) pláštěm kužele

z =
√
x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 1, s normálou orientovanou dovniťr kužele. Tok

vyšel nulový. Postup zahrnuje parametrizaci, výpočet tečných vektor̊u k
soǔradnicovým ǩrivkám a jejich vektorového součinu, integraci.
Uvědoḿıme-li si, že div ~F = 0, můžeme výpočet urychlit. Uzav̌reme-li
plášt’ S

”
dekĺıkem“ S0 o rovnici z = 1 orientovaným normálou

”
dovniťr“

~n0 = (0, 0, −1), dostaneme uzav̌renou plochu S +S0 orientovanou vniťrńı
normálou. V GO větě muśıme obrátit znaménko u jednoho z integrál̊u, tj.∫

S+S0

~F d~S = −
∫
V

div ~F dV = 0, =⇒
∫
S

~F d~S = −
∫
S0

~F d~S .
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Předem samožrejmě nev́ıme, jaký bude tok plochami S a S0, v́ıme jen, že
oba toky budou shodné až na znaménko. Výpočet toku plochou S0 je
však o dost jednoduš̌śı.

 0S  

S  

z  

0 (0 , 0 , 1)n    

y  

n  

x  

0

0

0 0

: cos , sin , 1

( , , )

( )

( ) (sin cos )

d d d

S x r y r z

F y z z x x y

Fn x y

Fn S r

S r r

 

 



  

   

  

 



 

Q = −
∫
S0

~F d~S =

2π∫
0

1∫
0

r2(cosϕ− sinϕ)dr dϕ = 0.

Źıskaný dvojný integrál krok za krokem propočtěte.
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PŘ́IKLAD: Ještě jeden a pǒrádně

Vypočteme tok vektorového pole ~F = (x , y , z) povrchem dolńı poloviny
anuloidu vzniklého rotaćı (kolem osy z) půlkružnice o poloměru r0 se
sťredem v bodě (R, 0, 0), r0 ≤ R, a orientovaného ven z vniťrku anuloidu.

 

z  
0

0

0

: ( cos )cos

    ( cos )sin

     sin , [0, 2 ], [0, ]

S x R r

y R r

z r

 

 

    

 

 

   

 

0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

( sin cos , sin sin , cos )

( ( cos )sin , ( cos )cos , 0)

( ( cos )cos cos , ( cos )cos sin , ( cos )sin )

f r r r

f R r R r

f f r R r r R r r R r





 

    

   

       

   

   

     

 

n  

0S  

( , , )x y z  

  

y  

x  

0 (0, 0,1)n   

R  0r  
  

Výpočet provedeme jednak p̌ŕımo, jednak pomoćı GO věty doplněńım na

uzav̌renou plochu. Poč́ıtejte spolu se mnou na paṕır.
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Vedle obrázku vid́ıme parametrizaci plochy S (je jen naznačena –
neuḿım ten obrázek udělat prostorový). Dále máme vypočteny tečné
vektory k soǔradnicovým ǩrivkám a jejich vektorový součin (pǒrad́ı
~fα × ~fϕ odpov́ıdá orientaci plochy S směrem

”
ven“). Pro tok dostaneme

(pokud jste zapomněli, vrat’te se k tématu 2)

Q =

∫
S

~F d~S =

2π∫
0

π∫
0

(~F ◦ S)(~fα × ~fϕ)dα dϕ =

=

2π∫
0

π∫
0

(
r0(R + r0 cosα)2 cosα + r2

0 (R + r0 cosα) sin2 α
)
dα dϕ

= ... roznásobte a upravte, je to jen pracná rutina ... =

= 2π

π∫
0

(
r0R

2 cosα + r2
0R + r2

0R cos2 α + r3
0 cosα

)
dα = 3π2r2

0R.
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Nyńı pomoćı GO věty: uzav̌reme plochu mezikruž́ım S0 se sťredem v
počátku soustavy soǔradnic, o poloměrech R − r0 a R + r0 a lež́ıćım v
rovině xy . Orientujeme je ve směru normály ~n0 = (0, 0, 1), tj.

”
ven“.

Parametrizace, tečné vektory, integrál:

S0 : x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = 0, r ∈ [R − r0, R + r0], ϕ ∈ [0, 2π]

~fr = (cosϕ, sinϕ, 0), ~fϕ = (−r sinϕ, r cosϕ, 0), ~fr × ~fϕ = (0, 0, r)

(~F ◦ S0)(~fr × ~fϕ) = 0 =⇒ Q0 = 0.

Divergence vektorového pole ~F je div ~F = 3. Objem anuloidu jsme
poč́ıtali ještě v p̌rednášce, jeho polovina je V = π2r2

0R. Pak

Q + Q0 = Q =

∫
V

div ~F dV = 3π2r2
0R =⇒ Q = 3π2r2

0R,

což je očekávaný výsledek, źıskaný podstatně méně pracně než p̌ŕımým
výpočtem. Ale pozor, postup je ťreba volit podle konkrétńı situace, GO
věta nemuśı vždy p̌rinést zjednodušeńı.
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Greenova věta

Greenova věta p̌revád́ı ǩrivkový integrál 2. druhu z vektorového
pole ~F po rovinné uzav̌rené orientované ǩrivce na integrál, jehož
integračńım oborem je rovinný útvar obepnutý touto ǩrivkou.

VĚTA: Greenova

Necht’ M je jordanovsky mě̌ritelná množina v rovině a ǩrivka C jej́ı
hladká (resp. po částech hladká) hranice orientovaná v kladném
geometrickém smyslu. Necht’ ~F (x , y) = (Fx(x , y), Fy (x , y)) je
spojitě diferencovatelné vektorové pole definované na otev̌rené
množině U ⊂ R2 obsahuj́ıćı množinu M i s hranićı C . Pak∫

C

~F (x , y) d~r =

∫
M

(
∂Fy (x , y)

∂x
− ∂Fx(x , y)

∂y

)
dx dy .
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Zase fyzika – práce silového pole (můžete p̌reskočit na sńımek 34)

Ani Greenovu větu nebudeme matematicky dokazovat. Použijeme
jen názorného zdůvodněńı, podobně jako u věty GO.

Práce silového pole ~F po ǩrivce
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( , ) ( , )]
d

y x y x

x y

C C

x x x

y y x x

x x x

x x

x x

x

x x
x x

x

C C C C C

W F r F x y x F x y y

W W F x y x F x y y x

F x y y F x y x

F x y x
xy

y

y F y









    

   

       

     

 








 

 





 

x  

x  

y  
M  

( , )x y  

yC  

xC  xC   

yC  

Poč́ıtáme práci silového pole ~F po ǩrivce C = Cy + C ′x + C ′y + Cx .
Výpočet po úsečkách Cy a C ′y , podél nichž je dy = 0, je v obrázku.
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Všimněte si posledńıho integrandu. Kdybychom provedli limitńı p̌rechod
∆y → 0, dostaneme parciálńı derivaci x-ové složky śıly podle proměnné
y , tj.

∆Wy + ∆W ′y
.

= ∆y

x+∆x∫
x

−∂Fx(x , y)

∂y
dx

.
=

∆x∫
x

y+∆y∫
y

−∂Fx(x , y)

∂y
dx dy .

Podobně vypočteme práci ∆Wx + ∆W ′x po úsečkách Cx a C ′x . Sečteńım
dostaneme celkovou práci silového pole po uzav̌rené ǩrivce C obeṕınaj́ıćı
rovinný útvar ∆M a orientované v kladném smyslu:

∆W =

∫
C

(Fx dx + Fy dy) =

∫
∆M

(
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
dx dy .

V tom už poznáváme Greenovu větu po náš speciálńı p̌ŕıpad.
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Stokesova věta

Stokesova věta je v podstatě zobecněńım věty Greenovy na
trojrozměrnou situaci – p̌revád́ı ǩrivkový integrál 2. druhu z
vektorového pole ~F (x , y , z) po orientované uzav̌rené ǩrivce C na
integrál z rotace tohoto vektorového pole po orientované ploše S ,
j́ıž je ǩrivka C hranićı. Než větu formulujeme, je ťreba ř́ıct ještě
něco k orientaci plochy a jej́ı hranice.

Představme si, že plocha S je orientována spojitým vektorovým
polem jednotkové normály ~n. Správnou orientaci hraničńı ǩrivky
můžeme určit pomoćı

”
pravidla pravé ruky“ (obrázek), nebo

formálně, kdy parametrizaci plochy, kterou voĺıme souhlasně s
orientaćı (viz téma 2),

”
p̌reneseme“ na hraničńı ǩrivku – to

uvid́ıme později na p̌ŕıkladu.
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Jak správně orientovat hranici plochy

 

orientace  souhlasná s normálou:

pravidlo pravé ruky

C
 

z  plocha  je hladká

křivka  je po částech hladká

(je složená z konečně mnoha

hladkých částí - zde tří)

S

C
 

y  

 prstyC  x  

S  

R  

 palecn  

POZNÁMKA: Co je hladká, resp. po částech hladká plocha, nebo
ǩrivka, v́ıme z p̌rednášky. Obrázek to rekapituluje názorně.
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VĚTA: Stokesova

Necht’ S je hladká (p̌ŕıp. po částech hladká) plocha orientovaná
jednotkovou normálou v R3 a C jej́ı hladká (p̌ŕıp. po částech
hladká) hranice orientovaná souhlasně s orientaćı plochy. Necht’
~F (x , y , z) = (Fx(x , y , z), Fy (x , y , z), Fz(x , y , z)) je spojitě
diferencovatelné vektorové pole definované na otev̌rené množině
U ⊂ R3 obsahuj́ıćı plochu S i s hranićı C . Pak∫

C

~F (x , y , z) d~r =

∫
S

rot ~F (x , y , z) d~S

POZNÁMKA: Vypočtěte složky rotace vektorového pole ~F , pro něž je
Fz = 0 a Fx a Fy nezáviśı na proměnné z . Poč́ıtali jste správně? Pak
vid́ıte, že Greenova věta je jen speciálńım p̌ŕıpadem věty Stokesovy.

rot ~F =

(
0, 0,

∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
.
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PŘ́IKLAD: Použit́ı Stokesovy věty

Zvolme silové pole ~F =
(

1
2z

2, 1
2x

2, 1
2y

2
)
. Jeho rotace je (propočtěte)

rot ~F = (y , z , x). Vypočteme práci śıly ~F po ǩrivce C ohraničuj́ıćı plochu
na p̌redchoźım obrázku. Jedná se o osminu kulové plochy v prvńım
oktantu. Je orientována jednotkovou normálou ve směru ~r = (x , y , z)
(radiálńı směr). Parametrizujeme ji pomoćı sférických úhlových soǔradnic
ϑ ∈ [0, π2 ] a ϕ ∈ [0, π2 ]. (Toto pǒrad́ı parametr̊u odpov́ıdá volbě normály

– ově̌rte, že vektor ~fϑ × ~fϕ je v každém bodě plochy S souhlasně
rovnoběžný s ~n).

x = R sinϑ cosϕ, y = R sinϑ sinϕ, z = R cosϑ.

Křivka C je tvǒrena ťremi hladkými oblouky, integál vyjaďruj́ıćı práci
bude součtem integrál̊u po jednotlivých z nich. Muśıme je tedy také
parametrizovat. Použijeme k tomu parametrizaci plochy, v ńıž vždy jednu
proměnnou (bud’ ϑ, nebo ϕ) zafixujeme na krajńı hodnotě definičńıho
intervalu, tj. 0, resp. π

2 .
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Zopakujeme obrázek a doplńıme jej.

 

0
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Křivky parametrizujeme tak, že do parametrizace plochy dosad́ıme vždy
pevnou hodnotu jedné z proměnných ϑ, ϕ, druhá bude parametrem t
(obrázek).
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Provedeme parametrizaci ǩrivek (sami dosazujte, potom zkontrolujte):

S : x = R sinϑ cosϕ, y = R sinϑ sinϕ, z = R cosϑ

C0 : ϑ = 0, ϕ = t, x = 0, y = 0, z = 1, zanedbatelná množina

Cz : ϑ =
π

2
, ϕ = t, x = R cos t, y = R sin t, z = 0

Cy : ϑ = t, ϕ = 0, x = R sin t, y = 0, z = R cos t

Cx : ϑ = t, ϕ =
π

2
, x = 0, y = R sin t, z = R cos t

I C0 je bod, do kterého na kouli úst́ı všechny poledńıky. Do integrálu
nep̌rispěje – je to zanedbatelná množina.

I Křivka Cz je správně orientovaná část rovńıku. Jej́ı počátečńı bod
(pro t = 0) je (R, 0, 0) koncový bod (pro t = π

2 ) je (0, R, 0) .

I Křivka Cy je část poledńıku, rovněž správně orientovaná (určete
počátečńı a koncový bod).

I Parametrizace ǩrivky Cx je nesouhlasná s orientaćı plochy. Jej́ı
počátečńı bod (pro t = 0) je (0, 0, R), koncový (pro t = π

2 ) je
(0, R, 0).
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A ted’ už konečně výpočet práce

Provedeme jej jednak p̌ŕımo, jednak pomoćı Stokesovy věty. Někeré
výpočty ukážeme, zbylé podle p̌redvedeného vzoru proved’te sami.

W =

∫
Cz

~F d~r +

∫
Cy

~F d~r −
∫
Cx

~F d~r .

Práce po ǩrivce Cz :

~F ◦ Cz = (0,
1

2
R2 cos2 t,

1

2
R2 sin2 t),

d(~r ◦ Cz)

dt
= (−R sin t, R cos t, 0)

(~F ◦ Cz)
(d~r ◦ Cz)

dt
=

1

2
R3 cos3 t =⇒ W (Cz) =

1

2
R3

π/2∫
0

cos3 t dt =
1

3
R3

Křivkové integrály prvńıho i druhého druhu jsme již sice poč́ıtali ďŕıve,
p̌resto postup okomentujeme:
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Postup p̌ri integraci po parametrizované ǩrivce C

I Vektorové pole ~F vyjáďŕıme v bodech ǩrivky (do jeho složek se
dosad́ı za x , y a z parametrizace ǩrivky). Dostaneme složky vektoru
~F ◦ C (t) jako funkce parametru t.

I Za složky vektoru ~r = (x , y , z) rovněž dosad́ıme parametrizaci
ǩrivky C . Dostaneme ~r ◦ C (t) jako vektorovou funkci t.

I Vektorovou funkci ~r ◦ C (t) derivujeme po složkách, výsledkem je

tečný vektor ~τ(t) = d~r◦C(t)
dt ke ǩrivce C v bodě, jehož parametr je t.

I Vypočteme skalárńı součin vektor̊u ~F ◦ C (t) a ~τ(t). Ten budeme
integrovat v meźıch parametru t.

Když si znovu projdete postup na p̌redchoźım sńımku, uvid́ıte, že to
právě takto bylo. A můžete sami poč́ıtat práci pole ~F po ǩrivkách Cy a
Cx . Vyjde Wy = 1

3R
3, Wx = − 1

3R
3. Celková práce je (pozor na orientaci

ǩrivky Cx !!) W = Wz + Wy −Wx = R3.
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Výpočet práce pomoćı Stokesovy věty

Výpočet provedeme jako integrál prvńıho druhu ze skalárńı funkce ~n rot ~F
(téma 2). Návod rovnou provádějte. Pǐste, upravujte a poč́ıtejte.

I Vypočtěte skalárńı součin vektor̊u ~n = 1
R (x , y , z), rot ~F = (y , z , x):

~n rot ~F =
1

R
(xy + yz + xz)

I Dosad’te do něj parametrizaci plochy S :

(~n rot ~F )◦S = R(sin2 ϑ cosϕ sinϕ+sinϑ cosϑ sinϕ+sinϑ cosϑ cosϕ)

I Plošný element kulové plochy znáte, dS = R2 sinϑ dϑdϕ.

I Poč́ıteje a dopoč́ıtejte integrál:
∫
S

rot ~F d~S =
∫
S

(~n rot ~F )dS =

= R3

π/2∫
0

π/2∫
0

(sin3 ϑ cosϕ sinϕ+sin2 ϑ cosϑ(sinϕ+cosϕ))dϑdϕ −→ R3
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Př́ıklady fyzikálńıch aplikaćı

O fyzikálńı motivaci k integrálńım větám jsme hovǒrili v úvodu.
Ted’ se budeme věnovat některým konkrétńım fyzikálńım aplikaćım.
Zásadńı p̌ŕırodńı zákony bývaj́ı objeveny empiricky a jsou proto
zákony integrálńımi. Uváděj́ı totiž věťsinou vztah mezi globálně
(integrálně) definovanými veličinami, jejichž integračńı obory jsou
r̊uzné. Viděli jsme to u Gaussova zákona (který je matematicky
formulovaným důsledkem empiricky zjǐstěného zákona
Coulombova). Porovnává celkový náboj (integrál nábojové hustoty
% p̌res objem) a tok intenzity elektrostatického pole ~E plochou,
která tento objem ohraničuje (integračńım oborem je plocha).
Integrálńı věty p̌reváděj́ı integrál z jistého oboru na integrál p̌res
jeho hranici a umožňuj́ı tak porovnat p̌ŕıslušné integrandy. Ty již
p̌rinášej́ı lokálńı (diferenciálńı) informaci o porovnávaných
veličinách v daném bodě prostoru, resp. v daném okamžiku.
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Rovnice kontinuity

Jedná se v podstatě o zákon zachováńı hmotnosti. Hmotnostńı tok je
popsán vektorovým polem %~v , kde % je hustota kapaliny. Je-li hmotnostńı
tok uzav̌renou plochou S orientovanou vněǰśı normálou kladný, kapaliny
uvniťr objemu V ubývá a naopak, tj.∫

S

%~v d~S = − d

dt

∫
V

%dV = −
∫
V

∂%

∂t
dV .

To je rovnice kontinuity v integrálńım tvaru. Věta GO umožňuje p̌revést
integrál na levé straně na integrál objemový:∫

V

(
div (%~v)− ∂%

∂t

)
dt = 0 =⇒ div (%~v)− ∂%

∂t
= 0

Protože je objem V libovolný, nelze p̌redchoźı rovnost splnit jinak, než je
nulový integrand – to pak je rovnice kontinuity v diferenciálńım tvaru.
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Gauss̊uv zákon a Maxwellova rovnice

Ke Gaussovu zákonu elektrostatiky se vraćıme už poťret́ı. Formulovali
jsme si jej v integrálńım tvaru pro spojitě rozložený náboj s hustotou
%(x , y , z): ∫

S

~E d~S =

∫
V

%

ε
dV .

GO větou opět p̌revedeme plošný integrál na objemový a uváž́ıme, že
integračńı obory jsou libovolné:∫

V

(
div ~E − %

ε

)
dV = 0 =⇒ div ~E =

%

ε
.

Źıskali jsme diferenciálńı tvar Gaussova zákona neboli prvńı Maxwellovu
rovnici. Znovu však p̌ripomeňme, že je to pǒrád jen matematicky
zpracovaný Coulombův zákon.
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Konzervativńı silová pole

POZNÁMKA: Ještě ke Stokesově větě: Představme si, že jedna a táž
ǩrivka je orientovanou hranićı v́ıce ploch.

 

C  
x  

3S  

1S  

0S  

z  

y  

2S  0

32

1

r

rot d

rotot d  d 

rot d

d

S

C

S S

S

F S

F

F

F

S

r

F SS

 

   

  



   

Co to podle Stokesovy věty znamená? Že tok rotace libovolného
vektorového pole ~F každou z těchto ploch je stejný a roven ǩrivkovému
integrálu druhého druhu z vektorového pole ~F . Stač́ı proto vypoč́ıtat tok
jen jednou z nich, a ťreba vybrat takovou, aby se integrál dob̌re poč́ıtal.
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Konzervativńı silová pole
”
se netoč́ı“ (nemaj́ı v́ıry)

Jako konzervativńı silová pole jsme v mechanice definovali taková, jejichž
práce pro každé uzav̌rené ǩrivce je nulová (důsledkem byl zákon
zachováńı mechanické energie).

POZNÁMKA: Pozor!! Z toho, že
∫
C

~F d~r = 0 pro libovolnou uzav̌renou

ǩrivku, nelze usuzovat, že by integrand, tj. ~F byl nulový!! T́ım, že je
ǩrivka uzav̌rená, neńı už tak úplně libovolná.

Co z toho tedy usoudit lze? Podle Stokesovy věty to, že integrál z
vektorového pole rot ~F po všech možných plochách, které maj́ı za hranici
libovolnou uzav̌renou ǩrivku (a to jsou všechny plochy, pokud samy
nejsou uzav̌rené – hranice uzav̌rené plochy je prázdná množina). Z toho

už usoudit na nulovost integrandu, tj. rotace pole ~F , lze. Takže: Silové
pole ~F je konzervativńı právě když je jeho rotace nulová – tzv. nev́ırové
pole.
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Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce

Pamatujete? Na konćıch smyčky v proměnném magnetickém poli vzniká
indukované napět́ı. Matematicky to znamená, že záporně vzatá časová
změna toku magnetické indukce ~B(x , y , z , t) (každou) plochou S , jej́ıž
hranićı je právě uzav̌rená smyčka C , je rovna indukovanému napět́ı.
Napět́ı na konćıch smyčky je však práce intenzity ~E po uzav̌rené ǩrivce
C , tedy

− d

dt

∫
S

~B d~S =

−∫
S

∂ ~B

∂t
d~S

 =

∫
C

~E d~r .

To je Faradaẙuv zákon v integrálńım tvaru. Pomoćı Stokesovy věty:∫
S

(
rot ~E +

∂ ~B

∂t

)
d~S =⇒ rot ~E = −∂

~B

∂t

Výsledek je Maxwellova rovnice p̌redstavuj́ıćı Faradaẙuv zákon v
diferenciálńım tvaru.
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Úlohy k procvičeńı

Pokud jste během studia tohoto tématu propoč́ıtali vše, co k tomu bylo
určeno, nebudou vám následuj́ıćı úlohy dělat problém.

Dvakrát Gaussova-Ostrogradského věta

I Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x3, y3, z3) kulovou plochou
x2 + y2 + z2 = R2 orientovanou vněǰśı normálou, jak p̌ŕımo, tak
pomoćı GO věty. Př́ımý výpočet je ďrina, GO větou je to hned.
(Výsledek: 12

5 πR
5.)

I Vypočtěte tok vektorového pole ~F = (x , y , z) dolńı polovinou
kulové plochy o poloměru R = 1, jej́ıž sťred je v bodě (0, 0, 1).
Plocha je orientována

”
ven“ z koule. Výpočet proved’te (a) p̌ŕımo,

(b) pomoćı GO věty vhodným doplněńım plochy na uzav̌renou.
(Výsledek: π, uzav̌reńı plochy kruhem x2 + y2 ≤ 1, z = 1)
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Greenova a Stokesova věta

I (a) Vypočtěte práci silového pole v R2, ~F (x , y) =
(
− y

x2+y2 ,
x

x2+y2

)
po kružnici K : x2 + y2 = R2, ob́ıhaj́ıćı počátek soustavy soǔradnic
jednou v kladném smyslu. (b) Vypočtěte

∂Fy

∂x −
∂Fx

∂y . Můžeme použ́ıt

Greenovu větu? Zdůvodněte. (c) Lze ř́ıci, čemu je rovna práce
tohoto pole po libovolné uzav̌rené ǩrivce C ob́ıhaj́ıćı počátek rovněž
jednou v kladném smyslu? Zdůvodněte.
(Výsledek: (a) 2π, (b) Nemůžeme, nejsou splněny p̌redpoklady. Pole
~F neńı definováno v bodě (0, 0), který kružnice ob́ıhá, (c) 2π
(použijte Greenovu větu na ǩrivku C + (−K )).)

I Vypočtěte práci silového pole ~F = (z − y , x − z , y − x) po kružnici
x2 + y2 = 1 ob́ıhaj́ıćı počátek soustavy soǔradnic jednou v
záporném smyslu p̌ŕımým výpočtem i pomoćı Stokesovy věty.
Návod: p̌ri výpočtu pomoćı Stokesovy věty zvolte plochu vhodně
tak, aby se integrál dob̌re poč́ıtal.
(Výsledek: −2π)
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