Zakladni matematické metody ve fyzice

Téma 5: Rady funkci, konvergence
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V tomto a pFistim tématu nepljde ani tak o néjaké peclivé studium
posloupnosti a ¥ad funkci jako takovych, jako o jejich vyuziti k
aplikacim — nap¥. k pFibliznému vyjadreni sloZitéj$ich funkci pomocfi
jednodussich.

V pohybové rovnici matematického kyvadla jsme sinus vychylky
nahrazovali vychylkou v obloukové mife za predpokladu, Ze
vychylka byla ,dostate¢n& mala“. Rozdil funkénich hodnot

sin ¢ — sin 0 jsme nahradili diferencidlem funkce sinus v zdkladnim
bodé g = 0. Diferencial je linedrni funkci p¥irlstku proménné,

f(xo + h) — f(x0) = df(x0, h), df(xo, h) = f'(x0) h,
jestlize ov&em funkce f(x) ma v bod& xp derivaci. Pro funkci sinus
a po =0 je (siny) = cosyp, cospg =1 a pak sinp = ¢.

Zptesnit takova vyjadreni a odhadnout jejich chybu miZeme
pomoci fad funkci.
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Stru¢né opakovani z analyzy — posloupnosti a fady Cisel

Z analyzy vite, Ze posloupnost redlnych &isel je redlna funkce
definovand na mnoZiné pfirozenych &isel N, tj.

f:N>n— f(n)=a,€R, znatime {ap}nen-

SméFujeme k definici a vlastnostem posloupnosti funkci, tj.
zobrazeni typu

N> n — fy(x) € F(D), znatime {fy(x)}nen,

kde F(D) je mnozina redlnych funkci jedné promé&nné definovanych
na specifikovaném definiénim oboru D C R a majicich p¥ipadn&
specifikované vlastnosti (funkce spojité, diferencovatelné, ...).
Funkce v8ak nabyvaji svych funkénich hodnot, a to jsou &isla.
Proto struéné shrneme to podstatné o posloupnostech &isel.
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DEFINICE: Limita posloupnosti &isel

Cislo a € R se nazyva vlastni limita posloupnosti {a,}nen, jestlize
ke kazdému e > 0 existuje index N tak, Ze pro v8echna n > N je
lap — a| < e.

Rekneme, ¥e posloupnost ma nevlastni limitu +oo, resp. —oo,
jestlize pro libovolné &islo M € R existuje index N tak, Ze pro
v8echna n > N je a, > M, resp. a, < M.

Posloupnost, kterda ma vlastni limitu, se nazyva konvergentni
(konverguje k &islu a), posloupnost s nevlastni limitou je
divergentni, ostatni posloupnosti jsou oscilujici.

PRIKLADY: Konvergentni, divergentni a oscilujici posloupnost
» {1—n=2} — 1, vlastni limitou posloupnosti je a =1
> {n} — o0, limita posloupnosti je nevlastni, +00

> {(-1)"n} = {-1, 2, -3, ...}, posloupnost osciluje (hromadné body
jsou 400 a —o0.)
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Nebudeme opakovat riiznd kritéria konvergence &iselnych
posloupnosti, najdou se leckde v literatufe (nap¥. MIl/2, str.
344-356). P¥i zjistovani limity posloupnosti postupujeme prakticky
— potitame pomoci pravidel, kterd jsme pouzivali p¥i vypoltu limit
typu limy_, oo f(x). Pfipomeiime jen to, Ze konvergentni a
divergentni posloupnosti maji pravé jeden tzv. hromadny bod, v
p¥ipadé konvergentni posloupnosti je to jeji limita, u posloupnosti
divergentni je to nevlastni limita. KaZda posloupnost ma alespon
jeden hromadny bod, oscilujici posloupnosti jich maji vice.

Vyjad¥ime-li podstatu hromadného bodu nazorng&, miZeme Fici, Ze
je to kazdy takovy bod redlné osy, véetné +oo, v jehoZ jakkoli
zvoleném okoli se ,shromazduje” nekone&n& mnoho &lenii
posloupnosti. (V p¥ipadé vlastni &i nevlastni limity pak od jistého
indexu potinaje viechny.)
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DEFINICE: Ciseln4 ¥ada

Necht {a,}nen, je &iselnd posloupnost. Oznaéme

S51 = a1
S = ar+a
Sp = airtax+---+ap

7

Posloupnost {s,}nen, se nazyva &iselna fada, &isla s, jeji Eastedné

soucty. Znac¢ime standardné
oo [ee]
Z an, popFipadé Z an, pro neNU{0}.
n=1 n=0

Limitu s (pokud existuje) posloupnosti {s,}, n € N, resp.
n € NU {0} nazyvdme soulet Fady.
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Terminologie konverguje, diverguje, osciluje se vztahuje i na ¥ady,
konkrétn& na posloupnosti &asteénych soutti. DileZity je pojem
tzv. absolutni konvergence Fady.

DEFINICE: Absolutni konvergence ¥ady

Rada )77 a, se nazyva absolutn& konvergentni, jestlize
H v oo
konverguje Yada >, |an|.

Absolutni konvergence &i nekonvergence ma znacny dopad na
chovani ¥Yady a praktické zachazeni s ni:

a1

» Konverguje-li fada absolutn&, pak konverguje i ,,oby&ejné
Naopak véta neplati.

> PY¥i vytvareni ¢astenych souétli musime obecné dodrZovat
porfadi ¢lenl. Konverguje-li v8ak ¥ada absolutné, miizeme
.preskladavat” jak ¥adu z absolutnich hodnot, tak ¥adu
pavodni (a ona dokonverguje vZdy je stejné limitg).
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Nebudeme opakovat ani kritéria konvergence Ciselnych ¥ad — v3e
bylo probrano v analyze a je také v bézné dostupné literatufe. Jen
jednu dilezitou véc si uvédomme:

Pozname pfedem alespori v nékterych situacich, Ze &iselna fada
nekonverguje, a to jen podle jejich &lent? Zde je kritérium:

VETA: Nutnd podminka konvergence ¥ady

Jestlize &iselnd ¥ada )7 ; a, konverguje, pak posloupnost {a,}nen
konverguje k nule.

Znamena to, Ze Yada tvorena &leny, jejichZ posloupnost nema za
limitu nulu, nemdZe konvergovat. Opacnd implikace neplati. Tak
v SRPP, 0o -1 _ 1,1 1

tfeba tzv. h.armonlcka ra.da Do r11 =14+3+3+-1+.
nekonverguje, ptestoZe lim,_ oo n~" = 0.
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Posloupnosti a fady funkci

DEFINICE: Posloupnost a ¥ada funkcfi

Zobrazeni
Non — fi(x) e F(D), D CR je defini¢ni obor funkei

se nazyva posloupnost funkci, posloupnost ¢aste¢nych souttl
sn(x) = fi(x) + -+ fh(x), n € N, je ¥ada funkei.
Zapisujeme standardné

[e.e]

Z fa(x), resp. Z fa(x) pro ne NU{0}.
n=1 n=0

U posloupnosti a ¥ad funkci se setkdvame hlavné s dvojim typem
konvergence, bodovou a stejnomérnou, které podrobnégji vyloZzime.
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Formulujeme nyni definice obou typl konvergence posloupnosti a
Fady funkci. Bude se vdm moZnd zdat, Ze jde jen o jemny
gramaticky rozdil, nerkuli ,slovi¢kateni”. Uvidime v3ak, Ze jde o
rozdil velmi podstatny. Stejnom&rna konvergence zaruluje, Ze s
Fadou funkci mizeme provadét operace, které p¥i pouhé bodové
konvergenci nejsou dovoleny.

DEFINICE: Bodova konvergence posloupnosti funkei |

Rekneme, %e posloupnost funkci {f,(x)}nen, fa(x) € F(D),
konverguje bodové na mnozing& D k funkci f(x), jestlize &iselna
posloupnost {f,(x0)}, n € N, konverguje v kazdém bod& xo € D k
limit& £(xp).

Tato definice vypada velmi jednoduse a pochopitelné. Tak ji trochu

zkomplikujeme — vyslovime ji jinak, pomoci samotné definice limity
iselné posloupnosti. Ctéte pozorné:

5
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DEFINICE: Bodova konvergence posloupnosti funkci Il

Rekneme, ¥e posloupnost funkci {f,(x)}nen, fa(x) € F(D),
konverguje bodov& na mnoZiné& D k funkci f(x), jestlize ke
kazdému € > 0 a kazdému bodu xp € D existuje index N(xp, €)
tak, Ze pro v8echny indexy n > N(xp, €) plati |fr(x0) — f(x0)| < €.

DEFINICE: Stejnomé&rna konvergence posloupnosti funkci
Rekneme, ¥e posloupnost funkci {f,(x)}nen, fa(x) € F(D),
konverguje stejnomé&rn& na mnozin& D k funkci f(x), jestlize ke
kazdému € > 0 existuje index N(g) tak, Ze pro vdechny indexy
n > N(g) a v8echny body xg € D plati |f,(x0) — f(x0)| < €.

Nepochybné jste si v téchto formulacich v3imli odlisného umisténi
slovniho spojeni pro viechny body xg € D. A také zfetelného
vyznaceni, na ¢em zavisi index N, od kterého pocinaje pro vSechny
indexy vy$si plati uréitd nerovnost. Rozebereme to na p¥ikladu.
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PRIKLAD: Bodové versus stejnomérna konvergence

Zkoumejme posloupnost funkei {x"}, n € NU {0}. Je to geometricka
posloupnost s prvnim €&lenem 1 a kvocientem x. Nap¥iklad pro rizna xg
méame co do &inéni s posloupnostmi

=1 {1,1,...,1..} —1
Xp =2 {1,2,4,...,2", ...} — 400
Xg = —2 {1, -2,4,-8,...,(-2)", ...}, posloupnost osciluje
1 111 1 1
- 1, oo
X0 2 { R 8’ 16’ ) 2n} — 0
1 11 1 1 —1)"
Xo = —3 ) s a0 T o) 10 7( ) 0
2 2°4° 816 2n
1 11 1 1
X()—g {1, 57 ?57 125),...,5,77...} — 0

Ze st¥edni skoly vite, Ze &leny posloupnosti s kvocientem |xg| < 1 klesaji
k nule, zatimco pro |xp| > 1 posloupnost Zadnou limitni hodnotu nem4.
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Vypada to tak, Ze pro xg € (—1, 1) konverguji &iselné posloupnosti {xJ }
k nule, takze posloupnost funkci {x"} konverguje bodov& k nulové funkci,
a to tim ,rychleji*, &m je |xo| mensi. Ale musime to dokazat. Zvolme

€ > 0 a hledejme, jak zavisi index N(xg, €) na xo. Znamen4 to ¥esit
nerovnost |x§ — 0] < &:

n Ine
[%]" <e = nin|x| <Ine = |n| > ——.
|n|x0|

Plati In [xo| < 0, nebot |xo| < 1. Je-li £ > 1, je nerovnost spln&na pro
vSechny hodnoty indexu n, pro € < 1 dostdvdme nerovnost

Ine

N _ne.
(0, £) > In |xo]

Skuten& — &im je |xo| bliZ&i jedné, tim je index N(xp, €) v&t3i a nerovnost
[x§ — 0] < € je s rostoucim indexem n spln&na ,pozdg&ji”, konvergence je
»hor&i". | kdyZ se konvergence posloupnosti {x"} zhorsuje, jak se x blizi
hranici intervalu (—1, 1), pofad je definice bodové konvergence spln&na.
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Mdme-li prosetfit stejnomérnou konvergenci, musime zjistit, zda index N,
od kterého vyse (tj. pro n > N) plati nerovnost |x" — 0| < ¢, existuje
univerzaln& pro cely interval (—1, 1), nezdvisle na xo. Obrdzek ukazuje, Ze
nikoli, nebot lim|,_,1 N(x, €) = oo pro libovolné e. Na intervalu

D = (-1, 1) posloupnost konverguje bodov&, ne viak stejnomérné.
Pokud v3ak interval o sebemensi § > 0 zmen3ime, nap¥. na interval
(=146, 1 —9), stejnom&rné konvergence dosdhneme.

[x]e(0,1) | x|€(0,6;0,9)
£=9.10"" i
N(x, &) . N(g)>"”—g N(X, &)
= £=1.10" Y In[1-5}
£=1.1072

™ £=1.10"° //
J T
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Pojem bodové a stejnomé&rné konvergence se vztahuje i na ¥ady,
konkrétn& na posloupnosti jejich &aste€nych souéti. Zavadime
rovnéZz pojem absolutni konvergence fady, jimz se rozumi

7 . v 7\ v o
konvergence (bodova, resp. stejnomé&rna) fady > .~ |fa(x)].

Absolutni a stejnomérna konvergence jsou dilezZité pro moznost
provadét s fadou urcité operace. Uvedeme nejpodstatnéjsi tvrzeni.

VETA: Srovnavaci kritérium

Necht Yada > "7 | gn(x) konverguje stejnomé&rmné na D a
[fa(x)| < gn(x) pro v8echna n € N. Pak ¥fada > ; fp(x)
konverguje absolutné a stejnomé&rné na D.

Tohle je moc dobré vé&ta. Radu miizeme porovnat s vhodnou ¥adou
(tzv. majorantou), tfeba &iselnou, nebo geometrickou, apod., o niz
vime, Ze konverguje na D stejnomérné, a mit tak jistotu, Ze
stejnomérné konverguje i nase fada.
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PRIKLAD: Pouziti majoranty

Tak tFeba o &iselné geometrické Yad& >~ q" pro pevn& zvolené |g| < 1
vime, Ze konverguje. Na stfedni $kole jste matematickou indukci

dokazovali, Ze jeji n-ty &astetny soulet je s, = %. Plati
s=1lim, o0 Sp = ﬁ. Rada tedy konverguje. Tato konvergence je i

stejnomérnd, protoZe fada vibec proménnou x neobsahuje, je tvofena ze
samych konstantnich fukci. Zvolme pro jednoduchost 0 < g <1 — 4,

0 < § < 1. Pak pro libovolné x € (=144, 1 — ) je |x"| < ¢",

|x"sin nx| < ", |x" cos nx| < q" (nebot |sin nx| <1, | cos nx| < 1). Rady

o0 o0 o0
E x", E x"sin nx, E x" cos nx
n=0 n=0 n=0

tedy konverguji na intervalu (—1 + 4, 1 — §) stejnomé&rné&. A dokonce to
plati i tehdy, kdyZ do argumentu sinu a kosinu dosadime misto nx
libovolnou funkei h,(x). Jednu nevyhodu to ma: pomoci majoranty
zjistime, Ze tfeba ¥ada stejnomé&rné konverguje, ale nezjistime jeji soucet.
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VETA: O spojitosti souttu
Jsou-li v8echny funkce ¥ady >~ f,(x) spojité na D a ¥ada

konverguje na D stejnomé&rn& k soultu s(x), je funkce s(x) spojita
na D.

VETA: O derivovani ,&len po ¢lenu*

Maji-li v3echny funkce Yady > > f,(x) derivaci na oteviené
mnozin& D a Yada konverguje stejnomé&rn& na D k sou&tu s(x), pak

fada )07 f,(x) konverguje na D stejnom&rn& k souttu s'(x).

VETA: O integrovani ,.¢len po &lenu”

Jsou-li vechny funkce ¥ady >~ >° , f,(x) integrabilni na [a, b] a
fada konverguje stejnomé&rné na [a, b] k soultu s(x), pak s(x) je
integrabilni na [a, b] a plati

b 0 b
/s(x) dx = Z/fn(x) dx.

n=1
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Vechny uvedené véty jsou velmi praktické, zejména ty o
derivovani a integrovani &len po &lenu. Co to znamend? Mame-li
tfeba urdit soulet nekonecné ¥ady derivovanych funkci, nemusime
jej zjidtovat p¥imo z této Yady. Sta&i uréit souget ¥ady z funkci
nederivovanych a ten pak zderivovat. Nebo taky obracené, né&kdy
se snadnéji zjisti soulet ¥ady derivovanych funkci a jeho integraci
pak dostaneme soucet fady pilivodni.

Zf;(x):% PRACI DY /f,,(x)dx :/ > ha(x) ] dx.

Zaménnost s¢itani a derivovani, resp. s¢itani a integrovani je samozfejma
u kone&ného pottu s¢itanci. U nekonecnych ¥ad viak nesmime
zapominat na predpoklad stejnomé&rné konvergence.
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PRIKLAD: S&itdme pomoci integrovani

Rada 2211(_1)”7” konverguje stejnomé&rn& na D = (—=1+ 4, 1 — 9),
0 < 6 < 1. Jeji majorantou je nap¥. fada > -, [x"|, nebot

(G

prvnich nékolik ¢lend,

x2 X8 x"
2o 4. —1)y"
n+2 3+ +( ) n

)

vidime, Ze bychom si s nalezenim obecného vzorce pro n-ty &astetny
soutet moc neporadili. Na prvni pohled je v8ak patrné, Ze funkce

fa(x) = (=1)"% je primitivni funkci (neur&itym integralem) k funkci
Fa(x) = (=1)"x""1. A ¥Yadu > 72, (—1)"x""! se&ist umime — je to
geometrické fada s prvnim &lenem (—1) a kvocientem (—x). Jeji soutet

je 1+ . Ten stadi zintegrovat a mdme soulet piivodni ¥ady,
o0 X"
1y — n—14 dé = —1In(1
> -1 §_j/< ye s = / TogdE=—n(1+x)
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PRIKLAD: S¢itdme pomoci derivovani

Mame sedist ¥adu
o0
Znn—l (n—2)---(n—k+1)x"*
n=k

Rada konverguje stejnom&m& na D = (=1+6,1—4),0< 8 <1, pro
libovolné pevné k (ukdzeme to v daldim tématu). Funkce
n(n—1)---(n— k +1)x""* je k-tou derivaci funkce x". Rada >_°° / x"
konverguje na D stejnomérné (je to opé&t geometricka ¥ada, kterou jsme
uZ povéfovali). Jeji soulet je = . KdyZ jej k-krat zderivujeme,
dostaneme soudet zadané rady

() =t () o - (5) —oS
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Ulohy k procviceni

Pro%ettete nasledujici ¥ady funkci. Zjistéte, zda a na jakém oboru
konverguji stejnomérng, a je-li to mozné, urlete jejich soutet. V
nékterych p¥ipadech se budete muset podivat na zndma kritéria
konvergence do analyzy.

» Y, Ml aeR

n

> > 00, S (Ndvod: Prosettete konvergenci &selné fady > 00 %
pomoci vhodného z kritérii z analyzy, nebo vezméte jako fakt, Ze
tato ¥ada konverguje.)

o0 xn+2 7 . v . v Zovro
> > 43n72) (Ndvod: Rozlozte jmenovatele na kofenové &initele

a posud'te, zda funkce tvotici Yadu nevznikly integraci n&jakych
jinych funkci, jejich? ¥adu umime seist.)

’

> > 1( ;Lin“ (N&vod: Nevznikly funkce tvotici fadu integraci

funkci, jejichz ¥adu umime se&ist?)
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Vysledky:

> Konverguje stejnoméména D =(—a—1+4, —a+1-9),
0 <4 <1, majoranta Y -, (x + a)".

> Konverguje stejnomérné v D = R, (&iselnd) majoranta > -, &

konverguje podle Raabeova i podle integralniho kritéria.
> Konverguje stejnomé&ména D=(-1+06,1-6),0<d <1,

X

majoranta Y- x"*2, soulet s(x) = [ lf(z;"il ¢") dC} d¢ =
o |0

X

J=In(1—=¢)dé=(1—-x)In(1—x)+x.

0

> Konverguje stejnomémé v D =(-1+4,1—-0),0<d <1,
majoranta Y .o, x>"*1, soutet
X

s(x) = Of (32 (—1)ne?n) dg = ojﬁlgz d¢ = arctg x.

5
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