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V predchozim tématu jsme se zabyvali posloupnostmi a Fadami
funkci a jejich bodovou a zejména stejnomérnou konvergenci, ktera
umoznuje pocitat s fadami s velkou vyhodou — moZnost derivovani
a integrovani ¢len po Elenu.

P¥iklady, které jsme uvadéli, se tykaly hlavné nejjednodussich
mocninnych posloupnosti typu {x"}, n € N, nebo n € NU {0},
resp. fad typu > -2, x". To proto, Ze prav&€ mocninné ¥ady jsou
velmi uzite¢né pro aplikace ve fyzice. Umoziuji pt¥iblizné vyjadreni
funkci, pouZiva se jich k nalezeni ¥eSeni nékterych typi
diferencidlnich rovnic, apod. K velmi dileZitym mocninnym ¥adam
pat¥i fada Taylorova.

Fourierova ¥ada zase umoZiiuje vyhodné vyjad¥it periodické funkce
(i ty byvaji &asto Fesenim fyzikalnich problémi) pomoci funkci
harmonickych, konkrétné sin nx a cosnx, n € N, nebo i n € Z. To
také skytd moZnost aproximaci.
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Mocninné fady

DEFINICE: Mocninnd ¥ada
Mocninnou ¥adou se rozumi ¥ada
o0
cn(x —x0)", cn€eR.
n=0

Bod xq je stfed ¥ady, &isla ¢, jsou jeji koeficienty.

Mocninna Yada je obecné&jsi pojem nez geometrickd ¥ada. Zatimco
geometrickd ¥ada ma vSechny koeficienty stejné, u mocninné ¥ady
mohou byt zcela libovolné. Z hlediska konvergence jsou si viak
fady dost podobné. Hned to uvidime.
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UvaZzujme o mocninné ¥adé z pfedchozi definice. Je zfejmé, Ze
konverguje pro x = xp, kdy je tvofena samymi nulami.
Pfedpokladejme, Ze konverguje je$té v né&kterém jiném bodg,
oznalme jej xi.

stejnomeérna konvergence

Zvolme libovolny bod x € (2xg — x1, x1). Pro kazdé n plati

n
X — X
en(x = x0)"| = [cn(x1 — x0)"| 01 < Mq",

X1 —Xo

kde M > 0 je libovolnd horni zavora mnoZiny &isel {|c,(x1 — x0)"|}
(zdGvodnéte jeji existenci) a g = )f XO . |q] < 1. Rada o029 Mg"
je majorantou fady >0 |ca(x — xo)”] pro x € (2xg — X1, X1).
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Pravé jsme dokazali nasledujici vétu:

VETA: Konvergence mocninné ¥ady

Necht ¥ada Y7, cn(x — X0)" konverguje v bod& x; # xg. Pak
konverguje absolutné a stejnomérné v intervalu

(2x9 — x1 + 0, x1 — 0) (pro ,libovolng& malé" 0 < 6 < |x; — xp|.)

To je dost silny vysledek. Radi bychom v3ak znali cely obor
konvergence ¥ady. O ném hovo¥i ndsledujici véta:

VETA: Polom&r konvergence

P¥edpokladejme, Ze existuje vlastni limita L posloupnosti
{|cn|1/”}neNU{0}. Pak ¥ada ) ca(x — x0)" konverguje absolutn&
a stejnom&rn& v intervalu D = (xo — R+ 0, xo + R — J) pro
libovoln& malé § > 0, kde R = L~! je tzv. polomér konvergence.
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Vné intervalu (xg — R, xo + R) ¥ada diverguje. V krajnich bodech
tohoto intervalu je tfeba konvergenci &iselné ¥ady provérit
samostatné.

POZNAMKA: T¥eti typ konvergence

Abychom se nemuseli starat o ,,malé delta” v intervalu konvergence ¥ady,
zavadime pojem tzv. lokdlni stejnomérné konvergence: Rekneme, Ze ¥ada
funkci konverguje na oteviené mnoziné D lokdIné stejnomérng, jestlize
kaZdy bod této mnoZiny ma jisté okoli, v némz ¥ada konverguje
stejnomérné. Tato formulace respektuje ono ,,malé delta”. V p¥edchozi
vét& bychom tak mohli stejnomérnou konvergenci na intervalu

(xo = R+, xo + R — d) nahradit lokaln{ stejnom&rnou konvergenci na
intervalu (xo — R, xo + R). Pojem lokalni stejnom&rné konvergence je jen

N

,0 néco slabsi* nez pojem stejnomé&rné konvergence.

Déle uz se budeme vénovat prakti¢téjsim vécem.
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PRIKLAD: Uréeni polom&ru konvergence

» Ur&me pomomér konvergence Yady Yo (—1)"n“x", k € (0, co).
: 1/n : k\1/n . k
lim |cp|™™ = lim (n")Y" = lim exp| —Inn].
n—o00 n—o00 n—o00 n
Pocitejme limitu v exponentu L “"Hospitalovym pravidlem:

.k .k _ .
lim —Inn=lim —=0 = R '= lim |¢,|'/"=e"=1, R=1
n—oo N n—oo N n— o0

Obor konvergence zadané ¥ady je stejny jako polomé&r konvergence
geometrické Fady Y7 x".

> Jet& jedna fada: > 02 n"(x — xo)",
. 1
lim |c,|" = lim = =0 = R =oo.
n—oo n—oo N

Oborem stejnomérné konvergence této fady je celd redlna osa.
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Taylorova fada

Zatneme motiva&ni tvahou. Pfedpokladejme, Ze funkce f(x) m

na néjaké oteviené mnoziné D C R vlastni derivace tolika a’dl‘],
kolik potfebujeme, tfeba viech. Nasim cilem bude nahradit prib&h
této funkce v jistém okoli bodu xg € D funkci podstatné
jednodussi, konkrétné polynomem. Ndhrada ma byt takova, aby
polynom priibéh funkce , dob¥e vystihoval”, tj. aby se graf tohoto
polynomu v daném okoli , pfimykal” ke grafu funkce s pfedem
danou pfesnosti. Tim jsme zhruba formulovali problém aproximace
funkci fadami.

POZNAMKA: Vlastni a nevlastni derivace

Pojem vlastni, resp. nevlastni derivace ma stejny vyznam jako u limity.
Napfiklad funkce tg x ma derivaci F kterd je v bod& 7 nevlastni.
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Jestlize chceme priib&h funkce f(x) vystihnout v okoli bodu xg

polynomem stupné n, je vyhodné vyjadfit jej ve tvaru

Tn(X) = ao+al(X—X0)+32(X—X0)2—|-- . -—i—a,,(x—xo)”, ag, .-,

BRI \
7,00, T,(x) 0T

0.0 02 0.4 0.6000000000000001 0.8 10 00 02 0.4 0.6000000000000001 0.3 10

Jak ur¢ime koeficienty polynomu T, (X)? Obrazky to nazorn¢ vystihuji.
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Koeficienty polynomu uréime v postupnych krocich na zakladé
uréitych pozadavki jeho shody se zadanou funkai.

» Samozfejmym poZadavkem je shoda funkéni hodnoty, tj.
Th(x0) = f(x0). Pro x = xp dostaneme ag = f(xp). Polynom
To(x) reprezentuje v obrdzku oranZova &ara.

» Polynomi 1. stupng, které maji s f(x) spole¢nou funkéni
hodnotu, je nekone¢né mnoho. Pochopitelng& vybereme ten,
ktery ma s f(x) v bod& xq stejny sklon, T/ (xp) = '(x0)-

T,/,(x) = a1 +2ax(x — xp) + 3a3(x — Xo)2 b ton(x —Xo)"_l,

T,/,(Xo) =a — a1 —= f/(Xo).

Polynom Ti(x) je v obrazcich vyznagen modrou plnou &arou.
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Dalsi kroky uZ jisté dovedete charakterizovat:

» V dalsim kroku je tfeba pomoci polynomu vystihnout kFivost
grafu funkce f(x) v bod& xg. V obrazku to spliiuje plna
Cervend &ara. Pozadavek shodné k¥ivosti je splnén pFi rovnosti
druhych derivaci v bod& xp, T,/ (x0) = f"(x0), samoz¥ejmé& p¥i
zachovani funk&ni hodnoty a rovnosti prvnich derivaci.

T/ (x) =2ap +3-2a3(x — x0) + -+ n(n—1)a,(x — xo)"_z,

1
T,,,/(Xo) =2a = ap = Ef-”(XO).

» V k-tém (obecném) kroku poZadujeme rovnost k-té derivace v
bod xo, TS5 (x0) = () (xg).

T (x) = [k(k—1)---2-1ax+[(k+1) - 2](x — x0) + - -+

+H(n—1)--(n—k+1D)])(x —x)"%,  ar = —FF)(x).
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Nakonec dostaneme polynom T,(x):
1
Tn(X) = f(XO) + f/(Xo)(X — X()) + Ef//(xo)(x — XO)2 4.4

1
. ﬁf(“(xo)(x — x)¥
Bude tento tzv. Tayloriiv polynom vystihovat prib&h funkce f(x) v
okoli bodu xp tim Iépe, &im vyssi bude jeho stupeii? A co
kdybychom pouZili k vystizeni funkce nekone¢nou mocninnou ¥adu,
tzv. Taylorovu ¥adu

ot O (0) (x = x0)"

o0

1
27 ") (x0)(x — x0)"?

To by oviem mélo smysl jediné tehdy, kdyby tato Fada stejnomérné
konvergovala (na jistém okoli bodu xp) a jejim soutem by byla
pravé funkce f(x).
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PRIKLAD: Kdy Taylorova ¥ada konverguje, resp. nekonverguje ke
,své" funkci

UvaZujme o funkci f(x) = Inx. M3 derivace v3ech ¥adi v (0, o), takze
miZeme sestavit odpovidajici Taylorovu ¥adu se stfedem v bod& xy > 0

n—1
(dokaZte, ¥e n-ta derivace funkce v bod& xy je (") (xy) = M

0
n € N).
T(x)=Inxg+ (x — xo0)".
(x) 0 Z nXO 0)

Rada konverguje absolutn& a (lokdIn&) stejnom&rn& v intervalu
D=(x—R,x+R), kde R = j. D=(0, 2xp). V tomto intervalu
je soucet Fady skute¢né roven funkci In x. Vné intervalu D ¥ada diverguje,
jeji soulet neexistuje a nemize byt proto roven hodnoté In x.
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DALSI PRIKLADY: N&kolik uite¢nych p¥ikladii pro xg = 0
(odvod'te si je)

» Exponencialni funkce

— 1
f(x):expx:zﬁx", R=00
n=0

» Harmonické funkce sinus a kosinus

o0
—1)k
sinx = Z (()X2k+1, Cos X

i (_1)kx2k R =00
2 {2k + 1)! 2 (2k)]

> Logaritmus

In(l—i—x):i%x”

n=1

Taylorova ¥ada se stfedem v xp = 0 se nazyva fada Maclaurinova.
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VETA: Taylorova véta

P¥edpoklddejme, Ze funkce f(x) md na otevfeném intervalu D
vlastni derivace do ¥adu n+ 1 v&etng, pro jisté n € NU {0}. Pak
pro kazdy interval [xp, x] C D existuje bod £ € (xp, x) tak, Ze plati

) = 32 9 00)x — x0) + Zy(x),
k=0

Z,(x) = e FTD(E) (x — x0)"™

(n+1)
Vyraz Z,(x) se nazyva Tayloriiv zbytek. Je to odchylka funkce
f(x) od Taylorova polynomu T,(x) (pro zvolené n). P¥edstavuje
~chybu®, které bychom se dopustili nahrazenim funkéni hodnoty
f(x) hodnotou T,(x). Ale pozor! Nemusi tomu byt tak, Ze chyba
je tim mensi, &im vétsi je n. Véta totiz nic nefikd o tom, zda
(nekone&nd) Taylorova ¥ada skutetné konverguje k funkci f(x).
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POZNAMKA: Co viechno Ize z Taylorovy véty vy&ist?
> Tayloriv polynom T,(x) je n-ty &istelny souet Taylorovy ¥ady.

» Taylorova ¥ada konverguje k funkci f(x) (bodové, resp.
stejnomé&rn&) pravé tehdy, konverguje-li posloupnost Taylorovych
zbytkil {Z,(x)}nenugoy (bodové, resp. stejnom&rn&) k nulové funkci.

» P¥edchozi podminka je ekvivalentni podmince konvergence k nulové
funkci posloupnosti {z,(x)},en, kde z,(x) je zbyvajici &ast ¥ady,

200 = F0) ~ Tob) = 30 2 F900)(x — x0)*

k=n+1

> MiZe se zdat, Ze Taylorova véta neni k ni¢emu, pokud jde o uréeni
chyby p¥iblizného vyjadreni funkce f(x) Taylorovym polynomem
Tha(x). V&ta sice zarutuje existenci bodu & € (xp, x) ale nefikd, kde
ten bod je. | kdyZ v8ak neni mozné urtit Z,(x) presn&, Ize provést
alespoii odhady.
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PRIKLAD: Taylortiv zbytek pro funkci In (1 + x) pro xg = 0

Jak uZ vime, Taylorova ¥ada této funkce se stfedem xg = 0 konverguje k
této funkci (lokaln&) stejnom&rng v intervalu (—1, 1). Plati

_ 1 n+1 n+1 __ (_l)n X r
Z"(X)_(n+1)!f(+)(‘5)x+_(n+1)(1+5> !

|X|n+1

~n+1 " n+1’

: X
Zn(x nebot |——| <1 pro £ € (0, x), |x|<1.
22 < <1 e 0, I
Limita posloupnosti {Z,(x)}senuqoy je nulova. Hodnota zbytku |Z,(x)|
predstavuje tedy tzv. absolutni chybu odhadu funk&ni hodnoty /n(x)
hodnotou polynomu T,(x). Chybu viak dokdZeme pouze odhadnout

(horni odhad), |Z,(x)| = ‘(:|+1 Nap¥. pro x = 0,5 je In1,5 = 0, 4055,

Ts(x) = 0,4073, |Zs(x)] < % = 0,002. Relativni chyba je

0,0026 _-
50096 = 0,006 ~ 0,6%.
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POZNAMKA: Alternujici Taylorova Ffada

Alternujici Yada je takova, jejiz ¢leny stfidaji znaménka. Nap¥. jsou to
Maclaurinovy ¥ady funkei sinus (pro x > 0) a kosinus — viz vyZe. Horni
odhad chyby, které se dopoustime ndhradou funkce f(x) polynomem
Ta(x), je urten prvnim zanedbanym &lenem Taylorovy ¥ady. Nap¥. pro

“1LA jesté grafickd ukazka:

sinx = T1(x) = x je horni odhad chyby |%;

cos X, T, (%), T,(x), Ts(X),

VIV T
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PRIKLAD: Uréen{ funkéni hodnoty se zadanou ptesnosti

Pomoci Taylorovy ¥ady miZeme uréit funkeni hodnotu f(x) v bod& x
blizkém k bodu xp, v n€mZ funk&ni hodnotu zndme. P¥esnost urleni
hodnoty f(x) miZeme zadat pFedem.

Uréime cos65O S presnostl na 4 desetinnd mista; xg = 3,
X—Xo=5" 155 = 180 (dhly musime vyjad¥it v obloukové mite).

cos65°—cos7r sm— o7 —lcosI S—W 2+lsm— o7 +
a 3 3 \ 180 21 31180 3! 3\ 180

5

Taylorlv zbytek je Z, = :l:(n+1), sin 3 (m)n+1 pro sudé n, v pfipadé

lichého n je tfeba zaménit sin 5 za cos 3. V kaZdém ptipadé je

1Z,| < 1 ‘E(F’W)n+1

= (n+1) 2 \180

v 1
nebot sin 3 = 5
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Ur&eni hodnoty cos 65° na &tyfi desetinnd mista je dano podminkou
|Z,] < 0,00005 (chyba nejvyse 5 na pitém desetinném mist&). VyZ&islime
odhad Taylorovych zbytkl |Z,| pro n=1,2, 3, ...

13 3 13 s
< ) = . < 1D (=) = .
o< 5y (180) =3,3-1073, 22_3 5 (180> =9,6-10
13 (57\* 6 13 o
< XD | =) = .10~ < 1) = .10~
ST (180) 21107 Zs 55 (180) =37-10
e

Odhad zbytku | Z3| je jiz men3i nez p¥ipustnd chyba, proto k vyjadfeni
hodnoty cos65° s pozadovanou presnosti stai vy¢islit

cos 65° = cos——sm— ST —lcosI 5—7T 2+lsinz S—ﬂ 340 4226
o 3 3\180/ 2! 31180 3! 3\180, '
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PRIKLAD: Aplikace — YeSeni diferencidlnich rovnic

Rozvoj funkce v Taylorovu ¥adu je moZné pouZit p¥i hledani ¥eseni
diferencialnich rovnic. UkdZeme to na jednoduché rovnici, kterou
samozfejmé umime vyfesit podstatné snadnégji. Ale ve sloZit&jsich
p¥ipadech je rozvoj v ¥adu velmi i&innou metodou. Rovnici

%(t) + w?x(t) = 0 v8ichni znite — je to pohybova rovnice pro vychylku
linedrniho harmonického oscildtoru. Pro potategni podminky x(0) = A,
x(0) = 0 je jejim ¥edenim funkce x(t) = Acoswt. Vy¥edime ji pomoci
Yady. Hledejme YeSeni ve tvaru x(t) = > cat”, kde koeficienty c,
stanovime tak, aby tato ¥ada vyhovovala dané rovnici (samozfejmé&
musime pFedpokladat, Ze v8echny poZadavky tykajici se stejnomé&rné
konvergence jsou spln&ny).

x(£) = _cat", K(t) =) n(n—1)cyt" 2 =Y (n+2)(n+1)cpat”.

Ve vyrazu pro X jsme provedli pfeindexovani zaménou n — n+ 2, aby
obecnd mocnina promé&nné t byla n. ,Nové" n tedy za&ind hodnotou nula.
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Hledané ¥eSeni ve tvaru ¥Yady dosadime do rovnice a sjednotime &leny se
stejnou mocninou promé&nné:

(o]
[(n+2)(n+1)car2 +w’cy| t" = 0.
n=0

Rada je rovna nulové funkci, jeji koeficienty jsou tedy nulové,

w?c,

i) T1) n € NU{0}.

(n+2)(n+1)c,,+2+w2c,, =0 = Cpo=—

Dostali jsme rekurentni vzorec pro koeficienty ¥ady. K tomu, abychom
urdili g a ¢, mdme poc&atedni podminky. Dosad'te t = 0 do ¥ad
x(t)=c+acat+---+ct"+--- ax(t)=c+2ct+--+nc_1t" -

kw2kA
K

o = A7 C = 0 = Qk+1 = 07 Ck = (_1)

e (EDf e
x(t)=A>" el (wt)®** = Acoswt.
k=0 ’
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Fourierova ¥ada

Fourierovou Fadou dokaZzeme vystihnout priibéh periodické funkce,
feknéme f(t), tj. takové, jejiz hodnoty se opakuji s urcitou
periodou T. Pro funkci definovanou na celé redlné ose ma
podminka periodicity tvar f(t + T) = f(t), t € R.

VASRVAS

t) €mmmmm = > t0 +T  opakujici se motiv

f()

—9

Nejjednodussi periodické funkce jsou harmonické funkce typu

sinwt, coswt, kde w = 2%
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Zahraje-li klavirista, houslista, hornista, ... jednocarkované ,a",
bezpetné ty nastroje od sebe odlisime. Jak je to mozné? Nezni
totiz , &istd" sinusovka s frekvenci 44051, ale superpozice ténl s
kmitotty 1-440s71, 2-440s71, atd., s rliznymi amplitudami. Tzv.
vyssi harmonické frekvence vytvafi odlisnou barvu ténu. Zobecnime
tuto dvahu a pokusime se periodickou funkci vyjadFit jako
superpozici, tj. linedrni kombinaci, harmonickych funkci ve tvaru
tzv. Fourierovy fady

o0
ao .
=5 + E 1 (an cos nwt + by sin nwt) .
n—=

(Absolutni &len % respektuje né&jaké , pozadi”.) To bude mozné,

budou-li eX|stovat koeficienty ag, a,, bn, n € N, takové, Ze fada
bude (lokdln&) stejnomé&rné& konvergovat k funkci f(t) na n&jakém
oboru D = (ty, to + T).
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Nejprve v ramci cviteni dokaZte (budeme pot¥ebovat):

to+T to+T
. . 1
/cosnwtcosmwtdt: / smnwtsmmwtdt:ETémn,
to to
to+T

cos nwtsinmwtdt =0, m, neN.
to
Dalsi kroky jsou korektni za pfedpokladu stejnomérné konvergence ¥ady:
Vyndsobime vyjadreni funkce f(t) funkci cos mwt a integrujeme €len po

Clenu. Poté totéZ s funkci sin mwt. Nakonec jen integrujeme. Dostaneme
koeficienty a,, b, pro n € N a ag:

2 to+ T 2 to+T 2 to+T
=+ / f(t) cos nwtdt, b, = T / f(t)sin nwtdt, ag = T / f(t)dt.
to to to
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Vy%e uvedenym zplsobem sice mizeme pro kazdou funkci f(t),
kterd je integrabilni na [to, to + T], urcit Fourierovy koeficienty ap,
an, b, n € N, ale neni zaruleno, 7e Fourierova fada bude opravdu
k funkci f(t) konvergovat. Uvedeme postalujici podminku pro to,
aby tomu tak bylo.

VETA: Dirichletova
Necht funkce f(t) je po &3stech spojitd a po &dstech monoténni na
intervalu [ty, to + T]. Pak Fourierova ¥ada funkce na tomto
intervalu
» konverguje k souttu f(t) pro t € (to, to + T), je-li f(t) v
bodé& t spojita,
» konverguje k souttu 3[f(t+) + f(t_)], je-li v bod¥
t € (to, to + T) nespojitost,
> konverguje k souttu 3[f((to)+) + f((to + T)-)] v krajnich
bodech intervalu [to, to + T].
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PRIKLAD: Fourierova ¥ada funkce f(t) = t na D = [to, ty + T]

Funkce je spojitd a rostouci na [to, to + T|. Potitejte koeficienty a,, b,
metodou per partes, ag pfimo, vyuZijte rovnosti wT = 27 a periodicity
funkci cos nwt a sin nwt:

to+T
2
ap = — tcosnwtdt = ... = — sin nwty,
T nw
to
to+T
. 2
b, = tsinnwtdt = ... = —— cos nwty,
T nw
to
to+T
= - tdt = (2t + T).

to

T 2, .
f(t) = (to + 2> + Z - (sin nwty cos nwt — cos nwty sin nwt) =

n=1

T\ «— 2 .
_ <t0+2> —stm nw(t — to).

n=1
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Prointerval [— 1, L], tj. to = -1, je
o0
2. (~1)rt
f(t) = Z —————sin nwt.
p nw

Aproximace funkce f (t) =t trigonometrickym

N (_1\-1
polynomem Y 2D
n=1 n

sinnt

NP} -

zZ2 2 =Z =2 Z
Il
g~ W N P

Funkce f (t) jig) lichda = funkce cosnt nejsou v polynomech
obsazeny.
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Fourierova transformace

Fourierova transformace je diléi ¢asti obsdhlejsi a obtizng;si
problematiky tzv. integrdlnich transformaci. V tuto chvili se o ni
alespori zminime proto, Ze ji budete pouZivat ve fyzikalnich
predmétech, hlavné v optice. Dospéjeme k ni tvahami
vychdazejicimi z Fourierovych ¥ad. Fourierova ¥ada periodické funkce

f(t) s periodou T a zkladnim motivem na intervalu [—1, Z] je

o0

a

50 + zjl (an cos nwt + by sin nwt) ,
n=

kde w = 2% P¥ejdeme k vyjadfeni funkci sinus a kosinus pomoci
Eulerova vzorce e'* = cosa + isin a, tj.

(einwt + e—inwt) ’ sin nwt = ll (einwt o e—inwt) )

cos nwt =

N =
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Dosadime do ¥ady a usporadame kladné a zaporné mocniny

oo
:?_’_Z—: [(a,,—ib,,)ei"m—i—(an—i—lb —1nwt _ Z Cne—mwt’

n=—oo

kde jsme oznalili ¢y = % Ch = ap+ib, pron>0a

Ch = a_n—ib_, pro n < 0. Za pfedpokladu, Ze Ffada bude
konvergovat stejnomérn&, mizZeme ziskat jeji koeficienty podobné
jako v pfedchozim. Vynasobime vyjad¥eni funkce f(t) funkci e™¢
a zintegrujeme:

T/2 T/2
/ f( ) imwt 14 Z Ch / i(m—n)wt dt = ¢, Témn
~T/2 mTC T2
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Nyni si pfedstavme, Ze by perioda T byla vétsi a v&tsi, T — oc.
Pak je w — 0. Funkce p¥estava byt periodicka a z diskrétni
promé&nné nw se stava proménnd spojitd £&. Suma ve vyjad¥eni
funkce f(t) prechazi v integral a Fourierova ¥ada ve Fourieriiv

integral
f(t):% / C(‘f)e—iﬁtdt, C(g): / f(t)eiﬁtdt,

Zobrazeni F : f(t) — c(&) je tzv. Fourierova transformace a
F~1: c(¢) — f(t) je zpétna Fourierova transformace.

Jist& citite, Ze tohle neni zcela korektni matematika. Zachazeni s
Fadami, jak jsme je pravé predvedli, vyZaduje spInéni pozadavkil
konvergence, které jsme pro dany p¥ipad neformulovali ani
neprovéfovali. To je oviem zaleZitosti pokrodilejSich pfedméti.
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PRIKLAD: Difrakce (miiZete preskotit)

Nakonec si ukaZme, jak se Fourierova transformace objevi v optice.

X Ja? s —xsing
JaZ+n?

Svétlo o amplitudg& elektrické intenzity Eg, vinové délce A\, A = 2%6
dopadd kolmo na clonu C se $té&rbinou o Sifce 2d, d = 1. Za $t&rbinou

pozorujeme rozptylené svétlo v obecném bodé& P na stinitku S.

XP=\/a2+(77—x)2=\/a2+;72L1— X, X ~at+n* -

a2+”2 a2+'72

Zakladni matematické metody ve fyzice 2 Téma



Podle Huygensova principu je kaZzdy element dx 3t&rbiny zdrojem
sekundarni kulové viny. Jeji elementarni amplituda je Eo(g—;‘). Elementarni
amplituda elektrické intenzity v bod& P je (sledujte obrazek)

_ Eo —i(wt—k-XP) _ Eo 7i(wt7k\/m) . 27
dE—QQddxe _2Qde dx,k—)\.

Provedeme aproximaci, ktera je vhodna za p¥edpokladu, Ze stinitko je od
clony ,daleko", takZe vinu, kterd na né dopada, Ize povaZovat za
rovinnou. Matematicky to znamend provést tyto aproximace (a ted se
bude hodit Taylorova ¥ada — podrobn& pod obrizkem):

0=a, V@ +(—x?= V@ + 7 —xsing

d
dE = 2Eiodefi(wt7k 22+n2).eikXSinde, E = 2Eiodefi(wt7k1/32+772)/eitx dX,
a a
Zd

kde jsme oznatili t = ksin .
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Fyzikalni podstatou se nemusime zabyvat, ale v§imnéme si integralu

eitx d

d
F(t) = /eifx e 9| _ 2sintd _ 2dsin (kdsing)

1t

—d t kd sin ¢

Je to Fourierilv integrdl z funkce f(x), kde f(x) =1 pro x € [—d, d] a
f(x) =0 pro x € R\ [—d, d]. Tato funkce popisuje propustnost clony C.

Na stinitku pozorujeme rozloZeni intenzity svétla | = |E|?. (Pozor,
figuruje zde dvoji ,intenzita®: intenzita svétla / a elektrickd intenzita E
elektromagnetického pole, jimz svétlo je.)

2 . . 2
I(P) = |E02| sin (kd.sm ) .
a kd sin g

Na stinitku vznika difrakéni obraz clony, ktery je, jak jsme zjistili,
Fourierovym obrazem propustnosti clony.
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Difrak¢ni obrazec vykazuje hlavni maximum pro kd'sin o = 0 a vedlejsi
maxima, resp. minima pro kd'sin ¢ = nm. ProtoZe je sinp = tgp = 2,

jsou maxima osvétleni stinitka v bodech n, = 777 = %.
LG
f(x) 10
1
X
—d d

kd sin g

Obrézek ukazuje rozloZeni intenzity svétla na stinitku pro |Ep|/a = 1.
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Ulohy k procviceni

~

Reste nésledujici dlohy (toto uZ nepteskakujte):

2n+1
o ™ v . X
> Urtete funkci, jejiz Taylorova ¥ada je > oo 02507

(Navod: Radu &len po &lenu zderivujte, settéte a znovu zintegrujte.
Vysledek: In 1%, D = (-1, 1).)

» Urgete ptibliznou hodnotu 8,05%/3 s ptesnosti na 4 desetinnd mista.

(Nvod: Rada alternuje, tj. odhad chyby je uréen prvnim
zanedbanym &lenem Taylorovy ¥ady. Zvolte vhodné xg. Vysledek:

4,0166.)

» Zapiste Fourierovu Yadu funkce f(t) = t2 pro D = (=1, 1), tj
to=-1, T =2.
(Vysledek: f(t) =3+ > Tﬂlz) cos nrt.)

Taylorx
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