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2. Taylorova řada.
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V p̌redchoźım tématu jsme se zabývali posloupnostmi a řadami
funkćı a jejich bodovou a zejména stejnoměrnou konvergenćı, která
umožnuje poč́ıtat s řadami s velkou výhodou – možnost derivováńı
a integrováńı člen po členu.

Př́ıklady, které jsme uváděli, se týkaly hlavně nejjednoduš̌śıch
mocninných posloupnost́ı typu {xn}, n ∈ N, nebo n ∈ N ∪ {0},
resp. řad typu

∑∞
n=0 x

n. To proto, že právě mocninné řady jsou
velmi užitečné pro aplikace ve fyzice. Umožňuj́ı p̌ribližné vyjáďreńı
funkćı, použ́ıvá se jich k nalezeńı řešeńı některých typů
diferenciálńıch rovnic, apod. K velmi důležitým mocninným řadám
paťŕı řada Taylorova.

Fourierova řada zase umožňuje výhodně vyjáďrit periodické funkce
(i ty bývaj́ı často řešeńım fyzikálńıch problémů) pomoćı funkćı
harmonických, konkrétně sin nx a cos nx , n ∈ N, nebo i n ∈ Z. To
také skýtá možnost aproximaćı.
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Mocninné řady

DEFINICE: Mocninná řada

Mocninnou řadou se rozuḿı řada

∞∑
n=0

cn(x − x0)n, cn ∈ R.

Bod x0 je sťred řady, č́ısla cn jsou jej́ı koeficienty.

Mocninná řada je obecněǰśı pojem než geometrická řada. Zat́ımco
geometrická řada má všechny koeficienty stejné, u mocninné řady
mohou být zcela libovolné. Z hlediska konvergence jsou si však
řady dost podobné. Hned to uvid́ıme.
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Uvažujme o mocninné řadě z p̌redchoźı definice. Je žrejmé, že
konverguje pro x = x0, kdy je tvǒrena samými nulami.
Předpokládejme, že konverguje ještě v některém jiném bodě,
označme jej x1.

                 

1x  0x  
x  

0x R  0x R  

stejnoměrná konvergence  

x  

Zvolme libovolný bod x ∈ (2x0 − x1, x1). Pro každé n plat́ı

|cn(x − x0)n| = |cn(x1 − x0)n|
∣∣∣∣ x − x0
x1 − x0

∣∣∣∣n < Mqn,

kde M > 0 je libovolná horńı závora množiny č́ısel {|cn(x1 − x0)n|}
(zdůvodněte jej́ı existenci) a q = x−x0

x1−x0 , |q| < 1. Řada
∑∞

n=0Mqn

je majorantou řady
∑∞

n=0 |cn(x − x0)n| pro x ∈ (2x0 − x1, x1).
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Právě jsme dokázali následuj́ıćı větu:

VĚTA: Konvergence mocninné řady

Necht’ řada
∑∞

n=0 cn(x − x0)n konverguje v bodě x1 6= x0. Pak
konverguje absolutně a stejnoměrně v intervalu
(2x0 − x1 + δ, x1 − δ) (pro

”
libovolně malé“ 0 < δ < |x1 − x0|.)

To je dost silný výsledek. Rádi bychom však znali celý obor
konvergence řady. O něm hovǒŕı následuj́ıćı věta:

VĚTA: Poloměr konvergence

Předpokládejme, že existuje vlastńı limita L posloupnosti
{|cn|1/n}n∈N∪{0}. Pak řada

∑∞
n=0 cn(x − x0)n konverguje absolutně

a stejnoměrně v intervalu D = (x0 − R + δ, x0 + R − δ) pro
libovolně malé δ > 0, kde R = L−1 je tzv. poloměr konvergence.
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Vně intervalu (x0 − R, x0 + R) řada diverguje. V krajńıch bodech
tohoto intervalu je ťreba konvergenci č́ıselné řady prově̌rit
samostatně.

POZNÁMKA: Třet́ı typ konvergence
Abychom se nemuseli starat o

”
malé delta“ v intervalu konvergence řady,

zavád́ıme pojem tzv. lokálńı stejnoměrné konvergence: Řekneme, že řada
funkćı konverguje na otev̌rené množině D lokálně stejnoměrně, jestliže
každý bod této množiny má jisté okoĺı, v němž řada konverguje
stejnoměrně. Tato formulace respektuje ono

”
malé delta“. V p̌redchoźı

větě bychom tak mohli stejnoměrnou konvergenci na intervalu
(x0 − R + δ, x0 + R − δ) nahradit lokálńı stejnoměrnou konvergenćı na
intervalu (x0 − R, x0 + R). Pojem lokálńı stejnoměrné konvergence je jen

”
o něco slabš́ı“ než pojem stejnoměrné konvergence.

Dále už se budeme věnovat praktičtějśım věcem.
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PŘ́IKLAD: Určeńı poloměru konvergence

I Urč́ıme pomoměr konvergence řady
∑∞

n=0(−1)nnkxn, k ∈ (0, ∞).

lim
n→∞

|cn|1/n = lim
n→∞

(nk)1/n = lim
n→∞

exp

(
k

n
ln n

)
.

Poč́ıtejme limitu v exponentu L´Hospitalovým pravidlem:

lim
n→∞

k

n
ln n = lim

n→∞

k

n
= 0 =⇒ R−1 = lim

n→∞
|cn|1/n = e0 = 1, R = 1.

Obor konvergence zadané řady je stejný jako poloměr konvergence
geometrické řady

∑∞
n=0 x

n.

I Ještě jedna řada:
∑∞

n=1 n
−n(x − x0)n,

lim
n→∞

|cn|1/n = lim
n→∞

1

n
= 0 =⇒ R =∞.

Oborem stejnoměrné konvergence této řady je celá reálná osa.
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Taylorova řada

Začneme motivačńı úvahou. Předpokládejme, že funkce f (x) má
na nějaké otev̌rené množině D ⊂ R vlastńı derivace tolika řádů,
kolik poťrebujeme, ťreba všech. Naš́ım ćılem bude nahradit pr̊uběh
této funkce v jistém okoĺı bodu x0 ∈ D funkćı podstatně
jednoduš̌śı, konkrétně polynomem. Náhrada má být taková, aby
polynom pr̊uběh funkce

”
dob̌re vystihoval“, tj. aby se graf tohoto

polynomu v daném okoĺı
”
p̌rimykal“ ke grafu funkce s p̌redem

danou p̌resnost́ı. T́ım jsme zhruba formulovali problém aproximace
funkćı řadami.

POZNÁMKA: Vlastńı a nevlastńı derivace

Pojem vlastńı, resp. nevlastńı derivace má stejný význam jako u limity.
Nap̌ŕıklad funkce tg x má derivaci 1

cos2 x , která je v bodě π
2 nevlastńı.
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Jestliže chceme pr̊uběh funkce f (x) vystihnout v okoĺı bodu x0
polynomem stupně n, je výhodné vyjáďrit jej ve tvaru

Tn(x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)2+· · ·+an(x−x0)n, a0, . . . , an ∈ R.
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Jak určíme koeficienty polynomu ( )?  Obrázky to názorně vystihují.nT x  
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Koeficienty polynomu urč́ıme v postupných kroćıch na základě
určitých požadavk̊u jeho shody se zadanou funkćı.

I Samožrejmým požadavkem je shoda funkčńı hodnoty, tj.
Tn(x0) = f (x0). Pro x = x0 dostaneme a0 = f (x0). Polynom
T0(x) reprezentuje v obrázku oranžová čára.

I Polynomů 1. stupně, které maj́ı s f (x) společnou funkčńı
hodnotu, je nekonečně mnoho. Pochopitelně vybereme ten,
který má s f (x) v bodě x0 stejný sklon, T ′n(x0) = f ′(x0).

T ′n(x) = a1 + 2a2(x − x0) + 3a3(x − x0)2 + · · ·+ n(x − x0)n−1,

T ′n(x0) = a1 =⇒ a1 = f ′(x0).

Polynom T1(x) je v obrázćıch vyznačen modrou plnou čarou.
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Daľśı kroky už jistě dovedete charakterizovat:

I V daľśım kroku je ťreba pomoćı polynomu vystihnout ǩrivost
grafu funkce f (x) v bodě x0. V obrázku to splňuje plná
červená čára. Požadavek shodné ǩrivosti je splněn p̌ri rovnosti
druhých derivaćı v bodě x0, T ′′n (x0) = f ′′(x0), samožrejmě p̌ri
zachováńı funkčńı hodnoty a rovnosti prvńıch derivaćı.

T ′′n (x) = 2a2 + 3 · 2a3(x − x0) + · · ·+ n(n − 1)an(x − x0)n−2,

T ′′n (x0) = 2a2 =⇒ a2 =
1

2
f ′′(x0).

I V k-tém (obecném) kroku požadujeme rovnost k-té derivace v

bodě x0, T
(k)
n (x0) = f (k)(x0).

T
(k)
n (x) = [k(k − 1) · · · 2 · 1]ak + [(k + 1) · · · 2](x − x0) + · · ·+

+[n(n − 1) · · · (n − k + 1)](x − x0)n−k , ak =
1

k!
f (k)(x0).
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Nakonec dostaneme polynom Tn(x):

Tn(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1

2
f ′′(x0)(x − x0)2 + · · ·+

+ · · ·+ 1

k!
f (k)(x0)(x − x0)k + · · ·+ 1

n!
f (n)(x0)(x − x0)n.

Bude tento tzv. Taylor̊uv polynom vystihovat pr̊uběh funkce f (x) v
okoĺı bodu x0 t́ım lépe, č́ım vyš̌śı bude jeho stupeň? A co
kdybychom použili k vystižeńı funkce nekonečnou mocninnou řadu,
tzv. Taylorovu řadu

T (x) =
∞∑
n=0

1

n!
f (n)(x0)(x − x0)n?

To by ovšem mělo smysl jedině tehdy, kdyby tato řada stejnoměrně
konvergovala (na jistém okoĺı bodu x0) a jej́ım součtem by byla
právě funkce f (x).
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PŘ́IKLAD: Kdy Taylorova řada konverguje, resp. nekonverguje ke

”
své“ funkci

Uvažujme o funkci f (x) = ln x . Má derivace všech řádů v (0, ∞), takže
můžeme sestavit odpov́ıdaj́ıćı Taylorovu řadu se sťredem v bodě x0 > 0

(dokažte, že n-tá derivace funkce v bodě x0 je f (n)(x0) = (−1)n−1(n−1)!
xn
0

,

n ∈ N).

T (x) = ln x0 +
∞∑
n=1

(−1)n−1

nxn0
(x − x0)n.

Řada konverguje absolutně a (lokálně) stejnoměrně v intervalu
D = (x0 − R, x0 + R), kde R = |x0|, tj. D = (0, 2x0). V tomto intervalu
je součet řady skutečně roven funkci ln x . Vně intervalu D řada diverguje,
jej́ı součet neexistuje a nemůže být proto roven hodnotě ln x .
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DALŠ́I PŘ́IKLADY: Několik užitečných p̌ŕıkladů pro x0 = 0
(odvod’te si je)

I Exponenciálńı funkce

f (x) = exp x =
∞∑
n=0

1

n!
xn, R =∞

I Harmonické funkce sinus a kosinus

sin x =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1, cos x =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k , R =∞

I Logaritmus

ln (1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn

Taylorova řada se sťredem v x0 = 0 se nazývá řada Maclaurinova.
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VĚTA: Taylorova věta

Předpokládejme, že funkce f (x) má na otev̌reném intervalu D
vlastńı derivace do řádu n + 1 včetně, pro jisté n ∈ N ∪ {0}. Pak
pro každý interval [x0, x ] ⊂ D existuje bod ξ ∈ (x0, x) tak, že plat́ı

f (x) =
n∑

k=0

1

k!
f (k)(x0)(x − x0)k + Zn(x),

Zn(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)(x − x0)n+1.

Výraz Zn(x) se nazývá Taylor̊uv zbytek. Je to odchylka funkce
f (x) od Taylorova polynomu Tn(x) (pro zvolené n). Představuje

”
chybu“, které bychom se dopustili nahrazeńım funkčńı hodnoty
f (x) hodnotou Tn(x). Ale pozor! Nemuśı tomu být tak, že chyba
je t́ım menš́ı, č́ım věťśı je n. Věta totiž nic něŕıká o tom, zda
(nekonečná) Taylorova řada skutečně konverguje k funkci f (x).
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POZNÁMKA: Co všechno lze z Taylorovy věty vyč́ıst?

I Taylor̊uv polynom Tn(x) je n-tý částečný součet Taylorovy řady.

I Taylorova řada konverguje k funkci f (x) (bodově, resp.
stejnoměrně) právě tehdy, konverguje-li posloupnost Taylorových
zbytk̊u {Zn(x)}n∈N∪{0} (bodově, resp. stejnoměrně) k nulové funkci.

I Předchoźı podḿınka je ekvivalentńı podḿınce konvergence k nulové
funkci posloupnosti {zn(x)}n∈N, kde zn(x) je zbývaj́ıćı část řady,

zn(x) = f (x)− Tn(x) =
∞∑

k=n+1

1

k!
f (k)(x0)(x − x0)k .

I Může se zdát, že Taylorova věta neńı k ničemu, pokud jde o určeńı
chyby p̌ribližného vyjáďreńı funkce f (x) Taylorovým polynomem
Tn(x). Věta sice zaručuje existenci bodu ξ ∈ (x0, x) ale něŕıká, kde
ten bod je. I když však neńı možné určit Zn(x) p̌resně, lze provést
alespoň odhady.
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PŘ́IKLAD: Taylor̊uv zbytek pro funkci ln (1 + x) pro x0 = 0

Jak už v́ıme, Taylorova řada této funkce se sťredem x0 = 0 konverguje k
této funkci (lokálně) stejnoměrně v intervalu (−1, 1). Plat́ı

Zn(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)xn+1 =

(−1)n

(n + 1)

(
x

1 + ξ

)n+1

,

|Zn(x)| ≤ |x |
n+1

n + 1
≤ 1

n + 1
, nebot’

∣∣∣∣ x

1 + ξ

∣∣∣∣ ≤ 1 pro ξ ∈ (0, x), |x | < 1.

Limita posloupnosti {Zn(x)}n∈N∪{0} je nulová. Hodnota zbytku |Zn(x)|
p̌redstavuje tedy tzv. absolutńı chybu odhadu funkčńı hodnoty ln(x)
hodnotou polynomu Tn(x). Chybu však dokážeme pouze odhadnout

(horńı odhad), |Zn(x)| = |x|n+1

(n+1) . Nap̌r. pro x = 0, 5 je ln 1, 5
.

= 0, 4055,

T5(x) = 0, 4073, |Z5(x)| ≤ 0,56

6

.
= 0, 0026. Relativńı chyba je

0,0026
0,407

.
= 0, 006 ∼ 0, 6%.
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POZNÁMKA: Alternuj́ıćı Taylorova řada

Alternuj́ıćı řada je taková, jej́ıž členy sťŕıdaj́ı znaménka. Nap̌r. jsou to
Maclaurinovy řady funkćı sinus (pro x > 0) a kosinus – viz výše. Horńı
odhad chyby, které se dopoušt́ıme náhradou funkce f (x) polynomem
Tn(x), je určen prvńım zanedbaným členem Taylorovy řady. Nap̌r. pro

sin x
.

= T1(x) = x je horńı odhad chyby
∣∣∣ x3

3!

∣∣∣. A ještě grafická ukázka:

    

2 64 8, , ( (c )) ( )( )s , ,o T x T x TT x xx  

x  
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PŘ́IKLAD: Určeńı funkčńı hodnoty se zadanou p̌resnost́ı

Pomoćı Taylorovy řady můžeme určit funkčńı hodnotu f (x) v bodě x
bĺızkém k bodu x0, v němž funkčńı hodnotu známe. Přesnost určeńı
hodnoty f (x) můžeme zadat p̌redem.

Urč́ıme cos 65o s p̌resnost́ı na 4 desetinná ḿısta; x0 = π
3 ,

x − x0 = 5 · π
180 = 5π

180 (úhly muśıme vyjáďrit v obloukové ḿı̌re).

cos 65o = cos
π

3
−sin

π

3

(
5π

180

)
− 1

2!
cos

π

3

(
5π

180

)2

+
1

3!
sin

π

3

(
5π

180

)3

+ · · ·

Taylor̊uv zbytek je Zn = ± 1
(n+1)! sin π

3

(
5π
180

)n+1
pro sudé n, v p̌ŕıpadě

lichého n je ťreba zaměnit sin π
3 za cos π3 . V každém p̌ŕıpadě je

|Zn| ≤
1

(n + 1)!

√
3

2

(
5π

180

)n+1

,

nebot’ sin π
3 =

√
3
2 , cos π3 = 1

2 .
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Určeńı hodnoty cos 65o na čty̌ri desetinná ḿısta je dáno podḿınkou
|Zn| < 0, 00005 (chyba nejvýše 5 na pátém desetinném ḿıstě). Vyč́ısĺıme
odhad Taylorových zbytk̊u |Zn| pro n = 1, 2, 3, ...

Z1 ≤ 1

2!

√
3

2

(
5π

180

)2

= 3, 3 · 10−3, Z2 ≤
1

3!

√
3

2

(
5π

180

)3

= 9, 6 · 10−5

Z3 ≤ 1

4!

√
3

2

(
5π

180

)4

= 2, 1 · 10−6, Z4 ≤
1

5!

√
3

2

(
5π

180

)5

= 3, 7 · 10−8

. . . ≤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Odhad zbytku |Z3| je již menš́ı než p̌ŕıpustná chyba, proto k vyjáďreńı
hodnoty cos 65o s požadovanou p̌resnost́ı stač́ı vyč́ıslit

cos 65o .
= cos

π

3
−sin

π

3

(
5π

180

)
− 1

2!
cos

π

3

(
5π

180

)2

+
1

3!
sin

π

3

(
5π

180

)3
.

= 0, 4226.
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PŘ́IKLAD: Aplikace – řešeńı diferenciálńıch rovnic

Rozvoj funkce v Taylorovu řadu je možné použ́ıt p̌ri hledáńı řešeńı
diferenciálńıch rovnic. Ukážeme to na jednoduché rovnici, kterou
samožrejmě uḿıme vy̌rešit podstatně snadněji. Ale ve složitěǰśıch
p̌ŕıpadech je rozvoj v řadu velmi účinnou metodou. Rovnici
ẍ(t) + ω2x(t) = 0 všichni znáte – je to pohybová rovnice pro výchylku
lineárńıho harmonického oscilátoru. Pro počátečńı podḿınky x(0) = A,
ẋ(0) = 0 je jej́ım řešeńım funkce x(t) = A cosωt. Vy̌reš́ıme ji pomoćı
řady. Hledejme řešeńı ve tvaru x(t) =

∑∞
n=0 cnt

n, kde koeficienty cn
stanov́ıme tak, aby tato řada vyhovovala dané rovnici (samožrejmě
muśıme p̌redpokládat, že všechny požadavky týkaj́ıćı se stejnoměrné
konvergence jsou splněny).

x(t) =
∞∑
n=0

cnt
n, ẍ(t) =

∞∑
n=2

n(n− 1)cnt
n−2 =

∞∑
n=0

(n + 2)(n + 1)cn+2t
n.

Ve výrazu pro ẍ jsme provedli p̌reindexováńı záměnou n→ n + 2, aby
obecná mocnina proměnné t byla n.

”
Nové“ n tedy zač́ıná hodnotou nula.
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Hledané řešeńı ve tvaru řady dosad́ıme do rovnice a sjednot́ıme členy se
stejnou mocninou proměnné:

∞∑
n=0

[
(n + 2)(n + 1)cn+2 + ω2cn

]
tn = 0.

Řada je rovna nulové funkci, jej́ı koeficienty jsou tedy nulové,

(n+2)(n+1)cn+2+ω2cn = 0 =⇒ cn+2 = − ω2cn
(n + 2)(n + 1)

, n ∈ N∪{0}.

Dostali jsme rekurentńı vzorec pro koeficienty řady. K tomu, abychom
určili c0 a c1, máme počátečńı podḿınky. Dosad’te t = 0 do řad
x(t) = c0 + c1t + · · ·+ cnt

n + · · · a ẋ(t) = c1 + 2c2t + · · ·+ ncn−1t
n−1 + · · ·

c0 = A, c1 = 0 =⇒ c2k+1 = 0, c2k = (−1)k ω
2kA

(2k)!
,

x(t) = A
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
(ωt)2k = A cosωt.
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Fourierova řada

Fourierovou řadou dokážeme vystihnout pr̊uběh periodické funkce,
řekněme f (t), tj. takové, jej́ıž hodnoty se opakuj́ı s určitou
periodou T . Pro funkci definovanou na celé reálné ose má
podḿınka periodicity tvar f (t + T ) = f (t), t ∈ R.

 

( )f t  

T  

t  

0t  0t T  opakující se motiv  

Nejjednoduš̌śı periodické funkce jsou harmonické funkce typu
sinωt, cosωt, kde ω = 2π

T .
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Zahraje-li klav́ırista, houslista, hornista, ... jednočárkované
”
a“,

bezpečně ty nástroje od sebe odlǐśıme. Jak je to možné? Nezńı
totiž

”
čistá“ sinusovka s frekvenćı 440 s−1, ale superpozice tónů s

kmitočty 1 · 440 s−1, 2 · 440 s−1, atd., s r̊uznými amplitudami. Tzv.
vyš̌śı harmonické frekvence vytvá̌ŕı odlǐsnou barvu tónu. Zobecńıme
tuto úvahu a pokuśıme se periodickou funkci vyjáďrit jako
superpozici, tj. lineárńı kombinaci, harmonických funkćı ve tvaru
tzv. Fourierovy řady

f (t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos nωt + bn sin nωt) .

(Absolutńı člen a0
2 respektuje nějaké

”
pozad́ı“.) To bude možné,

budou-li existovat koeficienty a0, an, bn, n ∈ N, takové, že řada
bude (lokálně) stejnoměrně konvergovat k funkci f (t) na nějakém
oboru D = (t0, t0 + T ).
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Nejprve v rámci cvičeńı dokažte (budeme poťrebovat):

t0+T∫
t0

cos nωt cosmωt dt =

t0+T∫
t0

sin nωt sinmωt dt =
1

2
T δmn,

t0+T∫
t0

cos nωt sinmωt dt = 0, m, n ∈ N.

Daľśı kroky jsou korektńı za p̌redpokladu stejnoměrné konvergence řady:
Vynásob́ıme vyjáďreńı funkce f (t) funkćı cosmωt a integrujeme člen po
členu. Poté totéž s funkćı sinmωt. Nakonec jen integrujeme. Dostaneme
koeficienty an, bn pro n ∈ N a a0:

an =
2

T

t0+T∫
t0

f (t) cos nωt dt, bn =
2

T

t0+T∫
t0

f (t) sin nωt dt, a0 =
2

T

t0+T∫
t0

f (t)dt.
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Výše uvedeným způsobem sice můžeme pro každou funkci f (t),
která je integrabilńı na [t0, t0 + T ], určit Fourierovy koeficienty a0,
an, bn, n ∈ N, ale neńı zaručeno, že Fourierova řada bude opravdu
k funkci f (t) konvergovat. Uvedeme postačuj́ıćı podḿınku pro to,
aby tomu tak bylo.

VĚTA: Dirichletova

Necht’ funkce f (t) je po částech spojitá a po částech monotónńı na
intervalu [t0, t0 + T ]. Pak Fourierova řada funkce na tomto
intervalu

I konverguje k součtu f (t) pro t ∈ (t0, t0 + T ), je-li f (t) v
bodě t spojitá,

I konverguje k součtu 1
2 [f (t+) + f (t−)], je-li v bodě

t ∈ (t0, t0 + T ) nespojitost,

I konverguje k součtu 1
2 [f ((t0)+) + f ((t0 + T )−)] v krajńıch

bodech intervalu [t0, t0 + T ].
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PŘ́IKLAD: Fourierova řada funkce f (t) = t na D = [t0, t0 + T ]

Funkce je spojitá a rostoućı na [t0, t0 + T ]. Poč́ıtejte koeficienty an, bn
metodou per partes, a0 p̌ŕımo, využijte rovnosti ωT = 2π a periodicity
funkćı cos nωt a sin nωt:

an =
2

T

t0+T∫
t0

t cos nωt dt = . . . =
2

nω
sin nωt0,

bn =
2

T

t0+T∫
t0

t sin nωt dt = . . . = − 2

nω
cos nωt0,

a0 =
2

T

t0+T∫
t0

t dt = (2t0 + T ).

f (t) =

(
t0 +

T

2

)
+
∞∑
n=1

2

nω
(sin nωt0 cos nωt − cos nωt0 sin nωt) =

=

(
t0 +

T

2

)
−
∞∑
n=1

2

nω
sin nω(t − t0).
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Pro interval
[
−T

2 ,
T
2

]
, tj. t0 = −T

2 , je

f (t) =
∞∑
n=1

2 · (−1)n−1

nω
sin nωt.

 

1

1

 trigonometrickým 

                                            polynomem
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2 ( 1)
 sin
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n

f t t

nt
n
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Fourierova transformace

Fourierova transformace je d́ılč́ı část́ı obsáhleǰśı a obt́ıžněǰśı
problematiky tzv. integrálńıch transformaćı. V tuto chv́ıli se o ńı
alespoň zḿıńıme proto, že ji budete použ́ıvat ve fyzikálńıch
p̌redmětech, hlavně v optice. Dospějeme k ńı úvahami
vycházej́ıćımi z Fourierových řad. Fourierova řada periodické funkce
f (t) s periodou T a základńım motivem na intervalu

[
−T

2 ,
T
2

]
je

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos nωt + bn sin nωt) ,

kde ω = 2π
T . Přejdeme k vyjáďreńı funkćı sinus a kosinus pomoćı

Eulerova vzorce eiα = cosα + i sinα, tj.

cos nωt =
1

2

(
einωt + e−inωt

)
, sin nωt =

1

2i

(
einωt − e−inωt

)
.
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Dosad́ıme do řady a uspǒrádáme kladné a záporné mocniny

f (t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

[
(an − ibn)einωt + (an + ibn)e−inωt

]
=

∞∑
n=−∞

cne
−inωt ,

kde jsme označili c0 = a0
2 , cn = an + ibn pro n > 0 a

cn = a−n − ib−n pro n < 0. Za p̌redpokladu, že řada bude
konvergovat stejnoměrně, můžeme źıskat jej́ı koeficienty podobně
jako v p̌redchoźım. Vynásob́ıme vyjáďreńı funkce f (t) funkćı eimωt

a zintegrujeme:

T/2∫
−T/2

f (t) eimωt dt =
∞∑

n=−∞
cn

T/2∫
−T/2

ei(m−n)ωt dt = cnT δmn

cn =
1

T

T/2∫
−T/2

f (t)einωt dt.
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Nyńı si p̌redstavme, že by perioda T byla věťśı a věťśı, T →∞.
Pak je ω → 0. Funkce p̌restává být periodická a z diskrétńı
proměnné nω se stává proměnná spojitá ξ. Suma ve vyjáďreńı
funkce f (t) p̌recháźı v integrál a Fourierova řada ve Fourier̊uv
integrál

f (t) =
1

2π

∞∫
−∞

c(ξ)e−iξt dt, c(ξ) =

∞∫
−∞

f (t)eiξt dt.

Zobrazeńı F : f (t) −→ c(ξ) je tzv. Fourierova transformace a
F−1 : c(ξ) −→ f (t) je zpětná Fourierova transformace.

Jistě ćıt́ıte, že tohle neńı zcela korektńı matematika. Zacházeńı s
řadami, jak jsme je právě p̌redvedli, vyžaduje splněńı požadavk̊u
konvergence, které jsme pro daný p̌ŕıpad neformulovali ani
neprově̌rovali. To je ovšem záležitost́ı pokročileǰśıch p̌redmět̊u.
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PŘ́IKLAD: Difrakce (můžete p̌reskočit)

Nakonec si ukažme, jak se Fourierova transformace objev́ı v optice.

      

X  

1/ 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2
( ) 1 sin

x x x
XP a x a a a x

a a a

 
    

  

 
             

   

 Světlo o amplitudě elektrické intenzity E0, vlnové délce λ, λ = 2πc
ω ,

dopadá kolmo na clonu C se štěrbinou o š́ı̌rce 2d , d = 1. Za štěrbinou
pozorujeme rozptýlené světlo v obecném bodě P na st́ıńıtku S .
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Podle Huygensova principu je každý element dx štěrbiny zdrojem
sekundárńı kulové vlny. Jej́ı elementárńı amplituda je E0

dx
(2d) . Elementárńı

amplituda elektrické intenzity v bodě P je (sledujte obrázek)

dE =
E0

2%d
dx · e−i(ωt−k·XP) =

E0

2%d
e−i(ωt−k

√
a2+(η−x)2) dx , k =

2π

λ
.

Provedeme aproximaci, která je vhodná za p̌redpokladu, že st́ıńıtko je od
clony

”
daleko“, takže vlnu, která na ně dopadá, lze považovat za

rovinnou. Matematicky to znamená provést tyto aproximace (a ted’ se
bude hodit Taylorova řada – podrobně pod obrázkem):

%
.

= a,
√
a2 + (η − x)2

.
=
√
a2 + η2 − x sinϕ

dE
.

=
E0

2ad
e−i(ωt−k

√
a2+η2)·eikx sinϕ dx , E

.
=

E0

2ad
e−i(ωt−k

√
a2+η2)

d∫
−d

eitx dx ,

kde jsme označili t = k sinϕ.
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Fyzikálńı podstatou se nemuśıme zabývat, ale všimněme si integrálu

F (t) =

d∫
−d

eitx dx =
eitx

it

∣∣∣∣d
−d

=
2 sin td

t
=

2d sin (kd sinϕ)

kd sinϕ
.

Je to Fourier̊uv integrál z funkce f (x), kde f (x) = 1 pro x ∈ [−d , d ] a
f (x) = 0 pro x ∈ R \ [−d , d ]. Tato funkce popisuje propustnost clony C .

Na st́ıńıtku pozorujeme rozložeńı intenzity světla I = |E |2. (Pozor,

figuruje zde dvoj́ı
”
intenzita“: intenzita světla I a elektrická intenzita ~E

elektromagnetického pole, j́ımž světlo je.)

I (P) =
|E0|2

a2

(
sin (kd sinϕ)

kd sinϕ

)2

.

Na st́ıńıtku vzniká difrakčńı obraz clony, který je, jak jsme zjistili,
Fourierovým obrazem propustnosti clony.
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Difrakčńı obrazec vykazuje hlavńı maximum pro kd sinϕ = 0 a vedleǰśı
maxima, resp. minima pro kd sinϕ = nπ. Protože je sinϕ

.
= tgϕ = η

a ,

jsou maxima osvětleńı st́ıńıtka v bodech ηn = nπa
kd = naλ

2d .

                                                          

d  

( )f x  
( )I P  

sinkd   

x  

d  

1  

Obrázek ukazuje rozložeńı intenzity světla na st́ıńıtku pro |E0|/a = 1.
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Úlohy k procvičeńı

Řešte následuj́ıćı úlohy (toto už nep̌reskakujte):

I Určete funkci, jej́ıž Taylorova řada je
∑∞

n=0 2 x2n+1

2n+1 .

(Návod: Řadu člen po členu zderivujte, sečtěte a znovu zintegrujte.
Výsledek: ln 1+x

1−x , D = (−1, 1).)

I Určete p̌ribližnou hodnotu 8, 052/3 s p̌resnost́ı na 4 desetinná ḿısta.
(Návod: Řada alternuje, tj. odhad chyby je určen prvńım
zanedbaným členem Taylorovy řady. Zvolte vhodně x0. Výsledek:
4, 0166.)

I Zapǐste Fourierovu řadu funkce f (t) = t2 pro D = (−1, 1), tj.
t0 = −1, T = 2.
(Výsledek: f (t) = 1

3 +
∑∞

n=1
4·(−1)n
n2π2 cos nπt.)
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