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Obsah tématu

1. Geometrické a fyzikálńı charakteristiky rovinných útvar̊u.
2. Geometrické a fyzikálńı charakteristiky prostorových útvar̊u.
3. Geometrické a fyzikálńı charakteristiky plošných útvar̊u v R3.
4. Tok vektorového pole plochou, integrálńı věty.
5. Práce silového pole, integrálńı věty.

Literatura: Matematika pro porozuměńı i praxi II/2 a III/1.
Konkrétńı odkazy viz p̌redchoźı prezentace.

Jsou uváděny p̌ŕıklady typické pro závěrečnou ṕısemku. V ṕısemce
nebudou tak obsáhlé, jako zde, a sṕı̌se lehč́ı.

Předpokládáme, že všechny použ́ıvané objekty (integračńı obory a
integrované funkce) splňuj́ı p̌redpoklady stanovené v p̌redchoźıch
tématech, aniž bychom je zde opakovali.
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Geometrické a fyzikálńı charakteristiky rovinných útvar̊u

ZADÁNÍ: Určete plošný obsah, hmotnost, polohu těžǐstě a momenty
setrvačnosti rovinného útvaru M omezeného grafy funkćı y = x2,
y = 2x2, y = 1 a y = 2 (obrázek). Plošná hustota je σ(x , y) = αxy , kde
α = 1 kgm−4 je rozměrová konstanta. Výpočet proved’te

(a) p̌ŕımým výpočtem v kartézských soǔradnićıch,

(b) ve vhodných ǩrivočarých soǔradnićıch pomoćı věty o transformaci
integrálu.
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ŘEŠENÍ: Vztahy pro výpočet charakteristik:

I plošný obsah: P =
∫
M

dx dy ,

I hmotnost: m =
∫
M

σ(x , y)dx dy ,

I těžǐstě: xT = 1
m

∫
M

xσ(x , y)dx dy , yT = 1
m

∫
M

yσ(x , y)dx dy ,

I momenty setrvačnosti:

Jxx =

∫
M

y2σ(x , y)dx dy ,

Jxy = Jyx = −
∫
M

xyσ(x , y)dx dy ,

Jyy =

∫
M

x2σ(x , y)dx dy .
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(a) Př́ımý výpočet (Fubiniova věta) – postupné kroky:

I Výpočet pr̊ušeč́ık̊u ǩrivek:

A : 2x2 = 1 ⇒ x =
1√
2
, y = 1 ⇒ A =

(
1√
2
, 1

)
,

B : x2 = 1 ⇒ x =, y = 1 ⇒ B = (1, 1) ,

C : x2 = 2 ⇒ x =
√

2, y = 2 ⇒ C =
(√

2, 2
)
,

D : 2x2 = 2 ⇒ x = 1, y = 2 ⇒ D = (1, 2) .

I Vyjáďreńı integrálu z obecné funkce f (x , y) na množině M
(množinu M si rozděĺıme na dvě části, M1 = ABD, M2 = BCD,
protože omezuj́ıćı funkce jsou sice spojité, ale na intervalu[

1√
2
,
√

2
]

je nelze vyjáďrit jediným vzorcem).

∫
M

f (x , y) dx dy =

1∫
1/

√
2

 2x2∫
1

f (x , y) dy

 dx +

∫ √
2

1

 2∫
x2

f (x , y) dy

 dx
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I Výpočet plošného obsahu:

S =

1∫
1/
√
2

 2x2∫
1

dy

 dx +

1∫
1/
√
2

 2x2∫
1

dy

 dx =

=

1∫
1/
√
2

(2x2−1)dx+

√
2∫

1

(2−x2)dx =

[
2

3
x3 − x

]1
1/
√
2

+

[
2x − 1

3
x3
]√2

1

=

=

[
2

3
− 2

3
· 1

2
√

2
− 1 +

1√
2

]
+

[
2
√

2− 2− 1

3
· 2
√

2 +
1

3

]
= −2+

5

3

√
2

S = −2 +
5

3

√
2
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I Výpočet hmotnosti:

m =

1∫
1/
√
2

 2x2∫
1

xy dy

 dx +

√
2∫

1

 2∫
x2

xy dy

 dx =

1∫
1/
√
2

x

(
1

2
(2x2)2 − 1

2
· 12

)
dx +

√
2∫

1

x

(
1

2
· 22 − 1

2
(x2)2

)
=

[
2

6
x6 − 1

4
x2
]1
1/
√
2

+

[
x2 − 1

12
x6
]√2

1

=

=

[
2

6
− 2

6
· 1

8
− 1

4
+

1

4
· 1

2

]
+

[
2− 1− 1

12
· 8 +

1

12

]
=

7

12

m =
7

12
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I Výpočet polohy těžǐstě (započaté výpočty dokončete):

xT =

(
7

12

)−1  1∫
1/
√
2

 2x2∫
1

x · xy dy

 dx +

√
2∫

1

 2∫
x2

x · xy dy

 dx

 =

=
12

7

 1∫
1/
√
2

x2

(
1

2
y2

∣∣∣∣2x2

1

)
dx +

√
2∫

1

x2

(
1

2
y2

∣∣∣∣2
x2

) =

=
12

7

 1∫
1/
√
2

x2
(

1

2
(2x2)2 − 1

2
· 12

)
dx +

√
2∫

1

x2
(

1

2
· 22 − 1

2
(x2)2

)
dx


xT =

2

49
(33
√

2− 20)
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yT =

(
7

12

)−1  1∫
1/
√
2

 2x2∫
1

y · xy dy

 dx +

√
2∫

1

 2∫
x2

y · xy dy

 dx

 =

12

7

 1∫
1/
√
2

x

(
1

3
y3

∣∣∣∣2x2

1

)
dx +

√
2∫

1

x

(
1

3
y3

∣∣∣∣2
x2

)
dx

 =

=
12

7

 1∫
1/
√
2

x

(
1

3
(2x2)3 − 1

3
· 13

)
dx +

√
2∫

1

x

(
1

3
· 23 − 1

3
(x2)3

)
dx


yT =

45

28
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I Momenty setrvačnosti (pro ukázku vypočteme jen Jxx , ostatńı
vypočtěte podle vzoru sami):

Jxx =

1∫
1/
√
2

 2x2∫
1

y2 · xy dy

 dx +

√
2∫

1

 2∫
x2

y2 · xy dy

 dx =

=
1∫

1/
√
2

x

(
1

4
y4

∣∣∣∣2x2

1

+

)
dx +

√
2∫

1

x

(
1

4
y4

∣∣∣∣2
x2

)
dx =

=

1∫
1/
√
2

x

(
1

4
(2x2)4 − 1

4
· 14

)
dx +

√
2∫

1

x

(
1

4
· 24 − 1

4
(x2)4

)
dx

Jxx =
31

20
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(b) Výpočet pomoćı věty o transformaci:

I Transformace soǔradnic: obecný bod P integračńıho oboru lež́ı na
parabole y = ux2, x ∈ [1, 2] a na p̌ŕımce o rovnici y = v , v ∈ [1, 2].
Vyjáďŕıme funkce x = x(u, v) a y = y(u, v):

ux2 = v =⇒ x = u−1/2v1/2, y = v .

I Jacobiho matice zobrazeńı
α : [1, 2]× [1, 2] 3 (u, v) → (x(u, v), y(u, v)) ∈ R2:

Dα(u, v) =

 ∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

 =

 − 1
2u
−3/2v1/2 0

1
2u
−1/2v−1/2 1


I Jakobián: J(u, v) = |detDα(u, v)| = 1

2u
−3/2v1/2

I Vyjáďreńı integrálu z obecné funkce f (x , y):∫
M

f (x , y)dx dy =

∫
[1,2]×[1,2]

f (x(u, v), y(u, v)) J(u, v)du dv .
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I Výpočet hmotnosti:

m =

2∫
1

2∫
1

(u−1/2v1/2 · v) ·
(

1

2
u−3/2v1/2

)
du dv =

=
1

2

 2∫
1

u−2 du

 2∫
1

v2 dv

 =
1

2

[
−u−1

]2
1

[
1

3
v3

]2
1

=
7

12

I Výpočet momentu setrvačnosti Jxx (ostatńı už vypočtěte sami):

Jxx =

2∫
1

2∫
1

y2︷︸︸︷
v2

σ=xy︷ ︸︸ ︷
(u−1/2v3/2)

jakobián︷ ︸︸ ︷(
1

2
u−3/2v1/2

)
du dv =

=
1

2

 2∫
1

u−2 du

 2∫
1

v4 dv

 =
1

2

[
−u−1

]2
1

[
1

5
v5

]2
1

=
31

20
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I Výpočet polohy těžǐstě (yT vypočtěte sami):

xT =

(
7

12

)−1 2∫
1

2∫
1

x︷ ︸︸ ︷
(u−1/2v1/2)

σ=xy︷ ︸︸ ︷
(u−1/2v3/2)

jakobián︷ ︸︸ ︷(
1

2
u−3/2v1/2

)
du dv =

=
12

7
·1
2

 2∫
1

u−5/2 du

 2∫
1

v5/2 dv

 =
6

7

[
−2

3
u−3/2

]2
1

[
2

7
v7/2

]2
1

=

=
8

49

(
1− 1

2
√

2

)(
8
√

2− 1
)

=
2

49
(33
√

2− 20)

Výsledky źıskané pomoćı věty o transformaci jsou samožrejmě stejné,
výpočet je však podstatně jednoduš̌śı.
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Geometrické a fyzikálńı charakteristiky prostorových útvar̊u

ZADÁNÍ: Určete objem, hmotnost, polohu těžǐstě a momenty
setrvačnosti útvaru V omezeného plochami 36z − 9x2 − 4y2 = 0, z = 1.
Určete tytéž charakteristiky části tohoto útvaru lež́ıćı v prvńım oktantu.
Rozložeńı hmotnosti útvaru je dáno hustotou % = κ|xyz |, κ = 1 g cm−6.
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Rovnici plochy je vhodné upravit takto: z =
(
x
2

)2
+
(
y
3

)2
. V́ıte proč?
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ŘEŠENÍ: Vztahy pro výpočet charakteristik:

I objem: V =
∫
V

dx dy dz , hmotnost: m =
∫
V

%(x , y , z)dx dy dz ,

I těžǐstě: xT = 1
m

∫
V

x%(x , y , z)dx dy dz ,

yT = 1
m

∫
V

y%(x , y , z)dx dy dz , zT = 1
m

∫
V

z%(x , y , z)dx dy dz

I momenty setrvačnosti (označeńı dV = dx dy dz):

Jxx =

∫
V

(y2 + z2)%(x , y , z)dV , Jxy = Jyx = −
∫
V

xy%(x , y , z)dV ,

Jyy =

∫
V

(x2 + z2)%(x , y , z)dV , Jyz = Jzy = −
∫
V

yz%(x , y , z)dV ,

Jzz =

∫
V

(x2 + y2)%(x , y , z)dV , Jxz = Jzx = −
∫
V

xz%(x , y , z)dV .
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V p̌redchoźım p̌ŕıkladu jsme viděli výhodu použit́ı věty o transformaci k
p̌revedeńı integrálu z kartézských soǔradnic do vhodných soǔradnic
ǩrivočarých, zvolených tak, aby jistým způsobem vystihovaly tvar
integračńıho oboru, pop̌ŕıpadě tak, abychom ḿısto v proměnných meźıch
mohli integrovat v konstantńıch meźıch. Křivočarých soǔradnic využijeme
i v tomto p̌ŕıkladu.

Budeme řešit druhou část úlohy – útvar v prvńım oktantu soustavy
soǔradnic. Pro celý útvar je určete sami (měńı se jen meze integrace).

I Volba ǩrivočarých soǔradnic: útvar je tzv. eliptický paraboloid.
(Znáte jistě rotačńı paraboloid, který má rotačńı symetrii, nap̌r. p̌ri
otočeńı kolem osy z a řezy útvaru rovinami kolmými k ose z jsou
kruhy. Tam je naḿıstě volba válcových soǔradnic x = r cosϕ),
y = r sinϕ, z = z . V našem p̌ŕıpadě však jsou řezy útvaru rovinami
kolmými k ose z elipsy, půdorysem útvaru je elipsa o poloosách
a = 2, b = 3. Zde jsou vhodné zobecněné válcové soǔradnice

x = 2r cosϕ, y = 3r sinϕ, z = z , r ∈ [0, 1], ϕ ∈
[
0,
π

2

]
, z ∈ [r2, 1].
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I Jacobiho matice zobrazeńı
α : K = [0, 1]× [0, π2 ]× [r2, 1] 3 (r , ϕ, z) −→ (x , y , z) ∈ V :

Dα(r , ϕ, z) =

 ∂x
∂r

∂y
∂r

∂z
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

∂z
∂ϕ

∂x
∂z

∂z
∂z

∂z
∂z

 =

 2 cosϕ 3 sinϕ 0
−2r sinϕ 3r cosϕ 0

0 0 1


J(r , ϕ, z) = detDα(r , ϕ, z) = . . . vypočtěte . . . = 6r .

I Výpočet objemu a hmotnosti: Na výpočtu objemu (integrovaná
funkce je rovna jedné) a hmotnosti (integrovanou funkćı je hustota)
ukážeme obecný postup p̌ri integraci. Ostatńı úlohy se už lǐśı jen
volbou integrované funkce.

V =

∫
V

dx dy dz =

∫
K

J(r , ϕ, z)dr dϕdz =

π/2∫
0

1∫
0

6r

 1∫
r2

dz

 dr dϕ
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V =

π/2∫
0

1∫
0

6r
(
1− r2

)
dr dϕ = 6

π/2∫
0

[
1

2
r2 − 1

4
r4
]1
0

=
3

4
π, V =

3

4
π

m =

∫
V

xyz dx dy dz =

∫
K

%=xyz︷ ︸︸ ︷
(2r cosϕ · 3r sinϕ · z)

jakobián︷︸︸︷
6r dz dr dϕ =

π/2∫
0

1∫
0

36r3 cosϕ sinϕ

 1∫
r2

z dz

 dr dϕ =

= 36

 π/2∫
0

cosϕ sinϕdϕ


 1∫

0

r3 · 1

2
z2
∣∣∣∣z=1

z=r2

 dr = . . . poč́ıtejte . . .

= 36

[
1

2
sin2 ϕ

]π/2
0

· 1
2

[
1

4
r4 − 1

8
r8
]1
0

= . . . dosazujte . . .
9

8
, m =

9

8
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I Výpočet polohy těžǐstě (vypočteme xT , ostatńı zvládnete sami):

xT =

(
9

8

)−1 ∫
V

x%(x , y , z)dx dy dz =

=
8

9

∫
K

x%=x2yz︷ ︸︸ ︷
4r2 cos2 ϕ · 3r sinϕ · z ·

jakobián︷︸︸︷
6r dz dr dϕ =

= 64

 π/2∫
0

cos2 ϕ sinϕ


 1∫

0

r4 ·1
2
z2
∣∣∣∣z=1

z=r2

 = . . . integrujte . . . =

= 64

[
−1

3
cos3 ϕ

]π/2
0

·1
2

[
1

5
r5 − 1

9
r9
]

= . . . dosazujte . . .⇒ xT =
128

135
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I Výpočet momentu setrvačnosti Jzz (už trochu rychleji – zapojte se):

Jzz =

∫
V

(x2 + y2) xyz dx dy dz =

=

∫
K

r2(4 cos2 ϕ+ 9 sin2 ϕ)6r2 cosϕ sinϕ · z · 6r dz dr dϕ =

= 36

 π/2∫
0

(4 cos2 ϕ+ 9 sin2 ϕ) cosϕ sinϕdϕ


 1∫

0

r5

 1∫
z=r2

z dz

 dr

 =

= 36

[
4(−1

4
cos4 ϕ) +

9

4
sin4 ϕ

]π/2
0

· 1

2

[
1

6
r6 − 1

8
r8
]1
0

. . . Jzz =
39

16

POZOR: Při výpočtu charakteristik celého útvaru dejte pozor na
absolutńı hodnotu ve vyjáďreńı hustoty. Lze využ́ıt symetrie útvaru a
integrovaných funkćı.
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Geometrické a fyzikálńı charakteristiky
plošných útvar̊u v R3

V p̌ŕıkladech tohoto typu se jedná o plošný integrál prvńıho druhu, tj.∫
S

f (x , y , z)dS =

∫
K

f (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√

detG (u, v)du dv ,

kde zobrazeńı K 3 (u, v) −→ (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ R3

je parametrizace plochy S a G je matice utvǒrená ze skalárńıch součinů
vektor̊u tečných k soǔradnicovým ǩrivkám daným zvolenou parametrizaćı.
(Za chv́ıli to p̌ripomeneme prakticky.)

ZADÁNÍ: Vypočtěte geometrické a fyzikálńı charakteristiky plochy S o
rovnici z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ R2. Plošná hustota útvaru je
σ(x , y , z) = z(x2 + y2).
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ŘEŠENÍ: Vztahy pro výpočet charakteristik (je to pǒrád dokola):

I plošný obsah: P =
∫
S

dS , hmotnost: m =
∫
S

σ(x , y , z)dS ,

I těžǐstě: xT = 1
m

∫
S

xσ(x , y , z)dS ,

yT =
∫
S

yσ(x , y , z)dS , zT = 1
m

∫
S

zσ(x , y , z)dS ,

I momenty setrvačnosti:

Jxx =

∫
S

(y2 + z2)σ(x , y , z)dS , Jxy = Jyx = −
∫
S

xyσ(x , y , z)dS ,

Jyy =

∫
S

(x2 + z2)σ(x , y , z)dS , Jyz = Jzy = −
∫
S

yzσ(x , y , z)dS ,

Jzz =

∫
S

(x2 + y2)σ(x , y , z)dS , Jxz = Jzx = −
∫
S

xzσ(x , y , z)dS .
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Zadaná plocha je rotačńı paraboloid. Je rotačně symetrická vzhledem k
ose z a jej́ı řezy rovinami kolmými k ose z jsou kružnice (na rozd́ıl od
p̌redchoźıho p̌ŕıkladu, kdy řezy rovinami kolmými k ose z byly elipsy). Pro
p̌redstavu můžeme použ́ıt obrázek z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu, na osách x a y
však nebudou hodnoty 2 a 3, nýbrž hodnota R.

I Parametrizace plochy S (vzhledem k symetrii voĺıme polárńı
soǔradnice):

S : K = [0, R]× [0, 2π] 3 (r , ϕ) −→ (x , y , z) ∈ R3,

x(r , ϕ) = r cosϕ, y(r , ϕ) = r sinϕ, z(r , ϕ) = r2,

kde z = z(r , ϕ) se
”
dopoč́ıtává“ z rovnice plochy.

I Jacobiho matice parametrizace a matice G :

DS(r , ϕ) =

(
∂x
∂r

∂y
∂r

∂z
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

∂z
∂ϕ

)
=

(
cosϕ sinϕ 2r

−r sinϕ r cosϕ 0

)

G (r , ϕ) =

(
1 + 4r2 0

0 r2

)
,
√
detG (r , ϕ) = r

√
1 + 4r2.
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I Výpočet plošného obsahu (integrovanou funkćı je f (x , y , z) = 1):

P =

∫
K

√
detG (r , ϕ)dr dϕ =

2π∫
0

 R∫
0

r
√

1 + 4r2 dr

 dϕ =

∣∣substituce 1 + 4r2 = t, 8r dr = dt
∣∣ =

= 2π·1
8

1+4R2∫
1

t1/2 dt =
1

4
π

[
2

3
t3/2

]1+4R2

1

⇒ P =
1

6
π
(

(1 + 4R2)3/2 − 1
)

I Výpočet hmotnosti (hustota σ = (x2 + y2)z , σ ◦ S = r4):

m =

∫
K

r4 · r
√

1 + 4r2 dr dϕ =
∣∣substituce 1 + 4r2 = t

∣∣ =

2π · 1

8

1+4R2∫
1

(
t − 1

4

)2

t1/2 dt . . . poč́ıtejte . . .
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=
π

64

1+4R2∫
1

(t5/2−2t3/2+t1/2)dt =
π

64

[
2

7
t7/2 − 4

5
t5/2 +

2

3
t3/2

]1+4R2

1

m =
π

64

[
2

7
(1 + 4R2)7/2 − 4

5
(1 + 4R2)5/2 +

2

3
(1 + 4R2)3/2 − 16

105

]
I Výpočet polohy těžǐstě: Plocha je rotačně symetrická vzhledem k

ose z , plošná hustota rovněž. Mělo by vyj́ıt xT = yT = 0.

xT =
1

m

∫
K

(r cosϕ) · r4 · r
√

1 + 4r2 dr dϕ =

=
1

m

integrál je nulový︷ ︸︸ ︷ 2π∫
0

cosϕdϕ

  R∫
0

r6
√

1 + 4r2 dr

 , xT = 0.
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Tok vektorového pole plochou, integrálńı věty

Tok vektorového pole ~F (x , y , z) plochou S orientovanou jednotkovou
normálou ~n(x , y , z) je plošným integrálem druhého druhu z vekorového

pole ~F po ploše S (jeho znaménko záviśı na orientaci plochy):

Φ =

∫
S

~F d~S =

∫
S

(~F ~n)dS . (∗)

Posledńı integrál ukazuje, že tok můžeme poč́ıtat i jako integrál prvńıho
druhu ze skalárńı funkce f = ~F ~n s t́ım, že na orientaci záviśı integrand.

Je-li S : K 3 (u, v) → (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ S ⊂ R3

parametrizace plochy S a ~fu(u, v), ~fv (u, v) tečné vektory k
odpov́ıdaj́ıćım soǔradnicovým ǩrivkám (jejich složky jsou v řádćıch
Jacobiho matice zobrazeńı S), poč́ıtáme tok také takto:

Φ =

∫
K

(~F ◦ α)(~fu × ~fv )du dv . (∗∗)
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ZADÁNÍ: Vypočtěte tok vektorového pole
~F (x , y , z) = (x2yz , xy2z , xyz2) uzav̌renou plochou S , která je tvǒrena
dolńı část́ı kulové plochy x2 + y2 + z2 = R2, z ≤ 0, a kruhem
x2 + y2 ≤ R2, z = 0. Plocha je orientována vněǰśı normálou.

 

1
2 2 2
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n

x y z


 
 

z  

2 (0 , 0 ,1)n   

y  

x  1S  

2S  

1

2

2

: sin cos

     sin sin

      cos

( , ) [ , ] [0, 2 ]

:  parametrizujte

S x R

y R

z R

S



 

 



   







 

 

f  

f  

A  

Tok určete

(a) p̌ŕımým výpočtem,

(b) užit́ım vhodné integrálńı věty.
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ŘEŠENÍ: Nejprve p̌ŕımý výpočet, opět v postupných kroćıch. Zadaná
plocha je po částech hladká. Je složena ze dvou hladkých ploch, S1 je
dolńı část kulové plochy, S2 je kruh (obrázek).

I Parametrizace ploch:

S1 : K1 = [
π

2
, π]× [0, 2π] 3 (ϑ, ϕ) −→ (x , y , z) ∈ R3,

x(ϑ, ϕ) = R sinϑ cosϕ, y(ϑ, ϕ) = R sinϑ sinϕ, z(ϑ, ϕ) = R cosϑ,

S2 : K2 = [0, R]× [0, 2π] 3 (r , α) −→ (x , y , z) ∈ R3,

x(r , α) = r cosα, y(r , α) = r sinα, z = 0.

Kulovou plochu jsme parametrizovali sférickými úhly ϑ (
”
zeměpisná

š́ı̌rka“ mě̌rená od severńıho pólu) a ϕ (
”
zeměpisná délka“), kruh

polárńımi soǔradnicemi r (
”
vzdálenost“) a α (

”
azimutálńı úhel“).
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I Jacobiho matice a tečné vektory

obecně : DS(u, v) =

(
∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v

)
. . . ~fu
. . . ~fv

,

složky tečných vektor̊u ~fu(u, v) a ~fv (u, v) jsou v řádćıch. Pǒrad́ı
parametr̊u (a tedy i řádk̊u) muśı být zvoleno souhlasně se zadanou

orientaćı plochy, tedy tak, aby báze (~fu, ~fv , ~n) byla pravotočivá. To
poznáme tak, že determinant matice, která vznikne z Jacobiho
matice p̌ridáńım složek normály ~n = (nx , ny , nz) do ťret́ıho řádku,
je kladný.

DS1(ϑ, ϕ) =

(
R cosϑ cosϕ R cosϑ sinϕ −R sinϑ
−R sinϑ sinϕ R sinϑ cosϕ 0

)
. . . ~fϑ
. . . ~fϕ

,

~fϑ × ~fϕ = (R2 sin2 ϑ cosϕ, R2 sin2 ϑ sinϕ, R2 sinϑ cosϑ).
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DS2(r , α) =

(
cosα sinα 0

−r sinα r cosα 0

)
. . . ~fr
. . . ~fα

~fr × ~fα = (0, 0, r).

Vektorový součin tečných vektor̊u je v obou p̌ŕıpadech souhlasně
rovnoběžný s vněǰśı normálou k odpov́ıdaj́ıćı ploše, pǒrad́ı parametr̊u
jsme tedy volili správně: v p̌ŕıpadě S1 je prvńım parametrem ϑ,
druhým ϕ (a je to vidět i na obrázku), v p̌ŕıpadě S2 je prvńım
parametrem r , druhým α.

Ted’ už bychom mohli rovnou poč́ıtat tok pomoćı vztahu (**). Ale

možná bude jednoduš̌śı, vzhledem ke konkrétńımu poli ~F , použ́ıt
(*). Je totiž ~F = (x2yz , xy2z , xyz2) = xyz(x , y , z), což je na ploše
S1 vektor rovnoběžný s jednotkovou vněǰśı normálou. Samožrejmě,
výsledek muśı vyj́ıt oběma způsoby stejně, ale je výhodné volit
postup, který výpočet technicky usnadńı. Uvid́ıme.
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I Matice G :

G1 =

(
~fϑ ~fϑ ~fϑ ~fϕ
~fϑ ~fϕ ~fϕ ~fϕ

)
=

(
R2 0
0 R2 sin2 ϑ

)
,
√
detG1 = R sinϑ,

G2 =

(
~fr ~fr ~fr ~fα
~fr ~fα ~fα ~fα

)
=

(
1 0
0 r2

)
,
√

detG2 = r

Výsledky pro
√
detG jistě nejsou p̌rekvapuj́ıćı. Jednoduš̌śı se zdá

výpočet integrálu pomoćı (*). Na ploše S1 je totiž ~F ‖ ~n.

I Integrandy (za x , y a z dosad́ıme funkce dané parametrizaćı):

~F ~n1 = xyz(x , y , z) · (x , y , z)√
x2 + y2 + z2

= xyz
√
x2 + y2 + z2,

(~F ~n1) ◦ S1 = R4 sin2 ϑ cosϑ sinϕ cosϕ, (~F ~n2) ◦ S2 = 0.

(Na ploše S2 je totiž ~F = ~0, nebot’ z = 0.)
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I Integrály (podle (*)):

Φ1 =

∫
S1

(~F ~n1)d~S =

∫
K1

(~F ~n1) ◦ S1
√
detG1 dϑ dϕ =

= R5

π∫
π/2

2π∫
0

sin3 ϑ cosϑ sinϕ cosϕdϑ dϕ =

= R5

 π∫
π/2

sin3 ϑ cosϑdϑ


 2π∫

0

sinϕ cosϕdϕ


︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

Φ2 = 0 nebot’ ~F = ~0 na ploše S2, Φ = Φ1 + Φ2 = 0.

(Ale co ta nula dala práce!)
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Nyńı vypočteme tok vektorového pole ~F plochou S = S1 + S2 pomoćı
Gaussovy-Ostrogradského věty,

Φ =

∫
S

~F d~S =

∫
V

div ~F dV ,

kde V je prostorový útvar obepnutý plochou S . Orientace plochy je
zadána vněǰśı normálou, proto můžeme G-O větu použ́ıt p̌ŕımo.

I Parametrizace útvaru V (sférické soǔradnice) a (dávno známý)
jakobián:

V : K = [0, R]× [
π

2
, π]× [0, 2π] 3 (r , ϑ, ϕ) −→ (x , y , z) ∈ R3,

x(r , ϑ, ϕ) = r sinϑ cosϕ, ; y(r , ϑ, ϕ) = r sinϑ sinϕ,

z(r , ϑ, ϕ) = r cosϕ, J(r , ϑ, ϕ) = r2 sinϑ.
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I Integrand:

div ~F (x , y , z) =
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z
= 6xyz ,

div ~F ◦ V = 6r3 sin2 ϑ cosϑ sinϕ cosϕ,

(div ~F ◦ V ) · J = 6r5 sin3 ϑ cosϑ sinϕ cosϕ.

I Integrál:

Φ =

∫
V

div ~F dV = 6

R∫
0

π∫
π/2

2π∫
0

r5 sin3 ϑ cosϑ sinϕ cosϕdr dϑ dϕ = 0.

V tomto p̌ŕıpadě je výpočet pomoćı Gaussovy-Ostrogradského věty
podstatně jednoduš̌śı. Nemuśı však tomu tak být vždy.
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Práce silového pole, integrálńı věty

Práce silového pole je dána ǩrivkovým integrálem druhého druhu

W =

∫
C

~F d~r =

∫
C

(Fx dx + Fy dy + Fz dz),

kde ~F (x , y , z) je silové (obecně vektorové) pole. Je-li
C : [a, b] 3 t → (x(t) y(t), z(t)) ∈ R3 parametrizace ǩrivky, pak

W =

b∫
a

(~F ◦ C )(t) · ~τ(t)dt, kde ~τ(t) = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t))

je tečný vektor k C . Je-li ǩrivka C uzav̌rená, lze použ́ıt Stokesovu větu:

W =

∫
C

~F d~r =

∫
S

rot ~F d~S ,

S je libovolná (souhlasně s C orientovaná) plocha, jej́ıž hranićı je C .
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ZADÁNÍ: Vypočtěte práci silového pole ~F = a(z , x , y), a = 1Nm−1 je
rozměrová konstanta, po uzav̌rené ǩrivce C = C1 + C2, kde C1 je část
šroubovice s počátečńım bodem A = (R, 0, 0) a koncovým bodem
B = (R, 0, R), a C2 je úsečka BA.

     

1S  

1C  

2C  

z  

y

 
x  

1S  

1

2

: cos , sin ,
2

[0, 2 ]

: , 0, [0, ]

Rt
C x R t y R t z

t

C x R y z R





  



  

 

1 : cos , sin , , [0, 2 ], [0, ]
2

rt
S x r t y r t z t r R


      

A  

B  

Výpočet proved’te

(a) p̌ŕımo (ǩrivkový integrál druhého druhu),

(b) užit́ım Stokesovy věty (p̌revod na plošný integrál).
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ŘEŠENÍ: Nejprve p̌ŕımý výpočet, opět postupně.

I Parametrizace ǩrivek a tečné vektory:

C1 : [0, 2π] 3 t −→
(
R cos t, R sin t,

Rt

2π

)
∈ R3,

~τ1(t) =

(
−R sin t, R cos t,

R

2π

)
C2 : [0, R] 3 t −→ (R, 0, R − t) ∈ R3, ~τ2(t) = (0, 0, −1)

I Integrandy pro ~F (x , y , z) = (z , x , y):

~F ◦ C1(t) =

(
Rt

2π
, R cos t, R sin t

)
,

(~F ◦ C1(t)) · ~τ1(t) =
R2

2π
(−t sin t + 2π cos2 t + sin t),

~F ◦ C2(t) = (R − t, R, 0), (~F ◦ C2(t)) · ~τ2(t) = 0.
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I Integrály:

W1 =

∫
C1

~F d~r =
R2

2π

2π∫
0

(−t sin t + 2π cos2 t + sin t)dt = . . .

. . . integrujte . . . = R2(1+π), W2 = 0, W = W1+W2 = R2(1+π).

Nyńı použijeme Stokesovu větu. Plocha, jej́ıž hranićı je ǩrivka
C = C1 + C2 je po částech hladká a je tvǒrena tzv. p̌ŕımkovou plochou
S1 a plochou trojúhelńıka AOB (lež́ı v rovině y = 0) – viz obrázek.

I Parametrizace ploch:

S1 : [0, R]× [0, 2π] 3 (r , t) −→
(
r cos t, r sin t,

rt

2π

)
∈ R3,

S2 : [z , R]× [0, R] 3 (x , z) −→ (x , 0, z) ∈ R3.
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I Jacobiho matice a tečné vektory

DS1(r , t) =

(
cos t sin t t

2π
−r sin t r cos t r

2π

)
. . . ~fr
. . . ~ft

,

~fr × ~ft =
r

2π
(sin t − t cos t, −t sin t − cos t, r) ,

DS2(x , z) =

(
1 0 0
0 0 1

)
. . . ~fx
. . . ~fz

, ~fz × ~fx = (0, 1, 0).

Přesvědčte se, že jsme pǒrad́ı parametr̊u (a tedy i tečných vektor̊u
ve vektorovém součinu) zvolili kompatibilńı s orientaćı plochy, která
je indukována orientaćı ǩrivky – prsty ve směru orientace ǩrivky,
palec ukáže správnou normálu k ploše. Vektorový součin tečných
vektor̊u má správné pǒrad́ı, vyjde-li souhlasně rovnoběžný se
správnou normálou.
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I Integrandy: Nejprve vypočteme rotaci vektorového pole ~F (x , y , z) v
kartézských soǔradnićıch:

rot ~F (x , y , z) =

(
∂Fz

∂y
− ∂Fy

∂z
,
∂Fx

∂z
− ∂Fz

∂x
,
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
= (1, 1, 1).

Rotace pole ~F je konstantńı, tedy na každé ploše stejná.

rot ~F · (~fr × ~ft) =
r

2π
(sin t − t cos t − t sin t − cos t + 2π) ,

rot ~F · (~fx × ~fz) = 1.

I Integrály: Na ploše S1 plat́ı

∫
S1

rot ~F d~S =

2π∫
0

R∫
0

r

2π
(sin t − t cos t − t sin t − cos t + 2π) dt dr =
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=

 R∫
0

r

2π
dr

 2π∫
0

(sin t − cos t − t sin t − t cos t + 2π)dt

 =

= . . . integrujte . . . =
R2

4π
(2π + 4π2) = R2

(
1

2
+ π

)
.

Na ploše S2 je

∫
S2

rot ~F d~S =

R∫
0

 R∫
x

1 · dz

 dx =

R∫
0

(R − x)dx =
R2

2
.

Výsledný integrál je součtem integrál̊u po plochách S1 a S2:

W =

∫
S

rot ~F d~S = R2(1 + π).

V tomto p̌ŕıpadě byl jednoduš̌śı p̌ŕımý výpočet, i p̌res to, že rotace
vektorového pole ~F je konstantńı vektorové pole.
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