Zakladni matematické metody ve fyzice 2
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Obsah tématu

1. Geometrické a fyzikalni charakteristiky rovinnych Gtvard.

2. Geometrické a fyzikdlIni charakteristiky prostorovych dtvari.
3. Geometrické a fyzikalni charakteristiky plognych Gtvari v R3.
4. Tok vektorového pole plochou, integralni véty.

5. Préace silového pole, integralni véty.

Literatura: Matematika pro porozuméni i praxi I1/2 a Il1/1.
Konkrétni odkazy viz pfedchozi prezentace.

Jsou uvadény ptiklady typické pro zavére¢nou pisemku. V pisemce
nebudou tak obsahlé, jako zde, a spise lehé&i.

P¥edpoklddame, Ze v8echny pouZivané objekty (integra&ni obory a
integrované funkce) spliiuji predpoklady stanovené v predchozich
tématech, aniz bychom je zde opakovali.
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Geometrické a fyzikalni charakteristiky rovinnych utvarti

ZADANI: Urete plodny obsah, hmotnost, polohu tézist€ a momenty

setrvanosti rovinného ttvaru M omezeného grafy funkci y = x?

y =2x2, y =1ay =2 (obrazek). Plo§na hustota je o(x, y) = axy, kde
a =1kgm™* je rozmérova konstanta. Vypotet provedte

(a) p¥imym vypoctem v kartézskych sou¥adnicich,

(b) ve vhodnych k¥ivotarych sou¥adnicich pomoci véty o transformaci

integralu.
y
y=2x2
y=2 D/ ¢
y=vo__ i
y=1TA "B

yowe N %1, B=(11)
y=x* C=(y2,2),0=(1,2)

M, ... ABD =
r Moo |[f]
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RESENI: Vztahy pro vypotet charakteristik:

> plodny obsah: P = [dxdy,
M

> hmotnost: m = [ o(x, y)dxdy,

> &St xr = L [xo(x, y)dxdy, yr = L [yo(x, y)dxdy,
M

< R— X—

> momenty setrvalnosti:

Jxx = /yZO_(X7 y)dXdy7
M
ny = Jyx = —/XyO'(X, )/)dXd.y>
M
Jy = x*o(x, y)dxdy.

|
T—
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(a) P¥imy vypotet (Fubiniova véta) — postupné kroky:

oy v

> Vypodet prasecikid kFivek:

1 1

2X°=1=x=—, y=1=A=|—,1],
V2 ! <ﬂ >

xX*=1=x=, y=1= B=(1,1),

x2:2:>x:\[27y:2:> C:(\ﬁ,Z),
2x*=2=x=1,y=2= D=(1,2).

O N0 ™ >

> Vyjadfeni integrdlu z obecné funkce f(x, y) na mnozing M
(mnoZinu M si rozd&lime na dv& &asti, My = ABD, M, = BCD,
protoZe omezujici funkce jsou sice spojité, ale na intervalu

[%, ﬁ] je nelze vyjadfit jedinym vzorcem).

/f(x, y)dxdy = /1 72f(x7 y)dy dX+/ <./2fx y dy) dx

1/v2 \1
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> Vypolet plosného obsahu:

1 2x2 1 2x2
S= / /dy dx + / /dy dx =
1/v2 \1 1/v2 \1

1 \/E 5 1 \/§
= /(2x2—1)dx+/(2—x2)dx—{3x3—x] +|:2X—X3:| =

13 1 1/V2 1

2 2 1 1 1 1 5
=|l-—c. — -1+ = 2V2 -2 — = 2V2+ = | = =24+=V2
[3 395 +ﬁ}+[\f 3 \f+3] +3f

S:—2+g\@
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> Vypolet hmotnosti:

1 2x2 V2 /2
m = / /xydy dx+/ /xydy dx =
1/\/§ 1 1 2
1 1 1 v 1 1
/ X <(2X2)2 — 2 12> dX+ /X (2 22 — 2(X2)2> =
1
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> Vypocet polohy t&7i5té (zapocaté vypotty dokontete):

V2 /2

_1 1 [ 23
xT—(12 / / -xy dy dx+/ /x~xydy dx| =
1/vz \1 1 2

2
X7 = E(33[2 — 20)
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> Momenty setrva&nosti (pro ukdzku vypotteme jen J,,, ostatni
vypoctéte podle vzoru sami):

1 2x? V2 /02
Jx = / /yZ'xydy dx+/ /y2~xydy dx =
1/v2 \1 1 2
- 1 22 v2 2
X B d e dx =
4y + X+ | x 4y i X =
1/\/5 1 1 X
/ 1 1 vz 1 1
= / x<4(2x2)4— 4-14> dx—l—/x(4 24—1( 2)4) dx
1/V2 1
31
JXX %
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(b) Vypocet pomoci véty o transformaci:
» Transformace soufadnic: obecny bod P integra¢niho oboru leZi na
parabole y = ux?, x € [1, 2] a na p¥imce o rovnici y = v, v € [1, 2].
Vyjadfime funkce x = x(u, v) a y = y(u, v):

ux? =v = X:u71/2v1/27 y=v.

» Jacobiho matice zobrazeni
a:[1,2] x[1,2] 3 (u, v) — (x(u, v), y(u, v)) € R%:

ox oy _1,-3/2,1/2

ou  Ou ou v 0
Da(u, v) = =

ox oy 1,-1/2,,-1/2

ov ov 2U 4 1

> Jakobidn: J(u, v) = |det Da(u, v)| = Ju=3/2y1/2

> Vyjadfeni integrdlu z obecné funkce f(x, y):

/f(x, y)dxdy = / f(x(u, v), y(u, v)) J(u, v)dudv.
M [1,2]x[1,2]
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> Vypolet hmotnosti:

2 2

= //(ufl/zvl/2 v)- (;u3/2v1/2> dudv =

11

1 [ ] ; 1 I

_ -2 2 _ -172 31 _
=3 /u du /vdv 75[_u ]1{3v]112

1 1

> Vypolet momentu setrvatnosti Jy, (ostatni uz vypo&téte sami):

) jakobidn
y o=Xy

—~
2 2 -
:// V2 (u_1/2v3/2) <2u_3/2v1/2) dudv =
11

2
2
1 1 1 1
| o /d SIXREIES
1
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Yy

jakobian
X o=xy

022 ——
) // —1/2,1/2y (= 1/2,3/2) <1u—3/2vl/2> dudv =
2
1 1

1 (7 ; 6 2 ) 2
e 4 -5/2 4 5/2 4 _ 2| _24, -3 <720 _
72 /u ‘ /V Y 7[ 3" ]1 {7\/ L

1 1

:489(1 2f> (8va- ):%(33[—20)

Vysledky ziskané pomoci véty o transformaci jsou samozfejmé stejné,
vypolet je v8ak podstatné jednodussi.

||
—
l\)‘\l
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Geometrické a fyzikalni charakteristiky prostorovych utvari

ZADANI: Urtete objem, hmotnost, polohu t&Zist&€ a momenty
setrva&nosti ttvaru V' omezeného plochami 36z — 9x% —4y? =0, z = 1.
Urlete tytéZ charakteristiky &3sti tohoto Utvaru leZici v prvnim oktantu.
RozloZeni hmotnosti ttvaru je ddno hustotou ¢ = k|xyz|, Kk = 1gcm™°.

X 2 2
z:(—j +(lj ,0<z<1
2 3

M :[0,1]x[0, Z] > (r, ) —> (X, y) e R?

X=2rcose, y=3rsing, z=r?

Rovnici plochy je vhodné upravit takto: z = (%)2 + (%)2 Vite pro¢?
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RESENI: Vztahy pro vypotet charakteristik:
> objem: V = [dxdydz, hmotnost: m= [ o(x, y, z) dxdy dz,
v v

Yy

> &St xr = L [ xo(x, y, z)dxdydz,
v

YT = % fyg(x, y, z)dxdy dz, zr = % fzg(x7 y, z)dxdydz
% 1%
> momenty setrvanosti (oznateni dV = dxdy dz):
Jxx:/(y2+22)9(xv Y, z)dV, ny:Jy :—/xyg(x7 Y, Z)d\/,
v v
Vv V/

oz = /(X2 +y2)Q(X, y,2)dV, Jyp = Jp = */XZQ(Xv y, z)dV.
v v
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V ptedchozim pf¥ikladu jsme vidé&li vyhodu pouZiti véty o transformaci k
pfevedeni integralu z kartézskych soufadnic do vhodnych soufadnic
kfivocarych, zvolenych tak, aby jistym zpilisobem vystihovaly tvar
integra&niho oboru, pop¥ipadé tak, abychom misto v proménnych mezich
mohli integrovat v konstantnich mezich. K¥ivocarych soufadnic vyuZijeme
i v tomto ptikladu.

Budeme ¥esit druhou &ast dlohy — Gtvar v prvnim oktantu soustavy
soutadnic. Pro cely dtvar je urete sami (mé&ni se jen meze integrace).

> Volba kFivocarych soufadnic: Gtvar je tzv. elipticky paraboloid.
(Znate jist& rotalni paraboloid, ktery ma rota&ni symetrii, nap¥. pfi
otoeni kolem osy z a ¥ezy ttvaru rovinami kolmymi k ose z jsou
kruhy. Tam je namist& volba vélcovych soufadnic x = rcos y),
y = rsiny, z=z. V naSem p¥ipadé v3ak jsou Yezy utvaru rovinami
kolmymi k ose z elipsy, piidorysem (tvaru je elipsa o poloosach
a =2, b= 3. Zde jsou vhodné zobecnéné vélcové souradnice

x=2rcosp, y =3rsing, z=2z, ref0,1], ¢ € [O, g} ,ze[r 1]
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» Jacobiho matice zobrazeni
a: K=1[0,1]x[0, 5] x[r? 1] 3(r,p,2) — (x,y,2) € V:

o ar or 2cosp  3sing 0
Da(r, ¢, z) = g—; % g—; = | —2rsinp 3rcosey 0
ox 9z 9z 0 01

J(r, ¢, z) =det Da(r, p, z) = ... vypoltéte... = 6r.

> Vypolet objemu a hmotnosti: Na vypottu objemu (integrovand
funkce je rovna jedné) a hmotnosti (integrovanou funkci je hustota)
ukdZeme obecny postup p¥i integraci. Ostatni tlohy se uZ lisi jen
volbou integrované funkce.

m/2 1 1

V:/dxdydz:/J(r, v, z)drdepdz = //6r /dz drde
K 0 0

v r2
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" P, 1. s 3
2 2 4
frng — frd — —_ = —_ — V:7
%4 //6r(1 r)drdgo 6/ [2r 4r]0 2™ i
0 o 0

o=xyz jakobian
m:/xyzdxdydz:/(2rcos<p-3rsing0-z) fér\ dzdrdp =
v K
m/2 1 1
//36r3cos<psin<p /zdz drdy =
0 o r2
/2 L z=1
=36 / cos psin pdp /r3- %zz dr = ... politejte ...
z=r2
0 0
/2 1
=36 B sin? ngL/ % Er“ — érg]o = ... dosazujte g, m= g
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> Vypocet polohy t&7it& (vypotteme xT, ostatni zvlddnete sami):

-1
XT = (2) /Xg(x, y, z)dxdydz =

v
xo=x"yz jakobian
_ 8 [ o : o _
=3 4rccos® - 3rsinp-z- 6r dzdrdy=
K
/2 1 z=1
1 =
=64 / cos® psin ¢ /r4 ~§z2 = ... integrujte ... =
z=r2
0 0
1 P11 128
=64 [—3 cos® gp} > [5r5 — grg] = ... dosazujte ... = x7 = 135
0
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> Vypolet momentu setrvacnosti J,, (uZ trochu rychleji — zapojte se):

Iy = /(X2 + y?) xyzdxdy dz =
v

:/r2(4cosz<p—|—95in2<p)6r2cosgpsincp-z-6rdzdrd<,0:
K

/2 1 1
=36 /(4cos2<p—|—9sin2<p)cos<psin<pd<p /r5 /zdz dr| =
0 0 =

1 9 21T 1) 39
=36 |4(—- cos” ~sin* R e ol IR S
[( 7 €0 <p)+4sm 40 2{6r 8

POZOR: P¥i vypoltu charakteristik celého ttvaru dejte pozor na
absolutni hodnotu ve vyjad¥eni hustoty. Lze vyuZit symetrie dtvaru a
integrovanych funkci.
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Geometrické a fyzikalni charakteristiky

plognych Gtvari v R3

V pfikladech tohoto typu se jedna o plosny integral prvniho druhu, tj.

/f(x, y, z)dS = /f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))/det G(u, v)dudv,

S

kde zobrazeni K > (u, v) — (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) € R3

je parametrizace plochy S a G je matice utvofena ze skaldrnich sou&ini

vektorl te¢nych k soufadnicovym k¥ivkdm danym zvolenou parametrizaci
(Za chvili to p¥ipomeneme prakticky.)

ZADANI: Vypottéte geometrické a fyzikalni charakteristiky plochy S o
rovnici z = x> 4+ y?, 0 < z < R?. Plo¥n4 hustota Gtvaru je
a(x, ¥, z) = 2(* + y?).
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RESENI: Vztahy pro vypotet charakteristik (je to pofad dokola):

» plogny obsah: P = f dS,  hmotnost: m = [ o(x, y, z)dS,
5

> EFIEE: xT = ffxa X, y, z)dS,

yT:fyUX7)/7 )dS' zT _%f Xy,Z)dS,
S S

> momenty setrvaénosti:
Jxx = /(yZ +22)0(X Y, Z)dsv ny = Jyx - _/XyU(X7 Y,

X —|—Z X Y, Z )dsv Jyz:Jzy:_ yZU(X7Y7

X +y X Y, Z )dS, JXZ:szzf XZU(Xaya

e Jo I
e fi /
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Zadana plocha je rota&ni paraboloid. Je rotaéné& symetrickd vzhledem k
ose z a jeji Yezy rovinami kolmymi k ose z jsou kruZnice (na rozdil od
predchoziho p¥ikladu, kdy ¥ezy rovinami kolmymi k ose z byly elipsy). Pro
p¥edstavu mizZeme pouZit obrazek z predchoziho p¥ikladu, na osich x a y
v8ak nebudou hodnoty 2 a 3, nybrZ hodnota R.

> Parametrizace plochy S (vzhledem k symetrii volime polarn{
soutadnice):

S: K=[0,R] x[0,27] > (r, p) — (x,y, z) € R®,

x(r, @) =rcosp, y(r, ) = rsing, z(r, @) = r?,

kde z = z(r, ¢) se ,,dopotitdva* z rovnice plochy.
» Jacobiho matice parametrizace a matice G:

Ox dy oz .
= 5 A cos sin 2r
DS(rMP)_(gi ; gz)—( o)

—rsing rcosgp

2
G(r, ¢) = ( 1—1—04r 02 ), det G(r, (p):rm_
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> Vypotet plodného obsahu (integrovanou funkci je f(x, y, z) = 1):

27 R
P:/\/detG(r, <p)drd<p:/ rv1+4r2dr| dp =
K 0 \o
|substituce 1+4r>=t, 8rdr= dt| =
1+4R? 144R?
1 1 [2 4R 1
=27z t1/2dt = ¢ | Z¢3/2 P= -7 ((1+4R?*)%*?%-1
"8 / e R P 57 ((1+4RY) )

1

> Vypolet hmotnosti (hustota o = (x® + y?)z, 00 S = r*):

m= /r4 crv1+4r2drde = ‘substituce 1+4r% = t‘ =
K

1+4R?

1 t—1\°
1 t—1 /2 e
27 5 / ( 2 ) t/“dt... politejte. ..

1
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1+4R?

RZ
_ T / (t5/2 2t3/2—|—t1/2)d m 7/2 t5/2+gt3/2 e
64 64 5 3 1
1
T |2 16
14+4R%)"/2 — —(144R%)>2 + Z(144R?)%/2 —
me 64{(+ ) 5(+ ) 3(+ " 105

> Vypolet polohy téZisté: Plocha je rotaéné& symetrickd vzhledem k
ose z, plodnd hustota rovnéz. Mélo by vyjit x7 = yr = 0.

7—/rcos<p crv14+4r2drdy =

integral je nulovy

—_—
27 R
1
== /cos<pd<p /r6\/1+4r2dr , x7=0.
m
0 0
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rového pole plochou, integrdlni véty

Tok vektorového pole I-:(x, ¥, z) plochou S orientovanou jednotkovou
normalou A(x, y, z) je plosnym integralem druhého druhu z vekorového

pole F po ploge S (jeho znaménko zavisi na orientaci plochy):

¢:/ﬁd§:/(ﬁﬁ)ds. (%)
S S

Posledni integral ukazuje, Ze tok miZeme pocitat i jako integral prvniho
druhu ze skaldrni funkce f = Fn's tim, Ze na orientaci zavisi integrand.
Je-li S: K3 (u, v) — (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) € S C R3
parametrizace plochy S a f,(u, v), f,(u, v) te¢né vektory k
odpovidajicim soufadnicovym k¥ivkdm (jejich slozky jsou v ¥adcich
Jacobiho matice zobrazeni S), potitdime tok také takto:

¢ = /(I?o a)(ﬁ, X ﬁ,)dudv. (xx)
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ZADANI: Vypottéte tok vektorového pole

F(x, y, z) = (x%yz, xy*z, xyz2) uzavfenou plochou S, kter je tvorena
dolnfi &asti kulové plochy x? + y2 + z> = R?, z < 0, a kruhem

x? 4+ y? < R?, z = 0. Plocha je orientovana vn&j&i normalou.

S, x=Rsin3cos¢
y =Rsin gsin 9
z=Rcos 4

(9, 9) el 7]x[0, 27]

(x,y,2)

2

S, : parametrizujte
X2 +y%+122

Tok urlete
(a) p¥mym vypo&tem,

(b) uZitim vhodné integralni véty.
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RESENI: Nejprve pfimy vypocet, opét v postupnych krocich. Zadana
plocha je po ¢astech hladka. Je sloZena ze dvou hladkych ploch, S; je
dolni &3st kulové plochy, S, je kruh (obrazek).

» Parametrizace ploch:
Si: K= [g, 7] % [0, 27] 3 (9, ) — (x, y, z) € R®,
x(¥, ¢) = Rsindcosg, y(¥, ¢) = Rsindsiny, z(9, ¢) = Rcos¥,

S Ky =10, Rl x [0, 27] 3 (r, @) — (x, y, z) € R3,
x(r, @) =rcosa, y(r, @) =rsina, z=0.
Kulovou plochu jsme parametrizovali sférickymi thly ¥ (,,zemé&pisna

gitka" mé¥end od severniho pdlu) a ¢ (,zem&pisnd délka*), kruh
poldrnimi sou¥adnicemi r (,,vzdalenost*) a « (,,azimutdIni dhel").
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> Jacobiho matice a te¢né vektory

ox 9y oz 7
obecn&: DS(u, v) = ( Ju gy Gu ) f‘f )
ov.  Ov  Ov 4

slozky tegnych vektorii f,(u, v) a f,(u, v) jsou v ¥adcich. PoFadi
parametr( (a tedy i ¥4dkid) musi byt zvoleno souhlasn& se zadanou
orientaci plochy, tedy tak, aby baze (f;, f;,, ) byla pravototiva. To
pozname tak, Ze determinant matice, kterd vznikne z Jacobiho
matice p¥idanim slozek normaly #= (ny, ny, n,) do tfetiho ¥adku,

je kladny.
_ Rcostdcosy Rcosdsing —Rsind fy
D51(0, ¢) = ( —Rsindsing  Rsindcosp 0 ) f_; ’
fy x f; = (R%sin® 10 cos ¢, R?sin®¥sin p, R%sin1 cos ).
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CoS & sina 0
DSy(r, a) = ( —rsina rcosa 0 )

Shishy

f, x £, = (0,0, r).

Vektorovy souin te¢nych vektorl je v obou p¥ipadech souhlasné
rovnobézny s vné&jsi normalou k odpovidajici plose, pofadi parametri
jsme tedy volili spravné&: v p¥ipadé S; je prvnim parametrem 4,
druhym ¢ (a je to vid&t i na obrazku), v p¥ipad& S, je prvnim
parametrem r, druhym a.

Ted uz bychom mohli rovnou potitat tok pomoci vztahu (*¥*). Ale
mozna bude jednodussi, vzhledem ke konkrétnimu poli F, pouZit
(*). Je totiz F = (x%yz, xyz, xyz%) = xyz(x, y, z), coZ je na ploge
S1 vektor rovnob&zny s jednotkovou vn&j&i normalou. Samoz¥ejmé,
vysledek musi vyjit ob&ma zplisoby stejné, ale je vyhodné volit
postup, ktery vypolet technicky usnadni. Uvidime.
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» Matice G:

G- P B\ _(FR . V/det G, = Rsin
1= f‘;;f; f;f; - 0 R2sm19 ! 7

S

LSy
L3Ny

f f 1 0 var
G2—<ﬁfa ;f—_»)—(o rz), detGZ—r

Vysledky pro v/det G jist& nejsou prekvapujici. Jednodussi se zda
vypolet integralu pomoci (*). Na ploe S; je totiz F || 7.

Q

> Integrandy (za x, y a z dosadime funkce dané parametrizaci):

Fi = xyz(x, y, z) - —(X’ Y. 2) = xyz\/x2 + y?2 + 22,
/X2 +y2 +22

(Fiy) 0 S1 = R*sin?d cos¥singpcos g, (Fiix)oS, =0.

(Na ploge S, je totiz F =0, nebot z =0.)
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> Integrily (podle (*)):

o, = / (Fi)ds = [(Fii)o S, /det G dddyp =

S1 Ki
T 2m
=R / /sin319c05195in<pcoscpd19dg0:
x/2 0
71' 27
=R /sin319cos19d19 /sin pcospdp | =0,
/2 0

0
®, = 0 nebot F =0 na ploge S, & = d; + &y = 0.

(Ale co ta nula dala préce!)
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Nyni vypoéteme tok vektorového pole F plochou S = S5; + S, pomoci
Gaussovy-Ostrogradského véty,

¢:/ﬁd§:/divﬁdv,
S 1%

kde V je prostorovy utvar obepnuty plochou S. Orientace plochy je
zadana vng&jsi normalou, proto mizeme G-O v&tu pouZit p¥imo.

> Parametrizace Gtvaru V (sférické sou¥adnice) a (ddvno znamy)
jakobian:
Vi K =[0, Rl x [5. 7] x [0, 2] 5 (r, 0, ¢) — (x,y,2) €,
x(r, ¥, p) =rsindcosp, ;y(r, ¥, ¢) = rsindsinp,
z(r, ¥, ¢) = rcosp, J(r, 9, p) = r’sind.
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> Integrand:

OF,  OF,  0OF;
0x dy 0z

div F(x, y, z) = = bxyz,

div F o V = 6r%sin? 9 cos ¥ sin (p Cos p,
(div F o V) - J = 6r°sin® 9 cos 9 sin ¢ cos ¢.

> Integral:
R m 2w
¢:/divl?dV:6///rssin319cosﬁsingocosgodrdﬁd(p:O.
v 0 n/2 0

V tomto p¥ipadé je vypolet pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty
podstatné jednodussi. Nemusi vSak tomu tak byt vZzdy.
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Préace silového pole, integralni véty

Préace silového pole je ddna k¥ivkovym integridlem druhého druhu

W:/ﬁd?: /(dex+Fydy+dez),
C C

kde F(x, y, z) je silové (obecn& vektorové) pole. Je-li
C:[a b2t — (x(t)y(t), z(t)) € R® parametrizace kFivky, pak

b
W= /(ﬁo C)(t) - 7(t)dt, kde 7(t) = (x(t), y(t), 2(t))

je te¢ny vektor k C. Je-li kfivka C uzav¥end, Ize pouZit Stokesovu vétu:

W= ﬁd?:/rotﬁdi
C S

S je libovolna (souhlasn& s C orientovand) plocha, jejiz hranici je C.
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ZADANI: Vypottéte praci silového pole F = a(z, x, y), a=1Nm™! je
rozmé&rova konstanta, po uzavfené kfivce C = C; + G, kde C; je &ast
Sroubovice s potate¢nim bodem A = (R, 0, 0) a koncovym bodem
B=(R,0, R), a G, je tisetka BA.

C,: x=Rcost, y:Rsint,z:&
2

te[0, 2]

C,:x=R,y=0,z€[0,R]

y

S: x:rcost,y:rsint,z=2r—t, te[0,2x],r €[0, R]
T

Vypotet proved'te
(a) p¥imo (k¥ivkovy integral druhého druhu),

(b) uZitim Stokesovy véty (prevod na plo3ny integrdl).
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RESENI: Nejprve pfimy vypocet, opét postupné.

> Parametrizace kfivek a te¢né vektory:

Rt
G:[0,2r]5t — (Rcos t, Rsint, 2) e R3,
™

S : R
71(t) = (Rsm t, Rcost, 271-)
G:[0,R]>t — (R, 0,R—1t)eR? H(t)=(0,0, —1)
> Integrandy pro l-:(x, v,z)=(z,x, y):
- Rt .
FoG(t)= <2W, Rcost, Rsin t) ,

R2

(Fo Gi(t)) - 7A(t) = 5 (—tsint + 27 cos® t +sint),
71'

FoG(t)=(R—t, R,0), (FoG(t))-(t)=0.

Zakladni matematické metody ve fyzice 2 Téma 7: Ukaz



> Integraly:

— R?
Wy :/FdF: Py (—tsint+2mcos’ t +sint)dt = ...
Y8
G 0
.integrujte ... = R?(14+m), Wh =0, W = Wi+W, = R*(1+n).

Nyni pouZijeme Stokesovu vétu. Plocha, jejiz hranici je kfivka
C = (1 + G, je po &astech hladka a je tvofena tzv. pfimkovou plochou
S; a plochou trojihelnika AOB (lezi v roving y = 0) — viz obrazek.

» Parametrizace ploch:
t
S [0, R x [0, 27] 3 (r, t) — (rcos t, rsint, 2L) € R?,
T

Sy: [z, R x [0, R] 3 (x, z) — (x, 0, z) € R,
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> Jacobiho matice a te¢né vektory

cost sint =& .. f
DSi(r, t) = . 2 A
1(r, 1) —rsint rcost = ;o

)?,)x)E;:L(sint—tcost,—1.“sint—cost7r)7
T
100\ ... i »_27_
DSQ(X,Z)—(O 0 1> E f; x f, = (0, 1, 0).

P¥esvédite se, Ze jsme po¥adi parametr( (a tedy i te¢nych vektor(
ve vektorovém soudinu) zvolili kompatibilni s orientaci plochy, kterd
je indukovdna orientaci k¥ivky — prsty ve sméru orientace kfivky,
palec ukdze spravnou normilu k ploge. Vektorovy sou&in te¢nych
vektorli ma spravné potadi, vyjde-li souhlasné rovnobézny se
spravnou normalou.
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> Integrandy: Nejprve vypolteme rotaci vektorového pole :E(X, Y, Z) v

kartézskych soufadnicich:

OF, OF, OF. OF, OF, OF,

oy = (550 G e gy ) =0y

Rotace pole I?je konstantni, tedy na kaZdé plose stejna.

rot/-:-(ﬁxﬁ):2L(sint—tcost—tsint—cost+27r),
i

—

rot F - (f x ;) =1

> Integraly: Na plo%e S; plati

S1

2 R
/Jrotf:_'ds_')://2L (sint —tcost — tsint — cost + 2m) dtdr =
00
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R 27
= /Ldr /(sint—cost—tsint—tcost—|—27r)dt =

2m
0 0
R? 1
= ...i jte...=—(2 4r?)=R?*( = .
integrujte 47T( 7+ 47n°) <2+7T>
Na ploge S, je
R /R R
Lo R2
/rothSz/ /l-dz dXZ/(R—X)dXZT.
S 0 X 0

Vysledny integral je sou¢tem integralii po plochich 5; a S;:

W = /rotﬁd§: R%(1 + ).
S

V tomto pf¥ipadé byl jednodussi p¥imy vypolet, i pfes to, Ze rotace
vektorového pole F je konstantni vektorové pole.
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