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Kapitola 1

O 
o jde ?

Pøi studiu opti
ký
h vlastností pevný
h látek jsou Kramersovy | Kronigovy

rela
e pou¾ívány velmi èasto. Velièiny, které v ni
h vystupují, mají fyzikální vý-

znam souvisejí
í s problematikou opti
ké odezvy. Nejèastìji se s nimi setkáme

v nìkterém z následují
í
h tvarù:

1.1 Odrazivost �! fáze �! koe�
ient odrazivosti

Nejèastìji mìøenou velièinou pøi studiu opti
ký
h vlastností látek je odrazivost

R. Její spektrální závislost R(!) je v podstatì pøímým výsledkem experimentu

a umo¾òuje snadno urèit modul (komplexního) koe�
ientu odrazivosti ~r

~r(!) = %(!) exp i�(!) : (1.1)

Platí

R(!) = %

2

(!) = j~r(!)j

2

(1.2)

Fázi �(!) zøejmì z mìøení odrazivosti urèit nelze. Pøi znalosti R pro jednotlivé

hodnoty frekven
e skuteènì nikoli. Je-li v¹ak k dispozi
i spektrální závislost

R(!) v dostateènì velkém rozsahu frekven
í, lze pou¾ít Kramersovy | Kroni-

govy rela
e pøedstavují
í integrální vztah mezi spektry R(!) a �(!),

�(!) = �

!

�

1

Z

0

ln [R(x)=R(!)℄

x

2

� !

2

dx: (1.3)

Tento vztah vyplývá z rela
í
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KAPITOLA 1. O CO JDE ?

�(!) = �

2!

�

1

Z

0

ln %(x)

x

2

� !

2

dx; ln %(!) =

2

�

1

Z

0

x �(x)

x

2

� !

2

dx; ! > 0: (1.4)

Na základì znalosti prùbìhu %(!) a �(!) ji¾ pak urèíme komplexní index lomu

~n(!) = n(!) + ik(!), napøíklad pøi kolmém dopadu, velmi jednodu¹e

~r(!) = %(!) exp i�(!) =

n(!) + ik(!)� 1

n(!) + ik(!) + 1

(1.5)

a odpovídají
í dielektri
kou funk
i (relativní permitivitu) ~"(!) = "

1

(!)+i"

2

(!)

~"(!) = [~n(!)℄

2

: (1.6)

1.2 Index lomu  ! index absorp
e, reálná  ! imagi-

nární èást dielektri
ké permitivity

Kramersovy { Kronigovy vztahy (1.4), pou¾ívané bezprostøednì pøi zpra
ování

výsledkù odrazivostní
h experimentù, poslou¾í pro výpoèet reálné a imaginární

èásti komplexní relativní dielektri
ké permitivity ~"(!). Pro tuto funk
i samot-

nou v¹ak rovnì¾ platí Kramersovy { Kronigovy rela
e, a to ve tvaru

"

1

(!)� 1 =

2

�

P

1

Z

0

x "

2

(x)

x

2

� !

2

dx; "

2

(!) = �

2!

�

P

1

Z

0

"

1

(x)

x

2

� !

2

dx: (1.7)

Velmi èasto se setkáme s tými¾ vztahy pro komplexní index lomu,

n(!)� 1 =

2

�

P

1

Z

0

x k(x)

x

2

� !

2

dx; k(!) = �

2!

�

P

1

Z

0

n(x)

x

2

� !

2

dx: (1.8)

1.3 Otázky, které je tøeba si polo¾it

Ne
h
eme-li se vztahy (1.3{1.4) nebo (1.7{1.8) pra
ovat pouze formálnì, mìli

by
hom si polo¾it 
elou øadu otázek:
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1.3. OTÁZKY, KTERÉ JE TØEBA SI POLO®IT

� Dielektri
ká permitivita a index lomu jsou typi
ké materiálové 
harakte-

ristiky. Jak mohou být komplexní?

� Odkud vyplývá závislost materiálový
h 
harakteristik na frekven
i?

� Co se rozumí

"

dostateènì velkým rozsahem frekven
í\, v nìm¾ je tøeba

znát spektrum R(!), aby
hom mohli pou¾ít vztahù pro výpoèet fáze �(!)?

Meze integrálu jsou pøe
e 0 a 1.

� Jak to, ¾e velièiny %(!) a �(!), resp. n(!) a k(!), resp. "

1

(!) a "

2

(!)

nejsou nezávislé, ale souvisejí spolu prostøedni
tvím uvedený
h integrál-

ní
h vztahù?

� Jaké podmínky mají být splnìny, aby integrály mohly být poèítány

"

oby-

èejnì\, bez zdùraznìní hlavní hodnoty ?

� Vztahy (1.4), (1.7) a (1.8), které jsme nazvali Kramersovými { Kronigo-

vými rela
emi, mají pro komplexní velièiny ln ~r(!), ~n(!) a ~"(!) shodný

tvar. Na druhé stranì jsou tyto velièiny vázány (z fyzikální
h dùvodù)

vztahy (1.5{1.6). Není v tom rozpor?
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KAPITOLA 1. O CO JDE ?
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Kapitola 2

Opti
ká odezva

Odezvu látky na elektri
ké pole o intenzitì

~

E(~r; t) (podnìt) lze 
harakterizovat

pomo
í elektri
ké induk
e

~

D(~r; t), nebo pomo
í polariza
e

~

P (~r; t). Opti
kou

odezvu lze popsat rùznými typy lineárního vztahu mezi podnìtem a odezvou,

zprostøedkovaného odezvovou funk
í.

2.1 Lokální syn
hronní vztah

Lokálnost a syn
hronnost odezvového vztahu znamená, ¾e hodnota odezvy v

daném okam¾iku a daném bodì prostoru je dána výhradnì hodnotami podnìtu

a odezvové funk
e v tomté¾ okam¾iku a v tomté¾ bodì prostoru.

~

D(~r; t) = "

0

(1 + �(~r; t))

~

E(~r; t);

~

P (~r; t) = "

0

�(~r; t)

~

E(~r; t); (2.1)

~

D(~r; t) = "

0

(1 + �(t))

~

E(~r; t);

~

P (~r; t) = "

0

�(t)

~

E(~r; t); (2.2)

pøièem¾ vztah (2.1) platí pro nehomogenní a (2.2) pro homogenní prostøedí.

Velièiny "

0

�, � a " = 1+� pøedstavují polarizovatelnost, relativní polarizova-

telnost (relativní dielektri
kou sus
eptibilitu) a relativní dielektri
kou permi-

tivitu.

2.2 Lokální nesyn
hronní vztah

V tomto pøípadì závisí hodnota odezvy v daném okam¾iku a daném bodì pro-

storu na hodnotá
h podnìtu a odezvové funk
e ve v¹e
h okam¾i
í
h minulý
h,

av¹ak v tomté¾ bodì prostoru.
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KAPITOLA 2. OPTICKÁ ODEZVA

~

D(~r; t) = "

0

~

E(~r; t) + "

0

t

Z

�1

�(~r; t� t

0

)

~

E(~r; t

0

) dt

0

= (2.3)

= "

0

~

E(~r; t) + "

0

1

Z

0

�(~r; �)

~

E(~r; t��) d�;

~

P (~r; t)="

0

t

Z

�1

�(~r; t�t

0

)

~

E(~r; t

0

) dt

0

="

0

1

Z

0

�(~r; �)

~

E(~r; t��) d�; (2.4)

~

D(~r; t) = "

0

~

E(~r; t) + "

0

t

Z

�1

�(t� t

0

)

~

E(~r; t

0

) dt

0

= (2.5)

= "

0

~

E(~r; t) + "

0

1

Z

0

�(�)

~

E(~r; t� �) d�;

~

P (~r; t) = "

0

t

Z

�1

�(t� t

0

)

~

E(~r; t

0

) dt

0

= "

0

1

Z

0

�(�)

~

E(~r; t� �) d�: (2.6)

První dvoji
e vztahù, tj. (2.3) a (2.4), platí pro nehomogenní prostøedí a druhá,

tj. (2.5) a (2.6), pro prostøedí homogenní. O lokální
h vztazí
h se také hovoøí

jako o situa
i bez prostorové disperze. Integra
e pøes minulost okam¾iku t

vyjadøuje pøíèinnost odezvového vztahu. Odezvovou funk
í je polarizovatelnost

"

0

�(~r; t� t

0

), resp. "

0

�(t� t

0

), pøípadnì relativní polarizovatelnost �(~r; t� t

0

),

resp. �(t� t

0

). Dielektri
kou permitivitu tyto vztahy nede�nují.

2.3 Nelokální nesyn
hronní vztah

Následují
í vztahy pøedstavují nejobe
nìj¹í situa
i, kdy hodnota odezvy v da-

ném okam¾iku a daném bodì prostoru závisí na hodnotá
h podnìtu a odezvové

funk
e ve v¹e
h minulý
h okam¾i
í
h (pøíèinnost) a ve v¹e
h bode
h prostoru.

~

D(~r; t)="

0

~

E(~r; t)+"

0

Z

K

�(~r; ~r�~r

0

; t�t

0

)

~

E(~r

0

; t

0

) dt

0

d

3

~

r

0

; (2.7)

~

P (~r; t)="

0

Z

K

�(~r; ~r�~r

0

; t�t

0

)

~

E(~r

0

; t

0

) dt

0

d

3

~

r

0

; (2.8)
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2.3. NELOKÁLNÍ NESYNCHRONNÍ VZTAH

~

D(~r; t)="

0

~

E(~r; t)+ "

0

Z

K

�(~r�~r

0

; t�t

0

)

~

E(~r

0

; t

0

) dt

0

d

3

~

r

0

; (2.9)

~

P (~r; t) = "

0

Z

K

�(~r�~r

0

; t�t

0

)

~

E(~r

0

; t

0

) dt

0

d

3

~

r

0

; (2.10)

opìt pro nehomogenní resp. homogenní prostøedí. Integraèním oborem K ètyø-

násobného integrálu je èasoprostorový ku¾el odpovídají
í minulosti události

(~r; t). Volba integraèního oboru respektuje pøíèinnost odezvového vztahu.
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KAPITOLA 2. OPTICKÁ ODEZVA
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Kapitola 3

Základní vlastnosti funk
í

komplexní promìnné

Aby
hom odpovìdìli na otázky z odstav
e 1.3, je tøeba, aby
hom si o¾ivili

nìkteré znalosti základù teorie funk
í komplexní promìnné.

3.1 Holomorfní funk
e

Zopakujme struènì de�ni
e základní
h pojmù: Funk
í komplexní promìnné

F (z) rozumíme jakoukoli rela
i na mno¾inì komplexní
h èísel C. Funk
e se

nazývá jednoznaèná, je-li tato rela
e zobrazením. Jednoznaèná funk
e �(z)

se nazývá jednoznaènou vìtví funk
e F (z), jestli¾e pro ka¾dé z 2 D

F

platí

�(z) 2 F (z). Dále uva¾ujme jednoznaèné funk
e a¾ do odvolání. Jednoznaèná

funk
e F (z) se nazývá holomorfní na otevøené mno¾inì D � D

f

, existuje-li

pro ka¾dé z 2 D její deriva
e, tj. limita

lim

w!z

F (w)� F (z)

w � z

: (3.1)

Funk
e F (z) se nazývá regulární naD, jestli¾e ke ka¾dému bodu z 2 D existuje

otevøené kruhové okolí bodu z tvaru B(z; r) = fw 2 Cj0 < jw � zj < rg tak,

¾e v nìm platí

F (w) = F (z) +

1

X

n=1

a

n

(w � z)

n

; (3.2)

pøièem¾ øada konverguje absolutnì a stejnomìrnì.
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KAPITOLA 3. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI FUNKCÍ KOMPLEXNÍ PROMÌNNÉ

Vìta 3.1: Ne
h» D � C je otevøená mno¾ina. Funk
e F (z), kde z = x + iy,

je na D holomorfní právì tehdy, jsou-li funk
e u(x; y) = ReF (z) a v(x; y) =

ImF (z) na D diferen
ovatelné a platí Cau
hyovy{Riemannovy podmínky

�u(x; y)

�x

=

�v(x; y)

�y

;

�u(x; y)

�y

= �

�v(x; y)

�x

: (3.3)

Poznamenejme, ¾e deriva
i F

0

(z) holomorfní funk
e F (z) lze vyjádøit vztahem

F

0

(z) =

�u(x; y)

�x

+ i

�v(x; y)

�x

=

�v(x; y)

�y

� i

�u(x; y)

�y

:

V dal¹ím budeme oznaèovat � mno¾inu po èáste
h hladký
h, rekti�kovatel-

ný
h, uzavøený
h køivek v C.

Vìta 3.2 Cau
hyova lokální:Ne
h» F (z) je holomorfní na konvexní otevøené

mno¾inìD. Ne
h» C 2 � je po èáste
h hladká, rekti�kovatelná, uzavøená køivka

v D. Pak

Z

C

F (z) = 0: (3.4)

y

x

D

C

y

x

D

r

�

C

1

C

2

C

Obr. 3.1 Lokální a globální Cau
hyova vìta
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3.1. HOLOMORFNÍ FUNKCE

Vìta 3.3: Funk
e F (z) je na D holomorfní právì tehdy, je-li na D regulární.

Pak má funk
e v bode
h mno¾iny D deriva
e v¹e
h øádù a platí

F (w) =

1

X

n=1

F

(n)

(z)

n!

(w � z)

n

: (3.5)

Dùle¾itým dùsledkem jsou Cau
hyovy vzor
e pro vyjádøení funkèní
h hodnot

funk
e F (z) a její
h deriva
í:

Ind

C

(z)F (z)=

1

2�i

Z

C

F (w)

w�z

dw; (3.6)

Ind

C

(z)F

(n)

(z)=

n!

2�i

Z

C

F (w)

(w�z)

n+1

dw; kde

Ind

C

(z) =

1

2�i

Z

C

dw

w � z

pøedstavuje index bodu z vzhledem ke køiv
e C (

"

kolikrát køivka C obíhá bod

z\).

Vìta 3.4 Cau
hyova globální: Ne
h» F (z) je holomorfní na otevøené mno-

¾inì D. Ne
h» C 2 � je po èáste
h hladká, rekti�kovatelná, uzavøená køivka

v D. Ne
h» dále Ind

C

(�) = 0 pro v¹e
hny body � nele¾í
í v D (køivka tyto

body

"

neobíhá\). Pak platí Cau
hyova vìta i Cau
hyovy vzor
e. Ne
h» C

1

a C

2

jsou dvì po èáste
h hladké rekti�kovatelné a uzavøené køivky v D, takové, ¾e

Ind

C

1

(�) = Ind

C

2

(�) pro v¹e
hny body � 6 2D. Pak

Z

C

1

F (z) dz =

Z

C

2

F (z) dz: (3.7)

K dùle¾itým vlastnostem holomorfní
h funk
í patøí tzv. vìta o jednoznaè-

nosti, která mj. zaruèuje jednoznaènost roz¹íøení de�nièního oboru holomorfní

funk
e, pokud takové roz¹íøení existuje. Na jejím základì je pak napøíklad

mo¾né roz¹íøit de�nièní obor funk
í z reálné osy nebo z intervalu na reálné ose

do jisté oblasti komplexní roviny.

Vìta 3.5 o jednoznaènosti: Ne
h» F (z) je funk
e holomorfní v oblasti D.

Oznaème N

F

= fz 2 CjF (z) = 0g mno¾inu koøenù funk
e F (z). Pak nastane

právì jeden z pøípadù:
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KAPITOLA 3. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI FUNKCÍ KOMPLEXNÍ PROMÌNNÉ

1. Funk
e F (z) je identi
ky nulová na D, tj. N

F

= D.Tento pøípad nastane

právì kdy¾ má mno¾ina N

F

v oblasti D alespoò jeden hromadný bod.

2. V¹e
hny body mno¾iny N

F

jsou (vzhledem k mno¾inì D) izolované. V

tomto pøípadì ke ka¾dému bodu z

0

2 D existuje pøirozené èíslo m a okolí

B(z

0

; r) takové, ¾e v nìm platí

F (z) = (z � z

0

)

m

G(z);

kde funk
e G(z) je holomorfní a G(z

0

) 6= 0. Èíslo m se nazývá øád koøene

z

0

.

Poznamenejme, ¾e pøedpoklad o souvislosti mno¾iny D je pro dùkaz vìty o

jednoznaènosti podstatný a nelze jej oslabit.

Ne
h» F (z) je funk
e de�novaná na mno¾inì E � C. Øekneme, ¾e holomorfní

funk
e �(z) de�novaná na oblasti D obsahují
í mno¾inu E je holomorfním

roz¹íøením funk
e F (z) na oblastD, je-li �(z)j

E

= F (z). Vìta o jednoznaènosti

dává pro holomorfní roz¹íøení funk
í triviální, av¹ak dùle¾itý dùsledek:

Vìta 3.6: Ne
h» �(z) je holomorfní roz¹íøení funk
e F (z) z mno¾iny E � D

na oblast D. Ne
h» E má v D alespoò jeden hromadný bod. Pak je funk
e

�(z) je urèena jednoznaènì.

Pøíklad 3.1: Ne
h» F (x) = e

x

, E = R, D = C. Je zøejmé, ¾e dokon
e v¹e
hny

body mno¾iny E jsou jejími hromadnými body le¾í
ími v C. Pro F (x) na R

platí

F (x) =

1

X

n=0

x

n

n!

;

pøièem¾ øada konverguje absolutnì a stejnomìrnì na R. Zámìnou x ! z do-

staneme øadu konvergují
í absolutnì a stejnomìrnì v C. Tato øada de�nuje, a

to jednoznaènì, holomorfní roz¹íøení exponen
iální funk
e z reálné osy do 
elé

komplexní roviny.

3.2 Meromorfní funk
e

Holomorfnost funk
í v oblasti komplexní roviny mù¾e být naru¹ena takzvanými

izolovanými singularitami. Ne
h» F (z) je holomorfní na mno¾inì Dnfz

0

g, kde

16



3.2. MEROMORFNÍ FUNKCE

D je otevøená mno¾ina, a ne
h» v bodì z

0

nemá F (z) deriva
i. Pak se bod

z

0

nazývá izolovanou singularitou funk
e F (z) v mno¾inì D. Následují
í vìty

klasi�kují izolované singularity:

Vìta 3.7 o type
h singularit:Ne
h» bod z

0

je izolovanou singularitou funk
e

F (z) v otevøené mno¾inì D. Pak nastane právì jeden ze tøí pøípadù:

1. Funk
i F (z) lze v bodì z

0

dode�novat tak, aby vznikla funk
e holomorfní

v D. V tomto pøípadì se singularita nazývá odstranitelnou.

2. Existují komplexní èísla 


1

; : : : ; 


m

, kde 


m

6= 0 tak, ¾e funk
e

F (z)�

m

X

k=1




k

(z � z

0

)

k

má v bodì z

0

nanejvý¹ odstranitelnou singularitu. V takovém pøípadì

existuje prsten
ové okolí P (z

0

; r) bodu z

0

tak, ¾e v nìm platí

F (z) = (z � z

0

)

m

G(z);

kde funk
e G(z) je holomorfní v kruhovém okolí B(z

0

; r) = P (z

0

; r)[fz

0

g

a G(z

0

) 6= 0. Bod z

0

se nazývá pólem funk
e F (z) a èíslo m jeho øádem.

3. Pro libovolné prsten
ové okolí P (z

0

; r) bodu z

0

je mno¾ina F (P (z

0

; r))

hustá v C. V tomto pøípadì je z

0

podstatnou singulartiou funk
e F (z).

Vìta 3.8 kritérium klasi�ka
e singularit: Ne
h» z

0

je izolovanou singu-

laritou funk
e F (z) v otevøené mno¾inì D. Singularita je odstranitelná právì

kdy¾ má F (z) v bodì z

0

koneènou limitu L. Singularita je pólem právì kdy¾

má F (z) v bodì z

0

limitu L = 1. Singularita je podstatná právì kdy¾ F (z)

nemá v bodì z

0

limitu.

Funk
e s izolovanými singularitami lze rovnì¾ rozvíjet v absolutnì a stejno-

mìrnì konvergentní øady, ty v¹ak budou obsahovat èleny (z�z

0

)

n

i pro záporná


eloèíselná n.

Vìta 3.9 Laurentova øada: Ne
h» je funk
e F (z) holomorfní v mezikru¾í

M = fz 2 Cjr < jz � z

0

j < Rg, kde 0 < r < R. Pak v mezikru¾í M

0

= fz 2

Cjr

0

< jz � z

0

j < R

0

g pro libovolné 0 < r < r

0

< R

0

< R platí

17



KAPITOLA 3. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI FUNKCÍ KOMPLEXNÍ PROMÌNNÉ

F (z) =

1

X

n=�1




n

(z � z

0

)

n

; (3.8)

pøièem¾ øada konverguje absolutnì a stejnomìrnì.

Øada (3.8) se nazývá Laurentovou øadou funk
e F (z) se støedem v bodì

z

0

. Pøedpokládejme, ¾e funk
e F (z) má v bodì z

0

izolovanou singularitu. V

mezikru¾í se støedem z

0

, v nìm¾ nele¾í ¾ádná dal¹í singularita, se na ni vztahuje

pøed
hozí vìta. Ne
h» K : z = z

0

+ % e

it

, t 2 [0; 2k�℄ je kru¾ni
e le¾í
í v

tomto mezikru¾í, 
eloèíselná hodnota k je index bodu z

0

vzhledem ke køiv
e K.

Poèítejme integrál (stejnomìrná konvergen
e øady zaruèuje integra
i èlen po

èlenu)

Z

K

F (z) dz =

Z

K

1

X

n=�1




n

(z � z

0

)

n

dz =

1

X

n=�1




n

2k�

Z

0

i%

n+1

e

i(n+1)t

dt = 2k�i


�1

(nenulovou hodnotu má pouze integrál pro n = �1). Èíslo 


�1

se nazývá

reziduum funk
e F (z) v bodì z

0

. Je vidìt, ¾e integrály po uzavøený
h køivká
h

z funk
í se singularitami nejsou nulové, jako tomu bylo u holomorfní
h funk
í,

k jeji
h nenulovosti pøispívají rezidua.

Ne
h» F (z) je funk
e, která má v oblastiD nejvý¹e spoèetnì mnoho pólù, které

mohou mít hromadné body nanejvý¹ na hrani
i oblasti D. Taková funk
e se

nazývá meromorfní v D.

Vìta 3.10 o reziduí
h: Ne
h» F (z) je meromorfní v D. Ne
h» C 2 � je po

èáste
h hladká rekti�kovatelná a uzavøená køivka le¾í
í v D. Oznaème M =

f�jInd

C

(�) 6= 0g mno¾inu bodù, obepnutý
h køivkou C. Pak platí

Z

C

F (z) dz = 2�i

X

z

k

2M

Ind

C

(z

k

) rez(F (z

k

)); (3.9)

kde z

k

jsou póly funk
e f(z) le¾í
í v M (tì
h je pouze koneènì mnoho, nebo»

mno¾ina M je kompaktní).
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3.2. MEROMORFNÍ FUNKCE

y

x

r

r

r

r

r

r

r

r

z

1

z

2

z

k

C

Obr. 3.2 Vìta o reziduí
h

Vìta o reziduí
h platí i pro mnohoznaèné funk
e s póly, kde je pøi integra
i

tøeba dát pozor na body vìtvení.

Pøíklad 3.2:

x

y

C

R

C

r

U

1

U

2

�r

r

R

�R

Obr. 3.3 K pøíkladu 3.2
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U¾itím vlastností mnohoznaèný
h funk
í kompexní promìnné vypoèteme, za

jistý
h spe
iální
h pøedpokladù, reálný integrál

I =

1

Z

0

x

�

R(x) dx ;

kde � 2 R není 
elé èíslo a R(x) je obe
nì ra
ionální lomená funk
e. Roz¹íøíme

integrand do komplexní roviny, tj. provedeme zámìnu x ! z. Funk
e R(z)

bude meromorfní v C, funk
e z

�

je obe
ná mo
nina (mnohoznaèná funk
e).

Dále pøedpokládejme

lim

z!0

z

�+1

R(z) = 0 a lim

z!1

z

�+1

R(z) = 0 :

Zvolíme integraèní køivku podle obr. 3.3 a u¾ijeme vìty o reziduí
h. Platí

R

Z

r

(z

�

)

0

R(z) dz +

r

Z

R

(z

�

)

C

R

R(z) dz+

+

Z

C

r

z

�

R(z) dz +

Z

C

R

z

�

R(z) dz = 2i�

X

k

rez (z

�

k

R(z

k

)) :

V pøed
hozím vztahu jsou z

k

singularity funk
e R(z) obepnuté integraèní køiv-

kou, (z

�

)

0

pøedstavuje hlavní vìtev obe
né mo
niny z

�

a (z

�

)

C

R

její prodlou¾ení

podél køivky C

R

, tj.

(z

�

)

C

R

= (z

�

)

0

e

2i��

:

Odhadneme-li integrály po køivká
h C

r

a C

R


o do absolutní hodnoty a s vyu-

¾itím pøedpokladù o limitá
h funk
e z

�+1

R(z), zjistíme, ¾e tyto integrály jdou

k nule pro r ! 0 resp. R!1. Odtud

�

1� e

2i��

�

lim

r!0; R!1

R

Z

r

x

�

R(x) dx = 2i�

X

k

rez(z

�

k

R(z

k

)) ;

I = �

�

sin ��

e

�i��

X

k

rez (z

�

k

R(z

k

)) :

Pøímou prakti
kou aplika
i tohoto pøíkladu v oblasti fyziky pevný
h látek

pøedstavuje výpoèet dielektri
ké permitivity polovodièe v okolí kriti
ký
h bodù
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3.2. MEROMORFNÍ FUNKCE

sdru¾ené hustoty elektronový
h stavù odpovídají
í vodivostnímu a valenènímu

pásu. Proveïme takový výpoèet pro kriti
ký bod 3DM

0

(trojdimenzionální

minimum). V tomto pøípadì je sdru¾ená hustota stavù v závislosti na frekven
i

!

0

= E

0

=�h

J


v

(!

0

) � (!

0

� !

g

)

1=2

pro !

0

� !

g

a J


v

(!

0

) = 0 pro !

0

< !

g

:

E

g

= �h!

g

je energiová ¹íøka zakázaného pásu. Pro permitivitu platí

~"� 1 = konst �

1

Z

0

J


v

(!

0

) d!

0

!

0

[!

02

� (! + i�)

2

℄

;

kde � > 0 je tzv. roz¹iøova
í parametr. Po substitu
i !

0

� !

g

= x dostáváme

~"(! + i�) = konst �

1

Z

0

x

1=2

dx

(x+ !

g

) [(!

g

+ x)

2

� (! + i�)

2

℄

:

Dostáváme integrál I z pøíkladu 3.2 pro hodnotu � = 1=2. Singularitami funk
e

R(z) jsou póly prvého øádu

z

1

= �!

g

+ ! + i�; z

2

= �!

g

� ! � i�; z

3

= �!

g

:

Po výpoètu reziduí dostaneme (K je konstanta)

~"� 1=K

i�

(! + i�)

2

h

�2(�!

g

)

1=2

+(�!

g

+!+i�)

1=2

+(�!

g

�!�i�)

1=2

i

:

Z odmo
nin se berou v úvahu jeji
h hlavní hodnoty. Pøi oznaèení


 =

!

g

� !

�

; 
 =

!

g

+ !

�

nakone
 dostaneme pro reálnou a imaginární èást funk
e ~" vztahy

Re ~"� 1 =

K(�=2)

1=2

(!

2

� �

2

)

2

2

4

(!

2

� �

2

)

0

�

2

 

2!

g

�

!

1=2

� (
 +

p




2

+ 1)

1=2

�

�(
 +

q




2

+ 1)

1=2

�

+ 2!�

�

(�
 +

p




2

+ 1)

1=2

� (�
 +

q




2

+ 1)

1=2

��

;
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Im ~" =

K(�=2)

1=2

(!

2

� �

2

)

2

�

(!

2

� �

2

)

�

(�
 +

p




2

+ 1)

1=2

� (�
 +

q




2

+ 1)

1=2

�

�

�2!�

0

�

2

 

2!

g

�

!

1=2

� (
 +

p




2

+ 1)

1=2

� (
 +

q




2

+ 1)

1=2

1

A

3

5

:

Poznámka: Lze ovìøit, ¾e funk
e "

1

(!) � 1 = Re ~"(!) � 1 a "

2

(!) = Im ~"(!)

splòují rela
e (1.7).
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Kapitola 4

Lapla
eova transforma
e

Velmi úèinným prostøedkem pro øe¹ení nìkterý
h úloh pro funk
e reálné pro-

mìnné je jeji
h pøevedení do komplexního oboru pomo
í tzv. Lapla
eovy trans-

forma
e. Lapla
eova transforma
e je integrální transforma
í de�novanou po-

mo
í integrálù v Lebesgueovì smyslu. Pro úèely této kapitoly uvádíme odpoví-

dají
í formula
e de�ni
 a tvrzení pro pøípad integra
e ve smyslu Riemannovì.

4.1 Jednorozmìrná jednostranná Lapla
eova transfor-

ma
e

Ne
h» f(t) je komplexní funk
e reálné promìnné de�novaná skoro v¹ude na

t 2 (0;1). Pøedpokládejme, ¾e nevlastní Riemannùv integrál

F (z) =

1

Z

0

f(t)e

izt

dt (4.1)

konverguje absolutnì alespoò pro jedno komplexní èíslo z. Funk
i F (z) de�no-

vanou na mno¾inì

D

F

= fz 2 C j integrál (4:1) konverguje absolutnìg

nazýváme Lapla
eovým obrazem funk
e f(t). Mno¾inu K v¹e
h funk
í f(t) ma-

jí
í
h shora uvedenou vlastnost nazveme tøídou vzorù pro Lapla
eovu trans-

forma
i. Zobrazení

L : K 3 f(t) �! L(f) = F (z) =

1

Z

0

f(t) e

izt

dt 2 L(K) (4.2)

23



KAPITOLA 4. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

pøedstavuje integrální transforma
i zvanou jednostranná Lapla
eova transfor-

ma
e, funk
e F (z) se nazývá Lapla
eovým obrazem funk
e f(t).

Pøíklad 4.1: Následují
í pøíklad ukazuje dùle¾itou podmno¾inu tøídy vzorù:

Ne
h» t

0

�0 a �

0

2 R. Funk
e f(t) se nazývá exponen
iálního øádu s indexem

rùstu �

0

, jestli¾e existuje èíslo M tak, ¾e platí

jf(t)j � M e

i�

0

t

pro ka¾dé t � t

0

:

Ne
h» je dále f(t) po èáste
h spojitá. Pak

B

Z

0

f(t) e

izt

dt existuje pro v¹e
hna B > 0:

Oznaème dále z = x+ iy. Ne
h» y � �

0

. Pak

jF (z)j =

�

�

�

�

�

�

1

Z

0

f(t) e

izt

dt

�

�

�

�

�

�

�

1

Z

0

jf(t)j

�

�

�e

izt

�

�

� dt �

�

1

Z

0

M e

(�

0

�y)t

dt =M lim

B!1

"

e

(�

0

�y)t

�

0

� y

#

B

0

=

M

y � �

0

:

Ka¾dá po èáste
h spojitá funk
e exponen
iálního øádu je tedy prvkem tøídy

vzorù pro Lapla
eovu transforma
i.

Vìta 4.1: Ne
h» pro f 2 K integrál (4.1) konverguje absolutnì v Riemannovì

smyslu alespoò pro jedno pro èíslo w 2 C, tj.

1

Z

0

jf(t)e

iwt

j dt <1 :

Pak existuje právì jedno èíslo �

0

2 R takové, ¾e F (z) konverguje absolutnì v

polorovinì

M = fz 2 C j Im z > �

0

g

a nekonverguje absolutnì v jejím doplòku v C. Funk
e F (z) je v polorovinì

M holomorfní.

Dùkaz: Existen
e: Provedeme odhady. Oznaème z = x + iy, w = � + i�.

Absolutní konvergen
e integrálu (4.1) pro èíslo w = � + i� vede k odhadu
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�

�

�

�

�

�

1

Z

0

f(t) e

iwt

dt

�

�

�

�

�

�

�

1

Z

0

�

�

�f(t) e

iwt

dt

�

�

�=

1

Z

0

jf(t)j e

��t

dt<1:

Pøedpokládejme, ¾e existuje èíslo z

1

= x

1

+ iy

1

, pro nì¾ integrál (4.1) nekover-

guje absolutnì. Pak pro v¹e
hna z, pro která Im z � y

1

platí

1

Z

0

�

�

�f(t) e

izt

�

�

� dt =

1

Z

0

�

�

�f(t) e

i(x+iy)t

�

�

� dt =

1

Z

0

jf(t)j e

�yt

dt �

1

Z

0

jf(t)j e

�y

1

t

dt:

Mno¾ina fIm z j integrál (4.1) absolutnì konvergujeg, je tedy omezená zdola.

Její in�mum je hledané èíslo �

0

. Dále pøedpokládejme y � �

0

. Pak

�

�

�

�

�

�

1

Z

0

f(t) e

izt

dt

�

�

�

�

�

�

�

1

Z

0

�

�

�f(t) e

izt

dt

�

�

�=

1

Z

0

jf(t)j e

�yt

dt�

1

Z

0

jf(t)je

��

0

t

dt:

Holomorfnost: Holomorfnost funk
e F (z) lze dokázat pøímým provìøením Cau-


hyový
h { Riemannový
h podmínek.

}

Dùsledek: Funk
e f(t) 2 K, která je naví
 absolutnì integrabilní, má Lapla-


eùv obraz holomorfní v 
elé horní polorovinì komplexní roviny.

Z pøed
hozího je zøejmé, ¾e existuje jistá minimální hodnota �

0

, tj. Lapla
eùv

obraz existuje pro Im z��

0

a neexistuje pro Im z < �.

Vìta 4.2 základní vlastnosti Lapla
eovy transforma
e: Ne
h» f

i

(t) 2 K

pro i 2 f1; 2; : : : ; ng a ne
h» f(t) 2 K. Oznaème F (z) = L(f) Lapla
eùv obraz

funk
e f(t) a F

i

(z) = L(f

i

) Lapla
eovy obrazy funk
í f

i

(t). Pak platí

L

 

n

X

i=1

a

i

f

i

!

=

n

X

i=1

a

i

L(f

i

) =

n

X

i=1

a

i

F

i

; (4.3)

L

�

f(t) e

iat

�

= F (a+ z); (4.4)

dL(f)

dz

= L(it f(t)): (4.5)
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Pro funk
i f(t) spojitou na intervalu (0;1) a mají
í koneènou limitu f(0

+

) v

nule zprava platí

L(f

0

(t)) = �izL(f)� f(0

+

); (4.6)

L(f

(n)

) = (�iz)

n

L(f) +

n�1

X

j=0

(iz)

n�j�1

f

j

(0

+

): (4.7)

Pro funk
i nespojitou v bodì a 2 (0;1) a mají
í v bodì a limity f(a

�

), platí

L(f

0

) = �iz L(f)� f(0

+

)� [f(a

+

)� f(a

�

)℄ e

iaz

: (4.8)

Dále je

L

0

�

t

Z

a

f(x) dx

1

A

= �

L(f)

iz

+

1

iz

a

Z

0

f(x) dx: (4.9)

Vìta 4.3: Ne
h» F (z) je Lapla
eùv obraz funk
e f(t). Platí vztah pro inverzní

Lapla
eovu transforma
i, tzv. Bromwi
hùv nebo Riemannùv-Mellinùv vzore
:

f(t) =

1

2�

Z

P

F (z) e

�izt

dz = lim

a!1

1

2�

a+iy

0

Z

�a+iy

0

F (x+ iy

0

) e

y

0

� e

�ix

dx; (4.10)

kde integraèním oborem P je libovolná pøímka o rovni
i z = x+iy

0

, x 2

R, rovnobì¾ná s reálnou osou a le¾í
í v oblasti holomorfnosti funk
e F (z).

Problémem je, jak poznat, zda daná funk
e F (z) je obrazem nìjakého vzoru

f(t) 2 K. Formulujeme pouze nutné podmínky:

Vìta 4.4: Ne
h» F (z) je Lapla
eovým obrazem jistého vzoru z K. Pak platí:

(a) Existuje reálné èíslo �

0

tak, ¾e F (z) je holomorfní v polorovinì Im z > �

0

.

(b) Pro ka¾dé � > �

0

platí

lim

z!1;Im z>�

F (z) = 0:
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Nutnou podmínkou pro to, aby existovala koneèná limita f(0

+

) je existen
e

koneèné limity

lim

z!1;Im z>kjzj;0<k<1

(zF (z)):

Vìta 4.5: Ra
ionální lomená funk
e F (z) je Lapla
eovým obrazem jistého

vzoru z K právì kdy¾ je stupeò jejího èitatele ni¾¹í ne¾ stupeò jmenovatele.

Dùkaz: Nutnost: Zøejmá z podmínky (b) vìty 4.4. Dostateènost: Rozklad F (z)

na par
iální zlomky

F (z) =

n

X

j=1

A

j

z � z

j

;

kde z

1

; : : : ; z

n

jsou koøeny jmenovatele. Platí

A

j

z � z

j

= L

�

�iA

j

e

�iz

j

t

�

:

Poznámka k jednoznaènosti vzoru: Rùzné vzory tého¾ Lapla
eova obrazu se

mohou li¹it pro t 2 (�1; 0) a na intervalu (0;1) nejvý¹e na mno¾inì nulové

míry (Lebesgueovy).

4.2 Jednorozmìrná dvoustranná Lapla
eova transforma
e

Roz¹íøíme úvahy pøed
hozího odstav
e na 
elou reálnou osu R. Jestli¾e na R

pøedpokládáme absolutní Riemannovskou integrabilitu funk
e

f(t) e

iwt

pro alespoò dvì komplexní èísla w

1

= �

1

+i�

1

a w

2

= �

2

+i�

2

, �

1

��

2

, dostaneme

analogi
ké tvrzení jako ve vìtì 4.1: Dvoustranný Lapla
eùv obraz vzoru f(t)

F (z) =

1

Z

�1

f(t)e

izt

dt (4.11)

bude holomorfní funk
í promìnné z v pásu �

2

� Im z��

2

. Existují opìt mezní

hodnoty �

m

��

1

��

2

��

M

. Pro inverzní transforma
i platí obdobnì

f(t) =

1

2�

Z

P

F (z) e

�izt

dz = lim

a!1

1

2�

a+iy

0

Z

�a+iy

0

F (x+ iy

0

) e

y

0

� e

�ix

dx; (4.12)
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kde pøímka P le¾í v pásu holomorfnosti funk
e F (z), tj. �

m

< y

0

< �

M

. Zobra-

zení

~

L :

~

K 3 f(t) �!

~

L(f) = F (z) =

1

Z

�1

f(t) e

izt

dt 2

~

L(

~

K) (4.13)

se nazývá dvoustranná Lapla
eova transforma
e.

Následují
í tvrzení je u¾iteèné pro prakti
ký výpoèet vzoru f(t) ze zadaného

Lapla
eova obrazu F (z).

Vìta 4.6: Ne
h» funk
e F (z) je holomorfní v C s výjimkou spoèetnì mnoha

pólù z

1

; z

2

; : : : le¾í
í
h v polorovinì Im z< K. Ne
h» fK

n

g, n!1, je posloup-

nost obloukù, z ni
h¾ ka¾dý protíná pøímku Im z = K v bode
h �R

n

+ iK a

R

n

+ iK, R

1

< R

2

< : : :, R

n

!1 pro n!1. Ne
h» dále ka¾dá z uzavøený
h

køivek C

n

2 �, kde

C

n

= K

n

+ U

n

; U

n

: z = t+ iK; t 2 [�R

n

; R

n

℄

obepíná póly z

1

; z

2

; : : : ; z

n

, n=1; 2; : : :, pøièem¾ ¾ádný z ni
h nele¾í na K

n

. Je-li

lim

n!1

Z

K

n

F (z) e

�izt

dz = 0;

pak

f(t) = i

1

X

n=1

rez

�

F (z) e

�izt

�

z=z

n

: (4.14)

y

x

�R

3

�R

2

�R

1

R

1

R

2

R

3

s

s


s

z

3

z

2

z

1

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p
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Obr. 4.1 Vìta 4.6

Pøíklad 4.2: Funk
e

F (z) = �

!

z

2

� !

2

; ! > 0

s póly prvého øádu z

1

= �! a z

2

= ! splòuje pøedpoklady vìty 4.6. Skuteènì,

ne
h» K > 0 je jinak libovolné èíslo. Pro oba póly je Im z = 0 < K. Pro

K : z = R e

i'

platí

�

�

�

�

�

�

Z

K

F (z) e

�izt

dz

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

'

0

Z

���'

0

�iR

! e

�itR(
os '+i sin')

R

2

�

e

2i'

�

!

2

R

2

�

d'

�

�

�

�

�

�

�

�

�

'

0

Z

���'

0

! e

tR sin'

R

�

�

�e

2i'

�

!

2

R

2

�

�

�

d' =

!

R

'

0

Z

���'

0

e

tR sin'

�

�

�e

2i'

�

!

2

R

2

�

�

�

d' ! 0:

(Pro R!1 je toti¾ '

0

! 0, meze integrálu jdou k �� resp. k 0 a v intervalu

[��; 0℄ je sin'� 0. Pro z
ela korektní zdùvodnìní by bylo tøeba integrál pro

dané R rozdìlit na souèet integrálù I

1

, I

2

a I

3

v mezí
h [�(�+'

0

);��℄, [��; 0℄

a [0; '

0

℄ a ukázat, ¾e i I

1

! 0 a I

3

! 0 pro R ! 1, pøesto¾e v intervale
h

mezí tì
hto integrálù je sin'�0.) Pak tedy

f(t) = lim

a!1

1

2�

Z

a+iK

�a+iK

�

!

z

2

� !

2

e

�izt

dz =

=i

"

rez

�

!

z

2

�!

2

e

�izt

�

z=�!

+rez

�

!

z

2

�!

2

e

�izt

�

z=!

#

=�

i

2

�

e

i!t

�e

�i!t

�

=sin!t:

Poznámka: Pøedpokládejme, ¾e pás konvergen
e dvoustranného Lapla
eova ob-

razu F (z) funk
e f(t) obsahuje reálnou osu, tj. �

m

< 0 a �

M

> 0. Pak

F (x) =

1

Z

�1

f(t) e

ixt

dx

pøedstavuje Fourierovu transforma
i funk
e f(t).
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4.3 Ví
erozmìrná Lapla
eova transforma
e

Ne
h» je komplexní funk
e f(t

1

; : : : ; t

n

) n reálný
h promìnný
h absolutnì in-

tegrabilní na R

n

, tj. integrál

1

Z

�1

� � �

1

Z

�1

jf(t

1

; : : : ; t

n

)j dt

1

: : : dt

n

je koneèné èíslo. Oznaème

F (z

1

; : : : ; z

n

) =

1

Z

�1

� � �

1

Z

�1

f(t

1

; : : : ; t

n

) e

iz

1

t

1

+���iz

n

t

n

dt

1

: : : dt

n

(4.15)

kde z

1

; : : : z

n

jsou komplexní promìnné. Vztah (4.15) de�nuje ví
erozmìrný

Lapla
eùv integrál funk
e f(t

1

; : : : ; t

n

). Zobrazení

L : f(t

1

; : : : ; t

n

) �! L(f) = F (z

1

; : : : ; z

n

); (4.16)

pøiøazují
í funk
í f její Lapla
eùv integrál, se nazývá ví
erozmìrná Lapla
eova

transforma
e. Vztah pro inverzní transforma
i:

f(t

1

; :::; t

n

) =

= lim

a

j

!1

1

(2�)

n

a

1

+iK

1

Z

�a

1

+iK

1

� � �

a

n

+iK

n

Z

�a

n

+iK

n

F (z

1

; :::; z

n

) e

�i(z

1

t

1

+���+z

n

t

n

)

dz

1

: : : dz

n

: (4.17)

Pro Lapla
eovy obrazy par
iální
h deriva
í spojité funk
e platí, opìt analo-

gi
ky jako v jednorozmìrném pøípadì,

L

 

�f

�t

j

!

= �iz

j

L(f): (4.18)
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4.4 Lapla
eova transforma
e konvolu
e

Ne
h» jsou funk
e f(t), g(t), h(t) prvky K, tj. existují jeji
h jednostranné La-

pla
eovy obrazy F (z) = L(f), G(z) = L(g) a H = L(h). Øekneme, ¾e funk
e

h(t) je konvolu
í funk
í f(t) a g(t), jestli¾e platí

h(t) =

1

Z

0

f(�) g(t� �) d� : (4.19)

Pro Lapla
eovy obrazy pak dostáváme

H(z) =

1

Z

0

h(t) e

izt

dt =

1

Z

0

0

�

1

Z

0

f(�) g(t� �) d�

1

A

e

izt

dt =

0

�

1

Z

0

f(�) e

iz�

d�

1

A

�

1

Z

0

g(t� �) e

iz(t��)

d(t� �))

) H(z) = F (z)G(z): (4.20)

Uva¾me konvolu
i funk
í f a g pro obe
ný pøípad dvoustranné Lapla
eovy

transforma
e funk
í ví
e promìnný
h:

h(t

1

; : : : ; t

n

) =

1

Z

�1

� � �

1

Z

�1

f(�

1

; : : : ; �

n

) g(t

1

��

1

; : : : ; t

n

��

n

) dt

1

: : : dt

n

: (4.21)

Postupem analogi
kým jako v pøípadì jednorozmìrné Lapla
eovy transforma
e

a u¾itím Fubiniovy vìty dostaneme pro Lapla
eovy obrazy F = L(f), G =

L(g) a H = L(h) vztah

H(z

1

; : : : ; z

n

) = F (z

1

; : : : ; z

n

)G(z

1

; : : : ; z

n

): (4.22)
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Kapitola 5

Lapla
eova transforma
e a

odezva

S výbavou ze tøetí a ètvrté kapitoly se nyní vrátíme k problému vztahu mezi

podnìtem odezvou. Je¹tì pøedtím si v¹ak v¹imneme dvou mo¾ností vyu¾ití

Lapla
eovy transforma
e pro øe¹ení Maxwellový
h rovni
.

5.1 Úplná Lapla
eova transforma
e Maxwellový
h

rovni


Pøedpokládejme, ¾e pro velièiny popisují
í elektromagneti
ké pole existují ví
e-

rozmìrné Lapla
eovy obrazy. Oznaème odpovídají
í ètveøi
i komplexní
h pro-

mìnný
h jako z

4

= z, (z

1

; z

2

; z

3

) =

~

k. Pøímým pou¾itím vztahù (4.18) dosta-

neme Lapla
eovu transforma
i Maxwellový
h rovni
 ve tvaru

�i

~

k

~

D(

~

k; z) = ~% ;

�i

~

k

~

B(

~

k; z) = 0 ;

�i

~

k � E(

~

k; z) = iz

~

B(

~

k; z) ; (5.1)

�i

~

k �

~

H(

~

k; z) = �iz

~

D(

~

k; z) +

~

J (

~

k; z) +

~

J

ext

(

~

k; z) :
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Pøedpokládejme obe
nì platnost nelokálního nesyn
hronního vztahu mezi in-

tenzitou a induk
í elektri
kého pole. Materiálový vztah mezi proudovou hus-

totou

~

j(~r; t) a elektri
kou intenzitou

~

E(~r; t) je rovnì¾ odezvou typu (2.10) s

odezvovou funk
í �(~r � ~r

0

; t � t

0

), zvanou relativní mìrná vodivost. Velièina

"

0

�(~r � ~r

0

; t � t

0

) pak pøedstavuje mìrnou vodivost. Dode�nujme odezvové

funk
e �(~r; t) a �(~r; t) nulovou hodnotou vnì èasoprostorového ku¾ele K a

jeji
h Lapla
eovy obrazy oznaème ~�(

~

k; z) a ~�(

~

k; z). Dále oznaème ~"(

~

k; z) =

~�(

~

k; z) + 1. Pro opti
ké frekven
e (tj. 10

10

s

�1

a¾ 10

16

s

�1

) lze pro relativní

magneti
kou permeabilitu prostøedí pou¾ít hodnotu � = 1.

U¾itím teorému o konvolu
i a dosazením transformovaný
h materiálový
h vztahù

do rovni
 (5.1) pak dostaneme øe¹ení Maxwellový
h rovni
 ve tvaru

~

E(

~

k; z) =

iz

�

~

J

ext

(

~

k; z) +

z

�1

~

k

�

0

"

0

~"(

~

k;z)

~%(

~

k; z)

�

k

2

� �

0

"

0

z

2

�

~"(

~

k; z) + iz

�1

~�(

~

k; z)

�

; (5.2)

~

H(

~

k; z) =

i

~

J

ext

(

~

k; z)�

~

k

k

2

� �

0

"

0

z

2

�

~"(

~

k; z) + iz

�1

~�(

~

k; z)

�

; (5.3)

pro nenulového jmenovatele zlomkù. Zvolme

~

j

ext

(~r; t) = 0 a %(~r; t) = 0. Pak

pøed
hozí soustava algebrai
ký
h rovni
 má jednak triviální øe¹ení, jednak

mù¾e být splnìna pro libovolné funk
e

~

E(

~

k; z) a

~

H(

~

k; z) za pøedpokladu

k

2

� �

0

"

0

z

2

�

~"(

~

k; z) + iz

�1

~�(

~

k; z)

�

= 0)

) ~�(

~

k; z) +

i~�(

~

k; z)

z

=

k

2

�

0

"

0

z

2

� 1 :

Levá strana této rovnosti je Lapla
eovým obrazem funk
e

�(~r; t) +

t

Z

t

0

�(~r; �) d� :

Lapla
eùv vzor pravé strany neexistuje vlivem kvadrati
ké závislosti na

~

k.

Jsou-li tedy promìnné

~

k a z nezávislé, mají Maxwellovy rovni
e pouze triviální

øe¹ení.
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5.2 Èásteèná Lapla
eova transforma
e Maxwellový
h rov-

ni


Pøedpokládejme nyní, ¾e existují jednostranné obrazy funk
í

~

E(~r; t),

~

D(~r; t) a

�(~r; t) vzhledem k promìnné t, s vektorovou promìnnou ~r jako parametrem.

Lapla
eovy obrazy Maxwellový
h rovni
 pak mají tvar

div

~

D(~r; z) = ~%(~r; z)

div

~

B(~r; z) = 0

rot

~

E(~r; z) = iz

~

B(~r; z) (5.4)

rot

~

H(~r; z) = �iz

~

D(~r; z) + (

~

J (~r; z) +

~

J

ext

(~r; z))

Uvá¾íme-li pro jednodu
host nesyn
hronní materiálové vztahy pro prostøedí

bez prostorové disperze, dostaneme, opìt za pøedpokladu � = 1 a

~

j

ext

(~r; t) = 0

a %(~r; t) = 0,

div (~"(~r; z)

~

E(~r; z)) = 0

div

~

H(~r; z) = 0

rot

~

E(~r; z) = i�

0

z

~

H(~r; z)

rot

~

H(~r; z) = �iz"

0

 

~"(~r; z) +

i~�(~r; z)

z

!

~

E(~r; z)

Funk
e ~n(

~

k; z), de�novaná vztahem

~n

2

(~r; z) = ~"(~r; z) + i

~�(~r; z)

z
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pøedstavuje pro reálná z velièinu nazývanou v opti
e komplexní index lomu.

Obe
nì k ní nemusí existovat Lapla
eùv vzor, ten je zaji¹tìn pouze pro funk
i

~�(~r; z) + i

~�(~r;z)

z

.

5.3 Jak získat komplexní funk
e reálným experimen-

tem?

Vezmìme nejprve v úvahu lokální nesyn
hronní (ale pøíèinný) vztah (2.5) nebo

(2.6) a pro jednodu
host jej zapi¹me pouze ve tvaru

D(t) = "

0

E(t)+"

0

1

Z

0

�(�)E(t��) d�; P (t) = "

0

1

Z

0

�(�)E(t��) d�: (5.5)

Tento zjednodu¹ený zápis respektuje v¹e
hny podstatné rysy lokálního odezvo-

vého vztahu.

Pøedpokládejme, ¾e funk
e E(t), D(t), �(t) jsou prvky K, tj. existují jeji
h

Lapla
eovy obrazy. Oznaème je E(z), D(z) a ~�(z). Podle vztahu (4.20) pro

jednostrannou Lapla
eovu transforma
i konvolu
e platí

D(z) = "

0

E(z) (1 + ~�(z)) : (5.6)

Pøedpokládejme, ¾e odezvová funk
e �(�) je absolutnì integrabilní. Tato vlast-

nost zajistí splnìní po¾adavku � 2 K. (Staèilo by pøedpokládat dokon
e, ¾e

je to funk
e exponen
iálního øádu s indexem rùstu 0, tj. omezenost funk
e �:

j�j �M e

0

t =M pro jisté M .) Ne
h» podnìt E(t) má tvar rovinné mono
hro-

mati
ké vlny s frekven
í !, tj.

E(t) = E

0

e

�i!t

:

Pak pro odezvu platí

D(t) = "

0

E

0

e

�i!t

+ "

0

1

Z

0

�(�)E

0

e

�i!(t��)

d� =

= "

0

E

0

e

�i!t

0

�

1+

1

Z

0

�(�) e

i!�

dt

1

A

:
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5.3. JAK ZÍSKAT KOMPLEXNÍ FUNKCE REÁLNÝM EXPERIMENTEM?

D(t) = "

0

(1 + ~�(!)) (E

0

e

�i!t

) = "

0

~"(!) (E

0

e

�i!t

): (5.7)

Uvìdomíme-li si, ¾e D(t) je skuteèná (mìøitelná) odezva na skuteèný podnìt

E(t) = E

0

e

�i!t

, vidíme, ¾e funk
e ~�(!), daná restrik
í Lapla
eova obrazu

odezvové funk
e � na reálnou osu, resp. funk
e

~"(!) = 1 + ~�(!);

mohou být urèeny reálným experimentem.

Funk
i ~"(!) = 1 + ~�(!) pak pøirozenì nazveme komplexní relativní permiti-

vitou, funk
i ~�(!) komplexní relativní polarizovatelností. Uvìdomme si, ¾e za-

tím
o funk
e ~�(z) je Lapla
eovým obrazem odezvové funk
e �(t) 2 K, funk
e

~"(z), vzniklá holomorfním roz¹íøením funk
e ~"(!) do komplexní roviny, ne-

musí mít vzor v K. (Napøíklad pro ra
ionální lomenou funk
i ~�(z), která by

vyhovovala vìtì 4.5, funk
e 1 + ~�(t) ji¾ této vìtì nevyhovuje.

V tuto 
hvíli ji¾ lze zodpovìdìt na první dvì otázky z odstav
e 1.3:

� Komplexní dielektri
ká sus
eptibilita (relativní polarizovatelnost) ~�(!)

� závislá na (reálné) frekven
i

je restrik
í Lapla
eova obrazu odezvové funk
e �(~r; �) na reálnou osu. Kom-

plexní relativní dielektri
ká permitivita, komplexní index lomu a komplexní

koe�
ient odrazivosti pro kolmý dopad jsou z ní pak odvozeny takto:

~"(!) = 1 + ~�(!); ~"(!) = [~n(!)℄

2

; ~r(!) =

~n(!)� 1

~n(!) + 1

:

Uva¾me je¹tì materiálový vztah respektují
í vodivost prostøedí. Platí (viz odst.

5.1 { ve v¹e
h následují
í
h pøípade
h jde o restrik
i funk
í na reálnou osu)

rot

~

H(~r; t) =

�

~

D(~r; t)

�t

+

~

j;

L

0

�

�

~

D

�t

1

A

= i!L(

~

D) = �i"

0

!(1 + ~�(!))L(

~

E) = "

0

~"(!) E(~r; !) ;
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KAPITOLA 5. LAPLACEOVA TRANSFORMACE A ODEZVA

L(

~

j) = J (~r; !) = "

0

~�(!)L(

~

E)) J (~r; !) = "

0

~�(!) E(~r; !);

kde ~�(!) je komplexní relativní mìrná vodivost, tj. restrik
e Lapla
eova ob-

razu odezvové funk
e �(~r; �) 
harakterizují
í materiálový vztah mezi hustotou

proudu a intenzitou elektri
kého pole (lokální Ohmùv zákon). Pak

rot

~

H(~r; !) = "

0

(�i!~"(!) + ~�(!)) E(~r; !):

Zavedeme zobe
nìnou komplexní permitivitu a zobe
nìnou komplexní vodivost

vztahy

~�(!) = ~"(!) + i

~�(!)

!

;

~

�(!) = ~�(!)� i~"(!)) ~�(!) = i!

�1

~

�(!):
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Kapitola 6

Kramersovy{Kronigovy rela
e

V této kapitole odvodíme integrální vztahy (1.3), (1.4), (1.7) a (1.8) uvedené

v první kapitole. Klíèovými jsou vztahy (1.7), které pøedstavují Kramersovy{

Kronigovy rela
e mezi reálnou a imaginární èástí komplexní polarizovatelnosti

~�(!), která, jak jsme ji¾ konstatovali, je restrik
í Lapla
eova obrazu odezvové

funk
e zprostøedkují
í materiálový mezi polariza
í a intenzitou elektri
kého

pole na reálnou osu. Z ni
h bezprostøednì vyplývají odpovídají
í rela
e pro

komplexní dielektri
kou permitivitu.

6.1 Kramersovy { Kronigovy rela
e pro dielektri
kou

permitivitu

Pro jednodu
host uva¾me nejprve pøípad nevodivého prostøedí, tj.

~

j =

~

0. Platí

~� = ~"(!) = 1 + ~�(!); ~�(!) = ~�(z)j

R

: (6.1)

(1) Pøedpokládali jsme, ¾e odezvová funk
e �(�) je absolutnì integrabilní na

intervalu [0;1) a zaruèili tak konvergen
i a holomorfnost jejího jednostran-

ného Lapla
eova obrazu v horní polorovinì C

h

komplexní roviny. Zaveïme

dal¹í pøedpoklady na funk
i �(�), které budou z fyzikálního hlediska 
elkem

pøirozené:

(2) Absolutní integrabilita deriva
e funk
e �(�) na intervalu [0;1), která za-

jistí v horní polorovinì holomorfnost Lapla
eova obrazu

L

 

d�

d�

!

= �iz L(�) = �iz~�(z) : (6.2)
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KAPITOLA 6. KRAMERSOVY{KRONIGOVY RELACE

Tento pøedpoklad dále zaruèí 
hod funk
e ~�(z) pro z ! 1 k nule úmìrnì

alespoò z

�1

, tj.

lim

z!1

z~�(z) = 0 : (6.3)

Skuteènì, polo¾me

z = R e

i'

; ' 2 [0; �℄; R!1:

Pak

�

�

�

�

�

�

z

1

Z

0

�(�) e

iz�

d�

�

�

�

�

�

�

�

1

Z

0

Rj�(�)j e

�R� sin'

d� �! 0

pro R!1, nebo» sin' > 0 pro ' 2 (0; �). Dále de�nujeme funk
i

F(z) =

~"(z)� 1

z � !

=

~�(z)

z � !

; ! 2 R: (6.4)

Vlastnosti této funk
e pøedstavují postaèují
í podmínky pro následují
í dùkaz

Kramersový
h { Kronigový
h vztahù mezi relálnou a imaginární èástí kom-

plexní relativní permitivity:

� Je holomorfní v C

h

s výjimkou jednodu
hého pólu z = ! na reálné ose.

� Pro z !1 jde k nule úmìrnì alespoò jzj

�2

.

Zvolme integraèní køivku C v C

h

podle obrázku 5.1, slo¾enou ze dvou úseèek

U

1

: z(x) = x; x 2 (�1; ! � %℄; U

2

: z(x) = x; x 2 [! + %;1)

a dvou pùlkru¾ni


K

%

: z = ! + % e

it

; t 2 [�; 0℄; K

R

: z = R e

it

; t 2 [0; �℄:
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6.1. KRAMERSOVY { KRONIGOVY RELACE PRO DIELEKTRICKOU

PERMITIVITU

y

x

�R

R

!

! � % ! + %

Obr. 6.1 Integraèní køivka pro Kramersovy-Kronigovy rela
e

Podle Cau
hyovy vìty je

Z

C

F(z) dz = 0

pro libovolnì zvolené polomìry 0 < % < R � j!j. Odtud

!�%

Z

�R

~"(x)� 1

x� !

dx +

R

Z

!+%

~"(x)� 1

x� !

dx+

+i%

0

Z

�

~"(! + % e

it

)� 1

% e

it

e

it

dt+ iR

�

Z

0

~"(R e

it

)� 1

Re

it

� !

e

it

dt = 0

V¹e
hny integrály existují i v limitì pro % ! 0, R ! 1. První dva integrály

v této limitì dávají integrál v mezí
h (�1;1) ve smyslu hlavní hodnoty,

poslední integrál je roven nule díky poklesu integrandu alespoò s druhou mo
-

ninou R, integrál po pùlkru¾ni
i K

%

je v limitì pro %! 0 roven �i� (~"(!)�1).

Rozdìlením na reálnou a imaginární èást dostáváme výsledné vztahy
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"

1

(!)� 1 =

1

�

P

1

Z

�1

"

2

(x)

x� !

dx; "

2

(!) = �

1

�

P

1

Z

�1

"

1

(x)� 1

x� !

dx: (6.5)

Dal¹í vlastnosti funk
e ~�(z) = ~"(z)� 1:

(1) Odezvová funk
e �(�) je reálná. Odtud

~�

�

(z) =

1

Z

0

�(�) e

�iz

�

�

dt = ~�(�z

�

):

Pro z = ! 2 R je

~�

�

(!) = ~�(�!)) �

1

(!) = �

1

(�!); �

2

(!) = ��

2

(�!): (6.6)

Reálná èást kompexní polarizovatelnosti je tedy sudou funk
í promìnné !,

zatím
o imaginární èást je funk
í li
hou. Integrály (6.5) pøedstavují
í Kramer-

sovy { Kronigovy rela
e lze tedy pøepsat takto:

"

1

(!)� 1 =

2

�

P

1

Z

0

x "

2

(x)

x

2

� !

2

dx; "

2

(!) = �

2!

�

P

1

Z

0

"

1

(x)� 1

x

2

� !

2

dx: (6.7)

(2) Chování funk
e ~�(z) na imaginární ose:

~�

�

(iy) = ~�(iy)) �

2

(iy) = 0:

Pro pøípad vodivého prostøedí jsou úvahy vedou
í k odpovídají
ím Kramerso-

vým { Kronigovým rela
ím obdobné, pra
uje se s funk
í

�(z) =

~�(z)� 1

z � !

; ~�(z) = ~"(z) + iz

�1

~�(z):

Pøedpokládáme-li absolutní integrabilitu odezvové funk
e �(�) a její deriva
e

na intervalu [0;1), mù¾eme ukázat 
hod integrálu

i

z

1

Z

0

�(�) e

iz�

d�
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6.1. KRAMERSOVY { KRONIGOVY RELACE PRO DIELEKTRICKOU

PERMITIVITU

k nule úmìrnì alespoò jzj

�2

. Na funk
i �(z) pak aplikujeme opìt Cau
hyovu

vìtu. Pou¾ijeme v¹ak køivku, která se od køivky C, pro nevodivé prostøedí li¹í

tím, ¾e naví


"

ob
hází\ singulární bod 0 po pùlkru¾ni
i

K

0

%

: z = % e

it

; t 2 [�; 0℄:

y

x

�R

R

!

! � % ! + %

0

�%

%

K

0

%

Obr. 6.2 Integraèní køivka pro Kramersovy-Kronigovy rela
e

Je tedy tøeba je¹tì vypoèítat integrál

lim

%!0

Z

K

0

%

�(z) dz:

Platí

�(z) =

~"(z)

z � !

+

i~�(z)

z(z � !)

=

1

z

z~"(z) + i~�(z)

z � !

=

1

z

h(z):

Funk
e h(z) je holomorfní v jistém okolí bodu z = 0 a lze ji proto rozvinout

ve (stejnomìrnì a absolutnì konvergentní) Taylorovu øadu. Pak
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Z

K

0

%

�(z) dz =

0

B

�

Z

K

0

%

b

0

z

�1

dz +

1

X

n=1

Z

K

0

%

b

n

z

n�1

dz

1

C

A

=

=

0

Z

�

b

0

% e

it

i% e

it

dt +

1

X

n=1

0

Z

�

b

n

%

n�1

e

i(n�1)t

i e

it

dt = �i�b

0

+

1

X

n=1

b

n

%

n

"

e

int

in

#

0

�

:

Výrazy za sumou jsou v limitì %! 0 nulové, a proto

Z

K

0

%

�(z) dz = �i�b

0

= i� h(0) =

�~�(0)

!

:

Odpovídají
í Kramersovy{Kronigovy rela
e mají tvar

�

1

(!)� 1 =

1

�

P

1

Z

�1

�

2

(x)

x� !

dx; �

2

(!) =

~�(0)

!

�

1

�

P

1

Z

�1

�

1

(x)� 1

x� !

dx: (6.8)

(Hodnota ~�(0) je reálná (stati
ká relativní vodivost)).

6.2 Kramersovy{Kronigovy rela
e pro deriva
e

Pro potøebu vyhodno
ení experimentù modulaèní spektroskopie si v¹imnìme

je¹tì Kramersový
h { Kronigový
h rela
í pro deriva
e reálné a imaginární èásti

restrik
e Lapla
eova obrazu odezvové funk
e ~�(z) = ~"(z)�1. Uká¾eme, ¾e platí

disperzní rela
e ve tvaru

�"

1

(!)

�!

=

2!

�

P

1

Z

0

�"

2

(x)

�x

�

dx

x

2

� !

2

(6.9)

�"

2

(!)

�!

= �

2

�

P

1

Z

0

�"

1

(x)

�x

�

x dx

x

2

� !

2

Pro holomorfní funk
i F (z) = u(x; y) + i v(x; y) platí (viz odst. 3.1)

F

0

(z) =

�u(x; y)

�x

+ i

�v(x; y)

�x

=

�y(x; y)

�y

� i

�u(x; y)

�y

:
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Vyu¾itím první èásti tohoto vztahu pro funk
i ~�(z) = ~"(z)� 1 a pøi oznaèení

! = Re z dostáváme (pro libovolné z = ! + i y)

~�

0

(z) =

�"

1

(!)

�!

+ i

�"

2

(!)

�!

Z holomorfnosti funk
e ~�(z), zaruèené po¾adavkem její absolutní integrabi-

lity, vyplývá jednak holomorfnost její deriva
e ~�

0

(z), jednak platnost vztahu

analogi
kého (6.3), tj.

lim

z!1

z~�

0

(z) = 0 :

Pøi restrik
i na reálnou osu (Im z = y = 0) tedy budou pro funk
e �"

1

(!)=�! a

�"

2

(!)=�! platit Kramersovy { Kronigovy vztahy analogi
ké (6.5). Vezmeme-li

v úvahu vlastnosti funk
e ~�

0

(z) vyplývají
í z (6.6)

�

0

1

(!) = ��

0

1

(�!); �

0

2

(!) = �

0

2

(�!) ;

kde �

0

1

(!) a �

0

2

(!) jsou deriva
e reálné a imaginární èásti odezvové funk
e ~�(z)

po restrik
i na reálnou osu, dostáváme nakone


�"

1

(!)

�!

=

1

�

1

Z

�1

�"

2

(x)=�x

x� !

dx =

2!

�

1

Z

0

�"

2

(x)=�x

x

2

� !

2

dx; (6.10)

�"

2

(!)

�!

= �

1

�

1

Z

�1

�"

1

(x)=�x

x� !

dx = �

2

�

1

Z

0

x�"

1

(x)=�x

x

2

� !

2

dx:

6.3 Kramersovy{Kronigovy rela
e pro koe�
ient odra-

zivosti

Koe�
ient odrazivosti je dán vztahem (1.5)

~r(!) = %(!) e

i�(!)

=�

~n(!)�1

~n(!)+1

=�

q

~"(!)�1

q

~"(!)+1

=�

q

1+~�(!)�1

q

1+~�(!)+1

a stejnì jako komplexní index lomu je komplexní funk
í reálné promìnné !

de�novanou pomo
í restrik
e odezvové funk
e ~� na reálnou osu. (Pro pøípad
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kovù by
hom nahradili ~"(!) funk
í ~�(!).) Zabývejme se otázkou, zda pro mo-

dul a argument koe�
ientu odrazivosti platí Kramersovy { Kronigovy rela
e

ve tvaru (1.4), bì¾nì pou¾ívaném pøi zpra
ování experimentální
h dat pøi stu-

diu opti
ký
h vlastností pevný
h látek. Pøipomeòme, ¾e pro funk
i ~"(!) resp.

~�(!) jsme odpovídají
í rela
e (6.5) resp. (6.8) odvodili integra
í funk
e F(z)

de�nované vztahem (6.4) po køiv
e na obr. 6.1 resp. 6.2 za pøedpokladu, ¾e

F splòovala jednodu
hé postaèují
í(!) podmínky: holomorfnost v C

h

s výjim-

kou bodu x = ! > 0 (popøípadì i bodu x = 0) a dostateènì ry
hlý pokles pro

jzj ! 1 (úmìrnì alespoò jzj

�2

). Pro ka¾dou funk
i, která bude tyto podmínky

splòovat, budou Kramersovy { Kronigovy rela
e platit a jeji
h dùkaz mù¾e být

veden stejným zpùsobem jako pro funk
i ~"(!). Tyto podmínky nyní provìøíme

pro koe�
ient odrazivosti ~r(!). Roz¹íøením do komplexní roviny, tj. zámìnou

! ! z, dostáváme funk
i

~r(z) = �

q

~"(z)� 1

q

~"(z) + 1

= �

q

1 + ~�(z)� 1

q

1 + ~�(z) + 1

:

Vzhledem k vlastnostem funk
e ~"(z) (viz text za vztahem (6.4))

� holomorfnost v horní polorovinì (eventuelnì u ~�(z) s výjimkou pólu z = 0

pro kovy),

� pokles ~"(z)�1 k nulové hodnotì pøinejmen¹ím úmìrnì R

�1

pro z = R e

i'

,

R!1,

� platnost vztahu ~"(�z

�

) = ~"

�

(z)),

má funk
e ~r(z) následují
í vlastnosti (úvahy pro kovy jsou z
ela obdobné, ~"(z)

se nahradí ~�(z)):

1. Je holomorfní v horní polorovinì, pokud v ní nele¾í nulové body komplexní

relativní permitivity ~"(z), tj.

~"(z) = 0 (body vìtvení odmo
niny):

2. Platí pro ni ~r

�

(z) = ~r(�z

�

). Skuteènì,

~r(�z

�

) = �

q

~"(�z

�

)� 1

q

~"(�z

�

) + 1

= �

q

~"

�

(z)� 1

q

~"

�

(z) + 1

= ~r

�

(z):
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3. Pro z = R e

i'

a R!1 platí

~r(z) = �

q

~"(R e

i'

)� 1

q

~"(Re

i'

) + 1

= �

q

~�(R e

i'

) + 1� 1

q

~�(R e

i'

) + 1 + 1

�

�

p

KR

�1

+ 1� 1

p

KR

�1

+ 1 + 1

=

p

K +R�

p

R

p

K +R +

p

R

=

K

R

1

�

q

1 +

K

R

+ 1

�

2

�

1

R

;

~r(z)

z � x

�

1

R

2

)

Z

K

r(z)

z � x

dz �

1

R

:

Mo¾nost dokázat platnost Kramersový
h { Kronigový
h rela
í pro koe�
ient

odrazivosti stejným zpùsobem jako pro ~"(!) mohou tedy naru¹it nulové body

komplexní relativní permitivity, které pøedstavují body vìtvìní odmo
niny

q

~"(z). K tomuto problému se je¹tì vrátíme v kap. 8.

Pokud je tedy funk
e ~"(z)� 1 Lapla
eovým obrazem odezvové funk
e �(t)

ze vztahù (5.5) a ~"(z) naví
 nemá v C

h

nulové body, platí Kramersovy {

Kronigovy rela
e také pro reálnou a imaginární èást koe�
ientu odrazivosti.

Svazují tedy funk
e

Re ~r(!) = %(!) 
os �(!) a Im ~r(!) = %(!) sin �(!):

Tyto vztahy nejsou, bohu¾el, pro zpra
ování opti
ký
h spekter vhodné. Expe-

rimentálnì pøímo dostupnou velièinou je toti¾ odrazivost R(!) =

q

%(!). Je

tedy tøeba získat odpovídají
í integrální rela
e mezi modulem %(!) a fází �(!)

koe�
ientu odrazivosti. De�nujme funk
i

~

h(z) = ln ~r(z) = ln

0

�

�

q

~"(z)� 1

q

~"(z) + 1

1

A

= ln %(z) + i�(z):

Vidíme, ¾e funk
e

F(z) =

~

h(z)

z � x

poru¹í vlastnosti po¾adované pøi jednodu
hém dùkazu Kramersový
h { Kro-

nigový
h rela
í pro ~"(z) = 1 (body vìtvení logaritmu). Kromì toho se pro
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KAPITOLA 6. KRAMERSOVY{KRONIGOVY RELACE

z = R exp (i'), R ! 1, 
hová úmìrnì (R

�1

lnR) a nevyhovuje tedy po¾a-

davku dostateènì ry
hlého poklesu k nule pro R ! 1. Nelze proto zajistit

vymizení jejího integrálu po pùlkru¾ni
i s polomìrem R!1 na obr. 6.1 resp.

6.2.

Zdá se, ¾e jsme narazili na problém. Vzhledem k tomu, ¾e jsme zatím provì-

øovali jen jisté postaèují
í, a tedy mo¾ná zbyteènì silné, podmínky pro platnost

Kramersový
h { Kronigový
h rela
í, nemusí být vì
 je¹tì ztra
ena. Obe
nìj¹í

problém je v¹ak pomìrnì slo¾itý, a tak se k nìmu vrátíme a¾ v kap. 8. Prozatím

pøipus»me, ¾e Kramersovy { Kronigovy rela
e pro %(!) a �(!) platí a od jeji
h

tvaru

ln %(!) =

1

�

P

1

Z

�1

�(x)

x� !

dx �(!) = �

1

�

P

1

Z

�1

ln %(x)

x� !

dx

pøejdìme k vyjádøení integrálù v mezí
h 0 a¾ 1. Tato mo¾nost je zaruèena

vlastností

~

h(�z

�

) =

~

h

�

(z).

ln %(!) =

2

�

P

1

Z

0

�(x)

x

2

� !

2

dx �(!) = �

2

�

P

1

Z

0

ln %(x)

x

2

� !

2

dx

V¹imnìme si nyní problému hlavní hodnoty. Pøiètìme k �(!) integrál

2!

�

P

1

Z

0

ln %(!)

x

2

� !

2

dx =

2! ln %(!)

�

lim

Æ!0

1

Z

Æ

dx

x

2

� !

2

=

2! ln %(!)

�

lim

Æ!0

1

2!

�

ln

�

�

�

�

x� !

x+ !

�

�

�

�

�

1

Æ

= 0 :

Dostáváme

�(!) = �

2!

�

P

1

Z

0

ln (%(x)=%(!))

x

2

� !

2

dx (6.11)

Integrand má v bodì z = ! nejvý¹e odstranitelnou singularitu, nebo» existuje

koneèná limita
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6.4. KRAMERSOVY{KRONIGOVY RELACE PRO INDEX LOMU

lim

z!!

ln (%(x)=%(!))

x

2

� !

2

= !

�1

%

0

(!)

2%(!)

Vyjdeme-li tedy pøi výpoètu fáze ze vztahu (6.11), výpoètu hlavní hodnoty

integrálu se vyhneme.

6.4 Kramersovy{Kronigovy rela
e pro index lomu

Pro reálnou a imaginární èást komplexního indexu lomu ~n(!) = n(!) + ik(!)

se bì¾nì pou¾ívají Kramersovy { Kronigovy rela
eve tvaru (1.8), tj.

n(!)� 1 =

2

�

P

1

Z

0

x k(x)

x

2

� !

2

dx ; k(!) = �

2!

�

P

1

Z

0

n(x)

x

2

� !

2

dx : (6.12)

Za pøedpokladu, ¾e pro n

1

(!) � 1 a n

2

(!) platí vztahy (6.5) stejnì jako pro

funk
e "

1

(!)� 1 a "

2

(!), získáme (1.8) jednodu¹e, nebo» funk
e

~n(z)� 1 =

q

~"(z)� 1 =

q

~�(z) + 1� 1

vyhovuje stejné vlastnosti symetrie jako ~�(z), platí tedy pro ni (6.6). Aby
hom

rozhodli o mo¾nosti dokázat (6.5) pro funk
i ~n(z)� 1 stejným postupem jako

pro ~"(z), musíme se zabývat stejnými otázkami jako v odst. 6.3: Jsou splnìny

postaèují
í podmínky pro funk
i

F (z) =

~n(z)� 1

z � !

?

Oddìlenì je tøeba øe¹it øe¹it problém nulový
h bodù funk
e ~"(z) (bodù

vìtvení její odmo
niny), v¾dy pro konkrétní mikroskopi
ký fyzikální model,

umo¾òují
í získat funk
i ~"(z). Jedním z fyzikální
h systémù, o nìm¾ je expe-

rimentálnì zji¹tìno, ¾e reálná i imaginární èást funk
e ~"(z) mohou nabývat

nulové hodnoty souèasnì a dávat tak vznik bodu vìtvení odmo
niny z této

funk
e, jsou volné elektrony v kovu. Otáz
e se budeme podrobnìji vìnovat

v kap. 8. Pro tuto 
hvíli uva¾ujme o takovém fyzikálním systému, pro který

funk
e ~"(z) v C

h

nulové body nemá. Zbývá tedy provìøit pouze 
hování funk
e

F(z) pro z = R exp (i'), R!1. Platí

lim

R!1

jz [~n(z)� 1℄j = lim

R!1

R j

q

~�(Re

i'

) + 1� 1j =
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= lim

R!1

R

j~�(R e

i'

)j

j

q

~�(Re

i'

) + 1 + 1j

:

Vzhledem k vlastnostem funk
e ~�(z) je

lim

R!1

Rj~�(Re

i'

)j = 0; a funk
e

1

j

q

~�(Re

i'

) + 1 + 1j

�

1

q

1

R

+ 1 + 1

je pro R!1 omezená. Proto platí

lim

R!1

jz [~n(z)� 1℄j = 0 pro z = R e

i'

:

Vidíme, ¾e pokud funk
e ~�(z) = ~"(z) � 1 splòuje postaèují
í podmínky, na

základì ni
h¾ jsme provedli dùkaz Kramersový
h { Kronigový
h rela
í pro její

reálnou a imaginární èást, a pokud souèasnì funk
e ~"(z) nemá v horní poloro-

vinì komplexní roviny nulové body, splòuje funk
e ~n(z)� 1 tyté¾ podmínky a

platí pro ni tedy Kramersovy { Kronigovy rela
e ve formálnì stejném tvaru,

tj. (1.8).

6.5 Extrapola
e experimentální
h dat

Pøi pou¾ití Kramersový
h{Kronigový
h rela
í pro zpra
ování experimentu se

objevuje problém extrapola
e experimentální
h dat: Pøedpokládejme, ¾e mìøe-

nou velièinou je odrazivost R(x) v urèitém spektrálním rozsahu. V tomto roz-

sahu tedy máme k dispozi
i modul koe�
ientu odrazivosti %(x) =

q

R(x). Pro

fázi koe�
ientu odrazivosti platí vztah (6.11), viz té¾ (1.4). Aby bylo mo¾no fázi

vypoèítat pøesnì, je nutno znát %(x) v intervalu promìnné x 2 [0;1). Expe-

riment poskytuje pouze inteval [!

1

; !

2

℄, urèený spektrálním rozsahem mìøení.

Jednou z mo¾ností, jak získat %(x) v ¹ir¹ím rozsahu, je extrapola
e experi-

mentální
h dat. Následují
í ukázka obsahuje pøíklad vyhodno
ení experimen-

tální
h dat získaný
h mìøením odrazivosti germania modulované støídavým

jednoosým pnutím v rozsahu energií �hx = E v intervalu 1; 8 eV a¾ 4; 1) eV .
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6.5. EXTRAPOLACE EXPERIMENTÁLNÍCH DAT

Pro extrapola
i k ni¾¹ím frekven
ím bylo pou¾ito logaritmi
ké deriva
e køivky

experimentálnì zji¹tìné odrazivosti, pro extrapola
i k frekven
ím vy¹¹ím jed-

nak experimentálnì zji¹tìné odrazivosti modulované støídavou zmìnou teploty

(termore
exní spektrum), jednak opìt logaritmi
ké deriva
e odrazivosti. Srov-

nání obou typù extrapola
e pøi vyhodno
ení slo¾ek piezoopti
kého tenzoru

germania ve sledované oblastí energií od 1; 8 eV a¾ 4; 1 eV je na následují
í
h

obráz
í
h.

Obr. 6.3-a Extrapola
e experimentální
h dat

Obr. 6.3-b Extrapola
e experimentální
h dat

Velmi vtipná mo¾nost, jak zjistit prùbìh funk
í %(x) a �(x) se nabízí, jsou-

li k dispozi
i závislosti %(x) resp. �(x) v intervale
h [!

1

; !

2

℄, resp. [!

0

1

; !

0

2

℄ s

neprázdným prùnikem ([7℄). Fyzikální podklad pro tento pøedpoklad je násle-

dují
í: Mìøení odrazivosti dává %(x) napøíklad v pomìrnì ¹irokém intervalu

[0; !

0

℄. V úzkém intervalu [0; !

g

℄, kde !

g

odpovídá absorpèní hranì vzorku, je

k dispozi
i informa
e o fázi: �(x) = 0.

Vzniká otázka, zda tyto informa
e opravdu postaèí k rekonstruk
i spekter

%(!) a �(!) v ¹ir¹ím frekvenèním rozsahu. Odpovìï je díky platnosti vìty o jed-

noznaènosti kladná za pøedpokladu, ¾e údaje %(x) a �(x) na intervalu [!

1

; !

2

℄

jsou z hlediska Kramersový
h { Kronigový
h vztahù kompatibilní (neporu¹ují

je). Oznaème 	(x) = ln %(x). Pak

�(!) = �

!

2�

1

Z

0

1

x

2

� !

2

	(x) dx (6.13)

Dále oznaème

	(x) = 	

1

(x) + 	

2

(x) �(x) = �

1

(x) + �

2

(x)

kde 	

1

(x) = 	(x) na intervalu [0; !

0

℄, �

1

(x) je odpovídají
í pøíspìvek k inte-

grálu (6.12). Vzhledem k tomu, ¾e fáze �(x) je známa v intervalu [0; !

g

℄ (je na

nìm nulová), lze na tomto intervalu urèit �

2

(x) a rozvinout v øadu
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�

2

(x) = �(x)� �

1

(x) =

1

�

1

X

n=0

!

2n+1

1

Z

0

x

�2(n+1)

	

2

(x) dx =

1

X

n=0

a

n

!

2n+1

Koe�
ienty øady lze v prin
ipu pou¾ít pro konstruk
i holomorfního roz¹íøení

funk
e r(x) = %(x) exp i�(x) z intervalu [0; !

g

℄ (ka¾dý bod libovolného inter-

valu v R je hromadným bodem tohoto intervalu v C) do komplexní roviny.

Restrik
í na reálnou osu dostaneme %(x) a �(x) v 
elém spektrálním rozsahu.
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Kapitola 7

Fyzikální aplika
e

V této kapitole uká¾eme, jak se vlastnosti funk
í komplexní promìnné, La-

pla
eova transforma
e nebo Kramersovy { Kronigovy rela
e uplatní pøi stu-

diu konkrétní
h fyzikální
h systémù. Na základì mikroskopi
kého fyzikálního

modelu a platnosti vztahu (5.3), umo¾òují
ího výpoètem odezvy na podnìt

tvaru mono
hromati
ké vlny

~

E =

~

E

0

exp (�i!t) získat pøímo restrik
i Lapla-


eova obrazu odezvové funk
e na reálnou osu, urèíme v jednotlivý
h pøípade
h

funk
i ~�(!). Provìøíme pak její vlastnosti z hlediska platnosti Kramersový
h

{ Kronigový
h rela
í. Kapitola bude vhodnými fyzikálními pøíklady prùbì¾nì

doplòována.

7.1 Klasi
ký mikroskopi
ký model

Pomo
í klasi
kého mikroskopi
kého modelu vypoèteme dipólový moment ob-

jemové jednotky opti
kého prostøedí, komplexní relativní permitivitu a odpo-

vídají
í odezvovou funk
i �(t).

Uva¾me jednodu
hý klasi
ký model me
hani
kého os
ilátoru s tlumením

pohybují
ího se pod vlivem periodi
ky promìnné vynu
ují
í síly. Vypoèteme

dipólový moment

~

P objemové jednotky prostøedí obsahují
í N takový
h os
i-

látorù, z ni
h¾ ka¾dý má náboj e.

m

�

~x +m�

_

~x +m!

2

0

~x = e

~

E

0

e

�i!t

Øe¹ením této jednodu
hé rovni
e získáme èasovou závislost ~x(t) nutnou pro

výpoèet

~

P (t).
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~

P (t) = eN~x = �

e

2

N

~

E

0

e

�i!t

m [(!

2

� !

2

0

) + i�!℄

: (7.1)

(Pro výpoèet

~

P (t) bylo ve vztahu (7.1) pou¾ito partikulární øe¹ení pohybové

rovni
e pøedstavují
í netlumené kmity s vynu
ují
í frekven
í !, které v pod-

statné míøe urèuje 
harakter závislosti x(t) poté, 
o dojde k útlumu vlastní
h

kmitù.) Souèasnì je podle (5.7)

~

P (t) = "

0

~�(!)

~

E

0

e

�i!t

:

Porovnáním se vztahem (7.1) dostáváme

~�(!) =

e

2

N

"

0

m

(!

2

0

� !

2

� i�!)

�1

"

1

(!)� 1 =

e

2

N

"

0

m

!

2

0

� !

2

(!

2

0

� !

2

)

2

+ �

2

!

2

"

2

(!) =

e

2

N

"

0

m

�!

(!

2

0

� !

2

)

2

+ �

2

!

2

Funk
e "

1

(!) a "

2

(!) splòují Kramersovy { Kronigovy rela
e, nebo» vyhovují

vlastnostem funk
e F de�nované vztahem (6.4) (viz shrnutí vlastností bezpro-

støednì za (6.4)). U¾itím Bromwi
hova { Melinova vzor
e vypoèteme vzor �(t)

k Lapla
eovu obrazu ~�(z) = ~"(z)� 1.

�(t) =

1

2�

lim

R!1

R

Z

�R

~�(!) e

�i!t

d!

U¾ijeme vìty o reziduí
h. Integrovaná funk
e má tyto vlastnosti:

~�(z) e

�izt

= ~�(!) e

�ixt

e

yt
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7.1. KLASICKÝ MIKROSKOPICKÝ MODEL

Pro z ! 1 jde k nule ry
hleji ne¾ R

�2

, je-li z v dolní polorovinì komplexní

roviny (y = Im z < 0). V dolní polovinì je meromorfní, má v ní dva jednodu
hé

póly




1;2

= �

i�

2

�

 

!

2

0

�

�

2

4

!

1=2

za pøedpokladu !

0

>

�

2

:

Hodnoty reziduí v tì
hto póle
h jsou

rez

1;2

= rez

�

~�(z) e

�izt

�




1;2

= �

e

2

N

"

0

m

e

�i


1;2

t




2

� 


1

:

Zvolme integraèní køivku C slo¾enou z pøímkového úseku [�R;R℄℄ a pùlkru¾ni
e

K

R

se støedem v poèátku a polomìrem R, le¾í
í v dolní polorovinì (viz obr.

7.1).

ss




1




2

y

x

K

R

R

�R

Obr. 7.1 Klasi
ký mikroskopi
ký model
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Pøi dostateènì velkém R tato pùlkru¾ni
e obepíná oba póly. Platí

R

Z

�R

~�(!) e

�i!t

d! +

Z

K

R

~�(z) e

�izt

dz = 2�i(rez

1

+ rez

2

) :

V limitì R ! 1 je integrál po pùlkru¾ni
i K

R

nulový. Pro odezvovou funk
e

�(t) tak dostaneme

�(t) = �

e

2

N

"

0

m

sin t

q

!

2

0

�

�

2

4

q

!

2

0

�

�

2

4

e

�

�t

2

:

7.2 Plazmony

Uva¾ujme o systému volný
h elektronù s objemovou kon
entra
í N

0

v elektri
-

kém poli o intenzitì

~

E. Nejjednodu¹¹ím modelem pohybu tohoto systému jsou

jednorozmìrné netlumené kmity: Oznaème �(x; t) vý
hylku elementu z jeho

rovnová¾né polohy x vlivem pole. Náboj, rozlo¾ený v rovnová¾ném stavu ve

vrstvì dx je úmìrný velièinì N

0

dx. Vlivem pole se rozlo¾í do vrstvy (sx+d�),

odpovídají
í kon
entra
e volný
h elektronù pak bude N . Platí

N

0

dx = N(dx + d�) ) N

:

= N

0

 

1�

d�

dx

!

:

V rovnová¾ném (neutrálním) stavu je hustota 
elkového náboje nulová. Pøed-

pokládejme, ¾e v pøítomnosti pole se nezmìní hustota kladný
h nábojù (ionty

vzniklé oddìlením volný
h elektronù). Vlivem posuvu volný
h elektronù vznikne

nenulová hustota náboje

% = e(N �N

0

) = �eN

0

d�

dx

:

Uva¾ujeme-li pøípad vakua, platí (první Maxwellova rovni
e)

"

0

div

~

E = % )

�E

�x

= �

eN

0

"

0

d�

dx

) E = �

eN

0

"

0

� ;

pøi podmín
e �(E = 0) = 0.

Pohybová rovni
e elementu náboje má tedy tvar

m

�

� +

e

2

N

0

"

0

� = 0 :
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7.2. PLAZMONY

Jejím øe¹ením jsou netlumené kmity s frekven
í

!

p

=

 

e

2

N

0

"

0

m

!

1=2

zvanou plazmová frekven
e. Podmínka pro vznik podélný
h netlumený
h kmitù

vyplývá z Maxwellový
h rovni
. Po¾adavek podélnosti kmitù vede ke vztahu

(viz [8℄)

~

k �

~

E =

~

0)

~

H =

~

0)

i!




~"

`

~

E = 0) ~"

`

= 0 :

Nejjednodu¹¹ím mikroskopi
kým modelem plazmový
h kmitù je model Dru-

deho, popisují
í systém elektronù v poli

~

E =

~

E

0

exp�i!t pohybovou rovni
í

m

_

~v +m�~v = e

~

E

0

e

�i!t

) ~v =

~

A e

��t

+

ie

~

E

0

! + i�

e

�i!t

�!

ie

~

E

0

! + i�

e

�i!t

:

Pøed
hozí výsledný výraz pøedstavuje, obdobnì jako tomu bylo u klasi
kého

mikroskopi
kého modelu v odstav
i 7.1, partikulární øe¹ení pohybové rovni
e

poté, 
o

"

pøevá¾í\ nad øe¹ením odpovídají
í rovni
e homogenní. Pro hustotu

proudu pak dostaneme

~

j = eN

0

~v =

�

~

P

�t

= �i!"

0

~�(!)

~

E ;

~�(!) = �

e

2

N

0

"m

�

1

!(! + i�)

: (7.2)

~"

p

(!) = 1�

e

2

N

0

"

0

m

�

1

!(! + i�)

= 1�

!

2

p

!(! + i�)

:

Jako ~"

p

jsme oznaèili komplexní relativní permitivitu plazmový
h kmitù pro

pøípad vakua. V prostøedí o (stati
ké) relativní permitivitì "

L

dostaneme, ji¾

po roz¹íøení do komplexní roviny zámìnou ! ! z,
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KAPITOLA 7. FYZIKÁLNÍ APLIKACE

~"(z) = "

L

 

1�

(!

0

p

)

2

z(z + i�)

!

; (!

0

p

) =

!

p

p

"

L

:

Koøeny funk
e "(z), tj. body vìtvení funk
e ~n(z) =

q

~"(z) le¾í v dolní poloro-

vinì komplexní roviny, konkrétnì

z

1;2

= �

i�

2

�

s

(!

0

p

)

2

�

�

2

4

:

Chování indexu lomu pro z !1 ji¾ nemusíme pro¹etøovat, díky nepøítomnosti

koøenù funk
e ~"(z) v horní polorovinì. Z obe
nìj¹í
h úvah v odst. 6.4 ji¾ víme,

¾e podmínky pro Kramersovy { Kronigovy rela
e budou splnìny i pro funk
i

~n(z)� 1.
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Kapitola 8

Otevøené problémy

V této kapitole se budeme vìnovat nìkterým problémùm, které nebyly v pøed-


hozím textu uspokojivì, popøípadì dost podrobnì, vyøe¹eny a otázkám, které

v oblasti uvedené problematiky zùstávají dosud nezodpovìzeny. Oèekáváme,

¾e se obsah kapitoly bude mìnit podle toho, jak se postupnì podaøí na jednot-

livé otázky odpovídat a jaké budeme dostávat námìty k zamy¹lení nad dal¹ími

problémy. Tím také zveme v¹e
hny ètenáøe k pøispìní do této diskuse.

8.1 Nutné a postaèují
í podmínky pro Kramersovy {

Kronigovy rela
e

Kramersovy { Kronigovy rela
e pro restrik
i Lapla
eova obrazu ~�(!) odezvové

funk
e �(t) na reálnou osu jsme odvodili v odst. 6.1 integra
í funk
e

F(z) =

F (z)

z � !

=

~"(z)� 1

z � !

;

dané vztahem 6.4, po køiv
e na obr. 6.1. Vyu¾ili jsme pøitom tì
hto vlastností

funk
e F (z) = ~"(z):

� holomorfnost v horní polorovinì komplexní roviny C

h

,

� vlastnost

lim

jzj!1

(jz F (z)j) = 0 :

První z ni
h je podmínkou nutnou a postaèují
í k pou¾ití Cau
hyovy vìty,

druhá podmínkou postaèují
í pro nulovost integrálu z funk
e F(z) po pùl-

kru¾ni
i K

R

v horní polorovinì pro R ! 1. Základními pøedpoklady pro

odezvovou funk
i, z ni
h¾ jsme vy¹li pøi dùkazu vlastností funk
e F(z), byly
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KAPITOLA 8. OTEVØENÉ PROBLÉMY

� absolutní integrabilita odezvové fuk
e �(t) na intervalu (0;1),

� absolutní integrabilita její deriva
e na tomté¾ intervalu.

Tyto pøedpoklady jsme pova¾ovali za

"

rozumné\ z fyzikální
h dùvodù. Mù¾e se

v¹ak stát, ¾e pro konkrétní fyzikální systém nebudou (nebo tøeba jen nìkterý z

ni
h) splnìny. Je tedy tøeba zjistit, nakolik lze vý
hozí po¾adavky na odezvovou

funk
i je¹tì oslabit, aby Kramersovy { Kronigovy rela
e stále platily. V¹imnìme

si této otázky prozatím jen v nìkolika poznámká
h.

Výpoèty vy
házejí
ími z konkrétního mikroskopi
kého modelu fyzikálního

systému jsme s
hopni urèit odezvu na podnìt tvaru rovinné mono
hroma-

ti
ké vlny, napøíklad

~

E =

~

E

0

exp (�i!t), a získat tak komplexní funk
i reálné

promìnné ~�(!). Roz¹íøením do komplexní roviny, tj. zámìnou ! ! z, zís-

káme funk
i ~�(z), kterou by
hom rádi pova¾ovali za Lapla
eùv obraz odezvové

funk
e �(t) pøi odezvì typu (5.5). Ten by mìl splòovat z
ela klíèový fyzikální

po¾adavek { pøíèinnost. Otázka tedy zní:

Jaké jsou nutné a postaèují
í podmínky kladené na funk
i ~�(z), aby pøedstavo-

vala jednostranný Lapla
eùv obraz jisté funk
e �(t)? Jaké vlastnosti pak bude

mít vzor �(t) ?

Jestli¾e se prozatím nevzdáme holomorfnosti funk
e ~�(z), odpovídá na tuto

otázku následují
í vìta (viz [2℄):

Vìta 8.1: Ne
h» funk
e F (z), z = x + iy, je holomorfní v polorovinì C

�

0

=

fz 2 CjIm z > �

0

g. Pak F (z) je jednostranným Lapla
eovým obrazem jistého

vzoru f(t) právì tehdy, kdy¾

sup

y>�

0

1

Z

�1

jF (x+ iy)j

2

dx < +1 : (8.1)

Pro Lapla
eùv vzor pak platí

1

Z

0

jf(t)j

2

e

�2�

0

t

dt < +1 : (8.2)

Ihned vidíme, ¾e pro funk
i F (z) holomorfní v 
elé horní polorovinì (eventuelnì

bez reálné osy), tj. pro �

0

= 0, dostáváme jako dùsledek splnìní po¾adavku

(8.1) kvadrati
kou integrabilitu vzoru f(t). Kvadrati
ká integrabilita je ov¹em

slab¹í vlastností ne¾ integrabilita absolutní. Pøíkladem jsou nevlastní integrály
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8.2. CO S KOØENY KOMPLEXNÍ PERMITIVITY V HORNÍ POLOROVINÌ?

1

Z

0

1

x + a

dx (diverguje) a

1

Z

0

1

(x + a)

2

dx =

1

a

:

Autor prá
e [5℄ nazývá funk
i F (z) vyhovují
í vìtì 8.1 kauzální transforma
í. S

odvoláním na [4℄ se opírá o tvrzení, ¾e kauzální transforma
e splòuje disperzní

(Kramersovy { Kronigovy) rela
e ve tvaru (6.5), ani¾ se zabývá 
hováním

funk
e F (z) pro jzj ! 1. Prá
e [5℄ se zabývá mj. i otázkou disperzní
h rela
í

pro nejzajímavìj¹í pøípad funk
í, které jimi mohou být svázány, toti¾ ln %(!)

a �(!). Pøíle¾itostnì se k této problemati
e vrátíme v podrobnìj¹í diskusi.

8.2 Co s koøeny komplexní permitivity v horní poloro-

vinì?

Pro platnost Kramersový
h { Kronigový
h rela
í pro index lomu jsme prozatím

pøedpokladádali, ¾e komplexní relativní permitivita ~"(z) nemá v C

h

koøeny.

Ty by toti¾ naru¹ily po¾adavek holomorfnosti indexu lomu, nebo» dávají vznik

bodùm vìtvìní funk
e

q

~"(z). Pøedpokládejme tedy nyní, ¾e funk
e F (z) =

~n(z)� 1 má tyto vlastnosti

� je holomorfní v C

h

s výjimkou koøenù funk
e ~"(z)

z

1;2

= �x

0

+ i� ; � > 0 ;

�

j~n(z)� 1j � R

�1

pro jzj = R!1 :

Pro integrál po køiv
e na obr. 8.1 platí

0 =

Z

C

~n(z)� 1

z � !

dz = P

1

Z

�1

~n(x)� 1

x� !

dx� i�[~n(!)� 1℄+

+

�

1� e

�i�

�

0

�

�

Z

0

i

q

~"(x

0

+ iy)� 1

(x

0

� !) + iy

dy +

�

Z

0

i

q

~"(�x

0

+ iy)� 1

(�x

0

� !) + iy

dy

1

A

+

+

Z

K

1

q

~"(z)� 1

z � !

dz +

Z

K

2

q

~"(z)� 1

z � !

dz :
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KAPITOLA 8. OTEVØENÉ PROBLÉMY

Ke Kramersovým { Kronigovým rela
ím tedy pøispívají je¹tì integrály po svis-

lý
h úseèká
h a kru¾ni
í
h K

1

a K

2

o polomìre
h %! 0.

ss

K

2

K

1

x

y

K

R

!

x

0

�x

0

�

Obr. 8.1 Integraèní køivka pro pøípad nulový
h bodù ~"(z) v C

h

Tento odstave
 pozdìji doplníme pøíkladem fyzikálního systému, který má v

horní polorovinì komplexní roviny koøeny komplexní relativní permitivity.

8.3 Pøispìjte k diskusi

?????????????????????????????????????
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