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Kramersovy — Kronigovy relace

Poznamky k prednaskam
v ramci Seminare z kvantové mechaniky
rijen a listopad 2001

Tento text neni ucelenym prehledem problematiky Kramersovych — Kronigovych relaci.
Predstavuje pouze soubor poznadmek, které vznikaly jako piiprava k predndskam. Tolerantni
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Vitany jsou samoziejmé vSechny ndméty ke zavérecné kapitole 8.
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Kapitola 1

O co jde ?

Pti studiu optickych vlastnosti pevnych latek jsou Kramersovy — Kronigovy
relace pouzivany velmi ¢asto. Veliciny, které v nich vystupuji, maji fyzikalni vy-
znam souvisejici s problematikou optické odezvy. Nejcastéji se s nimi setkame
v nékterém z nasledujicich tvari:

1.1 Odrazivost — faze — koeficient odrazivosti

Nejcastéji mérenou veli¢inou pri studiu optickych vlastnosti latek je odrazivost
R. Jeji spektralni zavislost R(w) je v podstaté piimym vysledkem experimentu
a umoznuje snadno ur¢it modul (komplexniho) koeficientu odrazivosti 7

7(w) = o(w) expif(w). (1.1)
Plati
R(w) = ¢*(w) = [F(w)* (1.2)

Fazi 0(w) zfejmé z méfeni odrazivosti ur¢it nelze. P¥i znalosti R pro jednotlivé
hodnoty frekvence skute¢né nikoli. Je-li v8ak k dispozici spektralni zavislost
R(w) v dostatecné velkém rozsahu frekvenci, lze pouzit Kramersovy — Kroni-
govy relace predstavujici integralni vztah mezi spektry R(w) a 6(w),

O(w) = —% / In [R(@)/RW)] . (1.3)

Tento vztah vyplyva z relaci
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dz, lng(w):%/ z9(2)

0

o) = 2 [ Ine@)

T 2 — w?
0

5 dr, w>0.  (14)
2 — w

Na zékladé znalosti pribéhu p(w) a #(w) jiz pak uréime komplexni index lomu
n(w) = n(w) + ik(w), naptiklad p¥i kolmém dopadu, velmi jednoduse

n(w) + ik(w) — 1
n(w) + ik(w) +1

F(w) = o(w) expif(w) = (1.5)

a odpovidajici dielektrickou funkei (relativni permitivitu) &(w) = &1 (w)+igz(w)

Ew) = [a(w)]”. (1.6)

1.2 Index lomu <— index absorpce, realna <— imagi-
narni ¢ast dielektrické permitivity

Kramersovy — Kronigovy vztahy (1.4), pouzivané bezprost¥edné pii zpracovani
vysledkt odrazivostnich experimentii, poslouzi pro vypocet redlné a imaginarni
¢asti komplexni relativni dielektrické permitivity £(w). Pro tuto funkei samot-
nou vsak rovnéz plati Kramersovy — Kronigovy relace, a to ve tvaru

2 T zey(x)
61(w)—1:;’P0/x2_w2dx, = P/xQ_WZ (1.7)
Velmi casto se setkame s tymiz vztahy pro komplexni index lomu,
2 T zk(z) 2 T
nw)—1== o Koy =-2p[ L (18)

x2 — (2
0

1.3 Otazky, které je tieba si polozit

Nechceme-li se vztahy (1.3-1.4) nebo (1.7-1.8) pracovat pouze formalné, méli
bychom si polozit celou radu otazek:




1.3. OTAZKY, KTERE JE TREBA SI POLOZIT

Dielektricka permitivita a index lomu jsou typické materialové charakte-
ristiky. Jak mohou byt komplexni?

Odkud vyplyva zavislost materidlovych charakteristik na frekvenci?

Co se rozumi ,dostatecné velkym rozsahem frekvenci“, v némz je tieba
znat spektrum R(w), abychom mohli pouZit vztaht pro vypocet faze 0(w)?
Meze integralu jsou piece 0 a oc.

Jak to, ze veliiny p(w) a O(w), resp. n(w) a k(w), resp. €1(w) a e9(w)
nejsou nezavislé, ale souviseji spolu prostiednictvim uvedenych integral-
nich vztaht?

Jaké podminky maji byt splnény, aby integraly mohly byt pocitany ,,oby-
¢ejné”, bez zdiraznéni hlavni hodnoty 7

Vztahy (1.4), (1.7) a (1.8), které jsme nazvali Kramersovymi — Kronigo-
vymi relacemi, maji pro komplexni veli¢iny In7(w), n(w) a £(w) shodny
tvar. Na druhé strané jsou tyto veli¢iny vazany (z fyzikdlnich divodi)
vztahy (1.5-1.6). Neni v tom rozpor?




KAPITOLA 1. O CO JDE ?




Kapitola 2

Opticka odezva

Odezvu latky na elektrické pole o intenzité E (7, ) (podnét) lze charakterizovat
pomoci elektrické indukce E(F, t), nebo pomoci polarizace ﬁ(F, t). Optickou
odezvu lze popsat riiznymi typy linedrniho vztahu mezi podnétem a odezvou,
zprostiedkovaného odezvovou funkei.

2.1 Lokalni synchronni vztah

Lokalnost a synchronnost odezvového vztahu znamena, ze hodnota odezvy v
daném okamziku a daném bodé prostoru je dana vyhradné hodnotami podnétu
a odezvové funkce v tomtéz okamziku a v tomtéz bodé prostoru.

D(7,1) = eo(1 + a7 1) E(7, 1), P(7t) = eoa(F, 1) E(7, 1),  (2.1)
D(Ft) = so(1 4+ a(t)E(F,t),  P(7t) = soa(t) E(7, 1), (2.2)

pficemz vztah (2.1) plati pro nehomogenni a (2.2) pro homogenni prostiedi.
Velic¢iny ey, v a € = 1 4+ « predstavuji polarizovatelnost, relativni polarizova-
telnost (relativni dielektrickou susceptibilitu) a relativni dielektrickou permi-
tivitu.

2.2 Lokalni nesynchronni vztah
V tomto pripadé zavisi hodnota odezvy v daném okamziku a daném bodé pro-

storu na hodnotach podnétu a odezvové funkce ve vsech okamzicich minulych,
avsak v tomtéz bodé prostoru.



KAPITOLA 2. OPTICKA ODEZVA

D7, 1) = o B(7,1) + 20 / a(F, ¢ — Y B(7, 1) dt’ = (2.3)

t 00
B 1) =< / a7 t—t)B(7, 1) dt' =<, / o7 1) E(Ft—7)dr,  (2.4)
oo 0
t
D(7,) = 2o B(7, 1) + 20 / a(t — Y BF 1) dt’ = (2.5)

— 2o B(7,1) + 20 / a(r)B(7,t — 1) dr,
0

B(F, 1) = & / alt — Y BF 1) dt' = = / a(r)B(7,t — 1) dr. (2.6)

Prvni dvojice vztahi, tj. (2.3) a (2.4), plati pro nehomogenni prostiedi a druh4,
tj. (2.5) a (2.6), pro prostiedi homogenni. O lokalnich vztazich se také hovori
jako o situaci bez prostorové disperze. Integrace pres minulost okamziku ¢
vyjadiuje pri¢innost odezvového vztahu. Odezvovou funkei je polarizovatelnost
eoa(7,t — '), resp. g9 a(t —t'), pFipadné relativni polarizovatelnost «(7,t —t'),
resp. a(t — t'). Dielektrickou permitivitu tyto vztahy nedefinuji.

2.3 Nelokalni nesynchronni vztah

v/

Nasledujici vztahy predstavuji nejobecnéjsi situaci, kdy hodnota odezvy v da-
ném okamziku a daném bodé prostoru zavisi na hodnotach podnétu a odezvové
funkce ve v8ech minulych okamzicich (pfi¢innost) a ve v8ech bodech prostoru.

D(7,1) =20 B(7, ) +¢0 / o, P—F t— ) B(#, 1) dt’ &7, (2.7)
K
B, 1) =¢0 / o, =7, t—t)B(F, ') dt’ &, (2.8)
K
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2.3. NELOKALNI NESYNCHRONNI VZTAH

D7, 1) =20 B(7, 1)+ 20 / (=7 t—t) B, 1) dt’ &, (2.9)
K
B(Ft) = 50/04(77—?’,15—15’)5(7?',15’) dt’ a7, (2.10)
K

opét pro nehomogenni resp. homogenni prostiedi. Integra¢nim oborem /C ¢tyt-
nasobného integralu je casoprostorovy kuzel odpovidajici minulosti udalosti
(7, t). Volba integracniho oboru respektuje pfi¢innost odezvového vztahu.

11



KAPITOLA 2. OPTICKA ODEZVA

12



Kapitola 3

Zakladni vlastnosti funkci
komplexni proménné

Abychom odpovédéli na otazky z odstavce 1.3, je t¥eba, abychom si ozivili
nékteré znalosti zakladi teorie funkci komplexni proménné.

3.1 Holomorfni funkce

Zopakujme strucné definice zakladnich pojmi: Funkci komplexni promeénné
F(z) rozumime jakoukoli relaci na mnoziné komplexnich ¢isel C. Funkce se
nazyva jednoznacnd, je-li tato relace zobrazenim. Jednozna¢na funkce ¢(2)
se nazyva jednoznacnou vétvi funkce F(z), jestlize pro kazdé 2z € Dp plati
#(z) € F(z). Dale uvazujme jednozna¢né funkce a7z do odvolani. Jednoznaéna
funkce F'(2) se nazyva holomorfni na oteviené mnoziné D C Dy, existuje-li
pro kazdé z € D jeji derivace, tj. limita

lim —F(w) — F(Z)

w—z w — z

(3.1)

Funkce F'(z) se nazyva requldrnina D, jestlize ke kazdému bodu z € D existuje
oteviené kruhové okoli bodu z tvaru B(z,r) = {w € C|0 < |w — z| < r} tak,
ze v ném plati

F(w)=F(z2) + Y an(w —2)", (3.2)

pricemz fada konverguje absolutné a stejnomérné.

13
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Véta 3.1: Necht D C C je oteviend mnozina. Funkce F(2), kde z = = + iy,
je na D holomorfni pravé tehdy, jsou-li funkce u(z,y) = Re F(2) a v(z,y) =
Im F(z) na D diferencovatelné a plati Cauchyovy—Riemannovy podminky

ou(z,y) _ ov(z,y) ou(zx,y) _8v(x,y)

ox oy oy ox

. (3.3)

Poznamenejme, ze derivaci F'(z) holomorfni funkce F(2) lze vyjadfit vztahem

_ ou(z,y) L ov(z,y) _ dv(z,y) i ou(x,y) .

F(z) ox ox dy dy

V dal$im budeme oznacovat [' mnozinu po ¢astech hladkych, rektifikovatel-
nych, uzavienych ktivek v C.

Véta 3.2 Cauchyova lokélni: Necht F'(2) je holomorfni na konvexni oteviené
mnoziné D. Necht C € T je po ¢astech hladka, rektifikovatelna, uzaviena kiivka

v D. Pak
/F(z) ~0. (3.4)

\\\y

// LLy S

\\\\ x

Obr. 3.1 Lokalni a globalni Cauchyova véta

14



3.1. HOLOMORFNI FUNKCE

Véta 3.3: Funkce F'(2) je na D holomorfni pravé tehdy, je-li na D regularni.

Pak ma funkce v bodech mnoziny D derivace vSech radi a plati

mm:§%FJ)@hww (3.5)

Diilezitym disledkem jsou Cauchyovy vzorce pro vyjadieni funkénich hodnot
funkce F'(z) a jejich derivaci:

Indc(z) F(2)= 2%” / Z(—wz) dw, (3.6)

n n! F(w
c

1 dw
nde(z) = 5 [
C

predstavuje index bodu z vzhledem ke kiivce C (,kolikrat kiivka C obih& bod
Z“).

Véta 3.4 Cauchyova globalni: Necht F'(z) je holomorfni na oteviené mno-
ziné D. Necht C € I je po ¢astech hladka, rektifikovatelna, uzaviena kiivka
v D. Necht dale Ind¢(ar) = 0 pro vSechny body « nelezici v D (kfivka tyto
body ,neobiha®). Pak plati Cauchyova véta i Cauchyovy vzorce. Necht C; a Co
jsou dvé po ¢astech hladké rektifikovatelné a uzaviené kiivky v D, takové, ze
Ind¢, (o) = Ind¢, (a) pro v8echny body o ¢D. Pak

/F@Mz:/F@Nz (3.7)

K dilezitym vlastnostem holomorfnich funkci patii tzv. véta o jednoznac-
nosti, kterd mj. zarucuje jednoznacnost rozsiteni defini¢niho oboru holomorfni
funkce, pokud takové rozsifeni existuje. Na jejim zakladé je pak napriklad
mozné rozsirit defini¢ni obor funkci z realné osy nebo z intervalu na realné ose
do jisté oblasti komplexni roviny.

Véta 3.5 o jednoznacnosti: Necht F(z) je funkce holomorfni v oblasti D.
Ozna¢me Ny = {z € C|F(z) = 0} mnozinu korend funkce F'(z). Pak nastane
pravé jeden z pripadu:

15
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1. Funkce F'(2) je identicky nulovad na D, tj. Np = D.Tento pfipad nastane
pravé kdyz ma mnozina Np v oblasti D alespon jeden hromadny bod.

2. V8echny body mnoziny Np jsou (vzhledem k mnoziné D) izolované. V
tomto pripadé ke kazdému bodu 2y € D existuje ptirozené ¢islo m a okoli
B(zp,7) takové, ze v ném plati

F(z) = (2 = 20)" G(2),

kde funkce G(z) je holomorfni a G(z) # 0. Cislo m se nazyva rdd korene
20-

Poznamenejme, ze predpoklad o souvislosti mnoziny D je pro dikaz véty o
jednoznacnosti podstatny a nelze jej oslabit.

Necht F(z) je funkce definovana na mnoziné E C C. Rekneme, Ze holomorfni
funkce ®(z) definovand na oblasti D obsahujici mnozinu E je holomorfnim
rozgirenim funkce F'(z) na oblast D, je-li ®(2)|g = F(z). Véta o jednoznac¢nosti
dava pro holomorfni rozsifeni funkci trivialni, avsak dulezity dusledek:

Véta 3.6: Necht ®(2) je holomorfni rozsifeni funkce F(z) z mnoziny E C D
na oblast D. Necht £ ma v D alespon jeden hromadny bod. Pak je funkce
®(z) je urena jednozna¢né.

Piiklad 3.1: Necht F(x) = e, E = R, D = C. Je ziejmé, ze dokonce vSechny
body mnoziny E jsou jejimi hromadnymi body lezicimi v C. Pro F(z) na R
plati

ooxn

F(x) =

nl’
n=0 """

pricemz rada konverguje absolutné a stejnomérné na R. Zaménou z — z do-
staneme radu konvergujici absolutné a stejnomérné v C. Tato rada definuje, a
to jednoznac¢né, holomorfni rozsifeni exponencialni funkce z realné osy do celé
komplexni roviny.

3.2 Meromorfni funkce

Holomorfnost funkeci v oblasti komplexni roviny miize byt narusena takzvanymi
izolovanymi singularitami. Necht F'(z) je holomorfni na mnoziné D\{z,}, kde

16



3.2. MEROMORFNI FUNKCE

D je oteviend mnozina, a necht v bodé zy nema F(z) derivaci. Pak se bod
2o nazyva izolovanou singularitou funkce F'(z) v mnoziné D. Nasledujici véty
klasifikuji izolované singularity:

Véta 3.7 o typech singularit: Necht bod 2z, je izolovanou singularitou funkce
F(z) v oteviené mnoziné D. Pak nastane pravé jeden ze t¥i pfipadi:

1. Funkei F(z) 1ze v bodé zy dodefinovat tak, aby vznikla funkce holomorfni
v D. V tomto pripadé se singularita nazyva odstranitelnou.

2. Existuji komplexni ¢isla ¢y, ..., ¢y, kde ¢, # 0 tak, ze funkce

ma v bodé zp nanejvys odstranitelnou singularitu. V takovém piipadé
existuje prstencové okoli P(zy,r) bodu zq tak, Ze v ném plati

F(z) = (2 = 20)" G(2),

kde funkce G(2) je holomorfni v kruhovém okoli B(zy,r) = P (29, 7)U{20}
a G(z9) # 0. Bod 2y se nazyva pdlem funkce F(z) a ¢islo m jeho radem.

3. Pro libovolné prstencové okoli P(zp,r) bodu 2y je mnozina F(P(z,))
hustd v C. V tomto piipadé je zy podstatnou singulartiou funkce F(z).

Véta 3.8 kritérium klasifikace singularit: Necht z, je izolovanou singu-
laritou funkce F(z) v oteviené mnoziné D. Singularita je odstranitelnd prave
kdyz ma F(z) v bodé zy kone¢nou limitu L. Singularita je pSlem pravé kdyz
ma F(z) v bodé z limitu L = oco. Singularita je podstatna pravé kdyz F(z)
nemad v bodé z, limitu.

Funkce s izolovanymi singularitami lze rovnéz rozvijet v absolutné a stejno-
mérné konvergentni fady, ty vSak budou obsahovat ¢leny (z—2p)™ i pro zaporna
celoc¢iselna n.

Véta 3.9 Laurentova Fada: Necht je funkce F(z) holomorfni v mezikruzi
M ={z € C|r < |z — 2| < R}, kde 0 < r < R. Pak v mezikruzi M' = {z €
C|r' < |z — 2| < R’} pro libovolné 0 < r < r' < R' < R plati

17
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F(z) = Z cn(z — 20)", (3.8)

pricemz fada konverguje absolutné a stejnomérné.

Rada (3.8) se nazyva Laurentovou fadou funkce F(z) se stiedem v bodé
2. Predpoklddejme, ze funkce F(z) ma v bodé z, izolovanou singularitu. V
mezikruzi se sttedem 2y, v némz nelezi zadna dalsi singularita, se na ni vztahuje
piedchozi véta. Necht K : 2z = zy + pe', t € [0,2kn] je kruznice leZici v
tomto mezikruzi, celoc¢iselnd hodnota k je index bodu zy vzhledem ke krivce K.
Pocitejme integral (stejnomérnd konvergence fady zarucuje integraci ¢len po
¢lenu)

0 0 2km
/F(z) dz = / Yo oz —2)"dz= Y ¢y / " el At = 2kric_,
i i n=—00 n=-—o0o 0
nenulovou hodnotu mé pouze integral pro n = —1). Cislo c_; se nazyva
g y

reziduum funkce F'(z) v bodé zq. Je vidét, ze integraly po uzavienych kiivkach
z funkci se singularitami nejsou nulové, jako tomu bylo u holomorfnich funkci,
k jejich nenulovosti prispivaji rezidua.

Necht F'(z) je funkce, kterd méa v oblasti D nejvyse spo¢etné mnoho péli, které
mohou mit hromadné body nanejvys na hranici oblasti D. Takova funkce se
nazyva meromorfni v D.

Véta 3.10 o reziduich: Necht F'(z) je meromorfni v D. Necht C € T je po
¢astech hladka rektifikovatelnd a uzaviena kiivka lezici v D. Ozna¢me M =
{&|Ind¢(€) # 0} mnozinu bodt, obepnutych kfivkou C. Pak plati

/ F(2)dz =271 S Inde(z) rez(F(z1)), (3.9)

2rEM

kde z; jsou pély funkce f(z) lezici v M (téch je pouze kone¢né mnoho, nebot
mnozina M je kompaktni).

18



3.2. MEROMORFNI FUNKCE

L Ly S

/

Obr. 3.2 Véta o reziduich

Véta o reziduich plati i pro mnohoznacné funkce s pély, kde je pri integraci
tfeba dat pozor na body vétveni.

Priklad 3.2:

Cr

o

Obr. 3.3 K piikladu 3.2
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KAPITOLA 3. ZAKLADNI VLASTNOSTI FUNKCI KOMPLEXNf PROMENNE

Uzitim vlastnosti mnohozna¢nych funkci kompexni proménné vypocteme, za
jistych specialnich predpokladii, redlny integral

o0

I:/xO‘R(x)dx,

0

kde a € R neni celé ¢islo a R(z) je obecné racionalni lomena funkce. Rozsifime
integrand do komplexni roviny, tj. provedeme zadménu x — z. Funkce R(z)
bude meromorfni v C, funkce 2 je obecnd mocnina (mnohozna¢nd funkce).
Dale predpokladejme

lim 2™ R(2) =0 a lim 2*"' R(2) = 0.
2—0 2—00

Zvolime integracni kiivku podle obr. 3.3 a uzijeme véty o reziduich. Plati

/R(zo‘)o R(z)dz + ](za)cR R(z)dz+

r

+/z°‘ R(z)dz + /zo‘ R(z)dz = 2i7r§rez (zpR(z)) -

V predchozim vztahu jsou zj singularity funkce R(z) obepnuté integra¢ni kiiv-
kou, (2%)p predstavuje hlavni vétev obecné mocniny 2* a (2%)¢,, jeji prodlouzeni
podél kiivky Cg, tj.

(Za)CR — (Za)() e2i7ro¢.

Odhadneme-li integraly po kiivkach C, a Cr co do absolutni hodnoty a s vyu-
zitim predpokladt o limitach funkce 22+ R(2), zjistime, Ze tyto integraly jdou
k nule pro r — 0 resp. R — oo. Odtud

R
(1 - e2im) lim 2®R(z)dz = 2im Y _rez(zj R(z)),
[

r—0, R—o0
r

j—

e zk: rez (2 R(zy)) .

sin T

Ptrimou praktickou aplikaci tohoto prikladu v oblasti fyziky pevnych latek
predstavuje vypocet dielektrické permitivity polovodice v okoli kritickych bodi
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3.2. MEROMORFNI FUNKCE

sdruzené hustoty elektronovych stavii odpovidajici vodivostnimu a valené¢nimu
pasu. Provedme takovy vypocet pro kriticky bod 3DM, (trojdimenzionalni
minimum). V tomto piipadé je sdruzena hustota stavii v zavislosti na frekvenci

w'=FE'/h

Jon(W') ~ (W —w)? pro W' >w, a Ju(W)=0 pro w <w,.

E, = hw, je energiova Sifka zakazaného pasu. Pro permitivitu plati

o0

! !
¢ — 1 = konst - / Jou ) dw‘ )
/ Ww? — (w+in)?]

kde n > 0 je tzv. rozsifovaci parametr. Po substituci w’ — w, = = dostavame

22 dx

7+ wy) [(wy +2)* = (w+in)’]

£(w +in) = konst - / (
0

Dostévame integral I z ptikladu 3.2 pro hodnotu ov = 1/2. Singularitami funkce
R(z) jsou pdly prvého fadu

2= Wyt wHin, =Wy —w —1n, 23 = —W,.

Po vypoctu rezidui dostaneme (K je konstanta)

B im . .
£ — 1:KW [—2(—%)1/24—(—wg+w+177)1/2—|—(—wg—w—m)w] :

7, odmocnin se berou v tvahu jejich hlavni hodnoty. Pti oznaceni
Wy — W = Wyt w
g _ Y
, Q=

n n

Q=

nakonec dostaneme pro redlnou a imaginarni ¢ast funkce ¢ vztahy

ef& — —M[uﬂ_ 2 % 1/2_ 2 1/2
Rec—1=fa—p || ’”(2<n> @+va+y)

~(@+ \/QTH)W) +2wn <(—Q VR )Y - (-0 + \/527“)1/2” ’
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KAPITOLA 3. ZAKLADNI VLASTNOSTI FUNKCI KOMPLEXNf PROMENNE

s = K@/2)" (@ =) (-4 VIR = (T VO )2 -

((,UQ _ 772)2

1/2
—2(,07’] (2 (%) _ (Q + V02 + 1)1/2 - (§_|_ 52 + 1)1/2 ] )
n

Poznamka: Lze ovérit, ze funkce &1(w) — 1 = Reé(w) — 1 a g2(w) = Imé(w)
spliji relace (1.7).
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Kapitola 4

Laplaceova transformace

Velmi u¢innym prostiedkem pro feseni nékterych tloh pro funkce redlné pro-
ménné je jejich prevedeni do komplexniho oboru pomoci tzv. Laplaceovy trans-
formace. Laplaceova transformace je integralni transformaci definovanou po-
moci integralt v Lebesgueové smyslu. Pro tcely této kapitoly uvadime odpovi-
dajici formulace definic a tvrzeni pro ptipad integrace ve smyslu Riemannové.

4.1 Jednorozmeérna jednostranna Laplaceova transfor-
mace

Necht f(t) je komplexni funkce redlné proménné definovani skoro vSude na
t € (0,00). Pfedpokladejme, Ze nevlastni Riemanntv integral

F(z) = / F(£)e* dt (4.1)

konverguje absolutné alespon pro jedno komplexni ¢islo z. Funkei F(z) defino-
vanou na mnoziné

Dp = {z € C| integral (4.1) konverguje absolutné}

nazyvame Laplaceovym obrazem funkce f(t). Mnozinu K vSech funkei f(t) ma-
jicich shora uvedenou vlastnost nazveme tridou vzori pro Laplaceovu trans-
formaci. Zobrazeni

L: K3 f(t) — L(f)=F(z) = /f(t) é*tdt € L(K) (4.2)
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KAPITOLA 4. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

predstavuje integralni transformaci zvanou jednostrannd Laplaceova transfor-
mace, funkce F(2) se nazyva Laplaceovym obrazem funkce f(t).

Piiklad 4.1: Nasledujici priklad ukazuje dilezitou podmnozinu tiidy vzori:
Necht 5 >0 a (, € R. Funkce f(t) se nazyva exponencidlniho fadu s indexem
rustu (o, jestlize existuje ¢islo M tak, ze plati

|F(H)] < M e pro kazdé t > t,.
Necht je dale f(t) po ¢astech spojitd. Pak

B
/f(t) et dt  existuje pro véechna B > 0.
0

Oznac¢me dale z = x + iy. Necht y > (,. Pak

oo

/ f(t) e dt

0

6izt

|F(2)| =

dt <

§7|f(t)|

< / M o9t dt — M lim l
: B—oo

Kazda po c¢astech spojita funkce exponencialniho rfadu je tedy prvkem tiidy
vzori pro Laplaceovu transformaci.

Véta 4.1: Necht pro f € K integral (4.1) konverguje absolutné v Riemannové
smyslu alespon pro jedno pro ¢islo w € C, t;j.

o0

/|f(t)eiwt| dt < oo

0

Pak existuje pravé jedno ¢islo (y € R takové, 7ze F(z) konverguje absolutné v
poloroviné

M={ze€C|Imz> (p}

a nekonverguje absolutné v jejim doplitku v C. Funkce F'(z) je v poloroviné
M holomorfni.

Dikaz: Existence: Provedeme odhady. Oznaéme z = z + iy, w = & + i(.
Absolutni konvergence integralu (4.1) pro ¢islo w = £ +i¢ vede k odhadu
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4.1. JEDNOROZMERNA JEDNOSTRANNA LAPLACEOVA TRANSFORMACE

/ f(t)evtdt
0

g?o‘f(t) et dif| :70|f(t)| et dt < o0,
0 0

Predpokladejme, ze existuje ¢islo z; = x; +iy;, pro néz integral (4.1) nekover-
guje absolutné. Pak pro vSechna z, pro kterda Im z < y; plati

[lrare|at = [ || ai= [15@lears [ ol ar
o= [locero= [l fiel

Mnozina {Im z | integral (4.1) absolutné konverguje}, je tedy omezena zdola.
Jeji infimum je hledané ¢islo (y. Dale predpokladejme y > (. Pak

/ f(t) e dt
0

gf\f(w "t di| = 70 F@] e dt< 70 Fle%" dt.
0 0 0

Holomorfnost: Holomorfnost funkce F(z) lze dokézat pifimym provérenim Cau-
chyovych — Riemannovych podminek.

&

Dusledek: Funkce f(t) € K, ktera je navic absolutné integrabilni, méa Lapla-
cetiv obraz holomorfni v celé horni poloroviné komplexni roviny.

Z predchoziho je ziejmé, ze existuje jista minimalni hodnota (p, tj. Laplaceiv
obraz existuje pro Im z>(, a neexistuje pro Im z < (.

Véta 4.2 zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace: Necht f;(t) € K

proi € {1,2,...,n} anecht f(t) € K. Ozna¢me F(z) = L(f) Laplacetiv obraz
funkce f(t) a F;(2) = L(f;) Laplaceovy obrazy funkci f;(¢). Pak plati

c (zn; aifi> = 2261 L(f;) = ZlaF (4.3)

L(f(t)e) =Fl(a+2), (4.4)
YD _ it ) (4.5)
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KAPITOLA 4. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Pro funkei f(¢) spojitou na intervalu (0, 00) a majici konecnou limitu f(0,) v
nule zprava plati

L(F(1) = —izL(f) — F(0,), (4.6)
L(F™) = (—iz)"L(f) + éaz)"-j* £(0,). (47)

Pro funkci nespojitou v bodé a € (0,00) a majici v bodé a limity f(a+), plati

L(f') = =iz L(f) = f(01) = [f(as) = fla)] €. (4.8)

Dale je

1z

c (/f(x) dx) __£D) +é/f(x) dz. (4.9)

a

Véta 4.3: Necht F(z) je Laplacetiv obraz funkce f(t). Plati vztah pro inverzni
Laplaceovu transformaci, tzv. Bromwichiv nebo Riemannuv-Melliniv vzorec:

] 1 a+iyo
f(t)Zﬁpf F(z)e™ ™ dz = lim o / Fla+igo)e® e dz,  (4.10)
—aTlyo

kde integracnim oborem P je libovolna pfimka o rovnici z = x+iy, x €
R, rovnobézna s redlnou osou a lezici v oblasti holomorfnosti funkce F(z).
Problémem je, jak poznat, zda dana funkce F(z) je obrazem néjakého vzoru
f(t) € K. Formulujeme pouze nutné podminky:

Véta 4.4: Necht F(z) je Laplaceovym obrazem jistého vzoru z K. Pak plati:
(a) Existuje redlné ¢islo (p tak, ze F(z) je holomorfni v poloroviné Im z > (.

(b) Pro kazdé ¢ > ¢y plati

limz%oo,Imz>CF(z) = 0.
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4.2. JEDNOROZMERNA DVOUSTRANNA LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Nutnou podminkou pro to, aby existovala kone¢na limita f(0,) je existence
konec¢né limity
hmz—)oo,lmz>k\z\,0<k<1(ZF(Z))-

Véta 4.5: Racionélni lomend funkce F'(z) je Laplaceovym obrazem jistého
vzoru z K praveé kdyz je stupen jejiho citatele nizsi nez stupen jmenovatele.

Dukaz: Nutnost: Zfejmé z podminky (b) véty 4.4. Dostate¢nost: Rozklad F'(z)
na parcialni zlomky

F(Z) = Z ’ )
=17 "%
kde z1,..., 2z, jsou kofeny jmenovatele. Plati

4 = L (—idje7") .

Z—Z]‘

Poznamka k jednoznacnosti vzoru: Ruzné vzory téhoz Laplaceova obrazu se
mohou lisit pro ¢ € (—00,0) a na intervalu (0,00) nejvyse na mnoziné nulové
miry (Lebesgueovy).

4.2 Jednorozmérna dvoustranna Laplaceova transformace

Rozsitime Gvahy predchoziho odstavce na celou redlnou osu R. Jestlize na R
predpokladame absolutni Riemannovskou integrabilitu funkce

f(t) e

pro alespon dvé komplexni ¢isla wy = & +i(; a wy = &+1(o, (4 < (5, dostaneme
analogické tvrzeni jako ve vété 4.1: Dvoustranny Laplaceiv obraz vzoru f(t)

o0

m@:/f@&mt (4.11)

bude holomorfni funkci proménné z v pasu (o <Im z <(,. Existuji opét mezni
hodnoty (,, < (i <(3 <. Pro inverzni transformaci plati obdobné

a+iyo
1 ) 1 i
f(’f)zm/ Fl)e ™ dz= lim o +/ Flo+iyp) e e " da,  (412)
—aT1Yo
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KAPITOLA 4. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

kde pfimka P lezi v pasu holomorfnosti funkce F'(z), tj. (< yo < (pr. Zobra-
zeni

o0

K3 f(t) — L(f)=F(z) = / F(t) et dt € £(K) (4.13)

se nazyva dvoustrannd Laplaceova transformace.
Nésledujici tvrzeni je uziteéné pro prakticky vypocet vzoru f(t) ze zadaného
Laplaceova obrazu F'(z).

Véta 4.6: Necht funkce F(z) je holomorfni v C s vyjimkou spocetné mnoha
poli 21, 23, . . . lezicich v poloroviné Im z < K. Necht {K, }, n — oo, je posloup-
nost obloukti, z nichz kazdy protind primku Im z = K v bodech —R,, +iK a
R,+iK, Ry < Ry < ..., R, — oo pro n — oo. Necht dale kazda z uzavienych
kiivek C, € T, kde

C, =K, +U,, U,: z=t+iK, t € [-R,, R,]

obepind poly z1, 2o, ..., 2y, n=1,2, ..., pricemz zadny z nich nelezi na IC,,. Je-li

n— 00

lim /F(z) et dz =0,
Kn

pak

z2=2n

f(t) =i il rez (F(z) e*m) : (4.14)
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4.2. JEDNOROZMERNA DVOUSTRANNA LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Obr. 4.1 Véta 4.6

Priklad 4.2: Funkce

w
s poly prvého radu z; = —w a 2o = w splhuje predpoklady véty 4.6. Skutec¢né,
necht K > 0 je jinak libovolné ¢islo. Pro oba pdly je Imz = 0 < K. Pro
K : z= Re"¥ plati

©o w efitR(cos p+isin @)
/F(z) e dz| = / —iR , —~— dp| <
R2 (621@ _ w_)
I =0 R2
©o w etR sin tR sin

< R e —
- / R ‘62149 _w? 80 R / 621‘»0 v 0.

—T—o R? —T—o0

(Pro R — oo je totiz ¢g — 0, meze integralu jdou k —= resp. k 0 a v intervalu
[—7, 0] je sinp < 0. Pro zcela korektni zdivodnéni by bylo tfeba integral pro
dané R rozdélit na soucet integralii I, I a I3 v mezich [—(7+ ), —7|, [—, 0]
a [0, o] a ukdzat, ze i I — 0 a I3 — 0 pro R — oo, piestoze v intervalech
mezi téchto integrali je sin ¢ >0.) Pak tedy

1 a+iK .
f(t) = lim —/ Y ity =

a—=00 27 J _atik 22 — w?

. w i w s i/ . .
=i rez( 5 S € ‘Zt> +rez< € ‘Zt> =—— (e‘“’t—e ‘“’t):smwt.
e —w Z=—w Ze—Ww =W 2

Poznamka: Predpokladejme, Ze pas konvergence dvoustranného Laplaceova ob-
razu F'(z) funkce f(t) obsahuje redlnou osu, tj. ¢, < 0 a {3y > 0. Pak

o0

= / f(t) e da

predstavuje Fourierovu transformaci funkce f(t).
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KAPITOLA 4. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

4.3 Vicerozmérna Laplaceova transformace

Necht je komplexni funkce f(t1,...,t,) n redlnych proménnych absolutné in-
tegrabilni na R", tj. integral

o.@] o

/ / 1F(t, ... ta)|dty ... dt,

—00

je konecné cislo. Ozna¢me

oo o

Flo,... ) = / / Fltr, ... ) eottionto qe A, (4.15)

kde z1,...2, jsou komplexni proménné. Vztah (4.15) definuje vicerozmeérny
Laplacedv integral funkce f(t1,...,t,). Zobrazeni

L:f(ty,...,tn) — L(f)=F(z1,...,2n), (4.16)

pritazujici funkei f jeji Laplacetv integral, se nazyva vicerozmérna Laplaceova
transformace. Vztah pro inverzni transformaci:

f(tl, ,tn) -

a1+iK1 anHKn
F(21, .0y 2) e M@0 Fb) qp 0 dy,. (4.17)
—a1-HK1 —anHKy,

1
= lim
a; —>00 (27r)n

Pro Laplaceovy obrazy parcialnich derivaci spojité funkce plati, opét analo-
gicky jako v jednorozmérném pripadé,

c (%{;) = —iz; L(f). (4.18)
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4.4. LAPLACEOVA TRANSFORMACE KONVOLUCE

4.4 Laplaceova transformace konvoluce

Necht jsou funkce f(t), g(t), h(t) prvky K, tj. existuji jejich jednostranné La-
placeovy obrazy F(z) = L(f), G(z) = L(g) a H = L(h). Rekneme, 7e funkce
h(t) je konvoluci funkei f(t) a g(t), jestlize plati

/f g(t — ) d (4.19)

Pro Laplaceovy obrazy pak dostavame

:7Oh(t) ¢t dt = /(/f gt —7) dT> &7t dt =
(/ de> /g 7 et (- 1) =

= H(z) = F(2)G(z). (4.20)

Uvazme konvoluci funkci f a ¢ pro obecny piipad dvoustranné Laplaceovy
transformace funkci vice proménnych:

o0 o0

htl,..., / /le,..., (tl—Tl,...,tn—Tn)dtl...dtn. (421)

Postupem analogickym jako v pripadé jednorozmérné Laplaceovy transformace
a uzitim Fubiniovy véty dostaneme pro Laplaceovy obrazy F = L(f), G =
L(g) a H= L(h) vztah

H(z,...y20) = F(z1y. .., 2,) G(21, - .+, 20). (4.22)
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Kapitola 5

Laplaceova transformace a
odezva

S vybavou ze tteti a ¢tvrté kapitoly se nyni vratime k problému vztahu mezi
podnétem odezvou. Jesté predtim si vsak vSimneme dvou moznosti vyuziti
Laplaceovy transformace pro feseni Maxwellovych rovnic.

5.1 Uplna Laplaceova transformace Maxwellovych
rovnic

Predpokladejme, ze pro velic¢iny popisujici elektromagnetické pole existuji vice-
rozmérné Laplaceovy obrazy. Ozna¢me odpovidajici ¢tverici komplexnich pro-
ménnych jako z4 = z, (21, 22, 23) = k. Pfimym pouzitim vztahd (4.18) dosta-
neme Laplaceovu transformaci Maxwellovych rovnic ve tvaru

- = =

—ikD(k, 2)

0,

—ik x E(k,z) =iz B(k, 2), (5.1)
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KAPITOLA 5. LAPLACEOVA TRANSFORMACE A ODEZVA

Predpokladejme obecné platnost nelokalniho nesynchronniho vztahu mezi in-
tenzitou a indukei elektrického pole. Materidlovy vztah mezi proudovou hus-
totou j(7,t) a elektrickou intenzitou E(F,¢) je rovnéZ odezvou typu (2.10) s
odezvovou funkei o(# — 7,¢t — t'), zvanou relativni mérna vodivost. Veli¢ina
goo (7 — .t — t') pak predstavuje mérnou vodivost. Dodefinujme odezvové
funkce «(7,t) a o(7,t) nulovou hodnotou vné ¢asoprostorového kuzele K a
jejich Laplaceovy obrazy ozna¢me a(k,z) a &(k, z). Dale oznatme &(k, z) =
a(k,z) + 1. Pro optické frekvence (tj. 100 s~! a7 10'® s7!) lze pro relativni
magnetickou permeabilitu prostredi pouzit hodnotu p = 1.

Uzitim teorému o konvoluci a dosazenim transformovanych materidlovych vztaht
do rovnic (5.1) pak dostaneme feseni Maxwellovych rovnic ve tvaru

(Jext(k o)+ =k i(k, z)>

Ek,2) = _ 5.2
(k.2 k? — poeoz? (5(/4:, z) +izta(k, z)) (52)
H(E, 2) = | Tk, 2) < k , (5.3)

pro nenulového jmenovatele zlomki. Zvolme fext(F, t) =0 a o(F,t) = 0. Pak
predchozi soustava algebraickych rovnic ma jednak trividlni teSeni, jednak
mtize byt splnéna pro libovolné funkce £(k, z) a H(k, z) za predpokladu

k? — pogo2” (é(l;, 2) +iz 6 (k, z)) =0=
— io(k, z) k?

= alk,z) + = —1.
a(k, 2) z [0E0 2>

Leva strana této rovnosti je Laplaceovym obrazem funkce

t
a(r,t) + /U(F, 7)dr
to

Laplacetv vzor pravé strany neexistuje vlivem kvadratické zavislosti na k.
Jsou-li tedy proménné £ a z nezavislé, maji Maxwellovy rovnice pouze trivialni
reseni.
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5.2. CASTECNA LAPLACEOVA TRANSFORMACE MAXWELLOVYCH ROVNIC

5.2 Caste¢nda Laplaceova transformace Maxwellovych rov-
nic

Predpokladejme nyni, 7Ze existuji jednostranné obrazy funkci E(F, t), ﬁ(f’, t) a
a(7,t) vzhledem k proménné ¢, s vektorovou proménnou 7 jako parametrem.
Laplaceovy obrazy Maxwellovych rovnic pak maji tvar

div D(F, ) = (7, 2)

div B(7,z) = 0

— —

rot E(7, 2) = iz B(7, 2) (5.4)
rot #(F, 2) = —i2 D(F, 2) + (T (7, 2) + Toxs (7, 2))

Uvazime-li pro jednoduchost nesynchronni materidlové vztahy pro prostiedi
bez prostorové disperze, dostaneme, opét za predpokladu p =1 a je (7, 1) =0
a o(r,t) =0,

—

div (5(7, 2)E(7, 2)) = 0

rot H(7, z) = —izey (é(F, z) + T’Z)>
2

Funkce ﬁ(/;, 2), definovand vztahem
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KAPITOLA 5. LAPLACEOVA TRANSFORMACE A ODEZVA

predstavuje pro realna z veli¢inu nazyvanou v optice komplexni index lomu.
Obecné k ni nemusi existovat Laplaceiv vzor, ten je zajistén pouze pro funkci
~ (= . 5’(F Z)
a(r, z) +172%.

5.3 Jak ziskat komplexni funkce realnym experimen-
tem?

Vezméme nejprve v uvahu lokalni nesynchronni (ale pfi¢inny) vztah (2.5) nebo
(2.6) a pro jednoduchost jej zapiSme pouze ve tvaru

D(#) zegE(t)—l—eg/oz(T)E(t—T) dr,  P() zso/a(T)E(t—T) dr. (5.5)

Tento zjednoduseny zapis respektuje vSechny podstatné rysy lokalniho odezvo-
vého vztahu.

Predpokladejme, ze funkce E(t), D(t), a(t) jsou prvky K, tj. existuji jejich
Laplaceovy obrazy. Ozna¢me je £(z), D(z) a &(z). Podle vztahu (4.20) pro
jednostrannou Laplaceovu transformaci konvoluce plati

D(z) =eo€(2) (1 + a(z)) . (5.6)

Predpokladejme, Ze odezvova funkce o(7) je absolutné integrabilni. Tato vlast-
nost zajisti splnéni pozadavku o € K. (Stacilo by predpokladat dokonce, ze
je to funkce exponencidlniho fadu s indexem rtstu 0, tj. omezenost funkce a:
la| < M et = M pro jisté M.) Necht podnét E(t) m4 tvar rovinné monochro-
matické viny s frekvenci w, tj.

E(t) = Eye .
Pak pro odezvu plati

D(t) = ggEye ™" + ¢ / o) Bye W=7 dr =
0

= goFye ! (1+/a(7’) e dt) :
0
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5.3. JAK ZISKAT KOMPLEXNI FUNKCE REALNYM EXPERIMENTEM?

D(t) = go(1 + a(w)) (By e ™) = goé(w) (Fye ™). (5.7)

Uvédomime-li si, ze D(t) je skuteénd (méfitelnd) odezva na skuteény podnét
E(t) = Eye ' vidime, 7ze funkce &(w), dand restrikei Laplaceova obrazu
odezvové funkce a na realnou osu, resp. funkce

Ew) =1+ a(w),
mohou byt urceny redlnym experimentem.

Funkei £(w) = 1 + a(w) pak pfirozené nazveme komplexni relativni permiti-
vitou, funkci &(w) komplexni relativni polarizovatelnosti. Uvédomme si, 7e za-
timco funkce &(z) je Laplaceovym obrazem odezvové funkce a(t) € IC, funkce
£(z), vznikla holomorfnim rozgifenim funkce £(w) do komplexni roviny, ne-
musi mit vzor v K. (Napfiklad pro racionalni lomenou funkci &(z), ktera by
vyhovovala vété 4.5, funkce 1 + &(t) jiz této vété nevyhovuje.

V tuto chvili jiz lze zodpovédét na prvni dvé otazky z odstavce 1.3:
e Komplexni dielektrickd susceptibilita (relativni polarizovatelnost) a(w)
e zivisla na (redlné) frekvenci

je restrikci Laplaceova obrazu odezvové funkce «(7,7) na redlnou osu. Kom-
plexni relativni dielektrickd permitivita, komplexni index lomu a komplexni
koeficient odrazivosti pro kolmy dopad jsou z ni pak odvozeny takto:

Ew) =1+aw), &w) =MWl 7w =

Uvazme jesté materidlovy vztah respektujici vodivost prostiedi. Plati (viz odst.
5.1 — ve v8ech nésledujicich pfipadech jde o restrikci funkei na redlnou osu)

OD(Ft) -

rotﬁ(F,t) =5 +7,

L (a—D) — iw £(D) = —icgw(l 4+ &(w)) L(E) = cpé(w) E(F,w)
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KAPITOLA 5. LAPLACEOVA TRANSFORMACE A ODEZVA

kde 6(w) je komplexni relativni mérnd vodivost, tj. restrikce Laplaceova ob-
razu odezvové funkce o(7, 7) charakterizujici materidlovy vztah mezi hustotou
proudu a intenzitou elektrického pole (lokdlni Ohmuv zakon). Pak

rot H (7, w) = &o (—iwé(w) + 6(w)) E(F,w).

Zavedeme zobecnénou komplexni permitivitu a zobecnénou komplexni vodivost
vztahy
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Kapitola 6

Kramersovy—Kronigovy relace

V této kapitole odvodime integralni vztahy (1.3), (1.4), (1.7) a (1.8) uvedené
v prvni kapitole. Kli¢ovymi jsou vztahy (1.7), které predstavuji Kramersovy—
Kronigovy relace mezi redlnou a imaginarni ¢asti komplexni polarizovatelnosti
a(w), kterd, jak jsme jiz konstatovali, je restrikci Laplaceova obrazu odezvové
funkce zprostredkujici materidlovy mezi polarizaci a intenzitou elektrického
pole na redlnou osu. Z nich bezprostfedné vyplyvaji odpovidajici relace pro
komplexni dielektrickou permitivitu.

6.1 Kramersovy — Kronigovy relace pro dielektrickou
permitivitu

-

Pro jednoduchost uvazme nejprve pripad nevodivého prostiedi, tj. 7 = 0. Plati
E=¢w)=14a(w), aw)=az)k. (6.1)

(1) Predpokladali jsme, Ze odezvova funkce a(7) je absolutné integrabilni na
intervalu [0, 00) a zarudili tak konvergenci a holomorfnost jejiho jednostran-
ného Laplaceova obrazu v horni poloroviné C;, komplexni roviny. Zavedme
dalsi predpoklady na funkci «(7), které budou z fyzikalniho hlediska celkem
prirozené:

(2) Absolutni integrabilita derivace funkce a(7) na intervalu [0, 00), ktera za-
jisti v horni poloroviné holomorfnost Laplaceova obrazu

c (%) — _is£(a) = —iza(2). (6.2)
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KAPITOLA 6. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE

Tento predpoklad dale zarué¢i chod funkce a(z) pro z — oo k nule Gmérné
alespont 271, tj.

lim za(z) =0. (6.3)

2—00

Skutec¢né, polozme
z=Re¥, pcl0,n], R— .
Pak

o0

z/a(T) T dr

0

< /R|a(7')| e"Rrsine qr 50
0

pro R — oo, nebot sin ¢ > 0 pro ¢ € (0, 7). Déle definujeme funkci

£(z) —1 _ a(z)

2 —w 2 —w’

F(z) =

w € R. (6.4)

Vlastnosti této funkce predstavuji postacujici podminky pro nasledujici dikaz
Kramersovych — Kronigovych vztaht mezi reldlnou a imaginarni ¢asti kom-
plexni relativni permitivity:

e Je holomorfni v C, s vyjimkou jednoduchého pélu z = w na realné ose.
e Pro z — oo jde k nule imérné alespon |z| 2.
Zvolme integracni kiivku C v C; podle obrazku 5.1, slozenou ze dvou usecek
U : z(x) =z, z€(—oo,w—o], U: 2z(x) =1, x € [w+ p,0)
a dvou pilkruznic

K,: z=w+oeé", ten0, Krp: z=Re" te[0,n]

40



6.1. KRAMERSOVY - KRONIGOVY RELACE PRO DIELEKTRICKOU
PERMITIVITU

Obr. 6.1 Integrac¢ni kiivka pro Kramersovy-Kronigovy relace

Podle Cauchyovy véty je
/ F(z)dz=0
C

pro libovolné zvolené poloméry 0 < o < R — |w|. Odtud

w—

/gg(:”)i_ldxju /R GG hal

T —w T —w
—R w+o
E(w+ pelt (Ret) —1 .
/ 0 ‘tdt+1R/7)e‘tdt:O
Qelt Relt —w

™

VS8echny integraly existuji i v limité pro ¢ — 0, R — oo. Prvni dva integraly
v této limité davaji integral v mezich (—oo,00) ve smyslu hlavni hodnoty,
posledni integral je roven nule diky poklesu integrandu alespon s druhou moc-
ninou R, integral po pulkruznici ICQ je v limité pro o — 0 roven —ir (é(w) —1).
Rozdélenim na redlnou a imaginarni ¢ast dostavame vysledné vztahy
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KAPITOLA 6. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE

er(w) — 1= %P 70 62(32 do, ex(w) = —%P 70 a@=1y (6s)

T — W

xr —

Dalsi vlastnosti funkce @(z) = £(z) — 1:

(1) Odezvova funkce (1) je realnd. Odtud
& (z) = /a(T) e T dt = d(—2%).
0

Proz=w e R je

af(w) =a(—w) = a1 (w) = (—w), a(w)=—as(—w). (6.6)
Realna c¢ast kompexni polarizovatelnosti je tedy sudou funkci proménné w,
zatimco imaginarni ¢ast je funkei lichou. Integraly (6.5) predstavujici Kramer-
sovy — Kronigovy relace lze tedy prepsat takto:

o0

W) —1=2P 70 T 4o ) = — 22 p /% de.  (6.7)

12 — ()2

(2) Chovéni funkce &(z) na imaginarni ose:

a*(iy) = a(iy) = as(iy) = 0.

Pro pripad vodivého prostiedi jsou tivahy vedouci k odpovidajicim Kramerso-
vym — Kronigovym relacim obdobné, pracuje se s funkci

d(z) = 6(2)7—1, €(z) = &(2) +iz7'5(2).

zZ— W

Predpokladédme-li absolutni integrabilitu odezvové funkce o(7) a jeji derivace
na intervalu [0, c0), mizeme ukdzat chod integralu

i T .
- 27 q
ZU/O’(T)@ T
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6.1. KRAMERSOVY - KRONIGOVY RELACE PRO DIELEKTRICKOU
PERMITIVITU

k nule timérné alespoii |z|72. Na funkci ®(2) pak aplikujeme opét Cauchyovu
vétu. Pouzijeme vsak ktivku, kterd se od kiivky C, pro nevodivé prostredi lisi
tim, Ze navic ,obchazi“ singularni bod 0 po pulkruznici

K'y: z=g€", te[r0].

"R -0 O Qw—0 w wto p g

Obr. 6.2 Integraéni kiivka pro Kramersovy-Kronigovy relace

Je tedy tieba jesté vypocitat integral

lim [ ®(z)dz.
0—0
K

Plati . N . N
B(z) = £(2) i5(z) _ 128(2) +i6(2) _ lh(z)

z—w z2(z—-w) 2z z-w z

Funkce h(z) je holomorfni v jistém okoli bodu z = 0 a lze ji proto rozvinout
ve (stejnomérné a absolutné konvergentni) Taylorovu fadu. Pak
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KAPITOLA 6. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE

/q)(z)dz: /boz’ldz—l-Z/bnz”’ldz =
/ nzl)c/

K’y
o 0 emt 0
_/—1Qe‘tdt+2/bngn Leln=Ntjeit 4t = —17rbg+2bng l ] )
1% n=1 in ™

Vyrazy za sumou jsou v limité o — 0 nulové, a proto

(0
/ B(2) dz = —irby = ir h(0) = 20

w

Ko

Odpovidajici Kramersovy-Kronigovy relace maji tvar

el(w)—1:%7> 7%@, eg(w):@—%P 7061(‘”)7_1@. (6.)

w T — W

—00

(Hodnota 6(0) je realna (statickd relativni vodivost)).

6.2 Kramersovy—Kronigovy relace pro derivace

Pro pottfebu vyhodnoceni experimentii modulacni spektroskopie si vSimnéme
jesté Kramersovych — Kronigovych relaci pro derivace realné a imaginarni ¢asti
restrikce Laplaceova obrazu odezvové funkce a(z) = £(z) —1. Ukdzeme, Ze plati
disperzni relace ve tvaru

agl P / 0= (w —w2 (6.9)
Osa(w) 2 Toei(z)  xdx
ow _;P/ ox 2 — w?

Pro holomorfni funkci F(2) = u(z,y) +1iv(z,y) plati (viz odst. 3.1)

v Ou(z,y) . O0v(z,y) 8y(x,y) 8u(x )
Fz) = oz i or 0Oy oy
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6.3. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE PRO KOEFICIENT ODRAZIVOSTI

Vyuzitim prvni ¢asti tohoto vztahu pro funkci @(z) = £(2) — 1 a pii oznaceni
w = Re z dostavame (pro libovolné z = w +1iy)
~ 661(W) . 662(0))
I J—
alz) = Ow ! Ow

Z holomorfnosti funkce @&(z), zarucené pozadavkem jeji absolutni integrabi-
lity, vyplyva jednak holomorfnost jeji derivace &'(z), jednak platnost vztahu
analogického (6.3), tj

. ~, .
lim 2c (2) =0.

Pfi restrikei na redlnou osu (Im z = y = 0) tedy budou pro funkce 9¢; (w)/0w a
Jes(w) /0w platit Kramersovy — Kronigovy vztahy analogické (6.5). Vezmeme-li
v tvahu vlastnosti funkce &/(z) vyplyvajici z (6.6)

all(w) = _all(_w)a 0/2((")) = aIZ(_w) )
kde o] (w) a o (w) jsou derivace realné a imaginarni ¢asti odezvové funkce &(2)
po restrikci na redlnou osu, dostavame nakonec

Oei(w) _ 1 / 0z(x)/0x )/8:c _ 7”/ /ax (6.10)

Ow T T —w 2 _ w2

— 00

deg(w) 1 70 Oeq(z)/0x dp — _2735851( )/ax

ow T T — W 2 — w2

—o0

6.3 Kramersovy—Kronigovy relace pro koeficient odra-
zivosti

~—

Koeficient odrazivosti je dan vztahem (1.5

a stejné jako komplexni index lomu je komplexni funkci redlné proménné w
definovanou pomoci restrikce odezvové funkce & na realnou osu. (Pro pripad
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KAPITOLA 6. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE

kovli bychom nahradili £(w) funkei €(w).) Zabyvejme se otdzkou, zda pro mo-
dul a argument koeficientu odrazivosti plati Kramersovy — Kronigovy relace
ve tvaru (1.4), bézné pouzivaném pii zpracovani experimentalnich dat pii stu-
diu optickych vlastnosti pevnych latek. P¥ipomenme, 7e pro funkci £(w) resp.
é(w) jsme odpovidajici relace (6.5) resp. (6.8) odvodili integraci funkce F(z)
definované vztahem (6.4) po kfivce na obr. 6.1 resp. 6.2 za predpokladu, ze
F splhovala jednoduché postacugici(!) podminky: holomorfnost v Cj, s vyjim-
kou bodu z = w > 0 (popfipadé i bodu = = 0) a dostate¢né rychly pokles pro
|z| — oo (tmérné alespoii |z|~2). Pro kazdou funkci, kterd bude tyto podminky
spliiovat, budou Kramersovy — Kronigovy relace platit a jejich dikaz mize byt
veden stejnym zptisobem jako pro funkci £(w). Tyto podminky nyni provéfime
pro koeficient odrazivosti 7(w). Rozsifenim do komplexni roviny, tj. ziménou
w — z, dostavame funkci

Vzhledem k vlastnostem funkce £(2) (viz text za vztahem (6.4))

e holomorfnost v horni poloroviné (eventuelné u €(z) s vyjimkou pélu z = 0
pro kovy),

e pokles £(z) — 1 k nulové hodnoté p¥inejmensim timérné R~! pro z = Re',
R — o0,

e platnost vztahu £(—z*) = £*(2)),

ma funkce 7(z) nasledujici vlastnosti (ivahy pro kovy jsou zcela obdobné, &(z)
se nahradi €(z)):

1. Je holomorfni v horni poloroviné, pokud v ni nelezi nulové body komplexni
relativni permitivity £(2), tj.

£(z) =0 (body vétveni odmocniny).

2. Plati pro ni 7*(z) = 7(—z*). Skute¢né,
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6.3. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE PRO KOEFICIENT ODRAZIVOSTI

3. Pro 2 = Re'¥ a R — oo plati

(Rei?) +1—1

—_ ~J

(Rel?) +1+1

My
O

(Re) — 1

== (Relv) +1 B

My
O

VKR'+1-1 JVK+R-VR K 1
VERTF141 VE+R+VE R (1K 1) R

3

z—x R? Z—T

rz) 1 :>/T(Z) dZN%.

Moznost dokazat platnost Kramersovych — Kronigovych relaci pro koeficient
odrazivosti stejnym zpisobem jako pro £(w) mohou tedy narusit nulové body
komplexni relativni permitivity, které predstavuji body vétvéni odmocniny

\/£(2). K tomuto problému se jesté vratime v kap. 8.

Pokud je tedy funkce £(z) — 1 Laplaceovym obrazem odezvové funkce «(t)
ze vztahi (5.5) a £(z) navic nema v Cj, nulové body, plati Kramersovy —
Kronigovy relace také pro redlnou a imaginarni ¢ast koeficientu odrazivosti.
Svazuji tedy funkce

Rer(w) = o(w) cosf(w) a Im7(w) = o(w)sinf(w).

Tyto vztahy nejsou, bohuzel, pro zpracovani optickych spekter vhodné. Expe-
rimentalné pfimo dostupnou veli¢inou je totiz odrazivost R(w) = y/o(w). Je
tedy ti¥eba ziskat odpovidajici integralni relace mezi modulem p(w) a fazi 6(w)
koeficientu odrazivosti. Definujme funkci

£(z)—1
£(z) +1

h(z) =In7(z) =1In (— ) =Ino(z) +i6(2).

Vidime, ze funkce

porusi vlastnosti pozadované pii jednoduchém dikazu Kramersovych — Kro-
nigovych relaci pro £(z) = 1 (body vétveni logaritmu). Kromé toho se pro
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KAPITOLA 6. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE

z = Rexp (ip), R — oo, chovd tmérné (R~"'In R) a nevyhovuje tedy poza-
davku dostatecné rychlého poklesu k nule pro R — oo. Nelze proto zajistit
vymizeni jejiho integralu po ptilkruznici s polomérem R — oo na obr. 6.1 resp.
6.2.

Zda se, ze jsme narazili na problém. Vzhledem k tomu, Ze jsme zatim prové-
fovali jen jisté postacujici, a tedy moznéa zbytecné silné, podminky pro platnost
Kramersovych — Kronigovych relaci, nemusi byt véc jesté ztracena. Obecnéjsi
problém je vSak pomérné slozity, a tak se k nému vratime az v kap. 8. Prozatim
pripustme, ze Kramersovy — Kronigovy relace pro o(w) a f(w) plati a od jejich
tvaru

In o(w ——73700 6 (w P/lng

.'L'—(.U r—w

prejdéme k vyjadreni integrali v mezich 0 az co. Tato moznost je zarucena
vlastnosti h(—z*) = h*(2).

In o(w ——7370369 6(w ___,P/lng
0

2_w2 .1'2—(,02

Vsimnéme si nyni problému hlavni hodnoty. Pfi¢téme k 0(w) integral

o0

In o(w _ 2wlno(w) . dr
P/xQ—wQ T (1512%5 22 —w?
2w 1 — o0
~ nQ(w)limi In |~ w} =0
T 6—0 2w T+ wlls
Dostavame
2w TIn(o(x)/o(w))

Integrand ma v bodé z = w nejvyse odstranitelnou singularitu, nebot existuje
konec¢na limita
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6.4. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE PRO INDEX LOMU

o 0 (2@)/0)) _, 0)
Z—w IL‘2 _ w2 29((.())

Vyjdeme-li tedy pii vypoctu faze ze vztahu (6.11), vypoc¢tu hlavni hodnoty
integralu se vyhneme.

6.4 Kramersovy—Kronigovy relace pro index lomu

Pro redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho indexu lomu 7(w) = n(w) + ik(w)
se bézné pouzivaji Kramersovy — Kronigovy relaceve tvaru (1.8), tj.

n(w)—1:g737O 7 k() dz, k(w)z—%?]o

7¥?L2dx. (6.12)

T 2 — w? 2

Za predpokladu, Ze pro ni(w) — 1 a ny(w) plati vztahy (6.5) stejné jako pro
funkce £, (w) — 1 a e9(w), ziskdme (1.8) jednoduse, nebot funkce

fi(z) — 1= \2(z) —1=\Jaz) +1 -1

vyhovuje stejné vlastnosti symetrie jako @(z), plati tedy pro ni (6.6). Abychom
rozhodli o moznosti dokazat (6.5) pro funkci 72(z) — 1 stejnym postupem jako
pro £(z), musime se zabyvat stejnymi otdzkami jako v odst. 6.3: Jsou splnény
postacujici podminky pro funkci

n(z) —1?

Z—Ww

F(z) =

Oddélené je tieba fesit Fesit problém nulovych bodt funkce £(z) (bodi
vétveni jeji odmocniny), vzdy pro konkrétni mikroskopicky fyzikalni model,
umoziujici ziskat funkci £(z). Jednim z fyzikalnich systémii, o némz je expe-
rimentalné zjisténo, ze redlnad i imagindrni ¢ast funkce £(z) mohou nabyvat
nulové hodnoty soucasné a davat tak vznik bodu vétveni odmocniny z této
funkce, jsou volné elektrony v kovu. Otazce se budeme podrobnéji vénovat
v kap. 8. Pro tuto chvili uvazujme o takovém fyzikdlnim systému, pro ktery
funkce £(2) v Cj, nulové body nema. Zbyva tedy provéfit pouze chovani funkce
F(z) pro z = Rexp (ip), R — oo. Plati

Jim |z [i() ]| = lim R|\/a(Re#) +1- 1] =
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~ i)
_ lim R |0(e¥)

oo | Ja(Rew) +1+1]

Vzhledem k vlastnostem funkce a(z) je

lim R|&(Re¥)| =0, a funkce
R—o00

1

1
~ i ~ 1
lWa(Re®)+14+1 /x+1+1

je pro R — oo omezena. Proto plati

lim |z[f(z) —1]| =0 pro z= Re".

R—o0

Vidime, ze pokud funkce a(z) = £(z) — 1 spliuje postacujici podminky, na
zakladé nichz jsme provedli ditkaz Kramersovych — Kronigovych relaci pro jeji
realnou a imaginarni ¢ast, a pokud soucasné funkce £(z) nemé v horni poloro-
viné komplexni roviny nulové body, spliuje funkce n(z) — 1 tytéz podminky a
plati pro ni tedy Kramersovy — Kronigovy relace ve formalné stejném tvaru,
tj. (1.8).

6.5 Extrapolace experimentalnich dat

Pti pouziti Kramersovych—Kronigovych relaci pro zpracovani experimentu se
objevuje problém extrapolace experimentalnich dat: Predpokladejme, ze mére-
nou veli¢inou je odrazivost R(z) v urc¢itém spektralnim rozsahu. V tomto roz-

sahu tedy mame k dispozici modul koeficientu odrazivosti o(z) = y/R(x). Pro
fazi koeficientu odrazivosti plati vztah (6.11), viz téz (1.4). Aby bylo mozno fazi
vypocitat piesné, je nutno znat o(x) v intervalu proménné z € [0, 00). Expe-
riment poskytuje pouze inteval [wy, ws], uréeny spektralnim rozsahem méteni.
Jednou z moznosti, jak ziskat o(z) v SirSim rozsahu, je extrapolace experi-
mentalnich dat. Nasledujici ukazka obsahuje priklad vyhodnoceni experimen-
talnich dat ziskanych meérenim odrazivosti germania modulované stiidavym
jednoosym pnutim v rozsahu energii iz = E v intervalu 1,8¢eV az 4,1)eV.
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6.5. EXTRAPOLACE EXPERIMENTALNICH DAT

Pro extrapolaci k nizsim frekvencim bylo pouzito logaritmické derivace kiivky
experimentalné zjisténé odrazivosti, pro extrapolaci k frekvencim vyssim jed-
nak experimentalné zjisténé odrazivosti modulované sttidavou zménou teploty
(termoreflexni spektrum), jednak opét logaritmické derivace odrazivosti. Srov-
nani obou typi extrapolace pifi vyhodnoceni slozek piezooptického tenzoru
germania ve sledované oblasti energii od 1,8eV az 4,1eV je na néasledujicich
obrazcich.

Obr. 6.3-a Extrapolace experimentalnich dat

Obr. 6.3-b Extrapolace experimentalnich dat

Velmi vtipnd moznost, jak zjistit pribéh funkci o(z) a 6(z) se nabizi, jsou-
li k dispozici zavislosti o(x) resp. 6(x) v intervalech [wy,ws], resp. [w],wh] s
neprazdnym prinikem ([7]). Fyzikalni podklad pro tento predpoklad je nasle-
dujici: Méfeni odrazivosti dava o(x) napriiklad v pomérné Sirokém intervalu
[0,wp]. V izkém intervalu [0, w,], kde w, odpovida absorpéni hrané vzorku, je
k dispozici informace o fazi: 6(z) = 0.

Vznika otazka, zda tyto informace opravdu postaci k rekonstrukei spekter
o(w) a f(w) v Sirsim frekvenénim rozsahu. Odpovéd je diky platnosti véty o jed-
noznac¢nosti kladné za predpokladu, ze udaje o(x) a 6(z) na intervalu [wy, ws]
jsou z hlediska Kramersovych — Kronigovych vztahii kompatibilni (neporusuji
je). Oznac¢me ¥(z) = In p(x). Pak

o) = — [ 1 @ de (6.13)

Dale oznac¢me

U(z) = Uy (2) + Uoz)  O(z) = 0(z) + ()

kde Uy (x) = ¥(z) na intervalu [0,wy], 61 (x) je odpovidajici piispévek k inte-
gralu (6.12). Vzhledem k tomu, ze faze 0(z) je zndma v intervalu [0, wy| (je na
ném nulova), lze na tomto intervalu uré¢it 6y(x) a rozvinout v radu
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KAPITOLA 6. KRAMERSOVY-KRONIGOVY RELACE

1 oo o0 oo
Or(x) = 6(x) — 6, (x) = - > Wt /x_Q("H)\IfQ(x) dz =Y apw™ !
n=0 0 n=0

Koeficienty rady lze v principu pouzit pro konstrukci holomorfniho rozsifeni
funkce r(z) = o(x) expif(z) z intervalu [0,w,] (kazdy bod libovolného inter-
valu v R je hromadnym bodem tohoto intervalu v C) do komplexni roviny.
Restrikei na redlnou osu dostaneme p(x) a #(x) v celém spektralnim rozsahu.
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Kapitola 7
Fyzikalni aplikace

V této kapitole ukdzeme, jak se vlastnosti funkci komplexni proménné, La-
placeova transformace nebo Kramersovy — Kronigovy relace uplatni pti stu-
diu konkrétnich fyzikalnich systémi. Na zakladé mikroskopického fyzikalniho
modelu a platnosti vztahu (5.3), umoznujiciho vypoc¢tem odezvy na podnét
tvaru monochromatické viny E = Ej exp (—iwt) ziskat pfimo restrikci Lapla-
ceova obrazu odezvové funkce na realnou osu, uré¢ime v jednotlivych ptipadech
funkci @(w). Provérime pak jeji vlastnosti z hlediska platnosti Kramersovych
— Kronigovych relaci. Kapitola bude vhodnymi fyzikdlnimi ptiklady pribézné
doplnovana.

7.1 Klasicky mikroskopicky model

Pomoci klasického mikroskopického modelu vypocteme dipélovy moment ob-
jemové jednotky optického prostiedi, komplexni relativni permitivitu a odpo-
vidajici odezvovou funkei «(t).

Uvazme jednoduchy klasicky model mechanického oscilatoru s tlumenim
pohybujiciho se pod vlivem periodicky proménné vynucujici sily. Vypocteme
dip6lovy moment P objemové jednotky prostiedi obsahujici N takovych osci-
latorl, z nichz kazdy ma naboj e.

mi +mlZ + mwiT = eEye '

Resenim této jednoduché rovnice ziskdme ¢asovou zavislost #(¢) nutnou pro
vypocet P(t).
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KAPITOLA 7. FYZIKALNI APLIKACE

. BZNEO 67iwt
P(t) = eNZ = — . 7.1
(t) = eNT m[(w? — wd) + ilw] (7.1)

(Pro vypocet ]3(75) bylo ve vztahu (7.1) pouzito partikuldrni feSeni pohybové
rovnice predstavujici netlumené kmity s vynucujici frekvenci w, které v pod-
statné mite urcéuje charakter zavislosti x(t) poté, co dojde k ttlumu vlastnich
kmitti.) Soucasné je podle (5.7)

Porovnanim se vztahem (7.1) dostdvame

N
a(w) = ;—m (wg — w? —ilw) ™t
W) -1 e?N wi — w?
e1(w)—1=
! gom (W — w?)? + Tw?
e’N Tw
ea(w) =

gom (Wi — w?)? 4+ Mw?

Funkce ¢1(w) a g9(w) spliiuji Kramersovy — Kronigovy relace, nebot vyhovuji
vlastnostem funkce F definované vztahem (6.4) (viz shrnuti vlastnosti bezpro-
stfedné za (6.4)). Uzitim Bromwichova — Melinova vzorce vypocteme vzor o(t)
k Laplaceovu obrazu &(z) = £(z) — 1.

Uzijeme véty o reziduich. Integrovana funkce mé tyto vlastnosti:

d(z) 6—izt — d(w) e—i:vt 6yt

54



7.1. KLASICKY MIKROSKOPICKY MODEL

Pro z — oo jde k nule rychleji nez R~2, je-li z v dolni poloroviné komplexni
roviny (y = Im z < 0). V dolni poloviné je meromorfni, ma v ni dva jednoduché

poly

F F2 1/2 F
Q9 = L + (wg - —) za predpokladu wo > 5

Hodnoty rezidui v téchto pdlech jsou

B st €2N 6_191,2t
rez) o = rez (a(z) e ) =4
’ Q1,2 Eom QQ — Ql

Zvolme integra¢ni kiivku C slozenou z piimkového useku [— R, R]] a pilkruznice
Kr se stitedem v poc¢atku a polomérem R, lezici v dolni poloroviné (viz obr.
7.1).

QQ Ql

Kr

Obr. 7.1 Klasicky mikroskopicky model
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KAPITOLA 7. FYZIKALNI APLIKACE

Pti dostatecné velkém R tato pulkruznice obepina oba podly. Plati

R
/ a(w) et dw + / a(z) e dz = 2mi(rez, + rezy) .
“R Kr

V limité R — oo je integral po piilkruznici g nulovy. Pro odezvovou funkce

a(t) tak dostaneme
2 int /w2 — 2
a(t) CN IV~ e .

Eom w% _ %2

7.2 Plazmony

Uvazujme o systému volnych elektroni s objemovou koncentraci Ny v elektric-
kém poli o intenzité E. Nejjednodussim modelem pohybu tohoto systému jsou
jednorozmérné netlumené kmity: Oznaéme &(z,t) vychylku elementu z jeho
rovnovazné polohy x vlivem pole. Naboj, rozlozeny v rovnovazném stavu ve
vrstvé dx je imérny veli¢ing Ny dz. Vlivem pole se rozlozi do vrstvy (sx + d§),
odpovidajici koncentrace volnych elektront pak bude N. Plati

V rovnovazném (neutralnim) stavu je hustota celkového naboje nulova. Pied-
pokladejme, 7ze v pritomnosti pole se nezméni hustota kladnych néboji (ionty
vzniklé oddélenim volnych elektroni). Vlivem posuvu volnych elektront vznikne
nenulova hustota naboje

d
o=¢e(N —Ng) = —eNgé.
Uvazujeme-li piipad vakua, plati (prvni Maxwellova rovnice)
— oF Ny d N,
godivE =0 = _:_u_é = E:—uﬁ,
ox g dz €0

pti podmince {(E = 0) = 0.

Pohybova rovnice elementu naboje ma tedy tvar
2N,

€ Ny

€o

mf+ £E=0.
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7.2. PLAZMONY

Jejim feSenim jsou netlumené kmity s frekvenci
1/2
62N0 /
W, =
P Eom

zvanou plazmouvd frekvence. Podminka pro vznik podélnych netlumenych kmiti
vyplyva z Maxwellovych rovnic. Pozadavek podélnosti kmiti vede ke vztahu
(viz [8])

IxE=0=H=0= Y5 E=0=5=0.
C

Nejjednodussim mikroskopickym modelem plazmovych kmiti je model Dru-
deho, popisujici systém elektronti v poli £ = Ej exp —iwt pohybovou rovnici

ieﬁo iwt ieﬁo
w+ il w + il

miv+mlT=eFye ' =v=Ae " + —lwt

Predchozi vysledny vyraz predstavuje, obdobné jako tomu bylo u klasického
mikroskopického modelu v odstavci 7.1, partikularni feseni pohybové rovnice
poté, co ,prevazi“ nad fesenim odpovidajici rovnice homogenni. Pro hustotu
proudu pak dostaneme

- . 0P ) _ =
j=eNygU = a5 = —iwega(w)FE,
2N, 1

W) =1 e?N, 1 . w?
Eplw)=1— : =1-—>2—.
P gom  w(w +il) w(w +1il)

Jako £, jsme oznacili komplexni relativni permitivitu plazmovych kmitd pro
ptipad vakua. V prostiedi o (statické) relativni permitivité e;, dostaneme, jiz
po rozsiteni do komplexni roviny zadménou w — 2z,
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KAPITOLA 7. FYZIKALNI APLIKACE

@ -a(1- ) -

Kofeny funkce £(z), tj. body vétveni funkce n(z) = 4/£(z) lezi v dolni poloro-
viné komplexni roviny, konkrétné

Zpg =5+ (wp)? — T

Chovani indexu lomu pro z — oo jiz nemusime prosetiovat, diky nepfitomnosti
kotenti funkce £(z) v horni poloroviné. Z obecnéjsich ivah v odst. 6.4 jiz vime,
ze podminky pro Kramersovy — Kronigovy relace budou splnény i pro funkci
n(z) — 1.
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Kapitola 8

Otevrené problémy

V této kapitole se budeme vénovat nékterym problémim, které nebyly v pred-
chozim textu uspokojivé, poptripadé dost podrobné, vyreseny a otazkam, které
v oblasti uvedené problematiky ztstavaji dosud nezodpovézeny. Ocekavame,
7e se obsah kapitoly bude ménit podle toho, jak se postupné podaii na jednot-
livé otazky odpovidat a jaké budeme dostavat naméty k zamysleni nad dalsimi
problémy. Tim také zveme vSechny ctenafe k prispéni do této diskuse.

8.1 Nutné a postacujici podminky pro Kramersovy —
Kronigovy relace

Kramersovy — Kronigovy relace pro restrikci Laplaceova obrazu &(w) odezvové
funkce a(t) na redlnou osu jsme odvodili v odst. 6.1 integraci funkce
F(z g(z) —1
Foy_ P @) -1

Z— W Z— W

dané vztahem 6.4, po kiivce na obr. 6.1. Vyuzili jsme pritom téchto vlastnosti
funkce F(z) = &(z):

e holomorfnost v horni poloroviné komplexni roviny Cy,

e vlastnost
lim (]zF(2)]) =0.
|z]—00
Prvni z nich je podminkou nutnou a postacujici k pouziti Cauchyovy véty,
druhd podminkou postac¢ujici pro nulovost integralu z funkce F(z) po piil-
kruznici g v horni poloroviné pro R — oo. Zakladnimi predpoklady pro
odezvovou funkei, z nichz jsme vysli pii dikazu vlastnosti funkce F(z), byly
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KAPITOLA 8. OTEVRENE PROBLEMY

e absolutni integrabilita odezvové fukce «(t) na intervalu (0, c0),
e absolutni integrabilita jeji derivace na tomtéz intervalu.

Tyto predpoklady jsme povazovali za ,rozumné“ z fyzikalnich divodi. Muze se
v8ak stét, ze pro konkrétni fyzikdlni systém nebudou (nebo tieba jen néktery z
nich) splnény. Je tedy t¥eba zjistit, nakolik 1ze vychozi pozadavky na odezvovou
funkci jesté oslabit, aby Kramersovy — Kronigovy relace stale platily. VSimnéme
si této otazky prozatim jen v nékolika poznamkach.

Vypocty vychéazejicimi z konkrétniho mikroskopického modelu fyzikalniho
systému jsme schopni urcit odezvu na podnét tvaru rovinné monochroma-
tické viny, napiiklad F = Ejexp (—iwt), a ziskat tak komplexni funkci realné
proménné &(w). Rozsifenim do komplexni roviny, tj. zdménou w — z, zis-
kame funkci &(2), kterou bychom radi povazovali za Laplacetv obraz odezvové
funkce a(t) pii odezvé typu (5.5). Ten by mél spliovat zcela klicovy fyzikalni
pozadavek — pricinnost. Otazka tedy zni:

Jaké jsou nutné a postacujici podminky kladené na funkci &(z), aby predstavo-
vala jednostranny Laplaceiv obraz jisté funkce «(t)? Jaké vlastnosti pak bude
mit vzor a(t) ¢

Jestlize se prozatim nevzdame holomorfnosti funkce &(z), odpovidd na tuto
otazku nasledujici véta (viz [2]):

Véta 8.1: Necht funkce F'(z), z = = + iy, je holomorfni v poloroviné¢ C,, =
{z € C|lmz > (p}. Pak F(2) je jednostrannym Laplaceovym obrazem jistého
vzoru f(t) pravé tehdy, kdyz

SUDy~ ¢, / |F(z +iy)[*dz < +c0. (8.1)

Pro Laplaceiiv vzor pak plati

/ LF(D)]2 20! At < +o00. (8.2)
0

Thned vidime, ze pro funkei F'(z) holomorfni v celé horni poloroviné (eventuelné
bez realné osy), tj. pro (o = 0, dostavame jako diisledek splnéni pozadavku
(8.1) kvadratickou integrabilitu vzoru f(t). Kvadraticka integrabilita je oviem
slabsi vlastnosti nez integrabilita absolutni. Prikladem jsou nevlastni integraly
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8.2. CO S KORENY KOMPLEXNI PERMITIVITY V HORNI POLOROVINE?

1 1
de = —.

(diverguje) a —_—
iverguje) (z +a)? a

Autor prace [5] nazyva funkci F(2) vyhovujici vété 8.1 kauzdlni transformaci. S
odvolanim na [4] se opira o tvrzeni, Ze kauzalni transformace spliwuje disperzni
(Kramersovy — Kronigovy) relace ve tvaru (6.5), aniz se zabyva chovinim
funkce F'(z) pro |z| — oco. Price [5] se zabyva mj. i otdzkou disperznich relaci
pro nejzajimavéjsi pipad funkei, které jimi mohou byt svizény, totiz In o(w)
a f(w). Prilezitostné se k této problematice vratime v podrobnéjsi diskusi.

8.2 Co s koreny komplexni permitivity v horni poloro-
viné?

Pro platnost Kramersovych — Kronigovych relaci pro index lomu jsme prozatim
predpokladadali, Ze komplexni relativni permitivita £(z) nema v C; kofeny.
Ty by totiz narusily pozadavek holomorfnosti indexu lomu, nebot davaji vznik
bodtim vétvéni funkce \/5(7) . Predpokladejme tedy nyni, ze funkce F(z) =
n(z) — 1 mé tyto vlastnosti

e je holomorfni v C, s vyjimkou kofenti funkce £(z)

Zl’QZZIZIO—f—iF, F>0,

i(z) = 1|~ R™" pro |z]=R— 0.

Pro integral po kfivce na obr. 8.1 plati

0:/& _7?/ B =Ly infi(w) — 1+

T — W

(xg — w) + 1y Ty — w) + iy

_m<\/T+1?/—1 /\/Tﬂy—1>

/F—1d+/r—1

zZ— W zZ— W
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Ke Kramersovym — Kronigovym relacim tedy prispivaji jesté integraly po svis-
lych tseckach a kruznicich IC; a ICy o polomérech o — 0.

Ko .

—Z o w

Obr. 8.1 Integra¢ni kf¥ivka pro pFipad nulovych bodu £(z) v C,

Tento odstavec pozdéji doplnime prikladem fyzikalniho systému, ktery ma v
horni poloroviné komplexni roviny koteny komplexni relativni permitivity.

8.3 Prispéjte k diskusi

Vadddddddddddddddddddddddddddddddddaed
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