FYZIKÁLNÍ SEKCE Pøírodovìdecká fakulta Masarykovy univerzity v Brnì

KORESPONDENÈNÍ SEMINÁØ Z FYZIKY

7. roèník | 2000/2001

Vzorová øeźení ètvrté série úloh

(25 bodù)

Vzorové øeźení úlohy è. 1 (6 bodù)

(a) Proto¿e se èástice pohybuje po kru¿nici rovnomìrnì, je úhel φ (t) úmìrný èasu.

Souèasnì ovźem platí φ (T ) = 2π, tedy φ (t) = 2π T t. (1) (b) Podle obr. 1 platí

x(t) = R cos ψ (t) , y(t) = R + R sin ψ (t) , ψ (t) = φ (t) − π 2 . Odtud získáme s pou¿itím goniometrických vzorcù cos(α − β) = cos α cos β + sin α sin β, sin(α − β) = sin α cos β − cos α sin β a vztahu (1) dokazovaná vyjádøení slo¿ek polohového vektoru v okam¿iku t x(t) = R sin 2π T t, y(t) = R ( 1 − cos 2π T t ) . (2)

- s s 6

`

O

R

⃗r(t)

x y

φ(t) MM^{ψ(t)}

Obr. 1

(c) Dosazením t = 1 s a t + ´t = 2 s do vztahù (2) vychází

x(t) = 30 cm, y (t) = 30 cm, tj. ⃗r (t) = (30 cm, 30 cm), x(t + ´t) = 0 cm, y (t + ´t) = 60 cm, tj. ⃗r (t + ´t) = (0 cm, 60 cm).

(d) Vektor prùmìrné rychlosti je de˛nován vztahem ⟨⃗v⟩ = ⃗r(t + ´t) − ⃗r(t) ´t = ´⃗r ´t . Za pou¿ití vztahù (2) a goniometrických vzorcù

sin α − sin β = 2 cos α + β 2 sin α − β 2 , cos α − cos β = −2 sin α + β 2 sin α − β 2 dostaneme pro slo¿ky vektoru posunutí ´⃗r v èasovém intervalu [t, t + ´t] obecný pøedpis

´x = 2R cos [ 2π T ( t + ´t 2 )] sin π T ´t, (3)

´y = 2R sin [ 2π T ( t + ´t 2 )] sin π T ´t. (4)

Po dosazení zadaných hodnot t = 1 s a ´t = 1 s vychází pro prùmìrnou rychlost èástice v intervalu [t, t + ´t] ⟨⃗v⟩ = ( ´x ´t , ´y ´t ) = ( −30 cm.s^{−1}, 30 cm.s^{−1} ) .

(e) Prùmìrná velikost rychlosti je de˛nována vztahem ⟨v⟩ = ´s ´t .

Proto¿e ´s = R´φ a ´φ je urèeno vztahem (1), vychází ⟨v⟩ = 2πR T , èíselnì ⟨v⟩ .= 47 cm.s^{−1}. Tato velièina je nezávislá na volbì èasového intervalu [t, t + ´t], co¿ je ve shodì s oèekáváním { èástice se po kru¿nici pohybuje rovnomìrnì.

(f) Vektor okam¿ité rychlosti je v ka¿dém okam¿iku teèný k trajektorii a má vzhledem k rovnomìrnosti pohybu stálou velikost | ⃗v |=^{2πR}_T . Podle obr. 2 tedy platí

⃗v_1 = ( 0, 2πR T ) .= (0 cm.s−1, 47 cm.s−1) ,

⃗v_2 = ( − 2πR T , 0 ) .= (−47 cm.s−1, 0 cm.s−1) . Velikost okam¿ité rychlosti | ⃗v |=^{2πR}_T je podle oèekávání rovna prùmìrné velikosti rychlosti èástice ⟨v⟩ odvozené v èásti (e).

- s

6

O R x y

s s 6 œ ⃗v_1 ⃗v_2

Obr. 2

Poznámka:

Tuto èást úlohy bylo mo¿né øeźit nejen úvahou o rovnomìrnosti pohybu, ale také u¿itím de˛nièního vztahu pro vektor okam¿ité rychlosti

⃗v = lim_{Δt}!_0⟨⃗v⟩ = lim_{Δt}!_0 ⃗r (t + ´t) − ⃗r (t) ´t = lim_{Δt}!_0 ´⃗r ´t . Pro velmi malá ´t → 0 mù¿eme ve vztazích (3) a (4) zanedbat ´t oproti t a souèasnì psát sin^{πΔt}_T ≈^{πΔt}_T . Potom

v_x = ´x ´t ≈ 2πR T cos 2π T t, v_y = ´y ´t ≈ 2πR T sin 2π T t. Dosazením t = 1 s a t = 2 s odtud dostaneme hledané vztahy pro slo¿ky vektorù ⃗v_1 a ⃗v_2. Velikost okam¿ité rychlosti je pøitom v ka¿dém okam¿iku dána výrazem | ⃗v | = √ v^2_x + v^2_y =^{2πR}_T .

(g) V èásti (e) jsme zjistili, ¿e prùmìrná velikost rychlosti nezávisí na intervalu, v nìm¿ ji urèujeme, a platí pro ni vztah ⟨v⟩ = 2πR T . Na druhé stranì, pro zadané intervaly [t_1, t_2] = [t_1, t_1 + nT ], kde n je pøirozené èíslo, zøejmì platí ´⃗r = ⃗r (t_2) − ⃗r (t_1) = ⃗0 ⇒ ⟨⃗v⟩ = ⃗0 ⇒ | ⟨⃗v⟩ |= 0. Obecnì je tedy ⟨v⟩ ≠| ⟨⃗v⟩ | .

Vzorové øeźení úlohy è. 2 (8 bodù)

Velièiny ⟨v_x⟩, ⟨v_y⟩, ⟨v_z⟩ a | ⟨⃗v⟩ | pro t = 1 s a ´t podle tabulky vypoèteme stejným zpùsobem jako v pøedchozí úloze. Úhel α, který svírá vektor prùmìrné rychlosti ⟨⃗v⟩ èástice s osou x urèíme napø. ze vztahu pro skalární souèin vektoru ⟨⃗v⟩ a jednotkového vektoru ⃗u = (1, 0) ve smìru osy x: ⟨⃗v⟩ · ⃗u = ⟨v_x⟩ =| ⟨⃗v⟩ | cos α ⇒ α = arccos ⟨v_x⟩ | ⟨⃗v⟩ | .

´t [s] ⟨v_x⟩ [cm.s^{−1}] ⟨v_y⟩ [cm.s^{−1}] ⟨v_z⟩ [cm.s^{−1}] | ⟨⃗v⟩ | [cm.s^{−1}] α [^o]

1,000 -30,00 30,00 0,00 42,43 135,0 0,500 -17,57 42,43 0,00 45,92 112,5 0,250 -9,13 45,92 0,00 46,82 101,3 0,125 -4,61 46,82 0,00 47,05 95,6

Slo¿ky okam¿ité rychlosti v èase t = 1, 000 s jsou v_x = 0, 00 cm.s^{−1} a v_y = 47, 12 cm.s^{−1}. Potom | ⃗v |= 47, 12 cm.s^{−1} a α_0 = 90, 0^o.

´t [s] ⟨v_x⟩ − v_x [cm.s�^1] ⟨v_y⟩ − v_y [cm.s�^1] | ⟨⃗v⟩ | − | ⃗v | [cm.s�^1] α − α_0 [^o]

1,000 -30,00 -17,12 -4,70 45,0 0,500 -17,57 -4,70 -1,20 22,5 0,250 -9,13 -1,20 -0,30 11,3 0,125 -4,61 -0,30 - 0,08 5,6

Z výsledkù v druhé tabulce je vidìt, ¿e s klesající délkou intervalu [t, t + ´t], kde t = 1 s, se sni¿uje rozdíl prùmìrných a okam¿itých hodnot jednotlivých velièin.

Tato skuteènost je pochopitelná, proto¿e okam¿ité hodnoty kinematických velièin jsou de˛novány jako limitní pøípady velièin prùmìrných pro ´t → 0.

Vzorové øeźení úlohy è. 3 (5 bodù)

(a) Rychlomìr zastaví svá mìøení v pøípadì, ¿e se kolo nepohybuje. Po ka¿dém úseku tedy platí

⟨v⟩_r = s τ , kde ⟨v⟩_r je prùmìrná velikost rychlosti, kterou ukazuje rychlomìr, s je celková dráha ujetá na kole od zaèátku výletu a τ je celkový èas jízdy od zaèátku výletu (v τ není zahrnuta doba zastávek). Velièiny s i τ pøitom odeèítáme na rychlomìru.

(b) Správnou hodnotu prùmìrné velikosti rychlosti na konci ka¿dého èasového úseku vypoèteme jako podíl celkové ujeté dráhy s a celkového èasu t od zaèátku výletu (t nyní zahrnuje i dobu zastávek), tj.

⟨v⟩_s = s t . Velièinu s pøitom odeèítáme na rychlomìru, èas t, který uplynul od zaèátku výletu, musíme mìøit na pomocných stopkách, neboż τ ≠ t.

Pøedpokládáme-li, ¿e se cyklisté v prùbìhu jednotlivých úsekù pohybují rovnomìrnì, je øeźení èástí (a) a (b) shrnuto v následující tabulce:

úsek èas [hod] ⟨v⟩r^[km.h�^{1]} ⟨v⟩s^[km.h�^{1]}

1. 8:00 { 8:30 12 12 2. 8:30 { 8:45 12 8 3. 8:45 { 10:15 18 16 4. 10:15 { 10:30 18 14 5. 10:30 { 11:15 15 12 6. 11:15 { 14:00 15 7 7. 14:00 { 14:15 17 8 8. 14:15 { 16:00 20 12 9. 16:00 { 17:00 20 11

(c) Správnou hodnotu prùmìrné velikosti rychlosti vypoèteme v ka¿dém okam¿iku jako podíl celkové ujeté dráhy s a doby t, která ubìhla od poèátku výletu, tj.

⟨v⟩_s (t) = s (t_0) + v · (t − t_0) t , kde s (t_0) je celková dráha ujetá do okam¿iku t_0 a v je konstantní velikost rychlosti cyklisty v daném intervalu poèínajícím okam¿ikem t_0.

(d) Celkovou dráhu ujetou za èas t urèíme ze známého vztahu pro dráhu rovnomìrného pohybu s (t) = s (t_0) + v · (t − t_0) ,

kde význam jednotlivých velièin je stejný jako v pøedchozí èásti.

Vzorové øeźení úlohy è. 4 (6 bodù)

(a) Celková dráha, kterou cyklista urazil za 2,5 hodiny, je èíselnì rovna obsahu plochy omezené èasovou osou a grafem. Rozdìlíme-li tuto plochu vhodnì na obdélníky a trojúhelníky, pøivede rutinní geometrický výpoèet k výsledku

s .= 50 km.

(b) Stejným postupem jako v pøedchozí èásti vypoèteme celkové dráhy ujeté do zadaného okam¿iku a jejich podìlením dobou pohybu získáme hledané prùmìrné velikosti rychlosti. Výsledky jsou shrnuty v následující tabulce:

t [^′] s (t) [km] ⟨v⟩ (t) [km.h^{−1}]

30 11 22 60 18 18 90 30 20 120 40 20

(c) Postupujeme stejnì jako v èásti (c) úlohy è. 3. Platí ⟨v⟩ (t) = s (t_0) + v · (t − t_0) t , kde nyní t_0 = 75^′, z grafu v zadání je v = 20 km.h^{−1} a po provedení pøísluźného výpoètu vychází s (t_0) .= 25 km. Pøímým dosazením se zjistí, ¿e ⟨v⟩ ( 75^′ ) . = 20 km.h^{−1}, resp. ⟨v⟩ ( 150^′ ) . = 20 km.h^{−1},

proto je hledaný graf závislosti prùmìrné velikosti rychlosti na èase takøka pøímkou. Musíme si vźak uvìdomit, ¿e ve skuteènosti se prùmìrná velikost rychlosti s èasem mìní { v naźem pøípadì v desetinách kilometrù za hodinu. Proto¿e ale z grafu v zadání èteme rychlosti s pøesností kilometrù za hodinu, nemá smysl ani vypoètené hodnoty uvádìt pøesnìji.

(d) Prùmìrná velikost rychlosti byla vypoètena ji¿ v pøedchozí èásti. Vychází ⟨v⟩ ( 150^′ ) . = 20 km.h^{−1}.

Tento údaj je souèasnì urèen podílem celkové ujeté dráhy a celkové doby jízdy, a proto samozøejmì závisí také na dráze ujeté do okam¿iku t_0 = 75^′.

(e) Oznaème ´⟨v⟩ = 5 km.h^{−1} zadanou zmìnu prùmìrné velikosti rychlosti za celý výlet, v = 20 km.h^{−1} pùvodní velikost rychlosti cyklisty v posledním úseku trasy a —v hledanou velikost rychlosti cyklisty v posledním úseku trasy. Dále oznaème t_0 = 75^′ a t_c = 150^′. Potom platí ´⟨v⟩ + s (t_0) + v · (t_c − t_0) t_c = s (t_0) + —v · (t_c − t_0) t_c , odtud —v = v + ´⟨v⟩ t_c − t_0 t_c = 30 km.h^{−1}.

Z prùbìhu výpoètu je patrné, ¿e získaný údaj nezávisí na dráze, kterou cyklista ujel do okam¿iku t_0.

Vzorové øeźení úlohy è. 5 { prémiové

V úvodním textu k této sérii jsme pøedpokládali, ¿e v ka¿dém okam¿iku známe polohový vektor ⃗r (t) èástice. Jeho prostøednictvím jsme de˛novali vektor posunutí ´⃗r a prùmìrnou rychlost ⟨⃗v⟩ èástice v intervalu [t, t + ´t] a koneènì také okam¿itou rychlost ⃗v (t) v okam¿iku t. Velikost vźech tìchto vektorových velièin získáme tak, ¿e seèteme druhé mocniny jejich slo¿ek a odmocníme.

K de˛nici zmìny rychlosti, prùmìrného zrychlení a okam¿itého zrychlení budeme pøistupovat zcela analogicky, pouze zamìníme pojem þpolohový vektorß za pojem þrychlostß.

(a) Zmìna rychlosti èástice v intervalu [t, t + ´t] je urèena vztahem ´⃗v = ⃗v(t + ´t) − ⃗v(t). (b) Prùmìrné zrychlení v intervalu [t, t + ´t] je ⟨⃗a⟩ = ⃗v(t + ´t) − ⃗v(t) ´t = ´⃗v ´t . (c) Velikost prùmìrného zrychlení je dána velikostí vektoru ⟨⃗a⟩, tj. | ⟨⃗a⟩ |= √ ⟨a_x⟩^2 + ⟨a_y⟩^2 + ⟨a_z⟩^2,

kde ⟨a_x⟩, ⟨a_y⟩ a ⟨a_z⟩ jsou slo¿ky vektoru ⟨⃗a⟩ v dané kartézské soustavì souøadnic.

(d) Okam¿ité zrychlení je de˛nováno vztahem

⃗a = lim_{Δt→0}⟨⃗a⟩ = lim_{Δt→0} ⃗v (t + ´t) − ⃗v (t) ´t = lim_{Δt→0} ´⃗v ´t . • Pøi rovnomìrném pohybu s nenulovým okam¿itým zrychlením se mìní smìr vektoru okam¿ité rychlosti, ale nemìní se jeho velikost. Vektor okam¿itého zrychlení je potom v ka¿dém okam¿iku kolmý k vektoru okam¿ité rychlosti. Typickým pøíkladem takového pohybu je rovnomìrný pohyb po kru¿nici.

• Pøi pøímoèarém pohybu s nenulovým okam¿itým zrychlením se nemìní smìr vektoru okam¿ité rychlosti, ale mìní se jeho velikost. Pøíkladem takového pohybu je volný pád.

• Je-li pohyb rovnomìrný a pøímoèarý, nemìní se smìr ani velikost vektoru okam¿ité rychlosti, a proto musí být vektor okam¿itého zrychlení v ka¿dém okam¿iku nulový.