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IV. UVOD DO FORMALISMU KVANTOVE MECHANIKY

V této kapitole zformulujeme zdkladni{ postuldty soulasné nerelati-
vistické kvantové teorie &dstic. Uvidime, 2e vysledky ziskané v plredché- .
- zejicich kapitoléch Jsou pouze specidlnimi pFipady tohoto obecného for-
‘malismu kvantové mechaniky. Protofe matematicky aparét, ktery je pritom

pouivédn, nemus{ byt zcela bdiny, je prvni ¥dst kapitoly vdnovéna defini-
¢i nutnych zékladnich matematickych pojmd a dikazu n¥kolika uZiteZnych
vét. Podstatnd ¥dst odst.l tedy miZ%e byt chédpédna jako vykladovy slovnik
pojmd, které budeme v daldim potfebovat. I kdy% by tato Zést z hlediska
matematické korektnosti jist# neobetdla pred zrsky matematického puristy,
doufém Ze Jenatolik presnd, aby nedovolovala naprosto scestné vjklady.
T ¥V druhém odstavei jsou lakonicky (opat¥eny jen n&kolika poznémkami |
& drobnymi koment&Fi) uvedeny zdkladni postuldty souasné kvantové mecha-
niky. Pochopeni predchézejicich t¥{ kapitol,by se m¥lo prévé zde projevit
v tom, Ze tyto postulédty nebudou pro vés naprosto nefekanym prekvapenim.
V tretim odstavei jsou pek odvozeny ndkteré obecné disledky plynou-
cl z postuldtld, ufite¥né pifi Fedeni vE&tdiny konkrétnich problémi. -

Je t¥eba si jasn¥ uvddomit, Ze tato kapitola obsahuje (i kdyZ ve

zjednoduéené form&) podstatnou &4st toho, na %em stoji souasnd nerela-

tivistickd kvantovd mechanika ¥éstic. Podstatnd &4st toho,co bude uvedeno
nésleduaicich kapitoldch (predeviim v II.d{lu skripta), Je jen aplikact.

obsahu této kapitoly na FeSeni konkrétnich dloh. : :

1. Matematicky apardt | : .
 — - s

1.1) Prostor vlnovych funkei

Oznaime ¥ mnoZinu viech vlnovjch funkef, které odpovidajt moinym
stavim S4stice s hmotnost{ m. JestliZe do této mnoZiny zatadime i funkci
kterd je pro véechna ¥ a t rovna nule, potom mé ¥ nédsledujici vlastnonti.

(a) je-1li ()"1 a \Pa e F , potom téZ ( Yy * ‘,/2) ¢ F . .
(b) je-1i 116 F ac libqvolné komplexni &1islo, potom také (1)
cpe F -

Podle principu euperpozice, ktery jsme p#ijeli, p¥isludi funkece

p o=y e,

kde €1:¢5 jsou libovolnd komplexni &isla a
Pl' ¥, vlnové funkece moinjch stavi,

také moZnému stavu, takie \bé ?’ .
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MnoZinu g:ngzvene prostorem vlnovych funkef. I kdy% jsme pro uréi-
toat uvaZovali funkce pro jednu Bdatici, je zFejmé, Je toté 1ze opakovat

pro mno%inu funkecf prislulejlcich moZnym stavim libovolné kvantové sous-
tavy.
Upozornény:
Z prévd uvedeného divodu, nebudeme v nésledujicich udvahdch vypisovat
explicitnd nezévisle prom&nné, na nich% funkce zdvisi; v integrdlech
z t¥chto funkci 8e bude integrace provdddt pres v8echny nezédvisle pro-
ménné ( nikoliv pfes tas t, ktery ve vlnové funkei vystupuje jako para-
metr 1) a pokud nebudou uvedeny integredni meze, rozumi{ se integrace
pFes cely defini&ni obor promé&nnych. c

Mno%ina ¥ nmé vBechny charakteristické vlasstnosti abstraktnich
linedrnich vektorovych prostory, znémych z dvodniho kursu algebry (viz
té% dod.B). Prostor vlnovyeh funkei ?‘ae proto mo%né povaZovat za jednu
¢ konkrétnich p reprezentaci n&jakého abstraktniho linedrntho vektorového
prostoru, _JehoZ vektory reprezentuji mo2né stavy soustavy. Podrobndjs{
rozbor tohoto pristupu je v odst. 1.4. Do té doby se omezime jen na
reprezentaci téchto vektord pomoci vlinovych funkeif ¢ Uvidime v&ak, %e
to, co budeme déle o prostoru. ‘5" a funkcich(vektorech) qie‘}" f1kat, mé
analogii nap#. i v béiném trojrozmérném redlném vektorovém prostoru
(mno%in¥ vdech vektord v redlném 3-rozmérném prostoru), Vektorovy prostor,
ktery potfebujeme pro reprezentacl stavl kvantové soustavy, Jje jeho zobee-
ndnim: mus{ byt pFfpadnd i nekone%né dimenze a soufadnice jeho vektord
v n&jaké bdzi (soukadné soustavd) mohou byt komplexnim; éisly. Zavedme si
nyn{ n&které zdkladni pojmy.

Linedrné nezdvislé runkce

Funkce ¢1, vz,..., ¢n € 97 se nazjvaai 1in érné nezév1alé, jestli~
fe rovnici . _
lze splnit jen s ¢, = Gy = oo e, =0, : ' ’

JestliZe v prostoru ¥ lze nalézt . n linedrn& nezdvislych funkei, nikoli
v8ak (n+l) linedrn& nezévislych funkef, potom ¥{kéme, %e prostor ¥ Jje
p-rozm¥rny. Je-1i mo¥né v ¥ najft libovolny poZet linedrns nezévislyjch

funkcf{, potom ¥ je prostor nekoneéng dimenze,

Skaldrni sou¥in
‘Skaldrni{ sou¥in dvou funkc:{ ye ¥ t}'e?' ,je komplexni 51310, které
budeme (podle Diraca) znadit (qlty>_a definovat takto:

pry> - jcp*qjd'r'

(integruje se pres cely defini¥ni obor nezévisle' prom¥nnych). -

(3)
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Pro takto definovany skaldrn{ sou&in platf:

P> = <hig>" (4a)

{pley ¥y + ep §> = eyl + ey lplgpd )

Cygy*epfal 9> = egfulgd + 321 ¢> (4c)
(kfltf} >0 “- reélné &islo, rovné nule Jen pro. \.P -.'=. 0 , (44)

Viraz {f1y) je ném ji¥ znémd norma (II.20). <
JestliZe pro dvé& nenulové funkce l{)é? l})erf je o

L9l¢> =0 , ' - {5)
rikéme, Ze funkce Jjsou ortogondini. ‘

V n-rozmérném prostoru ¥ miZeme vZdycky vybrat n linedrn® nezdvislych

funkef (vektorid)
ule? ,uze‘}' ,...,uné?

pro n&% platd
< ui ‘ u. > = S

(6)
Tento soubor { } miZeme pouZit jako ortonormdlni b4zi v prostoru F a
libovolnou funkei q/e % pak psét (rozlo%it v bézi {ui} )

q)=c11+022 cee t e U | D

kde c; (i=1,2,...,n) jeou komplexni &isla, kterd budeme nazyvat sourad-
nicenn funkce (vektoru) lp v bédzi -{u } . '

Abychom pro danou funkei § a bazi {u;} ur¥ili soufadnice ¢y, Vynésobme
(7) zleva u; a integrujme pres celou defini¥ni oblast prom¥nnych; jing-
mi slovy: udélejme skalérni soudin levé i pravé strany (7) s funkei uy 3

' =0 =1 =0
Proto%e plati (6), zistdvd na pravé strané nenulovy jen &len 8 <uil u{) =]
a ’ .
. *
c; =<ui|\l{'> =J‘uill) at (8)
V dané bézi {u} urduje soubor sbufadnie ey (i=1,2,...) jednozna&n¥

funkei 4) + Stav soustavy miZe byt tedy ur&en bu& zadénim LP nebo mnoZinou
souradniec, které mdZeme zapsat jako sloupcovy vektod

(9)

o}

N/
Jestli%e si zndzornime situaci v 3-rozm&rném rediném vektorovém prostoru,
predstavuji soutfadnice ¢y ortogondlni projekce na soutadné osy urdené

vektory u; (obr.44).
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Obr. 44.

1.2) Operétory v &F

Funkce e F mdze byt po&robena mnoha matematickym operacim,
které ji prevéddjf{ v obecn& jinou funkei, ¥Fekn&me Y ,%z prostoru F .
Nap?. 1; miZe byt ndsobena konstantou, nésobene x, mi%e byt derivovéna,
integrovdna apod. :

Operdtorem rozumime piedpis, ktery jedné funkci'q;e ¥ prirazuje
obecnd jinou funkci-(.re?' 3 tento predpis dokd¥eme zpravidla vy jdd¥it
néjakym matematickym symbolem, ktery budeme obecn® znaiit O a psé4t

y = 0y (10
Poznédmka:
V textu budeme operdtory znaZit bud velkym psacim pismenem nebo znakem "
nad pismenem; nap*. O nebo 0 , A nebo A , ale také tredba & atd.

Pro nase dfely budou pouZitelné pouze linedrni operdtory, tj. operdtory,
které na linedrni kombinaci funkcf pisobi tek, %e platf '

¢ °1“|’A1 . ¢, «{.}2 ) = ey O/q}l + ¢y Uq;z © (1)

( ¢ys¢, Jsou komplexni &isla, lPl’ 4126 ¥y, .

Uvedme ei pi{klady lineérnich operdtord, které.pisobi v prostoru funkef
Jjedné prom&nné:
Oe2 ; P(x) = 2 ¢(x)
0=x ; \f(x)ﬂxxp(x) a4 tx)
a . =4 . 2y
0* & P = g ()

L dx

nebo v prostoru funkef Y (7) = \p(x,y,z)r

T2 ; \p(x,y,z) = 2 ¢(x,y,2)
Oex ; ¢(x,y,2) = x (x,y,2)
2 d ¢ ix,y,2) —ové sloZk bolickéh
O gy - IR oo otks symegionene,
PEI LR Xy o Ry
2 - . =
Oz v =4 - nE 8y°—+ 3z’ f(x3,2) T oyt Yo

(Laplacedv operétor)
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Za p¥iklad nelinedrniho operdtoru ném miZe poslouZit treba 0 = V_ '

(Veygy+eafy #eiVyy + eV, ).

Po¥adevek, aby operétory s nimi% budeme ddle pracovat, byly lineérn:[, Je
op#t ddsledkem p¥ijet{ principu superpozice.

Soudinem dvou operdtord - 01 Uz - rozumime operétor " , jeho% ptsobent

na mpeT d4 funkei lfeg— , kterou obdrZime tak, Ze na tP nechéme puisobit
0'2 a na takto ziskanou funkeci- pak Jeste 0’ (operdtory pisob{ v poradi
zprava doleva)'

0= 0,0, jestiize Oy= «( , pritent y= 01¢ 0% ¢)
§oué1n operdtord nenf{ obecn® komutativni, tzn., Ze obecn&

03.012 0,00

Viraz
(6,.,0,1= 0,0, - g, 0 a2
Je tzv. komutdtor operédtord 0’1' O; ( [Crl' 0'2] Jje operdtor ! )
Uvedme si pffklad. Necht Aﬁ'l Ex , Uz ] —é’;— a l])(x) je libovolné
funkce z prostora ffr’

0’1 0’2‘4)(::) = x( \ll(x) ) = x —EM

dx

O’z 0y gtx) = $o(x g0 ) = Ytx) + x B ALl

dx

d$(x) d y(x)
kPx"‘#(x)—x z

dx dx

= - ‘{/(x)

[0’1, (T?_,] 4:'(:) = x

ProtoZe LP(x) byla libovolnd funkce z ¥ » miZeme psét

[x , di] -- 1 ‘ | | (13)

( -1 Jje operédtor, ktery jen mdni’ znaménkq funkce, tj.ndsobi ji -1).

Vlastn{ funkce a vlastni hodnoty operédtoru-

Pdsobi~1i n&jaky operdtor ¢ na funkei u‘)e? , ziskéme obecnd
jinou funkeci y = 0’4} z prostoru ¥'. Ke ka¥dému operdtoru O viak v F
existuje podmno%ina funkci, pro n¥% se pisobeni 0" redukuje jen na néso-
beni konstantou, takZfe plat{

‘P )up (14)

Takové funkce nazyvdme vlastnimi funkcemi operdtoru o ; odpovidajici
konstanty J\ , které pFislusf k vlastnim funkcim,6se nazyvaji ylasini

hodnoty operdtoru .
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Tak nept. ;P(x) = ¢* je vlastni funkci operdtoru O = -‘-%(- ( nebo _2%(— )
j1% p¥islud{ vlastn{ hodnota k, nebo¥

a kx kx ‘

Sx (e )=ke (15)

Jiny piklad: sin(kx) nebo coa(kx) a (-kz) Jsou vlastnimi funkcemi
"a hodnotami operédtoru (d%/ax®) nebo ( 8/ x2).

K danému operdtoru 0 muze pfisluBet obecn& nekonelny poée;‘vlaat-
nich funkef a hodnot ( je-1i F prostor nekonedné dimenze). OznaZme
linedrng nezdvislé vlastni funkce operétoru o

ul, U2, ‘seo e » Lln, ov.- ’ (163)

a jim odpovidajic{ vlastni hodnoty

AL Ags wee s Agy oo (16b)

Line&rni nezdvislost vlastnich funkef zddraznujeme proto, abychom zabré-
nili nejednozna¥nosti; kaZd4 funkce cu, (¢ je libovolné konstanta) Je
toti% také vlastni funket ¢ , ji# p¥{sludf vlastni hodnota “An' Vynédso-

bime-1i totiZ% ob¥& strany (14) konstantou ¢, dostaneme
OCeu)) = A Ceuy)

MiZe se v3ak stdt, %e vice linedrnd nezdvislym vlastnim funkcim
pFi{slusf t4% vlastn{ hodnota; potom Fikéme, %e vlastni hodnota je. degene-
nerované ( nebo, %e stav je degenerovany ). Abychom tuto skutelnost za-
chytili, vezm®me za zdkled indexy, které rozlisuji vlastnl hodnoty.
Vliestni funkce, pi{sludejic{ k dané vlastni hodnot&,pak rozlisime daldim
indexem; misto (16) budeme tedy psat '

(g (g,) C (g)
E§1)1'°°tul,1 'Eél)v"'suZJz y *ec ’uil)""’un PR (7
Ay X, S A,

a f{kat, ¥e vlastni hodnota A _je g -ndsobn¥ degenerovend. JestliZe

g, = 1, vlastn{ hodnota ‘An je nedegenerované.

MnoZina vlastnich hodnot 'Al""’ An,... daného operétoru 0 se
nazyvéd gpektrum operdtoru 0’ . Dosud jsme ml¥ky predpoklédali, Ze vlastn{
hodnoty a funkce se daji rozlisdit diskretn® se ménicim indexem; v takovém
pr{pad® budeme mluvit o diskretnim spektru. B&¥ny je vSak i1 pripad, kdy
se"index mdni spojit&" ,tzn, %e je to spojit® se m&nic{ prom#nnd; ozna-
ime-1i ji kX , nahradi se v pPedchédzejicich vyrazech u, funkef u(k)

a A~ funkef A(k). V takovémto pripad® se mluvi o spojitém spektru
(pfikladem mohou byt funkce (15) ). Je moZné, aby jediny operédtor m&l
v uréitém intervalu indexd spektrum diskretnif a v jiném spektrum apojité.
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1.3) Hermitovské operdtory

Protofe v kvantové mechenice u3ivéme operdtory k reprezentaéi m&-
Fitelnych fyzikédlnich velidin a postulujeme, Ze vyéledkem méfeni mohou
byt jen jejich vlastni hodnoty, musime se zFfejm& omezit jen na linedrni
operdtory (ptsobici v :r)’ jejichZ vlastn{ hodnoty jsou redlné. Vysledkem
jednoho ‘m&Feni je toti? v¥dy redlné ¥{slo (zmdFeni komplexni veli¥iny
vyZaduje dvé mé&Feni (nap¥. amplitudy + fdze), z nich% ziskéme redlnou a
imagindrni d4st).

Tuto vlastnost majf tzv. hermitovské operétorv. Operétor _0 se nazyvé
hermitovsky, JjestliZe plati :

(0 )' dt = (Oy) dt - (18a)
pro véechna'qﬂeg:. f ¥ 4j jq’ v

V Diracovd symbolice tuto podminku zapileme (viz(3))
<OPLg> = <Y10¢> . (i8p)
Zapsané vyrazy piredstavuji skaldrni souéln dvou funkecil - lP*, Lf'=0'lp (resp.
(f)*,(!} ) pro n&% plati <y ¢ = <\P|\P> ; Jestli%e podle (18)

LOylyy = <gbl(_‘rq;> {yloy> (19)
znamend to, Ze s hermitovskym operédtorem 0" je integral (18&) (skaldrni
sou¥in) roven redlnému &islu.

Relace (18) musi platit i pro vlastni funkce " . ProtoZe

Tuld = Apld a ORI N (20

dostaneme po dosazeni do (18) (kde lll nahradime uI(]'l) )

.,\);J uf]i)* u(i) dv = }\nj ux(li)*u(i) 4at

n n

: « .
takZe )\n =>\n a vlastni hodnoty -)sn_,jsou tedy redlné.

Pro hermitovsky operdtor O , pisobfef v F, plati ufitednd vita:
Jsou-1i \Pl’ ‘Pz dvé libovolné funkce z F , potom

f(qu L}'ad”i' jq},, O'Lpadr ‘. (21a)
<Oy,| 42> = LYt Oy, o ‘ v('21b)

Tvrzeni (21) se &asto pou%ivéd pro definici hermitovského operdtoru,misto
vztahu (18). Dikaz provedeme takto: \IJ \l/l +c \|/2 (¢ Jje komplexni &is-
lo) pat#i té% do T a

j**0¢df =‘.J.(4’§.+_°*LIJZ TPy +-e ) av = |
R L R O DL O

resp.
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mus{ byt pro libovolné ¢ redlnym ¢islem; proto¥e prvni dva sdf{tance jsou
reédlnd &{ala, plyne z toho, Ze integrédl ve 3.s&itanci musi byt roven
komplexn& sdru?enému integrélu ve 4.s&ftenci, tj. musi platit (21).
Vzhledem k platnosti (21), je moZné vé&tdinou ponechat otevienu otédzku,
na kterou funkci ve skalérnim souZinu pisobi hermitovsky operdtor ( ;
proto se tento skaldrni soulin pi3e v symetrickém tvaru

O 0> = Lyl Ty = <yal 01> (22)
ProtoZe pro skalérni soulin plati <T1W> = <¢lt§>*, musi byt
<l 01y, > :<¢41(7|%>* (23)

Pro vlastni funkce a hodnoty hermitovského operédtoru plat{ n&kolik
vét, které jsou uZitelné nejen v obecnych uvahéch, ale i p¥i Fedeni
konkrétnich iloh v kvantové mechanice,

Vsta o ortogonalit& vlastnich funkef:

JestliZe ugl), u;a) jsou vlastni funkce hermitovského operdtoru g ,

které p¥islu3d{ dvéma rdznym vlastnim hodnotdm An"km (n#m), potom

Juéi)x o3 ae = Gl > -0 (24)

(n#m, i=1,2,...,8, » 351,2,.00,8, )

ili: funkce uél) , uéJy jsou _ortogondlni (viz (5)).

Dikaz provedeme snadno. Podle (23)
<ut(li)\(7| u;j)7 = (ul(u‘l)\ G’\u;i)>
a u¥iti{m rovnic (20)
» . » 33 PEEN ¥ »* . .

)‘m<“x(11)‘ u}(n‘))> = >\n<ur<n‘]‘\ur(]”> = A <ur(11)‘“x(n'})>

Vlastni hodnoty Jjsou v&ak reélné (Jf; = ‘Xn‘) a proto
(Am—jn)<u#“ﬁgﬂ>= 0 ‘

1lze splnit ( pro)\n # )‘m ) jen tak, Ze éluél)\uéJ))' = 0.

Vlestni funkce hermitovského operédtoru, které prislusi riznym
vlastnim heodnotém, Jjsou tedy ortogondlni. MdZeme n&co podobného tvrdit
i o souboru funkel ugl) (i = l,...,gn), které patfi ke gn—nésobné dege-

nerované vlastni hodnoté& )\n ¢ Vime ji%, ¥e také ka¥dd linedrni kombi-
nace

(g.)
v, = cluél) + c2u;2) + ... * cgnungn (25)

je vliastn{ funke{ O’, prislusejicf k vlastini hodnoté >Wf Nic ném '
proto nebréni, vytvolrit z g, 1inedrné nezdvislych funkel {unk stejny

podet novych, lineérné nezdvislych, funkci {_vn} (to znemend napsat

& rovnic typu (25) a urdit Cl""'cgn ) tak, aby platilo
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H

<vfli)lvfn'j)> = I vx(xi)* v vl&'j) ATt = 0

JestliZe i # § (1,3 = 1,0.e,g ).

Této procedule se Fikd ortogonaliza¥ni proces; k jeho realizaci existuje
n8kolik efektivnich algoritmi (nefe¥f{ se p¥fmo zmin&nd soustava rovnic),
2 nichZ nejzném&j81 je Schmidtdv ortogonsliza&nt postup_f[1l,[2],(3].
Ortogonalizadni postup mé ndzorny geometricky smysl, jak je zndzornéno
v obr. 45.

| Obr. 45.
| Necht funkeim u(l), u{Z) prislusi té%
' vlastni hodnota )\ 1+ Obecn?

i (11(1)|u(2)> # 0., Ka¥dé linedrnf kombi-
Uy . nace téchto vektord(tj. véechny vektory

1
Vfﬂ % v roviné ur¥ené uil) ,u12 ) je viastnim
o \;2) vektorem s vlastni hodnotou A, .MdZeme
} o Uy ted¥ z nich vZdy vybrat dva(napf. v&l),
e vg , pro nd% plati (vl lv 2y = 0.

Souhrnem:
V_obecnych dvahdch miZeme vZdy pfedpoklédat, %Ze pro soubor vlastnich
funkci hermitovského operétoru plati

GO Dy = 8, 8, (26)

pro vdechna n,m,i,j , tzn. Z%e vlastni funkce jsou vzdjemnd ortonormdlni.

V konkrétnich vypoXtech je automaticky splnéna Jjen ortogonalitea plynouci
z vy%e uvedené v&ty; normalizaci v¥ech vlastnich funkeil & ortogonalitu

degenerovanych stavi musime vZdy kontrolovet a podle potifeby provést.

V&ta o \plnosti souboru vlastnfich funkei hermltovského operdtoru

Ne jprve uvedme definici: soubor funkci z prostoru F se nazyvé dplny,

je~1i mo%né ho pouZit jako bézi v F (viz (7). ' SERR PR

Pro kvantovou mechaniku mé zdklaedni vyznam v&ta: i

Soubor vlastnich funkef hermitovského operétoru, ktery pﬁsobi v 97 Je

dplny.‘

Proto¥e dikaz této v&ty neni nijak jednoduchy, nebudeme ho provadét a

odvodime si jen velice uXitednou relaci, tzv. podminku ¥plnosti souboru

vlastnich funkei. ‘
Pro urditost pfedpoklédejme, Ze prostor ¥ je tvoren vlnovymi

funkcemi z&vislymi Jjen na T = (x,y,z); déle lze vidy predpokléddat, ZXe

vlastni funkce ugi)(?) operdtoru plsobiciho v F , splnuj{ relaci (26).
V bazi {uéi)(F)} mi%eme pak libovolnou v(?)e ¥ pedt jako superpozici
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Y& =2 i of1) W) (27)
n

i=l

a tym% postupem, ktery vedl k (8), vyjédrit

°x(1i) = ('u,(,i)['#) Bjufxi)*(f'")\‘l(?') at” | (28)
Dosazenim (28) do (27) a zém¥nou ‘sumaci & integrace, dostaneme |
| g
'Q(?) - }; ; ( fufli)"(?‘)qz(?')dfc') WD) =
r i ' ‘
- (Zn D W@ ) PEa -
n dr F(F,?')qf(F')dT' (29)’

Mé-1i (29) platit pro libovolnou «p(F)e ¥ , musi mit funkce F(f{?')
pon&kud zvld¥tni prib¥h: musi byt rovna nule v3ady krom& T = 7 .Takovou
funkci zavedl Dirac a nazval ji Jlfunkce; podrobnosti o ni jsou v dod.C.
Porovnénim (29) s defini¥nim vztahem pro d-funkei dosteneme, %e

&n . :
“ Zn fi—: w{*@) oP# = Str - e , (30)

co? je prév® hledand podminka dplhosti souboru_funkef {_ﬁgi)} .

1.4) Prostor stavovych vektord a Diracova symbolika

Diracovu symboliku jeme v odst.l.l jiZ pou¥ili pro zkréceny zépis
skaldérnfiho sou¥inu a v odst.l.3 Jjeme ji roz8i¥#ili na zédpis maticovych
pkaﬁ hermitovekych operdtord. Smysl této symboliky je v3ak hlub3f a
souvisi s obecn#jidim pojetim formalismu kvantové mechaniky. Pokusime se
zde naznadit alespon zdkladni my3lenky. '

Vid&li jsme, %e v prostoru vlnovych funkei F {pro danou kvantovou
soustavu) miZeme vidy vybrat ortonormélni bézi a v ni rozlo%it libovol-
nou funkci (e F podle (7). Koeficienty ey » tdo soutadnice ? ve
‘zvolend bdzi, jednozna&n& urluji ¢ a tedy i prisluiny stav soustavy.
Soubor soufadnic €;,Cpyeee;Ciye-- je moZné chépat jako souPfadnice
néjakého vektoru (9). ProtoZe ¢y mohou byt komplexni a miZe jich byt
nekone®n& mnoho, byly by to,v ne jobecn&jsim p¥ipadd, souradnice vektoru
z n&jakého komplexniho linedrniho vektorového prostoru nekone¥né dimenze
(dod.B). Ostatn& i samotnou vinovou funkei miZeme chédpat jggg,eoubor
slolek vektoru v n&jaké bézi; index rozlidujici souradnice se zde (na
rozdil od i u ¢y ) m&ni spojité a je reprezentovén nezévisle prom¥nnymi
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na nich% funkce zdvis{. Nap®. pro funkeci l‘i(x) méme,misto indexu i, spo-
jit® se m&nici x a analogicky k (9) bychom mohli past

.
.

- 6
o= [l b ox (31)
| | index

Uvé&domime-1i si tyto skute&nosti, nemusf nds jiZ prekvapit, Ze

v_obecném formalismu kvantové mechaniky se postuluje:

stav kvantové soustavy Jje reprezentovén vektorem z n&jakého abastraktniho
linedrniho vektorového prostoru E .

Svymi vlastnostmi { k nim# pati"f napf. komplexni soufadnice vektord a
obecn& nekonednd dimenze) odpovidd E_ prostoru, ktery se v matematice
nazyv4 Hilbertdv prostor. Ka%fdd4 fyzikdini soustava mé& avdj prostor &
(stejnd jako m&la F ), tvofeny viemi vektory, které reprezentujf mo¥né
stavy soustavy. Je pak jen vdci volby bdze v tomto proatord, Jjakymi
souradnicemi se vektory z &€ budou vy jadfovat. K nejb¥%n&j5im pat®f tzv.
souradnicovd reprezentace, kdy vektory z € se reprezentuji odpovidaji-
cimi vlnovymi funkcemi 2 # . Mohli bychom také ¥{ci, %e jde o zobrazeni
vektorového prostoru € na prostor vlnovych funkei ¥ (obr.46).

Prostor atavovych vektord € Prostor vlnovych funke{ ¥

Obr.46

(ZvidavEjsimu &tendri prozradime, ¥e bdze v ni% se ly>z € zobrazi sou-
borem souradnie(funkci) ‘P(x) (31), Je tvo¥ena Diracovymi J-—funkcemi'

podrobnosti viz nep?. v [13] )
Pre jd®me nyn{ k Diracové symbolice. Pro obecny vektor g_prostoru £

zavedl Dirac oznadeni

I > | (32)
a nazval ho ket-vektor. ‘
Chceme-1i rozlisit Jjednotlivé vektory z £ , musime je n¥jak ozna¥it a
toto oznm¥eni pak zapiZeme mezi | a > . Nap? misto C€ bychom mohli psét
le> , misto ZF v (31) 1y>, misto |q)i) » lq} ¥y ee.tfeba jen |1 | 2Dy

( ¢ Je zde vlastn¥ zbyteéne) a misto |u“)> jen | n, i) apod. Je snad
u¥ jasné, Ze napi | > je oznaleni pro Jeden z vekferi a t{.l

nezdvis{ samoz¥ejm& na %4dnych proménnych,
Prostor ¥ je tvoren vlnovymi funkcemi ) . K vyjddtent skalérniho

sou¥inu jsme vZak potFebovali i funkce komplexn& sdruZené - \P MnoZina



...97-

(

v8ech funkci q} vytvéri op&t prostor, ktery oznaime F* . P.rost,pg_
Jje Jjednozna¥n¥ urden prostorem F (ke kazdé tll z 7 méme

v )

P

kp*v F*H.

Podobn& jako F Je reprezentaci vektorového prostoru £ , ja texé F™
reprezentaci{ ndjakého linedrniho vektorového prostoru e

'dudlni prostor k €

H E”Je tzv,

a je prostorem £ jednoznafn& ur&en. Vzd jemné

vztahy prostord 9. T* & E Jsou schematicky znézorndny v obr. 47.

¥

9;‘)(

Obr. 47.

0 vektoru

Predné uvedme op¥t Diracovo zna¥eni vektord z &£ :

<ylz £¥ se F{kd, ¥e je hermitovsky sdruieny s > E .

Nebudeme zde uvAddt presnou definieci dudlnfho prostoru £* (viz
nap#., [13] ), ale omezime se pouze na nékteré prakticky vyufivané zdviry.

se znali symbolem

<

obecny vektor z 6*

(33)

a nazyvd se podle Diraca bra-vektor. Konkrétni bra-vektory se op&t rozli-
$uji symboly zapsanymi mezi < a

ket-vektor je prosty; anglicky je zévorka:

zapisujeme jako jedno¥ddkovou maticij; nap¥ k '|c) (9) a

. Pivod *zdhadnych" nézvl bre- a

bracket
<>

Znéme-1i souradnice ket-vektoru v n&jaké bdzi, potom soufadnice
odpovidajiciho bra-vektoru jsou velidiny komplexnd sdruZené a bra-vektor

bra-vektory

,Le| = (c’f ,c; ) sse 4C

1

2

Load A2 4

)

)
?ndex

W= ...

y*(x)
x

* index

' * *
Skaldrni soudin vektoru <b| = (bj,...,bj,...) 8 vektorem
dostaneme ve shod& s definicd, podle béin)‘ch pravidel maticového ndsobeni

{blc)y = (bnl,b;,...

»
,bi,.")

°1W
w
2

2]

"
i

vss ) ese

'y

"Z by e

J

| ¢> pak

1> (31) méme

(34a)

(34b) /

—

(35a)
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v pf'ipadé "gpojité prom#nného indexu" dostdvéme vyras (3) (sumace p'f'ejde
v integraci ptes vdechny nezévisle prom¥nné); pro jednu nezdvisle promén-
nou x: '

> = (e Joo L | ¥R TE fmp’?x)\p(x) ax (35b)
% : | |

Podobn® i ostatni definice a tvrzeni, uvedené v prostorech ?'-, -‘F” Je
mo¥né chépat jako konkrétini reprezentaci (zobrazeni) veliZin a operaci
v prostorech & N 8*.

Uvedeme Jje JjiZ jen heslovité.

Operétor v ,pisobici v £ ;pi‘ii'azuje ke¥dému ket-vektoru lt|))€ & n&jaky -
> € € (srov.(10))

Loy = 01> (36)
prifem# analogicky k (11) . _ |
O o1y + eptppd ) = oy O3>+ ep Tlip> (37)

Viastni vektory a vlastni hodnoty

ly>e £ je vlastnim vektorem operétoru U, jestliZe (viz(14))

| Tig> = Aig> | (38)
pii%emz A Je vlastni hodnota pFisluejfcl k 1> .

Viastni vektory, které odpovidaji funkcim (16), bychom mohli psé&t :
|u1> , |u2) goevy lun)- y+++3 nemiZe-1li dojit k zéménd 8 jinymi,stejné

indexovénymi, ket-vektory, miZe byt dostatujici zépis: i 1> .\2),...,In),
... « Odpovidajici vlastni hodnoty opé&t budou )\1")\2""")\:1"" .
V pPipadéd degenerovanych atavid prepiSeme (17). takto:

(1)

1

(&) (g,) ' (g . ,

|u },c'o,'ul‘l) ,lugl))’cbc"uz.a ),lo-"u§1)>,ooo"ungn ),u..- (39)
h 4 o N ~ v >

a kdy¥ nemiZe dojit k zéméné(pismeno "u" ji% nic nerozlisuje), bude dosta-

gujici zdpis

}1,1> yeeesil,8> 512,12 peres 12,850 yeney (D12 pevealnyg > seee
k: A A, J\;:

Operétory hermitovsky sdru¥ené a hermitovské y
Ket-vektorim |\y>, Inf) odpovidaji v duélnim prestoru £ bra-vek-
tory (lPl, <yl . Operétor, ktery ¥ €” prostoru prevédi <Yl ve <yl
oznalime i , nazveme ho operator hermitoveky sdruZeny s operdtorem o

a analogif rovnice (36) v prostoru E™ bude

<yl = <107 (40)
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Podle b&%né konvence se operdtory pisobici na bra-vektory zapisuji
vpravo od bra-vektord a Je-li jich vice (sou¥in operdtord), plsobi v po-
¥ad{ zleva doprava. Vztah O a ot Je zndzorndn na obr.48.

hermitovsaky -
sdrufené operdtory

Uvddomme si, Ze ze zplsobu zavedeni et vyplyvé

<OPl = <ypr = <107 (41)
JestliZe O@J je oznadeni pro vektor ziskany pdsobenim v na ¢ (co¥
je vektor oznaleny ¢ ).

Skalérn{ sou¥iny vystupujici v definici hermitovekého operdtoru (18)
nyni miZeme psét

<OP1g> = (Lyplo Ng> (42a)
YIFp> =<1 (01y>) (42b)
JestliZe 6+ - U ' (438)

tzn., %e operdtor vl je roven operdtoru, ktery je 8 nim hermitovsky
sdru%en, potom v (42) je lhostejné, zda 0 pdsobi vpravo nebo vlevo,
kulaté zavorky jsou zbytedné a mi¥eme psdt (viz (18)+(19))

COply> =Lyl Oy> = Kgl01y> (43v)
Operédtor, ktery splnuje podminku (43), se nazyvéd hermitovsky operdtor
(srov.(18)). Pro hermitovsky operétbr také plati (23), tj. pro libovolné
(\.{11] LY, l € £* & & nimi sdruzené | >, lqlz} e &

AT IR A A R (44)

Ortonormdlni bdze v £ a podminka'dplnosti

Nechi '{lugi)>} (nebq {ln,i)} ) jsou vlastni vektory hermitovského operé-
toru O , tak%e ( o znaleni viz (39))

G‘ugi)> x ,An‘u:li)) ( O/In,i> = ')‘n‘n’i> ) (45)

Soubor vlastnich vektord je dplny, tzn,%e vektory mohou byt pou?ity_Jjako
bdze v & (srov. obr.44); vybrany mohou byt vdy tak, aby platiloe
(viz (26))

<\1§li)l “;(nj)> = 51.1 Snm <<n’i'm"j>=8ij 5““‘ ) (46)
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tekle tvor{ ortonormdlni bdzi v € .
Libovolny ket-vektor |¢ > pek lze psét (srov.(27))

: 3n . Sn . '
|lp)=§ ;; ?ﬁli)‘ufll)> (Nl)llzn ; cn,iln’i> ) R TYD

(1) i ;o
oV = alg> (et dniilyd ) (48)
Dosadme (48) do (47) a upravme takto ( cgi) je %fslo ! )

& ' &y '
g ; ; Gy 1Dy - Zn ; W D) -

kde

gn
\ _
'(g {?1 |“,(,i)> (“,(,i)|)\¢)_ = plq}) (49)

na |{> méme dostat opZt Iy > pro libovolny ket-vektor |y>e € . avy
to bylo moZné, musi byt ziejm& P 1 ( jednotkovy operdtor). Dostévéme
tak ekvivalent podminky uplnosti (30) '

&n 8y
S5 el = A (LY rmddei =) 0

n i=1 n i=l

Toto vyjédd¥eni jednotkového operdtoru se ¢asto s vyhodou pouZivé pti
dpravdch vyrazd, které se pri vypo&tech v kvantové mechanice objevuji.

1.5) Matice v kvantové mechanice

Reprezentaci ket-vektoru sloupcovou matici{ a bra-vektoru Féddkovou
maticf jsme jiZ uvedli; tyto matice jéou tvoreny sourfadnicemi vektoru
v n&jaké ortonormdlni bézi. Co jéété potfebujeme, je vyjédfeni operdtoru
v takové form¥, abychom jeho plsobenim na tyto matice dostdvali vektory
v témZe maticovém tvaru. -

M&jme ortonormdlni bdzi tvofenou vliastnimi vektory néjakéhp hermi-
tovského operdtoru 0 . pro jednoduchost a prehlednost indexovéni, plred-
poklédejme, %e vdechny stavy jsou nedegenerované ( v (45)-(50) odpadd
index 1i; &, =1 pro v3echna n ), takZe ve zkrédceném zdpisu

Tin> = Ajin> ’

Je-1i A 1ibovolny hermitovsky operétor (pisobici v tém¥fe prostoru Jjako
operdtor ¢ ), potom bude zFejmé jednozna¥n¥ urden, budeme-1i zndt
vSechny velidiny (obecn& komplexni &isla)

(51)
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App = <mlAin> (52)

Tato &isla uspordddme do tvaru &tvercové matice (miZe byt i nekoneZnd)
, ,

T Y
A21 A22 o v e A2n e
A = .; . . (53a)
1‘:‘nl ‘}n‘? et fnn ¢t
\_ - . : y, '
Protote A je hermitovsky operdtor, plati podle (44)
Ay = A?i (1,351,2,000) (53b)

Matice, jeji# prvky vyhovuji vztahu (53b), se nazyvé hermitovskd.
Matice (53a) je maticovou reprezentac{ operdtoru A v bézi vlastnich
vektord operdtoru O . Nechf v této bézi maji ket-vektory 1y¢> ,1¢>

vy Jjédfeni
( bl\ 4 clw
b2 ¢y ‘
= . ‘ o . (54)
> : , W= |3 |
bn ¢, :
k ’ 7/ \ /

kde b, = <n|\ft> a ¢, = (nhp) (n,1,2,...) .

Nechi ddle plati (ptisobeni A na 1> a4 lg>)

1> = Aryg> (55)
Ud&lejme skaldrni soudin levé i pravé strany s bra-vektiorem {m| , ktery
v &% odpovidd vlastnimu vektoru |m) € £ 3 do'stgneme '

miygy = <miAjg> | . (56)
Na pravé stran® se nic nezm&ni, nechéme-1i pred A pisobit na 1{> jedtd
Jjednotkovy operdtor (’llll]))* ILV} ). Dosadime-1i ho ve tvaru (50),. bude
platit ( je to pfiklad zmin&ného vyuZitf p¥i Upravéch vyrazd):

> =< A MYy = @A 10w )P =Zn<mlmn><nw> (57a)

co¥ v oznaleni (52),(54) Je .

P * 5; Amn ©n | (57b)
Dostdvdéme tedy sloupcovou matici, odpovidajict qu)‘ skuteXn® b¥Znym matico-
vym nésobenim matic reprezentujicich A a8 1>,
A jak ziskéme matici reprezentujfc{ goufin operétord ? Nechf hermitovské
operétory A , B jsou reprezentovény v uvedené bézi maticemi s prvky
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gy =<UIALSY 5 By =<ml Bin) (57)

Postupnym plsobenim BaA na y> e € nechi dostaneme I\P>€€ (mati~
covéd reprezentace Iy>aly> je (54) )

ly> = AB1¢> \  (58a)
Stejn& jako v (56), ud&lejme skaldrni soudin s {x}e 6*:
klg> =<kl ABIYD (59)

Nyni vsuneme do vyrazu na pravé stran& dva jednotkové operdtory (50),
takZe

ely> =(xklA.1.B.11y> =
.<k|£(§13><j|)i’)(%|m}<m|)|¢> .

= 0 <Kxl Al HGIBIanl ¢ (60a)
J m
nebo
b % % A%; Bim ®m - (60b)
Oznad{ime-11i A
‘g‘-'ﬂﬁ ( s prvky Ckm*<kl‘elm> ) (61)
potom
Ly>= €1 ¢> (58b)
podle (57) ' .
b = 2;: Cxm ®m (62)

a porovnénim s (60)
Cym = % Akj Bjm (63)

Prvky matice reprezentujicf{ soudin Operétorﬁltedy opét ziskéme podle
standardniho pravidla pro soudin dvou matic.

" Problém vlastnich vektord a vlastnich hodnot v maticovém tvaru

M& jme operétor A vy jéd¥eny matici{ (53) a hledejme jeho vlastni
vektory a vlastni hodnoty. Hledané vlastini vektory !?) rozloZime v bédzi
pou?ité pro A a zapiSeme ve tvaru (54). Rovnice pro vlastni hodnoty a
vlastni vektory je

a dévé,po ddsazeni A a lg> v maticovém tvaru,soustavu algebraickych
linedrnich rovnic

l‘]t Ay j bj = )\bi (i, = 1,2,...) (65a)

pro soufadnice hledanych vlastnich vektord |y> ., Prevedeme-1i v (65a)
¥leny ADb ne levou stranu, mé soustava rovnic tvar
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(All-)k)bl + 12 P> oo ot AL b o+ =0
A21 bl + (A22 ";/\ )bz + .. e+ Azn bn F* e = 0
. . . (65b)
A b o+ AL b, + .. .+ —A)b +eeu= 0
nebo v maticovém tvaru
/(All - A) A12 * o e Aln o ® a \ / bl\
Aa1 (A, - N) A b,
. . 22 . . * 2n L] - . 2
: . : ‘ : = 0 (65¢)
K Anl An2 ves (Ann -A) .. bn

To je soustava homogennich (bez pravé strany) algebreickych rovnic, kterd

md netrividln{ FeSeni (tj. Fedeni odliZné od b =b,*...=b =... =0 )

pouze tehdy, kdy%Z determinsnt soustavy Jje roven nule {(coZ pak znamen4,
fe né&které rovnice Jjsou navzdjem zdvislé a tedy vlastné nadbyte&né).
Obecné& miZe byt rovnic nekonedn¥ mnoho (zd4vis{ to na dimenzi prostoru,
tj. podtu vektorl bdze),co? jsme teké vyjédrili v zdpise (65).

Je~1i rovnic n, potom podminka pro existenci netrividlniho Fefeni je

All "A A12 e 2 v Aln
A21 A22 “A 3 . & A2n

Det(A -A1) = |. . , . = 0 : (66a)
Anl An2 ¢ f ¢ Annﬁ‘x

Rozvedeme-1i determinant zpusobem zndmym z algebry (dod.A) a uspoiédéme
%leny podle mocnin A , dostaneme rovnici n-tého F&du pro

n n-1
Aotk * e .otk A +k =0 (66b)

kde koeficienty kl,...,kn jsou vyrazy obsahujici maticové prvky Aij
(i,j= 1,2,...,n).

Rovnice {66) mé podle zdkladn{ v&ty algebry prdvé& n kofend - vlastnich
hodnot matice A (operdtoru A ) K

A A2, cee s A | (67a)

Postupnym dosazovénim t&chto vlastnich hodnot do soustavy rovnic (65) a
¥fefenim ziskanych rovnic, obdrifme ke ka?dé vlastni hodnoté& odpovidajic{

vlastni vektor:




( IV ) - 104 -

(i)

(b

(1)
by

k A, bude patfit ly;> = . (i=1,2,...,n) (67b)

“(1)
byt

Pro nekonelny pofet rovnic (n-e) je snad jiZ zobecnéni (alespon form&l-
n&) zrejmé. : .

V maticové reprezentaci operdtord a vektorld se tedy zdkladni dloha
kventové mechaniky - hledéni vlastnich hodnot (spektra) a vlestnich
vektord n&jakého hermitovského operdtoru - prevadi na algebraické dlohy.

Za upozornéni Jjestd stoji, Ze kaZdy operétor je ve vlastni repgg4
zentaci ( tzn, Z2e k maticovému vyjéd¥eni (53) pouiijeme bdzi z vlastnich
vektord tohoto operétoru) diesgondini .

Skute¥n&: jestliZe plati (srov.(51)-(53))

| Ain> = A In> (68a)
a vlastni vektory jsou vybrény tak, aby platilo
<min> = 8_  (mn=1,2,...). (68b)
potom ‘
Ap; = HLALD> = A<iid> = ay Sy (69a)
-Ajlj>
takfe matice A mé tvar
A
Ay ‘;;\\\
A = ’ (69b)

Ve vlastni reprezentaci je tedy operétor vyjédfen diagondln{ matici,
jeji% diagondlni prvky Jjsou rovay_jeho vlastnim hodnotém. Proto se o hle-
déni vlastnich hodnot matice (operdtoru) &asto také mluvi jako o diago-
nalizaci matice (tj o prevedeni matice n&jakou transformaci{ na diagondlni

tvar (69b)).
Ponechévédm ji% na &tend®i aby, jako velmi hodnotné cvideni, zopakoval
cely tento odstavec pro pripad, Ze nékteré vlastni hodnoty operétoru

v

jsou degenerované.




