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III. SCHRODINGEROVA VINOVA MECHANIKA

1. Schrédingerova rovnice

—————

-

1.1) Pot¥eba vlnové rovnice a jejf vlastnosti

V pPedchéze jici kapitole jsme diskutovali interpretaci a vlastnos-
%i vinové funkce, kterd (podle p¥ijatého postuldtu) urfuje stav soustavy.
SxpIicitni {analytické) vyjédFeni vlinové funkce viek zatim znéme, podle
de Brogliehs hypotézy, pouze pro volnou &éstici. Jak ale najdeme vlnovou
Funked urduiicic{ astav &dstice, kterd se nachézi v n¥jakych silovych ’
po1linh? Protofe “nezndmou" je funkce, mohla by byt Feenim n&jaké dife-~
rencidln{ ro¥nice. Na zdklad® toho co ji% znéme, m&la by tato rovnice
yynoverat nésledujicim pofadavkim:
{e) aua{ byt lineérni, aby zistal v platnosti prinecip superpozice stavi
{viz odst.II.4.1);

{b) muai obsashovat jen l.derivsce vlnové funkce podle Zasu. Tento poZa~-
davek Jjg disledkem obecnd p¥i jimaného prinecipu kauzaiity (pfiﬁinnoéti).
Jestli¥e jsme totiZ postulovali, %e stav soustavy Jje ¥ daném Easovénm
okam?iky t _plné urfen vinovou funkei WLLIOA» potom znaloat QLLEOL

musi byt pln¥ dosta¥ujici{ k jednoznaZnému urdeni v3ech budoucich stavi
soustavy, tj. k urleni kaZdé \P(tl) kde t,> t, .
To je presné obdoba principu priZinnosti v-klasické mechenice; tam byl
stav soustavy v daném &asovém okamiiku t urden zaddnim soufadnic a
impulsd vBech ¥dstic tvo¥icich soustavu a kaZdy budouc{ stav (tj. soufad-
nice,a impulay ¥dstic) mohl byt jednozﬁééné urden redenim Newtonovych
rovhic, které v sob? zahrnovaly udaje o pisobicich aildch.
Predpokléde jme, Ze t, = t  + At , kde. At je infinitesimélni

p¥irustek Zasu; potom miZeme psét pro vlnovou funkci v Zase t  + At
Tayloriv rozvoj :

= ' |\ + .a_(p.. .‘ 1 _b_,;lk. 24 |
Pltrat) = Pt (bt )e-eft . ( Bf*)t-t,,(w (1)

JestliZe jédiné co zndme Vv éas§ t=t Je ‘Q}(to), potom k jednoznaZné-
mu ureni tP(to + At) musi stafit pouze l.derivace ( 3?’/a't)t,to R
kterou musi byt moZné vyjddrit jen pomoci 4) , tj. musi byt
29 ) (2)
dt
kde F(+ ) je nijeké funkce { (proto%e rovnice (2) musi platit pro
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pro libovolny ¥as t_, vypustili jsme podminku =t ).

Rovnice (2) Je diferencidlni rovnici l.Fddu vzhledem k prom¥nné t; k je-
Jimu jednozna¥nému Fresieni sta¥i poddtelni podminka *,ttt = *I(to) .
: o

(c) v¥sledky musi v 1imitd pPechézet v klasickd Fedeni (viz princip ko-
respondence v 1.2.3). Jinek Fe&eno: rovnice musi vést k tim¥e zdkonitos-
tem pohybu vlnovych klubek, jako de Broglieho teo}ie v aproximaci geo-
metrické optiky. To znemend, Ze rovnice musi vykazovat forméln{ shodu

s n¥kterymi rovnicemi klasické fyziky.

Ne tomto mist¥ je viak tfeba jasn¥d Ffci, %e rovnice k ni% smifuje-
me - Schrodingerova rovnice - se neodvozuje, ale postuluje. To,co budeme
d¥lat v nédsledujicim odstavei, jsou pouze \vahy, které majf naznalit,
pro se rovnice postuluje prévé tak a ne jinak (pFitom uvahy, které k té-
to rovmici vedly E. Schrédingera, byly mnohem hlubsf, zaloZené na analo-
giich mezi klasickou mechanikou a optikou). Rozhodujic{ je koneckoned
oviem jen experimentélni ovdfovéni disledkd plynoucich z teorie vybudo-
vané na této rovnieci.

Déle Jje tPeba zdiraznit, %e teorie zaloZend: jen na Schrodinggrové
rovnici neni ekvivalentem souZasné kvantové ggchanigy, jeji% zdédkladni
postulédty uvedeme v nésledujici kapitole; uvidime, Ze Jje pouze d{l&im
vysledkem, vyplyvajicim z obecného formalismu kvantové teorie. V jejich
zdkladech jsou navic uloZeny dva vyznamné omezujfci predpoklady, na n&%
nesmime zapominat:

(i) nedochézi ke kreaci (vzniku) a anihilaei (zéniku) Zdstic s nonulovou
klidovou hmotnoatf (xreace a anihilace fotond je mo¥nd);

(ii) vSechny &dstice s nenulovou klidovou hmotnost{ se pohybuji rychlost-
mi zna¥n¥ men3imi ne% Jje rychlost svdtla, takZe Jje moZny nerelativistic-
k¥ pP{stup (problém fotonl se musi resit zvldst). :

Pro popis jevd v_atomech a molekuléch je v3ak Schrodingerova teorie
dobrou aproximaci, nebot zde jde o pomdrn& slab® vézané struktury, jéjich2
¥4sti se pohybuji malymi rychlostmi. Tek nap¥. rychlost elektronu v atomu
vodiku je Fédové ¢/137 (o = 1/137 je tzv. konstanta jemné struktury [6]),
valen¥ni elektrony viceelektronovych atomd maji rychlosti téhoZ ridu a
jédra v molekuldch rychlosti Jje3td mnohem men&i. Piedpoklad (i1) Jje tedy
v tdchto soustavdch doble splnén. Protofe vazebni energie v atomech a
molekuldch leZf hluboko podvhoduotou 0,5MeV (= klidové energie elektronu;
ke kreacl péru elektron-pozitron je tfeba energie alespon 1MeV), je
dobfe splndn i prvni pPedpoklad.
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1.2) Schrodingerova rovnice

Pro volnou Zdstici snédme explicitnt vyJdd¥eni vinové funkce; Jejf
ne jobecnd J8{ tvar Je dén formul{ (II.61) (v jednorozmérném pripad¥ pak

(IL.63) )3
e(p sP 2P ) * - :
(215)3/2 ffj Ty (3

x OXP[% (Pxx +'pyy + pys - lt)] dp dp dp‘ -ij}('ﬁ) éi(f»r—nt)/ﬁ as

kdo celkovd energie Z4dstice E ,10 rovna energil kinetické a s hybnostf p
Je v nerelativistickém priblfZens (viz pfedpoklad (11) v odst. 1,1)
8$védzdna vztahem

41(x,y,:;t) =

2
P 1 2 2 2

Es — = — ¢ + + ) (4)
2m 2n .px Py 7 Pg

Najdéme diferencidln{ rovnici se strukturou (2), které tato funkce vyho-
vuje. Plat{ ' 4

ih *—é-— l{/(x,y,z;t) = JJJE 1“($)ei(ﬁ‘-m")/h ap (5a)

' Yyz;t) = J‘”p li‘(p)c:l(ﬁr"m;)/h dﬁ

a obdobn& pro derivace podle y a s.
Souhrnné mifeme tFi poslednf relace (pro x,y,sz) sapsat

- ihV 4’(){,)’,2;1’,) = JJJ-ﬁ F(B)ei(ﬁi"-i‘.t)/fx ‘da . (5b)

(definice operdtoru V Je v dod.E).
Provedeme-11 2.derivaci podle soufadnic, potom

-h2 ‘P("" t) = J”p F(-p-).i('ﬁr-Et)/‘h

] obdobné pro derivace podle y a s, :
Souhrnn&, pomoci Laplaceova operétoru As V (viz dod.E)

Podle (4) Jjsou integrandy v (5a) a (5¢) im&rné; toté: lxe ¥fel o integ-
rdlech, takZe miZeme psét

(x,y,%;t) h2 ‘
ih b‘p iibAded 2 e — qul(x,y,z;t) , (6)
Vbt 2m :

cok Je Schrodingerova rovnice pro volnou Zdstici.
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Tato rovnice splnuje vdechny t’i vjse uvedené poZadavky: (a) Jje linetrni
Vyplyvé splnéni principu korespondencs.
Pro jednorozm¥rny pfipad (&dstice jen na ose x), prejde (6) v

iﬁ—'g(:—’z___i"‘_i_ (N

2m dx2

Uva¥ujme nyn{ o &dstici, kterd se nachdzf v_n&jakém potencidlovém
poli U(x,y,z,t). Na rozdil od Newtonovy mecheniky, kterd pracuje s piso-'
bicimi silami, v kvantové mechanice je zékladnf veliZinou potencidlni
energie ¥dstice V = V(x,y,z,t). Pozor: roglifujte pojmy potencidl silo-
vého pole U a potencidlni energie Zédstice V v tomto poli. Toto upozorn¥-
ni je zvlééi nutné proto, %e v kvantové mechanice bjvéd zvykem ( a my to
ddle budeme pro strudnost délat té%) nazyvat V potencidlem. o
i  Celkové energie Zdstice E je soudtem energie kinetické T a poten-
cidlni V :
E=T+V , , (8)

pFifem? T souvisi s hybnosti Z4stice p vztahem
2 .
P
T = —— (9)
2n

Nyni si pfedstavme, %e jsme rovnici (6) fornéln& ziskali z (4) a (5) tnk,
fe jsme nahradili

E operdtorem ih -{:—- ( pisobicim na t’/(x,y,z,ti )

a T = p2/2m operdtorem - —— {72 ( pisobfeim na q)(x,y,z t) )
2m

( o operdtorech budeme podrobnd uluvi{ v nédsledujici kapitole).
ProtoZe potencidlni energie V nezdvis{ ani na B, ani na'f, mifeme
se pokusit (opdt &ist¥ formélné) zobecnit tuto proceduru i na rovnici(8).

Dostaneme ‘

IY(F,¢) h? o
et e gyt + VIF,L). g (Fe) | (10)

co? je skute¥n? slavné S Schrodingerova rovaice pro jednu Eastieli v poli
s potencidlem V(®,t). Zplsob jak jsme ji ziskali, vdak nelze v %ddném

pFipad¥ povaZovat za jeji odvozeni. Za jeji odvozen{ viak nelgze povaZo-'
vat ani mnohem presv&d®ivijsi fyzikdlni argumenty, které najdeme v lite~
ratufe (napi. 161 ,[13],[141) uvédéné ve prospdch tvaru (10). Skute¥nosti
je, %e Schrodingerova rovnice se musi koneckoncd postulovat a oprévnénost
tohoto postuldtu stéle doklédat cxperimentélnin ovdrovénim didsledkd,

které z ni plynou.
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1.3) Stacionérni Schrdodingerova rovnice

Existuje velkd tfida dloh 8 potencidlni energii neszdvislou na Zase
(tak!e V = V(x,y,s) ). Pfepidme rovnici (10) do aymbolickdho tvaru

Fi, g =0 | (11a)
kde CY(F,t) Je diferencidlnf operdtor )
O(r,,t) = - ih bbt + [- —2-;— V + V(x,y,z)] (11b)

Vidime, Ze v Je souftem dvou operdtori

Uee) = O0ptv) + Oytx,y,2) C (2m)
z nichZ jeden: :
O.t) = - ih =2 12b
1 bt ( )
pisobl pouze na funkce zévislé na t, a druhy:
{12 32 bQ 32
O;(x,y,z) ® - om ( : axZ + ay2 * -s—;f) + V(x,y,z)
. (12¢)

pouze ne funkce promé&nnych x,y,sz.

Tato skute&nost ném dovoluje provést v hledand vlnové funkel tav,
separaci prom&nnych , tzn, hledat FeSeni rovnice (11)_ve tveru sou¥inu
dvou funkel

_q}(?,t)=f(t).kp(?) L - ay

g nichZ Jjedna (f) zévisf jen na t a druhdé (Y ) Jjen na ﬁroatorovjch sou-

feadnicich x,y,z. Funkce f£(t), (p(r) pfitom budou Fedenim rovnic, které

zi{skédme takto: dosadime p¥edpoklédany tvar (13) do rovnice (11). ProtoZe
d ar(t)

-ih vs (£(t). Y(?)) = - Y(??.iﬁ " a
h? | 32 :
["'5:_ ve w”]‘fm"f‘;" - rw] - — v+ wH ufm]
e 1 Ar(t) 52
e ot ‘P:?’ [‘ o v » v q’(?)] (14)

Levd strana této rovnice je funkecl pouze prom¥nné t a pravd strana funkqi
pouze proménnych x,y,z. Napsand rovnice pfitom vyjadfuje, Ze ob& strany

'se musl rovnat pro véechny moZIné hodnoty t a T =(x,y,%). To je moiné
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sfejmd jen tehdy, kdy% levéd a pravé strana rovnice jsou rovny té%e kons-
tant¥. OznaZimg~li tuto konstantu B, d4 ném prévé vyslovené tvrseni (po
nepatrné dprays) hledané diferencidlni rovnice

AL(t) i E £(0)
B e mee— t
3t y o (15)
52 5 } ‘
- — (F) + V(F) Y(® = E @D
- .V ger r) (& ¢ (7 (16)

Prvni z nich md Ffelieni
r(t): ( iEt oan
= exp\- — ) 17
tl / .

Rovnice (16) pro prostofovou Zdst vlnové funkce - \f(gj ~ Je tzv,
staciondrni Schrodingerove rovnice.Jeji obecné Felen{ zdvis{ na tvaru
potencidlni energie V(r), partikuldrni Fre#eni, odpovidajfci Jednoznadn#
sledované soustavé, pak jedtd na okrajovych podminkéch.

Uplné fed¥en{ Schrodingerovy Zasové rovnice (10) (resp. (11)),
v pFfipad® , %e potencidlni energie nezdvisi explicitn& na fase, Jje tudii

: W(i‘,t) = \P(i") ;oxp (,-i il t) (18)

kde tp(r) Je feéenim staciondrnt Schrodingerovy rovnice (16) s prislus-
nymi okrajovymi podminkami. : .
Je-1i ¥dstice ve stavu s vlnovou funkcf (18), potom hustota prav-

d&podobnosti vyskytu ‘ _
. " o 7
WEOR = PFEOPEYD = 2 | (19)
nezdvis{ na Zase; mluvi se proto o atecionérnin stavu. ‘

Jak se pracuje se Schrodingerovou rovnici 8i ukdieme v druh‘ tdati
této kapitoly. Zde jen Jje3dt¥& poznamene jme, Ze separace pronénnych s nik
jeme se pravd seznémili Je postup pFri Fedeni diferencidélnich rovnie
vidy vyhodny, nebot vede k FeSeni v&taihe po&tu jodnoduiéich rovniec.

V kvantové mechanice ho velmi ¥asto pouZivéme; k tomu, ahy diferencidlni
operdtor m¥l strukturu se separovanymi proménnymi ( jeko nap#. v (12a))
Je véak nékdy tieba piPejit od béZnych kartézskych soutadnic (x,y,t),

k souradnicim jinym, nap¥. sférickym (r, 6 y§¥ ). Lze ukézat, %e k separa-
ci prom&nngch dojde v takovych souradnicich, kterd maji .ynetrii shodnou
se symetrii potencidlni energie V(?). :
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2. Jednorozmérné pravoihlé potencidly

e

2.1) Fyzikélni smysl pravodhlych potencidld

Abychom se bli%e sezndmili s FeZenim Schrodingerovy rovnice a
interpretac{ ziskanych vysledkd, rozebereme si podrobn# n&kolik jedno-
duchych jednorozm&rnych dloh. (dstice se v nich nachéz{ stdle na primce,
kterou zvolime za osu x. Z matematického hlediska maji Jednorozmérné .
Ulohy tu prednost, %e staciondrni Schrodingerova rovnice (16) Je pro né&

obyZejnou (nikoliv parciélni) diferencidlni rovnici; po malé Upravé Ji
miZeme psdt
a2 Y(x) ‘ 2m
- . [2 - veo] P = o . (20)
dx2 ﬁz :

ReZeni takové rovnice Je mnohem prost3f{. ne% re¥eni parcidlnich diferen-
cidlnich rovnic, které dostévéme v 2- a 3-rogm¥rnych ulohdéch. Jednoroz-
mErné ulohy vdak jsou zajimevé nejen proto, %e ném dovolujf poznat zdk-
ladni charakteristické ryasy kvantovych jevidl, které se zachovévajf i v
mnohem slo%itdjiich pripadech, ale i proto, %e mnoho vicerozm&rnych dloh
mi%e bYt, po vhodné transformaci s separaci prohénnych(viz odst.1l.3),
redukovédno na reSeni{ ndkolika rovnic, podobnyech rovniei (20).

Pribdh potencidll, které budeme uvéiovet, Jje schematicky zndzorné&n
na obr.22a : osa x Jje rozd&lena ne ndkolik oblasti, v nich% je potencidl

Mo ; (a
: "___.__—_-—‘.-——
. x_
5 i b
Vix) : ' '
i ; !
| X
! E () (a) Pravouhly potencidl aproximujici
FF(x) : g redlny prab&h (b).
n 1 X o (¢c) Schematické zndzornéni sily
i V av(x)
E ! F(x) = — =g
(N (2)>y (3) pisobici{ na &datici v poli (b).

konstantn{ a na styku t&chto oblast{ se m¥n{ skokem (nespojit&). Pocho-
pitelnd, Ze takovéd funkce nepfedstavuje redlny prib&h potencidlu, ktery
musi byt spojity, jako nap¥. na obr. 22b. Jsou-li viak rozmé&ry oblasti,
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v nich%Z dochdzi ke zm&n& potencidlu, velmi malé,ve srovnéni s ostatnimi
délkovymi rozméry vystupujfeimi v dloze (konkrétnd nap¥. v porovnédni

s de Broglieho vlnovou délkou), je pravoihly potencidl dobrou aproximaci.
Prestal by ji vdak byt nap¥. v pfipad® &dstice s velkou energif, ji¥
prislusi de Broglieho vlnovd délka srovnatelnd s rozmdry piechodné oblas-
ti. _ ‘

_ Chovédni klasgickd ¥dstice v potencidlnim poli podle obr.22 ja'snad~
né predpovddét. JestliZe by V(x) byla nap?. potencidlni energif{ Zdstice
v gravitainim poli na povrchu Zem¥, potom obr.22b pledstavuje pfimo
profil terénu, v n¥mZ se &dstice pohybuje. PFi dané celkové energii E
(E=T+V se zachovdvd) budou pro ¥dstici nedostupné ty oblasti na ose x,

v nichZ je V>E (kinetickd energie T=mv2/2 mus{ byt vidy 2 0). Tam kde
Je V(x) konstantnf, nebudou na &éstici pisobit %4dné sily a bude se proté
pohybovat rovnomdrn#, s rychlosti v=y 2(E-V)/m . Sila bude na ¥dstici
pisobit jen v pfechodovych oblastech (obr.22c). Jind mofnost realizace
pribdhu V(x) pomoci elektrostatickych poll je na obr. 23.

(1) ; (2) +—I(3)
il- , ".
— L I
S N S
T S

/’Il////////llll///!I/IIJIIIIIIIII?IIY/IIIIIIIIIIIIITI/IIIIII
Obr. 23. Elektrostatickd realizace prib&hu potencidlni energie

podle obr. 22b, pomoci kovovych trubic, které majf konstatntni potencidl
proti zemi (spoleZnému bodu).

2.2) Optickd analogie

K ziskéni predstavy o Feseni Schrodingerovy rovnice (20) miZe byt
nékdy ufitednd skute¥nost, %e formAln& enalogickd rovnice popisuje jev,
ktery miZeme poﬁérné dob¥e pozorovat: 3{fen{ sv&tla v prostfed{ s promén-
nym indexem lomu. .

V transparentnim (tj. neabsorbujfcim) prostiedi, s prostbrové i
tasové konstantnim indexem lomu n, se md¥e 5{fit elektromagnetickéd vlina
ve smdru osy x, priZemZ Jjejf elektrickd sloZka €(2,t) nezdvisi na y a s.
Pro intenzitu elektrického pole tedy plati

g(?,t) = 3 E(x).emiwt | (21)

kde € je jednotkovy polariza&ni vektor. kolmy k ose x, ¢ je kruhové
frekvence a € (x) vyhovuje rovnici ( ziské se z Maxwellovych rovnie (41}

a2 €x) . nZ. w2
d;§ c2

Ex) =0 (22)
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Rovnice (20),(22) budou z matematického hlediska identické, jestliZe
polozime (v (20) predpoklddédme V(x) = const )

n2.0J2:

am | | '
Kt [® - v] = 2 (23)

14

Na Fe3eni obou rovnic jsou navic kladeny stejné poZadavky: v mistech
nespojitosti V (n) musi byt ¢(x) ( 6(:)) funkce Bpojité i s l.derivact.
Pohybu &4stice, v poli podle obr.22a, pak odpovidd &i¥en{ elektromagne-
tické vliny v prost¥edi s nespojitou zm¥nou indexu lomu ve sméru Sifeni
vliny (obr.24). Podle (23) jsou mecharické a optické parametry svézény
vztahen .

1 o
n(w) = " \jzmcz[x - v] ' : (24)

\n, 7/n

\\\\\

Obr.24.

Optickd anelogie: elektromagne-
tick4 vlina s vlinovym vektrorem
; se 81{Ff{ ve sméru osy x

v prostfedf, jehoZ index lomu
‘se mén{ skokem v rovindch kol-
mych k ose x. '

Oblasti, v nich% E‘>V,Vodpovidaji v optické analogii transparent-
nimu prostredi, neboi index lomu n je zde redlny; vlina md pak tvar

E(x) =~ oI,
Oblestem, v nich? E<V, by odpovidalo prostfedf s ¥iaté iméginér-

nim indexem lomu. ReZenim rovnice (22) pfitom je tlumend vlna

E(x) = e (q> 0, redlné). Do jisté miry podobné situace nastévé pri
3iFeni elektromagnetické vliny v kovu (index lomu kovu v#ak mé redlnou i
imagindrni Z4st). ‘

P¥i vyuZivéni optické analogie je nutné mit stdle na pamdti, Ze
vyplyvé pouze z matematické shody rovnic (20),(22). Interpretace redeni,
které ziskdme pro vlinovou funkei (p(x), se viak diemetrdlné 1151 od
" interpretace €(x) v klasické optice.

2.3) Potencidlovy val. Tok pravd&podobnosti

Nechf se podél esy x m¥n{ potenciél podle obr. 25 a Zdstice s cel-

kovou energif{ E postupuje zleva doprava.
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hix)
(DYE>V, E R ——————— _
Vs - Obr. 25 .
. _ ‘Potenciélovj val.
@E<V, o [~=======~-------- " Pro x<0 Jje V(x) = o, pro x>0
' : 30 Vix) = L

Uvazu:}me ne;jprve, ,jak by se chovala ddstice 2 hladiaka klasické
mechaniky. Mohou nsstat dva ptipedy :
(a) E<V_ (obr.26a)

Gdatice vystoupi do mista, kde se celd jeji energie znéni v onerg:li po-
tencidlni (tzv. bod obratu ) , sastavi se (T=0) a za¥ne se pohybovat
zp&t do oblasti x< 0. Oblast x>0 je pro ni zcela nedostupnd. -

) Vix) sl w
 @E<Y, ME>, ] eXE%
T —— (] . .
T=E |
Y o - ",
Obr. 26. Ke klasickému FeSeni pohybu tdstice. Pro v&t3{ ndzornost

kreslime redlny prib&h V(x), ktery v limit# pFejde ve skok potencidlu
podle obr.25. Bod obratu jeme v p¥{pad¥ (a) polo?ili do x=0.

(b) E>V (obr.26b)

Gdstice vystoupi a% do oblasti kde V(x) = V, & postupuje ddle plvodnim
smérem s rychlostf v =V 2(E - V )/m . Potencltlovy_ val nikdy neobréti
smér jejiho pohybu. . " :

Kvantové-mechanické Fesent

Protofe potencidlni energie V(x) je nezdvisld na dase, stall !‘oiit
staciondrni Schrddingerovu rovnici (20) a zfskat tak prostorovou &ést
\p(x) vlnové funkce (18). Vzhledem k nespojitosti funkee V(x) v bod¥
x = 0, vyhovuje Y (x) rovnici:

‘ ¢ q;(x) 2 B (x) 0 £0 (25a)
‘ + x) = pro x a
dx2 he ¥ N
. A
¢ px) 2n (B - V) @g(x) 0 >0 (25b)
+ [4 - b 4 = pro X
d12 .hZ o “P

I kdy% potencidlni energie V(x) je v bed¥ x=0 nespojitd, nue:[ hlodani

vlnové funkce \W(x) mit v celém intervelu (-e0,+c0) vlastnosti uvedené °

' v_odst, 11.3.4; mimo jiné, mus{ byt vZady spojitd i s 1.derivaef. To zna-

mend, %e musime najit takovd feseni rovnic (25), kterd v bod# x=0




-63 - ( IIT )

na sebe spojit¥ navazujf i s l.derivacf. Opdt rozddlime Freseni na dva

pripady:
(a) Celkové energie &dstice E < Vo

Rovnice (25) Jjsou obyZejné homogenni (bez pravé strany) diferenci-
tlni rovnice 2.F4du s konatantnimi koeficienty. Jejich PFedenf hleddme
standardnim postupem:

(i) predpoklédéme reSeni ve tvaru

P(x) = e** | xde & je dosud neurfené t1slo,
(i1) dosadime toto pfedpokléddané Fedeni do (25) a po vyd&leni eXX dosta-
neme tzv. charakteristické rovnice:

+x2= 0, kie k= (26a)
X“ +q° =0, kde q = 5 (26b)
ktefé maj{ Fedeni
0(1’2 = + ik pro x< 0 (26¢)
0(1.2 = +q pro x>0 ' (264)
Obecnéd resfeni rovnic (25) tudiZ jsou
\P(x) = A.eikx + B.e kKX pro x<0 . (27a)
P(x) = c.e®* + DX Prox>0 | (27b)
xae +/2mE y/2m(V_-E)
k = > 0 a q* ——2— >0 (27¢)
h ' h
. Zatim neurdené konstanty A C,D stanovime .z okrajovych podninek s které

" ndm vyplynou z obecnych poiadavkﬁ kladenych ns vlnové funkce(odat 1. 3.4).
~ V nadem pFipadd pouZi jeme tyto:

(1) \11_’_(_)_ musi byt vidady (tj. pro x (-0 +oO) konelnd; v reseni (27b)
pro x>0 musi tedy byt C = O , nebol jinak by pro x-—oo rostla WY (x)
nad vi3echny meze;

(1i) v bod¥& x=0 musi Fefeni (27a) spojit® navezovat i s igdorivnci na
¥eSent (27b). Vyjéd¥ime-li tyto podminky ( C ji% klademe rovno nule),
dostaneme rovnice:

A+B = D ( 2z rovnosti funkci v x = 0 ) (28a)

ix(A - B) =-qD ( £ rovnosti l.derivaci v x=0) (28b)

To jsou 2 rovnice pro 3 neznédmé. Urlime 2 nich pomé&ry

- | D 2k
B k-ia - ' (29)

Ak + iq A k + iq
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Redeni, kterd spliuje vSechny podminky, tedy je {revnice (27) vydslime—&
a dosedime z (29) ) - ' . '

goo =L [ 1-1VvgE-2 omikx |
. | - : } pro x<£0 (30a)
1+ 1Vv e -1
?(x) = 7 . ¢~IX ore x>0 om

Podive jme se hg vysledek z fyszikdlniho hlediska. Funkce (x) pro x <0

Je superpozici /vlny postupujici vpravo ( oikx) & vlny postupujici vlevo

( e__ ). V terminech kvantové mechaniky: vlnovéd funkce (30a) je
superpozici vlnové funkce pro stav s hybriosti P = ﬁk (Edstice poatupuje
vpravo) a vlnové funkce pro stav s hybnostf p = -hk (Zéstice postupuje
vlevo)*). Z odst. II.4.3 vime, ¥e kvadrdty absolutni hodnoty koefiecientd
u vinovych funkei v superpozici stavid jsou Um&rné (neni-1i funkce normali-
zovand) pravddpodobnosti nalezeni ¥dstice v pF{slusném stavu. V naZem
ptipad¥: ‘
ipx/ h : 1112 =1

-ipx/ ,"h

pro koeficient u e

1-1Yv /E -1 2
1+ 1YV /E - 1 -

pro koeficient u e

SkuteZnost, fe pravd2podobnoati jsou stejné, miZeme interpretovat tak, Ze
dstice prichédzela zleva, na potencidlovém valu se odrazila a se stejn¥
velkym, ale opa&nd namiFfenym, impulsem (celkovéd energie E = p2/2m,. se
nezm&nila) postupuje v oblasti x<O szprava doleva; dochdzi pFitom k Upl-
nému odrazu. Zevedeme-1i, analogicky k optice (srov. odst.2.2)
koeficient odrazu v “3'2 ' _ |
R = R - {(31)

'

| [Al2

Je v tomto p¥ipedd (tj. pro E<V ) R = i. =
K siskanym vysledkim dodejme je3t3 na vysv¥tlenou toto. PouZivané

vyroky jako: "vlna postupuje vpravo", "postupuje vlevo" apod. majf vlastind

plny smysl pro uplnou vlnovou funkei (18), tj.

4‘(x,t) = \[?(x).a"i'!:t'/h o, (32)
kde ¢(x) je funkce (30a).
) Tvrzeni by bylo zcela presné jen pro rovinnou vlnu eikx, Tesp. o-ih,

rozprostirajicf se od =~ o0
nabot vlinovéd funkce mé tento

do +00 . V nadem pFipad& je jen pf"iblizné,
tvar pouze v oblasti x< 0; takovou vinu

gziskéme jako superpozici vln s impulsy blizkymi uvedenym hodnotém p.
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Rovné% prostorové lokalizovany elektron, dopadajici na potenciélo%j val
a odré%ejici se od n&ho, by m&l byt reprezentovén lokalizovanym vlnovym
klubkem; poné&kud podrobn&ji se k takovému Fredeni vrdtime v odat. 2.6.
‘Reeni, které zde uvédime, je sice vzddlendjdl realitd¥, ale vysledky,
které ziskdme pomoci jednoduché matematiky, jsou v hlavnich rysech shodné;
miZeme se na né& divat jako na Fe¥eni pro tak &iroké vlinové klubko, Ze je
dobfe aproximovéno vlinovou funkef (27) (srov. II.4.2). ,
Podivejme se nyn{ do oblasti x>0, kde je vlinovd funkce déna vyra-
zem (30b). Vidime, %e i v této oblasti ~ z hlediska klasické mechaniky
zcela nedostupné - je nenulovd pravd&podobnost vyskytu ¥dstice. Amplituda
vlnové funkce ovdem exponencidlné klesd, takZe pravd&podobnost nalezeni
Edstice, ve vdt&ich vzddlenostech od potencidlového valu, bude prakticky
nulovéd, v souladu se z&vdry klasické mechaniky. Ziskené zdvidry pro obé
‘fblasti ilustruje obr.27a. ’

2
(@) Iyl () A g2
| \ - —p
X

0 X 0

Obr. 27. Hustota pravd&podobnosti vyskytu &dstice pro () E = VO/2 R
(b) E = ZVO . V3imn&te si oscilujiciho prib&hu v oblasti x <0, ktery neméd
analogii v klasické mechanice a je vysledkem superpozice dopadajici a

~ odra%ené vliny.

Prirozend miZfe veniknout my&Zlenka, zda vyskyt &éstice v oblasti
x>0 nenaru¥il zdékon zachovéni energie (z hlediska klasické mechaniky
by musela byt kinetickd energie zdpornd, aby nebyl narusen zékon zachové-
ni energie). UkdZeme, Ze tomu tak neni.

JestliZe realizujeme experiment, ktery ném prokdZe vyskyt Cdastice
v oblasti x> 0, potom Z4dstice jiZ nebude ve stavu s E¢:V0; mé¥eni{ polo~-
hy &4stice je nutn& doprovédzeno neurfitost{ v jej{ energii. Interval,
v n&m? je pravddpodobnoet vyskytu &éstice vyrazn® nenulovéd (pro x>0),
mé rozmér Fddovd q © .JestliZe tedy najdeme Zdstici vpravo od bodu x=0,
je lokalizovéna v oblasti Ax = q-l. To mé viak za nésledek neurditost
hybnosti Ap * h/Aax 2 hq @& tudi? neurfitost v kinetické energii
ghruba [(Ap)2/2m] > (‘hzq2 /2m) = V _-E. Kone&nd energie, kteréd je rovna

E + tato dodatednd kinetick4 energie(majici plvod v lokalizaci ¥dstice),
Je tudiZ tak‘velké, %e ji% nemlZeme tvrdit, %e celkové energie fédatice
Je men{ neZ V . Jinymi slovy: vime-li jist® , ¥e ¥dstice je vpravo od
x = 0, potom nemi¥eme ¥fci , Ze jeji energie je mend{ neZ V,.
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Céstice nemﬂ!e byt lokalizovédna v oblasti x »0 a souZasnd mit preané
urdenou energii E<v,

Nyni uvazme Jedtd Fedeni 'p‘ ro_limitng pfipad V =0 ; i kdyZ je to
pripad fyzikdln& neredlny, je vysledek jednoduchy a n&kdy pouzitelnj
Jjako p¥ijatelnd& aproximace.

JestliZe p#*i E pevném Vo~ o© , potom také q+o0o ; to mnmend, %e
hloubke proniku do oblasti x>0 jde k riule & z (30b) plyne, Ze také
emplituda proslé vlny \P(x) - 0. Pro limitnt p#ipad Vo0 tak dostaneme

(p(x) = oikx _ -ikx pro x<0 (33a)

f(x) = 0 _ pro x>0 7 (33b)

Prejdéme nyn{ k druhé alternatics:
(b) celkové energie ddstice E> Vo

Resenf rovnic (25) bude nynf mit jak pro x<0, tak i pro x> o,
oscilujici charakter :

y(x) =4 e + Be pro; x <0 (34a)

(x) ikax 4
Pi(x) =C e pro x > 0 (34b)

’\/2mE ' ‘\,2m(E - Vo)
k1'= ) > 0 a k2 = 5
Zde jsou na celé ose prijatelnd vidy ob& Fedeni, nebof jsou véady kone¥nd.
Kterd z nich pouZi jeme, zdle¥f na Pe3ené uUloze. Existuji dv¥ moinoati:
(1) Zdstice dopadé na potencidlovy val gleva; potom v oblasti x <O bude
existovat jak vlna dopadajici (A # _# 0), tek i vlna odratend (B ¥ 0),
ale ¥ _oblasti x>0 Jjen ylna poatupu,jici ypravo (ncné se jii na Sem
odréfet), tzn.

kde

> 0. (34c)

G0 , D=0
(i1) ¥dstice prichdz{ k valu ;p_x_'___a_; pro x >0 bude existovat vina dopada-
jlef ( D # 0 ) i odra%end ( C # 0), zatimco pro x <O jen vlna proslé
(postupuje vlevo), takie :
A=0 , B¥ 0 :
Véimnéme si bli%e jen pFipadu (i); pomdry koeficientd B/A a C/A (D=0)
urdime op&t z podminky spojitosti funkce a jejf 1. derivaco v bod¥ x = O.

ObdrZime .

"B .« k
— . 1" - L (35)
A k1 + k2 A kl + k2

& dosazenim do (34) (funkce d&lime A ¥ O)
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' ik.x k,y - k -ik,x
Pix) = 1+ L 2 71 ( x<0) (36a)
. kl + k2 :
2k ik.x
yu)- 1 e 2 ( x>0) (36b)

Vidime, %e i v tomto pripadé (E:>V°) dojde k ¥dstednému odrasu na poten-
cidlovém valu. Koeficient odrazu je op¥t dén vyrazem (31)

2 2
IBI Ikl"’gl

R = (371

a) 2 ley + k2|2f

Koeficient propustnosti (qnalogicky k optické definici) neni roven

| c)? /IM2 . Abychom ho ur&ili, musime zavést novy pojem.

Tok pravd&podobnosti

Jestli¥e se pravd&podobnost vyskytu &dstice v n&jakém ohranifenédm
objemu s &asem zmenduje (zv&t3uje), potom pravd&podobnost, Ze Zdstice
bude nalezens vn& tohoto objemu, se musi{ o stejnou hodnotu zvitsit(zmen-
&§it). Zachovéni pravd¥podobnosti vy¥skytu je nutnou podminkou nerozpor-
nosti pravd¥podobnostni interpretace vindvé funkce. Tuto podminku lze
aplnit, definujeme-1i vektor hustoty_ toku pravd&podobnosti 3: tak, aby
spolu 8 hustotou pravddpodobnosti (II.19) - e= ¢*ql - aplﬁdvallrovnici
(definieci "div" viz dod.E)

—bL + aivy = 0 (38)

ot

Tato rovnice je dob¥e znédmd jako rovnice kontinuity z hydrodynamiky a
elektrodynamiky; v prvnim pripad® vyjadfuje zékon zachovéni hmoty,
v druhém zdkon zachovéni néboje. . .

Vy jédfeni vektoru 3'pomociAv1nové funkce ziskéme z Zasové Schrodin-
gerovy rovnice (10). Pro jednoduchost to provedme pro jednorozmérny pifi-
pad; platf

2
2 d
ih _22_ E - _§__ ___g_ + vq, (39a)
ot 2m dx

a rovnice komplexn& sdruZend
* 2 - a2 ¢*
SPORL A L t + V¥ (39b)
ot 2m -4x

" 2leva ,
Vyndsobime-1i rovnici (39a) zleva ¢ a {(39b) spaa:t:Ak , rovnice odelte-
me a uvddomime si, %e platf{ identita
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2 2.1 % ' ‘
x 4°¢ a%y a w 4y ay®
*’ d:‘t5 W dx2 dx ( ‘I’ 4 \P dx )
dostaname .
dryy 4 " d.’; ag*
+ - =
ot dx [ 2mi ( ql \P dx )] ° (40)
V Jjednorozmérném pFipad# se redukuje ( j = (jx,.‘ly} jz) )
- b Jy 23 dJ d
div § = T byx + b: pouze na di , takZe

dostévéme, porovnénim (38) a (40), pro jednorozm¥rny p¥ipad hustotu
toku pravddpodobnosti :

(k|'* Ll - :;}1* ) o (aD)

Obdobnym zplisobem se pro trojrozmérny pripad ziskd yektor hustoty toku
pravd&podobnoati

*vi - uthI)*l) (42)

Aplikujme nyni ziskané vysledky na vlnovou funkei (34) v ni%¥ D=0;
doatanenme

hi ‘ '

= —2 Cm? o2 B2 pro x< 0 (43a)
m {
bk, 0

Jy = fcl pro x>0 ' (43b)
m .

Vyrazy maji jednoduchou fyzikélni interpretaci Jjestli%e podle de Broglie-
ho vztahu chépeme hkl/m = vy jeko rychlost &dstice v oblasti x<0 =
hx /m = v, jako rychlost pro x>0, potom (43a) lze povaZovat ze vysled-

ny tok v oblasti x<O a (43b) za tok vpravo od x=0 (obr.28)

V1|Elz kV(X) 'ch
¢ va ~ Obr.28.
At e e .
v lA Toky hustoty pravd¥podobnosti
' v mist¥ potencidlového valu(x=0)
5 > pro vlnovou funkei (34) (E>V,).
Pro staciondrni stavy (pFislud{ jim vlinové funkce (18)) je
_b.E_ s 0
ot
& rovnice kontinuity (38) se redukuje na
agiv j = 0 (44)

( v jednorozmdrném pripadd to jJe (dj/dx) = 0 ).
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Zavedene koeficient propustnoeti (podobn¥ jako v optice)

3 x, Ic|?
T = = —2 : (45)
3 ky 1Al ,

Jako pomér proéléhe ku dopadajicinu toku pravd&podobnosti. Po doaazeni
z (35) ‘ .k
P ow i : ‘ (46)

(k, + ky)?
Soufet koeficientu odrazivesti (37) a propustnoiti (46) musi byt roven lf
skuteln¥ (x ) - k )2 + 4Kk, . ‘ ,
R+T = 5 = 1 (47)
( k1 *ky) | :

Znovu zdlrazndme, %e odraz %éstice ( s E>V, ) v mist& prudké zminy
potencidlu ( zm¥na na vzddlenosti srovnatelné s de Broglieho vlnovou
délkou) je &isté& kvantové-mechanicky jev , podminény vlinovym charaskteresm
mikroZdstic. V klasické (Zdsticové) mechanice nikdy nenastane (srov.obr.
26b). Lze viak ukédzat, Ze p*i pozvolné zm¥né potencidlu (zm¥na na vzdé-
lenostech velkych ve srovndni s de Broglieho vlnovou délkou Sdstice)
je koeficient odrazu zanedbatelny, col je opét v souladu s principen
korespondence. ‘

Na zdvér odstavce jeﬁté k interpretaci huatoty tokg pravd&podob-
nosti. Formdlni{ shode rovnice (38) 8 rovniei kontinuity v hydrodynamice,
pochopiteln# navozuje my3lenku, chdpat j jeko huatotu toku &dstic.

Je oviem nutné vid&t, Ze yektor J neni begprostfedn¥ pristupny m¥feni,
tak jeko nap¥. hustota @ = ¢*¢ Bylo by napt. chybné interpretovat
3(? t) jeko stfedn{ hodnotu toku &dstic v bod& T v Sase t, nebof mireni
stfedni hodnoty toku v daném bod¥, pFedpoklédéd soutasné presné urdeni
soufadnice (polohy) a rychlosti (impulsu), co%,jek vime z ralaci neuréi-
tosti, nelze. Plesto Je véak %asto mo¥né, predeviim kdy% j zdvisd na
mélo nebo vibec ne, chépat j jako ‘tok; v té&chto pripadech Jjo toti! -
moZné urfit dostatednd presnd rychlost {hybnost), anif by se narusila
predstava o toku,’ | ' ' o o

2. 4) Potenciélové bariéra. Tunelovy jev

Prejdéme nyn{ k dloze, v niZ mé potcnciél skok ve dvoun bodoch'
uvaZovany prﬁbéh je na obr. 29. : '

MWixs obr. 29.
(b) E> Vo @——> roomrmmmsmnmmmmmees . Pravodhld potanciélové bariéra
\L., ’ - visky V, a #1F¥ky a. Dopadajiecf
@ E<XV,0—---}---mmmfpmmmmmme s ééstice gleva mé onersii: (a)
X . E<V, nebo (b) B>V, . :

(1) (2} -(3)
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Na zdklad& poznatkld z pfedchdzejiciho odstavee ( a 6ptick6 analogie v
0dst.2.2) je mo¥né FeSeni odhadnout: k Xdste&nému odrazu i prichodu bude
dochdzet jak v x=0, tak v x=a. Na rozdil od klasického Fedeni(srov.obr.
26), %éstice s celkovou energif E <V, bude mit nenulovou pravddpodobnost,
%e projde do oblasti na druhé strand bariéry. Skute&nost, Ze Edstice

8 celkovou energii{ E<V, , miZe proniknout do oblasti (x> a), kters Je
pro ni z hlediska klasické mechaniky nedostupné, se nazyvd tun elovy jev
(mluvi se té% o "tunelovéni" Zdstice). VyuZijeme-1i vyeledkd s predché-
zejliciho odstavce, miZeme formdlni feSeni Schrodingerovy rovnice provést
Ji¥ velmi rychle. Staciondrnf Schrodingerova rovnice pro oblasti (1) (3)
Je (viz (25))

a? P(x) 2m
-—?—2—- + 12 E y(x) = 0 pro x<0 a x>a , (48a)
x
a pro oblast baridry (2) je
?gtx)  om
7 4 —;-;2— (E - vo) \P(X) = 0 pro 0<{x<a (48b)

Budeme predpoklddat, Ze Zdstice prichdzf{ k bariéfe zleva (obr.29);
rozlisit musime op&t dva p¥{pady:

(a) celkovd energie E < Vo_‘(obr.29a)

‘Obecné Fedeni Schrédingerovy rovnice (485 Jje (srov.(27)):

Oblast:
(1) Yo (x) = 4 oKX 4 pgikx (x<0) (49a)
(2) Y (x) =Ce* + D em3x _ | (o<x<.)” C (49b)
(3) P3(x) = B oikE . p oikx (x> a) C49¢)
kde op&t o
kxﬁ;ﬁ >0 a q-—ﬂ;—lf—-E—)'>o o (49d)

Okrajové podminky:

(i) ProtoZe redenf (49b) pouiiaene jen v kone¥né oblasti xe(o,a), jasou
pro tato x ob& exponenty konelné, takie nenf{ divod n3kterou z nich vylu-
govat (jako jeme to ud#lali v piredch.odst.), tzn.,%e obecnd miZe byt

jak C # 0, tak 1 D # O,

(ii) pro &dstici prichézejici zleva miZe byt v oblasti (3) p uze prgélg
vlna postupujici vpravo; proto je tieba poloZit ' .
F=0 (50a)

(iii) v¥slednd vlinovd funkce mus{ byt spojitd i s 1.derivuc:( v bodech
x =0, x = a; podminka 344 4 rovnice
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ay d
000 =y 5 —if . He (50b)
dx =0 dx x=0
4 a '
fote) = pia) 5 2l 1Y (50¢)
! dx xX=a dx x=a

Dosazenim do t&chto rovnic z (49) (pfiéemi Ji% F=0) dostaneme 4 rovnice
pro 5 neznémych: 4,B,C,D,E. MiZeme z nich jednoznadné& urdit poméry:
B/A, C/A, D/A, E/A. Eliminaci C/A, D/A dostaneme

-i(x% + q?) sinn(qa)

= 5 5 ' (51)
A 2kq cosh(qa) - i(k“ - q°) sinh(qa)
E 2kq o ike

= — (52)
A 2kq cosh{qa) - (k2 - q 2) sinh(qa)

Z (50) je koeficient odrazivosti (R i T je p¥i pevném V, funkel energie):

2 (k2 + 4%)2 sinh®(qa)

R(E) =|—
4 kzqzcoshz(qa) + (k2 - qz)asinhtha)

A

Koeficient propustnoati bude podle (45) (uvddomme si, %e v (45) k, = k=
= k ,nebot k pro x<0 Je rovno k pro x>aj; v optické analogii v odst.2.2
to odpovidd ¥ifeni dopadajici a pro#lé vliny (pro x> a) v prostredl se
stejnym indexem lomu)

(E) ’ E [ 4 k% ¢
1 a 4 x°q°cosh®(qa) + (k2 - q2)2sinh%(qa)
4E(V° - E)
=
' > 2 [5m (54)
4B(V, - B) + V2 sinn [{EE-(VO - E)a]
Vidime, Ze skuteln& plat{ R+ T =1, ‘ $2
Velice %asty je pfipad, kdy qa>1 , tj. (V,-E)> - ;
- ma

potom cosh{qa) # sinh(qa) # e3%/2 & koeficient propustnosti (54) Je
pribliind

2m(V -E ] (55)
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Obr. 30. Huastota pravd&podobnosti vyskytu ¥dstice,prichdzejict k ba-
riéfe zleva,s energii E = V°/2 ; 81fka bariéry:(a) axl/2q,(b) a= 2/q .

Uve&ms si pro ilustraci nékolik piikladd tunelového Jjevu,

(1) Prdchod elektronu a protonu stejnou bariérou

Nechi elektron s energif E = 1eV dopadé na bariéru pedlo obr.29,
pfiem# V, = 2eV a 8{fka bariéry a = O,inm. Hodnota qa = 5,145, tak¥e
Je jedts dobfe moZné pouiit aproximaci (55). Vypo¥tete-1i si explicitnd
konstanty C,D v (49b), zjistite, %e g podminky qa®>1 vyplyvd [CI< D}
a vlinovd funkce (49b) mi¥e byt p¥ibli%n¥ psdna

P (x) * De* (0<x<a) (56)
Potom velilina o
1 h
—_—= ' _ (57)
q ‘V2m(V - E) '

je vzddlenost, na nil by se v oblasti bariéry (pro E<:V ) znenéila anpli~
tuda vlnové funkce e-krdt. ProtoZe pro né! elektron a bariéru je'

(q-l) ' = 0,194 nm (a=0 inm), bude amplituda (a-tedy i koeficient pro-

puatnosti T) za bariérou pomérn& velkd. Dosazenim #iselnych hodnot do

 (54) dostaneme-

: Ty = 0,777 |
;2'Blediaka klasické mechaniky elektron nemohl vibec baridérou projit,

" zatimco kvantov&-mechanické Fesent ukazuje, 2e gshruba v osmi gz deseti

ptipadd projde. | _ '

Jestlize na tuté! bariéru bude dopadat proton s energii leV, bude pro

néj (q prot = 0, 0046 nm a koeficient propuatnosti '

T + 4.10°1

prot
Pro mnohem t3%3{ proton Jje tedy pravd&podobnost prichodu bariérou saned-

batelnd.
(ii) ot-rozpad Jédra

Je znémo, %e nikterd jddra mohou emitovat ct-ééatiec; tato skutel-
nost miZe byt kvalitativn& objasnéna pomoci tunelového jevu. Teorie
o<-rozpadu vychdz{ z predstavy, Ze X-%d4stice jsou v jddle drZeny ohrom-
nymi pritaZlivymi silami (podobnymi tém, které zajisfujl vasbu protond
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& neutrond), jejich% dosah je v3ak tak maly, %e jejich vliv na o«-&dstiei,
. kterd je vn& jédra, lze zcela zanedbat. ProtoZe (~%4stice a jédro ﬁédiw
kladny nédboj, budou se elektrostaticky odpuzovat, jestliZe o -Z&stice
bude vné jédra; naopak, v jédie Jje (ve srovnéni ge zmindnymi prita¥li-
vymi silemi) vliv elektrostatického odpuzovédni zanedbatelny. Schematicky

Je prib&h potencidlu obojich sil znézorndn na obr.31.

s
Viry coulombovské
odpudivé sily
Ve L Obr. 31.
Eqt--os - fees Do { r _ Schematické zndzorn&ni potencidlu,
i : - v ném¥ se nachdzi (-Edstice v jddre
e e r . .
bariéra a vné jddra. Potencidl predpoklddéme
sféric symetricky,tj. zédvisly pou-
pritazlivé v ey Yotd. zévisly pou
~ s{ly ze na yzdélenosti b o o(-éégtice od
Jédra. E je energie o -%dstice v
jéad¥e. .

Predpoklédde jme, %e o(-¥dstice se mi%e uvnitd Jjédra pohybovat vice
nebo mén& voln¥ ve vi3ech sm&rech; je znémo, Ze rychlost tohoto pohybu
Jje rddové 107m/sm Proto%e t&%k4 radiosktivni j4dra ( jako napt. jédro U )
maji polom&r rédové 10'14m, znamend to, Ze o -%dstice "narézi" na ba-
riéru asi 1021-krét za viefinu; pFitom pokaZdé je pravd&podobnost, #e
bariérou projde,rovna koeficientu propustnosti T (55). Pravdépodobnost,
%e za 1s vyletf z jddra je tudiz

. p & 1021 T s-l :
Stredni doba Zivota jddre ¢ je nepfimo Umdrnd P, tj. T = }0"21/ T s.
K vypodtu T je nutné znét (VO~E) @ 8ifku beriéry a. Redlnéd bariéra md
oviem tvar znadnd odli%ny od pravodhlé bariéry na obr,.29. Vyrazv(Sﬁ)
proto miZeme pouZit jen pro ¥ddovy odhad T. Pro j4dro uranu Je

(V, = E)* 12 MeV a stredni 8ifka baridry okolo 3.10 ' 4m; hmotnost

o -%dstice jJe 6,4.10'27kg, tekZ%e exponent v.({55) '

2a
5 VZm(Vo - E) ? 90

Vzhledem k o 20 miZeme v (55) poloZit koeficient u exponenty roven 1,
takZe

T = 10721,690 & 1018 5 & 3.10%0ka.

Vezmeme-1i -nap# 4g uranu, obsshuje tento vzorek asi 1022 jader a polet
emitovanych o -&4stic za vterinu bude Pddove 104, cof Je. ji% dobfe
registrovatelny podet. .

Je jasné, Ze kosficient propustnosti T siln& z4vis{ na piFeanych
hodnotéch(vl- EL &, nebot ‘vystupujf v exponentu; rovn&Z pribsh potenciif
lu V(r) mé na T velky vliv. Neni proto prekvapujici, Ze experimentdln#
zjistované hodnoty T, le%{ pro rizné jédra ve velmi Zirokém intervaluf[6].
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(iii) Dva kovy odd&lené izoldtorem

Pouze informativn® se zminime o tunelovém jevu v oblasti fyziky
pevnych létek. JestliZe . odd&lime dva kovy tenkou dielektrickou vratvou
( s tlousfkou F4dov& 10nm ) a priloZime na kovové elektrody napiti(obr.

'32), miZeme registrovat proud prochdzejici obvodem. Izoldtor funguje

(5)
[ N\ Obr. 32.

i kov . L Prichod vodivostnich elektrond od
%10nm| -izoldtor % 6/5 Jjedné kovové elektrody k druhé, tune-
¥ Xov T lovédnim pfes potencidlovou bariéru,

& T vytvorenou vrstviZkou izoldtoru.

Jjako potencidlovd bariéra a to co zaznamend galvanomér G zalfazeny do
okruhu, Jje skuten¥ proud elektrond, které tunelovaly pres izolétor.
Ze zévislosti prochdzejiciho proudu na priloZeném nap&ti je moZné se
mnoho dozv&ddt o stavech elektrond v kovech. '

Zbyv4 ndm nyni v8imnout si piipadu, kdy ‘
(b) celkovd energie &dstice dopadajici na baridru je E>V°____(obr.291>)

V fedeni Séhradingerovy rovnice (48) se zmdni jen vinové funkce
Y, (x) (49b) na .

S ?Z(x) = C ei“x + D e-'iacx' (0L x &) (58a)
kde Afem(E - V)
®X = ———fgﬂ-—-g— = iq (58b)

Okra jové podminky zdstanou nezm¥n¥né, tak jak byly uvedeny “za funkcemi
(49). Mdme-11 v8ak ji¥ provedeno FesSeni rovnic (50) pro E<V° y Je zby-
te?néd ho provddit znovu; vyuZijeme-1i relaci (58b) a porovnéme funkce
(58&); (49b), vidime, %e sta%f ve vysledeich zam¥nit q za (-iat).
Pro koeficient odrazu tak z (53) dostaneme (viz dod.A)
(k2 - %) 2sin(aa) | :
R(E) = ‘ (59)
k2 %2 + (x% - 2%)%sin%(% a) |

a pro koeficlent propustnosti z (54)

4k2 ‘3(.2

T(E) = =
4k2 gc2+ (k2 - aez)zsina(ac a)

E(E - V) ’
. 4E( o (60)

4E(E - V) + Vgsinz(\{i; (E-V,)e)
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Zdvislost T na &1¥ce beriéry a (pro dané E) je na obr.33; maximélni
hodnoty T = 1 nabfvéd v bodech a = nw/2 (n=0,1,2,...). Analogickd
situace nastdvéd v optice u Fabryho-Perotova interferometru; rezonance

( k@2 T = 1 ) se objevuji tehdy, kdy% a = nA/2 ( ) je vinové délka

v oblasti O <x<a; zde 2¢= 2o /A ). Sledujeme-1i 3{¥enf{ vinového klubka

1 1

Obr. 33.
Zdvislost koeficientu propust-
LE(E- V) noati T na ¥{fce bariery a,pfi
LE(E-\+V2 a E=1,1V, .
0 T T »
0 nfae 2n[ae

(zplisobem o n¥m#% bude zminka v odst. 2.6) prea bariéru, uké¥e se, Ze

pfi splnéni rezonan®ni{ podminky, zistdvd klubko pom&rn& dlouho v oblasti

0<x<aj; v kvantové mechanice se tento jev nazyvd rezonanini rozptyl.
Zévérem si je3td uve&me zdvislost koeficientu propustnosti T na

poméru E/V (pro pevné v, a? ) (obr.34).

1-
Obr.34.

Zévislost koeficientu propustnosti
T na E/V, pro V,a® = 40h%/2n a

O0<E € 4Vo .

Z.5) Potencidlovd jéma. Vdzané a volné stavy. Parita

V dlohéch, které jsme dosud reZili, mohla celkové energie Zdstice
E mft libovolnou hodnotu. MiZeme na n& pohliZfet jako na model rozptylu
Edstice v n¥jakém potencidlovém poli; &dstici, kterd do oblasti prom¥n-
ného potenciélu prichdzi, miZfeme ud2lit libovolnou energii. Potencisl,
ktery jsme zatim uvaZovali, pFitom odpovidal odpudivym silédém (Ze tomu
tak je, rozvaite nap¥. na potencidlni energii elektrostatického plsobent
mezi dv&ma néboji).

gygi si v3imneme jest¥ uUlohy, které bude modelovat pFitaZlivé
silové plsobeni. Uvidime, %e v tomto pFipad® se pro E <O miZe objevit
novy typ Fefeni - diskretni (jen pro uréité E) védzané stavy v oplasti

zmén&ného potencidlu.
Prib&h potencidlni energie V(x), ktery nyni budeme studovat,’ je

na obr. 35.
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) Voo
-al2 al? X
Obr. 35.
Pravodhld potencidlovéd jdma
v hloubky Vo (V°>'0) a 31Fky a.
A .
— (N 2) ———(3)

Rozli8it musime op&t 2 pripady.

(a).Celkovﬁ energlie &dstice -V0<1E-<0

Klasickd ¥dstice by mohla mit libovolnou hodnotu Ee[-V_,0]. Loka-
lizovand by byla presn& v oblasti xe(-a/2,a/2); pohybovala by se zde
voln#, pouze na "stdndch" v x = + &/2 by se prufnd odrdZela.

Kvantov&-mechanické ¥e3eni vychéz{ op&t ze staciondrni Schrodinge-
rovy rovnice (20). Pro oblasti (1)-(3) (podle obr.35) bude mit tvar:

2
V(1) a(3: Y

2 R
" - @ p(x) = 0 (Ix)1> 8/2) (6la)
2
v (2): d"(x) kz\P(x) = 0 (ix1 < a/2) (61b)
2
dx

kde pro -V < E<0 (tj. E<O, vo>"o)

P = —""——Z::E ’ k = l———'——"——-am(:o‘*E) (62)

Obecnd Fefieni v jednotlivych oblastech Jjsou:

(1): ' P (x) = A ePX 4 B e PX (x ¢ -a/2) (63a)
(2): Pox) = € KX 4 p o7ikx (1x1 < a/2) - (63b)
(3: Py =EeP* + F o P ( x> a/2) (63c)

Konstanty A,...,F urfime op&t z hrani¥nich podminek pro x — + coO
a pro x = + a/2 . Predn&: v oblasti (1) je neptijatelné Fedeni A’e_ﬁ)x,
nebof pro x -» -oo diverguje; musi proto byt
B=20;
ze stejného divodu je pro x > a/2 nep¥ijatelné PesSeni ~ e P X | takie

musime poloZit

E=0. .
Pro zbyvajifci 4 konstanty - A,C,D,F - ném okrajové podminky v x=+ a/2 :
4 4 ¥y
dx x=-a/2 9% x=-a/2
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. d d
dx ng/z dx x:a/a

dajf 4 homogenni rovnice. Ty budou mit netrividlni FeSeni (trividlnim
Fedenim se rozum{ A=C=D=F=0, které nés nezajimé) pouze pro nékterd
hodnoty_energie E ( pro ty, pro n%% bude determinant soustavy roven
nule). Jestlie se v3ak (misto bezhlavého vypsdni a Fedenf rovnic (64))
nad problémem trochu zamyslime, dojdeme k z4véru, Ze misto ¥ty# rovnic
(64), ném stadi res8it pouze soustavu 2 rovnic. UkdZeme si nyni, jsk se
8 vyhodou d4 p¥i Predenf vyufit symetrie V(x).

Parita

Ne nadermo jsme volili polohu jémy v intervaluxe( -a/2, a/2).
ProtoZe na celé ose x ( od - o0 do +00) se jiZ 24dné jiné zméne poten-
ci4lni energie nepredpoklsdd, je poloha jémy.z fyzikdlniho hlediska.
lhostejnd. Z matematického hlediska je viak p#ijatd volba v§hodnd,nebot
potencidlni energie V(x) Jje nyn{ symetrickéd vzhledem k x = 0, tj.platt

Vix) = V(-x) , (65).

I kdyZ nédsledujici vysledek (67) je mo2né ziskat striktn& matematicky,
omezIime se na jeho ziskdni z hlediska fyzikdln{ interpretace funkce yix).
Plat{-1i (65), potom neni %4dny ddved k tomu, aby pravddpodobnost vys-
kytu %dstice v n&jakém bod¥ x byla jind .ne% v bodd (-x) (vime Ji%, Ze
pravd&podobnost vyskytu je urfovédna prévé potencidlem V); mugi tedy
platit

912 = 1g(=x)1 2 . (66)
a odtud pro samotnou vlnovou funkei
YO =P (-x) | (67)

Hledand funkce (x) musi byt tedy sudd (s +) nebo lichd (s -). Budeme
Fikat, %e parita vlnové funkce je_+1 {pro +) nebo -1 (pro -).

V8imn&me si nyni{ z tohoto hlediska funkec{ (63) (s tim, %e B=E=0Q):
(i) Vyslednd vlnové funkce P(x) ( po "sediti"™ v x=+ a/2) mé paritu +1:

Aby tomu tak bylo, musi platit:

Pp(-x) = Y5(x) pro Ix|> a/2 (68)

\fa(—x) = ¢y(x) pro ix}<a/2
Po dosazeni z (63)

A e PX = F " PX pro }x}> a/2

-ikx + D élkx ikx

Ce =Ce + D pro |x| < &/2

0dtud plyne, Ze
A = F a C = D | (70)
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(1i) vyslednd vlinovéd funkce ¢(x) md paritu -1 : N
V rovnicich (68) vyndsobime Jednu stranu (-1) a obdoba rovnic (69) pak
Je : |

. Ae PX = _p o~ PX (Ixl > a/2)
_ 1
C e ikx + D eikx = - aikx - D e-ikx (1xi < a/2) (71)
Odtud . , '
A = -F a C = =D (72)

Z (63) nyni dostaneme Fedeni:

(i) s paritou +1 ' (ii) s_paritou -1
P57 0x) = 4, o O 94N = &_ o P
Lf’é”(x) = C, cos(kx) tPé')(x) = C_ ain(kx’ ' (713)
¢ (x) = 4, & PX. P x) = oa_ 070X

kde A, = A_ = A, C,_=2C, C_=2iC .

V obou pripadech ndm zlstédvajl k urfenf{ pouze dvd konstanty:
A,,C, nebo A_,C_ . Pro jejich vypo¥et ném sta¥i bud (64a) nebo (64b);
zbyvajici dvojice rovnic je ekvivalentni pou%ité dvojiei. '

2 (64a) dostaneme

(i) pro funkce s paritou +1 rovnice

A e Pas2  _ C, cos(ka/2) = 0
(74)

A4 e 2 _ ¢ x sin(xa/2)= 0

Aby rovnice m¥ly netrividlnf Fedenf, mus{ byt determinant soustavy
roven nule : : '

e-0/2 -?coa(ka/z) |
o - = 0 = (75)
D|q e pa/2 - £ “sin(ka/2)
Po rozvedeni a kréceni exp(-¢@a/2), dostaneme rovnici
' ka , : _
k tg = ? (76)
2 -

Jak k, tek i © , zdvisi na E, takZe (76) predstavuje transcendentnt
rovnieci pro urZeni moZnych hodnot celkové energie Edstice v jém¥, ve
stavech s paritou +1.

Naprosto stejnym zpisobem dostaneme

‘(ii) pro funkce s paritou -1

rovnici k urleni moZnych hodnot energie E

k
2 . -p n

k cotg
2
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Do#1i jsme tedy k zévéru, Xe Zdstice vé:ané v oblasti potencidlové jémy
mi%e byt jen v ur&itych stacionérnich vézanych stavech, jim¥ p¥islusif
celkové energie, které ‘jsou resenim (76) nebo (77); pro jiné hodnoty
celkové energie E <0 , nelze najit takové Feseni Schrodingerovy rov-
nice, které by v celém intervelu  xe (-o0,+ o0 ) splnovalo podminky
uvedend v odst. IX.3,4..

Redent rovnic (76),(77) je moiné provést numerieky na poéitaéi
nebo, nédzorndji, graficky nap#. takto: poloiime y = ka/2 a z =QPa/2,
Potom rovnice (76) mé tvar y.tgy= %, prifem?

s o matV

O+t o — .
2:h ,

Protole veliliny y,z mohou nabyvat pouze kladnych hodnot, budou hodnoty
energie urfeny prisefiky k¥ivky z = y.tgy e &ésti kruinice s polo-

miérem (mazvo/2.ﬁ2)1/2 , kterd le¥i v l.xvedrantu. Obdobn¥ Pedeni (77)
bude déno priseliky kifivky £ = -y cotg y s touf Zédsti kruifnice.. |
Priklady t&chto grafickjch reseni jsou v obr. 36. Vlinové funkce a hus-
toty pravdépodobnouti v¥skytu &dstice pro dva mo¥né atavy v jémE

s V.a 2 =g8.h%/2m jsou v obr. 37..

. z--y Cdt’

Obr.‘36. Grafické Feeni rovnice (a) (76) , () (77). Krulnice J-ou

pro Vv, a2 = 2 h%/m , 4(2 h%/m) a 12(2 H%/m) . Pro ne jni%si hodnotu v, a’
existuje jediny stev s paritou +1, pro Vogz =8 ha[m jeden stav
s paritou +1 a Jeden s paritou -1 a kone&né pro‘voa2 = 24 hz/m'

existuji jiZ dva astavy s paritou +1 a jeden s paritou -1l. Je zfejmé, Ze
pr*i zadené hmotnosti ¥dstice m, zdvis{ po¥et moZnych vdzanych stavd
v jémé na parametrech jémy prostfednictvim souZinu Voaz.
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(a) | fb)
|
' 1
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r } B . |
g Q X )
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| ! —t Tl
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I 1 ' L=t
obr. 37. Dva mo2né stavy v jém& pro ni2 V°a2 = 8 hz/m (srov.qpr.36);

(a) vlnové funkce ¥y pro stav s energii E, (paritou +1) a ¢, pro

stav 8 energii E, (parita -1). Pro elektron v jém¥ E{fky O,2nm je
Vo = 15,24 eV, E) = -11,2 oV & E, = -1,56 eV. (b) hustoty pravd&podob-

nosti vyskytu &dstice ve astavech ¥y s \fé. Osa x pro kresleni |qﬂ2

Je poaunuta do V.= - E,, resp. V = - E, . V (a) i (b) je mé¥itko pro vy,
reep.lql » libovolné, pomdry amplitud obou funkci jsou vBak sprévné

( za pfsdpokladu, %o Ql, ?2 jsou normalizované ).

Jednoduché FreSenf{ ziskéme v nekoneZn¥ hluboké jém&, tj. pro
Y,.> o> . Je to sice pfipad fyzikdln& neredlny, ale ¥asto miZe - (prede~

v8im pro nejni%8{ stavy v hluboké jém&) poslouZit jako dobré aproximace.
Aby bylo mo2né zfeteln& provést limitni pFechod, je vhodn&j3i Mlohu 7
pteformulovat (posunout hladinu jiZ pripisujeme nulovou energii) tak,fe

V(x) = 0 pro |x|<ea/2 a V{x)—>0c0 pro Ix1>a/2 (78)
Vinovd funkce ¢(x) pak musi byt rovna nule vn& jémy (srov.odst. 2.3),tJ
' Plx) = 0  pro |xI3 a/2 . (79a)
Uvnitt jémy bude Fedenim opdt (63b) s tim, %e nyni

Vsz
h
dvahy o parits teéeni zistdvajl v platnosti, takZe dostévéme dvé poslou-

pnosti funked{:

a E>O (80)

k=

s paritou +1 ; ?kx) = A cos(kx) | (8la)
s paritou -1 : P(x) = B sin(kx) _ (81b)
ptidem? musi pro ob¥ platit okrajové podminky
P(-a/2) =0 , ¢(a/2) = 0 (82)
Ty je mo%né splnit pro sudd FeSeni (8la) Jjen pro urdité hodnoty k a to‘
k = X n pro n = 1,3,5,... (830):

n a




- 81 - ‘ ( 111 )

& pro lichdé rfeSeni (8lb) jsou to naopak hodnoty

T .
kn = T n prO n= 2’4,6,-00 ) . (83b)

Dostdvéme tak poqlbupnost normelizovanych vlnovyech funkei

(x) _/ ﬂ-%u cos(n-%—x) pron = 1,3,5,...

2 . b
WJ—;— nln(n~;—x) pron ® 2,4,6,.4.

(79v)

Pn

prifem¥ Xdstice ve stavu s kvantovym &islem n (vlnovou funkci ? (x) )
md energii, kterou dostaneme z (80) a (83),

2 x2
w® h son?  (nx1,2,3,...). ¢79¢)
72 m A .

En =

Véimn&me si, %e nejni%8f{ moZnd energie Ey Je v souladu s relac{ neur&i-
tosti; protoZe neurditost stanoveni soutadnice je rédov& a, bude neur-
&itost v impulsu Fédu ( h/2 ) & minimdin{ kinetickd (a zde i celkovd)
energie tedy je fddovd $2/ma?, ‘
Kdy? jsme takto dofesili p¥ipad E:e(—Vo,O) , m31i bychom prejit
k alternativé _E>O. Tuto dlohu v8ak jiZ méme vyredenu v odst.2.4b
{situace E>V°). Stadi jen ve vyraz‘u (58b) pro % zaménit v, za (-Vo);
v8echny ostatni dvahy o koeficientech R a T jiZ zlstanou v platnosti.
Géstice, kterd md celkovou energii E vét3{ ne? je hloubka jémy
( E-V, > 0), Jji% mi%e mi{t libovolnou energii E. P¥i prichodu oblasti
Jjémy (pfltaélivého potencidlu) se bude rozptylovat (urfeno R a T),
nedojde visk k trvalé lokalizaci (zachyceni) v oblasti potencidlové
jémy, tj. pro E> O neexistuji vdzané stavy

2.6) Vlinové klubko v oblasti zm&ny potencidlu

JiZ jsme se zminili, Z%e TeZeni, nalezend v predchézejicich odstav-
cich (vyjma vézanych stavd v jém&), neodpovidajf{ p¥{lis dobie fyzikdinf{
realit®., Staciondrni FeZeni, kterd jsme nachdzeli (dopadajici, odraZené
a pro&lé viny) byly periodické funkce "protaZené do + <0 nebo -0 .

Tyto funkce nemohly predstavovat fyzikdln¥& redlny stav u% proto, Ze

ne jsou kvadraticky integrovatelné (viz odst.II.3.2 a II1.3.4). Linedrni
superpozici z nich v3ak miZ¥eme vytvorit vlnové klubko (odst.II.5),kteréd"
ji% tyto nedostatky nemd. Navic, protole vlnové klubko je vytvolreno
superpozici Zmindnych staciondrnich stavl, je pom¥rn& snadné zjistit
jeho ¥asovy vyvoj: stedi vyndsobit kaZdy z koeficientd v rozvoji &lenem
exp(—iEt/'h) (srov.odst.l.3). Jednoduché je ovdem jen sledovdni evoluce
klubka v oblasti konstantniho potencidlu (odst.II.5.3). Chceme-1i ho
sledovat p¥i prichodu oblastmi v nichZ se potencidl méni, Jje jeho vyvoj




( 111 ) - 82 -

dén redenim fasové Schrodingerovy rovnice (10). Nalezen{ Fredeni v ana-
lytickém tvaru, pro libovolny éaéovy okem?ik, neni mo¥né ani v t&ch
ptipadech, kterymi jsme se prévé'zaijali. Z24stavé pak jen moZnost
numerického Feden{ Schrodingerovy rovnice na po¥ftadi. Nebudeme se
. touto problematikou zabjvat, pouze uvedeme ji%¥ mnohokrét pretiskované
vysledky takovych vypo¥td z préce: Goldberg A. et al.: Computer-Generea-
ted Motion Pictures of One-Dimensionsl Quantum Mechanical Transmision
and Reflection Phenomena, Am.J.Phys. 35(1967)177.

V¥chozim atavem je zde gaussovské vlinové klubko (odst.II.5) -
- ¢(x;0) - postupujici vpravo, smdrem k potencidlové bariére nabo Jém¥;
d1181 obrézky jsou "expozicemi® klubke v ridznjch Zasovych intervalech
(%as je uveden vpravo nahofe). St¥edni hodnota energie (klubko jé super-
pozicl staciondrnich stavi s riznou energif) Xdstice reprezentovéné
vlnovym klubkem, je uvedena u obrézkd. Prudké oscilace v n¥kterych
obrédzcich jesou vysledkem interference dopadajfci a odraZené vlny.

520 640 680

I

Obr. 38. Rozptyl gaussovského klubka na pravoudhlé potencidlové
Jém& hloubky V, (Vo> 0). Stredni hodnota energie Xdstice je E = V°/2.
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Obr. 39.

( I11)

Toté% jako v obr. 38 , jen
st¥edni hodnota energie

E= Vo

Obr. 40.

Toté% jako v  obr. 38, jeh
stfedni hodnota energie

E= 2V°
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Obr. 41.

Rozptyl gaussovakého klubka
na praquhlé bariéfe vyéky Vo
Stredni hodnots energie Zds-
tice je E=V /2 . «

' obr. 42(s).

‘Toté% co v obr. 41, Jen
stfedni hodnota energie

B = V .

Véimnéte si rezonanéniho
jevu:ééet hustoty pravdépodob-
'nosti je dlouho lokalizovéna
v oblasti bariéry.




Obr. 42(b). Detail poklesu rezonan&niho
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stavu z obr. 42(a).

AN

A
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Obr. 43. Toté% co v obr.41 , jen stredni hodnota energie tdstice

j‘eE=2V°-




