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Poznémky:
(a) KomutaZni relace (90) v 7.postuldtu,odréfeji ném ji¥ zndmou skute-
nost, Ze né&které velidiny nelze soudasn& zméiit (tim se rozumi zmdPit

Jjednu a nezm&nit timto m&¥enim druhou). Nebo jinak: komutadni relace (90)

jsou jinou formou vyjédteni Heisenbergovych relacf{ neur&itosti. Veli&iny
zobrazené komutujicimi operdtory lze soulasn® zm&Fit.K této otdzce se
jesté vrédtime v odst.3.3.

(b) V prvni &4sti 7.postuldtu se predpoklddd, %e operdtory pro soufad-

nice a impulsy, tj GLI,...} G%“ fﬁ,..., ?; , znédme. K jejich nalezeni

ném mohou poslouZit op&t komuta®ni relace (90); jak, uvidime v odst.3.1l.

(c) Postuldt pochopiteln& dé4vé jen névod, jak ziskat operétory zobrazu-
jici veliliny definované v klasické mechanice. Jsou v8ak.i velidiny,
které nemaji klasickou snalogii. Potom je treba definovat pfimo odpovi-

dajici operédtor tak, aby vysledky ziskané s jeho pomoci byly v souladu
8 experimentem. Na piikladu spinu to uvidime v nésledujici kapitole.

(d) Symetrizace vyrazi

N&kdy se miZe stdt, Ze klasicky definiéni vztah pro A obsashuje &leny,
které by vedly k nejednoznalnému urieni operdtoru. Divod je v tom, Ze
zatimco klasické soufadnice a impulsy komutuji, odpovidajici operdtory
komutovat nemusi. Tak se nap#. v klasickém vyrazu miZe vyskytovat
sou¢in Q;P, (= PiQi)‘ Podle (90) ov3em odpovidajici operdtory nekomu-
tujf, tj :

QG; P, # P, Qy

Co tedy dosadit za klasicky vyraz Q;P; 7 Postup Jje takovy, Ze migto Qi By
napideme symetricky vyraz

1
53 ( QP + PyQy )

a v n¥m teprve provedeme néhradu za operdtory. V klasickém vyrazu pro A
se provedenim symetrizace nic nezm¥nilo a kvantové operdtory jsou ji2

urdeny Jjednoznalns.

3. N&které zévéry plynouci z postulAtd

3.1) Soutfadnicovd a impulsové reprezentace

V pozndmce (b) k 7.postuldtu jsme se jiZ zminili, Ze postulované
komutadni relace (90) ndm mohou pomoci pri stanoveni zdkladnich operé-
tord pro soufadnice Ql""’Qn a impulsy Pl,...Pn‘u Jedna z mo¥nosti je,

zvolit za operdtory souladnic Cll,...,Cln ptimo soutadnice Qy,...,Q, @

operatory '?l""’ f; ur&it psk tak, aby byly splnény komutaZni relace

(90). Vyu%ijeme-1i vysledek (13), je zfejm® mo%né zobrazit operdtory
souPadnic 2 impulsd tekto:
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Klasickd velilina Operétor
Q; Q-
i i , (i=1,2,...,n) - (91)
P. - ih
i bQi

Ostatni operdtory pak ji% hleddme podle névodu, ktery dévd T.postulét.
Volba operétord (91) vede k tzv soufadnicové reprezentaci kvantové
mechaniky. ProtoZfe diferencidlni operdtory mohou pisobit jen na funkce
prom&nnych Ql"“’Qn y budou v této reprezentaci stavové vektory
reprezentovény vinovymi funkcemi '
gl) = \pcqi,...,Qn;t) _ (92)
-Jestliée volbu obratime, tj za operdtory impulsi 93,..., P

n
zvolime p#imo Pl""’Pn , potom z komuta&nich relaci{ dostaneme obdobu

vyrazd (91)

Klasickd velilina Operétor
P, P, »
> (i=1,2,...,n) A(93)
Q ih
aPi

Volba (93) nés pirivede k tzv impulsové reprezentaci. Stavové vektory

p>e€ £ v ni budou reprezentovény funkcemi

P o= PPy,..u,Pst) | - (94)

[Souiadnicové reprezentacd

je (pPedevsim pri Fedeni konkrétnich dloh) nejEasté&ji pouZivanou
reprezentaci apardtu kventové mechaniky. V&imneme s8i j1 proto bliZe;
uvidime, %e nds dovede i ke Schrodingerové rovnici, s ni¥ umime pracovat
Ji%Z z kap.III. 4 7
Pro soustavu_ tvofenou jednou &dstici s polohovym vektorem ¥ = (x,y,z) a
impulsem P = (px,py,pz) (srov.(84)) bude

: $ = x , ¥y =y ., z = z (95a)
tek¥e goperétor polohového vektoru
A .

7= (X,y,2) bude T = (x,y,z) (95b)

Slo¥ky vektoru impulsu 3_ budou podle (91) reprezentovény operétory

Y b A . b A a
= - ih 5. = - ih , p,=-ih (96a)
Px o Y dy z >z
a operédtor impulsu (vektoru) tudiZ bude
%:(-iﬁa ,-i’h—ﬁ—,—ihb) (96b)
dx dy dz
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Vzpomeneme-1i si na diferencidlni operdtor V (nabla) (dod.E) , miZeme
operétor impulsu (96b) zapsat '

B = -ihv | : - (96¢)
Nyni ji%¥ snadno podle 7.postulétu ziskéme dal3i operdtory v soufad-~

nicové reprezentaci. Tek nap¥

(i) operétor kinetické energie pro jednu Zéstici dostaneme tak, Ze v (84)

nahradime p,,pP, P, operdtory (96):

Y

: 2

1A A A h
T=— 5P = 3B = (-2 VY = - — V? (97)

2m 2m 2m 2m

' 2 2 T2
kde 2 0 d o . :

vo = + + je tzv Laplacelv operdtor (dod.E).

dx%  dy? dz2
Pro &éstici pohybujici se jen po piimce (zvolime ji za osu x;srov.
kap.III)

B2 4
T = o — — - (98)
2m dx : .

(ii) operédtor potenciélni energie (87) pro jednu Z4stici bude p¥imo
funkce V(x,y,z),

V= Vix,y,z) | (99)
(iii) operdtor celkové energie - hemiltonidn - pak Je
H2 '
H = T+ U =- V2 o+ Vix,y,zit) © (100)
' 2m .

Pro jednorozmérnj,stacionérni pFipad se redukuje na
. 52 d2 i ' A :
H=-— 3 + V) , : (101)
2m dx :

Stavové vektory 1¢(t)> jsou reprezentovény vlnovou funkel

¥ = Plx,y,z;t) (102)
fasovy vyvoj stavu soustavy je podle 6. postuldtu uréovén fedenim
Schrodingerovy_rovnice

ih _g_‘[’_ = %&P , (103a)
t |

nebo v rozepsaném tvaru, po dosazeni z8 X

hZ
i’ﬁ—%i— = [-— vZ + Vix,y,z;t) l.'J (103db)
t

2m
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Vidime, Z%e skuteln? ziskdvéme Schrddingerovu rovnici ( na ni¥ byla zbu-
dovéna Schrédingerova vlnov4 mechaniks: isrov.kap.III) pouze Jako di1&4
vysledek z obecného formalismu kvantové teorie.

Pro dplnost si je3t® uvedme hamiltonidn pro &dstici v elektromag-
netickém poli. Zde se situace pond&kud komplikuje tim, %e magnetické pole
nenf potencidlni (nelze ho popsat jen skaldrnim potencidlem U), tak¥e
potencidlni energie Z&4stice nejde zapsat v Jednoduchém tveru (87).

V klasické elektrodynamice se dokazuje, %e klasickd Hamiltonova
funkce pro ddstieci s hébojem qQ v elektromagnetickém poli je

H(E,P) = —— [P - qA(E,t) ]2 + QU(E,t) . (108)
om

kde U(r t) Jje skaldrni potencidl elektrického pole,
A(r t) je tzv vektorovy_potenc1é1 magnetického pole a

-

- dr
P = m

+ qQA(E,t) = v + qK(i-',t) : (105)
dt

Je zobecnény impuls (kanonicky sdrufeny s 7).
Pri pirechodu ke kvantovémechan1ckému operétoru musime nahradit tento
zobecnény impuls P operdtorem impulsu 5), nikoliv mechanicky impuls

P = m df/dt = ov ! Skutelnost, Ze dvojice Q; Py Jsou kanonicky sdruZené
méla byt, presnd vzato, uvedena v 7.postuldtu, nebof prévé téchto dvojic
se tykaji komutadni relace (90).

Kvantovémechanicky hamiltonidn # ziskdme z (104)

XcR, Py = [?-qK(ﬂ,t)];? s VR, ' (105)

2m

- . —»
kde V(R ,t) = q U(R,t),
R Jje operdtor polohového vektoru a
A je operédtor zobecn&ného 1mpu18u (105) . .
Pro operatory 5’2 = (1 Y Z) ' 7)= (px, ‘Py' "Pz ) plati komuta&ni.
relace (90)

[X,2] =3 , [V, P]ziﬁ, [Z,2] =i (106)

véechny zbyvajici komutdtory Jjsou rovny nule. V soufadnicové reprezentaci
prejde (105) v

X = - [-ihy - q XF0 % + v(E0 (107)
m
a Schrsqingerova rovnice je '
dP(F,t) - - - -
ih ‘Pbl‘ - (-i’ﬁv - qA(?,t))2 P (7, 1) + V(r,t) P(F,t) (108)
t 2m '

. +2
Na pravé stran& této rovnice znamend (-ihv - q&) ? toto:
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(-ihe - ab)(-ihw - of) $(E,1) =

bz
= -h2 3'1)2 + iqﬁ[Ax——g-f— * 4 Ca ¢y )] + quf‘:\l/ +

dx

+[Qaléi dva vyrazy, které se ziskaji z tohoto zé&m&nou x za y a za z].
Musime toti% brét v \dvahu, %e slofky operdtoru V & operétoru I(?,t)
obecné nekomutuji.

X

3.2) Stfedni hodnota

Zévéry, které vyplyvaj{ z tdvodnich postuldtd, maji pravd&podob-
nostni charakter. Abychom je ov&Fili, musime provést velky polet m&Feni,
pFi naprosto identickych podminkdch. Jinak ¥Fefeno, m&li bychom mé&Fit
tuté? velifinu na velkém podtu soustav, které jsou v tém%fe kvantovém
stavu (pfisluéi jim stejny ket-vektor I1y>).

UvaZujme tedy scubor tvofeny N identickymi soustavami, pfiZem?
v3echny jsou v _né&jakém normalizovaném kvantovém stavu quLJ_Pfedstavme
8i déle, Ze v témZe Casovém okamZfiku, provedeme na viech tichto sousta-
véch mé&Feni néjaké velidiny A (nap¥. celkové energie). Podle 3.postulétu
miZ%e byt vysledkem kaZdého z N provedenych méteni pouze nékterd z vlast-
nich hodnot 81,85,... operdtoru A, ktery zobrazuje m&Fenou veliZinu A.
Necht jsme
N, -krat nam&tili hodnotu ay

N, =-krat " " a

2

. - .
. L] L]
- - -

3 eeoe
.

N. -krat »

- - .
L] » .
-

[ X K
.

prifemZ musi byt

Ny +N, # ...+N + ... =N (=celkovy podet)

Aritmeticky st¥ed A z vysledkl méfeni vypo&teme b&%inym zpisobem

I = Nla1 + N?a2 * .ee + Niai + ees .
N
N N N
= L a+ —2 8y *euo * i a; + ... (110)
N N N
Pro velky pofet m&Fen{ (N-»o©) se pomér N /N (n=1,2,....) bliZ{ pravdi-
podobnosti namé&feni hodnoty a, , tJ
N
P(a ) = lim 1 (111)

N—°° N

Podle 4.postuldtu je v3ak tato pravddpodobnost rovna vyrazu (73)
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g, &,
) g2 .y ' '
P(a_) ~§,_; 1< a2 = <yl <ol g

tak%e pro N —>oco mi¥eme stiedni hodnotu <A> 2z mEFené velidiny A ,
zapsat takto

<A> =Z Pla ) a =) _
n

n izl

e

<¢|ufli)> <u§,i’w> a_ - (112)

ProtoZe (a  Jje redlné &{islo)

(41]ugi)) a, = (11lan| u;i)> a podle (72)

A Iu;i)) = ag Iugi)} (i=1,2,...,gn) ,
miZfeme (112) plepsat
. &n
a> = L Z WlAPD sculPig> =
n i=1
__ &n
I ALY ) iy <l )i
n i=1l

Vyraz v zévorkdch je roven jednotkovému operdtoru (vig podminky dplnosti
(50)), tak¥e kone&n& dostévéme pro stredni hodnotu 2z velkého poltu

méreni velidiny A  vyraz '
(AY = <4’IJ4I4’> (1138)

Pro nenormalizovany stav | §> je treba (113a) jedt® d¥lit normou .
takZe

Ca> CY 1AL ‘_ | (113b)

TS
Poznamene jme, %e se n&kdy formule (113), pro stfedni hodnotu {A?,
postuluje misto némi uvedeného 4.postuldtu. Fyzikéln{ interpretace
koeficientd rozvoje podle tiplného souboru stavovych vektorld (kteréd byla
obsahem 4.postuldtu) se pak naopak ziské jako disledek, xtery z tohoto

postuldtu vyplyne.

3.3) Sou¥amsné méFitelnost a \plny soubor kvantovych &isel

-

PoloZme si nyni otézku, kterd se nikdy neob&evila v klasické me-
chanice, ale podle toho co jiz vime, mé z¥e jmé zdsadni vyznam Vv kvantové
mechanice: za jakych.podminek Jje mo%né soulasné stanovit pfesné numeric-
ké hodnoty dvou ridznych m&iitelnych velidin 7 Vyjédfeno z hlediska rea-
lizace experimentu: méfeni 1.veli&iny, rekndme A, pFevede podle
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5 postulétu soustavu do urlitého stavu, v n%mZ m4 A hodnotu, feknéme L
( Jjedna z vlastnich hodnot A ). Jestlize nyni provedeme na soustavd
mdfeni druhé velidiny B, bude soustava ve stavu, v ném%Z mé B,naméfenou

‘hodnotu, kterou ozna¥ime bj (jedna z vlastnfch hodnot B ). Otdzka -
‘nyni zni: kdy% budeme nyni na soustavé m&Fit znovu veli¥inu A, dostaneﬁé‘

op¥t hodnotu a; ? JestliZe ano, budeme fikat ie vgliéigy A, B jsou

‘soulasn¥ méfitelné

Podivejme se nyn{ na tento problém z hlediska matematického for-
malismu kvantové mechaniky Nechi operstory A , 3 (zobrazu:]ici veli-
&iny A,B) maj{ ve stavu, ktery vedl k nam&Feni hodnot ai’bj _pgleégj

vlastni stavovj vektor Ia j> , takZe plati

Jq‘e]_!b > = a, 'a‘.i.’b;j> ;- fblei.b > =Db. ‘ai’b;j> i' ('114)":
RozliBovéni vlastnich vektord pomoci odpovidagicich vlastnich . hodnot y

;které jsme zde pouZili, je v kvantové mechanice b3%né. Zpravidla ae
- oviem nevypisuai celé vlastn{ hodnoty, ale op&t Jen néaaké veliélny -
’- kvantovd %isla - kterd je rozl1§uai Tak misto |a b > by se mohlo'
_psét 14,3> s.tim, Ze kventové &islo na l.pozici (zde wiw) pfisluéi

vlaatni hodnotd X a éislo na 2.pozici (zde "j") pak vlastni hodnoté 9.
Fyzikélni smysl rovnic (114) Je nésledujicf: jestliZe se soustava

v daném gasovém okem¥iku nachédzi ve astavu lai’bj> , potom m&feni veli-'
 &in A,B a4 ur&itd hodnoty ai,b . Nutnou podminkou pro souéasnou platnoatf

f;obou rovnic (114) Je .

CAB - BAY | Ay, >'[ad .’B]la = 0 - tus)

'coz znamend, Ze lai’b;j> je vlastnim vektorem operétoru [ﬂ 3] a pf':(s-
-luéi mu vlastni hodnota 0. : L

'operétq_y JV B komutuji. V tomto p¥ipadd plati dileZ¥itd véta-

2 druhé strany, rovnice (115) Je automaticky splnéna, jestli!e

JestliZe dva operédtory komutuji, potom lze pro né naJit epoleénj

| dplny soubor ortonormélnich vlastnich vektord.

S Platl i véta obrécené*

I

Maji -1i dva operétory spoleény ﬁplny soubor vlastnich vektora,
potom komutuai. : I

Obé vty 1ze pomédrné snadno dokézat, jestliie véechny vlaatni hod-‘

:'noty obou operdtord jsou nedegenerované' v opadiném- piipadé je rozbor

a ddkaz komplikovandjsi. Nebudeme dﬁkazy provédét (viz nap#. [11] [13] ),,
‘ale viimneme si fyzikdlnich dﬁsledkﬁ které z vit plynou.A;-'

- M&jme operédtor A, zobrazujici né&jakou vel1éinu, kterou je moiné
na dané soustavé zm&frit, Vime jiZ, 2e mnoZina jeho vlastnich vektorﬁ
tvordi dplny aoubor, ktery miZeme pouZit za bézi v proatoru atavovych
vektora € . Obecné viak vybér vlaatnich vektorﬁ neni jednoznaény.
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vzpomenme si, %e yyb&r ortonormdlnich vektord v_podprostoru Sn s B8P0~
jeném s degenerovanou vlastni hodnotou a _ (obr.45), nebyl jednoznaéné
uréen.

_ Mg jme nyni druhou m&#¥itelnou veliéinu ‘B, zobra'zgnou operétorem_ﬂ,
ktery komutuje s A . MiZe se nyni stdt, Ze gpolelny soubor vlastnich
vektord (jeho? existence plyne z vy3e uvedené véty) u¥% bude Jjediny.

Ne ka%dy vlastni vektor | a ) z té&ch, které pat¥ily k degenerované
vlastni hodnot& a  , musi byt téZ vlastnim vektorem B . 2 uvedené véty
vi3ak plyne, Z%e v podprostoru E lze vZidy vybrat takové ortonormdélni
vektory, které budou téZ vlastnimi vektory B. Sestrojujeme-1i tedy
spole&ny systém ortonormdlnich vlastnich vektord pro komutujict operé-
tory A, B - rozlisujeme je nyni dvéma vlastnimi hodnotami : i"
miZ%e pribrdni operdtoru B omezit moZnosti vybdru téchto vektorld v pod-
prostorech, které pi‘isluéely k degenerovanym vlastm’.m hodnotém operéto-
ru A . :

JestliZe je soubor vlastnich vektord dvou komutujicich operdtord AN 04 3
ji% urden jednoznalné&, potom ¥ikdme, %e operdtory A ’ B tvof‘i dp__y
soubor komutujicich operétori.

JestliZe A ﬁ je&t& nemaji Jjednozna&né uréeny___poleény___p___j
soubor - ortonormélnich vlastnich vektorﬁ musime pfibrat dmld{ operédtor
__‘6__ y ktery komutuje s A i B a znovu konstruovat spoleénj soubor
vlastnich vektord | ay b3’°k> pro trojici 04 B <€ . Tuto proceduru
(pribirdni dalsich komutujicich operdtord) budeme opakovat tak dlouho,
a? spoleny soubor vlastnich vektord bude urfSen -jednoznalné.

Obecné& se Pik4, Ze
hermitovaké operdtory J(, 3 ’ ¢ y oo ey & tvort uplny soubor kbmutuj_i_-

cich operdtord, jestli%e maji spoleny soubor ortonormdlnich vlastnich

vektord a tento soubor Je Jjediny.

M&ritelné velidiny reprezentované Liplnjm' souborem komutujicich
operdtort tvori dplny soubor sou¥asn¥ m&Fitelnych velidin. '

Provedeme-1i soulasné zm&¥enf{ t&chto velidin, potom stav soustavy bude
jednozna¥n& urlen stavovym vektorem la,,b ,ck,...,f > , kde ay,b j0
jsou nam&¥ené vlastni hodnoty operétorﬁ 9 ‘e gecey L

ck,Q..,im

(tj nem&¥ené hodnoty veli&in 4,B,C,...,L ). Pro tento vektor platf
Ale;,v j, Cpreeealy> = 85 1 asbg,e,.0 1Y
ﬁla ,ck,...,l )
‘Z lag, J,ck,...,l >

bj { ai'b,j’ck".."’lm)

) lai’bj'ck""’lm> (115)

1>

ilalﬁ J’ k'."llm> lm'ai'b‘]’,ck.clo’ m
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Proto%e v tomto pripad® existuje jediny stavovy vektor, ktery m4 tuto
vlastnost, Jje stav soustavy pilng& urlen kvantovymi &isly ai’bj'ck""’l '

ml
*ikd4 se, %e kvantovd &{sla tvor{ dplny soubor kvantovych &isel.
Tak naﬁf. pfi Fedeni problému elektronu v atomu vodiku uvidime, Ze
existujl 4 veliiny, které lze u elektronu soudasnd nam¥fit: celkovd
energie E, velikost momentu hybnosti lLI s prim#t tohoto momentu hyb-
nosti do ndjaké osy (zpravidla se bere osa 0z) L, & primdt spinu
{vliastniho momentu hybnosti) do zvolené osy S, . Odpovidajic{ operdtory
??(hamiltonlén) £, £, Y  skutednd komutujf a jejich vlastni

z
hodnoty -E, f »By,m - plné urduji stavové vektory |n,l,m,,m > pro

elektron v atomu vodiku (v8imn¥te si, Ze misto E pouzivéme p¥i rozli-
Sovéni vektord jen "hlavni" kvantové &fslo n, které oviem Jednoznaéné
urfuje E ).

Problém uréeni \iplného souboru soulasné méritelnych velidin pro
danou kvantovou soustavu, mé principiélni vyznam: urfuje toti# maximdlni
informaci, kterou o n&jaké fyzikélni soustavé v mikroavité miZeme ziskat.




