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3 vlnové funkce a kombinaci "qﬁ”(?i.? ) se singletem (49b) Jednu funkei

q}( fl' fz). Pro nezévislé elektrony (kd{! v (9) napr. zanedbéne ponled~
ni, interakini, ¥len) se d4 vyjadrit f (rl,rz) i \f fi,ra) pomoc{

Jedno&daticovych funked typn (24), takle
k trlpletovému stavu (s=1) budo pFisluBet antisymetrické runkce

?(a)(rl,r ) = 2712 [\pm(rl).¢h(r2) - wfn(rl) Yq(?z)] =

1 Pul) 9T | R
B e . . i '(508)

L VRS CAEN
2 k singletu (S=0) aymatfické funkca
‘ .((")(F ,? ) =. 2712 [ qm(rl) ‘f’n“'a) + ‘?n(" )\(‘(r )] : (SOb)

kde m,n jsou loubory kvantovych 8isel, rozliéujici jedno&é-ticové atavy.

4. Strutn& o reprezentaci obsazovacich &isel
B

\'j piedchézeaicich odatavcich Jjeme, pii formulaci probl‘nu nnopa
stejnych &datic, pou¥ivali b&Znou soutadnicovou reprczentaci. Nyn{ by nén
viak jiZ m&lo byt Jaané, %e pro tuto problematikn to neni reprezentace
: nadvhodnéjéi. Pfi psani operétorﬁ zobrazujicich m&#i telné veliéiny {nap?
hamiltonidnu) i vlnovych funkef (tJ stavovych vektord) se xde vlastn¥
atdle vychézi z predpokladu, Z%e &dstice jsou‘rozliéitciné._Projgvuje se
to tim, %e "... poloha &dstice i Je;uréeha:polohqunivektoren ?i a jejt
spin proménnou ¢, ..." apod. Disledken tohoto roslifovéni ﬁak Je, Ze
musime konstruovat symetrické a antisymetrické vlnové funkce, é—li'se
naplnit poZadavek principu nerozlisitelnosti. ' o

- Pracujeme-1i v aproximaci nezévislych ¥dstic (odst.2), je vliastnd
Jjedinou informaef , kterou.ndm symetrické hebo:antiaymetrickd funkce
ddvaji, polet ¥dstic v jednotlivych jedno¥dsticovych stavech (24).Potom
Je viak prirozené&jsi vyloudit z vlinovych funkei soustavy zbytedny balast,
jakym jsou proménné §,,..., fy & rozliSovat stavové vektory (stavy
soustavy) pouze obsazovacimi &isly NysRgyeseyByyees Jednotlivyech Jjedno-

gdsticovych stavd. Stavovy vektor soustavy N nerosliditelnych Z4stic se
v_této tzv. reprezentaci obsazovacich &fsel zapisuje takte

I nyynpyeeeyngyeee? (51)
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kde podle (24)

n, Je pofet Zdstic ve stavu s vlnovou funkei ?1(5 )

n2 : ' " L)
. X : (52a)
ny W $1(§) |
prifem? _
' ny + Ny +oaeee tny toee.  F N (52b)

V_souborech bosond mi%e kaidé z obsazovacich Sisel ni.(izl,z,...) nabyvat
libovolnych hodnot, v_souborech fermiond pak jen hodnot 0,1.

Na tomto mi{std je tfeba poznemenat, Ze 3 reprezentaci obsazovacich
%{asel se %asto setkédme té% pod nédzvem druhé kventovédni. Nézev je logickj
v kvantové teorii pole, kde byl tento formalismus prvnd zaveden a v plné
3{F#i uplatnén. ' o

Chceme-1i pracovat beze zbytku se stavovymi vektory (51), misto
s vinovymi funkcemi zdvislymi na souradnicich, musime pfedeviimr!ydédfit
vsechny operétory tak, aby pisobily (tzn definovat jejich pisobeni) na
stavové vektory (51) K tomu dZelu je vyhodné definovat dva jednoduché
operétory, pomoci nichZ se pak ji% vyjéari vsechny dalsf, ProtoZe defi-
nice t&chto operdtord se pondkud 1id{ pro bosony a fermiony, provedeme
to pro ka%dou skupinu zv14at. '

Definujeme operédtory Qi s a; (i=1,2,...) vztahy:l

:il nl,nz,...,ni,...) = fﬁ}l NyyNpyeeerfy = i,...> : (533)
A ' ) ) .

(nevypsand obsazovaci &isla ae nem#ni).

Vidime, %e plsobenim operédtoru 31 na stavovy vektor dostévéme stavovy
vektor pro soubor Zéstic, v ndm? je o jednu &Eéstiel v i-tém stavu méné&.
Proto se ai (i=1,2,...) nazyvéd anihiladnd operdtor. Operétor 3; (i=
1,2,.+.) pisobi opatnd; protofe d&v4 stavovy vektor stavu,v némZ Je

v i-tém stavu o jednu ddstieci vice, nazyvd se kreadni operdtor. l1selné
koeficienty fﬁ; ;{E;Ii' v (53), zajidtuji normalizaci funke{ ziskanych
pisobenim operétori ﬁi, 3; . Je zPejmé, %e postupnym pisobenim krea&nich
a anihilas&nich operdtord 1lze 2z libovolného stavového vektoru ziskat ja-
kykoliv jiny stavovy vektor.'ProioZe kasdy operdtor d¥lé.v podstaté jen
to,vie kaZdému z vektord prostoru stavovych vektord prirazuje n&jaky
vektor z tého? prostoru, je zfejmé, Ze mus{ byt moZné vyJéd¥it libovolny
operétor usporadanou akupinou'anihilaénich'a krea&nich operdtori.
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Uvedme si priklad: méme stav soustavy se stavovym vektorem

| nl,nz,...,ni,...,na,...> '
a chceme pomoci operdtord (53) dostat stavovy vektor soustavy, v ni% je
o jednu &dstici v i-tém stavu ménd & o jednu ¥dstici v j-tém stavu vice
(md%eme to také interpretovat tak, %e jedna &édetice pre3las z i-tého do

j-tého stavu). Hledand funkce je
At A

ay ni{nl,nz,...,ni,...,nj,...) = Vni(nj+1)]n1,n2,...,ni-l,...,nj+1,..)_
(54)

I zde definujeme anihila&n{ 31 a krealni 3; (i=l,2,...) operdtory.

Na rozdil od bosont v3ek musi byt definovény tak, aby odréZely specific-
xé vlastnosti soubort férmiond; predevaim jde o antisymetrii stavovych
vektord pfi transpozici dvou fermionl, resp. Pauliho princip, ktery se
projevuje v tom, %e obsazovaci &isla mohou nabyvat pouze hodnot 0,1.

Je moZné pfimym vypodtem ovéfit %e v3em poZadavkim vyhovuji definice:

ci ]nl,nz,...,ni,...> = ( 1) "i‘nl'nZ""’"i - 1,...7 ' (55a)
, 2 .

e} 1 nyungyeeesfyyeeey = (<1075 (1omg) Inyyngyeen,ny + 1yenn? (55b)

kde 24 =By FDy * ..ot Ry ‘ ~ (55¢)

Uvedme si priklad: nechi na stavovy vektor |1,1,0,0,...> ~ piisob{
operétor reprezentovany souéinem(pro pfehlednost nepileme nad ¢ "A" )

°2 3¢ 1 2¢ 3 ©1

+ + : '

= (-1)%-1)t c§c3c1e2|o,1,1,o,...>.= (-1)%0-1)2-1)° e}e4¢710,0,1,0,.. ) =
= -1%-11(-1)%-1)%}e;11,0,1,0,...) =
= (-1)°-1)1(-10%-1)%-1)} o;u,o,o,o,...) -

e (-1)%-1)1(-1%-1°-1) (-1} 1,1,0,0,..) = -11,1,0,0,...7

" Rozvéiite-li postupné pisobeni operétord, dojdete k'zévéru, ¥e v koned-

ném vysledku doZlo k vymEnd Z4stic ve stavech 1,2 a stavovy vektor sku-

tedné plitom zménil znaménko. :
Operétory a1 a; , resp. cl, °i , nejsou hermitovské (1ze dokézat,

%e jsou hermitovsky sdrufené, takZe ai = (31)+ nebo 3; = (Si)+ ) a

nerepfézentuji proto 24dnou mé&fitelnou fyzikdln{ veli&inu,




- 161 - ( VI )

Hermitovsky je vSak opersdtor

A

ﬁi = a; 31 nebo ﬁi = 3; ei (i=1,2,...) (56)

ktery se nazyvd operdtor podtu &dstic v i-tém —tém stavu. Nechdme-1li ho piso-
bit na ’nl’nZ""'“i""> s dostaneme’ *

ai ailnl,na,...,ni,...> = ﬁ'l-i a; ‘nl,na,...,ni - 1,.00) -

= ﬁiﬁilﬂl.ﬂz‘o--,ni,‘oo> (57)

Stejny vysledek dostaneme pro fermiony, tak2e obecné&
. .
ll By 1N sRoyeenyByyens) = Ny IRy Ry eeeyNyyees) ’(58)

kde ny pred stavovym vektorem na pravé stran& je &1slo, kterd udévﬁ podet
éstic ve stavu «pi. Rovnice (58) je rovnief (IV.38) pro vlastni vektory
a vlastini hodnoty operétoru podtu &4stic v i-tém stavu; vektory
lnl,nz,...,ni,...) Jjsou jeho vlastnimi vektory.a obsazovac{ ¥isla ni

Jsou jeho vlastnimi hodnotami.
Operdtor celkového poltu ¥dstic pak je

Ko=) B e

i

(sumace se provddi pPes vi3echny jednoldsticové stavy, kterych mi¥e byt
obecnd nekonednd mnoho!), :

. Pro prdci s kreadnimi a anihila&nimi operdtory maji prvorady vyznam
komutani relace prb tyto operdtory. Ziskat je lze primo z defini&nich
vztehd (53),(55); tak vedle (57) plati,pfi obrdceném poradi operstory,

31 QI T PYPIIIS RIS (njy + 1) Ing,n5000,n5,000> (60) .
Odtud a z (57) je vid&t, %e operédtor ( 3131 - 3*31) pisobi stejné Jjako
Jednotkovy operator. Jlnak fefeno: plati komuta®ni relace

[.ai s i] = 3137 - aiai =1 .  Analogickjm postupem je moZné ziskat

i komutdtory pro ostatni kombinace kreadnich a anihilaZnich operdtord.
Souhrnn&: pro bosonové operdtory plati komutadni relace

[31,33]=o proi#J§ , [& ,a]] =1

(61)
[31,3518 o -, [}:,3;] = 0 pro vdechna i,j

Pro fermionové opersdtory Gi,gg (i,j=1,2,...) plati obdobné antikomutadnf
relace
A A AgA R A At
fe; » ey} = ey + ey =0 proify , fo5, eph=1 (62)
A oA At A+ i
{ci ’ cj} = 0 |, {-ci ’ cj} =. 0 pro vdechna i,J
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Poznémka: antikomutétorem dvou operdtord A, B se nazyvé vyraz (AB+ BA );
znat{ se obvykle {A, B} nebo [A, BI, .

Zde je vhodné zduraznit, Ze definié&ni vztahy pro kreadni a anihilaé-
ni operdtory, spolu s komutaénimi,resp.antxkemutaénimi, relscemi, zahrnu-
j1 v sob& v3echny po%adavky, které jsme na vlinové funkce (atavové vektory)
soubord stejnych &dstic m&li. JestliZe je ve vypodtech (podle potifeby)
uZi jeme, nemusime se ji% starat o symetrii,resp.sntisymetrii,vinovych
funkci (stavovych vektord). '

Vakuovy stav

-Ji% jsme Yekli, Ze pomoci kreaZnich & anihileXnich operédtord miZeme
z libovolného stavového vektoru ziskat Jjakykoliv jiny. Zvlé3tni postaveni
mezi stavovymi vektory mé stavovy vektor tzv. vakuového stavu

10> = [0,0,000,0,...> _' - (63)

v ném% vi3echna obsazovaci &isla jsou rovna nule (stav bez &dstic).
Ket-vektor pro libovolny stav z n&ho ziskéme plsobenim pFisludnych

kreaénich operdtord. Nap®.

(1,1,1,0,0,...> = aje;aj}0,0,... >

VZékladni stav souboru fermiond

Pri prdci se soubory fermiond je vyhodndjs{ vychézet ze stavového
vektoru zdkladniho stavu, v ném% jsou obsazeny viechny hladiny a%f po
Fermiho energii (odst.2,obr.68b,69). Jsou-1i stavy &fslovédny v poradi
rostouci energie (viz (29)), potom stavovy vektor gzdkladniho stavu
souboru N fermiond Jje }

Ket—vektor lz> ziskéme z vakuového stavu 10> takto
lz> = °1c2“‘ cNIO> _ | o (65)

" Operétory v reprezentaci obsazovacich &isel

‘Nyni ném ji% zbyvd ukézat, jak se v_reprezentaci obsazovacich &fsel
(tj pomoct kreadnich a anihila&nich operédtori) vyjédr{i libovolny operdétor.
K tomu se vyuZije v3ta , kterd tvrdi: jestli%e vSechny maticové prvky
dvou operdtord, Vypdétené pomoci stavovych vektord ve dvou riznyeh repre-
zentacich, jsou stejné, potom operdtory jsou ekvivalentni(o maticovém
vy jédPeni operdtord viz odst. IV.1l.5). ‘

V nadem pFf{pad® to znumend poZadavek, aby véechny maiicové prvky
n& jakého operdtoru v soufednicové reprezentaci, vytvorené ufitim funkel
(27) nebo (28), byly shodné s maticovymi prvky ziskanymi "obloZenim"
hledaného operstoru bra- a ket-vektory (51). Realizace tohoto ukolu nenf
zv14&t obtiZnd, je vSak zdlouhavd a proto uvedeme jen vysledky ([12])
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Uvazujme nejprv& operétory, které jsou v souradnicové reprezentaci
souftem jednoldsticovych operdtord ,tj operdtory typu

“ AN NP I I TS PURE T SURRENE ST S

P#ikladem mohou byt : -
(i) operdtor kinetické energie souboru N stejnych &dstic

: _ N $2 5 i N he 32 62 aZ-
7 ; (- =) Vx, ; =N w0 azi)

(ii) operdtor potencidlni energie souboru N elektrond v poli jédra
8 nébojem +Ze, pevnd umistdnym v po¥dtku soufadnic '

. N 2
Ze
v (E ; e -I: ) = e ——————
120 *'N z Y
=1 ‘mfolril

{ v obou pFipadech nevystupuji explicitnd spinové soufadnice ).

Operatory (66) maji v reprezehtaci obsazovacich &isel tvar

g, - § Ci1oy iy ¢ ey
i, .

nebo (67a)

(717 = iloyl §> & aj

s d
kde maticovy} prvek
Cilo,l §> = Z d SF ) oy(F, ) Y LUF,e) 67b)
ilogl T \Pi F,0) 0y (F,T) Y r,a@ (67

pe
se politd s jedno¥dsticovymi vlnovymi funkcemi {24). Principidln& je moZ- -
né k vypoftu pou#it libovolny ¥plny_ soubor jedno&dsticovych funkci.Proto-
%e ale kreadni a anihilaZni operdtory pak provéd&j{ kreaci nebo anihilaci
v_t&chto stavech, budeme pouf{vat pochopiteln& takové soubory funkef,
které maji k FeZené dloze nejbliZe. '

Druhym b&#nym typem operétord jsou dvouddsticové operdtory, které
v soufadnicové reprezentaci maji strukturu

: i :
0, gl....,§N)=-—§ A TR (68)

YY)
(1#£J)
( soudet &lend z nich% kaidy zévisi na dvojici soutadnic).

Typickym predstavitelem takovych operétorld je operétor potencidlni ener-
gie vzéjemné elektrostatické interakce v souboru nabitych ste jnych &éstic.
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Pro soubor N elektrond (pro 2 elektrony je to poslednf ¥len v (9)) je
operétor elektron-elektronové interskce v soufadnicové reprezentaci

. Z ' 02
V (Fl,rz,...‘, |\ "

A TE Ty 'Fjl
(1#3)

(faktor 1/2 je zde proto, %e v sumaci se bere kaédé interakce 2x,tj.i-ty.
8 j-tym a j-t¥ s i-tym;interakce elektronu sama se sebou je vyloulena
poZadavkem i¥ j). .

Dvouldsticové operdtory (68) maji v reprezentaci obsazovacich &{sel tvar

=-———Z Z <i,§10,1k,1> &) &} & &,

i,i k1
resp. : (69a)
— ) ) STICATSY RN
2 1,7 ¥ .

kde maticovy element

<i,Jl 0,1 k,1)» =

- fdt fdt PilE,T) P30 03,0807 Py (F, @) ¢y (F0)

aa’

Je opit vytvofen 8 Jednoldsticovymi vlnovymi funkcemi (24); o Jjejich
vyb&ru plati to, co bylo ji¥%¥ Fefeno u jednoldsticovych operdtorid. Je
samozte jmé, Ze kdy¥ Jje transformovany operdtor soudtem né&kolika &lend
(nap#.(9)), musime pro pfevod v8ech Zlend u2it ty% soubor jednoldsticovych
funkef (24). :

Nyni jsme jiZ ve stadiu, kdy méme v podstat® zavedeno vde, co pro
feSeni Uloh v reprezentaci obsazovacich #isel je t¥eba, Vyhodnosi & né-
zornoat této reprezentace vynikne aZ pri Feseni konkrétnich dloh; to viak
ji% nent predmétem tohoto dflu ekripta. Jistd je vZak d&elnd #fci Je&tE
toto: reprezentace obsazovacich &isel byvd zpravidla zarazovéna a% do
"vy88ich" partii kvantové mechaniky, coZ pak vyvoldvd u studentil dojem
zvld&tni obtiZnosti. Hledaji pak zéhady tam,kde %Z4dné nejsou a domnivaji
se, %e v&c nepochopili proto, %e se jim zdd pr{1i# jednoduchd. Proto bych
cht&l expllcltné uvést, %e tato partie kvantové mechan1ky nen{ o niec ob-
t1¥n& j81 ne Jlné Jeji &dsti; nsopak, podle mého nézoru je reprezentace
obsazovacich &isel pro soubory &édstic mnohem jednodusdi, prihlednd&jii
a nézornd j8i pfi interpretaci vysledkd, ne? stendardni soutadnicové
reprezentace. To byl také divod k zarazen{ elespon krétkého odstavce na
toto téma do tohoto udvodniho skripta.




