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VI. SOUSTAVY STEJNYCH GASTIC

V kap. IV jsme uvedli zdkladni postuléty nerelativistické kvantové
mecheniky %dstic a v kap. V jsme je doplnili postulovénim spinu Edstic.
Nyni ukédZeme, %e ani potom je3tZ& neni soubor postuldtd dostadujici, jest-
li%Ze bychom ho aplikovali na dlohy spojené se soustavami stejnych &dstic;
dostévali bychom totiZ ne jednozna&né predpov&di o chovéni studované sous-
tavy. Na rozdfl od pPedchdzejici kapitoly, provedeme podstatnou Zast vy-
kladu v obvyklé souradnicové reprezentaci a a% v zdvéru se struZné zmini-
me o reprezentaci obsazovacich &{sel, kteréd je pro tuto oblast kvantové
mechaniky mnohem vhodn&jsi.

1. Problém stejnych &é&stic

1.1) Nerozlisitelnost identickych mikrodédstic

Dvé Zdstice jsou identické, jestliZe vBechny jejich vnitfni chera-
kteristiky (hmotnost, néboj, spin atd) jsou pfesnd stejné a %ddny expe-
riment nemiZe tyto f4stice rozliit. Tak nap#. vSechny elektrony ve ves-
miru jsou identické, stejnd jako t¥eba vZechny protony nebo vodikové
atomy. Na rozd{l od klasické mechaniky, mé nerozli3itelnost identickych
mikro¥dstic fundamentdlni didsledky v chovéni souborld z t&chto &é4stic a
tedy i v apardtu kvantové mechaniky. »

V klasické mechanice se predpoklddd ( i kdy? vicemén¥ implicitné),
fe sledovené &dstice lze vZdy rozliSovat, ani% by to n&jak m&nilo dyna-
micky stav soustavy té&chto Zdstic. Tak napf. kule&nikové koule lze roz-
1i%it barvou nebo napsanymi %{sly a pfitom nic nezm&nit na jejich pohybu.
A i kdy? tento "primitivni" zplsob rozliSeni neni mo¥ny (napf u hmotnych
bbdﬁ, co? je zdkladni abstrakce 8 ni¥ klasickd mechanika pracuje), vidy
zde zbyvd moinost rdbzlilovat &dstice podle jejich trajektorie. KaZdéd
Géstice md toti? svou spojitou a z Newtonovych rovnic jednoznang urde-
nou trajektorii ( spojitéd kfivka v matematickém slova smyslu); podle
toho, %e v daném Zssovém okamZiku se nachézi ¥dstice v urditém bod& nék-
teré trajektorie, mi¥eme vZdy rozhodnout o kterou Zdstici jde.

V kvantové mechanice vSak i tato posledn{ a principidlni moZnost

miz{i. Pridiny by m&ly vyplynout ze zaAvérd v kap.II. Doplnime si je jestd
ndsledujici dvahou o _rozptylu dvou mikroddstic.
7 hlediska klasické mechaniky Jje stav (soufradnice + impuls) ka%dé z Zds-
tie v fase t=0 urden poléte¥nimi podminkemi. 84atice se pohybuji po pres-
né urdenych trajektoriich, v n&jakém bod¥& prostoru se srazi {interaguji)
a pohybuj{ se dédle po jednoznal&né ur&enych dreshéch. Z po&édteinich podmi-
nek a zadaného silového pisobeni mezi g4sticemi, se dd4 z Newtonovych
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rovnic urdit trajektorie kazZdé z &4stic a podlé toho na které trajekto-
rii se &#dstice nachdzi, je moZné v ka?dém okamZiku ur&it o kterou g nich
Jjde. '
Zcela jinak probih4 gsréfka dvou mikroldstic. Predpokldde jme, Ze p¥ed
srdfkou jsme mdli ¢dstice reprezentované dvdma zcela separovanymi vlnovy-
mi klubky, kterd se pohybovala ( v soufadné soustavd spojené s t32i3t&m
¥datic) proti sobé. Pro urditost Fikejme, Z¥e zleva prichdzf &4stice 1 a
zprava &dstice 2 (obr.65a), Bé&hem srdfky dojde k prekrytf klubek(obr.65b).

(a) (b)

Obr. 65. Sré¥ka dvou identicky¥ch mikro¥dstic v soufadné soustav& apo-
jené s t¥%i¥t&m. Pred sréZkou (&) Jsou &dstice zcela separované., BZhem |
sréfky (b) dojde k prekrytf vlnovych klubek. Po sré¥ce (c) je pravdépo-
dobnost nalezeni %éstice nenulovéd v kulové vrstvd, jejiZ polomér se s &a-
sem zvétSuje. ProtoZe &dstice jsou identické, nemiZeme rozhodnout, kterou
Zz nich registroval detektor D.

Po sréice (obr.65¢c) Jje nenulové pravdépbdobnost nalézt'éésiici v kulové
vratvs, jeji% polom¥r se a &asem zv&t3uje. JestliZe detektor D, umistény
ve sméru urfeném thlem @ (vzhledem k poZ4tednim rychlostem &dstic) regis-
truje ¥éstici, znamend to, Z%e druhd z EZéstic se musi (vzhledem k zachové-
ni impulsu) pohybovat v opalném smé&ru. Neni v&ak mo3né rozhodnout, zda
detektor registroval &dstici pdvodné& oznalenou 1 nebo 2. Neni tedy moZné
rozhodnout, ktera ze dvou alternativ na obr. 66 se realizovala.

(a) (b)

Obr. 66. Schematické zndzornéni dvou moZnych "drah" pii srédZce dvou
jdentickych &dstic (obr.65); neni principidlné moZné rozhodnout, které

2z nich se realizovala,

JestliZe bychom nyni aplikovaii postuldty z kap.IV, dostali bychom
se do obti%f; k urdeni pravd&podobnosti vysledku méPeni je totiZ nutné
znét stavovy vektor, ktery odpovidé vysledku mareni, Zde v3ak méme dva
podle obr.66; ket-vektory pro obr.66a a 66b jsou rizné (a dokonce orto-

gondlni).
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Presto jim z hlediska m&Feni odpovidd jediny fyzikdln{ stav, neboi nelze
postavit takovy experiment, ktery by Jje je3td navic rozlisil. Msdme tedy
pravddpodobnost vysledku poZftat uZitim obr.66a,66b nebo obou? JestliZe
se vezmou oba stavy, maji se sefitat pravd&podobnosti nebo amplitudy
pravdépodobnostl (a 8 jakym znaménkem?) 7

. Jako dal¥{ priklad si jedt® uvedme soustavu tvorenou dvdma vodiko-
vymi atomy. Jsou-li atomy tak vzddlené, %e se vlinové funkce nepiekryva-
ji, potom je kaXdy z elektronld prakticky lokalizovén u svého jédra.
S pribli¥ovdnim atomd roste oblast piekryt{ vlnovych funkci, tj. oblast,
v ni¥ je moZné nalézt oba elektrony. JestliZe vysledkem experimentu je
zjist&ni, Ze v této oblasti je elektron, neexistuje uZ zplsob dovolujic{
rozhodnout, ktery z obou elektrond to je.

Uvedené piiklady ukazuji, %e identita kvantovych &dstic md mnohem
hlub3d{ podstatu ne? u klasickych &dstic; na rozdi{l od klasicky 0jimanych
Edstic jsou identické mikroldstice nejen ve viem véudy stejné, ele i ne-
rozliSitelné. Tato skutednost musi byt zabudovéna do apardtu kvantové
mechaniky a ddsledkem toho musi byt i uplné odstran&ni vyse zmin&nych
ne jednoznaZnosti v predviddni vysledkd m3feni.

1.2) Symetrické a antisymetrické stavy

M&jme soustavu tvorenou dv¥ma &dsticemi, nap¥ dva elektrony v elek-
tronovém obalu atomu He. Vlinovd funkce této soustavy bude zévisei na po-
lohovych vektorech obou elektrond rl ’ r2 (spinovou proménnou zatim pro
jednoduchost nebudeme uvaZovat) tj. ¥ = qJ(rl,rz,t) Kdyby &é4stice byly
rozlisitelné , potom by vyraz (viz odst. II.3.3)

W (#], By 5t01 2 ax,dy dz,dx,dy,dz, . (1)

uddval pravd&podobnost, %fe v Zase t najdeme 1l.Zdstici v infinitesimdlnim
objemu dx,dy,dzy opsaném kolem bodu ;1 a soulasné 2.84stici v objemu
dx,dy,dz, opsaném kolem bodu r2. Jsou-1li &dstice nerozlisitelné, miZeme
pouze tvrdit, Ze vyraz (1) udévé pravd¥podobnost, Ze v Zase t nsjdeme
jednu z &4stic (nevime kterd to je) v objemu dxldyldz1 v okolf Fl a
soudasnd druhou 2z nich v okolf dx dyadz2 bodu r2. Matematicky vyJédreno
to zremend , %e vyraz pro hustotu pravddpodobnosti HP(rl,? 1) ]2 se
nesmi zm&nit (musi byt invariantni) pFi z4m¥n& soutadnic, tj. musi byt

IWEL B 012 = Py, 50 2 (2)
Pro samotnou vlnovou funkei to znamené, Ze
?(?I,Fz;t) = + \?(Fé,?l;t) (3)

Dikaz provedeme soufasn¥ se zobecnénim na soustavu N nerozliditelnych
mikro&dstic se spinem.
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MZjme soustavu N stejnych &dstic. Vlinovd funkce takové soustavy

méa tvar '
\P( gl' §2.-.., %i,.--, gk,..., fN;t) (4)

kde §i = (Fi,cri) (i=1,2,...,N) zna¥{ prostorovou soufadnici(polohovy
vektor) ¥; + spinovou promnnou ¢, i-té Zdstice.

Zam&nime-1i v soustavd i-tou a k-tou &dstici, potom vzhledem k nerozli3i-
telnosti &dstic se nemlZe zménit stav soustavy. Zém&na ¥dstic se v (4)

projevi vzéjeqnou vym&nou souifadnic gi’ gk 3 JestliZe se stav nezm#nil,
musi, vzhledem k pravddpodobnostni interpretaci vlinové funkce, platit

VLGN ITPINN F fk,..., RS | 10 SYPPIN AN TYRERS £yt

(5)
Samotné vlnové funkce se tedy mohla zm&nit jen o nepodatatny fdzovy

faktor s modulem 1, tj.

¢ §1""'§k""'§1""'§N3t) = e“*qnfl,...,El,...,gk,...,gu,t)

( 6)

kde o« Jje n&jské redlné &islo, ,
Provedeme~1i znovu zémdnu i-té & k-té Edstice, vrétime se do vychoziho
stavu. Musi tedy platit

P eofineresfirs e fut) = o8 BCErreeerfnesesfgoenerbyit) =

i2 '
= e d\P(gl,.'.’fi"”-'fk"..'§N;t) ) . (7)
Odtud vZak plyne, Ze musi byt exp(i2« )= 1 a tedy ,
. eio( = i 1 . . (8)

Vlinové funkce soustavy_identickjch ¥dstic tudil mus{ p¥i zém&nd
soufadnic libovolnych dvou &é4stic bud
(a) zlstat nezmén&na - potom se Fiké te Jje _ymetrlcké

nebo
(b) zm&nit jen znaménko - potom se Fikd, Ze je antisymetrické.

Jedin& funkce, které maji tuto vlastnost, mohou reprezentovat
redlny (mo¥%ny) stav soustavy &dstic; v pFirodé se realizuji jen stavy
se symetrickymi nebo antisymetrickymi vinovymi funkcemi,

Experiment ukazuje, %e soustavém tvofenym elektrony, protony,
neutrony je nutné vZdy piifazovat funkei antisymetrlckou. Naproti tomu
napt. soustav® o -&dstic je t¥eba vidy prifazovaet funkei symetrickou.

zatimeco vlnovd funkce soustavy stejnych &dstic miZe pi¥i transpozici
dvou libovolnych soufadnic zm¥nit znaménko (je-1i antisymetrické),
hamiltonidn soustavy stejnych &dstic musi byt ziejmé& vidy invariantni
(nesmi se m&nit) k_z4émdn& libovolné dvojice soufadnic; hamiltonién totiZ
reprezentuje celkovou energii soustavy a ta se nemiZe zm&nit, jestliZe
se v ni zaméni dv& identické &dstice.
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Pro ilustraci si napiZme tfeba hamiltonidn ji%? zminZného souboru dvou
elektrond v poli heliového jédra s ndbojem +2e (jddro predpoklddéme ne-

pohyblivé v poldédtku soufadnie; obr.67)

Obr. 67.

Dva elektrony s nébojem -e v poli
heliového jédra s nébojem +2e
(pFfedpoklddd se nepohyblivé jddro
v polétku souradnic);

o= (xy,¥5,84) (i=1,2).

2 2

gr = - —QE-ZS?. - _hf £&¥ . ggg - 2e + e
2m, 1 am, T2 AME, 1T ATME, I Pl 4T | Ry
kd 2 2 | 2 2 2 9
e
- ._h.. A; B - ‘h ( a 5 + a 2 + -a-i)
: 2m_ i am, \ Oxj .byil dz§
je operétor kinetické energie i-tého (i=1,2) elektronu, .
2e® . '
- je operdtor potencidln{ energie i-tého elektronu
4“80 'ril

v poli jédra ( v soustavd® SI) a

2

b —_— Jje operdtor potencidlni energie vzdjemnd

axre, | Tp-7, |
(elektron-elektronové) interakce elektrond.

Existenci spinu jeme v (9) zatim nevsali v udvahu. Zém¥na soufadnic
314—» ?2 zmén{ v (9) jen pofadi s¥itancd.

Z igvariance hamiltonidnu souboru stejnych &éetic, vshledem k trans-
poziei libovolnyeh dvou souradnic, vyplyvé vyznsmny disledek: symetrie
1;333} : ¢l se nemi%e s lasem,sni vlivem vnéjsich polf,zménit.

Jinymi slovy: pFislusi-1i souboru &4stic funkce aymetrickd (aniisymetricv
ké4), potom zdstdvé stéle symetrickou (antisymetrickou), bez ohledu na to,
do Jjakych polf se soustava dostdvd. Dikaz tohoto tvrzeni najdete nap#.

v [11 - 13].

Ziskané z4vdéry shrneme do postuldtu, ktery pro soubory stejnych &dstic
 doplni postuldty z kap. IV.

‘Stavovy vektor souboru stejnych Zdstic mus{ byt, v zdvislosti na
druhu &dstic, bud symetricky nebo, antisymetricky, vzhledem k transpoziel
soufadnie libovolné dvojice &dastic souboru.
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Antisymetrické vlnové funkce prislusdi soustavdm ddstic 8 polovinovym

epinem (h/2, 3h/2, 5h/2,...) a symetrické vlnové funkce &dsticim s celo-
&iselnym spinem (O, h, 2h,...).

Zdénliveé jemny rozdil (symetrie nebo entisymetrie) ve vlastnostech
vlnovych funkci soubord stejnych &dstic, mé dalekoséhlé disledky v chové-~
ni soubord stejnych &dstic. Projevi se to markantnd napl ve statistice,
j1% se tyto soubory Fi{di; odtud teké pochézi nédzev bosony pro &dstice
se symetrickou vlinovou funkci (#idi1 se Boseho-Einsteinovou statistikou)

a nédzev fermiony pro %dstice s antisymetrickou vlnovou funkei (#1d1i se
Fermiho-Diracovou statistikou). ‘

. Z¥ejm& viechny &dstice, které se vyskytuji v prirod&, musi byt
bud bosony nebo fermiony; jind mo¥nost neni. Znéme-1i zarazeni do t&chto
skupin u tzv. elementdrnich &dstic ( krom& fotonu se spinem QO jsou
v3echny ostatni b&Zné &dstice fermiony se spinem h/2 ), potom zafazeni
slo¥enych &dstic (nap¥. zmin¥nd heliovd jddra =& -Edstice) je urZovéno
vyslednym spinovym momentem. .

Zdvérem znovu zdlrazndme: pofadavek symetrie nebo antisymetrie
vlinovy¥ch funkei je vy jédfenim principu nerozliZitelnosti stejnych ¥dstic.

1.3) Jak najit symetrické a ahtisymetrické vlnové funkce

Vlnové funkce,'kterou najdeme Fedeni{m Schrodingerovy rovnice, nemu-
s{ byt ani symetrickd, ani antiaymetrickd (pFesto v¥ak. je Fedenim Schro-
dihgerovy rovnice). Co d&lat v takovém pFipadé? UkaZme nejd¥ive poatup
na vlnové funkei pro dv& &dstice (nap¥. PeSeni Schrodingerovy rovnice
s hamiltonidnem (9)). Pro jednoduchost zdpisu nahradme §14 1,\;2-, 2,
tak¥e vlnovou funkei ¢ ( ?1, §2 ) budeme strudng psat ¢(1,2). '

Je-=1li Y (1,2) fedenim Schrodingerovy rovnice, potom jim je také
funkce (2,1) (tj. funkce ¢(§2,§1) z{skané zém&nou fi, §2 ), nebot,
jak jsme ukézali, hamiltonién je invariantni k zémén& soufadnie, tj.

S Ha,2) = H2, .

Plati tedy (pro 5ednoduchost uvatujeme jen staciondrni Schrodingerovu
rovnieci) . ' ‘
Xy1,2) =B y(1,2) , Ey2,1) =E ¢2,1) (10)
V tomto mist¥ je t¥eba zddraznit toto: jestli¥e V/(1,2) neni lineédrn&
zdvisld s P (2,1) a pFitom Y(1,2), 11(2,1) ne jsou symetrické ani
antisymetrické, potom (10) nevyjadifuje degeneraci hladiny s energii{ B |
Podle piijatého postuldtu toti% Y (1,2) a 41(2,1) nereprezentuji redlné
(moZné) stavy souboru. To d&laji jen funkce symetrické nebo antisyme-
trické, které z nich ziskéme.

Jsou-1li Y (1,2), Y (2,1) Yedenim Schrodingerovy rovnice pro tuté?
vlastni hodnotu E, potom také kaZdd jejich linedrni kombinace
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V(1,2) = e §(1,2) + ¢, Y(2,2) (11)

Jje fedenf{m Schrodingerovy rovnice s vlastnf hodnotou E. Koeficienty
eyy¢, tedy mifeme vybrat tak, aby vyslednd funkce \¥(1,2) Ji% byla
aymetrickd nebo antisymetrickd. ,

Funkei symetrickou - Nf(S)(1,2) - dostaneme pro c, = c, = 1,

funkci antisymetrickou - Yf(a)(l,z) ~ dostaneme pro ey = ~C, = 1:

V0,2 = g1,2) + Y2, (128)
Y@ 2) = pa1,2) - Yez,1) | (12b)

Nynt iz platt W1,2) = ¥(8)(51) & V(B)(1 5) = - W54y,
Tento postup mdZeme snadno zobecnit i na funkce (4).

Necht yi{ §1"°" §N) je Tedenim staciondrni Schrédingerovy rovnice
s energii E

A B P B = B P S fp) (13)
Neni-1i qi ani symetrick4 ani antisjmetrické, z{skdme 2z ni |
symetrickou funkeci 1f(8)( §1,..., §N) takto: v \y( §1,..., EN) prove-

deme ySechny moZné transpozice dvojic soufadnic, ¥imZ dostaneme N! funkci

13 TR SYSPRII S , (14)

kde (P1,P2,...,PN) oznafuje n&jakou permutaci z &fsel (1,2,...,N).
Nap¥. pro 3 &4stice by to bylo 3!=6 funkci (zépas § = i (i=1,2,3)):
. ‘ , T3t
¥(1,2,3), ¢(2,1,3), ¢(3,2,1), §(2,3,1), ¢(1,2,3, $(3,1,2) .
Symetrickou vlnovou funggi dostaneme gedtenim viech N! funked (14),t
(s) '

Y S STRRLON % =ZP \|,:c§P1,§P2,.‘...§PN> | | (15)"

kde (P1,P2,...,PN) je jedna z N! moZnych permutaci &isel (1,2,...) a
soufet se provddil pfes viechny mo%né permutace P.

- Abychom ziskali z funkci (14) funkci antisymetrickou
ﬁf‘a)( §1"""§N) , rozd&lime soubor funkc{ (14) na dv# poloviny po

N!/2 &lenech. Do jedné skupiny zatadime funkce pro n&% je (Pl1,P2,...,PN)
sudou permutac{ a do druhé ty, pro n&% je (P1,P2,...,PN) lichou permutact.
P¥ipomenme si ze zdkladd algebry, %e permutace (P1,P2,...,PN) se nazyvé
sudd(lichd), jestliZe se ze zékladniho usporddéni (1,2,...,N) ziskd
sudym(lichym) poftem transpozic dvojic &isel. Tak nap¥. z (1,2,3,4)

se permutace (2,3,1,4) ziské sudym podtem transpozic a permutace (2,4,1,3)
lichym podtem transpozic. V algebre se dokazuje, %e zarazeni do jedné

z t&chto skupin Jje urdeno jednoznalnég, '
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Vezmeme-1i nyni{ do linedrni kombinace jeinu skupinu (N!/2 funkci)
se znaménkem (+){ s koeficientem +i} a druhou se znaménkem (-)( 8 koefi-
cientem -1} bude ziskand funkce

(a) ‘
Yoo,y =L -0 e Ep1ofpar--or fpn) (16)
P

(kde T udévé polet transpozic) antisymetrickd. Zaménime-1i toti% v Qy(a)
dv& soubadnice, projevi se to na pravé strand (16) priddnim jedné trans-
pozice do vSech s&{tancd; ty které byly plvodn& ziskény sudym poltem
transpozic, budou nyni odpovidat lichému podtu transpozic a opaéné.
Vysledkem je jen zm&na znaménka u ”Y(a)( %l""’.gN ).

2. Soubory neinteragujicich stejnych &dstic. Pauliho princip

Presné kvantovémechanické PeSeni problému mnoha &dstic naréZ{ na
nepiekonatelné matematické obtiZe. Proto je nutné se témdF vidy obracet
k pfibli¥nému YeSenf (pozd&ji poznéte, Ze napf. podstatnd &4st ulebnic
kvantové chemie je vénovédna rozvijenf pFibliZnych metod pro reseni
Schrodingerovy rovnice pro atomy a molekuly). Nejb&Zin&j3i aproximaci,
jejiz vznik spadd a% do po¥étkld kvantové mechaniky, je tzv. jednotdsti-
cov4 aproximace, v niZ se problém N &4stic nahrazuje N jednoddsticovymi
problémy. K tomu je tieba plrevést hamlltonlén na_tvar

HFyoemerfy) =R ED + AL + oo +/1’;<§N Z_'ﬁ/cf ) an

i=1
kde %{( fi) (i=1,2,...,N) je operédtor pisobic{ pouze na proménnou
i = (xq.y4525,03) - |
Tim, jak se takovd transformace (aproximativn&) provede, se budeme zaby-
vat v II.dilu,v souvislosti s Hartreeho a Hartreeho-Fokovou aproximaci.
Ne jprostsi, ale také ne jhrubdi, zpisob jak dosdhnout toho, aby hamilto-
nidn soustavy &dstic mél strukturu (17), Jje zanedbat vzéjemnou interakei
g4stic; tak nap¥. v (9) to znemend zanedbat elektron-elektronovou inter-
akci(posledni &len v (9)).
Predpokldde jme tedy, Ze hamiltonidn soustavy mé tvar (17).
V Schrodingerové rovnici

HVCE e b =B R, B (18)

je paek moZné separovat prom&nné (setkali jsme se s tim ji% nap¥. v odst.
I1I.1.3), tJj hledat vlinovou funkei Y ve tvaru soudinu

Yegyen fw =q)‘1’(§1) PE . P (19)




