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II. VLNOVA FUNKCE

1. fvodem k nové kventové teorii
e

Z&klady nové kvantové teorie, tj. dnednf kvantové mechaniky, byly
poloZeny v obdob{ 1923-1927. V r.1925, takfka souZasn¥, byly uvefejné&ny
dvé jeji formulace: Helsenbergova maticov4 mechanika a Schrodingerova
vlinov4 mechanika.

Heilsenbergova maticovi mechanika(rbzpracované pfedevdim Bornem
a Jordanem) operuje pouze s experimentdlnd zjistitelnymi veli¥inami, jako
Jsou frekvence a intenzita zdfen{ emitovaného atomy; nevyskytujf se v ni
proto napt. takové pojmy, jako je elektronovd orbita, Proto%e m#¥itelnym
velitindm p¥ifazuje urdité matice, je jejim matematickym apardtem matico-
vy podet. "

E.Schrodinger vySel pfi formulsci své vlnové mechaniky z hypotézy
L. de Broglieho, podle ni%¥ Je korpuskuldrn&-vlinovy duslismus fundamentdl-
nim rysem mikrosvdta. Vychoz{ ideou zde tedy byla vlna "spojend" s &ds-
tief; k n{ adekvétnim matematickym apardtem jsou parciélnf diferencidlni
rovnice.

Na prvni pohled se zddlo, Ze jde o dv¥ naprosto odlisné teorie, -
JiZ roku .1926 v8ak Schrodinger dokégal, Ze jsou to jen dvé rdzné formu-
lace (reprezentace) jediné teorie. Rozpracovéni zcela obecného formalis-
mu této teorie bylo provedeno brzy poté P.A.M.Diracem., Tak vznikla nere-
lativistickd kventovd mechanika mikro¥dstic; po dopln&ni kvantovou teorif
elektromagnetického pole (Dirac 1927, Jordan a Pauli 1928), pPedstavovala
Jedinou, logicky uzav¥enou teorii, kterd umoZnovala Fesit,v nerelativis-
tickém p¥ibl{Zeni,vSechny problémy tykajic{ se soustav mikro¥dstic a
Jejich interakce s elektromasgnetickym polem.

~ Obecny formalismus, vychdzejfic{ z axiomatického zdkladu, predstavu-
Je bezesporu nejelegantnd js8f{ a logicky neJuspokojivi js{ zpﬁsob'vykladu
kventové mechaniky. Pro naprosté zaldtedniky je v ndm vBak skryto nebez-
pell, Ze za abstraktnim matematickym apardtem se zane vytrdcet fyzikd4ln{
podstata studovanych Jevd. OdloZfme proto uvod k tomuto pF{stupu aZ do
kap.IV a do té doby se pridrZime historického Schrodingerova vlnového
formalismu: v kap.Il zavedeme zdkladn{ pojmy a v kap.III je budeme apli-
kovat na FeBeni n&kolika Jednoduchych Jednorozm&rnych tloh. Ostatnd,
Schrodingerova vlnovd rovnice (Schrdodingerova reprezentace kvantové me-
chaniky) Je stdle vjchozim bodem pro Feden{ v&t8iny konkrétnich ( jmeno-
vit® chemickych) kvantovEmechanickgch dloh.




-21 - ( IT )
2, Cé4atice a viny
]

2.1) De"Broglieho hypotéza

Na zéklad& rozboru analogif mezi matematickym aparsdtem analytické
mechaniky a vinové optiky,dosp&l v r.1923 jedenatPicetilety francouzsky
fyzik Louis de Broglie k presvédieni, Ze korpuskuldrn&-vinovy dualismus
by se nemél tykat Jen svétla, ale m&l by byt univerzdlnim projevem v3ech
mikro¥dstic (tehdy jmenovit& elektronld). Realizace této myBlenky ovdem
vyZadovala nalezeni vztahu mezi veli¥inami charakterizujfcimi Z4stici
1 Jeji pohybovy stav (hmotnost, hybnost, energie ) a charakteristikami
ptidruZeného vindni (predevdim vinov4 délks).

De Broglieho dUvahy se tykaly pouze volnych &dstic, tj. d4stic na
n&% neplsob{ vné j8{ sfly. Pro n& dospdl k zdv&ru, %e s kaidou Z4stiec{

8 klldovou hmotnost{ m, hybnostf ¥ a energi{ E, md4 byt spojena mono-
chromatické rovinnd vlna '

Y(Ftr =¢C exp[i(i;.i" - wt)] (V)

kde C je konstanta (amplituda), ¥ je vlnovy vektor (lkl= 2x /A ) a
w Je frekvence,
pFidemZ plati
p=h%x (2a)

) E=hw (2b)

Vztahy (2) plat{ i pro fotony.
Pro vlnovou délku A (tzv. de Broglieho vlnovd délka) dostaneme z (2a)
h nV1 - (v/e)?

: P m v

co? v nerelativistickém p¥ibliZ¥eni (pro &dstice s klidovou hmotnosti m
a rychlostf v ¢ ) dé

A=

h
(4)

mv

Pro elektrony s kinetickou energif T (v eV) Jje moZné,po dosazeni za
m a h, upravit (4) na prakticky tvar

1,504
A =
T

[nm, eV] (5)
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2.2) Experimentdlni potvrzeni vlnovyech projevd elektronu

KdyZ de Broglie formulovel svoji hypotézu, neexistoval %4dny expe-
riment, prokazujic{ vlinovy charakter %4stic. NemoZnost pozorovat vlnové
projevy &édstic v makroav&t®,vyplyvd z odhadu velikosti A podle (4):
vezmEme napf. 2dstici, kterou pozorujeme pfi sledovén{ Brownova pohybu;
Jeji primér miZe byt lum, hmotnost m % 10'123 a stfedni kinetickd energie
v rovnovédiném stavu pfi teplotd T je (3/2)«T (« je Boltzmennova kona-
tanta). Potom

h h -
Nez—= t 5.107 om (6)

P V3mkT
tedy veliZina asi o 10 ¥4d) mend{ ne# primér &dstice. Nyni si pFipomenme,
Ze geometrickd optika,pracujficf s trajektoriemi sv&telnych paprskd, Je
pouzitelnd, dokud zakfiven{ drah je malé ve srovndni s vlinovou délkou
svétla. Jekmile libovolné pYekdZky (nap¥. okraj stinftka) nebo nehomoge-
nity prost¥edf (indexu lomu) vedou ke zm&n& dréhy s polomZrem k¥ivosti
srovnatelnym s .vlnovou délkou, za%ne se vyrazn¥ uplatnovat vinovy charak-
ter svdtla a zdkony geometrické optiky pFestanou platit. Obdobnou situaci
miZeme Zekat i u de Broglieho vin: klasickd Newtonova mechanika, pracujief
8 trajektoriemi ¥dstic, bude prfitom analogif geometrické optiky pro svétlo.
Vinovéd povaha Z&dstic se tedy miZe zal{it projevovat aZ v atomovych dimen-
zich, Tak vzorec (6) ném p¥i pokojové teplotd d4 pro atom helia A #0,09nm,
pro neutron A % 0,18 nm & pro elektron A = 7,7 nm.

K experimentdlnimu dikazu vinové povahy &dstic bylo nutné s nimi
realizovat pokusy, jejich¥ vysledky dokd%eme snadno interpretovat jen na
zd4klad® vlinové predstavy; typickym pfedstavitelem takovych pokusld je
difrakce viné&nf . Z vlnové optiky vime, Ze -k provedeni difrakénfho pokusu
potFebujeme systém rozptylovych center,periodicky rozmisténych v prostoru
8 krokem srovnatelnym s vlnovou délkou pouZitého vin&ni. Pro viditelné
svétlo, s A & 500nm, doké¥eme takovy systém - mff¥ku - vyrjt napf. do skla.
Je-1i v3ak vlnovd délka srovnatelnd s rozmdry atomd, napf. u rentgenového
zdfeni, tato moZnost miz{ a je t¥eba hledat soustavy rozptylovych center
- mf{Zky - vytvofené p¥{irodou na atomové drovni. Tato skutednost pfivedla
v r.1912 Maxe von Laueho k my3lence, pouZit za difraek&ni m¥#{Zku pro rent-
genové zdren{ krystalovou mf{3,

ProtoZe zdporn& nabité elektrony interagujf{ e ndvoji v atomu, mohou
atomy slouZit jako rozptylovd centra pro elektrony a krystalovd mif2 by
tudf¥ m&la zastat roli difrek&nf mr{%ky 1 pro elektrony. Difrakce elektro-
nd na krystalové m¥fZce niklu byla uskuten&na v r.1927 C.J.Davissonem s
L.H.Cermerem. Elektrony, které pouZfivali, mély energii kolem 100eV , takZe
Jjejich de Broglieho vinovd délka byla Fddové shodnd s m¥{Zkovou konstan-
tou Ni.

Prakticky ve stejné dob& (1928), provedl G.P.Thomson pokusy 8 elek-
trony urychlenymi napdt{m desitky keV (vinovd délka je zna®n& men3{ neZ
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m¥{¥kovd konstanta; k pFesnému vypodtu A je Ji% nutné uzit vztah (3) ),
které nechal prochdzet tenkou folif (tlousdtke asi 100nm) pelykrystalického
materidlu; 8lo tedy o obdobu Debyeovy-Scherrerovy metody,vypracované
r.1916 pro difrakci rentgenového zdfeni.

Uvedené pokusy Jednoznaln& potvrdily de Broglieho hypotézu pro
elektrony. V ndsledujicich letech pak byla postupn& znovu a znovu potvrw
zovéna pro ostatnf objekty v mikrosv&t¥ - elementdrn{ &4stice, atomy,
ionty, molekuly. P#i této p¥{lefitosti Je vhodné si uv&domit roli histo-
rického vyvoje v utvdfen{ naSich ndzord na povahu mikroddstic. Vlinové
vlastnostl fotonu byly objeveny d¥fve ne? jeho korpuskuldrni vlastnosti,

U elektrond tomu bylo naopak; vsSechny pokusy, které s nimi byly konédny

ai do r.1927, neodporovaly predstavd, %e slektron je &4stice, jejiZ pohyb
lze popisovat Newtonovymi pohybovymi rovnicemi. To vedlo k hluboce zako-
Yen&né predstavd o elektironu (a ostatnich elementdrnich ¥dsticich té%)
JakoZto jakési kulenikové kouli extrapolované do velmi malych rozmErd.
Obdobnd se b&hem XIX.stoletf{, podporovéna Fadou sugestivnich experimentd,
zformovala predstava o vinové povaze sv&tla, Mnoho pot{Z%{ p¥i studiu
fyziky mikrosvéte proto vznikd, pifedevdim v polédtednich fdzich, z neschop-
nosti zbavit se tohoto Jednostranného pohledu na mikroobjekty.

2.3) Cdstice nebo viny ?

V pfedchézejicim vykladu jsme pouZivali vZity obrat "vina spojend
8 d4stici”. Tento historicky podmininy vyraz nelze povaZovat za vhodny,
nebol vytvédF{ dojem, %e jde o klasickou Z4dstici, kterd je doprovézena
vlinou a tyto dve objekty jsou spolu néjakym zplisobem vézdny. Ve skutelnos-
ti jde vd¥ak o jediny objekt , ktery se v né&kterych situacich(experimentech)
chové jeko vlne a v jinych jako klasickd ¥4stice (zmin¥nd kuleZnfkové
koule extrapolovand do atomovych rozm&rd). Otdzka :"Je elektiron vlna nebo
gdstice 7" nemd prosté smysl. '

SkuteZnost{ Je, %e mnoho nedorozum&ni a zddnlivych paradoxd vyplyvé
£ nutnosti popisovat novou realitu, nepfistupnou primo naSemu smyslovému
vnimdnf, pomoc{ pojml zavedenych p¥i studiu mekrosv&ta. To vede k pouZi-
vdni jakési dvojzna¥né ¥Pe¥i, kdy st¥{davé pouiivdme rizné klasické pojmy,
které by vedly nutnd k rozporim, kdyby byly u%ity soulasn® (nap?. vlna
a %4stice). Mluvi se o drahdch elektronl, o hmotnjych vindch a hustotd
nédboje apod; u¥ivéni takovych klasickych pojmd v oblasti mikrosv&ta Jje

‘v8ak dalekd extrapolace a nem&lo by proto byt prekvapenim, kdy% se ukdZe

byt neoprdvnénou. Situace je v#ak, vyjddfeno slovy N.Bohra, takovd, Ze :
"I kdy? jevy pfekradujl libovolnd daleko moZnost klasického objasné&ni,
vdechno jejich zkoumdni musf byt vedeno pomoct klasickych pojmd”.
Specifické chovén{ mikroldstic lze demonstrovat na klasickém
Youngov® pokusu s difrakc{ na dvou 3t€rbindch. I kdy? pokus, o ném% bude
te&, nebyl v tsk jednoduché podob& realizovédn, predstavuje podstatu mnohe
technicky sloZit&j8ich (a tim i méné& prihlednych) pokusd. Pro urZitost
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JeJ budeme "prov4d&t" s elektrony, naprosto stejn& by v3ak probfhal se
v8emi mikrotdsticemi, vEetn® fotond. Schema usporddéni pokusu je na obr.8.

x 7
P(x
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S g /
.fle,ﬂ — e —_— |
R \
\
\
(al p £ {b} _ {c)

Obr. 8. (a) Schema uspordddnf pro difrakci na dvou 3térbindch; rozmiry
8térbin Fl,F2 Jsou men&f{ ne% vinovd délka A, Jejich vzddlenost je
srovnatelnd s A .(b) Vysledek pokusu Pfi postupn® otevi¥ené ¥t&rbine Fy
(zav¥end F,) a F, (zavfend Fi). (c)vyalgdek pokusu p#i obou B3t&rbindch
otevi¥enych,

Ze zdroje S vyletuj{f monoenergetické (v@echny se stejnou enérgii) elek-
trony a n&které z nich dojdou pFes prekd3ku P se 8térbinami Fl,Fa aZ -
do m{sta registrace , kde jsou registrovdny detektorem D; v roving E
miZe byt fotografickd deska, pohybovat'se ve sméru Ox Geigeriv-Milleridv
potita (pro fotony fotondsobil) apod. Cflem experimentu jJe zJjistit, po
dopadu velkého podtu elektrond do roviny E, rozloZenf P(x) poitu elek-
trond podél osy x v rovind E. S

UvaZme nejdfive, jaky by m&l byt vysledek pokusu, tj. P(x), Jestlie
by_se elektrony cliovaly jako klasické Edstice. V tomto p¥{pad¥ by irajek-~
torie elektronu prochdzels bud dt&rbinou F1 nebo F2 a misto dopadu na E
by zfejmé nezdviselo na tom, zda byla druhd ze &t5rbin oteviend nebo

zekrytd. Vyslednd funkce P(x) by méla byt ’

P(x) = Pl(x) + Pz(x) ' (7

kde Pl(x) (Pz(x)) znal{ rozd&lenf ziskané pri otev¥end Btirbins Fl (F2)
a zakryté &t&rbind F, (F,).
Experiment v8ak ukazuje, ¥e p¥i soulasném otevieni obou 8t€rbin

P(x) # Pi(x) + Py(x) ' (8)

ale ziskdé se funkce P(x) schematicky zndzorn&nsd na obr.8¢, coZ je zndmé
rozd&leni intenzity vln&n{ pri difrakci na dvou BtZrbindch [5].
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Abychom udrZeli ¥dsticovou predstavu, mohli bychom hledat vysvdtle-
ni (8) ve vzdJemném ovlivnovédni elektrond,pro¥ljch riznymi Btdrbinami.
Experiment v némZ snf¥{me emisi elektrond z S natolik, %e v prostoru
mezi P a E bude prim&rn& vidy jen Jeden elektron, ndm v¥ak dd4 (za prim&-
fend prodlouZenou dobu) op&t rozd&leni podle obr., 8c. Vznik tohoto rozdé-
len{ dokdZeme Jednodue vysvétlit jen na 2z4klad® vlnové predstavy.Naproti
tomu, p¥i v&ech zmindnych pokusech,bude dostatedn® citlivy detektor
( s potfebnou rozliSovac{ schopnosti) registrovat pulsy odd&lené %asovymi
intervaly, své&d&ic{f o dopedu diskretnich &dstic; pritom vidy registruje
“celou ¥4stici”, tzn. bud na n¥j elektron dopedne cely (ndboj, hmotnoat)
nebo se neregistruje nic. Naprosto stejnd situace nastane u sv&tla dopa-
dajicfho na fotondsobi&. Proces registrace tedy dokdZeme snadno pochiopit
na zéklad® korpuskuldrni p¥edstavy. K objasn&ni celého experimentu tedy
potfebujeme soulasn® vlinovou i korpuskuldrn{ predstavu o mikroddsticich
emitovanych zdrojem S.

Vrafme se k interpretasci funkce P(x) , kterou jsme ziskeli Jeko
vyslednicl registrace velkého poétd gdstic v roviné E. Z hlediska jedné
Cédstice Ji miZeme interpretovat jen jako pravd&podobnost , Ze tato Z4stice,
po emisi z S a prichodu 3t¥rbinami, bude zaregistrovdna v mist® se souPad-
nic{ x. Obdobn& P,(x) (szx)) ud4v4 pravdé&podobnost, %e fdstice,po pricho-
du 3t&rbinou F; (F,),pfi zakryté 8t¥rbin& F, (F,), bude zazneamendna v bo-
d¥ se souradnici x. Z rozboru difrskce vln¥ni vime, %e funkce P(x),P,(x),
Pz(x) uddvajf{ rozloZen{ intenzity viné&ni v rovin® E; intenzita vlin&ni
Je v8ak umErnd kvadrdtu absolutni hodnoty amplitudy vinéni (emplituds
mdZe byt komplexn{). To néds vede k zaveden{ amplitud pravd&podobnosti

Y (x), s (x), ?2(x) pro nd% plati

P(x) =l9(01Z , Pi(x = 1@ (012, P9 = lg,(alZ (9)

P¥1 obou Btd3rbindch otevienych pak musime sklddat amplitudy (nikoliv
intenzity Jjako v (7)), takZe

YOO = Y100+ Yu(x a P = 19,00 + P01 o)

MiZfeme tedy shrnout: elektrony (%4stice) jsou registrovédny v diskrétnich,
vZdy stejnych, porcich,podobné Jako klasické ééstice,avéak pravddpodobnost
dopadu elektronu (Zéstice) na detektor v daném mist® je dédna funkci urdu-
jici intenzitu vln&n{. V tomto smyslu Jje tedy nutné chépaet korpuskuldrn&-
-vlnovy dualismus.

Vrelme se je3td k experimentu z obr.8a e modifikujme ho tak, abychom
mohli rozhodnout, kterou 3tdrbinou elektron profel. Realizovat to miZeme
tak, %e za stin{tko se 3t¥rbinemi umfstime zdroj sv&tla & budeme sledovat
u které 3tdrbiny dojde k rozptylu sv&tla (fotonu), tj. budeme za ¥térbi-
nami sledovat Comptondv Jev [6],{8]. Jind moZnost je, d4t detektor za
Jednu ze 3térbin; elektrony které zde nebyly registrovdny prodly ztejmé

1
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druhou &térbinou a dopedly na E, zatfmco zbyvajic{ byly absorbovény v de-
tektoru u 3tZrbiny. Tato alternativa je z¥ejm& ekvivalentn{ zakryt{ jedné
ze Btdrbin, takZe vysledek pokusu ji% zndme: Py (x) nebo P, (x). Dédme-1i
detektor napfed k Jjedné a potom k druhé étérbiné bude nakonec v m{atd E
rozlo%eni P(x) = P,(x) + P,(x). Av8ak i v provedenf s Comptonovym jevem,
kdy Jsou otevieny ob& 3t¥rbiny a ka?dy z pro3lych elektrond u Jedné z nich
interagoval s fotonem, d4 vysledek P(x) = Py(x) + P,(x). Experiment tedy
potvrzuje vyaledek, ktery jsme odvodili z predpokladu, %e zndme trajekto-
rie elektrond. Jinymi slovy: experiment, ktery _Je_usporddédn tek, aby
prokdzal korpuskuldrni vlastnosti mikro¥dstic (existenci klasické trajek-
torie) d4 ofekdvany vysledek (7).

. Odstranfme-1i v&ak za¥{zen{, které m4 rozhodnout kterou Sté&rbinou
elektron prodel, potom dostaneme rozloZen{ P(x) Hfl(x) + tpz(x)l2 .
odpovidajici rozloZen{ intenzity p#i difrakei na dvojst&rbiné.
Uspoféddéme-11i tedy pokus tak, sby prokdzal vinovou povahu &dstic (typic-
kym pfedstavitelem jsou vSechny difrak¥ni experimenty), potom zfskédme
v¥sledek olekdveny na zdklad® vlnové predstavy o &&sticfch.

V uvedenych zdv&rech nen{i nie paradoxnfho, uv&domime-1i ei, Ze Jjde
o dva rizné experimenty; vliiv m&¥fctho za¥fzen{ pro urlenf,kterou &t&rbi-
nou elektron prodel, neni zenedbatelny, ale naopak, mdn{ z4ssdnim zpiso-
bem funkci P(x). Jak tedy méme nerozporng uvafovat a vyjadfovat se o d&-
Jich v mikrosv&t® ? O trajektorii &4stice (o prichodu ¥térbinou F, nebo
Fz) miZeme uvaZovat a mluvit pouze tehdy, jestlie jde o experiment,
ktery je schopen rozli&it (je postaven tak aby rozlisil) prichod 3t3rbi-
nou F; a F, . O trajektorii Zdstice (o prichodu 3t¥rbinou) vak nesmime '
uvaZovat p¥i rozboru experimentd, které jsou postaveny tek, %e nedovoluji
rozhodnout, kterou St&rbinou elektron proéel Jedin& tak nebudete doché-.
zet k rozporim a chybnym zdvErim,

3. Interpretace vlinové funkce

Vlnové projevy &4stic 1 univerzdlnf platnost de Broglisho vztahu
A = h/p,Jsou pFesvd8dfiv& experimentdlnd prokd4zdny. S kaZdou ¥dstic{ jJe
tedy treba "spojovat" néjakou vinu, jejimZ matematickym vyjdd¥enim Je
vinovd funkce

l]J(x,y,z;t) ( ‘{I(f.t) )
zdvisld na prostorovych soufadnicich x,y,z ( P=(x,y,z) ) a Zase t .
Pro volnou &dstici Je to rovinnd vlna, jejiZ analytické vyJjddreni Je
ddno (1); Jjek se ziskd ¢ (T,t) pro &4stice v silovych polich, uvidime
v kap.III.
Pred ndmi v3ak nyn{ stojf{ otdzka, Jjek fyzik4ln& interpretovat
vlinovou funkci. Tento problém byl Z2havy pfedevd3im v poldtecich kvantové
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mechaniky. Tek nap¥. de Broglie zprvu pPedpoklddal, Ze jde o vlinu-pilota,
- kterd unéd8{ Zdstici, podobn& Jjako vlna na vodd unddf{ plovouc{ t&leso. |
Velice pPirozenou se zddla byt Schrodingerova interpretace, podle ni%
kvadrdt modulu vlinové funkce - IQ(?,t)lz - m81 charakterizovat hustotu
hmoty; hmota a ndboj nebyly v tomto pojeti zkoncentrovédny do bodu, ale
“prozmazdny” v né&jaké ¥d4sti prostoru s hustotou Um&rnou l¢12 ( samotnd
vlinovd funkce nebyla pou%itelnd, nebol mi¥e nabyvat kladnych 1 zdpornjch
hodnot). Brzy se v8ak ukdzalo, Ze tyto interpretace vedou k rozporim

v rozv{jené teoretické stavb& kvantové mechaniky,. nebo neodpovidaj{
experimentdlnim faktdm. Tak nap¥. Schrodingerova interpretace vedla

k roz3td8pen{ ¥dstice p¥i prichodu potencidlovou variérou (kap.III), co%
nebylo nikdy pozorovéno. '

3.1) Bornova pravddpodobnostn{ interpretace

Pnes je tak¥ka vSeobecnd ptijimanou Bornova pravd&podobnostni inter-
pretace vlinové funkce. Nutno v3ak F{ci, %e neexistuje obecny dikaz nemo%-
nosti nalézt interpretaci jinou, kterd by stejn® jako Bornova, byla kon-
gsistentni (nevedla k rozporim) 8 existujfc{ stavbou kvantové mechaniky a
experimentdlnimi poznatky. Prdce v tomto smEru se proto objevujf i dnes,
rovnocenny partner prevd&podobnostni interpretsce v¥sk zatim neexistuje
(podrobn& 381 informace, vietn® rozboru hypotézy o tzv. skrytych paramet~
rech, viz[7],[9] ).

Pravdépodobnostni interpretaci vlnové funkce navozoval JiZ rozbor
difrakce na dvojStdrbing; zavedli jsme tam amplitudy pravd&podobnosti
" (vlnové funkce), jejich% kvadrdt modulu urdoval pravd&podobnost vyskytu
Edstice. '

V kvantové mechanice se postuluje, ¥e vlnovd funkce ¢__p1né;gg§uje dyna-
micky stav &dstice;to znamens, Ze ve vlnové funkei jsou obsaZeny vBechny
informace, které Jje mo¥%né o C&dstici ziskat. '

Podle Maxe Borna se ¢ interpretuje jeko amplituda pravd&podobnosti
vyskytu Zdstice; vyraz

dP(x,¥,2;t) = hp(x,y,z;t)\zdxdydz (11)

uddvd pravd¥podobnost nalezenf &dstice, v Base t, v infinitesimdlnim
. objemu dxdydz,opsaném kolem bodu se soufadnicemi (x,y,2).

Y
2. Obr. 9
AN ds ~ Pravd&podobnost, Ze v %ase t bude
[ T ax t4stice nalezena v infinitesimdlnim
VY objemu dxdydz opsaném kolem bodu se
« E,x'vvr soutadnicemi (x,y,z) Je

"""""""""" I¢ (x,y,z;t)lzdxdydz (nebo vektorové:
()12 av )
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Z toho plyne'

Pravd&podobnost, %e v %ase t bude ¥dstice v n& jakém koneZném objemu v,
se ziskd integraci pres V :

fjjiq)(xmz Nk dxdydz ' - (12)

v)
Pravd&podobnost, %e v Jase t je 34stice kdekoliv v prostoru , 8¢ ziskd
integracf{ pfes cely prostor:

o

J[[j‘ I? (x.y,z;f)l2 dxdydz (13)
-00 .

Zopakujme ve Je8t& pro jednorozm&rny prostior (Z4stice se pohybu je pouze

ve sméru jedné soufadné osy, feknime po ose x); v tomto pi{pad& méme
_pouze funkei q)(x;t) a:

Pravdépodobnoet, %e Zdstice bude v tase t nalezena v infinitesimdlnim

intervalu < x, x#dx) Je (obr.10a)

L AR(xt) = 1 (x;0)] Zax | (14)
Pravd&podobnost, %e ¥dstice bude v Zase t nalezena v kone¥ném intervalu
{a,b> na ose x je (obr.10b) '

b o
fq;u )] 2dx (15)

Pravd&podobnost, Ze Zdstice bude v éase t nalezena na ose x Je (obr,10¢)

[-
Jt«p(x;t)n?ax , A (16)
—w : — ey -
b w2 1912 brgit
¥ ) ¥ ' () ? _ - (C)

lqllzdx

3 \\4\ \\

/V
Obr. 10. Pravd&podobnost, Ze d4stice bude v Zase t nalezena: (8) v infi-
nitesimdlnim okolf bodu x, (b) v intervalu {a,b> , (c) kdekoliv na ose x
( geometricky Jje integrdl roven (pravdépodobnostdmérné) vy3rafované
plo8e pod k¥ivkou).

Camd

X x+dx X

Znovu zddraezn¥me, %e vlnovd funkce je obecn¥® komplexni (nabjvd
komplexnfch hodnot), tj.

(P(x,y,z;t) = ‘P(r')(xay'pz;t) +1 (P(i)(xd'nzf‘t)‘ (17)
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kde tp(r) Je Jejf redlnd ¥dst ((P(r) =Red ) a
q)(i) Je Jej! imagindrn{ ¥dst ( <P(i) =Im¢ ).

Proto stdle mluvime o kvadrdtu modulu vinové funkce

- *-) - 2 - 2 \

IPED12 = PEFHOPED = 1P FHo1 - W) (18)
#

kde 4}(?'t) = ?(r)(?'t) - ¢( )(r t) Je funkce komplexn® sdrulend.

Ja-11 funkce reélné (Im $ ), potom pochopiteln# I\P(r;t)l2 = LP (r,t

Z p¥ijaté interpretace vlnové funkce a jejJf{ role v integrdlech (12),(13)
( resp. (15),(16)) vyplyvd ndzev hustota pravddpodobnosti pro vyraz

1 #0)? (19)

3.2) Normalizace vlinové funkce

V matematice se zavdd{ pravdZpodobnost jeko funkce, kterd nabyvd
hodnoty z intervalu <0, 1> ; nula znamend, %e Jev Jjist® nenastane a
Jednilka znamend, Ze jev_ Jjist® nastane. ProtoZe tuto konvenci pfijimdme
i pro neSe funkce P(P;t), m&1 by integrdl (13),resp. (16), byt roven
Jedné , nebol vyjadfuje pravdipodobnost (rovnou jistotd), Ze SAstice
viibec nékde v prostoru je. MiZe se oviem stdt, 3e funkce q)(kterou
pro &éstici z{skdme napf. YeSenim Schrddingerovy rovnice) tuto podminku
nesplnuje; ¥*ikédme, %e funkce nen{ normalizovend. V takovém pF¥ipad® miZeme
vZdy _provést Jeji normalizaci jednodu#e tak, Ze J1 vyndsobime takovou
normelizaZni konstantou C , aby platilo

A

N =)cl® jJJ |gl)(x,y,z;t*)l2dxdydz =1 (20) -

Normalizedn{ konstantu C uréime z takto ziskané rovnicey

Splnuje-1i funkce ¢ normeliza&n{ podminku (20), ¥{kdme, %e je normali-
zovand. Integrdl na levé strand (20) se nazyvd normalizani integrdl a

a definuje normu N vlinové funkce 4) . Je moZné ukdzat ([11 - 14] ), %e
prijatd interpretace q) vede k poZadavku nezdvislosti normy vlnové
funkce na Zase.

3.3) Vlnovd funkce soustavy Zdatic

Dosud jsme mluvili o vlnové funkci pro jednu Zdstici. V3e co o ni
bylo Feleno je moZné zobecnit na vlpnovou funkci kvantové soustavy, kterd
Je tvofena vice &dsticemi.
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Postuluje se, Ze

stav kventové soustavy Je pln& urien vlnovou funkecf, zdvislou na vSech
soufadnicich, nutnych pro popis soustavy.

Tek nap¥. pro soustavu dvou &dstic ( Jekou Je tfeba atom vodiku sloZeny
z protonu + elektronu ) je to vlnovéd funkce :

ql(xl,yl,zl,xz,yz,zz;t) (nebo: tp(? '?z;t) ). ‘ (21)

kde T, = (x,,¥5,2,) Jo polohovy vektor 1-té Zdstice (1 = 1,2).

Interpretuje se takto:
llp(rl,ra;t)l' aT, dt, (dT; = dx,dy,dz, ; 1=1,2) - (22)

uddvd pravdépodobnost, %o v Zase t Je ééetice lv elementu df1 v okol{
bodu r1 a soulasnd %dstice 2 v elementu dT, v okol{ bodu- rz.

Tato interpretace vyZaduje ur&itou modifikaci v pripadé Ze Jde o© systém
stejnych &4stic (napf. soubor elektrond v atomu) ; podrobn¥ se touto
otédzkou budeme zabyvat v kap.VI.

Uveame si jeété normalizadni podmfnku (20) pro funkei (21)

o [ pttat et

Zobecnéni vztah& (21)- (23) na soustavu N Zdstic by 13 nomélo Binit
potiZe. : : _
Z povédéného je zfejmé %e vlinovd funkce q) neni n& jakou vlnou
v_3-rozm&rném prostoru. V pfipad® soustavy N ¥dstic je to funkce 3N pro-
ménnych a pfedstavuje tedy vlnu v 3N—rozmérném prostoru. V kap.V zavedeme.
pro Zdstice je#t¥ spinovou prom&nnou O , tak¥e i vinovd funkce Jedné
tdstice bude zdviset na &ty¥ech aoufldnicieh, obacn# dey, kdyZ se ukédZe
potfeba zavést nové souradnice pro Upln&j&f urfenf eoustavy, proJevi se
to zdvislostf (? na tdchto novych soufadnicfch.

Upozorné&ni: :

Nebudeme-1li v dal&im textu pro pfehlednbst‘vypisovat u vlnovych funkef
prom&nné ( budeme psdt napt. Jen !P . LP- apod.) rozum{ se, ¥e zdvisef

na v8ech soufsdnicich nutnych k urlenf{ stavu kvantové soustavy,

3.4) Vlastnosti vlnovych funke{

'Z piijaté fyzikélni interpretace vyplyvaji nésledujici poZadavky
na vlnové funkce; vlnovd funkce mus{ byt : !
(1) vBude spojitd i se viemi svymi prvnimi derivacemi,
(11) jednoznalnd, '
(111) koneln4,




-3 - ( I1)

(iv) kvadraticky integrovatelnd, tJj. mus{ existovat (konvergovat) norme-
lizadni integril 2 '
2
JW! dt
-~ ol

Vyjma poZadavek spojitosti prvnich dérivaci, ktery se ozfejm{ v kap.III,
Jsou dldvody pro zbyvajlfci poZadavky nasnad®: nespojitd funkce (obr.lla)
by v bod® nespojitosti ddvala nejednoznalnou pravd¥podobnost vyskytu
Zd4stice; totéZ by (1 kdyZ z jiného divodu) ddvala funkce mnohozna®nd
(obr,11b); funkce, kterd by pro n&jaké x, 8la do nekonalna (obr.llc), by
dévala v tomto bod¥& nekone&né& velkou hustotu pravd&podobnosti vyskytu
ldstice; moZnost normalizovat vlinovou funkci, vyplyvajic{ z poZadavku (iv),
Je nezbytnym predpokladem pro zavedeni pravdépodobnostni interpretace.

by (a) J¢ (b) ¢ ! )

:

X X, X - X, X

~ )
Obr. 11. Schematické zndzornéni funkce q)(x) : (8) nespojité v bod& x_ ,
(b) viceznadné (mé vice vétvi; k Jjednomu x méme vice funk&nich hodnot),
(e) jdoueci pro X=X, do oo (nejéast® ji budeme muset vylu¥ovat funkce,
které pro )x|— 00 diverguji).

4., Princip superpozice

4.1) Superpozice kvantovych stavi

Zdkladni ideou ka?dé vinové teorie Jje: Jsou-1li (Pq , ¢Q_ moZné
vlinové funkce, potom libovolnd linedrni kombinace

b o=cydy + ey, (24)

kde ¢y, ¢, Jsou 1libovolné konstanty, Jje téZ moZnou vinovou funkef.

Toto tvrzeni Je zndmo jako princip superpozice. Je to zédkladni
hypotéza, pot¥ebnd k objasn®n{ interference vln&ni, kterd byle uspdsné
aplikovédna v mnoha oblastech klasické fyziky (elektromagnetické pole,
skustika apod) a v odst. 2.3 (vztah (10)) jsme ji u2i1i i pro sklédédn{
amplitud pravdépodobnosti.
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Princip superpozice kvantovych stavl se rovné% bere za zdkladn{i
princip kvantové mechaniky. Zformulujeme ho takto:

JestliZe ¢y, Y, Jsou vinové funkce pi¥fsluBejic{ dvima moZnym stavim
kvantové soustavy, potom soustava miZe byt také ve stavu 8 vlnovou
funkcd{

Y=gy +ey ‘Pa (25)
kde c,, c2 jsou 1libovolnd komplexn{ Z{sla.

Op&tovnym opakoééni tohoto tvrzeni dojdeme k zdvEru, %Ze vinov4 funkce
moZného stavu soustavy,miZe byt vytvofena z libovolného po¥tu mo¥nych
vlnovych funkei:

Gmegdy eyt t e =) ey (26)
t

Z hlediska matematického formalismu mé p#ijet{ principu superpozice
vyznamny disledek: rovnice , kterym maj{ vyhovovat vlinové funkce, musi
byt linedrni{. Pro linedrn{ rovnici toti% plat{: jsou-1i ¢4,\P2 FeSen{
rovnice, potom také libovolnd linedrni kombinace (clkpl *+ ey Yy) Je
feSenim této rovnice.

Napf. diferencidln{ rovnice

—_ q)(x) + a\P(x) = 0 (a je konstanta)

Je lineérni nebof této podmince vyhovuje, zatimco nap¥. rovnice

[dx (P(x)] +aLP(x)=O, -;;kp(x)'*akl)(x)r-o

Jsou nelinedrni.

4.2) Normaelizace de Broglieho vinové funkce

Podle de Broglieho hypotézy je volné fdstici s hybnosti'g,ptifazena
vlinovd funkce (1) - rovinnd monochromatickd4 vlna. Pro jednoduchost budeme
uvaZovat jednorozmdrny pripad (Zdstice je stdle na ose x); po dosazeni
ge vztahu (2)

\Pp(x;t) = C exp[% (px - Et)] (27)

Index p u (P znadf, e jde o vinovou funkei pro ¥éstici ve stavu s hyb-
nost{ p; je to apecidlni{ pfiped tzv. kvantového Zfsla. Obecnd kvantovymi
381s8ly nazyvdme veliliny, kterymi rozlisujeme moZné stavy (odpovidejtet

lnové funkce) kvantové soustavy. U volné Zdstice to mdZe bt napf. privé
p, éastéji v8ak se ufiv4 vlnovy vektor k = ¥/n (v 3-rozm&érmém piipadé
vektor k predstavuje 3 kvantovd &fsla - sloZky k).
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Funkce (27) dévd4 konstantn{ hustotu pravddpodobnosti

* »*
UNETES kpp(x;t) =¢c = |cl? (28)

To znemend, %e volnd Zdstice s pFesnd znéhym impulsem ﬁ,neni nikde v pros-
toru lokalizovand, nebol se stejnou pravd&podobnost{ miZe byt nalezena:
v okol{ kterédhokoliv bodu x. Rovinnd vlna je oviem abstrakce fyziké4lnd
nerealizovatelnd. Ostatn® 1 normalizaZn{ integril
+00
1P (x; )1 2ax
p 1

)
diverguje, takZe vlna (27) nemiZe odpovidat reslizovatelnému stavu (viz
podminku (iv) v odst. 3.4).
Fyzikdln& redlnd je kvazimonochromgstickd vlina, kterd v libovoln& velké,
av8ak konelné, ¥4sti prostoru mid pribé&h (27) a vn& tohoto intervalu,
tJ. pro |x]-+ 00, jde k nule (obr.12) (normalizaini integrdl bude exis-
tovat, JestliZe pokles k nule je rychlejsd{ neZ u funkce 1/x ).

’ Obr. 12,
Kvazimonochromatickd vlna. Vn&

L __J intervalu délky L, pro Ix|-o0 ,
[ L . jde ¢ « nule, uvnit¥ L md prib&h
(27) (nakreslena je Re &&st (27)).

Abychonm zachovali vyhody, které pFind3f prdce s monochromatickymi
vinami, miZeme postupovat takto: pPedstavime si, Ze monochromatickd vlna
( kterd se rozprostird od - e0o do +o2 ) byla vytvofena “nasklddédnim"
redlnych vin z obr.12 (vné& intervalu L klademe ¥/= 0) vedle sebe (obr.13).
Nebo obrdcend: monochromatickou vinu si predstavime rozd&lenu na iseky
délky L, z nich¥ kaZdy splyvd s kvezimonochromatickou vlinou z obr.12.

L oo - L %.

Obr. 13. Periodické okrajové podminky: vyslednou monochromatickou vinu
ziskdme *“naskléddnim" vln z obr.l2 vedle sebe; spojité napojenf{ na hra-
nic{ich intervalu periodi¥nosti délky L zaruduJ{ periodické okrajové pod-
minky (29). - ’

Budeme-1i potom po%adovat, aby ve vBech t&chto \secfch - oblastech perio-
dicity - byla v ka¥dém okam?iku fyzikdln{ situace stejnéd, stalf se omezit
na fedeni dlohy pouze v jedné z nich. Pr4vd uvedeny poZadavek vyjddtime
matematicky tak, Ze poZadujeme, aby vlnovd funkce splnovala tzv.
periodické okrajové podminky.
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V_Jednorozmérném pFi{pads, je-1i délka intervalu periodicity L,
Je miZeme vyJjddrit takto

P(x+1) = Y(x) (29)
(vlnovéd funkce mus{ by}t stejnd v kaZdych dvou bodech vzddlenych o L).

V _trojrozmérném prostoru se zpravidla volf za objem periodicity krychle
8 hranou L a (29) prejde v

PO+ Ly = Ylxy + La) = Ylxy,z + L) = Ylx,y,2) (30)

Prijmeme-1i periodické okrajové podminky, potom 1 vlnovou funkei (273
normalizujeme v oblasti periodicity tak, aby platilo

L
j\c exp {%(px-Et)} \2 dx = 1 | (31)
0

Odtud C = L_l/2 8 vlinové funkce Wp(x;t),normalizované v oblasti perio-

dicity,Jsou

1 1
Poixt) = —. exp [-— (px - Et)] (32)
T h

-

V trojrozmérném p¥ipad® ( P = (px,py,pz))

i

£ (PxX Py By - Et)} (33)

+3(x0y’z;t) = C exp[

a normalizace v krychli s hranami L vede k vypoltu integrdlu

tLit
i ' 2
lc exp{fl- (pyx + PyY¥ * P,z - Et)}\ dxdydz =
000 L L L
=lc|? J dx J‘dy~j az =|c)%,13 (34)
0 ] 0

Normalizované vinové funkce (33) pak jsou ( ¥ = (x,y,z) )
1

->
$aFit) =
‘\’L3
Zv&tdovdnim oblasti L se mi%eme s libovolnou piesnosti pribliZovat ke
stavu, kterému odpovidd monochromatickd vlna. Provedeni limitnfho pFecho~

du L —+o00 vede k tzv, normalizaci na Jlfunkci; zminka o tétoc moZnostl
Je v dod.D.

oxp [ (3.7 - En] (35)
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4.3) Interpretace koeficientd v superpozici stavd

Podle principu superpozice je moZny kaZdy stav, jemu prislus{
vlnové funkce, kterd je superpozic{ (linedrn{ kombinac{) n& jakych moZnych
stavd , jak Je to vyjddFeno v (26). Predpokldde jme pro urtitost, %e méme
dstici ve stavu s v1n0v0u funkci 4J(r t), kterd Je superpozie{ vin (33)
pro n rdznych impulsi p1 ,p2 ' ...,pn

g = o P, (Fi) +cp dp (B0) + on v ey $p (70 (36)

Vdechny funkce v (36) necht jsou normalizované v krychli s hranou L,
tak?e plati

J”W(‘f;t)lzdt=1 ;JJJI\\)«ﬁi(F;t)izdw:=i (1=1,2,...,0)  (37)

() (3)
Hustota pravdZpodobnosti vyskytu Edstice ve stavu (36) Je

1]

>, 2 Ll ) .
!qutH w1¢3l‘...+cn¢»>wl¢5l+...+cn¢ml)=

i

2 2 2 2 2 2
e 1gg U+ eyl |¢321 TR LU TY

. (¢ 8
1 * " "
t § Cicy 45, 95, *orey ¥y, b0 @

(1.}#})

Predstavme si nyni, Ze %éstice ve stavu \P dopadaj{ na m&f{c{ p¥istroj
(fungujici podobn& jako spektrometr), ktery dokdéZe dopadajfc!f svazak
rozlo%it na jednotlivé komponenty podle (36) (obr.14).

qu’ﬁ -
/ Obr. 14.

::::7C‘¢5 Schematické znézorndnf zafizenf,
4’ E _ které rozklddd dopedajic{ svazek
:?:::>Cl*ﬁ '4) na jednotlivé sloZky.

.

% Cnip.

Vyraz na levé stran& (38) se vztahuje k situaci pfed vstupem do zafizeni,
vyraz na pravé stran® k situaci, kterd Je v obr.14 vpravo od za¥{fzeni.
ProtoZe predpokldddme dokonalou separaci, bude kaZdd z !¥3 vpravo,

i

riznd od nuly pouze v té C4sti prostoru, kde zbyvajici jsou rovny nule;
potom ovdem Jsou souliny q/3 \P- (1#3) v (38) rovny nule a zbyvé ném
Jen (za mparaturou)
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n
NHQ =Z beyl 2 413112 : ©(39)
(=1

2
kde eyl .lipﬁi[z reprezentuje husgotu pravdé&podobnosti vyskytu Z4atice

v i-tém svazku.
Celkovéd pravd®podobnost, Ze Z4stice bude nalezena ndkde v i-tém avazku Jeo

J lcilz.llp31|2 dr = lci|2< » (40)

a8 integrac{f obou stran (39) pfes cely normalizadn{ objem dostaneme

=Z lcil2 , | (41)
i

nebot vZechny funkce jsou normalizovené v objemu LS.

Na uvedené za¥izeni miZeme v nasiem konkrétnim p¥{padd pohliZet
Jako na experiment, postaveny ke zm&fenf impulsu ¥dstice, kterd je ve
stavu 8 vlnovou funkc{ (36). Provedend dvaha vede k zdv&ru, %e miZeme
nam&¥it jen ndkterou z hodnot 31 (1=1,2,...,n), pfiéemZ'praGdépodobnost,
e nam&¥ime hodnotu P; Je lcil2 (pravd#podobnost, Ze naméf{me kterykoliv
z impulsi je podle (41) rovna 1,tj. jistot&).

Obecné miZeme tedy shrnout:
Je-11 jednoZdsticovd vinovd funkce ? vyJjddfena Jako auperpozice
moZnych a experimentdln& rozlisitelnych stavid ¢i

\P = °1q’l*°2"’2+"‘+°14’1 + ees , (42)

potom pravd&podobnost, %e pfi méfeni bude %d4stice nalezena ve astavu
8 vlinovou funke{ (pi je rovna tcil (i=1,2,...) (v&echny funkce p¥ed-

upoklédéme normalizované).

2. Vlinovd klubka a8 relace neurditosti

5.1) Vlinovd klubka

Postuloveli Jsme, Ze fyzikdln{ stav Z4stice je pln& urZen odpovida-
Jicd vlinovou funkei ¢l(?;t); tato funkce nabyvd obecn® komplexnich hodnot,
miZe mit nejrozmanit®js{ tvar(pribZh), mus{ vdak vZdy splnovat podminky
shrnuté v odst. 3.4. Pravd&podobnost vyskytu &dstice je velkd tam, kde
anplituda (presndji: kvadrdt absolutnf hodnoty amplitudy) Je velké.
Periodické vlnové funkce (rovinné vlny) , které Jsme priFazovali volnym

e
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tdsticim s denym impulsem, ddvaji{ konstantn{ hustotu pravdépodobnosti.

V mnoha redlnych situacich (experimentech) v3ak vime, %e Zdstice ( byl
volnd) se s velkou pravdépodobnost{ nachdz{ v né jaké, tfeba i velmi malé,
8dati prostoru; m&la by Ji proto byt p¥ifazena vlnovd funkce, jejf%

amplitude je vyrszn¥ o0dliZnd od nuly jen v této Zdsti prostoru (obr. 15).

gt Obr. 15.
Je-11 Zdstice 8 velkou pravddpodobnost{
lokalizovdna ve vySrafované oblasti na
ose x, potom mus{ byt l¢12 velké Jjen
v této oblasti, jak Je schematicky zné-
zorn&no na obrdzku,

e RO g
] Xo X

Z nauky o vlndn{ vime (viz napf.[5]), fe vlnové dtvary s velkou amplitu-
dou jen v &dsti prostoru - tzv. vlnové klubka - 1ze vytvofit vhodnou
superpozici (soultem) monochromatickgch vin,s rdznymi vinovymi délkami.
ProtoZe prineip superpozice jsme prijali i do zékladd kvantové mechaniky,
miZeme stejnym postupem vytvdtet i1 prostorovd lokalizované vinové funkce.

Dosud jsme pFedpoklddali, %e p¥{spdvky do superpozice stavd Je mo2-
né rozlisit diskretn® prom¥nnym indexem (kventovym &islem). Jestli%e se
vdak velifina rozli3ujfc! mo2né stavy (tj.kvantové &{slo) miZe m&nit
v n¥jakém intervalu hodnot spojitd (p¥fkladem Je impuls p , ktery pro
volnou &dstict miZe nabyvat vdechny hodnoty z intervelu (-co,+00) ),
miZeme vzit do superpozice vdechny vlnové funkce z tohoto 1ntervaiu;
sumace, kterd byla nap¥. ve vztahu (36), pak pfejde v integraci.

Volnd %4stice; kterd se pohybuje jen po ose x, miZe tedy byt ve
stavu, ktery v daném ¥asovém okamZiku (predpoklddejme v t=0) 1ze obecnd
vyJddrit tekto (srov.(36))

00
J c(p) éxp(-i- px) dp (43)

t,.l(x;o) = i

an h

kde c(p) je koeficient, s nim% do éuperpozice pFfichdzi stav s impuleem p

( 8 normalizovanou vlnovou funke{ (27:11)"1/2 eip"/‘h ; (21(?1)"1/2 Je
normalizainf konstanta p?i normalizaci na d-funkei (viz dod.D) ).
ProtoZe p se m&nf spojitd, jJe c(p) funkce prom#nné p. Zobecnime-1i
gdvér odst. 4.3 na tento pripad, potom (predpokldddme, Ze 4}(1;0) je
normelizovend pro x &@(-o0,+00) ) vyraz

le(p) |2 ap (44)
uddvd pravddpodobnost, %e u #4stice ve stavu s vlnovou funkel (43),bude
pfi méfen{ impulsu nam&éfena Jjeho hodnota_ v intervalu (p,p+ dp).
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Zobecn#nd podminka (41) Je

[~

J je(p)12 ap = 1 (45)
—w '
Funkce c(p) Jjednoznain& (pomoci{ vztahu (43)) urdulje vinovou funkei ¢ (x;0)
a tim 1 stav %4stice v Zase t=0, Rovn&Z jej{ interpretace, vyjdd¥end
vztehy (44),(45) , Je obdobnd interpretaci vlnové funkce t{l(x) . MiZeme
proto na ni pohliZ?et jako na druhou moZnou reprezentaci. stavu Sdetice;
Fikdme, %e c(p) Je vinovd funkce v 1mpu130vé reprezentaci. Student obeznéd-
meny s Fourierovou transformac{ (dod.D), v n{ samozfejmé& poznd Fourierovu
transformaci funkce () (x).
Vraime se v#ak k na3{f pivodni iloze, vytvo¥it prostorovd lokslizo-
vanou vlnovou funkei q}(x). Zvolme (obr. 16) '

1
e(p) ® ————— v intervalu <p.- Ap, Pyt ApY
Y2 ap o™ SF (46)

= 0 v (-00,p,- AP) @ v (p,+ Ap,+00)

Konstenta (2 ap) /2 o zvolena tak, aby platilo (45).

4 ) Gb!‘. 160
Y2ap Funkece c¢(p) sadend vztahem (46).

~——24p —

Po-ap Po Pordp

Vlinovou funkeci (43) pak miXeme padt
‘ Ps+4p
\P(x;O) = )dp;" : (47)

oxp
Zthh Ap f
Ap

Integr4l snadno vypoéteme 8 vjaledkem

‘P(x 0) =/V{-_ ain(Ap.:s/ﬁ ) QXpii: ) | | -(fB)

f Po®

O normalizaci 4)(:;) ge presvddiime pri{mym vypoltem (integrdl viz dod.A)
a0 : o0 '

h 20 Ap. oA
jw(x;())lzdx i ‘ J sin“(4p 1/’1) p «q
Jq.Ap

dx
xz 7t Ap h
-

Hustota pravddpodobnosti Iq)(x)l2 Je v obr. 17.

- 00
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Obr. 17.

Hustota pravd&podobnosti vgskytu pro

volnou %4stici na ose x, kterd Jje ve

stavu e vinovou funke{ (48); pravdd-

podobnost vyskytu &dstice Je velkd

-Ax O Ax X v intervalu zhruba (-Ax, Ax) » kde
‘ o Ax=ah /Ap .

P

Budeme-li u %4stice, kterd je ve stavu s vinovou funkci (48) (v Zase

t = 0) urdovat polohu, najdeme Ji v intervalu 81fky esi 2 Ax v okoli
bodu x = O, Cena, kterou jsme za tuto lokalizaci v prostoru x gaplatili,
je 34ste¥nd ztrdta informace o impulsu %4stice. Budeme-11 toti? mérit
impule ¥4stice, kterd je ve stavu s vlinovou funkc{ (48), mifeme se
stejnou pravddpodobnosti ( rovnou Ic(p)|2 = 1/2A p ) nam8#it kteroukoliv
hodnotu z intervalu (p0 - Ap , Py, * AP) .

Proto%e soulin Ax.Ap je konstantn{ :

Ax.Ap = 7 h y | (49)
bude ka%dé zmend3eni neurfitoasti v poloze provézeno zvét8enim neurditosti
v impulsu Zdstice a obrécend.

Limitn{ p¥{pady Jsou:

(1) Ap -+ 0 ( e(p) mé charakter J—-ﬁmkce) Ax-» 00 zndme pfresnd
impuls ééstice, nemdme %4dnou informeci o jej{ poloze (vlnovd
funkce je de Broglieho vlna QJ(x) = (23’(’h)-1/zaxp(pox/h) )

(11) Ax—> 0 (L})(x) m4 charakter g-funkco) Ap—»o0: ¥4stice je preend
lokalizovéna v x-prostoru, neméme !édnou informaci o Jjejim impulsu.

4+

5.2) Relace neurfitosti pro soufadnice a 1§ph15 :

Hodnotu soufinu Ax. Ap podle (49) jame dostali.pro funkei c(p)

. znézorndnou na obr. 16. ProtoZe vellkost tohoto soufinu gdvis{ na volbé&
¢(p), miZeme formulovat dkol, nalézt takovou funkei e(p), kterd by

ddvale minimélnf hodnotu sou¥inu Ax.Ap . Ti{m zFejmé také z{skéme
odpovdd na otézku, s jekymi minimdlnimi neurtitostmi Je vibec moZné,
namdfit soulasnd soufadnici a impuls. Chceme-11 v&ak hledat minimum
soulinu Az.Ap , musime nejprve gednoznaéné definovat veliZiny Ax, Ap
(obecnd toti% nemusi funkce hp(x)l ) lc(p)l protinat osu x, resp. p,
jako na obrdzcich 16,17).
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Ne jéast&ji se Ax, Ap dorinuji Jako stredni kvadratické odghy_]._g od
stfednfch hodnot, tJ.

(Ax)% & {(x - = (xz? (2x<x))4<(x)2) (x2> (1)2
(AP2 = p - = (B> - (pE AR (50)

kde zdvorka < > znal{ sti¥edni hodnotu.. Zpdsob vypo¥tu stfednfch hodnot
v kvantové mechanice budeme postulovat v kap.IV; veliiny Ax, Ap ,
definované vztahy (50), viak maj{ b¥%ny smysl, sn&fw ze zdkladd statis-
tické teorie zpracovdni m&Efeni.

U1ohu o nalezenf minimél iniko vlnového klubka (nalezent e(p) pro
minimdln{ soudin Ax.Ap ) Ffe¥il r.,1925 W.Heisenberg. Ukazuje se, !c
nejvhodné,jéi klubko ziskéme s Gaussovou funke{ (dod 4)

1 [ (p-p,,)2 ]
_ - exp | = ——
2m)Y4ap s (ap?]

e(p) = .(51)

kde p, = {p)> a disperse @ =V2 Ap Je zvolena tak,. aby ‘disperse pro -

- (52)

1 (p - p,) '
. |c<p>|2-———'""[‘ s ]
_ | Ver . Ap 2 (Ap)?

byla prévé Ap (statistické rozloZenit naméi‘enych impulsﬁ udévé podle
(44) lc(P)l ). O tom, %e tato c¢(p) Je normalizovéna podle (45) , 80
pf'eavédéime pfimym vypoitem (integrdl je v dod.A).
Dosazenim do (43) dostaneme 2 ,
(p-Po .
“LapT ,"Jg"

(21r)°"'v/ﬁ? f %

‘- —;ze ifx

(’):‘X;OJ

60 / o o A ‘2, '
o , L 20PN U
< [en{-qm[p-(pei % ]}

-00 R (53)

Integril v (53) Je roven (dod.A) 2V Ap, _takze

{:x
?(x 0) (m,,,, Vv e (54)
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kde ‘h
ProtoZe | _
1 xa
P x;002 = ———— axp |- ———— (56)
_‘QZ‘K Ax - 2(Ax)?

Ja disperse nam&¥enych hodnot x rovna Ax; pro jednoduchost jsme zvolili
= {x)> = O (lokalizace %4stice v okol{ potdtku), zdm&nou X na (x-x )
véak snadno z{skdme lokalizaci v okoli libovolného bodu x 7. f(ﬂvky

le(p12, |P(x;012 jJsou v obr.1s.

{lgoai® (o)

sl

Po*AP p.,p Ap 3 Ax 0 Ax X

Obr, 18, Hustote pravdépodobnoeti vjskytu (a) impulsu, (b) soui‘adnice,
pro &dstici ve stavu s vlnovou funkci (54); v obou pFfipadech jde o norma-
lizované Gaussovy k¥ivky s dispers{ (a) Ap, (b) A x. Disperse pPadstavuji
st¥edni kvadratické odchylky (50).

D4vé-1i Gaussova funkce c(p) minimdln{ souin Ax.Ap rovny podle
(55) 11/2 , potom obecn& miZeme psét

Lo
Ax.8p 3 — (57)

kde Ax, Ap jsou definovény vztahy (50).
Nerovnost (57) je zndmd Heisenbergova relace neurfitosti pro soui‘adnici
a_impuls v prfipadd, %e se ¥dstice pohybuje jen po osme x.

V _trojrozm&rném pripad® , kdy poloha ééstice Je urdovédna polohovym
vektorem T = (x,¥,2) Jejf impuls je vektor p (px,py,pz), plat{
relace (57) pro kaZdy soufadny sm¥r zvl143%, takZe

' —+ | h £
Axc Apx>-—2- ’ Ay. Apy>—2— N Az.Apz } "E""‘ (58)
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Vlnové klubko (43) v trojrozm¥rném p¥ipadd bude

: s

$(¥;0) = —-—?——-—— e(P) .xp(i B i*) dp,dp,d (59)
4 (2m h)3/2 . h Ty

-

Je-1i mo¥né psdt funkci c(p) Jako soudin

e® = eg(pyecplpyeogny) , (60a)
pek, protoZe . %
L gR P by bp2
. _ ' L
| et e . e . e ~ (60b)
Je mo%né integrdl (58) napsat jako soudin t#{, 3Ji% vyPteSenych, Jedrnoroz-
m&rnych p¥{padd a zdvé&r (58) Je tim zFeJmy; zdlouhav¥jifm postupem vEak

mi%e byt Jeho platnost dokdzdna pro libovolnd trojrozm&rnd klubka.

-

|‘|’|X,Y‘|2 '

Ovr. 19.
Dvojrozm&rné gaussoveké klubko.

Je-11 ale mofné pfi vytvé¥ent klubek uvalovat keZdy soufadny smér zv14s%,
znamend to, %e lokalizace ¥4stice v'Jednom'sméru (pfeené urfenf nékteré
ze soufednic, nap?. x-0vé) nebrani pfesnému urleni sloZky impulsu ve
zbyvajicich dvou smdrech (tedy napf. uréeni py,pz‘). V terminologii
vinovych klubek: md%eme vytvorit trojrozmdrné vlnové klubko up(x,y,z)lz
*dzké" nap¥. ve sméru x a "Sirocké” v y a z, JjestliZe odpovidajfef funkce
(klubko) ic(px.py,pz)l2 bude *Sirokd" ve améru x & "Uzké" ve smErech YiZe

Heisenbergovy relace neéurfitosti (58) se obvykle objasnujf takto:
o dynemickych prom#nngeh (Jjako jsou souradnice, impuls a daldf) mé podle
dvah z odst. 2 smysl mluvit tehdy, JestliZe mdme postaven experiment
k Jejich urfeni. Analjyzou redlnych experimentd pro mdteni v mikrosvEtd,
dojdeme k zévéfu, %e ka3dé mi¥en{ ovlivhuje stav m&Fené mikrosoustavy;
toto narufen{ soustavy je ddsledkem interakce m&¥fc{iho zalfzeni s m¥fenym
objektem a je principidln& neodstrenitelné. Tak napf. pokus o plresné
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urlenf{ soufadnice vede k takové zmdn& stavu ( a tedy odpovidajic{ vinové
funkce, nebol prédvé ona urduje stev), 2e v tomto novém stavu bude zcels
neurfity impuls. Jinek Fefeno: za¥fzenf, které mi pFesn& urdit soufednici,
musf pFevést soustavu do stavu s vinovou funkef ¢ 8iln& lokalizovanou

v okol{ vyskytu &dstice; vime vEak, %e takovou funkci 1ze vytvorit Jen

8 velice "Zirokou" funkef c(p). Opalné&,; ka%dy pokus o presné urdenf
impulsu p¥evede soustavu do stavu, v n&ém¥ je naprostd neurditost v poloze
t4stice. Chceme-1i soulesnd urdit polohu i impuls t4stice, potom se

tato dv& mé¥en{ budou tak ovlivnovat, %e neurfitosti (stfedn{ kvadratické
chyby) obou veli¥in budou splnovat relace neurditosti (58).

Smysl relaci neurfitosti je vB8ak obecn& j31 a hluba{. Pojmy, jako
pcloha, impuls, trajektorie Zdstice apod. , byly zavedeny v Newtonov¥
mechanice na zédklad& zobecn&nych poznatkd z mekrosvdta. Jsou to abstrakce,
které podle predpokladd klasické mechaniky,mohou byt urdeny libovolnd
pfesné. PouXivédme-li je v oblasti mikrosvita ( v dimenzich o mnohc #&dd
mensich), kde nebyly nikdy pfedtim experimentdln& ovi¥ovény, je to
extrapolace, kterd nemus{ byt v souladu s realiiou; skuteén& teké v3echny
existujici experimenty potvrzuj{ neoprévnénost této extrapolace. MiZeme
tedy na relace neur¥itosti pohliZet Jeko na podminky urdujfc{ hrenici,
za ni% ji% principy ( e tedy i1 terminy) klesické fyziky nejscu poulitelné.

MiZe jisté vzniknout otdzka, pro¥ tedy vibec v oblasti mikrosvita
pouZivédme pojmy jako poloha (souradnice) a impuls, jestli%e zde vlastn&
ztrdc{ svdj smysl. PFedn& proto, Ze neméme Jjinou moZnost, neZ se vyjad-
tfovat jeazykem {pojmy) vybudovanym na zdklad® nadeho smyslového vniméni
okolnfiho makrosv&ta. Za druhé proto, 2%e p#l kvantov&-mechanickém popisu
chovén{ ¥4stic Je moZné zavést matematické objekty ¥, P ,které v_mnoha
ohledech odpovidaji klasickym promEnnym soufadnice a impuls, nejsou vdak
8 nimi identické. Relace neurfitosti ndm pek ¥ikaji, %e p¥l pokusu
interpretovat tyto kvantov&-mechanické veliliny Jjako klasickou sou¥adnici
a impuls, existuje principidln{ omezeni ns p¥esnost urfenf{ této " goutad-
nice” a "impulsu”.

Shrnme tedy: )

Relace neuriitosti nejsou vysledkem analyzy procesu mé&¥eni, provddé&né

v klasickych pojmech. Tyto relesce odrédfej{ experimentédlné zjiZt&né
vliastnosti pfirody. Redlné mikroldstice se nechovaj{ Jako malé klasické
Sdatice;;maji jiné vlastnosti a proto, nechceme-~1li dosp&€t k chybnym
z4v&rdm, musime byt 1 p¥i provddini mySlenkovych experimentl ostraZiti

a respektovat experimentdlinf fekta. Obt{Z spolivd v tom, Ze na¥e zkule-
nosti z mekrosvita ném mohou byt p¥i dvahdch o mikrosvdtd ¥patnym rédcem.
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5.3) Casovy v§vo) vinového klubka

V pfedchdzejicim odstavcl jsme vytvofili prostorov® lokalizované

~ klubko v ¥ase t=0; nyn{ nds zajimd, Jak toto vinové klubko bude vypadat
v n&jakém obecném Zase t. Klubko pro libovolny &as t vytvorima superpo-
zic{ rovinnych monochrometickych vin (1)

o0

(p(?;t-) = ___1___;; JJJ e(B).exp[% GS.? - Et)] dpldpydps (63:)
(2% k) . | -

-0
Prot = O ném (61) dévé vyraz (59) pro q;(? 0). Energie E v (61) Je,pro
volnou Z&stic{ & hmotnost{ m,funke{ impulsu

2 1 U
'E('ﬁ)=2m-='2.m(p§+p§+p§‘) | ©(62)

a frekvence w(P) =E(P)/ h . :
ProtoZe faktor exp(iEt/ﬁ) md strukturu (60b), nemdnf nic na tvrzenich-
o redukei vyrazu (59) na 3 Jednorozmdrné p¥{pady. Budeme proto opét
uvaZovat Jen klubko

1 Lo
Pxit) = ———or c(p).exp[% (px —-E(p)t)] ap - (63)
27h :

- od
kde E(p) = 2/2m (index x u p_ vypoustime).
Fédzovd rychlost vlny,prisluéejici stavu s impulsem p,Jje- (p=ﬁk)[5]

W E P '
vf = = = ) . (64)
_ k P 2m y

]

a zdvis{ tedy na p (protofe p = h/A , zdviel na vinové délce, cof je
charskteristické pro dispersni proétfedi). Z toho je bvez polftdni zfejmé,
%e klubko, které v ase t=0 bylo vytvoFeno tdk, eby bylo optimdlnf
(sou¥in Ax.Ap byl minimélnf), v Zasech t # O takové nebude, nebol :
fdzové posuny mezi Jjednotlivymi sloZkami klubka se vlivem disperse

s %asem m&n{; F{ké se, Ze se vlnové klubko rozplyvd .

Ovéfme tuto skute¥nost kvantitativn® pro geussovské vlnové klubko (53)

(p"po)z 1 2
4 - Gapr T gt)

(205 ap ¢ o E @

=0 (65)

Stejn& jako p¥i vypoltu t}i(x;ﬂ), najdeme integrdl v (65) upravou na
tvar (A.15); hustota pravd&podobnosti pak je

4)(4‘;{') =
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‘ s | o m?
ILII(J(;t)I2 B e’ @Xp {«— (= pot/e) } (66a)
Yamr Ax, 2(Ax,)?
kde .
hot 2 2
Ax, = Bx |[ 1 + (M ) o= (’A:co)2 + (—-—AL t)
2m( A x0)2 m

(66b)

a Axo =h /2Ap e disperse (55) v %ase t = O,

Hustota pravd&podobnosti vyskytu sl tedy zachovdv4 gaussovsky tvar, jejf
maximum v dase t viéak je v bodd X, = pot/m ( %, =<x>v (50) ) a

disperse je Axt.

0

Obr. 20. Gaussovské vinové klubko, optimdln{ v t=0, ve t¥ech Zasovych
okam2icfch p#l poastupu ve sm&ru osy x. Z vyrazu (66) Je zrejm4 symetrie
vzhledem k t=0: tvar klubka bude stejny v Zasech -t,t.

JestliZe se maximum (t&%i8t% klubka) posunulo za %as t o(p t/m},
znamend to, Z%e postupuje ve sm&ru x s konstentni{ rychlost{

p
o

=
Vo m

, (67)

"¢o% jJe rychlost, s niZ by se pohybovala klasickd Z4stice s hybnosti
P, = mv, , ale také tzv. grupové rychlost vlnového klubka ([5])

dwi(k) dE(p) Py

vg g | = ——— =
. dk - dp - n
k=k ‘ P=P,
uddvajieil rychlost s ni% postupuje t¥%2i8t& klubka.
Rychlost rozplyvdni klubka Je déna na Zase zévi_slou dispers{ Axt.

S vyrazem (66b) lze spojit ndzornou klasickou predstavu:
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nechl v Zase t=0 Je v intervaelu velikosti .Axo » V okol{ bodu x=0, skupi-
na klasickych Zdstic, jejich¥ rychlosti le¥f v intervalu Av = Ap/m
okolo hodnoty Vo pO/m. D;spersb:v rychlostech vede k tomu,. %e t4stice,
které se v Zase t=0 nachdzely v témZe bod¥, se v okam¥iku t rovnom&rn¥
rozd&lf po intervalu Avit; to mé za nédsledek, %e pivodn{ koncentrace se
nezachovdvd a rozméry oblasti v ni% se soubor ¥datic nachéz{,se zv&tduj{
podle vztahu (66b), _ L a '

Rozpljvénf vlnového klubka nemd vliv na mormalizaci (norma nezdvis{
na Zase). Rovn8Z st¥ednf hodnota impulsu <p) = P, @ Jeho disperse Ap
Jsou na Zase nezévislé; Zasovou zdvislost v (63) mi%eme totil prfipojit
k c(p) & zavést na Zase zdvislé koeficienty

o e(p;t) = c(p) o 1E(PIt/A (69)
a psit ' o0
| ‘ 1 ipx/h ’
$ix;t) = e(p;t) o PX/B (70)
: stth

Pravdépodobhost; %e v Zase t bude nam&ten impuls v intervalu (p,p+dp) Je

pak ddna . . o
le(p; )12 ap ()

Z (69) Je vBek z¥ejmé, %e tento vyraz nezdvis{ naléase, nebot

lc(p;t)12 = lcl(p;O)l2 = Ic(p)l2 R (72)

Tato skuteénbsf ov3em nevyjadfuje nic jiného,ne¥ zachovén{ impulsu
u volné Zdstice.

5.4) Pffklady pousit{ reldc{ neurtitosti

_ Na n¥kolike pFikladech si ukd¥eme, jak lze relace neurditosti .
pouZit nejen k odhadu n¥kterych veliZin, ale ‘i k pochopent nap¥, stabili-
ty atomu. : ' - :

(a) Odhad neuritosti pro makrosvét - ‘ :
M&jme prachovou ¥dstici (viz té% (6)) Jej12 primér Je ipm
hmotnost m 2 10'157kg' a rychlost v = 10'3 m/s. Jeji hybnost je

o p =mv 2 10728 Je/m. | : (73)
Uré{me-1i Jjej{ polohu s chybou 0,01 pm , potom neurZitost ve stanoven{

hybnosti bude (bereme Ax.Ap *Hh )
| h 10734 06 ' | -
Ap * & — %£10°" J.s/m (74)
Ax 1078 '
Relace neuritosti tudf{¥ nepredstavuji 24dné omezenf, nebol m&Fenf hyb-
nosti je prakticky nemo%né s relativn{ pFesnosti 10 ~. Relace neurditosti
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tudi? nepovedou k %4dnym rozpordm s na&imi emplricky ziskénymi mi poznatky
o makrosv&té, i kdyZ jsou v rozporu s n¥kterymi zdvéry klasickjch teorid,
které byly na zdklad# téchto poznatkd vybudovédny.

(b) Relece neurditosti v mikrosv&td

UvaZujme elektron v atomu vodfiku. Bohrova teorie ho'popiaOVala
Jako klasickou ddstici, pohybujici{ se po kruhovych orbitéch Je jichZ
polom&ry R vyhovuj{ podmfnce (I.9) :

" pR=nt ~ (n =.1,2,...) (75)

Aby viak bylo mo¥né pou%ft klasické pPedstavy, musely by neur¥itosti
polom&ru AR a hybnosti Ap byt malé ve srovndni s R, resp. p, tj. muselo
by_ platit

AR R ,Ap & p \ | © (76a)
neboli '
AR Ap o
———— &< 1 : (76b)
, R ‘
Podle relac! neurditosti viak mus{ platit
AR Ap o | .
——— | — o (T7a
R p > ) 7 .
Dosadime-1i na pravou stranu za R.p z (75), ddstanemem ¥e musi platit
AR Ap 1 . - |
—_— 2 — (77b)
3 P n ,

Porovndnim s (76b) vidime, Ze klasické pfedstavy by byly pouZitelné

pouze pro n»1, tj. prq orbity s velkymi polom&ry. P¥i této pFfle¥itosti

Je mo%né pripomenout také princip korespondence (odst.I.2.3), ktery také

vyZadoval, aby pro n-—> o0 vysledky splyvaly se zdvdry klasickych teorif.
- C . A . '

~

(c) Velikost-a stabilita atomu _
Pokradujme v \dvaze o vodikovém atomu, tj. o elektronu 8 nébojem -e
- v poli protonu s ndbojem +e. Potenciélni energie elektronu ve vzdédlenosti

r od protonu Jje ' 2

_ V(ir) = = —2—. ' s ‘ (78a)
. kde - r ' ‘ ’ '
’ ' q=e /‘\/41&, (78b)

;Nechf stav elektronu Je dén aféricky symgtrickOu vlnov0u funkef, Jeji%
amplituda Je velkd v oblasti s linedrnim rozm&rem T, (tzn,, Ze pravd&po-
dobnost nalézt elaktron ve vzddlenosti napf. 3r, od pfotonu'Je zanedba-
telné).'Potengiélni energle elekt;onn v tomto stavu je Fddovad rovna
q-.

To

Musfme ovSem vz{t v Uvahu i kinetickou energii. Je-1i elektron v oblasti

(79)

vV, * -
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8 linedrnim rozm&rem r, » bude neurditost v Jeho hybnosti pfinejmenzfm
fddu ﬁ/r » Jinymi slovy,i kdy% stfedn{ hodnota hybnosti <p> Je rovna
nule, kinetické energie T bude v uva!ovaném stavu nenulovd a vétéi nebo

rovna (A4p)2 B g2
= -—-——-—-—: (80)
2m 2mr§
Zmen&u jeme~11 Ty » klesd V (znaménko -'), av 8ak roste T, Nejnizsf
celkovd energie kompatibilni 3 relacemi neurditosti, bude urdena

minimem funkce »

=

o}

E = Ty + V, - (81)

Z podminky (Q9E/dr,) = O dostaneme minimum pro

R
r, = a, = — . ' (82)
: mq
Tomu odpovidd energie
m q4 .
E, = - | (83)
2 K2

Skute&nost, Ze r  je prévé polomér 1.Bohrovy orbity (I.18) = E, energie

zdkladnfho stavu (I.19), Jje nutné povaZovat za nghodu, nebol Jéme prové-
d&li pouze Fddovy odhad. Pou¥ent, vyplyvajfc{ z provedeného odhadu, Je

v .tom, %e zdkladn{ stav atomu je vysledkem kompromisu mezi kinetickou

a potencidlni energii: &im mensd{ Je oblast v ni% Je lokalizovén elektron,
tim mend{ je jeho potencidlnt energie a vétie energie kinetické,

Uvédomme si, %e tento kompromis, ktery je ddsledkem relac{ neurdi-
tosti, se diametrélné 1181 od zév8rh klasické mechaniky. JestliZe by se
elektron pohyboval po klasické orbitd s polom&érem r_, Jeho potencidln{
energie by byla 2 , B '

Vg1 = - '

o

Odpovidajic{ kinetickou energii dostesneme 2z podminky rovnoati pfitallivé
coulombovské sfly a 81ly odst¥edivé:

q2 om ve 1, 1 q2
) = coZz dd Tkl T e VS T e
Ts T, 2 2 r,
Celkové energie by pak byla )
, 1 Q2
Bry = Ty * Yy = -
2 2
ro

takZe minimum bychom dosteli pro r, =~ 0.
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(d) Odhad velikosti jedernjch sil

UvaZu jme nukleon s hmotnost{ M = 10-27kg v j4dFfe, které si predsta-
vime Jjako koull s polomérem r, & 10715 -m. Z relaci neurtitosti plyne, %e
impuls nukleonu je ¥d4dovd p % h /Aro , tak%e Jeho kinetickd energie

T = —_ 2 10711z 2 30 Mev

ProtoZe nukleon je v Jddre vAzén, musi byt stfednf hodnota jeho potenciél;
ni energie zéporné a v absolutnf{ hodnotd v&t3{ ne? energle kinetick4.
Provedeny odhad je velige hruby , ddvéd v8ak uspokbjivy.rédovy odhad
velikosti jadernych sil.

(e) Stopy ve Wilsonovd mlZné komofef

Na prvnf pohled se miZe zddt, Ze relace neuréitosti Jsou v rozporu
se skutednostf, Ze "drdhy" Zdstic miZeme pozorovat ve Wilsonov& mlZné
komo¥e, nebo ve fotografické emulsi. Rozpor je to v¥ak jen zddnlivy,
Dréhu elektronu v ml2né komo¥e vyzna¥uji kapilky kapaliny kondenzované
na iontech, které elektron na své cest® vytvoril. Rozm¥r kapifek urfuje
pfesnoét‘stano&eni polohy elektronu; protoZe rozmdr kapek Je 2107 n
Je neurditost v poloze elektronu téhoZ fddu. Neurlitost v odpovidajici
slofce hybnosti (fekn&me x-ové) Apx h7ax ¢ 10~28 Xg. m/s. ProtoZe

hmotnost elektronu Je = 10"3%g, bude neurditost sloZky rychlosti kolmé
ke_stopd elektronu Av_ = Ap/m = 100m/s . Stopy ve Wilsonov& komoFe

wvéak zanechdvaji jen eléktrony 8 dostate¥nd velkou kinetickou ehergii,
odpovidajic{ rychlosti v 3> 10! m/s. Pak ovdem Je A"x<< v a miZeme proto
s dobrou aproximaci mluvit o drdze elektronu v mlZné komofe. -

5. 5) Relace neuréitosti pro energii a %as

Zatim Jeme se zajimall o tvar vlnového‘klubka (preanéji- o rozloZe-~
ni hustoty pravdépodobnosti) v celém prostoru v daném Zasovém okamZiku.
Je vBek moZnd 1 druhd situace, blizkéd mnoha redlnym experiment&m-
pozorovatel Jev urditém mist¥ prostoru a- kolem n&ho prochéz{ vina -

(- Eéstico), kterou pozorovatel registruje Jako amplitudu (nebo Zastdji
kvedrét modulu amplitudy) £(t) n&jakého fyzikdlniho procesu. Nap¥. f(t)
miZe byt amplitudou elektromegnetické viny; byla-1i emitovéna atomen,
bude blizkd kvezimonochromatické vin& podle obr.;?. Takovou vinu lze
vytvorit superpozici monochromatickych vin s rdznymi frekwvencemi [5] .
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Plat{

T
£(t) = ———o glw) e"i°°t~da) (84a)
J °
kde 29‘-: ~0
1
gw) = £(t) e}t gt (B4b)
' vz J

Z matematického hlediska Jjde o zndmy Fourieriv rozklad (Fourierovu
analy¥zu) funkce f£(t) na harmonické slotky (dod.D).

 Nemusime se Ji¥ podrobnd t¥mito klubky zabyvat, nebol zdkladni vys-
ledky o n&% ném jde, méme Ji% vlastn¥ odvozeny. Stadi si Jen uvé&domit,
Zo u de Broglieho vin Je svézédna frekvence s energif %dstice vztahem
(20) - & = hw - tek¥e vztahy (84) prejdou v

: 0
1 ' . ;
P£(t) = J (E). -1 E¢t) aE (8
I g em( B ) ‘ (85a)
-0 :
o0 ,
(B) ! e(t).oxp{1 E t) & ' (
Y2x h up( ' ) 5b)
' -0

Na f(t) Je mo%né pohlfZet Jako na funkci ¢ (x;t) vyjddrenou vztahem (63),
v ndm% je x pevné. ProtoZe z matematického hlediska vystupuje v (63) dvo-
Jice (p,x)v naprosto stejném postaveni jeko dvojice(E,t), dojdeme pro
velidiny E, t ke stejnym zd4v&rdm, jako pro p,x. Tek dostaneme, %e pro
vlnov4 klubka (85) platf '

AE.At 2> h e (86)

Tato relace (ktarou z divodd jeZ budou snad z¥ejmé z nédsledujfc{ ‘diskuse
‘neuvddime ve tvaru (58), ale pouze s 3 h ) se zpravidla nazyvd té%
Heisénbergova relace neurditosti. Jej{ interpretace viéak nen{ tak snadnd,
Jako napf. u dvojice souradnice-impuls. Divod je v tom, Ze zatiﬁco_
soufadnice 1';gpg;§_390u-dy§gmické proménné urdujfc{ stav socustavy,

v relaci (86) mé takovéto postaveni Jen energie E; %as t neni dynsmickd
proménnd, ale pouze parameir. Mifen{ Zasu samo o sob& neddvd Zddnou
informaci o fyzikélnim systému, pouze ﬂdaje o ostatnich fyzikdlnich ve-
1iZindch obvykle v eobé implicitné obsahuji fakt, Ze Jsou stanoveny pro
urdity Sasovy okemZfik. JednoduSe: Xdstice md hybnost B, soufadnici x,
energii E, ale nemd %as t. Jsou ovdem i veliliny, kterd se zachovdvaj{,
Jéko Je treba celkové energie-izolované soustavy, Jej{% hodnota nezdvisef
na %ase, NZkolik moZnjch pou!iti relace (86) si uvedeme v nésledujicich

pfikladech.
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(a) Doba prichodu vlnového klubka

_ UvaZujme volnou &dstici ve stavu 8 vinovou funke! vyjddfenon vino-
- v¥m klubkem, s dispersi Ax a grupovou rychlost{ v_ , kterd postupuje
podél osy x. OkamZfik prichodu klubka danym bodem x nemdiZe byt urien pres-
nd: neurditost ve stanoven{ okam¥iku prichodu bude #4du At = Ax/v_ .
Vlinovému klubku odpovidé vBak také neurditost v impulsu Zdstice Ap a

8 t{im spojend neurditost v energii &dstice

... OB
AE = T;-'Ap —»vg.Ap

Potom vBak
' AE. At = Ax. Ap

a8 8 vyu¥itim relace Ax.Ap >» h dostdvéme nerovnost (86), kterd ddvé
odhad spodn{ hranice velikosti soulinu 3{¥ky energiového spektra ¥édstice
AE - neurfitesti At v urleni{ doby prichodu Z4stice né&jakym bodem

ne ose X. '

(b) Pfechody mezi stavy s rdznou energif

Vinovéd funkce, kterd mé tvar

PiFe = P o 1BW/R (87)

kde (P(?) je funkce z4&visld jen soufmdnicich, p¥{sludf stavu Sdstice
s presnd urlenou energif E; tento stav _Jje staciondrnt , nebot hustota
pravd&podobnosti vyskytu ¥dstice

PP = 19D 2 - (e8)

nezéviéi na &ase.
M%jme nyn{ &dstici ve stavu, ktery se d4 vyJjdd¥it jako superpozice

~dvou staciondrnich stavd s energiemi El, Ea. Vlnovéd funkce pro tekovy

- stav Je '

E E
- 1 -» _3.
Pse = 0@ et L e) ¢ g ex(1 G
" Hustota pravd&podobnosti vyskytu
. x o 1(E-Ex)t/hy
P(T;t) = hfl(¥)|2 + It?z(r)lz + 2 Re [\fl(r)\Pz(r) ) ]
| ' ' (90)
v tomto pripad¥ osciluje mezi dvima krajnimi hodnotami
2
s periodou -
T = (91)
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8as T charekterizuje evoluci fyzikdlnfch vlastnostf soustav ; vysledky
m&ten{, provedenych na soustavé& ve dvou ridznjch Zasech tl ,t2 budou
prakticky stejné, JestliZe At =It1 - t2| bude malé ve srovndni s T .

Jinymi slovy: aby se vlastnosti scustavy za &as At vyragnd zménily, mus{
pro soudin At & neur&itost v energii AE = IE, - E,| platit opdt (86).

K tomuto zdvéru je mo¥né dojit i tehdy, kdy% Jje vlinovd funkce superpozict
libovolného podtu staciondrnich stavi.

(¢c) Doba Z2ivota excitovanych stevl & pfirozend 3f{¥ka energlovych hladin
Energie soustavy, kterd Je ve staciondrnim stavu, miZe byt urdene
8 libovolnou pfesnostf, nebol doba m&¥eni mdZe byt libovolnd; uvidomme
si, Z%e k tomu, abychom bezpefn& rozliili pfasné monochromatickou vlnu
(prisludBe jic{ stavu s p¥esn& urtenou energif) od kvezimonochromatické,
museli bychom provéd¥t mE¥enf nekone¥n& dlouho (od t = -0 do t= +00),
Mé - li byt energie stanovena s neuréitosti AE, mus{ mé&Fen{ trvat alespon
tH /AE .
Excitované stavy kvantové soustavy majf koneénou dobu %ivota, b&hem
ni# soustava prejde do zékladniho stavu. JestliZe nap¥. atom prechdzf
z excitovaného stevu 1 do zdkladnfiho stavu O (obr.21), ren{ energie hla-
diny 1 ptesn& urdena, nebol atom se v tomto stavu nachdz{ jen kone&nou
dobu. Typickd doba Zivote atomovych excitovenych stavidl Je T = 10—98.

111117/1004711/1 (1)Excitovany stav NeurZitost v energii excitovaného
E stavu, tzv. pfirozend S{¥ka energi-
I AUy foton ové hladiny, Jje
h - -
(0)ZAkladn{ stav AE* £ 210727 g = 6,107 oV
(92a)
Obr. 21.

SkuteZnost, %e energie excitova-
nych stavd nenf presn® urfena, ee

z¥etelnd projevuje nap¥. v emisn{ i absorp®ni spektroskopil jako tzv.
prirozend 31¥ka spektrdlnich Zar (mechanismi, které mohou vést k rozsife-
ni spektrdlnich Zar Jje ovBem celd Fade & vy¥sledek Jejich p&sobeni miZe
zcela prekryt prirozenou 31ffku &4ry). Budeme-1li fotografovat spektrdlni
%4ru spektrometrem s extrémn& vysokou rozliBovaci schopnosti, zjistime,
¥e md konelnou 3f{Fku. Frekvence emitovanédho nebo absorbovaného svdtla
neni pfesn& n&jaké w,, ale zeznamendme i frekvence v okolf Lub,pfiéemz

Aw =AE /h = 1/t ' (92b)
kde 4E Je ddna (92a) a T Je doba %¥ivota excitovaného stavu. VEF{ime-1i
v zékon zachovdni energie a existenci fotonu ( a zat{m nemdme Z4dny ddvod

nev&fit) , potom z toho nutn® musfme vyvodit zdv&r, %o energiové hladiny

excitovanych stavd maj{ koneZnou 3{¥ku , nep¥imo umZrnou dob¥ Zivots
t&chto stavi.

e AR



