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. X, DVE 2AKLADNI PRIBLIZNE METODY RESENY STACIONARNE
SCHRODINGEROVY ROVNICE

ProtoZe presné analytické FeSeni vEt3iny kvantovdmechanickych ﬁldh nenf
mo¥né, mé pro praktické aplikace kvantové mechaniky zdkladn{ vyznam
rozvijeni p¥ibliZnych metod. VZdyt i tak ddle¥ité a rozsshlé discipliny
Jako nap¥. kvantovéd teorie pevnych ldtek nebo kvantové éhemie, ne jsou

v podstat® ni¥im jinym, neZ hledénim & rozpracovdvdnim p¥ibliZnych
postupd pro feseni dloh, které vznikeji aplikaci zdkladnfch kventovéme-
chanickych prineipl na systémy, které tyto v&dy studujf.

V této kapitole si rozebereme dva jednoduché zéklaedn{ aproximativni
postupy pro FeSen{ staciondrnf{ Schrodingerovy rovnice: teorii poruch a
variaini metodu. Jejich pouZitelnost je univerz4ln{ v tom smyslu, Ze
nejsou budovdny pro n&jaky konkrétn{ kvantovdmechanicky systém; pro
Jejich aplikaci je pouze t¥eba, aby byly spln¥ny predpoklady pouZité pii
Jejich odvozeni. V ndsledujic{ kapitole si pak vZimneme pFibliZného Fe-
Seni nestaciondrnich dloh.

1. Poruchovy pofet pro staciondrni Wlohy

Staciondrni poruchovy pofet je v kvantové fyzice pouZivén velice
Zasto, nebol velmi dob¥e odpovidd obvyklému pFifstupu fyzikd k fe¥en{
problému: nejprve se vytvori co nejjednodus3f model studované soustavy,
ktery by m&l zahrnout viechny Jeji zdkladni charakteristiky; Jjakmile Jje
vyfeSen a pochopen, pFistoupf se k pokusim o vyjasndni " jemn&jBich"
detaild zapo&tenim slabdich vlivd, které byly v prvnim p¥iblf{%en{ za-
nedbdny. '

1.1) Zékladni formule

P¥edpokléde jme, Ze hamiltonidn ve staciondrni Schrodingerovd
rovnici

, Ay=©Ey : (1)
Je mo%né psét jako souZet dvou &lend
* =% +W - (2)

Poruchovy pofet pro Fedeni rovnice (1) je mo¥né pou¥it, jestliZe:
a) zndme Tedeni neporudenéd Schrodingerovy rovnice -

dop = €9 5 (3)
b) energie reprezentovand poruchovym &lenem 1d~je'znaéné men31 ne#

energie reprezentovand a&)‘ Po¥adavek "malosti" U zde znamend, Ze p¥i--
géntm W k 3, se Fedeni rovnice (3) zm¥ni mélo.
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ﬁkol, ktery pfed nédmi stojf, spoéivé v nalezeni korek¥nfch &lend _
- k vlastnim funkcim & vlasstnim hodnotdm hamiltonidnu %, Pro jednodu-
chost budeme pf¥edpokléddat, Ze QB mé Jen diskretni spektrum. P¥{sludné
vlastni funkce oznalime

f‘i’ ?2’ eee LPk-' LY ) . (4&)
a Jim odpovidajfci vlastni hodnoty ‘ o | |
61’ 82' e ] Ek’ sew . . . (4b) '

Funkce (4a) tvor{ dplny systém (mdZeme podle nich rozvinout libovolnou
funkei zdvislou na stejnych proménnych; viz odst.IV.1.3). O vlastnich
hodnotdch (4b) zatim predpoklddejme, %e jJsou nedegenerované (ddvod se

zéhy objasn{; Jjak postupovat,neni-li tento poladavek splnén, ukédZeme

v nédsledujfcim odstavei).

Re#enf rovnice (1), tj. funkci ¢ , miZeme rozvinout podle funke{
(4a) .

(Poznémka: kdyby operdtor % mZl Z4stednd i spojité spektrum, musel
by se k sum® (5) dodat Jeété integrdl pres tuto Zdst apektra )

Dosadime (5) do rovnice (1)
;ckxo'?k Z w‘f’k"EZ e Yx
a upravime dosazenim z (3) (plati: &y, = € i ) na tvar

2;%’&!%‘ . Zk: e, (B 'ek)"fk .

Nyn{ vyndeobime levou i pravou stranu ?m a integrujeme ob& strany pfes |
celou definiZni oblast prom&nnych. ProtoZe funkce (4a) jsou ortonormélni,

plati
me. Ypat = & . (6)
takZe obdrZime | _
e, (E - 5‘) = 'ZE: Woe S s m¥1,2,3,... | ¢7)
k .

kde W, jéme oznatili maticovy element .
W =<nlWlik) = j xf;'w'tpk at : (8

‘Rovnice (7) p¥edstavujf soustavu homogennich (bez pravéAstrani) linedr-
nich algebraickych rovnic pro koeficienty Cq1CprecesCpyece :
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( 81+W11"E) 01 + w12c2 * ses + W,lkck + . Io L4 = o
W2101 + (52Tw22-3)02 + e + kack + o e ’ = 0
: : S : (9

» . L L
L R L] »
L] *

Kdybychom dokdzali tyto rovnice ptesn& vyfedit, znamenalo by to presné
fesenf rovnice (1) ve tvaru Pady (5).

Nyn{ p¥ikrolime k p¥ibliZnému ¥eSeni. Pro rozlisenf korekc{f Jed-

notlivych $443 Je p¥itom vhodné (nikoliv vsek nutné) zavést redlny
paremetr A{1 a misto (2) psadt

=R, +2W | (10)
V z4v&ru odvozeni pak znovu poloZime A = 4.

Predpokldddme, Ze poruchovy 3len W jen midlo zmdn{ vlastni funkce
(4a) a vlastnf hodnoty (4b) tak, %e piejde

v "k a g v E (k=1,2,3,...) (obr.42).

EW)
e“ Obr.42
Schematické zndzorndnf zadvislosti
o vlastnich hodnot Ek().) hamiltonidnu
& %+ AW ne A . Proi= O méme spek-
& ~__
‘ trum 96 . Pro A=X se piisobenim W
& | R . objevila néhodnd dvojndsobnd dege-
0 bY %~ nerace.

Rozvinme nyni ¢, & E, v Fady podle mocnin \ :
Y

_ (1) 2 o(2) , | (1)
Ek - Ek '." \)\Ek + .A Ek + es e N (llb)

o+ AP e a2yD e - (118)

kde \}li‘j), Eﬁ‘j) (j=1,2,...) budou korek®n{ &leny j-tého rddu.

Nadim dkolem nyn{ je, najit formule pro vypolet té&chto korekcf. Funkce
Y, @ hodnoty E, vyhovuj{ rovnici (1), tj. platf
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3

Pritom vlnové funkce ?k budeme normalizovat tak, aby platilo

el Y = J“f’g Y dt =1 - (13a)
Dosadime-1i za 'Pk rozvoJ (1la), dostaneme
= (1) 2 2
<vk|1¢k> - <vkwk> MRS R e S S N R R
takZe musi platit také

P> = 0 pro se1,2,3,... (13w

Dosadime-1i do (12) rozvoje (11) a uspovsddme levou i pravou stranu
podle mocnin A y ObdrZime

%pe * AL D W) ¢ 23 92 cwel) L -

=€ Y * ‘A(sk‘,’(i) E(i) ‘Pk) . ‘/\2(“3 "’(2) +El(:1)w(1) (2) ‘f'k)*'";ir

, (14)
Aby byle rovnice (14) splndna pro vdechna A » musi se rovnat koeficienty
u jednotlivych moecnin LA ; takZe mus{ platit

’a&o Ve = € P (15a)
AL g, - ey x g,
2 1) _ 2 1 |
o il TURD = e gD exPyP v 5Py, o

Obecn¥ pro f4d j»1 platt

960 l({J) + w‘Pl(:J-i) =8k 4,5(3)...3}21) \Pl(cj'i)-r,..* (1 'Pk (154)

Rovnice (15&) odpovid4 neporuSenému problému (Ws O). ,
Korekce l’lki (1=1,2,3,...) mi%eme opdt rozlo%it podle vlastnich funkef

operdtoru 4 _(tj.podle funkei (4a))
o

l(gi) = Z ('1) ﬁom ' . (153)‘
m ’ .

SEDI)  am
m

L]
»
- 0

kde ‘u l znadi, Ze se vynechdvd Zlen s m=k ( 'Pk JiZ v (11) Jje; po¥{itéme
"p¥inm¥s* ostatnich stavi k \pk).

Dosazenim (16a) do (15b) ziskdme (s vyuXitim (15a))

1) (1) = :
Z ( CEp - &) ¥ = B Py = 'W‘Pk (17823
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Podbbné (lﬁb)'doéazené do (15¢) d4

Korekei 1, #4du k hladiné ak (tj. Eki)) dostaneme vynésobenim
(178) funke{ ¢k a integraci pfes cely defini¥nit obor, uZijeme~11 joxtd

(6) a oznadeni (8), dostaneme

B '<k|'hflk> o SR (1)

Korek&ni %len Eéi) Je tedy roven st¥edni hodnot¥ W ve stavu Pk'

Vynésobime-1i (17a) funked V (m#k) /& provedeme integraci, zfskd-
me koeficienty do rozvoje (16a) '

NGO, <mlwlk>
o € - €y

(19)

Obdobnym poatupem z rovanic (17b) dostaneme pro korekci 2.%4du k energii

2 - <k|w‘|m><m:mx> zmwmn? 1

= €y - = = €y - €n

Véimnéte s8i, Ze korekéni ¥len 2.¥ddu pro zdkladn{ atav Je vZdy zéporny,
neboi pro vdechna m>k je Ex €, <0 .

"~ Formuli pro ciZ) (kterou je moZné také zi{sgkat z rovnic (17)) neuvg
dime, nebotf Pl praktickych vypoétech se zpravidla omezujeme na vypolet
energie v aproximaci 2,.¥4du a vypotet vlastnich funkef{ v pfiblilen{
1.¥4du. To, %e vlnovou funkel urdujeme v aproximaci o Jednotku nizdf
neZ energii, md dobry diyod. Viimndte si, Ze korekce 1.¥4du k energli
Je rovna stfedni hodnots ‘hf potitané s vlnovymi funkcemi lf (t,j 8 *(o))l
z rovnic (17) Je moZné odvodit obecny zévér

B = o wiglsDs . f;p w +<~1 1’_ et ()

takfe k vypodtu korekiniho %lenu. J- ~tého fédu pro energii potfebuque'
zndt vinovou funkei v (J-1) aproximaci. '

Za zaznemendn{ stoji 1 vysledek,. ktery dostaneme z (21), jestliZe obé
strany vyndsobime .A a selteme p¥es j od 1 do o0 :

Be = € + AP W ¢, > @
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Shrnme ziskené vysledky. Vlastni hodnoty hamiltonidnu (2) jsou
v aproximaci 2,¥4du rovny:

' 2
B = € + <kIWlho o+ ) IKKIWIDIT (@
' r#k

Vlastni funkce hamiltonidnu (2) v pfiblfZeni 4.¥4du jsou:

- Wk o
b = %+ ) '_““‘“%_<§k- m> Y ' (24)
m

UZit1 teorie poruch je oprdvnéné jen v tom p¥ipad¥, Ze rady postﬁp;
nych aproximacf (11) konvergujf{. K tomu je ale t¥eba, aby kaZdd oprava '
byla ve srovnédn{ s prede3lou meld. Z uvedenych vztahd (24),(25) (i z tva;
ru dal8ich élenﬁ poruchové Fady) pek vyplyv4, Ze poruchovy polet miZeme i
pouéit, jestliie Je splnéna podminka

I<a | WIk>1<[E, - €,  (25)

pro v8echna m # k. Vyjdd¥eno slovy: maticové prvky operdtoru poruchy
musi byt mnohem men3f neZ vzddlenosti mezi odpovidajicimi energiovymi
hladinami neporulené soustavy.

1.2) Postup pfi vypoltu korekcf k degenerovanym hladindm

Projdete-1i pozorn& vypodty v predchozim odstavei =zJjistite, Ze

' vysledné vzorce (23),(24) jsou pouZitelné, jestliZe energiovd hladina

_gk je nedegenerovand., Degenerace ostatnich hladin (pro mfk) nenf na

zdvadu, pouze by bylo trfeba sume.e pfes m Jedté roz8ifit o soudty pfes
~ degenerované stavy: misto §, bychom m¥li ¢ _.(i=1,2,...,g , kde g  Je ;

stupen degenerace m-té hladiny em), ve vzorcich by vystupovali maticové
pPrvky
I Wle> = f¢;iw ¢, 4T (26)

av {23) i (24) by se doplnily je8t& sumy Z: .

Predpokléde jme viak, Ze hladina Ek , k¥ ni% chceme po&itat korekce]
je f-ndsobn® degenerovand (pro pfehlednost pideme £ misto gk). Znamené
to, Ze existuje f linedrné nezévislych stavl, reprezentovanych orto-
normalnimi funkcemi

Pe1s Piar oo o Yir (27)

" a ve vdech m& soustava energii ek .
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VySe uvedené vzorce pro nedegenerovanou hladinu jsou nepouZitelné piede-

' . v8im proto, Ze p¥i Jejich odvozenf jsme vychédzeli z p¥edpokladu o pire-

chodu funkce ? vlivem poruchy W ve funkeci ¢k y vV nulté aproximaci
platilo Pk ?k' V pf¥i{pad€ degenerované hladiny £k viak miZe byt ¢£°)

né jekou linedrni kombinac{ funkef (27). Dals{ ddvod,prod jsou formule
(23),(24) bvezprostfedn¥ nepouZitelné, je nédsledujici. ProtoZe po%ftdme
vZdy korekei pro uriity stav - Fekn®me ykj - objevily by se ném ve
vzorcich (23),(24) maticové prvky (zohecndni (26))

<kl Wiky> = ch;;iw. Ppy 4T (47) (28)

KaZdy z t&chto prvkﬁ by se kombinoval se Jmenbvatelem 5 E

a jestliZe by ndkteré prvky (28) byly nenulové, odpovidajici séitanci
by divergovaly. Poznatek, Ze hlavni potiZ spoéivé v nenulovych matico-
vych prvefch {kilWlkj> ukazuje také cestu k Fedeni.

Vime, ¥%e ka%d4 linedrni kombinace funkef (27) reprezentuje mo¥ny
stav soustavy s energii €. JostliZe tedy najdeme soubor f ortogondlnich

funkel ¢4 . £

Py = 2_; Py Py RO 11,2508 (297

‘ takovych Ze bude platit

gl Widy g J‘#mw $py v =

pro i#93 1,351,2,...,f , , ,
miZeme soubor $ua, Pyprsees ¢kf uZ{t mfsto souboru (27) a p¥i vypoZtu
koreke! ke stavim s energii €, rle (23),(24) 3ji% nebudou vzniksat
obtiZe. '
JestliZe tedy chceme politat poruchovym poZtem opravy k degenero-
vané hladind Eyr mus{ byt prvnim krokem nalezeni takovych koeficientd
do (29), aby funkce ¢>kj splnovaly podminky (30).

(30)

ij .
Abychom dals{ formule zbytedné nekomplikovali mnocha indexy, nebudeme

piechodn& vypisovat index k (oznaéuje Jen, Ze se v3e provédi pro dege-
nerovanou hladinu €,). : ’

~ UkéZeme, Ze sglnén uvedeného dkolu, tj.nalezeni koeficientd bJ
(5=1,...,f) do (29), tak aby platilo

<¢ilWI ¢j> = 0 pro i#j a i,j=%,...,7,

vy%aduje nalezen{ vlastnich vektord s vlastnich hodnot hermitovské
" matice
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(WD AWl ... (1\.‘1:&“1‘)\
' Wiy eiwi> ... 2w e _
W= . . - . 0

<flw|i) <fl.wlz> . <rl’.wlf)),

| kde {1)W13> Je déno (28). :

. Z linedrnf algebry je znémo ([11,13,23)), %e hermitovské matice dimenze
£xf mé £ redlnych vlastnich hodnot; v nadem p¥i{padé Jje ozna&ime( 1 u
nich by m&l byt index k ) ' |

‘ ) Ei ) Ez '} » - - ’ Ef : - ' | -: ) . (32)_
K nim p¥isludf £ vlastnfch vektord _ >‘
bi , b2 p ¢ & oy bf 3 . ) (33) .
které mohou byt vZdy vybrény tak, Ze jsou ortonormélni a tedy plati
<b ‘b ) E q.j PJ , = gqp - l L (34) .
kde p,q=1,2,...,f (druhy index u b rozliéuje £ sloZek pfisluéného vek- :

toru).
ProtoZe Jde o vlastni hodnoty a vektory matice w (31), plati

- — : - ; : . - .‘ ) : : 4,
LI = B, b, o N | (35a)
nebo ve sloZkéch '

| Z Sl bPi Ep by (FLzenn ()
Vynésobime-li (35b) zleva b¥ j@ seéteme pfes 3-1 2,_..,f dOBtaneme

(ze maticovy prvek dosadime vyjédfeni pomoci integrélu (28) a zaménime :
integraci a sumacl) -

‘ £ N SR
L u* * © i * .='_« - * S
JLO ) 0 (0 ) = 3 s
=L =1 \ 3= -
= b )y = &, 2§ (poale(34))
= ¢, (podle(29) = 4, = 9pq (podle(34))
takZe plati (dopinime-li'opét index k, srov.(BO)) .

WOy = 58, o ee

Ziskany vysledek ukazuje, Ze nalezenim vlaetnich vektorﬁ a vlastnich
‘hodnot matice W (31) ziskdme: .
"a) koeficienty b, k3 do rozvole (29); pro funkci ‘pki to budou slozky
vlastniho vektoru bi H :
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[
b) soubor vlastnich hodnot (energif)

: Ekl , Ek2 )y s s ey Ekf ‘
které vlastnd predstavujf korekce 41.P4du k energii Ey_s OvEfite to tak,
%e(ve shod® s pivodnim zém&rem) pouijete funkce ¢ ryeses Oyp misto
funkei (27) a budete politat korekce ze vzoreid (23) (24); korekce
1.74du k energii €, pek jsou prévé dbkﬂld\¢ki), vyJéd¥ené vztahy (36).

Prdvé& popsanou procedurou jsme tedy nejen odstranili obti%e spoje-~:
né s pouZitim formulf{ (23),(24) na degenerované hladiny, ale soulasnd '
jsme i na¥li korekce 1.¥4du k energii. Proto také Jiélv tomto kroku
dojde zpravidla k Zdstelnému nebo i dplnému sejmut{ degenerace vlivem
poruchového &lenu (obr.43). = i

(a) LBy (b)
ol T B2 c Ex1 ™2
&y Tal ‘o kS B, '
NN \ k3
" B, e-1

N ‘_Ekf"'"Ekf

Obr.43
Vliivem poruchy W se miZe z plvodn& f-ndsobné degenerované hladiny €,
sejmout(a) dpln& nebo (b) ¥4stednd degenerace (schematické zndzorn&ni).

Z pfedchozi¢h kapitol jiZ vime, Ze degenerace (vyJma néhodnou)
je disledkem symetrie studovaného systému. Tato symetrie se projevi
'v tom, Ze hamiltonidn soustavy je invariantn{ vzhledem k operacim symet-
rie soustavy (tj. nem®ni se, jestiiZe provedeme transformaci soufednic
odpovidajici provedeni operace symetrie,kters prevédi ‘soustavu v sebel).
JestliZe systém s hemiltonidnem J{  m&l urZitou symetrii, potom systém
s hamiltonidnem ¥= 9@ + W mdZe mit symetrii stejnou nebo niZ3{; rozho-
dujici je symetrie poruchového Slenu W. Hamiltonidn ¥ je totil )
invariantnf pouze k t&m operac{m symetrie, k nimZ je invariantn{ jak EW
tak W .. ‘ :
_ Ke snimén{f degenerace dochézi proto, Z%e poruchovy &len méd zpravidlq
ni%8{ symetrii ne: ﬂe (nap?. GC v pFipad® elektronu v atomu m4 nejvyééil
tj.sférickou, symetrii a W je néjaké dodete®né pole, které ji% kulovou
symetrii nemd). Rozhodnout na kolik hladin se degenerovené hladina roz-
5t3p1l ( a Jekou symetrii budou mit odpovidajici vlinové funkce ‘bki )
Je mo¥né bez provaddni konkrétnich vypoltd, v podstatd pouze na zdkladd
znalost{ grup = symetrie operatord Qﬁ 'hf { grupa symetrie operétoru Je
‘mnoZina viech operaci symetrie k nimz je operdtor inveriantni);je k tomu
‘ovdem t¥ebs znalost zdkladnich vét z teorie grup. Elementdrn{i dvod do .
" této problematiky Jje v [9] , skuteZné pFfklady uZitf nejdete napf. v[1o]‘.]__
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1.3) Poznémka o témd¥ degenerovanych hladindch

Casto se st4vé, Ze v energiovém spektru studované soustavy jsou
dvé (pfipadn® i vice) hladiny -~ Feknéme Epr Ep - blizko sebe e ostatnf
~ jsou od nich dosti vzddlené. P¥{mé aplikace vzcrc& (23),(24) na tyto
hladiny, i kdy? nejsou degenerované, neni obykle mo%nd; rozdil Ek - E .
+ ktery by se objevil v n&kterych jmenovatelfich vzored (23), (24), Je maly_ﬂ
. a odpovidajici ¥leny by byly proto velké. Jinymi slovy: neni splnéna B
_podmfnka (25) pro ugit{ poruchového poftu. Postup, kterjy se v tomto
~ pfipad® volf, je blizky tomu, ktery jsme prdvé uZili na degenerovanou |
" hladinu.Nebudeme ho zde uvad&t i proto, Ze jsme mu Jiz vlastné vﬁnovali
{odst.V.2 v I.,dilu skripta. .
Prvni krok spolivd v tom, Ze se vyreéi presnd vliv W na blizké B
hiadiny za pfedpokladu, ¥e jsou to jediné hladiny energiového spektra ik
. (zanedbd se interakce s ostatnimi stavy); prdvd toto jsme d&lall ve
egninéném odst.V.2. :
-V druhém kroku pak ji¥ miZeme,opit bez problémd,pou¥{it standardn{
poruchovy potet, nebol v Faddch (23),(24) se Ji% nebudou objevovat
-~ (ze étejnych ddvodd Jakd u degenerované hladiny) velké tleny; misto
vlnovjbh funkef ‘Yk s \f budeme totiZ pracovat s funkcemi (v.56).

1.4) Pr{klady pouZitf poruchového poZtu

1.4.1) Anharmonickj linedrn{ oecildtor

"Potencidln{ energie harmonického oscilétoru je déna vyrazem T

(VII.6): V= kx*/ 2 . V odst.VII.5 jsme vidSli, %e tuto potenciélni .
~energii tasto dostdvéme jeko 1.¢,roximaci, JestliZe funkei V(x) rozvine—'

me v Taylorovu Fadu okolo rovnovéd¥né polohy a ukonfme Jji kvadratickyn
- &lenem (srov.(VII 87)). Jsou=-1i vychylky z rovnovaZné polohy véis{.
(nap#. pfi vyﬁéich teplotéch), zadnou se vyraznéji uplatnovat daléi,
tzv. anharmonické, Sleny Taylorova rozvoje. ' ;
Pfedpoklddejme, Ze jako daldf (poruchovy) %len vezmeme élen ﬁmﬁrn&
x3. Pie jdeme-11 op&t k prom&nnym X, P aza 3ﬁ vezmeme hamiltonién
(VII.10a),tj.

bude poruchovy operdtor S e f

W

kde A&l je bezrozmérny parametr. ‘ — R
“D¥ive, ne% za¥neme mechanicky aplikovat vzorce poruchového podtu, muaimel

~gi ov&fit, zda jsou splnény viechny pFedpoklady, které Jsme pfi Jejich‘”
- odvozen{ udélali.

]

o= o (27 v 4P : _‘3""’?'

AKX : o am
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Na potenciélu X2/2 s poruchou (37b) si miZeme ukdzat, %e pouhy pofada-
vek aby poruche byla mald, nemus{ byt postsfujfct.
Pro = O m4 hamiltonidn (37a) diskrétnt energiové spektrum

en=n+-%» , n= 0,1,2,... (38)
Dé se ukézat, Z%e plati )
MEIX 0> &gy - 641 = e - m] (39)

takZe podmfnka (25) je pro A4 vZdy spln&na a pouZitf poruchového
poltu by zddnliv® nem#lo nie brdnit. Obezfetnosti p¥i jeho aplikaci
Je vBak t¥eba proto, ¥e pro A# O mé hamiltonidn s potencislni energif

Vo= X272 + AX3

spojitou ¥4st energiovéhov spektra. Pro dostsateind velké zdporné hodnoty
prom&nné X Je totiZ potencidlni energie mendi neZ celkovd energie ¥dsti-
ce (obr.44). Vinové funkce a energie ziskané poruchovym poltem pak popi-
suji vlestn® nestaciondrni stavy. (dstice toti% miZe projft potencidlovym
valem a postupovat do -co ., Pro msld A Je véakx <tento proces milo prevdé;
podobny (bariéra je vysokd a pro stavy s malymi kventovymi &{sly n je
znadn& Birokd) a proto budou FeBeni z{skand metodou teorie poruch prak-
ticky shodné se stacionédrnimi stavy; v té&chto p¥ipsdech se zpravidla
mluvi o kvazistaciondrnich stavech.

Obr.44
Potencldlni energile

V = -%- X% + ..XX3 prox= 0.1

Diskrétni energiové spektrum mé
Zdstice vidy, kdyZ V(X)> E pro
S - X—=2:t03, cof v naSen p¥ipad® neni
pro X— -oo spindno. Cérkovend

Je vyznalen neporuSeny potencidl.

Vzorce poruchového poltu Jjsme odvodili v souradnicové reprezentaci.
Je samozie jm& moZné postupovat p¥l odvozovéni naprosto stejné a neodvo-
l4vat se pritom na Z4dnou konkrétni reprezentaci; v3e se prestd provédi
v Diracov& vektorové symbolice. Vysledek ktery tek ziskdme, je, vzhledem
k oznadenf{ které jsme uZili pro maticové elementy, shodny s formulemi
(23),(24). Vyu¥ijeme toho a provedeme Feden{ nadi dlohy v reprezentaci
kreadnich a anihila®nich operdtord s nf{% jsme se seznémili v kap.VII.
Uvidime, Ze je to elegantni algebraickd ceste, kterd dovoluje snednoc
‘nalézt pot¥ebné maticové prvky {(podrobné Fedeni v sourednicové reprezené

taci najdete napf. v I.dflu[5]).
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PR IC S e
Podle (VII.34) Jje operdtor souradnice X. vyjédi‘en takto:
)c = _2_ g* -+ a )

_ ¥2
takZe poruchovy Aélenw’:je v této reprezentacl vyjdd¥en operdtorem 4
-A A A3 ’ ?
"Af - 23/2 (a2 +a ) : (40e) .

S pouiit:(m komutadn{ relace (VII.33) a definice operétom n podle
(VII.32), miZeme (40a) snadno upravit na tvar

W = :;);2 [3*3 +83+ 308+ 3 (ﬁ+1)a} . (401,)_"‘;
2 s

‘Ozna&ime~1li ) m) ket-vektor p¥fslusejici stavu s vlastni hadnotou 2 ’!is
( v souradnicové reprezentaci je jm)= ‘#m' ), potom obecny maticovy prvek
<k|Wlm> Je souttem 4 &lend (maticovych prvkd):

{efwim)y = N 2'3/2 [<x18 3> + (k|83 (m) +
+ 3<x|B8Imy + 3 <k} (A+D)Elm> ] (41)

Pro vypolet jednotlivych &lend je t¥eba si uvédomit, Ze vlastn{ vektory
_@60 Jsou ortonormdlini, tzn, %e plat{

Kxlmy =4, " | (42)

Vezm&me nap¥. prvnf{ z maticovych prvkﬁ v (41), tJ. <k|“’3|m) .
A

Podle definice pisobenf operdtord &%,a8 (VII.48) Je
8*3m)> = &*8%8% n> = VD@D () |n+3>
tekZe (maticovy prvek je skaldrnfm soudinem |Kk)s (a+3|m) ) )

<k£€31_132 Vin+1) (m+2) (m+3) (kfm+3) . )
Vzhledem X platnosti (42) bude tedy nenulovy pouze ten maticovy prvek e
(kla lm) » v.nEm¥ je k=m+3 . V tomto p¥ipadd dostaneme |

(m+31873my = A(mHD) (m+2) (m+3) © (438)
Ste.jnou dvahou zfskéme nenulové maticové Prvky pro zija,jic:( t¥i aé:[tancay_‘
v (41) ‘ ) . »;
(=318 ) = Va@) (a-2) » (43b)"-’;"
(1| ha"|my = (me1)3/2 : " (43¢) -
(nebot a'Imd = Vm+lim+1> , hlm+l) = (m+l) |m+d) ) - " :
(a1 (h+D)&jnYy = n3/? , , (430)

! Nyn{ mi%eme pFistoupit k vypo¥tu korekinich élenﬁ pro vlastn{ hodnotu Ekf‘”
. _ProtoZe v3echny diagondlnf prvky (k)W k) jsou rovny nule, je i korekce.:t-

i 41.¥4du rovna nule. {ty¥i nenulové maticové prvky (43) se uplatni aZ p¥i- - g

i vypo¥tu korekce 2,¥d4du. Ze sumy pfes vBechna m#k zdstanou Jjen 4 &leny |

i 8 nenulovymi msticovymi prvky (43).
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Jednoduchy (ale pozorny) vypoéet d4 pro energii E v_aproximaci 2. if-édu
(pi‘ejdeme od g k E —Tuuek ;viz (VII.23))

+_1_. _2'2_2 1 2 7 2
(erg)bo - 208k 300 - L W

: (44)
Porucha W se tedy projevi sniZenim epergiovych hladin ‘(bez ohledu na

znaménko A ), p¥i¥em? tento pokles poroste s k. Energiové hladiny proto
u? nebudou ekvidistentn& vzddlené, ale s rostoucim k se budou k sob&
pribliZovat; platf totiz

By - Bq = ’ﬁw[i - —-i-—)? 1_:] . (45)

Korigovany stavovy vektor v aproximaci 1.¥4du dostaneme dosazem’m mati-
covyeh prvkid((41)+(43)) do vzorce (24):

Vi

k) - 3A ( ktl )3/2 | k+1) + 3,\(—‘;-)3/2 | k-1)

A [ (k+3) (+2) (k1) T2
T3 [ =2 ; “')J 32,70
- 1/2 :
. ; lk(k-lé(k-Z)] |k-3> | T (46)

1.4.2) Atom vodiku v homogennim elektrickém poli. Starkdv jev

Energiové hladiny elektronu, ktery se nachdz{ pouze v elektrosta-
tickém poli protonu, jsou (IX.44) ,

en = -EI—;Q— (n=1,2,3'oo-) (47)

Pro n»>2 Jsou hlediny nz-nésobné degenérované (neuva®u jeme-1i spin);

M& jme nyni vodikovy atom vloZeny do homogenntho elektrického pole
s intenzitcu € ve sm&ru osy z. Proto¥e elektrické pole nemdn{ stav
spinu, nebudeme explicitné spinovou proménnou ¢ a spinové kvantové
&islo m, uvaZovat. K hamiltonidnu 95 pro izolovany atom vodfku musime
dodat élen, ktery vy,j&di‘uje interakéni energii dipolového momentu atomu
d=-6F s polein £=(0 ,0,€) ¢ ’

’L(j'-—-d& = eX.€ =efz o (48)
I pro velmi silnd pole £ bude energie (48) mnohem men§i neZ energie(47)]
Vezm¥me napf. €= 10% vem™? ; potom ,
_ leEz|x e€a° == e.105ch”1.0,5.10*6cm = 0,05 eV,
cof jJe energie mnohem menif neZ ioniza¥ni energie EI—13,6 eV, Je proto
mozné chépat 'hf,jeko poruchu a uZit poruchovy poéet.
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Energiovd hladina pro n=l (stav 1s)
" Korekce 1.¥ddu je

<1s\W s> = e £ <1slzile)> C(49)

Na zdklad& Jednoduché dvahy miZeme bez potitdni dospdt k z4viru, Ze

maticovy prvek (49) je roven nule: stav 41s Je sféricky symetricky, takie.

elektron miZe byt se stejnou pravdépodobnost{ v bodech -se soutradnic{ -j

z a -z, Maticovy element (49) vdak vyjadfuje té% stfedni hodnotu ~velkého

poftu m¥fenf soufadnice z ve stavu 1s (viz (IV.113)), kterd mus{f bt ‘

2 uvedeného divodu rovna nule. Neobjevi se proto %4dny efekt ﬁmérny €.
Korekce 2,.¥4du Je podle (20)

B2 = o2 g2 E l<1.0,; lzin,31,m>12 | (50)
n,l,m 1- &
n#l '

Nebudeme Jji exphcitné potitat, je vdak jesné, %e bude od nuly rizn4,
nevot mezi stavy |n,1,m) existujf tekové, které maji opatnou paritu
ne¥ stav [4,0,0> , takZfe pi{sluiny maticovy prvek bude nenulovy. ProtoZe:
€4 - €, <0 pron)2, bude korekce (50) zapornd & z&kladnf stav s °

se v poruchovém poli (48) sni3f.

Energiovd hladina pron = 2
Je 4-ndsobn& degenerovand. Pat¥{ k nf stavy

*2,0,0 ’ ‘Pz,g,i ’ ’{/2,1,,4 \}’210 » které oznaéime
28>, l2p> 5 d2p4> 5 l2p,y -~ (51)

Proto¥e jde o degenerovanou hladinu, musime postupovat podle odst.l.2,
tzn. nejprve najit vliastni vektory a vlastn{ hodnoty matice (31).

V naem p¥{pad® je to matice 4x4 & maticovyml prvky poruchy (48) mezi
‘stavy (51). V&tdina tdchto maticovych elementd je rovna nule. Tykd se to
predevdim t¥ch prvkd, v nich# vystupuj{ vlnové funkee pro rdzné vlastnf
hodnoty £, (s riznymi kventovymi ¥fsly m). Je tomu tek proto, ¥ efz |
komutuje s operdtorem é@ (platsf [z, ¥ ] = 0 ); potom totiZ miZeme napi*. :
psat

0= (2pql[e€z, L J12p> =<2p4lef =L, I2pD)-(K2p_q1¥, )e€z|2p,l) 4.
- \-——v-z ‘—"\r——d

=2+h {2p_4le€zl2py> , takZe

<{2p_ylefzl2py> =0 | L (5?)

1 'Vysledek Je konkrétnim pF{padem obecného pravidla: jestlie operdtor W
komutuje s néjekym integrdlem pohybua‘l hemiltoniédnu 9(’, y Jsou maticové
prvky W mezi riznymi vlastnimi stavy operdtoru A rovny nule.
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o— e e+ oo e et oo T

Zévér k nému% Jsme prévé doén, spolu 8 di‘ivé,jéim poznatkem, Ze
vdechny diagondlni prvky jsou rovny nule (viz dvahu za (49)), znamen4,
%e v matici (31) zistanou Jen 2 nenulové maticové prvky:

C2sjlefzl2p,> , <2ple€zl2s >

(53)

ProtoZe jsou hermitovsky sdruZené, sta¥{i vypofitat pouze Jeden‘ z nich:

{28 lefzl2p,) =
0 a 297

0 0 o
el

16m a4

0 o]

<

1ntegrélu pfes r provedeme substituci t =

/a

: -] E JerdeJ\dlp | tl}é*oo(r,eﬂf’) T 0030 \Pz,lo(r,e,‘?) r2 aine =

© ' » , T 2w -
f exp(.-r/ao)('l - -—) t drxf cos’ 0 sinf ab delf
2a; 0 ' 0

oo

o0
Jem(-r/ao) ('1--.-—-'-):'4 dr==_a%J 't(i-—-)t‘ at
0 -

2a
0 . V °A
ProtoZfe plati o0
' . J e* X ax=n (n>0)
Vo
je tento integrdl roven -36az .
D4le Je ar | 1 ) 2#
J c‘oeaesmede =jt2 dat =—3— a Jdl‘? '-'-2'3!‘7‘ :
: 0 R ~q Yo
Celkem tedy
(28 |e€z|2p > = <2p°|e€zlzs ) = -Bef.a (54)
a metice (31) je _
0. -3fa,} 0O O
~3e€a. O 1 O ) : '
W= | _T. © e ) (55)
0 ' 0 O : 0 : . ‘
0 0 o 0

takZe stalf najft vliastnf{ vektory a vlastnf hodnoty vyznaéené submatice'

dimenze 2x2.

Vliastni hodnoty Jjsou koi‘eny charakteristické rovnice

-E -3e€a, . 0
-3el e, -E
“takZe (srov.(32)) o '
: akZe srov' 3¢ E'l - -3eEa° » Ep = +3e€a°

(56)

(57).
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Odpovida jici ortonormdln{ vlastnf vektory b‘l ’ l:»2 (33) miZeme vybrat
takto

1 1 -

? . -1/2 -1/2 ;

b = -

Potom stev, kterému v nulté aproximasci p¥fslud{ vinovéd funkce o !
¢y =22 (1255 +12p5 ) S (59

bude mit v aproximaci 1.f4du posunutu energii o -3988"’ !
a stav s vlinovou funkedf

¢, =2Y2 (2s> - 12p ) (595)
bude m{t energii posunutu o +3ef G . |

Degenerace hladiny €, se tedy sejme jen Zdstelnd, zlstane jeXtd nezm§— ,
nény dvojndsobn® degeneroveny stav (obr.45).

|25°> R q)z
l2p0> . 7 ’,,’ "3883
e, oy g ey g
. |2p_p oy Jefa, ¢
(a) (b) 1
Obr.45 '

V1iv homogenniho elektrického pole na vodikovou hladinu 82. _
(a) bez pole , (b) v poli € . ' b

Roz#t&pen{ hladiny €, se projevi v optickém spektru tak, Ze misto jediné
téry,odpovidejic{ pFechodu z hladiny E, na £4,8e objevi 3 &4ry, které
p¥i{sludf prechodim z tirech hladir v obr.45b.na hladinu E'J. .

Roz#tépeni spektrdlnich Zar vlivem elektrického pole se nazyvd Starkdv
Jev. Za poviimnuti je#t¥ stojf, Ze zatfmco pro nedegenerovany stav 1s
neexistoval Starkiv jev umdrny £ (korekce 1.¥4du byly nulové), pro
degenerované hladiny se objevi.

2. Variadni metoda

: Variadn{ metoda, kterou si nyni popi¥eme, md diroké pouziti,.zejmém{ .
v kvantové teorii atomd a molekul. Neni to metoda poruchové,'takz‘e nevy-
%aduje d&lenf hamiltonidénu na 3& a malou dodate¥nou energii W; zato
viek, Jak uvidime, JjeJji dsp&sné a efektivni vyuZit{ vyiadu,je trochu
fyzikélnf intuice a zkulenosti pFi odhadu vlnové funkce, kterd mi byt
tedenim studovené staciondrni Schr'édingerovy rovnice. Nejlastdji se

-uZivd pro nelezeni p¥ibliZné energie a vlinové funkce zédkladniho stavu

_soustavy, je viek mo¥né j}i snadno roz3f¥it i1 na excitované stavy. '

v

e



