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VII. HARMONICKY OSCILATOR |

1 vod

Ne ndhodou vénujeme Uvodni kapitolu vyznemné fyzikélni souéta&é;v-
- Jednorozmérnému (linedrnimu) harmonickému cscildtoru. Detailn{ rozbor
kvantov&mechanického Fedeni harmonického oacilétoru 'Je nsobyle jn& dile-
31ty z fyzikdlnfho hlediska, nebot existuje velky podet nejrﬁznéjéich
soustav, JjejichZ FeBenf se redukuje (alespon aproximetivnd) na dlohu ‘
o harmonickém oscilédtoru. Navic vBak jde o jeden z mdla kvantovémecha-
nickych systéml, které lze Felit piesné ProtoZe nékteré kroky Predeni,
které je provedeno v odst.2.1, sa v mirné obmEn&né formé objevi i v ndas-

ledujfcfch dvou kapitoléch, je jim zde vZnovédno vice mista. Algebraické

fedeni provedené v odst.2.2 ilustruje, Ze vlastni hodnoty & vlestni
vektory hamiltonidnu lze nalézt bez Fedeni diferencidlnf Schroédingerovy
rovnice, pouze & vyuiitim postulovangch komuta¥nich relacf. Krom¥ toho
se zde objevi Xrean{ a anihila®ni{ 6perdtory znédmé z kap.VI, které
umo¥nu j{ velice pFehlednou formulaci dlohy o souboru nezévislych harmo-
nickfch oscildtord v odst.3. V odst.4 jsou kvantovédmechanické visledky
doplndny o zékladni zévér statistické mechaniky, Z{m%¥ se zna¥n& roz8{¥{
okruh moZnych aplikaci. Zévéreény odstavec 5 je pak vénovén nékolika
aplikecim na konkrétni systémy.

1.1) Harmonicky oscildtor v klasické mechanice

0 harmonickém oscilédtoru mluvime vidy,kdyZ jde o Zdstici (presné:
hmotny bod) s hmotnoet{ m, kterd je k né&jakému pevnému bodu O p¥itaho-
véna silou umdrnou vzddlenosti od O (obr.l); pro sflu pisobic{ na Shstie

- ci tedy platd

m F=-x7% , (1)

| kde k Je konstanta dmérnosti. |
Popsand soustava pFedstavuje harmonicky
oscilédtor v 3-rozm&rném prostoru. »

0 JestliZe konstanta k nezédvis{ ne sméru

vychylky ¥ , jde o tzv. izotropn{ harmo-

nicky oscilétor. s

Obr. 1

Newtonova pohybovd rovnice pro tekovy oscilétor Je -
a®F -
n-—s = - kT , ' : _ (Za)

co% rozepséno do sloZek ($=(x,y,2)) 44 3.rovnice
ax aly ) a?z L (200
m .= -k X g = -k ¥y m = -k Z : )
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Pro dplnoat Jen poznamene jme, Ze pro anizotropni 3-rozmdrny’ oseilétor
(x zdvis!{ na smdru vichylky) Jje vidy mo!né naJit takovou kartésakou

soufednou soustavu, %e v ni op¥ét dostanem@ 3 rovnice (2b), ovien -] treni.

riznyml konstantami k.

Separace proménnych v rovnicich (2b) (tim rozumime, %e v kaZdé
gz rovaic vystupuje Jen jedne z prom¥nngch x,y,z) ndm z matematického
hlediska redukuje dlohu o 3-rozmirném oscildtoru na problén t¥{ Jjedno-
rozmérnych oecildtord. V daldim se proto omezime jen na studium Jadno-

rozm¥rného harmonického oascildtoru, tj. g4stice, kterd se mi%e pohybovat

pouze po p¥imce, pFiZemi sfla,kterd na ni plsobi, je Uimdrnd vzdélenoeti
‘od n¥jakého pevného bodu O na této p¥imce. Ztotoznime-li p¥imku s osou
Ox a bod O s poldtkem, bude pisobic{ sfla F = -kx a Newtonova pohybovt
rovnice mx = -kx . Jednoduchd realizace takové soustavy je na obr.2.

Obr. 2

Téleso & hmotnost! m Jo zavilené na
pruzind. V rovnovédiné poloze (a) Je
gravitaini sila mg kompengovédna silou
pisobic{ na m od pru!iny; V¢chylky

aby pti protaZeni (b) i stlalen{ (e)
- platil pro deformaci pru¥iny Hookdv
. zékon.

Cad B @

Vyddlime-1i pohybovou rovnici m a oznalime
n .

dostaneme oby%ejnou linedrni diferencidlni rovnici 2.Fddu pro funkei

x = x(t) (tJ.pro zdvislost vychylky na Zase) ‘

a®x(t) ' )
— cd -x(t) =0 ) S (4a)
| a2 . :
Jeji obecné Fedeni lze pedt v ndkterém z.nﬂsledujicich (ekvivalentnich) .
tvard: o : S
: ' x(t) = A4 sinwt + A, cos wt ' (5a)
nebo ‘ ' : , ' ,
' x(t) = B sin(wt +¢) . (5v)
nebo Coa
x(t) =C4 exp(iwt) + C, exp(-imt) (5¢)

K urdeni dvojice konstent - A4,A, nebo B,¢ nebo Cy,Cy ~ Je t¥eba gzndt

poééteéni podminky, tJ.polohu a rychlost Zdstice v néjakém urditém Zase;

-

Lf z rovnovédiné polohy jsou jen tak velké,

Eal
o
-~

[

(%3

oy

T

)




(‘\

fah

A
1 W0
\3

»

e )

'

svolime=-1i, tak Jjak Je to obvykl‘.'tlo, nusini,znit

(0) dx A
x - x e -y
o ' at t=0 o ' (4b) .

% rovnic (%) je zfejmé, %e pohyb 2dstice Je periodicky s periodou T,
kterd s kruhovou frekvenci w souvis{ vztahem w = 2% /T. Kal¥dy oscild~ |
tor mé svou vlastni frekvenci w , urlenou vztahem (3), tezn.konstantou k
charakterizujict pritaZlivou sflu (v obr.2 charekterizuje k " tuhost"
pruZiny) a hmotnosti m. Podstatnym zdvérem ndsledujictho odstavce Je
zji8téni, Ze vlastni frekvence harmonického oscildtoru je shodnd pro
klasické i kventovEmechanické Pefen{. To ndm umoZfiuje Pedit Wlohy v nich
Jde jen o stanoveni vlastnich frekvenci (nap?. kmity molekul, krystalové '
nf{%e apod) jednodusSimi postupy klasické mechaniky,i kdy% se jJednd

o soustavy mikroldstic.

1.2) Kvantovdmechanicky hamiltonidn

K napedni hamiltonidnu potrebujeme sndt potencidlni energii V(x),
kterd je definovand jako préce potrebnd kX pPeneseni Sdstice s rovnovalnd
polohy O (poldtek souladnic) do mfeta se souradniocf x. Prdce vn¥jdfch
sl nutnd k infinitesimélnimu vychyleni 34stice z mista §{ do mista
se soufadnic{ E-r df Je k gdg (-—kf je sfla plisobic{ v mfetd se sou-
fadnict f na 3dstici smérem k O, vn&Jj3{ sila musi{ plsobit proti této

sile a je tedy +k§ ); celkovd préce pro posun z O do x Je
X

V(x)sjkgag = tx? =fmf S (&)

' 0
Klasicky hemiltonidn pro jednorozmérny harmonicky oscildtor je soudtem
kinetické energie a V(x)2= o
P
Zm
Kvantovdmechanicky hamiltonidn ﬁ dostenems z (7) ndhredou p a x
odpovidaJiéimi operdtory B, R (podle 7.postuldtu,v I.dflu str.110)

H =

+ %mwz x2 | (7)

A pe '
E = + %- nw? ¥ , ' (8a)
2m ) :

pritem% operdtory P, X spliujf komuta¥n{ relacti

%, p] =18 | | (8b)

Abychom p¥i FeBen{ nemuseli neustdle prepisovat nepodsiatné konatanty,
pre jdeme od operdtord 5. 4 k operdtorim ? ,.X transformaci
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Polo¥ime-1i Jo¥td | ‘ . g

f=ho ¥ e
bude ' . ) . | .
=3P xd | . ow
a k tomu komutdtor ) o | '
‘ ' [x.?]”r . _ ~ -~ (100)

!ia!q.n dkolem nyn{ Je,‘n'aléz‘t vlastnf hodnoty & & viastni vektdry Lp>
Hemiltoniénu 2 , tzn.Fedit Schrddingerovu rovnici '

Aig> = e 19> B - an
V terminologii pétenciélovych jem z kap,III jde o nalezeni moinych‘
stavd Zdstice v parabolické potencidlové JAmE, nebot V(x) ~ x2.

g8 pro harmonick qaqilétn;

2, Bohrédin arove rovnig

2.1) Redent v souradnicové reprezentaci

Hamiltonién (10a) prevedeme do sou¥adnicové reprezentace tak
(viz kap.IV,odst.3), Ze za operdtor soufadnice X vezmeme p¥imo
proménnou X. Diferencidln{ operdtor pro P musf vyhovovat (10b). Pro
pivodni impuls P z (8) by bylo p = -ih (d/dx) , pro transformovany
impuls P Je ’ | o

(W)

d

P — . a2
ax _ ‘
Schrddingerova rovnice (11) md v této reprezentacl tvar
1, @ | : - |
o + X ‘P(X) = & \f(X) o (13a)
2 ax2 ’ :

nebo po upravd

: I | |

g '

2L i (ae - %) p =0 (13b)
ax ' '

Viastni vektory [¢> jsou nyni reprezentovény vlnoviymi funkcemi ?(X).

" Redent této diferencidlni rovnice nen{ ji% tek snadné, Jjako tomu
bylo napf.u rovnic z kap.III. Nejde toti% o diferencidlnf rovniei _
e konstantnimi koeficienty. ProtoZe zdkladni my&lenky peSent se vyuifvaj{) .
4 pFi jingch ulohéch, provedeme ho zde podrobnZji. . - &
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