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IX. 8ASTICE VE SFERICKY SYMETRICKEM POLI

V této kapitole si bli¥%e v&imneme kvahtovémeehanickych" stavd
¥dstice nachdze jic{i se v centrdln# (sféricky) symetrickém poli, tj.
v poli, v ndm% potencidlni energie Zdstice V(r) zdvis{ pouze na jeji
vzddlenosti r od zvoleného pofédtku. Tato Yloha velice tzce souvisi
. 8 problémem momentu hybnosti, ktery jsme Yesili v p¥edchoz{ kapitole.
Skute¥nost, %¥e V(r) Je invariantnf (nem&nf{ se) vzhledem k libovolné o
rotaci soustavy kolem poldtku, vede toti% k tomu, %e hamiltonidn Zé4stice
komutuje se viemi sloZkami operdtoru & . To ale znamend, %e operdtory
2, &2; xz musi m{t spoledny soubor vlastnich funkef a tudf? dhlové .
¢4st vlastnich funkcf X bude rovna ji% znémym sférickym funkeim Y'{(G,a’). ’
Zbyvé proto urdit zdvislost vlastnich funkei & na proménné r,

[

1. Obecné charakteristiky ¥FeZen{

1.1) Zopekovédni poznatkd z klasické mechaniky

S{ile pisobici na ¥4stici v bodd M (OM=F) potencidlniho pole V(¥)
~Je ddna vztahem (gradient potencidlu viz dod.E)
, F=-vVD -
V nafem p¥ipadd (V=V(r)) '

= v T
F=-y9V . . g
(x) dr r o (1)

i e S

tekfe sfla F vidy m{f{ do poldtku O (obr.28). .

Obr.28

(4stice v potencidlovém poli aféricky
symetrickém vzhledem k poSdtku 0. ¥V, je
tangenciéln{ a V,, rediélni slolka rych-
losti ZAstice V. . ‘ \

Moment hybnosti Zdstice T vzhledem k bodu O Je T =FxP; v VIII.I Jeme
si ji% ukdzali, %e v centrdlnim poli je dl./dt=0 a pohyb dstice -se
proto ddje v rovin& kolmé k L. S .
RozloZme nyni rychlost ¥dstice V na sloZku tangencidlnf 'v't. a
radidlni ¥, (obr.28). Velikost V. je :
| | ’ dr - : '
v, === _ : 2)
r dt (
Velikost tangenciélni sloZky 'v,c Je moZné vyJjadfit takto:

rl‘v't|=ﬁ‘xir'| (3
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S pfihlédnutim k (3) je moZné velikost L padt ( u jJe hmotnost ééstice)
| (T1=1F xu¥1 = 417, | SRS
Celkovd energle %4stice Jje ' : |

= % (;?2 + Y(r) = % 4L$§ + % 513% + V(r) - (5)

Vyu#i jeme-1i (4), miZeme ji zapsat takto

1.2 2 . s ' |
= -2- (U.vvr + -27;2' + V(r) ‘,l 7 (6)
takZe klasicky hamil;onién‘ sousfav‘y Je -
ngr+__%+\7(r)‘ ST (7)'
2 2pr®
kde .
= dr '
Pr = A 3% S . (8)

Je hybnost sdru%fend s r a L2 se musi vyJjddr¥it v prom&nnych r, G,tp

a 8 nimi sdruZenych hybnostech Pr Pg s p‘f UkédZe se, %e (viz napf. [8],
zde odvozeni{ neprovidime, protoZe vy jadi¥ent operétoru &2 ve sférickych
sou¥adnicfch jesme ji? z{skali v (VIII. 7))

12 2

=p2 4+ —p— p | £ (9)
J sin“@ !

V hamiltonidnu (7) Je kinetickd energie vyjddfena soudtem dvou &lend: ‘

radidlnf kinetické energie & kinetické ener_%ie spojené s rotaci kolem 0. '

'Vyu¥ijeme-1i toho, Ze v centrdlnim poli Jje L integrdlem pohybu (dL/dt=0 :

takZe 'I’..=konst)', ‘Je v (T) 12 pouze parametrem & H pak zdvisi pouze na '

prom¥#nné r. Dostdvéme se tim k jednorozmérné dloze (s r m&Enfcim se od

0 do +00 ) o pohybu gdstice s hmotnostd @ v "efektivnim potencidlovém

poli” : 2 o
V o(r) = V(r) + : ' - (10)

ef 2 ‘urz _ _ ‘

1.2) Kvantovémechanické formulace

‘Staciondrnf Schrodingerova rovnice pro naéi dlohu .je

. > L

[- -g—'- V2 +V(r)] 1)(1‘) = E\]i(r) : (14)
Vyjdd¥ime-11 Laplaceliv operdtor V ve sférickych soui‘adnicich dostaneme
(viz nap¥.[13]) :

B E 1.0 ., 1 P
a=v _a&?”"ﬁ'(ae"’ tg@ 00  sin°0 b_~r")'

r r
(12)

”»
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s 562 ve sférickych soufadnicich podle (VIII 7) Je kvantov&mechanicky
hemiltonidn roven : -
. 52 1 ) 2
% = - e Ay

2p v drf - 2(/.1'2

4 V(r) (13)

Ohlovs zévislost (ur&ovand 6 t{) tohoto hamilton:lénu Je zcela obsaZena
v operétoru.£ . Zavedeme-1i vhodné operdtor pr , Je pFechod od (7)
k (13) zfe jmy. -

UkdZeme nynf, jek postupovat p¥i fedeni Schrodingerovy rovnice
2 2 ‘ 2

[t i vl gy < ponap

, (14)
ProtoZe operétor g2 pﬁsobi pouze na dhlové proménné 0,y, must komutova#

s kaidym operétorem, ktery pisobi pouze na prom&énnou r ( toté% platf

o operitorech f £, JC - viz (VIII.6)). ProtoZe samoz¥ejm® komutuje

gdm se sebou, ;)e z {13) vidst, Ze

[QC,£2] = 7 | - (153)
[%,2,]=0 | (15b)

JelikoZ operdtory ¥, 1,2, ;ez vzéjemnd komutujf, musi mft spole&ny
systém vlastnich funkcf, které budou spolefnym Fedenim rovnic

¥ (00 = EY(r,0,y) (16a) .
22 ¢ (2,0,9) = 1DEE y(x,0,9) (16b)
L, ¢ (r,0,9) = ohY(r,0,¢9) . (16c)

P#i psani (16b) (16¢) jsme vyuZili toho, %e vlastni hodnoty gﬂ a £
Ji% znéme (srov.(VIII.8),(VIII.il) a (VIII. 20)) Proto%e Jji% zndme

i obecny tvar ‘spole&nych vlastni~h funkef £ aE (jsou to sférické
funkce Yl(e,tp) ), musi byt spoleiné Fedeni rovnic (16) pro pevné lanm
soufinem funkce zdvislé jen na r a sférické funkce Y, G W), tde

y(r,8,¢) = R(r) T7(0,¢) , (17)

A% je R(r) jekékoliv,  (r,B,¢) bude Fedenim (16b), (16¢), nebol aE £,
nepﬁsobi na r. Zbyvd tedy Jen urdit redidln{ funkei R(r) tak, aby

Y (r,8 »p) byla 1 vlastnl funkef hamiltonidnu % (tj.feSenim (16a)).
Rovnici pro R(r) ziskéme takto: do (16a) dosadime x*z (13) a funkel ¢
ve tvaru (20); protoZe p Je vlastn{ funkei £ R nahrad{me &2 ¢ pravou
stranou z (16b) a rovnici délime Yl 0 )+ Bro radidlnf funkcd 3( r)

tak obdrZime rovnici o ) -

| 2 2 2 . . —.‘
[_ LS BT GNP TE X ST vm} R(r) = ER(x) (18-

24 r ar 247
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Ze zdpisu rovnice (18) Je zrejmé %e jde o rovnici pro vlastni funkca

" { R(r) ) a viastn{f hodnoty ( E ) operdtoru v hranatych zdvorkéch;

Wy

rozliSovat je budeme indexem (kvantovym dfslem) k . ProtoZe ale sém
operdtor obsahuje kvantové &{slo 1 coby parametr, bude na 1 zéviset
i R(r) a E, tak¥e bude nutné psét Rq(r) a By a

m
Yiera(T 1600p) = Bg(x) ¥ 166:) -
K diskusi a Yesenfi rovnice (18) je vyhodné provést Jaété substi tuci

() : L
Bkl(r) = p” ’ ‘ (19)
kterd po dosazeni do (18) a Gprav& d4 rovnici pro. funkce “kl( r):
h2 _&# ., 1asDh |
-— 5 2 V(r) (r) = u,_,(r) (20)
[ 2 . ar 2ur ' ]ukl 1

Vdimné&te si, Ze Jjsme zf{skali rovnici zcela analogickou t&m, které Jsme
m&li prc jednorozmé&rné dlohy v kap.III s tim, Ze (20) by odpovidala
stavim &dstice s hmotnost{ u v poli s potencidlem (srov.klasicky vysle~
dek (10)) 2
Vep = V() + 1(1+Dh
2ur

Nesmime ov3em zapomenout, Ze,na rozdil od dloch v kap.III Je v (20)
proménnd r pouze z intervelu OLr<{+o0,

(21)

Nebudeme zde provddét rozbor podmine‘k pro fyzikdlné p¥ijatelnd
teSeni rovnice (20) s obecnym potencidlem V(r) (viz nap¥. [3]). Pouze B
si uvédomme, %e singuldrnim bodem, v jehoZ okolf bude t¥eba FeSeni
predevsim V{Eeti‘it, ‘Je r=0. ProtoZe nprmalizaéni podminka pro funkce
U4 (r) Je :

N , ‘ ,
jukl(r) Uq(r) dr = 1, (22a)
0
bude muset funkce uy (r) klesat,pro r -0,k nule alespon tak rychle  jako
", mé-11 1ntegrél v (22a) konvergovat. S

1)Poti‘ebujemé nekonec normelizaci (1n, tj. splnént

: jq’klm"’klm dt =1.

Sférické funkce Jsou v¥ak Ji% normalizovény podle (VIII.33),. takZo -
zbyvd aby platilo ( d¢ Je ddno (VIII.5))

oo

f Ry (7) Ry(m) =2 ar = 4 ; | (22b)

_ o |
co% s (19) A& (22a) (viz Jedtd ddle (48)).

&
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Z druhé strany, pro r—~ o0 , pfejde (20) v rovnici

2
.h2 d Upq

yng [V(e) - By ] u (e (23)

a maji-11 existovat vdzané stavy, musi byt pro rostouc! r rozdil
{ V(r)-Ekl ) > 0. Funkece. uy,( r) buds tedy pro r-+oo exponencidlné

riist nebo klesat, pii%emZ rostouct feéeni je opét t¥eba odmitnout jako
fyzik41n& nepii jatelné.,

2. Atom vodiku

2.1) Refeni{ rovnice pro radidlni &4st vlinové funkce

Nejjednoduss{ atomovy systém - atom vodiku - Je tvoren elektro- .
staticky vdzenou dvojic{ proton-elektron. Z odst.VIII.5.1.2 jiZ vime,Zé
‘problém dvou ¥dstic lze vZdy rozdélit na dv¥ nezdvislé llohy: pohyb
t&2i3t8 soustavy a pohyb fiktivni ééatice s redukovanou hmotnostd
M= B /(m +m_) vzhledem k poldtku, ktery Je v t&2i&ti soustavy.

v naéem pripedg Je hmotnost protonu mp mnohem v&t3{ ne% hmotnoet elek~-
tronu m. Potom ale

&= __n_xp_ m ('1 - El—e-) | (23)

m +mp e mp )

kde korekinfi &len me/mp:z 1/1800 , takZe t&%i5t® soustavy je prakticky
v témZe mi{std kde proton & zmin¥nd fiktivnf Cdstice mlZe byt s velmi
dobrou presnosti ztotoZnZna s elektroﬁem, To je také ddvod, prod v dalsinm:
‘budeme (m{rn& nep¥esnd) mluvit o Zdsticl s bmotnosti{; Jako o elektronu
a proton budeme povaZovat za pevny v poZdtku soufadnic (obr.29).

Ovr.29

K redeni atomu vodiku. Proton s hmotnost{
m_ a nédbojem +e povafujeme za pevny Vv po-
gdtku a fiktivni ¥dstici s hmotnosti U= m,
a ndbojem -e v dobrém pFibliZeni ztotoini«
me s elektronem. ‘

~ Potencidlni energle vzdjemného elektrostatického plisoben{ v soustavé
e? : ‘
V(r) = = o (24)
ame ¥
. m4 sférickou symetrii, tak¥e jde o konkrétni p¥ipad systémd uvaZovanych
. v p¥edchozim odstavel. Ste¥f se proto omezit jen na fe¥enf rovnice (18),

resp.(20), pro radidlni &4st vlnové funkce.






