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VII. HARMONICKY OSCILATOR |

1 vod

Ne ndhodou vénujeme Uvodni kapitolu vyznemné fyzikélni souéta&é;v-
- Jednorozmérnému (linedrnimu) harmonickému cscildtoru. Detailn{ rozbor
kvantov&mechanického Fedeni harmonického oacilétoru 'Je nsobyle jn& dile-
31ty z fyzikdlnfho hlediska, nebot existuje velky podet nejrﬁznéjéich
soustav, JjejichZ FeBenf se redukuje (alespon aproximetivnd) na dlohu ‘
o harmonickém oscilédtoru. Navic vBak jde o jeden z mdla kvantovémecha-
nickych systéml, které lze Felit piesné ProtoZe nékteré kroky Predeni,
které je provedeno v odst.2.1, sa v mirné obmEn&né formé objevi i v ndas-

ledujfcfch dvou kapitoléch, je jim zde vZnovédno vice mista. Algebraické

fedeni provedené v odst.2.2 ilustruje, Ze vlastni hodnoty & vlestni
vektory hamiltonidnu lze nalézt bez Fedeni diferencidlnf Schroédingerovy
rovnice, pouze & vyuiitim postulovangch komuta¥nich relacf. Krom¥ toho
se zde objevi Xrean{ a anihila®ni{ 6perdtory znédmé z kap.VI, které
umo¥nu j{ velice pFehlednou formulaci dlohy o souboru nezévislych harmo-
nickfch oscildtord v odst.3. V odst.4 jsou kvantovédmechanické visledky
doplndny o zékladni zévér statistické mechaniky, Z{m%¥ se zna¥n& roz8{¥{
okruh moZnych aplikaci. Zévéreény odstavec 5 je pak vénovén nékolika
aplikecim na konkrétni systémy.

1.1) Harmonicky oscildtor v klasické mechanice

0 harmonickém oscilédtoru mluvime vidy,kdyZ jde o Zdstici (presné:
hmotny bod) s hmotnoet{ m, kterd je k né&jakému pevnému bodu O p¥itaho-
véna silou umdrnou vzddlenosti od O (obr.l); pro sflu pisobic{ na Shstie

- ci tedy platd

m F=-x7% , (1)

| kde k Je konstanta dmérnosti. |
Popsand soustava pFedstavuje harmonicky
oscilédtor v 3-rozm&rném prostoru. »

0 JestliZe konstanta k nezédvis{ ne sméru

vychylky ¥ , jde o tzv. izotropn{ harmo-

nicky oscilétor. s

Obr. 1

Newtonova pohybovd rovnice pro tekovy oscilétor Je -
a®F -
n-—s = - kT , ' : _ (Za)

co% rozepséno do sloZek ($=(x,y,2)) 44 3.rovnice
ax aly ) a?z L (200
m .= -k X g = -k ¥y m = -k Z : )
ate ST e B
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Pro dplnoat Jen poznamene jme, Ze pro anizotropni 3-rozmdrny’ oseilétor
(x zdvis!{ na smdru vichylky) Jje vidy mo!né naJit takovou kartésakou

soufednou soustavu, %e v ni op¥ét dostanem@ 3 rovnice (2b), ovien -] treni.

riznyml konstantami k.

Separace proménnych v rovnicich (2b) (tim rozumime, %e v kaZdé
gz rovaic vystupuje Jen jedne z prom¥nngch x,y,z) ndm z matematického
hlediska redukuje dlohu o 3-rozmirném oscildtoru na problén t¥{ Jjedno-
rozmérnych oecildtord. V daldim se proto omezime jen na studium Jadno-

rozm¥rného harmonického oascildtoru, tj. g4stice, kterd se mi%e pohybovat

pouze po p¥imce, pFiZemi sfla,kterd na ni plsobi, je Uimdrnd vzdélenoeti
‘od n¥jakého pevného bodu O na této p¥imce. Ztotoznime-li p¥imku s osou
Ox a bod O s poldtkem, bude pisobic{ sfla F = -kx a Newtonova pohybovt
rovnice mx = -kx . Jednoduchd realizace takové soustavy je na obr.2.

Obr. 2

Téleso & hmotnost! m Jo zavilené na
pruzind. V rovnovédiné poloze (a) Je
gravitaini sila mg kompengovédna silou
pisobic{ na m od pru!iny; V¢chylky

aby pti protaZeni (b) i stlalen{ (e)
- platil pro deformaci pru¥iny Hookdv
. zékon.

Cad B @

Vyddlime-1i pohybovou rovnici m a oznalime
n .

dostaneme oby%ejnou linedrni diferencidlni rovnici 2.Fddu pro funkei

x = x(t) (tJ.pro zdvislost vychylky na Zase) ‘

a®x(t) ' )
— cd -x(t) =0 ) S (4a)
| a2 . :
Jeji obecné Fedeni lze pedt v ndkterém z.nﬂsledujicich (ekvivalentnich) .
tvard: o : S
: ' x(t) = A4 sinwt + A, cos wt ' (5a)
nebo ‘ ' : , ' ,
' x(t) = B sin(wt +¢) . (5v)
nebo Coa
x(t) =C4 exp(iwt) + C, exp(-imt) (5¢)

K urdeni dvojice konstent - A4,A, nebo B,¢ nebo Cy,Cy ~ Je t¥eba gzndt

poééteéni podminky, tJ.polohu a rychlost Zdstice v néjakém urditém Zase;

-

Lf z rovnovédiné polohy jsou jen tak velké,
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svolime=-1i, tak Jjak Je to obvykl‘.'tlo, nusini,znit

(0) dx A
x - x e -y
o ' at t=0 o ' (4b) .

% rovnic (%) je zfejmé, %e pohyb 2dstice Je periodicky s periodou T,
kterd s kruhovou frekvenci w souvis{ vztahem w = 2% /T. Kal¥dy oscild~ |
tor mé svou vlastni frekvenci w , urlenou vztahem (3), tezn.konstantou k
charakterizujict pritaZlivou sflu (v obr.2 charekterizuje k " tuhost"
pruZiny) a hmotnosti m. Podstatnym zdvérem ndsledujictho odstavce Je
zji8téni, Ze vlastni frekvence harmonického oscildtoru je shodnd pro
klasické i kventovEmechanické Pefen{. To ndm umoZfiuje Pedit Wlohy v nich
Jde jen o stanoveni vlastnich frekvenci (nap?. kmity molekul, krystalové '
nf{%e apod) jednodusSimi postupy klasické mechaniky,i kdy% se jJednd

o soustavy mikroldstic.

1.2) Kvantovdmechanicky hamiltonidn

K napedni hamiltonidnu potrebujeme sndt potencidlni energii V(x),
kterd je definovand jako préce potrebnd kX pPeneseni Sdstice s rovnovalnd
polohy O (poldtek souladnic) do mfeta se souradniocf x. Prdce vn¥jdfch
sl nutnd k infinitesimélnimu vychyleni 34stice z mista §{ do mista
se soufadnic{ E-r df Je k gdg (-—kf je sfla plisobic{ v mfetd se sou-
fadnict f na 3dstici smérem k O, vn&Jj3{ sila musi{ plsobit proti této

sile a je tedy +k§ ); celkovd préce pro posun z O do x Je
X

V(x)sjkgag = tx? =fmf S (&)

' 0
Klasicky hemiltonidn pro jednorozmérny harmonicky oscildtor je soudtem
kinetické energie a V(x)2= o
P
Zm
Kvantovdmechanicky hamiltonidn ﬁ dostenems z (7) ndhredou p a x
odpovidaJiéimi operdtory B, R (podle 7.postuldtu,v I.dflu str.110)

H =

+ %mwz x2 | (7)

A pe '
E = + %- nw? ¥ , ' (8a)
2m ) :

pritem% operdtory P, X spliujf komuta¥n{ relacti

%, p] =18 | | (8b)

Abychom p¥i FeBen{ nemuseli neustdle prepisovat nepodsiatné konatanty,
pre jdeme od operdtord 5. 4 k operdtorim ? ,.X transformaci
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Polo¥ime-1i Jo¥td | ‘ . g

f=ho ¥ e
bude ' . ) . | .
=3P xd | . ow
a k tomu komutdtor ) o | '
‘ ' [x.?]”r . _ ~ -~ (100)

!ia!q.n dkolem nyn{ Je,‘n'aléz‘t vlastnf hodnoty & & viastni vektdry Lp>
Hemiltoniénu 2 , tzn.Fedit Schrddingerovu rovnici '

Aig> = e 19> B - an
V terminologii pétenciélovych jem z kap,III jde o nalezeni moinych‘
stavd Zdstice v parabolické potencidlové JAmE, nebot V(x) ~ x2.

g8 pro harmonick qaqilétn;

2, Bohrédin arove rovnig

2.1) Redent v souradnicové reprezentaci

Hamiltonién (10a) prevedeme do sou¥adnicové reprezentace tak
(viz kap.IV,odst.3), Ze za operdtor soufadnice X vezmeme p¥imo
proménnou X. Diferencidln{ operdtor pro P musf vyhovovat (10b). Pro
pivodni impuls P z (8) by bylo p = -ih (d/dx) , pro transformovany
impuls P Je ’ | o

(W)

d

P — . a2
ax _ ‘
Schrddingerova rovnice (11) md v této reprezentacl tvar
1, @ | : - |
o + X ‘P(X) = & \f(X) o (13a)
2 ax2 ’ :

nebo po upravd

: I | |

g '

2L i (ae - %) p =0 (13b)
ax ' '

Viastni vektory [¢> jsou nyni reprezentovény vlnoviymi funkcemi ?(X).

" Redent této diferencidlni rovnice nen{ ji% tek snadné, Jjako tomu
bylo napf.u rovnic z kap.III. Nejde toti% o diferencidlnf rovniei _
e konstantnimi koeficienty. ProtoZe zdkladni my&lenky peSent se vyuifvaj{) .
4 pFi jingch ulohéch, provedeme ho zde podrobnZji. . - &

I')))
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Predn& potfabujeme k rovnici (13) okrajové podminky. Zfskéme Je
¢ obecnych poZadavkd kladenych na vlnové funkce, které jsme shrnuli
v kaprI,odst.3.4 : qr(X) musi byt pro vdechna X spojitd 1 s 1.der1vaéi{-
JednoznaZnéd, konelnd a kvadraticky integrovatelnd. ProtoZe koeficienty
rovnice (13) jsou pro konedné. X koneZné, jsou Jejimi Jedinymi singuldr-
nimi ‘body X=-©0 a X=+00 , takZe musime hledat takovd Fedeni, kterd
Jsou pro X-»* ¥ 0o konelnd. Uvidime, %é takovéto feseni existuji pouze
pro ndkteré hodnoty € ; tyto hodnoty budou hledanymi vlastnimi hodno-
tami opsrdtoru . A . ;

Pro velkd X (X~ + 0o) vyhovuje rovnici (13) FeSeni

 Pa(X) = exp(x X2/2).
Ovéfine to proatym dosazenim do (13) 8 tim, Ze zanedbéme 2 =& 1 proti
X2 ([exp(x X2/2)]7" = XPexp(+ X2/2); (26 -X°) = -X° ). M&-U (X
byt konefnd pro X—> + oo , musime ze dvou uvedenych Feden{ vybrat pouze
| %,(x) = exp(- X2/2), s
ﬁeéeni rovnice (13) v celém intervalu X nyni budeme hledat ve

tvaru . : _
¢ (X) = F(X) exp(- X2/2) . (15)

kde funkce F(X) musi byt tekovd, aby pro X-tco platilo ‘_1:(x‘)_—uo.
Losagenfm (15) do rovnice (13) a vyd&lenim exp(—X2/2) obdriime diferen-

ci1d1lnf{ rovniei pro funkci F(X)

a°rF aF . —_
E'{z-zx;i +(26 -1)F = 0O o {(16)

Zddnlivé jsme nic neziskali, nebot misto jedné rovnice (tj.(13)) méme
ayni jinou, na prvn{ pohled dokonce sloZit¥jsf. Matematicky erudovand j8{
Etend¥ vdak v (15) pozné jednu ze zndmych rovnic teorie tzv.speciélnich
funkci; v nafem p*{pad® je to rovnice pro Hermitovy polynomy. Pro néds

Je vdak dlleZité sezndmit se 1 s vlastnim postupem ieéeni takZa se
neomezime pouze na tento odkaz.

Hlede jme Ffedeni rovnice (16) ve tvaru mocninné Fady
O

FX) = Z 8 x¥ S an
k=0 ‘
posazenim (17) do rovnice (16) doetsneme

]
(o]

§ k(k-l)akxkz»f § (2¢ - 2k-1)a X%
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V prvn{ sum je pro k=0 a k=1 souXinitel k(k-1) roven nule, takZe miZeme
sumaci zal{t aZ od k=2. Jeatliie nyni v této sumé zaménime k na k+2,
,bueg se nové k ménit od O do o a spolu s druhou sumou d4

x40

) [ty (o1 Gep * (28 -2 -1 g ] ¥ = o (e
k=0 ' : | N e
Aby souet mocninné Fady byl pro vSechne X roven nulé, musfi byt koefi-
cienty u vSech mocnin X nulové. Pro ¥adu v (18) to znamend, Ze. musi byt
vyrazy v hranatych zdvorkdch rovny nule a tedy

2k - 2 + 1

‘8 = a | '(19)
k+2 (k+2) (k1) k T

1

Z tohoto rekurentniho vzorce mﬁzeme postupné uréovat koeficienty a fi
dva prvni koeficienty - 8,81 - pfedstavuji zatim neurlené konstanty
z obecnédho Fedeni rovnice (16). :

Plat{ iedy | - : |
eo;[i « L2e g2, Uo2g)(om2e) b, ] .

-"91[’“ -3;2; W3 . (3-225;(;/-?) xs ] - |

F(X)

o Fol(X) + 8y Fy(X) ’ (20),' s

kde F _(X), Fq(X) znaZ{ odpovidajici rady v zdvorkéch.

UkaZme nynf, %e pro nds pfijatelné Jsou pouze koneéné fady,tj.golznomx,
F (X), FI(X).

Pro F (X) i Fi(x) Je pom&r-dvou nésledujicich %lend fady roven

A\

K+2 :
X- 2k - 2¢ +1°
i:.tg_..'__ = e X
L X O (k#2) (k1)

- Pro velkd k bude £ento pomér = XZ/k » Stejny pom&r %leni md pro velkd k
rozvoj ) . 7  00 '2k N .

' 2 + X . . X “

Bxp(x ) = 1 ‘I'r I‘r a0 e = o k!

Kdyby tady F (X) Fq(X) z&staly nekone&né, potom by se pro velkd X
chovaly podobné Jako exp(x ), takZe by pro X .+ o0 rostly nad v&echny
meze. ProtoZe toté% by platilo pro vlinové funkce (15) Jsou takova
"?eéeni fyzikélné nepfijatelné. Jedinym vthodiskem Je ukonéit rady

‘se souéinitelem exp(—x2/2) v (15) dé fedend «'0()[)—'0 pro X-» + o0 .

LY
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Provést to miZeme, nebot v rekurentnf formuli (19) médme zati{m neurfenou
velidinu & ; poloiime~1li £ rovno :

! - 1 l
en =N + "'2' , ( n‘_o 1 2'000) (21)
plyne z (19), Ze bude & ., = B 4 = «o0 = ‘0. Pro n sudé se tak stane

F (X) polynomem stupné n, pro n liché to bude naopek 1-‘1(10. ProtoZe
volba (21) omezi vzdy jen jednu z ¥ad F_(X),Fy(X), musime poloZit

;é 0, a4 = 0 pro 'n sudé a a, = 0, &y # 0 pro n liché, ‘méme-1i
ziskat fyzikédlné pri jatelnd vlnové funkce.

Z{skalil jsme tedy vlastni funkce hamiltonidnu (10a) ve tvaru
PalX) = exp(-X2/2) £.(X) , n=0,1,2,... (22)

kde T (x) Je polynom stupng n; odpovidajicf vlastni hodnoty &, Jsou
dény vztahem (21). Podle (9b) Jsou vlastn{ hodnoty pdvodniho hamilto-
nidnu H, tj moZné hodnoty energie linedrnfho harmonického oscildtoru,
rovny B, = hwe, , takie ‘

E = (n+ -1-') hos n=0,1,2,... (23)

Tento vysledek je v souladu s Planckovym pfedpokladem, %e harmonicky
oscildtor miZe pi¥ijimat nebo odevzdévat energii jen po kxvantach hw .
Novd se zde objevuje fakt, e v zdkladnim stavu, tj.pron =0, Je
energie oscildtoru nenulova a rovna

E hw

=

o 2

Existence tdchto tzv nulbodovjych oscilac{ Je potvrzena mnoha experimenty;
nap¥. rozptylem sv&tla na krystalové mP{%i p#i teplotdch jdoucich k OK ajs
Skute&nost, %e kvantovy oscildtor nemiZe byt nikdy v absolutnim klidu
vyplyvé té% z relaci neurditosti: ¥4dové mus{ byt energie oscildtoru

> ,‘“’2 . o 2 > A . - (,ﬁ 2
: 2n 2 . 2m 2 Ap

Chépeme-1i tuto veli&inu jako funkei Ap, zjistime snadno, Ze néd minimum
pro apx=ymhw a Fadové je tedy rovna hw .

Vvratme se jedt® k vlastnim funkcim (22). Zapiée}ne Je ve tvaru

. 2
P (X) = Ay exp(~X°/2) H, (X) : (24)

kde A, je normalizadnf{ konstanta a B (X) jsou Hermitovy polynomy vyhovu-

Jled rovn1c1 (ziskd se z (16) a (21))

2 .

R - aH )
% _ 2x—2 +2nH = 0 (25)

dxa ' ax
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Vyrazy pro Hermitovy polynomy plynou z.(20) koeficient a, pro n sudé

a a4 pron liché se vol{ tak, aby koeficient u nejvy3sf mocniny X

v H (X) byl roven 2n . Nékolik prvnich Hermitovyéh polynomd je uvedeno |
v tab. 1. 5

Tabulka 1
Hermitovy polynomy H (X) pro n=0,1,2,3,4,5

H(X) =1
Hy(X) = 2X
s2
Hy(X) = 4X° - 2
Hy(X) = 8x3 - 12X
B (X) = 16x* - 48x% + 12

Hy(X) 32X° - 160X + 120X

Ovecn&, pro sudd i lichd n, lze psit

= n _ n{n-1) ,,yyn-2 . n(n-1)(n-2)(n-3) n-4 . .

Hn(X) (23) 7 (2X) + 1.2 (2X) . (26)
Pro t¥i po sobé& Jdouci polynomy platf rekurentni formule

Hy - 2XH 4 + 2(n-1) H_, = o . (27)
vhodnd napi. na vypofet Hermitovych polynomd na poéitaéi.

Casto se té% Hermitovy polynomy vyjadfuji vztahem

n an 2

H (X) = (-1) exp(X ) exp( -X%) (28)

Podrobn& j81 informace o Hermitovych polynomech najdete napf.v [ir [13]

Zndme-1i ji% konkrétni tvar Hermitovych polynomd, miZeme z norma-
lizadnt podmlnkyur hfn(X)|2dx urdit normalizaéni konstantu A v (24).

Vypoket daé ( [2], [3])

= ( 2™ nt! ) A2 £29)

Vrétime-1i se k pﬁvodni proménné x—(ﬁ/mao)l/ax budou normalizogané
ylnové funkce harmonického oscildtoru rovny

Lfn(x) =’(mhw)1/4 VniT H ( mm exp[ (T z—)] (30)

Oepcvidajici vlastni hodnoty jsou dédny vjrazem (23).
‘N&kolik vlnovych funkci spolu s pfisluénou hustotou pravdépodobnosti
je v obr.3.

&)

ey
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Obr. 3

(a) Vlnové funkce Yn (x) pro n=0,1,2 a (b) odpovidajict huatot& pravdé- |
podobnostl vyskytu ééstice, X =Vmw/h X a na ose ¥ Jsou vynéﬁeny
hoanoty: (a) (h/mw)4y () , () (h/men)V/2 20,

(e) vlnovéd funkce (fx/mla))i/4 \f (x) a

(d) hustota pravd&podobnosti (ﬁ/ml.-.a)l/2 ‘fio( x) . ,

V obrdzeich (c),(d) jsou ¥4rkované vyznadeny body obrat.u klasického
oscilétoru,pro oscilétor s energif E leZ%f v bodech X = # (2n+1)1/2,
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2.2) Algebraické redeni

- Pfedvedeme 8i nyn{ elegantni zpdsob nalezeni vlastnich vektory a
vlastnfch hodnot hamiltonidnu (108). Nebudeme pi¥itom pot¥ebovat %4dnou
konkrétn{ reprezentaci operétorﬁ.x,fp, ale vystaifme pouze se znalost{
komutdtoru (10b) ktary Jjsme ziskali z postulovaného komutdtoru (8b).’

P¥e jd&me nejprve od operdtord 9’4[ k novym operétorﬁm a, at
které definujeme takto:

8=27V2(04 1Py | A= 2V2(y_ 49 (30)

Operdtory 4’.¥ Jsou hermitovské (musi byt, nebot reprezentuji néfitelnd

velidiny), tekZe platf (viz (IV.43b)): :
L'=x . 9ot .

Pot{itejme nyni operdtor hermitovsky sdru¥eny k & (d%14 se to tak, 3e s¢

vSechny operdtory ve vyrazu nahradi hermi tovsky sdruZenymi a8 zm&ni se

znaménka u i ):

0% =220y _ypty o2y Py L pt L
Vidime,%e operdtory &, 8", definované (31), Jsou hermitovsky sdruZend,
nejsou vi3ak hermitovské, nebot a # &% . Protofe nejsou hermitovské,
nemohou reprezentovat né&jakou m&¥itelnou fyzikdln{ velidinu (viz 2. pos—
tuldt). To v¥ak neznamend, ¥e s nimi nemdZeme s vyhodou pracovat e
vytvd¥et z nich p¥fpadn& operédtory hermi tovské, zobrazujici Jiz mEFitel-
né veliZiny. Tak nap¥, ji% operdtor

A At A

n=a a _ : - (32)
Je hermitovsky. Skute&ns, vzpomeneme-1i si, %e hermitovsky sdrufit
soulin operdtorl znsmend hermitovsky sdruZit Jednotlivé operétory a -
v souinu je psdt v opadném pofadf, plat{

(3+ &t =at (&hHt =3*34 , tak¥e At =R .

Komutd tor [5,3+j ziskéme snadno z (31) a (10b):
8,87 =8 88 = L[+ 1Py U -1P) - (L= 1P)(Le 1P)] =

=R [AX+ 1PU - 1XP PP YH 1PN XD PP -

= - 1[J£ .P] takZe .
[‘. a'] =1 o (33)
VyJjdd¥{me nyni hamiltonidn (10a) pomoc{ a, &% . Obrétime-1i transformace
(31), dostaneme , E .

x = 2"'1/2( a"‘ + a ) , ? = 1‘2-1/2( s‘ - 3 ) . (34)

e

&)
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Dosazenim do (10a) a uZitim (33) ziskédme :

X =122y =@ 2@ -02] -

A4pAd At A AAH A + A+ AdA

= % atAt + AYA + 85T + 88 - A%2Y + 2Ta + 88T - Sé_] =
At A Apa+ + .

= % a'a-a) = 4&a- % ,

H=8"8+3 o C (38)

_nebo s operétorem n definovanym vztahem (32)

2
Nasim dkolem nyni Jje,nalézt vlastni vektory a vlaestni hodnoty tohoto

hemiltonidnu. K tomu ném budou je¥t¥ u¥itedné komutétory [2, a] [QC a‘],

které snadno vypolteme takto: z komuta&ni relace (33) plyne ata=44 -1,

. tak%e hamiltonidn (35a) lze také psét

| x=ar -1 A | (35¢)
Phsobenf operdtoru & na obd strany.(35a) a4 &4 = da*d + l 3.

Naopak, nechdme-li pisobit operdtory: z obou stran rovnice (35¢) ne &

(stru¥n® se ’{kd, %e vyndsobime rovnici (35¢) operétorem a zprava,

zatimco pfedtim jsme vyndsobili rovnicli (35a) operdtorem a zleva ),

dostévéme g4 o aata | % A

OdeSteme-1i od této rovnice predchézejici, obdrifime hledany komutétor
[, Aj- a4 -ada-La-agte-Za--8 0 (36w

Naprosto stejnym postupem najdeme, Ze :
L%, %] - | (36b)
Nyn‘ Jiz prikroéime k vlastni dloze: nalézt vlastnf vektory a
vlastni hodnoty 2. Pfedpoklédejme, Ze existuje alespon jeden vlaatni
vektor operdtoru 9{, oznalime ho {¥) & vliestni hodnotu k nému prisluﬁnoq

oznatime £, . Tyto velidiny vyhovuji Schrodingerové stacionérni ‘rovnicl
(11), takZe plati

=gy, 3. (B8« l)h:)s&,lv) \ (31
UkéZeme nyni %e vektor, ktery ziskédme pﬁsobenim operétoru a na vektor

1Y), ti. 81v> , je rovndx vlastnim vektorem operétoru 2.

Pﬁeobime—li na ob& strany rovnice (37) operétorem 2 (vynésobime rovnici

‘gleva & ) & vyufijeme k Upravé komutadnf relaci (36a), plat{

A= A+21 | T (35b)




- - . ———ta e SeBi S e e 0 e amle o 8 . N A . §
aX i ==£,elv> ( g€, Je &islo! )

ER1vy = (Ra+ &)= Haws+dpds £,a|v> R
takZe

L3

Rawy=(g,-1) iy ~ (38a) -

Vektor g\v) je tedy skuteéné,vlestnini vektorem hamiltonidnu Z '
a pf{slusl mu vlastni hodnota g,- 1 . Stejn& se dokéZe, Ze také 8 1v>
Je vlastnim vektorem o a prislud{ mu vlastni hodnota g, + 1 ,tJ.platd

Xatv)-(e,,+1) at)v> © (38b)
Mg
Z vysledkﬁ (38) Jje zrejmé ‘%e pomoci operdtord a, at Je moZné z 1ibovold*
ného vlastniho vektoru hemiltonidnu X zfskat dal¥f vlastnf vektory € .
_ (na nové vlastni vektory any, '§+|v> lze opét apl_ikovat provedeny
postup) . ‘ -
Smérem k ni%s{im vlastm‘.m hodnotém ovéen nelze postupovat doneko-
nedna, nebol kaZdy fyzikélni systém musf mit n%jaky kone¥ny zdkladni

stav; oznalime vliastni vektor _ktery mu v naSem p¥{pad® odpovidd {0>
a k n&mu p¥{sludnou vlastni hodnotu £,. Potom plat{

e+ Dlod= g 10> (39
Vyndsobime-1i tuto rovnici zleva bra-vektorem 0| , pek za pfedpokladu,: '
%e 10> je normalizovany (t3.<olo) = 1) méme 'l

(OIMAIO)"* 5 = £, o (40a)

(%3

Vyraz <o]ata10> pi'edstavuje normu vektoru 3|0), tJ. "alo)ll,(srov.(ll 201
a (IV.4d)) pro kterou platf

AtA

||a|0)||-((a|0| 410) =<o|a'alo) » 0 . (40b)

Rovnost ﬂ310>l|= o nastévé en pro nulovy vektor, tJ. o
| )

Vzhledem ke zjisté&nému pﬁsobeni operétom % na vlastni vektory HA(srov,
(38a)) v&ask musime platnost rovnice (41) potadovat. Potom vdak z (40a).

vyplyvd, %e B . .

T £, = %- . : (42).
a vrdtime-1i se k pivodnimu hamilytoniénu,ﬁ =hwd (9b), Je energie
zékladnfho stevu harmonického oscildtoru rovna .

= hw c e
By ral _ , - (43)

Vleatn{ vektory a vlastni hodnoty 2 pro excitované atavy oscildtoru -
dostaneme podle (38b) opakovanym pisobenim a* na vektor 10> (budeme

Je %islovat prib&ind, takie » Vv (38) nahradime n = 1,2,3,... ):

ty)
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Vlastn{ vektor X | Energie (vlastni hodnota H)
| 21
IO) | EO = 'é- hw
1> =8%0> B o= dho=ho 1)
12> = &% 11> = ¢&H%jo> | B, = g—ﬁw hw(2+ D
Iny = & In-)= (E9%10> | B = Elhw chw e D

Plat{ tedy pro hamiltonidn 3 , resp. f=hodX,
Hin> =(n+ l )|nd

Bind = hwl n+-— )\n)

a pro vlastni vektory & hodnoty operdtoru A (32)
A .
AlnY=n{nd ,y td. 3+aln) = njn)
kde n = 0,1,2,3,... «
Provedeme jot¥ normalizaci vektord pro excitovené stavy.

¢ mb

(44)

(458)

(45b)

(46)

Predpokléde jme, Z%e vektor |n> Jje normalizovany, takZe {njn) = 1,

8 urdeme normalizaini konstantu Cn+:1 pro vektor
. A4
|n+ly=C ., & |n)

Plati rovnosti: ' ‘
A .
¢a+t|n+dd = [c 412 Il & Ind 1l = [0 412 <0188 1 0> =

(47)

= 1€, 12¢ 0] (18" ) n)> = [C 4y P {<n]n> + <n|n\n)}

lcn“"l‘lz (1"‘!1)
Aby platilo {n+1l|n+1)> = 1, musf byt

- -1/2
Cn+1 = (n*i)
Dosazenim do (47) : ' '
8 In> = Vot |n+1)
& n> =v¥n In-1>

(Ponechavédm jiZ étenéi‘iv, aby stejnym zplsobem dokézal (48b).)

" (48Ba)
(48b)

VyJjdeme-11 od normalizovaného vektoru zdkladniho stavu IO) , potom

normalizované vektory excitovanych stavl jsou

11> = 1712 jo>
12> = 212 &1y = (1272 "*2|0>

"
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13> = 3772 3%12> = (2.9 Y2 (@H210 = (1.2.97Y2 (@930

’

a obecﬁé

nt

In) = Véz (ahH® 10> , B S 0,1,2,3...; (49).

Ti{m je Fredeni zadané ulohy praktic:y ukonZeno, .

UxaZme si Je3t¥, jak pii tomto postupu ziskdme- vlinové funkce ,
v souradnicové reprezentaci (30). Nejprve najdeme soufadnicovou repre-
zentaci vektoru IO) Dosadime~11 do rovnice (41) soufadnicovou repre—
zentaci oparétoru 4 ( do (31) dosadime X za X a (-1)(8/dX) za P
viz (12) ) a misto | O) hledanou vlnovou funkei Po(X) obdriime pro
?;(x) diferencidln{ rovnici : '

A ( X + Q.) p(X) =0
2 ax Po .
tj. v_
a4 (X)
dx - - X \fO(X) i

ktarﬁ md taéeni

U

' 2
?o(X) C, exp(-X /2)
Normalizadnf konstantu Co uréime z podminky

oo a0
f | gol0? ax = 1c°|2jaxp(-x2) ax = Icg I3V =1
- b -,

00
odkud
co = “‘1/4
takZe koneZn¥ :
- PoX) = ¢4 exp(-x/2) | (50a)

resp. po prechodu k pivodn{ prom&nné x podle (9) (v normalizadnim
integrédlu provedeme substitucl X = (mm/h)il2

1/4 :
ur'(‘x) =(i~;—’-—‘) exp(—:mwzxz/%) o , {50Db)

Vinové funkce excitovenych stavl - Vn(X) - obdrtine potom
z relace (49) do ni% dosadfue; souradnicovou reprezentaci 8" a l0):

. 1 4 n
sfn(x) = (X - — ) exp(—x /2) (51)
) Q%; /;nnjﬁﬁ- X .
Pouzijehe—li operétorové;identity ( jejich dikaz ponechédvdm Stendri)

d 2 ¢ 2
- —— - +X = -exp(X/2) — exp(-X°/2)
ax dax

B e g 6

(1}

(94

).



Y

8- St
a n
()
ax
a definidni vztah (28) pro Hermitovy polynomy, dostaneme ji% shadno
vyjédfeni ?n(x), které po prechodu od X k prom¥nné x souhlasi s (30).

a\*
2 (1) exp(x2/2) ('EE) exp(-X2/2)

L2

Zévérem jen zbyva upozornit na skuteénost 2e v3echny vlaatnonti

’ggerétorﬁ a, a’ ,zavedenych v tomto odstaveil, jsou shodné s vlastnostmi

bosonovych kreainich a anihilalnfich operdtord z odstavce VI.4. Ze této,

. na prvn{ pohled formdlni, shod®& lze prifadit velice efektivni fyzikdlnf

pfeéstavu, ukdZeme ddle v odst.3.2.

3. Soubor nezdvislych harmonickych oscildtord

3.1) Hemiltonidn, Jjeho vlastni vektory a vlastni hodnoty

Uvafujme nyni o souboru N nezdvislych (tj.vzdjemn® neinteraguji-
cich) harmonickjch oscilétord s vlastnimi frekvencemi Wy, Wyyses,Wys

Celkovd energie tohoto souboru je prost® sou¥tem energif jednotlivych
oscildtord, takZe klasicky hamiltonidn souboru je souftem hamiltonidnd
tvaru (7) N 2

: p _
H = § [ i + -1- i ?. i} (52)
’ . 2 m 2 .
i=1 i _ .

kde Xy, pi=m1i1 je ‘soutadnice a hybnost i-tého oscildtoru s vlastni .

frekvenc{ UJi .

Kvantovémechanickj hamiltonién souboru H dostaneme opét nédhradou Py
operétorem 1:»1 a x; operdtorem xi (1=1,2,...,N) : :

B2 1 o

A i 2 A

i = [ ~L- -é-miwixi] (53)

i=1 :

Proto%e oscildtory jsou zcela nezdvislé, nemife mé¥eni na jednom

z nich nijak ovlivnit stavy zbyvajicich N-1 oscildtord; to v8ak znamen&

(srov.odst.IV.3.3), %e operdtory vztahujici se ke dvima riznym oscllé-

tordm musf komutovat a jediné nenulové komutdtory pak budou vidy (8b).

Plat{ tedy

%, %] = ‘ o (54a)
[ti xj] (13‘1:1,2,00.,“) i
[f)i ’ ;)J] - _O (54b)
[% . b;] = thdyy (54¢)

o~
Ca
[y
o
1

= 0 pro 1#j , Jij =1 pro i=j ).
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oy

APro ka%dy z oscildtord mdZeme nyni provést transformace od operé-
tord X, , By kX, 4& a potom k 31,, 3; podle vztahd (9) a (31)

)

(doplnfme v nich pouze index i=1,2,...,N). Hamiltonidn (53) tak prejde

na tvar - -
- N L N )
= 12-1‘ flwi (3;31 + 2‘-) = i_;_ . h(,pi ( ﬁi + !2‘- ) (5%5)

A

n, = a; 31 ~ (56)

kde

a z romutainich relac{ (54) dostaneme

[31 ’ sj] =0 , a; ’ QS]‘—' o, [‘31 ’ Q‘S] =&13 (57)

Vlastni funkce (vektory) a vlastni‘hodnoty hamiltonidnu (53) ;
(resp.(55)), tJj.reSen{ staciondrni Schrodingerovy rovnice 5

]

ﬁ ﬁr(xi,xz,...,xn) E 1f(xl,x2,...,xN) ' (58a)

resp. k (55)

f

A
H 'nl’nz’..o'nN> E 'n1,n2,a_.o,nN) ] (58b)

snadno vytvofime z -ji% z{iskaného Fe8eni pro jeden oscildtor.
Hamiltonidn neinteragujicich oscildtord (Zdstic) Je toti¥ souXtem
hamiltonidnd pré jednotlivé oscildtory a jak vime ( srov.nap# odst.VI.2),
je v takovém p¥{padd mnohaddsticovd vinovd funkce ﬂf(xi 12,...,xﬂ)

v

(Inl,nz,...,qN> ) soudinem jedno¥dsticovych vlnovych funkef
'Yni’nz,.._’QN(xi,xz,...,xN)f- fa, (%20 P, (%2 - P (59a)
resp. | '
'ni’nz,oo',nN> “!nxl ,n2> ..-lnN> ) (Sgb?;
Vlastni hodnota energie p¥isludnéd ke stavu (59) Je

%v%““mnfﬁwﬂﬁ”)*mﬂmfﬂ+.n+ﬁwﬂww) (60)

Vlnovéd funkce ( stavovy vektor) (59) odpovidé gtavu souboru v n¥m¥
' 1.oscilétor (s frekvenct u&) je ve stavu ‘fn (11) 2.0scildtor '

(s frekvenci &Jz) je ve stavu Yn2(x2),..., N-ty oscildtor (s frekvenci

wy) Je ve siavu \Pnu(xu)l Schematické‘znézornéni pro tii oéqiléto?y'

'.-Je v 0b1‘.4. i} B . . e

1)
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i
! i
: 1
! '
1 12
! |
|
| & E
T T — — —— e i e —— w— — — — i Vo — i e — - — @ l
1. oscilétor 2.0scildtor 3.oscilétor
s viastni s vlastni 8 vliastni

frekvenci (nl

Palxy ﬁ(_m Es ﬂm’
! [7%)
Polx ¥ . (2%
X 'hw.'
‘ﬂ“ﬂ““;—"““_Ed
w
Pt E e
Obr.4

frekvenci cu2

o,
o, Shw
P (%) - Ep 2
W
hwa y

fa?

. Eo.f‘;ﬂz

frekvenci 003

Ok,
hw, §

- 5h
4&“@ y hv 'ty zqi

w .

4%0§*4. > Eq ‘
f\ws { :
ol 55

téchto t#{ oscildtorld rovna (tfni(xi) jsou funkce (30))

th(xl) tf’2(x:2) kfa(x_.i)'

13,2,2> = 13>[2>|2)

.jf3,2,2(x1'x2’x3)
nebo vlastnf vektor ( 'ni) jsou dény (49))

i}

2V6

Y

1

Y2121

1

(91)

A+n‘fh+a+a+n+l\+
8187878582838,

Energie souboru v tomto stavu Je

Ey 2,2

) (a "2 \0>

o> =

= ﬁw1(3+ %) +how,(2+ %) + fxw3(2+ -21:)

Energiovd spektra t¥i nezdvislych harmonickych oscilétorﬁ.

Je-11 1.oscildtor ve stavu (%), 2.0scilétor ve stevu (x,) =
3 2t %

3.0scildtor ve stavu (P2(x3) (n1=3,n2=2.n3=2), Je vlnové funkce souboru

3.2) Kvazitdsticové pojeti

Predchoz{ vysledky dovoluji interpretaci, kterd se v poslednich

dvou 8% t¥{ desetiletich ukdzala velice rlodnou nap¥. v
-14tek. Jej! ko¥eny jsou viak v kvantové te

(9

-nastinit jen zékladni ideu.

1

v teorii pevnych
orii pole. Zde se pokusime
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Rozhodneme-1li se odelitat energii oscildtoru od jeho¢ zdkladniho
stavu E0 =hw/2 , bude jeho energie v n-tém excitovaném.stavu In): .
rovna nhes . Hamiltonidn, ktery ddvA tyto vlastni hodnoty (vlastni vek- V
tory se pritom nem&ni), je B=f0 - fhws2 ,tj

i

A,

H =hwata --='r'xwﬁ - (61)
Pro tento hamiltonién tudiﬁ platf (srov. (45), (46))

B'in> = E nind \ - (62a)
kde :

Pl

E =n hw (62b)

Energie oscildtoru v excitovsaném stavuln)(tj E. ) Je tedy soultem n kVant
energie velikosti fiw . Pisobenim operdtoru & na stav |n)y dostdvéme

(viz (48)) stav |n+1>, kterému p¥fsludf energie (n+l)hw; energie osci-
ldtoru je tedy o Jjedno kvantum fiw bohatsi a protofe ke vzniku (zrodu,
kreaci) stavu s timto dodateinym kvantem doélo puisobenim operdtoru at

na stavovy vektor In) , nazveme operdtor 2" kreaZnim operitorem.

Podobn® pisobenim operdtoru a8 na \n) dostaneme stav |n-1> s enefgii
(n—i)ﬁu) ,tj.stav o jedno kvantum fiw chuddt. Pdsobenim & na Ind tedy
dojde k zéniku (anihilaci) kvanta hw a proto nagveme & enihiladnim
operédtorem. '

o

‘Je&t& ndzorndjdl je plisobeni operdtord 3, a* v souboru, ktery je
z energetického hlediska prdvd studovanému ekvivalentni, M&jme idedlni
plyn {tJ, bez interakce mezi Z4sticemi) obsahujfcf n ste jnych &dstic,
ka?d4 s energif hw. Celkové energie tohoto souboru je soudtem energif
jednotlivych &4stic, tj.nhw . Klasicky hamiltonidn tudf# je H=nhw a
kvantovémechanicky z nsho dostaneme ndhradou poftu &dstic v souboru n
operdtorem poitu Edstic fi . Viastn{ hodnotou tohoto operdtoru ve stavu
s n éésticemi - oznadime ho |n) - mus{ byt &fslo n. Je z¥ejmé, Ze .
operdtor =28 definovany vztahem (32) témto poZadavk&m vyhovuje.
Ndzorny smysl maj{ i operdtory a, a* pomoci nich% je vyjddfen: relace
(48) ukazuji, ¥e pisobenim operdtoru 8" na stav {n>» s n gdsticemi dosta=-
neme stav |n+1) odpovidajici souboru (idedlnimu plynu) s n+l Zdsticemiy
pisobenim &' na jn> do3lo ke kreaci (vzniku) Jjedné Zdstice. Podobn® .
plsobenim & na ind> dostaneme stav jn-1> s n-1 Zdsticemi; pdaobenim
& nain) dojde k snihilaci (zéniku) jedné Edstice (obr.5). '

Zobecnéni na soubor N nezdvislych hermonickych oscildtord s vlast-
nimi frekvenceml Wy, Wo,..., Wy Je JiZ snadné. Z energetického
~hlediska Je soubor N oscllétorﬁ ve stavu (59) (energii vdech oscildtord .
-odeditdme od zdkledniho stavu)

i

ln‘l,‘né, ceeyly > | (63) -

€9}
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Haymonicky

oscildtor

8 vliastn{

frekvenci w
244,

Obr.5

Jeho

}3>

12> =

l= - 2
l—-—-——_ E'= 2hw ! >2 Edspice

1>
10>

energiové Energeticky

spektrum ekvivalentn{ idedln{

plyn obsahujfci
. i : prom&nny polet ¥dstic -

- "o Mgy m e I3) ééstice
. E = 3hw "ad‘IIIIIIi

B=hw - .. m\,@l t4stice

E‘ 2 0 e _ (o) Qédné &dstice

Energeticky ekvivelentni soustavy: harmonicky oscilétor ve stavu 1nd

a idedlnf plyn s n %dsticemi, ka%dd s energii hw. .Pfechodu oscild-
toru do stavu In+l) mus{ odpovidat v ekvivalentnfm plynu kreace &dstice,
pifechod oscilédtoru do stavu |n-1) se naopak mus{ v plynu projevit
anihilsci{ tdstice. '

ekvivalenini idedlnimu plynu v n&m% je

ny Z4stic, kaZd4 s energif huw,y

: ?2 84stic, ka%dd s energif hw,

-

-

. Iy ¥dstic, kaZdd s energif hwy

pritemZ n; = 0,1,2,3,... a 1 =1,2,3,...,N .

Pisobenim operdtoru 3; na stav (63) dostaneme vliastn{ vektor stavu
v némZ je o jednu ¥dstici s energif hw, vice (kreace Zdstice);

pisobent - 31 d4 naopsk stav v n¥m# Jje o jednu &dstici s energif hcui

méné (anihilace %4stice). Touto problematikou jsme se ostatn& jiZ zaby-
vali v kapitole VI,odst.4. ' . '
Na prvn{ pohled se miZe zddt zbytené zavddét navic jekysi idedln{
plyn sloZeny z néjakych fiktivnich gdstic. SkuteZnosti oviem je(uvidime
to hned v odst.5), Ze zpravidla ani soubor nezévislych harmonickych
oscildtorf nelze p¥fmo ztotoZnovat s jednotlivymi kmitajfcimi Zdsticemi
studované soustavy (nap¥.s kmitajicimi atomy v molekule nebo krystalu).

. PPechod k dald{, energeticky ekvivalentn{ soustavé - kvaziZdsticovému

idedlnimu plynu- poskytuje daleko jdouci moZncsti ndzorné interpretace
$ady fyzikélnich d&ji, predevdim v pevnych ldtkéch. To Je v3ak proble-
matika le%fcf JiZ mimo rdmec skripta; tvod k ni najdete napi.v [15].
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4. Harmonicky oscildtor v termodynemické rovnovéze

Vzhledem k &irokému okruhu moZnych aplikac{ je dZelné doplnit ,
pFedchéze jic{ v¥sledky o zdkladni zév8ry statistické mechaniky. Zatim
Jsme jen nadli mo%né stavy a jim odpovidajic{ energie harmonického
oscildtoru; v kterém z tdchto stavl oscildtor bude,zdle(f na podminkdch
v nichZ se nachézf{. Velice Zasty je p¥ipad oscildtoru v termodynamické
rovnovéze pii teplot¥ T, kterédho si nyni v8imneme bl{Ze. '

Vyjdeme ze zdékladniho vy¥sledku statistické mechaniky: Jestlile

soustava, kterd je v termodynamické rovnovize s termostatem p¥i teplotd
T,se miZe nachdzet v jednom z M moZnych stavd 1), potom pravd&podobnost,

Ze je v n-tém stavu s energif E,  Je [16,17]

Pn = = exp(-E /x T) - (64a)
"kde
M . .
Z = E exp(—Ei/« T) (64b)
i=f :

Je tzv. stavovd suma; v (64) je « Boltzmannova konstants a T absolutni
teplota (vyjdd¥end v K). |

Vypoltéme pomoci (64) st¥edn{ hodnotu energie oscildétoru v rovno-
védiném stavu p¥i teplotd T. Protoe E, = nhw 2 » plati (x=-hw /% T)

00 e
— —
E>, = P,E. = nhw exp(-nhw /% T) exp(-nhw /x T) =
T nn
n=0 n=0 - =0 S
Oo "
=hw9—(1nZe’“x =heo & 1p 1 == hw
o dx 0 dx | 1 -e® QHW /% T _ 1
takZe b
w
<E>T = S (65)

exp(bhw/xT) - 1

Aby st¥edn{ hodnota energie ekvivalentnfho idedlniho plynu (ktery obsa-

huje &dstice s erergif hw; viz predch,odst.) byla stejnd, musf byt
stfednf hodnota po¥tu ¥dstic (bosond) p¥i teplotd T rovna

@y = [expthw/an -1 | (66

1) NevyluZuje se Moo ,tJ, nekonedny polet nioZnych stavy .

2) JestliZe odeditéme energii od O a nikoliv od E,hw /2 ,musfme
"~k vysledku priZftat je¥t& hw/2. -

€5
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Obr. 6 |
. Boseho-Einsteinova rozd¥lovac{
* Phw [av] funkce (66) pro 4 riznd T

© Formule (66) nenf nic Jiného ne%¥ specidlnf tvar (pro chemicky potencidl
‘ H4=0 ) zndmého Boseho-Einsteinova rozdé&len{ [16] Je pochopiteln$ té%

shodnd s vyrazem (I.5) pro st¥edni hodnotu poltu fotonﬁ 8 energii hw
v duting Zerného t¥lesa p¥i teploté T.

Statistickou st¥ednf hodnotu, zavedenou v (65) (66), nesnime zamé-'
novat s jednoduchou kvantovdmechanickou st¥edni hodnotou zavedenou
v IV.3.2; abychom je o0d1i#ili, u¥ili jsme zde znadeni < )T « Rozdfl
vysvitne 1 z ndsledujfcfho. Vypolet st¥edni hodnoty energie (65) Je
specidlnim p¥ipadem pouZit{ obecné formule pro vypodet sifedni hodnoty
n& jaké velidiny y ¢ . '

M : '
(Pp = § - Pp¥p T % ; Yn exp(-E /% T) (67)

nl nel

kde y, ,je hodnota veliliny y ve stavu s energii E .
Specidlnd, je-1i [i)stav kvantové soustavy s energif E, a A Je

kvantov&mechanicky operdtor reprezentujici nd jakou m8¥itelnou velilinu A,
Je sttedni hodnota A .

By = ”1§ <1M|1> exP(-Ei/«T) (e
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5. €Kmity molekul

(1]

5.1) Kmity jeder dvouatomové molekuly

(lloha,o0 jeji% PeBeni ndm v tomto odstavei nakonec jde, Jje v pod-
ataté jednoduchd. Nei vBak dojdeme kx tomuto jednoduchému zévéru, Je
tfeba uddlat nd¥kolik krokd, které alespon ve stru¥nosti probereme{l
n&které z nich probereme podrobnéji, nebot je budeme potfebovat i v dal-
8{m vyklaedu. Ndsledujici dvehy jsou umysiné formulovédny tak, aby byly
snadno zobecnitelnd na viceastomové moiekuly, p¥ipadn& krystaly.

5.1.1) Ovecnd formulace. Adiabatické aproximace

M& jme molekulu tvo¥enou dv&ma atomy 1 a 2 (obr.7). ReZit problém
takové (z hlediska chemie vlastnérnejjédnoduééi) molekuly v plné 3{fl
nen{ ani zdaleka jednoduché. Proveditelné je to vidy Jjen aproximativné.

| ZeQ AR
1 Z,€

R, Ng

OCbr.7 A
Polohové vektory Jader

% v dvouatomové molekule
R1=(X1,Y1’Zl) Y Rz=(X2,Y2,Zz) -

-

x

1 kdy? budeme povazovat jadra za hmofné body s hmotnostmi Ml'Mz a ndboji
Zle, Zze‘ 1) (21,22 jsou atomové(protonové) gisla), je zde Jedté

n=mn, *+n, elektrond, které do molekuly pfinesly atomy 1,2. Jde tedy
o kventovou soustavu tvofenou 2+n mikrolésticemi. Jeji kvantové stavy
budou urteny vinovou funkei '

Y(x:pylyzia X "xn:yn’znnX11Y11Ziixgiyglzz) [

zévislou na 3n elektronovych prom&nnych Xy,...,2, 8 esti soufadnicich
Jader,Xl,...,Z2 (veli&iny vztahujfci se k elektronim budeme znadit malymi
_pismeny a odpovidajfel veliZiny pro jédta pismeny velkymi).

Jestli%e budeme uvaZovat pouze elektrostatickou interakci mezi

~ Z4sticemi, bude nemiltonidn soustavy soultem p&ti operdtord

gf=q'e+7'+v'+’\r + v o (68)

n n-n e-n e-e

kde jednotlivé operdtory Jsou:

1) Proto¥e energie figurujfci v chemickych reakcich jsou vidy o nd¥kqlik
F4dd mens{i ne? vazebni energie Zdstic v jddre, Je to tekika vidy mo¥né

By
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a) operdtor kinetické energie elektrond

85 32 32 32 - }2 e
e S 2 e,
; T=1 ‘

am G2 O - &) dzy

b) operdtor kinetické energie jeder

: 2 2 2 ' | ‘
srs..).hi(.é_+.'3'+5’)-1&2(52*52,&52)
n
2My bxi 33 | 228 oM, %3 a‘Yg )2
(69Db)

¢) elektrostatickd(coulombovska) interakce mezi Jadry

2
! Zy2,0

on = — (69c)

n-n ame, | R, - Rl
d) elektrostatickd interakce mezi elektron& a jédry
‘ 2 n

YA 1 2l )

L - (694
e-n 41f€° 'ﬁJ - ?i'

Jg=1 i=1

kde ¥;=(%,,¥4,24) Je polohovy vektor i~tého elektronu,

e) elektrostatickd interakce mezi elektrony

n | o

DINCI

v— 32 e o et e B . . (699)
ii‘.j

V sumé (69e) se selitd pfes viechna i, j(ka?dy elektron interaguje s ka3~ .
dym) s vyloudenim p¥fpadu i=j (3lo by o interakci elektronu sama se.
sebou); faktor 1/2 je p¥ed ni proto, Ze jsme popsanym zplisobem zapofetli
ka¥dou interakei dvakrét (i-ty elektron s j-tym a j-ty s i-tym).

Presto, %e hamiltonidn (68) je ji% vlastn® aproximativni(z vyznam-
nych interakei je v ném zanedbéna predev3im spin-orbitdln{ interakce),
nepifichdz{ ptresné fFedeni odpovidajici staciondrni Schrodingerovy rovnice

%Y("n""'zn'xr""zz’ =5 V(xgyeenrByXgseens Zp) - (10

do dvahy.

Prvni krok. ktery se pfi pfibliZném Yedeni (70) délé poéivé

v odddleni(separaci) pohybu elektrond a jader, Doséhnout toho 1lze

tzv. adiabatickou aproximac{ (n&kdy se ‘ztoto¥nuje s tzv. Bornovou-Oppenhei-~,
“merovou aproximac{,kterou lze vdak povaZovat pouze za jednu z moZnych .

e e e




(-vir) - 30 -

realizact adiabatické aproximace; podrobnéji viz napf.[z, 18] )
Z4kladem pro adiabatickou aproximaci je nésledujici dvaha. ProtoZe

jédra maji FddovE 103 - 107-krdt v&ts{ hmotnost ne? elektron, jsou
st¥ednf rychlosti jader v mclekule mnohem mens{ ne? rychlosti elektrond.

- ( V interagujici dvojici elektron-jédro pisobf na ob& Zdstice stejnd
velkd sila, kterd v8ak, podle 2.Newionova zédkona, uddluje t&Zkému jadru
mnohem mendf{ rychlost neZ lehkému elektronu.) Pomalu se pohybujic{ Jédra -
vytvdreji elektrostatické pole,v n&mZ se pohybujf lehké elektrony, které
Goka¥{ témd¥F okam¥itd reagovat na pohyb jader; naproti tomu t&Zk4 Jédra
nestal{ sledovat rychlé zmEny elektrostatického pole produkovaného elek-
trony & npeeituji® proto jen jakousi jeho st¥edn{ hodnotu. Zminénd

. aproximace povafuje jédra za nepohyblivéd (MJ—900), tak¥e v hamiltonidnu
(68) je operdtor f; z 0. ‘

€

A

Po pfovedeni adiabatické aproximace nejsou jiZ soufadnice Jjader
proménnymi ve Schrodingerové rovnici (70), ale vystupujf zde Jjen Jjako
parametry urdujici pole, v ném# se pohybuji elektrony. Misto (70) dosté-
véme k ¥e¥enf rovnici ’ ~ '

age (')(?1, . -,;n;{ﬁi,ﬁ‘?}) =€(§1,§2) +(?1’ . o,;n; {ﬁl.ﬁa}) (71)
kde %e je hamiltonidn X (68) vez Tn a ﬁ1,§2 uvddime v {} abychom

vyznadili, Ze jde o parametry.

Hesit elektronovou Schrodingerovu rovnici (71) Je moZné op&t jen epro-
ximativn&. Rozpracovini rdzngch pribliZeni je hlavni ndplni kvantové
chemie, resp. teorie chemické vazby; my se k této otdzce vritime jesté
krdtce v souvislosti s elektronovym obalem atomd v odst.IX.3.1l. Nyni
néds visk zajimé druhd ¥dst ulohy- pohyb Jjader. :

Predpokldde jme, Ze znéme ¥eden{ rovnice (71), tzn.znéme vlastnf
funkce Qfe-

by (B, oo er i {B R, TIRCIPRNE T A I ¢i<;1,.,,.;n;{ﬁl,ﬁz}).v,.’;,
‘ (72a)

a jim odpovidajic{ ylastni hodnoty enargie, tzv, elektronové termy
E4EED . EdEED e € 4Ry RoY) 4ens
) . : _ (72v)
Oboji zévis{ na konfiguraci jader{,Rl,RQ}*, ngpo gzesnéji fe&eno, pouze
na vzéjemné poloze Jjader urdené vektorem R = R, - Ry o fasty vyrok, Ze
soubor elektrond adimbaticky sleduje pohyb jader (odtud nézev pPibliZeni)
znamend, %e pifi zm¥n& polohy jader zistdvd soubor elektrond v témZe
kvantovén stavu {, s energii £, a zméne polohy jader tyto velITiny .
pouze modifikuje (obr.8). ,_
ProtoZe vlnové funkce (72a) tvo¥f dplny soubor (viz odst.IV.1.3), .
bylo by moZné podle nich rozvinout dplnou vlnovou funkei, tzn.hledat

yaseni rovnice (70) ve tvaru




- 31 - S ( VII)

- £, . " _ )
: \/ ¥z - Obr.8
~ Schematické zndzorn&ni elektronovych

termi zdkladniho ( 411) a 1 excitovanéhor
g,® ( ‘#2) stavu v zdvislosti na vzdédlenosti’
¥ Jader R. Pokud jde o stabiln{(vazebné)
stavy molekuly, musf byt na funkcich
6i(R) minima, jejichZ poloha obecnd
R zdvisi na 1.

Y(Fl"f”?n;ﬁ) = Z@i(ﬁ) *i(;i,o-.,;n;ﬁ) . ; A (73)

. Uren{ v8ech koeficientd & (R) by bylo ekvivalentni Pi’esnému Feseni

: rovnice (70); rovnice pro(b (R) z1sikéme po dosazen{ (73) do (70) stan-
! dardnfmi matematickjmi \ipravami [18,19]. Uskute&ndni tohoto postupu Jje
. viek prakticky neredlné, nebol vyZaduje znalost vBech funkc{ 4’1 (72a).

. Nedie aproximace spo¥fvd v tom, Ze ze sumy (73) ponechdme pouze jediny
glen (pro stav o n&j% ndm jde); fefeni rovnice (70) tedy p¥edpokléddme
ve tvaru .

© - > - '
Yo(# L0 = dud \lli(Fl,...,i" ;B (74)
Po dosazeni do (70) upravime levou stranu rovnice takto ( 0" pusobi Jen

' na @1,96 jen na tpia 364:1 E t]!i)

3(@1 q’i (‘T +x)@iq'if ?iﬂ‘néi*réi‘%e q’i = 4"1 é E ¢'i@

- a potom levou i pravou stranu vynésobime q’i a integrujeme pi‘es celou ,
oblast elektronovych proménnych ( funkce (72a) pi‘edpoklédéme normalizo-
vané, takZe flq)i d3r1...d r,=1 e

Vysledkem je rovnice pro funkce 61(1‘{)

(T, + ER) ¢,B) = &itm (75)

Rovnice (75) Je Schrodingerovou rovnic{ pro pohyb jader, Vidime, Ze

v roli potencidlnf{ energie v ni skuteln& vystupuje energie souboru
elektrond (elektronovy term) v i-tém stavu (srov.obr.8). Celkové energie’
souboru jader E z4vis{ tedy na stavu souboru elektroni.
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5.1 2) Problém dvou t¥les. Vibrain{ a rota¥ni pohyb

Budeme-1i se zajimat jen o pohyb Jader, je naBe’ dvouatomovd mole-
kula konkrétnim pFikladem obecného problému dvou t&les s jedinou uva¥o~
vanou interakef: vzdjemnym pisobenim ¥éstic, zdvislym pouze na jejich
vzddlenosti. Z klasické mechaniky je zndmo, %e dlohu o pohybu tekové
soustavy je moZné vidy rozd¥lit na dvé nezédvislé dlohy ( jinymi slovy.
je moZné provést separacl prom&nnych), pfejdeme-11i od proménnych Ri,Rz
k novym vektorim

> @ f

R =R, ~ Ri ' _ (76a) -
& . - N

- R, + MR

R:M.__ﬂ.‘._l__._—-z—g- (76b)

T .
By + M

prvnd % nich (B) urfuje vzéjemnou polohu ¥4stic a druhy (Rp) polohu
t%315t8(hmotného stfedu) soustavy (obr.9). '

Obr.9
Polohové vektory Jader 31 R%&, vektor

vzd jemné polohy R a vektor urdujict
polohu t&%istd.

X

Transformaci (76) je moZné se stejnym vysledkem pou%it vZdy i v kvantové
, mechanice; nic totiZ nebréni tomu, abychom pfe¥li k proménnym (76) v klas
' sickém hamiltonidnu a a2 potom k hamiltonidnu kvantovému.
. Vychozi klasicky hamiltonidn uvaZované soustavy 2 Zdstic Je
2 _ ’
P b - 3 3 - -
He—2 v —2 s vu'ﬁi-nzn =1y @« LB+ vk, Ry
M, 2u, 2 2
kde B,=M,(dR,/dt), P2-M2(dR2/dt) .
Obrétime-li vztahy (76), obdriime

M — T e «-l M - .
- -—2 F , R =R+ ——R (78)
1 = B i, 2 = Bp U,
Dosazenim do (7T) ziskéme hamiltonién v novych prom&nnych
> - = 1 L - o
R = 2 My (B — “1 W2+1lu (§T+ + VURIY =
. . | fﬂ - 2
--%—u'ﬁ%«r%p?‘? s v = —— + + VORD . (19)

2M 24

171

3]
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V hamiltonidnu (79) zne&{i: -

M =M +M Jjo celkovd hmotnost soustavy,

&= MqM, /Ny +,) - Je tav. redukovand hmotnost,

;T= M -ﬁT = -1;:1 + -'152 Je célkovlé hybnost soustavy a
—
)
- Mg+ M,

Hamiltonién (79) pfedstavuje celkovou energii dvou fiktivnich Zdstic.

Jedna z nich md hmotnost rovnou celkové hmotnosti soustavy Ma pohybuje

se stejn® jako t&Zidt& soustavy (Jjeji polohovy vektor Je RT 8 impuls PT).

"Druhd odpovidd relativnimu pohybu &dstic; jejf{ poloha R Je relativni

polohou druhé ééstice vzhledem k prvni (obr.9), jejif hmotnost Je ‘u.,
impuls Pa rychlost P/(w Je rovna relativni rychlosti P2/M -pi/ui.

P¥echod ke kvantov&mechanickému hamiltoniénu provedeme ndhradou
R‘I‘ (XT,YT,ZT P, =(PTX ’PTY 'P‘I'Z ), R-(X Y Z), P—(PX,PY,PZ) operdtory

i ?T’ z, P . Pro plivodn{ operstory ?,1, .72 ﬂ’ ~‘P platily postulo-
vané komutaéni relace (IV.90), z nichZ nenulové - byly pouze '

. [x‘j ? ij]z ih , [_‘lj ’ ?jy-j = [.ZJ ’ JZ] ith (3=1,2) (80)
""Poti‘ebné komutdtory pro sloZky operétorﬁ ﬂT ﬁ 5 spol teme snadno’’
pomoci defini¥nich vztahd (76),(79) a relaci (80), napf.
[Xg s Poyd = [((wrup) %o + (ority) %), ?1x x’] = | |
= f‘[-xi' Paxd + s'[xz’ Pod += [xi' 2x] +———[X2, ?1)(] =
2 1 RO
=1 h

. Ste,jnym postupem ziskédme

i[yT,?TY]—iﬁ,[ZT,' ]gﬁl

[X, ,’P]'=1h, [.‘/ P] , [Z.?]=1ﬁ : (81) .

, - o

Ostatni komutétory Jsou op&t rovny nule. Protoie nové operdtory ﬂT, ?'T,
R, 7 splnuj:’. stejné komutainf relace jako pivodn{ operétory 7?1 » Py

(1=1,2) , Jje moZné provést prechod k soufadnicové reprezentaci hamilto-

- nidnu (79) atandardnim postupem: za operétory soufadnic vezmeme pi‘imo
i’l‘ = (XT,YT,ZT) eR = (X,Y,2) a operétory sdruienych 1mpulsﬁ "budou

B ) e )
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Schrodingerova rovnice s hamiltonidnem (79) pak je

o ‘Vﬁr | 2(& Vg + V(R)] «}'(BT,R)-—E gp(R?,ﬁ) (82)

kde V; =( az; 2 ) 2 ).’.V%=(52+ 52+ 52)
TV vl a2/ bx? ov2 372

Projoieri.élen zdvisf pouze na ﬁ&’a druhé dva &leny Jjen na'ﬁ, 1ze
. provést separaci prom&nnych, tzn. psdt ' :

C BB = F(Ry) p®, :

pfidemZ funkce F,tf vyhovuj{ rovnicim

e S ¢ N |
™ VﬁT F(Ry) = E mﬁ.r) . ~ (83a)
B2 2 o)« v® e = 5P o o
- 28 Vﬁ‘f( ) * ( )\F( ) LP(R) : (83b)

s tim, Ze
g=gT 0  (83c)

Prvn{ z nich - {83a) - jJe Schr%dingerovou rovnic{ pro volnou &dstici

s hmotnost{ M, kterd se pohybuje jeko t83i%t8 soustavy. M4 zndmé FeSend -

(srov. (II.1) & (D.12))

Fp(Ry) = (2mh) ™2 ep®.Bp ; BT = )f‘z: (88

kde E(T)2> 0 Je kinetické energie spojend s translainim pohybem soustavy
dvou &dstic Jjako celku. ' -

Z fyzikélnfho hlediska je mnohem zajimavdj3{ druhéd rovnice-(83b)~
nahrazujfc{ relativni pohyb Zéstic pohybem fiktivn{ &4stice s hmotnosti
rovnou redukované hmotnosil . Popisuje vlastn& chovéni soustavy dvou
interagujicich &4stic v _soutadné soustavé spojené 8 t&2istém. Jestlile
interakénf potenciél ‘mezi redlnymi S4sticemi zévis{ pouze na Jjejich
vzé jemné vzddlenosti Iié'—'§11 (nikoliv na sm&ru vektorufﬁé¥§i), gohybu—
je se fiktivn{ 84stice v centrdlnim poli V(R); této dloze je vEnovéna
kapitola IX. o - :

' Hedeni Schrdodingerovy rovnice (83b) Jje komplikovéno existenc{ vice
stupnd volnosti; molekula miZe rotovat jako celek kolem t8%13t& (orien-
tace Jje déna smé&rem vektqru}ﬁ) a navic j4dra mohou kmitat (m&nf se veli-

“kost R). Tyto dva pohyby nejsou nezévislé: jestli¥e molekula vibruje,
méni se jeji moment setrvafnosti (nebot se méni R), coZ se projevi na
rotatnim pohybu. Omezime-li se na vibrace jader s malou amplitudou,

(1)




(W]
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. 1ze ukézat, Ze vazba mezl rotafnim a vibrainim pohybem je mal4. ReZenf

rovnice (83b) Jje potom moZné redukovat na dv¥& nezdvisglé ulohy:

a)‘atudium_rotace,molekuly's pevné danou vzd4lenost! jader R (je feSenoc
pod ndzvem "tuhy rotdtor" v odst.VIII.3),

b) Jjednorozmérnou dlohu o pohybu fiktivn{ ¥4stice & hmotnostf g v poli
V(R). Znamend to, Pedit Schrﬁdingerovu rovnici

[ b ——z"mda (R) o o
- ———— — + =
” v VRq q(m Efﬂﬁ, _ (85)

S rovnic{ tohoto typu se setkdme Vv kapitole IX,

Vliv vezby mezi rotainim a vibradnim pohybem na ziskané Fedenf je moZné

na konee zjistit pomoci poruchového po¥tu o n&m? pojedndme v kapitole X.

5.1.3) Morseho potenciél Harmonickd aproximace

X vyjédieni potencidlni energie V(R) v (85) by podle pfedchézeji—'
cftho postupu bylo t¥eba zndt elektronové termy 8 (R) vystupujfef v (75).
ProtoZe je to cesta pracnd a ne vidy schldna, bere se &asto za V(R)
né jaky empiricky potencidl, ktery md zékladni charakteristiky shodné
s redlnym potencidlem; pat¥{ k nim pPedevdim: pro R - O mus{ jit poten-

~ ci4l prudce k oo, aby se vystihla silné odpudivd interakce, mus{ mit

minimum odpovidajici rovnovazZné vzdélenosti Jader R,, prc R>R, mus{
odpovidat pfitaZlivé interakci a pro R+oo musi Jjit k hodnoté rovné
disocia®ni energii molekuly. Takovy potencidl zdvisi vidy na né&kolika
parametrech, kteréd se urdi tak, aby se pro danou molekulu doséhlo co . -
nejlepdf{ shody s experimentem.

K nejéastéji u2ivanym pat¥{ Morseho potencidl (obr.10)

, V(x) =D ( e ¢%XX _p g7%X, . o (86)
kde : ) R - R
: x = 0
B'C)

Pro x=0, tj. R= R mé minzmum V\R )= -D ; D je zfejm& disccialni’ energié
molekuly a konstanta oc souvisi se silovou konstantou k v (1) podle
(3)+(88). Pro t¥i rizné molekuly jsou veli&iny D, , h /24»R2 " uvedeny

v tab.2 (energie je podle spektroskopickych zvyklost{ uvedena v cg )

Tabulka 2 . _
Molekula h2/2 ,u.Rﬁ {cm"l]' ' D[cm'i] -4
: Hy 60,8296 38292 1,440
HC1 . 10,5930 37244 2,380
I, 0,0374 1 12550 4,954
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4
YR
[eV]
.2
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Obr. 10
-2 Morseho potencisl pro HC1,
.Cérkované Je vyznalena harmonick4
- aproximace v okolf R, (srov. (87)

Jak uvidime v kap. IX, Jje rovnice (85) shodnd s rovinici pro radidl-

ni &4st vinové funkee &4stice v centrdlnim potencidlovém poli (IX,20).
S potencidlem (B6) a pro kvantové ¥{slo f=0(s-stav) Je moZné Pedeni

jﬁ} ' nalézt v snalytickém tvaru; provedeno je to podrobné nap¥., v ng,vol.l] o

My v8ak tuto Wlohu vyuZijeme k tomu, abychom se sezndmili s tzv.,
harmonickou aproximacf, g

Jsou-1i vychylky atomd z roviovéZnjch poloh malé, tj. x <« R_ ,
mi¥eme rozvinout V(R) v Taylorovu ¥adu v okolf bodu R = R, (x=0)

‘ 2
V(x) = V(0) + (%EZ-) s X+ % (~é;¥L-) « X e L, =
_ ox x=0 dx x=0

= 2.2 ’ 1 2 2,

kde 2 2

. -(88)
2 .
. uRy
Prvni &len, -D, je konstanta rovns V(R:).rJeji absolutn{ hodnota zdvis{

na hlaedin& vzhledem k nf3 energii md¥ime. JeIVZdy moZné ji vybrat tak,
aby platilo V(ROL:Q (misto (86) bychom prosté brali vix)= D+v(x) =

D(l-exp(—otx))2 a8 v ndsledujicim vzorei (89) by pak nebylo -D).
Clen dmErny ( dV/3x) .5 _Je vidy roven nule, nebof v x=0 m4 funkce V(x)

minimum. Prvn{ &len (zéﬁiSly na x), ktery neni nikdy roven nule, je &len
dm&rny xa. Ukon¥ime-1i rozvoj timto &lenem, bude potencidlni energie
kvadratickou funkc{ v¥chylky z rovnovéZné polohy; dosadime-11 ji‘do
Schrodingerovy rovnice, zf{skédme ji¥ dobFfe zndmou rovnici pro harmonicky

oscildtor s frekvenci (88) a energiovymi hladinami

"‘/21) o 1 , ‘
E = (|[=2 [, 3% = - D (n=0,1,2,...) (89)
n 4“, Rov(n+2) n=o,

Préveé provedenym postupem,tj. rozvedenim potencidlnf energie soustavy -

.podle vychylek ¥4stic z rovnovaZnych poloh a ukondenim fady kyadratickjm;f»

-
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&leny, jsme realizovali tzv. harmonickou aproximaci. Je to zdkladni apro-
ximace pro Feden{ dloh o kmitech jader v molekuldch a pevnych létkdch.
"Harmonickou” se nazyvéd proto, %e pro potencidlni energii rovnou kvadra-
tické funkci vychylek Jjader z rovnovdZné polohy je vZdy moZné prejit '
k takovym proménnym, ¥e v nich je hamiltoniin soustavy ekvivalentn{
Lamiltonidnu souboru nezdvislych harmonickyech oscildtord (52); na n&j
pak'mﬁze navédzat kvazi&dsticové pojetl popsané v odst.3.2.

Uv&domte si, Ze oscildtor s frekvenci (88) nelze ztotoZnovat s jed-
nim nebo druhym jédrem ! Jde o fiktivni (energeticky ekvivalentn{) osci-
14tor, jehoZ soufadnice (R-R,) je funkei vychylek obou jader ve smEru
Jejieh spojnice, Jak je Jjasn& vidét ze vztahl (78). :

OdhadnZme si Je3t® velikost frekvenc{ (88). Vyjddrime-li je ( jek -
Je b&Zné ve spektroskopii) v em —, budou le%et v rozmez{ n&kolika desitek
aZ tisic cm"i. Tomu odpovidajf vlnové délky od n&kolika pm do stovek um :
takfe se jednd o infralervenou oblast. 2 (88) Jje vid&t, %e & roste s po-
klesem redukované hmotnosti 4 a s rdstem konstant D,x . Tek napf. pro
molekuly H2 R D2 Jsou frekvence

Y., = 4401 cm’1 , Yy = 3112 em”
2

Chemické vazba mezi'jédry Je urfovédna elektronovym obalem, ktery‘by mél

byt u.obou molekui stejny, takfe by m&la byt stejnd 1 funkce V(R) (tzn.
konstanty D, o). Protofe viak My = &y /2., m&lo by platit
) 2 -

O, |
hodnotami, Naproti tomu u molekul s blizkymi redukovanymi hmotnostmi,ale
rdznou stabilitou (rdznymi D,« ), bude frekvence vy43{ pro stabilndjs{
molekulu (Jje v&t3{ D a«); pFikladem mohou byt 85%Rb"%r s v = 181 cm_‘l

a BreP%r 8 v 13 enl, ,

Experimentélné se molekuldrnf vibrace projevuji pfedevdim v infra-
gervenych absorp&nich spektrech a p¥i Ramanov& rozptylu. Aby k takovému
procesu do3lo, je nutnd interakce soustavy(molekuly) s néjakym vn&jsim
polem. Dokonele izolovand soustava by totiZ mdla setrvdvat ve staciondr-
nim stavu libovoln& dlouho, Prakticky ov8em, kaZdy kvantovémechanicky
systém'de‘v interakeci s n&jakym (t¥eba i velmi slabym) vndj8im polem,
které nebylo zapo&teno p¥i hleddn! staciondrnich stavl soustavy; zprevid-,
la to ‘bude vn¥j8{ elektromagnetické pole, pFfpadn® i  vnitinf elektro-
magnetické pole produkované pohybem ndbojd v soustavd, Mé-1i soustava
diskretn{ soubor stavd (napi. jako oscildtor), potom vlivem takového
pole mi%e dojit k prechodu z jednoho stacionirnfho stavu do druhého,
Zakladni formule,udévajici;pravdépodobnost, %e k tekovému piFechodu

1
Hy

= y2 Yy » cof skuteén& souhlasi s uvedenymi experimentdlnimi
2 .

"do jde ,odvodime v kap.XI,XII.
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5.2) Torzni kmity

'V molekule ethylenu leZ{ v3ech Best atomi v rovnovéiném stavu
v rovind (obr.11l). Predstavme si nyhi, %e bez zmény polohy C=C vazby
pootoZime Jjednu z CHZ- skupin kolem osy vytytené C=C vazbou o thel {3
vzhledem k druhé CH, skupin&(obr.12). ProtoZe stabilni konigurace je

~OH
c -~
Ho- =8 oy
Obr.11 | Obr.12 , |
Rovinnd struktura molekuly ~ Torze molekuly ethylenu ( v po-
ethylenu. Ohly mezi C-H a o hledu ve sm¥ru C=C vazby). Jedna
C=C vazbou jsou blizké 120° -z CH, skupin je pootodena o ivhel

3 vzhledem ke druhé.

rovinnd, musi (3 = 0 odpovidat minimu potencidlni energie V(B ); Je

zte jmé, Ze ﬁ = JU odpovidd ekvivalentnfmu minimu, nebot struktury sﬁ=0
a /3 =~Jl' Jsou nerozl;léitelné. Potencidlni energie V(ﬁ) mus{ mit proto
prib&h schematicky naznateny na obr.13. Dva stabilni stavy ffilz=0a /3 =T
Jsou odd&leny potencidlovou barierou vysky V. Potencidl V(,B) se tasto
aproximuje jednoduchou formuli °

v ‘ ' -
V(p) = 2° (1-cos2p) . (90)

v
# Obr.13

Potencislnf energie: V(P ) mole-

o . kuly ethylenu v z&vislosti na

\ Y \ / ~ torznim dhlu (5 {( v obrdzku Je
vynesena funkce (90)).Cérkovans

B je vyznalena aproximace (91)

0 wf2 . v okol{ rovnovéZnych poloh.

Ca%

V okol{ minim Je moZné V(ﬁ ) op¥t aproximovat parabolou,tzn. omezit se
na harmonickou aproximaci; pro 3 =0 je to

V(B = ¥, pe ' (9

Molekula potom koné malé torzni kmity kolem rovnovaznyeh poloh.

Klasické FeSeni

Oznadme {51, p, vhly, které sviraji CHé skupiny s pevn& danou
rovinou, kterd obsahuje C=C osu (obr.14). fhel B = s ?/31 . Nechi

Fa

I je moment setrvafnosti jedné CI-I2 skupiny vzhledem k ose CT=C.

(12
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Obr.14 ;

Ke klasickému FeSeni: uhly 4, f,
které sviraji CH2 skupiny s pevnd&
danou rovinou obsahujic{f osu C=C.

ProtoZe potenciélni energie V({&) zévia:’. jen na rozdilu’ [32 f31 y Jsou
klasické pohybové rovnice [20]

2 .
d (t)
I-———-—ﬁ;j—'—-—— = - J V(ﬂz-ﬁ1)=-§-(-3—V({3)
dt d :
- Ay ‘ (52)
2
4 (t) 4
{52 =__b_..... V(pz“pl)”-g—pé—\((ﬁ)
at2 B, ,
Settenim a odeltenim téchto rovnic 2ziskdme dv& nové rovnice
, dz
—d—g—.( (31'* (32)=0 ’ (938)

. 2 .
4
I 2 4 V( ) 3b
——g—dt [ . (93vb)

Pryn{ z nich,(93a), md FeSen{ odpovidajjici volné rotaci molekuly kolem

oay C=C : ﬁhel (ﬁl + P,)}/2  Je linedrni funkei Zasu. Jde o situaci
analogickou pohybu t&#ZiSté v odstavei 5.1.2.

Druhd rovnice,(93b), popisuje vlestn{ torzni pohyb (pohyb jedné CH2
skupiny vzhledem ke druhé; srov. analogickou situaci s relativnim pchybem’
v 5.1.2). Pro okol! = O miZeme dosadit V() z (91) a obdrifme

2 4v
B+ I2p -0 (94)

To je vdak opét Ji% zndmd rovnice pro harmonicky oscilétor 8 frekvency
ﬂ’ | (9%

Pro molekulu ethylenu je wt >~ 825 em .

Kvantovémechanicky pHstup

V okolf rovnovéinych poloh (3= 0 , 3 =7 se miZe molekula nachéze!
v kvantovych stevech s energii :

éigt(n+%).,nwgﬂpn (96)
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fa

.V prvnim pFiblfZ¥en{ je ka%*dA z t&chto hladin dvojndsobnd degenerovani,
proto¥e ji odpovidaji dv& rdzné, linedrn& nezdvislé vinové funkce .
tng)_( P) ’ tf?;w) (P ) , lokalizované v okolf f3= 0, resp. 3 =7,

(@ o B

obr.15
Zanedbdme-1i tunelovy jev pfes potencidlovou bariéru s maximem Vg, pro
- B =m/2, dostaneme stejné torzni stavy lokalizované v okoll f= 0(a),

f=7 (b))

Uvd%fme-1i mo%nost tunelovéni pPes bariéru odddlujici obé minima, dojdeme
k slituaci, kterou jsme jiZ poznali p¥#i studiu inverze molekuly NH3
v odst. V.2.4.1 . Vypolty, obdobné t&m které jsme provdddli u NH-, ukéd{
opdt, %e degenerace se vlivem tunelovédni sejme {(existence tunelového jevu
- znamendé interakci mezi obdma stavy). Pro kafdou vlastni hodnotu E, {96) -
tek dostaneme dva stavy ;ﬂ , n') (v 1.aproximaci je to op&t symet- =
rickd a antisymetrickd linedrni kombinace \f;f’ "y 4‘.’):3") . Cim v&t3{ bude n,
tim vice se uplatni tunelovy jev (bariéra je uZ3i) a tim v&t3{ bude

' roz3t¥pent hladin h & (obr.16).

»

)\

E _L_'z_‘.:.i"‘"“"f”'__'—l' 5 Obr..16 _ : _
— Tunelovénim se sejme degenerace hledini
bw v z obr.15. Roz¥tépen{i hladin se zv&tSu~

¢ ‘ . je kdy% se En’bliéi V,. MEFftko obraz=
Ez!..::::::l M.o ku neodpovidd skutelnosti; H ‘;n - Je |
) vidy mnohem men3f neZ En+‘l - En .

 Z&vEr plynouci z kvantovémechanického Fedeni tedy Jje: existuji rychlé
oscilace s frekvenct W, kolem jedné z rovnovdingch polch f= 0, f=X a
pres n& se preklddeji mnohem pomalejsi oscilace mezi stavy ﬁ‘# 0,-{3=1t'
s frekvencemi § /27 , dq/2m,... . ' :

5.3) Poznimka o kmitech viceatomovych molekul

Kmity dvouatomové molekuly znamenaly pouhé zvétsovédni nebo zmendo- =
véni vzddlenosti jader ve smdru Jjejich spojnice. Ve viceatomovych moleku—}
14ch je situace mnohem sloZit&j3{, nebof vedle pouhé zm&ny vzdédlenosti . .
dvojice jader se mén{ i thly vazeb, miZe dochédzet k pootofeni molekuly
kolem n¥kterych vezeb apod.; vysledkem jsou zcela nové typy (mody)




- 41 - ( VII )

kmi tavého pohybu jader. V tomto odstavei uvedeme pouze formulaci problé-
mu a Jeho redukci na problém nezdvislych harmonickych cseildtord. Pri
vlastnim Pedeni hraje fundamentdlni roli vyuZit{ symetrie molekuly;
dvoén{ informaci v tomtc smdru poskytne nap#. [9,10,21]).

-

UvaZujme o molekule tvofené N atomy s polohovymi vektory Rl""’ N*
Tyto vektory zdvisi samozPejm® na %a:e( jddra se pohybujf). ProtoZe ném

jde nyni o takovy pohyb, kdy Jjddra kmitaj{ kolem rovnovdZnych poloh
—ﬁ(lo) 5(0) '

geeey

, budeme psat
R () =R 4T (1) (J=1,2
J J Uy =1,2,4.4,N) (97)
kde ﬁb(t) je vektor vychylky J-tého jddra z rovnované polohy'ﬁgoaobr.17);

Obr.17

Vektory uréujici rovnovéiné (R(O))
8 okamZité (RJ) polohy jader

v N-atomové molekule.

V kartézeskych soufadnicich:
'ﬁ( 0)—(x(0) Y( 0) Z( 0)) ,

By =(uqo,ur ,ur.)
J Jdx?!JyrJz’

Potencidlni energie soustavy jader Je funkci Ri""’RN y tie
vV = V(Ri""’RN)' a tedy vlastn& funke{ vychylek uq,...,uN ( V je op&t
urdovdna elektroncvymi stavy; o tuto &4st dlohy se v3ak nyni nezajimdme).
Jsou-1i vychylky malé ve srovndnf s mezi jadernymi vzddlenostmi, miZeme
_V(ﬁi,...,ﬁh) rozvést v Taylorovu Fadu:

’ N z
: i
VB = V0,00 + Y Y (5——) Cuy b
J=1 «=x aqu 0 .
N bﬁ z z | | . '
1 3 T ] > ¥ ( va ) u a
+ — . ] , ———————————————————————— J“ Kﬂ EER]
2 L 9 4= = buJ“auK‘; (98)

1len V(0,...,0) je potencidlni energie soustavy jader v rovaovéinych
polohéch; miZeme vZdy zvolit V(0,...,0)=0,tzn.oded{tat energii od této
hladiny. Druhy &len na pravé strand (98) je vZdy roven nule, nebot
vBechny derivace ( dV/ duy, )
rovny nule.

Ukondtme-11i rozvoj (98) &leny kvadratickymi, plijde op&t o harmo-
nickou aproximsci a potenciélnn energie bude - '

V(ui,....u ) ~-—- ; A / ) Aﬁp(J,K) LE qu £99)

K=1 , =X

o dJsou v minimu (tj. pro U =...=ﬁk=0)
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V potencidlni energii (99) Jjsme oznadili Ao(@(J K)=(3%V/du b“Kp 0~ .
Veli&iny A“{E(J ,K) se nazyvaji silové konstanty.

Kinetickd energie soustavy Jjader mé standardnf tvar
gie N :

- 2
T = "'"5"‘1""- - } (100)
=1 o=x - MJ
kde © du
Py, =M -——gﬁ— Je impuls sdruZeny 8
Ju T Ty P Ya a

My Je hmotnost J-tého Jédra. '
Klasicky -hamiltonidn H = T + V.

Daldi{ krok feSeni spolivd v p¥echodu k tzv. normélnim soufédnicim,
v nich¥ jsou ob& kvadratické formy (99),(100) vyjdd¥eny jako soulet
Etvercl. V algebfe se dokazuje, Ze pro takovouto dvoliei kvadratickych
forem ( jsou positivnd definitni) lze vidy nalézt nové prom&nné
Ql’Qe"“’Q3N y tJ. realizovat transformaci '

Qi = Ql(“lx'uiy’ulz’uZX’;'°'uNz)'

.
- c.
- -

‘Q3N= QBN(ulx’uiy’ulz’u2x’""uNz) ’

takové, Z%e v nich bude mit hemiltonidn tvar

N : ' ‘
_ 1 52 1,2 2) (102)
H ‘:j ,( 5Py T 3 W) o
j:l oo . .
. aQ
kdée P, = — je impuls sdruZeny s QJ'

37 Tat
Porovndme-1i (102) s (52) vidfme, %e y normdlnfch soufadnicich

Qi"“'Q3N Jsme opét dostali hamiltonidn souboru 3N nezévislych harmo~
nickych oscildtord s frekvencemi &y, Woyeesy Waye Tyto oscildtory ovem

zase nelze ztotdihovat s jednotlivymi J&dry (ostatnd t¥ch je pouze N);

zména kmitavého stavu j-tého oscilétoru znamend zm&nu Qj a to podle {101);

znamend obecnd gménu vychylek v¥ech jader, tj. zménu Ugyrenesly, «
Kmitavy pohyb molekuly miZe byt ( v promEnnyeh Uq .y ««e)ly, ) znsain&
slo%ity, vidy se v3ak d4 napsat jako linedrn{ kombinace normélnich
kmitd Qi"“’QGN ; transforma&ni rovnice (101) Jjsou toti% linedrni a Je
moZné Jje obrdtit, takZe . A
Wy © Uy 5(Qqs e 0y Q3y) : : .
. . T (103)
Uy, uNz(Qi""’QBN)

Q2 = 7Q2(u1x,u1y,uiz,u2x,...,UNZ) . i (101) .

i

i
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Frekvence o, uba...,cu3n t&chto 3N normélnfch kmitd {modd) jaou urio-
védny silovymi konstantami A“ﬂ(J,K). ' '

Presnd vzato, Zistych kmitovych stavd je 3N-6; soustava N jader
mé sice celkem 3N stuphd volnosti, protoZe v¥ak mezi jédry existuje
vazba, musime odeditat 3 stupn& volnesti na transladni pohiyb a t¥i na
rotaéni pohyb'molekuly Jako celku. VyJjimku tvof{ dvouatomovd molekula
(N=2), kterd md 3N-5 (= 3.2-5=1) &ist& vibrainfch stuphd volnosti;
rotaci této molekuly jako celku pFfslu#f toti% Jen dva stupnd volnosti,
nebol rotace kolem spojnice jeder o libovolny thel ponechdvd molekulu -
beze zmdny.

Na zévér je#td poznamenejme, Ze naprosto stejnd se formuluje
Ylohe o kmitech jader tvor{cich krystelovou m¥{%. Pro Jejf FeBeni mé

vEek zdkladn{ vyznam existence transla&ni symetrie krystalové mfiﬁe[ls].

o)
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