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Odtud pak pro operdtor #2 =£i +£§ +£§ dostaneme

42 1 _é_ E 1 ag.
£ = -h (sine 09 (sine 39) v sinZ0 b\f }

-nebo po dpravé . (7)Y

2. g2 (% . A8, 1 N
£ =-h (662 tgB 20 ainea‘f)

2., Vlastni funkce a vlastn{ hodnoty _cpe.rétorﬁ i""g ’ 8?.2

—_— ——

2.1) Redent
~Zjistili jeme, %e spolu s valikosti momentu hybnosti miZeme pfesné

urdit pougze jednu z jeho sloZek. ProtoZe pri nadf volbé sou¥edné soustavﬂ

Je. najjednodudsi operdtor £z ybudeme se zabyvat z-ovou sloZkou (csa z

m4 zatim v prostoru libovolny smér). ‘

~

ProtoZe operdtory £ .:E komutuji, je moZné najit pro n¥& spoleiny
souvor ortonormélnich vlnovych funkci (viz odst.IV.3.3), které budou ‘
¥eSenim rovnic

- ﬂx_-;—q/(r,@ of ) =u,+<r,9 ) - (ew

.
- 42 ("éine (m@ ) m29 al{))«P(r, ) *[5 \,}(rﬁ )
(8Db)

kde jsme oznedili vlastn:[ hodnoty f Jakoox a pro 32,2 Jako (3
ProtoZfe operdtory -‘.’ aﬁ nepisobi na prom&nnou ry miZeme Ji ve funkcich
\P(r, ,c[?) pova!ovat za parametr, ktery nebudeme ddle Vypisovat.

Vliestni hodnoty a funkce éf& - rovnice (8a)

Redeni rovnice (8a) je

$(0, uf)=f(@)ei°“?/h k (9

kde £( @) Jje libovolnd funkce O (a ovéem i 1).

V odst. II.3.4 Jsme stanovili podminky, kterym musi vyhovovat kaZdd
vinovd funkce; pripomé&nme si, %e mus{ byt: i) spojitd i s 1.der1vaci,

11) JjednoznaZnd, iii) kone¥né, iv) ‘kvadraticky integrovatelnd. U funkco
(9) Jje t¥eba zajistit jednoznaénoat- pfi zvétdenf dhlu o 27 mus{ pletit
(okrajovd podminka pro (8a)) : ‘

. Yo, cp+2n') x];(@,cp) 4 - (10)
Aplikace podm:(n.ky (10) na Pedeni (9) vede k poiadavku exp(iaﬂrc&/ﬁ) =4,
‘odtud dostdvéme vlastnl hodnoty c‘g

o =m b m1='o,ti,tz.... _ (1)
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¥ podstatd® je to vysledek shodnj s 1.Bohrovym postuldtem ve stars
kvantové teorii (Bohr uvaZoval ‘pouze kruhové orbity).

Vliastn{ hodnoty & vlastn{ funkce £2 . rovnice (8b)

Dosaame nyni funkei (9) do rovnice (8b) ( ji% ze struktury operd-
torudl Je zi‘e:]mé %e je mo%nd separace proménnyche Y Ye Po déleni
exp( im]_\f ) dostaneme rovnici pro funkei f£( 6):

2.
4 d ar( @) ™ : L
a— i — - i ; - '
sin@ * ab (8 ? aé ) * (A . ein® O ) :(94) ° R (12)
kde B ‘A =B/ 82 S - " (12a)

| Nazne&ime jen hlavn{ kroky Pedenf; postup je v hlavnich rysech shodny
8 tim, ktery jeme podrobn& probrali u harmonického oscildtoru.
Pro prehlednost budeme déle psét jen m misto m, !

a) V rovnici (12) provedeme substituci

cos@ =y : Ty - (13)
a dostaneme taek rovnici. ' v o
(1- yé [P A 2y + (M- Y = - (14)
: dyz l? ‘ .
kde - " '
1€yt

b) ProtoZe rovnice (14) mé singularity v _b'odech y =1 (u l;amonického
oscilédtoru to byly body t 00), je t¥eba vySetFit FeSeni{ v okol{ tdchto
bodl. P¥itom se ukdZe, %e FeSen{ pro nés pi‘ijatelné Je t¥eba hledat

ve tvaru

SRy = (1 -y )2 ) N )
Po dosezen{ do (14) ziskdme rovnici pro v(y): ' | '
2 a2y ‘ ' ey 1
(1-5")—-20m+1) y + [A=-1miimi- 1]y =0 (16
¢) Re#ienf{ rovnice (16) se hledd ve tvaru moeninné rady o :
oo | ‘
vy = E a, y“ N - - an
n=0 :

'~ Dosadime ji do (16) a uspoi"édéme podle mocnin y. Mé-1i byt rovnice

- splndna pro v8echna y, musi byt koeficienty u vﬁech mocnin y rovny nule,
Tento po¥adavek dé rekurenini formull (srov. postup vedouct k (VII.19))

c (nsimN(nsmp+d) -A
n+2  (n+2)(n+1)

Znovu (podobn&~jako v (VII.20)) dostdvdme dvE Fedenf . v(y): nekonefné
Fady se sudymi a lichymi mocninami y, Ob¥ se v okolf bedd y =24

a (18)
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chovaji jako (1-y2)™® ¢4, diverguji pro y»*4. Vychodisko z této situacé
Je opt jediné: ukon¥it Fadu u n¥které mocniny y, tak%e v(y) se stane
polynomem. MoZné to je, nebo{ v (18) méme gzatim neuréeny parametr A,
PoloZime~14

- A=1(1=+ 1 ) 1=0,1 12y00e - {19)
bude pro dané 1 e m funkce v(y) polynomem stupn# ne jvyse -ami .
ProtoZe volbou (19) zm¥nfme jen jednu z Fad v polynom; musi byt druhd
identicky, revna nule. Tc dosdhneme zase volbou a #0 3180 nebo a =0,
31#O° a,#0, resp. 91#0 s 86 pak uri{ gz normalizaéni podminky.

Z (19) a (12a) z{skéme vlastn{ hodnoty &2

ﬁsl(l‘fi)hz ’ 1=01é,ooo (20)

Misto kvantového c‘.isla 1 se Zasto pouzivé znaleni plrevzaté ze spektro-
skople:

1 | o 1 2 3 4 5 g
oznateni '
pismenem l 8 P d £ g h 1

Velikost momentu hybnosti Zdstice je, stejnd jako jeho eloZka sz,
kvantovéna a miZe nabyvat hodnot

Yi(1 + K £ (1=0,1,2,...) .
K danédmu 1 (pro danou velikost 4 ) jsou moZné hodnoty projekce L ne
_zvolenou osu (srov.(11)) ,

mlﬁ 2 m1=0,-‘21,1'2,...,t1' R : (21)

o

nebol v dvaze, kterd nds pFivedla k (19), Jjsme polozilir‘ ntimi= 1 a
st{taci index n>0. .

2.2) Sférické furkce

Funkce které jsou fedenim rovnice (14) se nazjvajf pFidrulenéd
Legendrovy funkce; v matematice pat¥{ mezi tzv, specidlnf funkce, co%
Jeou funkce, které Jsou FeSenim nékterych, Zasto se v aplikacfch vysky-
tujicich, obylejnych diferencidlnich rovnic 2.#4du [11,12,13].

Pro m >0 se daji vyjéarit takto

’

Pi(y) = (1-y2)™2. 8 p () S (a2
dy ' :

~ kde Pl(y) Jjsou tzv. Legendrovy polynomy, které Jaou kone&nym teéenim (14}

8 A= 1(1+1) a m=0; to znamend, Ze Py(y) = Pl(y) . Polynony P (y) 1ze
ziskat pomoci formule (Rodrigueziv vzorec)

1 : 2 nl Craay
Pa(y) = — . [(y o] (23)
2" n! dy . ) .
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Tebulke 3
Legendrovy polynomy P (y) pro n=0,...,5
Po(y) =1
Pi(yB = ¥ )
Pyy) =2 (3® -1
Py(y) = 1 (5y° - 3p)
Py =235yt - 3052 430 N
Po(y) = & (63y° - 703 + 15y)

Obr.20 _ 1
Legendrovy polynomy P (cos 0)
pron = 2,3,4, 5 ‘

..1 . . INi

Tekto “definovand Legendrovy polynomy jsou na intervalu —14 y$1
ortogondini; plati

; x S

_ _ 2 |

f1 Pn(y)‘ Pk(y) dy =J‘Pn(cosG)Pk(cose)sipedQ = v Snk
- 0 (25)

Pro vypofet hodnot polynomd vyssfch Fédld je moZné vyuift rekurentni
forauld ‘ : :

(2n+1)yP (y) = (nfi’)Pmi(y)‘-t‘nPn_,i(y) ;1 n=1,2,.. (26)

P¥idrufené Legendrovy funkce s m <O definujeme takto:

{(lem)!
(14m)?

Y (m>0) | (27)
Spolu 8 (22),(23) to umoﬁnu,je vyJjad¥it P':i’_i pro viechna my v (21) .~

P1 (y) = (1"

Pro dané m jsou i p¥idru¥ené Legendrovy funkce ortogondlni :
x

ij(y)Pm(y)dy ij(cosG)Pm(cose )sinGGG.z 2__ (qgtm)! J (28)
(]

2q+1 (q-m)!

Normalizovené vlastnf{ funkce operétor& iz,aﬁ?- oznaéine 11(6 ,tf );
platf pro né& :

L1500 = oh @, 5 LO = UK 7@, 29
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V rovnicich (29) jel1=0,1,2,...  a n(=m;) = 0,81,22,,..,%1 .
Na z4klad¥ p¥edchdzeJicich vysledkd ((9),(11),(14),(19)) dostanéme

m - 21 + 1 (1-imi)t pimu im ,
xl(e,w‘ cmv 1 (ioian1 L teosO) o7R¥ (30)

kde = (-1)" prom»0 a €, =% pro m<O.

' Funkce !m((-) ,Lf) se nazyvaji sférické funkce (pozn.: n§ktai‘i autoﬂ :
nazgvajl eférickymi funkcemi PJ ). '
- Jind forma vyjddfeni; platnd prc vBechns m, je

(-1) 21+ (1-m)! im , a 21
b V 4 m__ a
1(9 P = 211 4x (1+m)t I  d(cos®)*® e (31)

2 (30) nevo (31) plyne, 2e
00,90 = (<D r’{*we,?') (32)

Upozornéni!

Sférické funkce jsou urdeny (tak Jako vlastni funkce i Jinych

' operdtord) a% na fézovy faktor s modulem 1. Na to jJe t¥ebas ddvat pozor
pfi studiu literatury. Vedle viéa uvedenycb definic se vyskytuji i jiné;
napf. se faktor (-1)™  vypousti a pro m<Osedefinuje Y " = Ym*

. Pokud se provedend volba p¥i vSech matematickjch ﬂpravéch dodriuje, jaou
samozFe jm® kone¥né vysledky pro mEFfitelné fyzikdlni veliZiny shodné. -

Normaliza®ni konstanta sférickych funkci je vybrdna tak, %e platf
(funkce £(0 ) a exp(imtp) v (9) jsou vlastn¥ normelizované také kaZdd
zv14st) :

P22z P:rr . ' : ,
f j Ym (G.Y) Y (G,tf) 8in@ ab d-f = 8mf ‘ (33)
Tabulka 4 '
N&kolik prvnich sférickych funkel
= -1/2
YO (B,9) = (4m) | 1
200, = (3/47) 172 coa o
13 10,9) = 7 (3/87)1/2 einBexp(tip) (30)

X (6, = (5/167)%/2 (3c06%0 - 1)

ri}e,p) = 7 (15/87)1/2 6inb cos@ expltiy)

152(0,¢) = (15/32x) /2 61076 exp(ti2y)
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2;3) Prostorové kvantovéni

Necht 1 Je n¥jaké pevné islo. Potom Je moZné moment hybnosti

~ zobrazit vektorem délky .
§=Vi01+1) RS

‘Jeho prim#t do osy z miZe podle (21) byt

V m =“"1 —(1';1'),ooo|-1 o'a.,c"'s(l‘i) 1 °

Kventové &islo m (=m,) se nazyvd __gnetické xvantové &{slo 1)>a~'

1 .orbitdlini kvantovg gislo.

e

g"'"‘.’?"“~
%
s .

Obr.21 TRmmkentt A
Vektorovy diagrem pro 1=2 a L/h=Y6 (a); Vektor T mi%e leZet kdekoliv
na kuZeli a pram3t m se nem&ni (b). ‘ '

Protoye jedind podminke kladend na ‘sloZky Ly Ly Je Lx+Ly = 12-n%h? ,
'miifeme vektor L povafovat za ndhodn¥ orientovany vzhledem k thlu ¢
miZe ledet kdekoliv na kuZeli podle obr 21b 8 vrcholovym dhiem O s PXo

ktery plat:[ o

cos O = 4 o (36)

Vig L+ 1) | '
V klasické mechanice by tomu odpovidala aituace, kdy vektor T kond
precesni pohyh kolem 08y Z.

Nebylo by ovdem sprdvné si predstavovat, e vektor 1 mé urdity
smér & my ho pouze nejsme schopni pFfesnd zm&Fit. Ve skutelnosti, Jestli-
Ze L a L maj{ ur¥ité hodnoty, musime si pfedatavit, Ze Je souéasné
pokryt celj kufel orientac{ (obr.2ib), ktery patfi k danym hodnotén
L2 L. Uvedeny vektorovy model vychéz{ z klasickych predstav a pii Fele-
ni mnoha dloh (nap¥. sklddén{ momentd hybnosti apod.) miZe byt velice
ufitedny. Je viak t¥ebe mit stédle na pamEti kvalitativni odlisnost
ob jek td mikrosvéta od mekroobjektd a ne¥init ne zékladd klasickych
_pfedstav ukvapené z4véry. K problematice momentu hybnosti se je§t§
vrétime v ndsledujici kapitole. ' .

1? \'4 magnetickém poli se snimd degenerace vzhledem k m (Zeemaniv J}v);



