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| VIII. MOMENT HYBNOSTI |

1. Zskladn{ vziahy !

Vyaledky kvantovémechanického felBeni problému momentu hybnosti Jsm:!
potF¥ebnd v nejriznd j&fch oblastech fyziky: p¥i klasifikecl stomovych,

molekulovych & Jadernych spekter, p¥i studiu spinu elementémicn &éatic,
v teorii megnetismu atd.

Vyznamnd role momentu hybnosti v klasické mechanice je zndma:
vysledny moment hybnosti izolované fyzikdlnf{ soustavy je koneténtni { Je
to tzv. integrdl pohybu)., Tento z4vdr dokonce plati i pro-ndkteré neizo-
lované soustavy. Tak naﬁf'. pohybuje-1i se hmotny bod P s hmotnostf m
v centrdlnim potencidlovém poli (obr.lB), mifi sfla, kterd plisobl na P,
stdle do bodu 0, takje moment sily M = FxF Je roven nule. Pro dariva-v
¢i momentu hybnosti L= TP pek platd

da = ar : - -
S L= 5P + i"xw—g%- = ¥xP ¢+ TxF =0,

nebo¥ vektory ¥, p=mv Jjsou rovnob&%né a M=f#xF = O,

Obr.18

Hmotny bod P v centrdinim potsnciéw
lovém poli se st¥edem v O, Sile
plsobic! na P zdvis{ pouze ne veli-
kosti polohového vektoru T & mf¥{
* stdle do bodu 0.

V centrdinim potencidlovém poli ge tedy L konstantnf a Zdstice se ‘tudiz
nue! pohybovat v roviné kolmé k L.(disledkem jsou zndmé Keplerovy :
zékony ). : ‘
Uvedené z4viry maj{ svi] ekvivalent iy kvantové machanic:e0 Uz

v odst, V.1.2 jsme momentu hybnosti L prifedili operétorz = r 3 p a
pro jeho slozky X . mz__ jsme dokézall komutefni relace {(V.lda);
vzhledem k Jejich vyznamu 8l je zde napiZme znovu:

L Mx Ly l= i, , [£y €]t [2,,2]1-the | @
K nim jsme Jje#t& pro operdtor kvadrétu velikosti mcmentu hybnosti
2?2 + 22+ 22 zfekeli komutdtory (V. 16) -
]:&2 ’ xé]” 0 (J=an§zj? (2)

Celé kvaniové teorie momentu hybnosti stoj{ na t8chto komutainich rela-.
‘efch. Ne prvni pohled je =z nich zPejmé (sx‘ov.IV 3.3), %e peni moZné .
‘soudasnd presnd uréit viechny slo!ky vektoru L ; tJ. presnd stanovit '
velikost i smér L. Jak plyne z (2), souasnd n¥¥itelnd Je pouze o

¥t
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velikost i‘i & jJedna z Jjeho sloZek,
V sou¥adnicové reprezentaci Jsou slodky £ (srov. (IV.95),(IV.96)"

a (V.12b)) ~
=y - hy, 0 .3
£ = 9B, ab, =1 (v 3z : 3 ) |
= A :hl — - a R ' » ' . :
gfy-ﬁx-xpz i(?}“; X 3z (3) .
S P YT U
A 1 Sl A v

A . ; l
¥nohem vyhodn¥j¥{ je viak pracovat ve eférickjch soufadnic{ch nevo¥, jek
uvidime, operdtory vztahujic{ se k momentu hybnosti pisob{i pouze na
dhlové proménnd 2] s f & nikoliv na r. Mfsto kartézekyoh, soufadnic X,¥,%
" budeme tedy urZovat polohu bodu v prostoru sférickymi soufadnicemi

*,8 ,¢ .(obr.19), které souviasl 8 X,¥,% vztahy: :

x=rsin9cos¢ :
y = r 8in0 siny : , (4)
z = rcosy :

kde r30, 0 Q¢ a 04 ys2amw .

T p | Obr.19 o :
‘ o . Poloha bodu P je ur¥ens bud kertézsky-
V; | ~ mi soufednicemi x,y,z nebo sférickymi |
L — : ’,2 S soutadnicemd r,8 ,¢ ; svézéry Jsou
XS PR A : transformalnimi vztahy (4).

X .

P¥i p¥echodu ke sférick;zim soui‘adnicim (pf'i vipol‘.tu integrdld, p¥i
interpretaci vlnovych funike! ve sférickych prom&nnfeh apod. ) nesmime
zapominat,’ %e infiniteaimélni ob;)emovj element dt = dxdydz se iransfor-
muje v : ‘

ar = 2 sinedrded? =r dr dR : B (%)

kde df2 = sin@ 40 d¢ Je infinitesimdlni element proatorového dhlu ve
sm&ru urdeném dhly @ , ¢ . :

Provedeme-1li transformaci preménnjch v operdtorech (3) (coz., vyéa-
duje predeviim pozorno-t a Zas), dostaneme

_ by cosy T
£x = ih( siny 38 + e8 a?)
2, = th(-cosg +:;‘;"" :? )y (6)
y
6{2 = - th _a-(F
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Odtud pak pro operdtor #2 =£i +£§ +£§ dostaneme

42 1 _é_ E 1 ag.
£ = -h (sine 09 (sine 39) v sinZ0 b\f }

-nebo po dpravé . (7)Y

2. g2 (% . A8, 1 N
£ =-h (662 tgB 20 ainea‘f)

2., Vlastni funkce a vlastn{ hodnoty _cpe.rétorﬁ i""g ’ 8?.2

—_— ——

2.1) Redent
~Zjistili jeme, %e spolu s valikosti momentu hybnosti miZeme pfesné

urdit pougze jednu z jeho sloZek. ProtoZe pri nadf volbé sou¥edné soustavﬂ

Je. najjednodudsi operdtor £z ybudeme se zabyvat z-ovou sloZkou (csa z

m4 zatim v prostoru libovolny smér). ‘

~

ProtoZe operdtory £ .:E komutuji, je moZné najit pro n¥& spoleiny
souvor ortonormélnich vlnovych funkci (viz odst.IV.3.3), které budou ‘
¥eSenim rovnic

- ﬂx_-;—q/(r,@ of ) =u,+<r,9 ) - (ew

.
- 42 ("éine (m@ ) m29 al{))«P(r, ) *[5 \,}(rﬁ )
(8Db)

kde jsme oznedili vlastn:[ hodnoty f Jakoox a pro 32,2 Jako (3
ProtoZfe operdtory -‘.’ aﬁ nepisobi na prom&nnou ry miZeme Ji ve funkcich
\P(r, ,c[?) pova!ovat za parametr, ktery nebudeme ddle Vypisovat.

Vliestni hodnoty a funkce éf& - rovnice (8a)

Redeni rovnice (8a) je

$(0, uf)=f(@)ei°“?/h k (9

kde £( @) Jje libovolnd funkce O (a ovéem i 1).

V odst. II.3.4 Jsme stanovili podminky, kterym musi vyhovovat kaZdd
vinovd funkce; pripomé&nme si, %e mus{ byt: i) spojitd i s 1.der1vaci,

11) JjednoznaZnd, iii) kone¥né, iv) ‘kvadraticky integrovatelnd. U funkco
(9) Jje t¥eba zajistit jednoznaénoat- pfi zvétdenf dhlu o 27 mus{ pletit
(okrajovd podminka pro (8a)) : ‘

. Yo, cp+2n') x];(@,cp) 4 - (10)
Aplikace podm:(n.ky (10) na Pedeni (9) vede k poiadavku exp(iaﬂrc&/ﬁ) =4,
‘odtud dostdvéme vlastnl hodnoty c‘g

o =m b m1='o,ti,tz.... _ (1)
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¥ podstatd® je to vysledek shodnj s 1.Bohrovym postuldtem ve stars
kvantové teorii (Bohr uvaZoval ‘pouze kruhové orbity).

Vliastn{ hodnoty & vlastn{ funkce £2 . rovnice (8b)

Dosaame nyni funkei (9) do rovnice (8b) ( ji% ze struktury operd-
torudl Je zi‘e:]mé %e je mo%nd separace proménnyche Y Ye Po déleni
exp( im]_\f ) dostaneme rovnici pro funkei f£( 6):

2.
4 d ar( @) ™ : L
a— i — - i ; - '
sin@ * ab (8 ? aé ) * (A . ein® O ) :(94) ° R (12)
kde B ‘A =B/ 82 S - " (12a)

| Nazne&ime jen hlavn{ kroky Pedenf; postup je v hlavnich rysech shodny
8 tim, ktery jeme podrobn& probrali u harmonického oscildtoru.
Pro prehlednost budeme déle psét jen m misto m, !

a) V rovnici (12) provedeme substituci

cos@ =y : Ty - (13)
a dostaneme taek rovnici. ' v o
(1- yé [P A 2y + (M- Y = - (14)
: dyz l? ‘ .
kde - " '
1€yt

b) ProtoZe rovnice (14) mé singularity v _b'odech y =1 (u l;amonického
oscilédtoru to byly body t 00), je t¥eba vySetFit FeSeni{ v okol{ tdchto
bodl. P¥itom se ukdZe, %e FeSen{ pro nés pi‘ijatelné Je t¥eba hledat

ve tvaru

SRy = (1 -y )2 ) N )
Po dosezen{ do (14) ziskdme rovnici pro v(y): ' | '
2 a2y ‘ ' ey 1
(1-5")—-20m+1) y + [A=-1miimi- 1]y =0 (16
¢) Re#ienf{ rovnice (16) se hledd ve tvaru moeninné rady o :
oo | ‘
vy = E a, y“ N - - an
n=0 :

'~ Dosadime ji do (16) a uspoi"édéme podle mocnin y. Mé-1i byt rovnice

- splndna pro v8echna y, musi byt koeficienty u vﬁech mocnin y rovny nule,
Tento po¥adavek dé rekurenini formull (srov. postup vedouct k (VII.19))

c (nsimN(nsmp+d) -A
n+2  (n+2)(n+1)

Znovu (podobn&~jako v (VII.20)) dostdvdme dvE Fedenf . v(y): nekonefné
Fady se sudymi a lichymi mocninami y, Ob¥ se v okolf bedd y =24

a (18)
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chovaji jako (1-y2)™® ¢4, diverguji pro y»*4. Vychodisko z této situacé
Je opt jediné: ukon¥it Fadu u n¥které mocniny y, tak%e v(y) se stane
polynomem. MoZné to je, nebo{ v (18) méme gzatim neuréeny parametr A,
PoloZime~14

- A=1(1=+ 1 ) 1=0,1 12y00e - {19)
bude pro dané 1 e m funkce v(y) polynomem stupn# ne jvyse -ami .
ProtoZe volbou (19) zm¥nfme jen jednu z Fad v polynom; musi byt druhd
identicky, revna nule. Tc dosdhneme zase volbou a #0 3180 nebo a =0,
31#O° a,#0, resp. 91#0 s 86 pak uri{ gz normalizaéni podminky.

Z (19) a (12a) z{skéme vlastn{ hodnoty &2

ﬁsl(l‘fi)hz ’ 1=01é,ooo (20)

Misto kvantového c‘.isla 1 se Zasto pouzivé znaleni plrevzaté ze spektro-
skople:

1 | o 1 2 3 4 5 g
oznateni '
pismenem l 8 P d £ g h 1

Velikost momentu hybnosti Zdstice je, stejnd jako jeho eloZka sz,
kvantovéna a miZe nabyvat hodnot

Yi(1 + K £ (1=0,1,2,...) .
K danédmu 1 (pro danou velikost 4 ) jsou moZné hodnoty projekce L ne
_zvolenou osu (srov.(11)) ,

mlﬁ 2 m1=0,-‘21,1'2,...,t1' R : (21)

o

nebol v dvaze, kterd nds pFivedla k (19), Jjsme polozilir‘ ntimi= 1 a
st{taci index n>0. .

2.2) Sférické furkce

Funkce které jsou fedenim rovnice (14) se nazjvajf pFidrulenéd
Legendrovy funkce; v matematice pat¥{ mezi tzv, specidlnf funkce, co%
Jeou funkce, které Jsou FeSenim nékterych, Zasto se v aplikacfch vysky-
tujicich, obylejnych diferencidlnich rovnic 2.#4du [11,12,13].

Pro m >0 se daji vyjéarit takto

’

Pi(y) = (1-y2)™2. 8 p () S (a2
dy ' :

~ kde Pl(y) Jjsou tzv. Legendrovy polynomy, které Jaou kone&nym teéenim (14}

8 A= 1(1+1) a m=0; to znamend, Ze Py(y) = Pl(y) . Polynony P (y) 1ze
ziskat pomoci formule (Rodrigueziv vzorec)

1 : 2 nl Craay
Pa(y) = — . [(y o] (23)
2" n! dy . ) .
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Tebulke 3
Legendrovy polynomy P (y) pro n=0,...,5
Po(y) =1
Pi(yB = ¥ )
Pyy) =2 (3® -1
Py(y) = 1 (5y° - 3p)
Py =235yt - 3052 430 N
Po(y) = & (63y° - 703 + 15y)

Obr.20 _ 1
Legendrovy polynomy P (cos 0)
pron = 2,3,4, 5 ‘

..1 . . INi

Tekto “definovand Legendrovy polynomy jsou na intervalu —14 y$1
ortogondini; plati

; x S

_ _ 2 |

f1 Pn(y)‘ Pk(y) dy =J‘Pn(cosG)Pk(cose)sipedQ = v Snk
- 0 (25)

Pro vypofet hodnot polynomd vyssfch Fédld je moZné vyuift rekurentni
forauld ‘ : :

(2n+1)yP (y) = (nfi’)Pmi(y)‘-t‘nPn_,i(y) ;1 n=1,2,.. (26)

P¥idrufené Legendrovy funkce s m <O definujeme takto:

{(lem)!
(14m)?

Y (m>0) | (27)
Spolu 8 (22),(23) to umoﬁnu,je vyJjad¥it P':i’_i pro viechna my v (21) .~

P1 (y) = (1"

Pro dané m jsou i p¥idru¥ené Legendrovy funkce ortogondlni :
x

ij(y)Pm(y)dy ij(cosG)Pm(cose )sinGGG.z 2__ (qgtm)! J (28)
(]

2q+1 (q-m)!

Normalizovené vlastnf{ funkce operétor& iz,aﬁ?- oznaéine 11(6 ,tf );
platf pro né& :

L1500 = oh @, 5 LO = UK 7@, 29
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V rovnicich (29) jel1=0,1,2,...  a n(=m;) = 0,81,22,,..,%1 .
Na z4klad¥ p¥edchdzeJicich vysledkd ((9),(11),(14),(19)) dostanéme

m - 21 + 1 (1-imi)t pimu im ,
xl(e,w‘ cmv 1 (ioian1 L teosO) o7R¥ (30)

kde = (-1)" prom»0 a €, =% pro m<O.

' Funkce !m((-) ,Lf) se nazyvaji sférické funkce (pozn.: n§ktai‘i autoﬂ :
nazgvajl eférickymi funkcemi PJ ). '
- Jind forma vyjddfeni; platnd prc vBechns m, je

(-1) 21+ (1-m)! im , a 21
b V 4 m__ a
1(9 P = 211 4x (1+m)t I  d(cos®)*® e (31)

2 (30) nevo (31) plyne, 2e
00,90 = (<D r’{*we,?') (32)

Upozornéni!

Sférické funkce jsou urdeny (tak Jako vlastni funkce i Jinych

' operdtord) a% na fézovy faktor s modulem 1. Na to jJe t¥ebas ddvat pozor
pfi studiu literatury. Vedle viéa uvedenycb definic se vyskytuji i jiné;
napf. se faktor (-1)™  vypousti a pro m<Osedefinuje Y " = Ym*

. Pokud se provedend volba p¥i vSech matematickjch ﬂpravéch dodriuje, jaou
samozFe jm® kone¥né vysledky pro mEFfitelné fyzikdlni veliZiny shodné. -

Normaliza®ni konstanta sférickych funkci je vybrdna tak, %e platf
(funkce £(0 ) a exp(imtp) v (9) jsou vlastn¥ normelizované také kaZdd
zv14st) :

P22z P:rr . ' : ,
f j Ym (G.Y) Y (G,tf) 8in@ ab d-f = 8mf ‘ (33)
Tabulka 4 '
N&kolik prvnich sférickych funkel
= -1/2
YO (B,9) = (4m) | 1
200, = (3/47) 172 coa o
13 10,9) = 7 (3/87)1/2 einBexp(tip) (30)

X (6, = (5/167)%/2 (3c06%0 - 1)

ri}e,p) = 7 (15/87)1/2 6inb cos@ expltiy)

152(0,¢) = (15/32x) /2 61076 exp(ti2y)
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2;3) Prostorové kvantovéni

Necht 1 Je n¥jaké pevné islo. Potom Je moZné moment hybnosti

~ zobrazit vektorem délky .
§=Vi01+1) RS

‘Jeho prim#t do osy z miZe podle (21) byt

V m =“"1 —(1';1'),ooo|-1 o'a.,c"'s(l‘i) 1 °

Kventové &islo m (=m,) se nazyvd __gnetické xvantové &{slo 1)>a~'

1 .orbitdlini kvantovg gislo.

e

g"'"‘.’?"“~
%
s .

Obr.21 TRmmkentt A
Vektorovy diagrem pro 1=2 a L/h=Y6 (a); Vektor T mi%e leZet kdekoliv
na kuZeli a pram3t m se nem&ni (b). ‘ '

Protoye jedind podminke kladend na ‘sloZky Ly Ly Je Lx+Ly = 12-n%h? ,
'miifeme vektor L povafovat za ndhodn¥ orientovany vzhledem k thlu ¢
miZe ledet kdekoliv na kuZeli podle obr 21b 8 vrcholovym dhiem O s PXo

ktery plat:[ o

cos O = 4 o (36)

Vig L+ 1) | '
V klasické mechanice by tomu odpovidala aituace, kdy vektor T kond
precesni pohyh kolem 08y Z.

Nebylo by ovdem sprdvné si predstavovat, e vektor 1 mé urdity
smér & my ho pouze nejsme schopni pFfesnd zm&Fit. Ve skutelnosti, Jestli-
Ze L a L maj{ ur¥ité hodnoty, musime si pfedatavit, Ze Je souéasné
pokryt celj kufel orientac{ (obr.2ib), ktery patfi k danym hodnotén
L2 L. Uvedeny vektorovy model vychéz{ z klasickych predstav a pii Fele-
ni mnoha dloh (nap¥. sklddén{ momentd hybnosti apod.) miZe byt velice
ufitedny. Je viak t¥ebe mit stédle na pamEti kvalitativni odlisnost
ob jek td mikrosvéta od mekroobjektd a ne¥init ne zékladd klasickych
_pfedstav ukvapené z4véry. K problematice momentu hybnosti se je§t§
vrétime v ndsledujici kapitole. ' .

1? \'4 magnetickém poli se snimd degenerace vzhledem k m (Zeemaniv J}v);
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'3, "Tuhy rotétor

3.1) Reéeni

Vv odst. VII.5.1 jome se zabyvali kmity dvouatomové nolekuly a
uvedli jsme, Ze vedle vibrainfho polybu jader,miZe molekula rotovat :
jako celek. V¥imnEme si nyn{ prévé tohoto pripadu, kdy vzd4dlenost Jadar
je nem¥nnd, rovné R, (molekula pfedstavuje dtvar podobny #ince). Nebude-.
me se opdt zajimat o pohyb t4215t3, ale soustfedime se pouze na rotaci 3
vzhledem k t&2i5ti, do n¥j% poloZime poldtek soufadné soustavy {obr.22) e

Obr.22
-Prom$nné 0,4 urdujt polohu tuhéhé
rotdtoru (hmotnosti My,M, v poiné
lvzdélenoeti'R ) JehoX tEZ1BtE je
v poéétkp sou¥adnic O; Bl+32=8

Moment setrva¥nosti rotdtoru I vzhledem k bodu 0 Je

I = WR2 + MRS -
Protofe R, = 0 (grov.(VII.78)), platl. |
R T T T (38)
M, N Mgl
takZe moment setrvaénosti (37) 1ze té% psét _
,LRZ (39)

kde u= uiuz/(n1+m2) je redukované hmotnost (viz(V1iI.79)).

Pohyb rotétoru je tedy ekvivalentni pohybu fiktivni &4stice s hmotnostl
s kterd rotuje v konstentni vzdélenosti R kolem bodu O; osa rotace
Je pritom volnd o
Klasicky vyraz pro kinetickou energii rotédtoru+je T = L2/21

potencidlni energie V(R,) Je konstanta, kterou miZeme poloZit rovnu nuled
Klasicky hemiltonién pak je H = 12/21 a kvantovEmechanicky hamiltonién ‘
pro tuhy rotdtor Je ' . |

‘= _____ : : (40)
% 21 :C 2,»32 :: R

1)fllohe ) rotaci-&éstice kolem pevn¥ dané osy (¥detice by ee pohybovala
v roviné kolmé k ose) nen{ z hlediska kvantové mechaniky korektni; ‘
v tomto prfpedd by totif byly dvé projekce'f(do osy) rovny nule & odpo-;'
vidajici operdtory by proto komutovaly; to Jje vdek v rozpdru se.zéklad~
nimi komutdtory (1). ’
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Staciondrn{ Schrédingerova rovnice pro tuhy rotédtor

| A(r,0,43 =BP(r,0,¢)
po dosazeni hamiltonidnu (40) a malé dprav® 44

LEP(r,0,¢) = 2uBd Er,0,9) (41)

Operétor Vo pisobi jen na B a § tekZe ve vinové funkei 4:(1‘, ,lf)
figumjo r pouze Jjako parametr (r"R ), Etery v daléim nebudeme vypisovat.
Rovnici (41) méme ji% vyi‘eéenu. Vlastni funkce.'t jsou I?(G,q), odpovi-
dajfef vlastnf hodnoty 1(1+1)h? se must rovnat ZéLRi .
MoZné hodnoty energie rotdtoru tudf{¥ jsou

| 5, = A1 +1) K2

2ur2

(42)

Pritom hodnota El Je (21 + 1)-ndsobnd degenerované neboi k nt pi‘is].uﬁi
(21 + 1) viastnf{ch funke{

$inlOsyp) = !1(9“() (m=0,£1,t2,...,t1).

Plat{ v : 2. :
1(1+1})h :
A 100,p = EE2IN g (43)
. 2u Ry ,

V molekulové spektroskopii se zavédi rotafnf konstanta
| f | h h

BsS ——— = = : . (44) .

2
471 ‘ ”r(u'Rz 8 7 W RS o

kterd mé rozmdr frekvence (ndkdy se ve jmenovatell (44) pide Jeité
rychlost svétla c; B mé potom rozmér vinottu (pi‘evréeené hodnoty délky)
a v soustavd CGS vychdz{ v cm” ) :
Po zavedeni B se dajf vlastni hodnoty X psst (obr.23)

E, =Bhl(1+1) (h,nikoliv hi) (45)
) £ _ : ‘
E 4 I [ Obr.23

88h N&kolik prvnich energiovych hladin‘,;

i tuhého rotdtoru. KaZdd z hledin

3 i Gﬁh 8 174 jJe od nejbli%e ni%is{ vsad-

5 L lena o 2Bhl. Sipky vyznatulf moiné

f 4Bk ~ piechody p¥l absorpci elektromag-.

3 2Bh netického zé¥ens.

i Vzdﬁlenoat dvou sousednich hladin El' El 4 :]a
Ey = By 4 = Bo[1(1+1)-(1-D1] = 2 Bh1 (46)
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3.2) Rotsdn{ spektra dvouatomovych molekul

Rotétor miZe emitovat nebo absorbovat elektromagnetickou energii
p¥1 prechodech z jednoho energiovéhc stavu dec druhého. VypoZet pravdé-
podobnosti prechodu (viz kap.XI,XII) ukédZe, Ze nenulovéd pravdspodobnost
Je v pouze pro pfechod mezi hladinemi E,- ,E, 841 =1 = 1”7 =%4 .
(vyb&rov4d pravidla). Bohrovskd frekvence V1+1 1 (E1+1—El)/h emi tova-
ného {absorbovaného) zd¥eni je z (46)

Vi, =B, | (47

tak%e ¥4ry jsou (na frekvenini stupnici) ekvidistantn® vzddlené. )
Absorpéni 84ry odpovidajfci{ uvedenym p¥echodim le%f v daleké infralerve~ .
né oblasti (pF¥ipomenme, %e &istd vibradni prechody dévaly S4ry v blizké '
1% oblasti (odst.VII.5.1.3)).

Tabulka 5
Pozorovené vinodty ¥=V/c pro molekulu HC1 (podle [22])

1+ .4 5 6 . 7 8 9 1.0

T

S(en D) | 83,03 | 104,1 | 124,3 | 145,03 | 165,51 | 185,86 | 206,38
4y | 21,1} 20,2 | 20,73 | 20,48 | 20,35 | 20,52

Podle (47) AV'= By, (B=B/c), cof a4vd

o~ h - o
Ba%c Igmq
Odtud miZeme vypoéitat moment setrvadnosti .
Iycy = 2,69.1070 g cn? C(49)
s “él = 6,0, 10'233 a My = 0,17, 10'243 dostéiéme redukovanou hmotnost
My = 1,63 10'24g. Vztah (39) pek a4 |

ROHCl = 1,29, 10 ' . (50)

Tak jeme dostali z nam&iFené 1nfraﬁervené absorpce odhad velikostl mole-
kuly HC1l, ktery velmi dobfe souhlas{ s hodnotemi ziskanymi jinym zpliso-
bem, ZddraznZme vSak, Ze hodnota RoHCl—px}P zi{skdna ne zdkladé Klasickyeh
predstav o kvantovémechanickém systému a neni totoZnd s odpovidajict ‘
kvantovémechanickou st¥fedn{ hodnotou.
Klasickd predstava néds miZe piivést i ke vztahu, ktary by mohl

1lépe vystihnout experimentdlni hodnoty_ ¥ (ay v tabulee 5 nenf presnd
konstantni jek by plynulc z (47)). Molekula HCl nenf zcela tuhy rotétor. ‘

~i} V tzv. dipolové aproximaci, kterd dévd prévé ty nejesiln&ji{ abeorpénf—
nebc emisni ¥4ry (viz odst.XII.1.3) :

]
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Vzddlenost mezi H a Cl neni nemdnnd a m3n{i se v zdvislosti na rychlosti
rotace. P¥edstavme si, Z%e v obr,22 jsou atomy spojeny prufinou(misto
tyt1). Jestlife molekuls rotuje kolem osy kolmé k pru%ing, potom v rov-
novédze musi byt odstiedivd sils LZ/(LR3 rovna dostiedivé sile k(R-R ),
kde k charakterizuje silové pisoben{ pruZiny (srov.(VII.1l)) a R, Je
rovnovdZnd vzddlenost u nerotujict golekuly, plati tedy

: L

K(R-R) = , L (5D
o 4LR3 . ‘ |
Celkovd energie esoustavy (kinetickd + potencidln{ energie, tj. (40) +
(VII.6)) je >
e I +lumn)? » (52)
2uR 2 ,
ProtoZe R se mdlo 1idf od R, ndZeme pouzit nozvoj
R« R, : :
2 . 52 L
R - Ro (1 + 2 R + se s ) s (53)

)
co¥ spolu s (52) 44

1 2,2 2 3
L + -——§———3- (L)€ + malé dleny GmErnéd (L°)7+...
2{:.1!2 Ztu,k R v : . (54)

E =

Prvni &len jJe energie tuhého rotdtoru, druhy &len pfeastavuJe prispévek
od odst¥edivé sily.

Kvantovémechanicky hemiltonidn ziskéme z (54) néhradou 12
operdétorem 82

1 2, 2,2
o€ = ( (55)
2[LR<2) % 2@,2k R & ‘ :

Vlestn{ funkce tohoto jeou op&t sférické funkce Y? a odpovidajfcd
vlastni hodnoty Jsou

E; = h[b1(1+1)+a1®(1+1 21, (56)

kde b,d jsou konstanty (srov.(45) kde Jje jen konstanta B).
Misto (47) tak dostdvéme

Vi) = 20040 -4 (5D

Tato zévislost skutednd 1épe vystihuje hodnoty z teb.5; proloieni z&vie-
losti (57) témito hodnotemi (tak aby soulet &tvercd odchylek byl minimél—i
ni) dé ' .
bHCl = bHCl/° 10,395 cm'1 ; dHCl = 6301/0 = 0,0004 cm -1
Mals hodnota d ukazuje, e pPedstava o tuhém rotdtoru je pro molekulu
_HC1 velmi dobrym pFibliZenim.
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3.3) Hustota pravd&podobnosti

Pravdépodobnost wlm(G,q), %e rotdtor, ktery,Jé v kvantovém stavu  _
s vinovou funkei *le(e,?)'= Y?(G,V),buﬁe nalezen v infinitesimdln{m -
prostorovém hlu d§2 (viz (5)). ve emdru daném dhly G,i{ Je
wo(O,p) aQ = 1Y, 1% aQ _ (58)
' Uvédomime-11 si, %e vSechny sférické funkce zdvis{ na ¥ Jen pires faktor
exp(timy), Je jasné, Ze |Im(9'¢)|,, a tudfZ "1m‘9vf" nezdvisf na ¢

pro v3echna 1,m budou thlové zévialosti hustoty pravddpodobnosti vyskytuj
tj. funkce wlm(G,q y rotainé symetrické kolem osy Oz. S vyhodou se
proto zobrazuji v poldrnich sou¥adnicich (obr.24), pro 1=0,1,2,3 Jsou
tyto grafy v obr.25.

Obr.24 »

K zobrazeni | Im(@,?)la v polérnich sourad<
nicfch. Zvolime osu z a na nf poddtek O.

2 ndho ve sméru deném ﬁhly.e,gp nakresl{-
me polopaprsek a na n&j vyneseme délku
lYmI . Tekto z{skané body leZi na plode,
které Je rotadné symetrické kolem osy Z. -
Proto v obr.25 jsou zekresleny jen k¥ivky,
které vzniknou Fezem této pldchy nédjakou -
rovinou obsahujic{i osu z.

4. Sklédéni momentd hybnosti

m—
T ——

V piedchézejicich odstaveich Jsme studovali orbitdlni moment
hybnosti T Jedné ¥dstice. Z kapitoly V vime, Ze ¥dstice md i1 vlastn{
moment hybnosti S (spin). V odst.’I.3 jsme se navic nau¥ili sklddat
spiny dvou stejnych fermiond ve vjsledny spin. Logicky bychom nyni meli
Fedit tyto problémy: i) vysledny orbitélni moment hybnosti soustavy
4atic ; 1i) skladéni orbitdlniho Ta spinového S momentu hybnosti
jedné Z4stice v celkovy moment hybnoat1'3 s 111) celkovy moment hybnosti
soustavy Z4stic. Problematike skiédén{ momentd hybnosti je pom&rn¥
rozséhld; dileZit4 je ve fyzice atomi, molekul a jmenovité pro spektro-
 skopii. Nenf moZné ( a ani by to neodpovidalo pojetdi skripte) se J{
zde zabyvat v celé 8iri. Na ndsledujicich Fédcich se proto omezime
na zékladni dvahu o sklédéni dvou momentd hybnosti; pro urtitost prove~
_deme rozbor pro momenty hybnosti L, ZAvEry v§ak plati obecng- pro livo~

volné dva momenty hybnosti.

W



-1 ¢ vizr )

) 1=], m=+]

« 1=3, m=tl
1=2, m=+] E { z
1=3, m=+2

1=2, n=0 1=2, m=22

1=3, m=0 1=3, m=t+3

Obr.25

Poldrni grafy funkci lYm(G N )]2 pro 1 =0, 1, 2, 3 a odpovidajici m
{konstrukce grafﬁ Je. popséna v obr.24). mE¥{tko je pro vdechny grafy
stejné, a&leni os je po 0,1 . Ve vZech grafech je osa z svislé.
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4.1) Dve orbitdlni momenty hybnosti

Mé& jme soustavu tvoi‘egou diéma neinteragujfcimi &4stmi. Jejich
momenty hybnosti oznelme L1 ’ L2 a vysledny moment hybnosti pak -
- -

L= L1+£2 . Jim odpovidaj{ operdtory :ﬁ:l . a?}z 8
— - ey

&L= éﬂi + éfz o (59)
Vlastnf hodnoty operdtord z-ovych sloZek, tj. operdtord ‘f’iz' £22’£z ,

oznalme my , By , O & vlastn{ hodnoty operdtori ®2 ’ éﬂg ’ 36.2 oznadme
symboly 11 ’ 12 y 1 o :

 Nyn{ si polofme otézku,jak se seiftajl momenty hybnosti, resp.
jekych hodnot mohou nabyvat kventovd &fsla 1 a m 7
Pro kvantové &fslo m je odpovdd snadnd. ProtoZe operdtor £ Jje

°€z = x’lz +';82z ‘ (60)
budou jeho vlastn{ hodnoty soudtem mg,m, (v jednotkéch h ), ti.
m=motm, (61)

Pro operétor £2 ( #sﬂi -_Hﬂg ) e situace sloZité j&1.

Pfedn® se musfme rozhodnout, jekymi kvantovymi &{sly budeme chara-
kterizovat moment hybnosti soustavy( musi to byt vlastni hodnoty komu-
tujicich operdtori-viz odst.IV.3.3). Jedne mo¥nost Je:

11112)'“51’!“2 ’ (62)
Pro dand 14,1, nabyvaji'mi,mz hodnot -

Celkem tedy bude 5311+1)(212+1) riznjch stavd se stejnymi &fsly 14,1s.

Vlnové funkce téchto stavd oznaliime

tfli.lz,mi.mg - - (63b)
Existuje vdak druh4d moZnost: za kvantovd %{sla urdujici stav
soustavy zvolit

4,1,,1,mn L (64a)

kde m = 0,%1,%2,...,%t1,

To je mo¥né, nebol operdtory éﬁi ,£§ ,éﬂz, e‘gz komutujf{ (nekomutuje

ale .;62 s o‘elz nebo £2z ! ).Vlinové funkce v tomto p¥{padd oznalime

! 4’11,12,1,111 (&b’
Pro dand 14,1, mis{ 1 nyn{ existovat (211*1)(212‘?‘1) riznych stavi,
nebot po¥et moZnych stavi nemiZe zdviset na tom,jak Je rozlidujeme.
Téchto (214+1)(21,+1) stavd pus{ byt nyni rozlideno kvantovymi ¥isly

. Urtfme je nésledujici dvahou.

l1,m
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Setite jme postupn& rizné pf{pustné hodnoty my M, ; tak doataneme
hodnoty m podle nésledujfc{ tabulky, v nf{% jsou seskupeny hodnoty my My
ddvajicd toué hodnotu m:

! M o
I SO I 1%
11-1 1, 11+12-1
1.1"1 12 -1 11+12 -2
14-2 1,
4 1,-1 S

Ne JjvEt8{ mo¥nd hodnota m Je m=11+12 , které odpovidd jJeden stav ?;
proto i nejvy&8f pFi{pustnd hodnota m & 1 ve stavech ¢ bude 11+12 .
. Dal3d{ hodnot& m=11+12—1 odpovidaji dva stavy, které se mus{ rozlisit

hodnotou 1. Proto%e ne jv&t3{ moZnd hodnota 1, jak jeme 'prévd ukdzali, Je

'11+1 a protoZe m nemiZe byt v&t3{ neZ 1 ( pro m opét musi platit

Com o= 0,81,12,...,¢1 -viz(21)), mohou tomuto m odpovidat jen stavy 1=14+1,,
‘ -11+12-1 X m—11+1252 existuji 3 stavy ?i analogicky k pfedchozimu

zdvéru bude 1 pro tyto stavy rovno: 11+12 , 11+1261 ’ 11+12é2.

V provddéné dvaze by bylo moZné pokraébvat,dokud by se p¥i zmende~
ni m o1 zvdtSovel o 1 polet stavl se zadanym m. Procedura by zrejmé
pokradovala a% do chvile, kdy m dosdhne hoénoty_t11~12I; pfedpokiédéma—li
Ze lzg_li , zlstal by p#l daldim sniZovdni m polet stavli roven 212+1.
Nejmen®{ p¥{pustnéd hodnota 1 je tedy 11,-1,l. Dosp€li jeme tak kvzévéru,
Ze p¥ipustné hodnoty 1 jsou

1= 141y , L+l , eee , [1-1,00 (65)

Je-1i 1,K1, (pro 1,1.3,12 zaménime indexy), bude 1 nabi!at 12+1 hodnot
a celkovy poéet stavd ¢ odpovidajfc{ denjym hodnotdm 1,,1, je royen
1+1,
(21+1) = (211+1)(212*11,

1=11-12
stejné Jjeko pro stavy
o Uvedeny vysledek byl ziskén jJe3tE& p¥ed vznikem nové kvantové taori#
v tzv. vektorovém modelu. V tomto modelu se predpoklédé, fe délka vektoru
j;(srov. s konstrukef v obr.21), ktery vznikne sloZenim dvou momentd '
hybnosti 1,,1,, se miZe m¥nit Jen po Jednotkovych skoefch.
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Maximdln{ Jje pro paralelni vektory, kdy 1'=A11+12 » @ ainimAln{ pro
aﬂkipagalelni sl = 1,-1 (pro 123;11) (obr.26).

A I,:" :
41 1 | 1,41

=3 22 fi1-2 204 ‘
121 Obr.26

Sk14dén{ momentd hybnosti s 1,4=1,
12=2 ve vysledny moment hybnosti.

1

Jestlife je t¥eba sklddat 3 nebo vice momentd hybnosti, sklddédme
Je postupn® po dvou s vyuZitim odvozenych pravidel.

Viimn&me si Je#t& vztahu mezi Btavy"pli’lz’mi’m2 a 4’11,12,1,m .

1pymy,m, |
funkc{ f i q; urduj{ stavy téhoZ systému, musi byt moZny p¥echod od Jed-
noho souboru k druhému. Jinymi slovy: soubor jedndch funke{ lze pouZit
jako bdzi,v ni%Z se daji vyjdd¥it druhé funkce. lze psdt

‘,’11,1 1,m Z Za 11m112m2 \Flimilzmz (66)

Ve stavu ‘Pli neni obecn¥ uriitd hodnota 1. ProtoZe soubory
]

']Dl‘l mi’lz’mz Z Z: 1112m.2 +1,1121m (67)

kde
11‘“112“‘2‘ <11m’112m2|11121m> J‘hi""llz’“a qjlilzm ac

Jesou tzv. Clebschovy-Gordanovy hoeficienty (koeficienty vektorového
sk14d4n{) a kvantovd E{sla m,,m,,m Jsou svdzéna vztahem (61) a
1,14,1, vztehem (65).

Pro Clebschovy-Gordanovy koeficienty plati Fada uZiteénych vztahd, které
- miZete najit nap®. v[2]. Existuj{ také tabulky t3chto .koeficientd,napf.:

v [6] (viz té% dodatek G). Fyzikdln{ vyznem C-G koeficientd Jje prosty.

Z (66) je viast, %e |[K1,m,1,m,|1,1,1m}|° udévé prevd&podobnost, Ze ve
atavu *111 1m (E | 1,1,1m> ) ( v n&m¥ je celkovy moment hybnosti d4n 1 a

Jeho prﬁmét na osu z &islem m), je projekce momentu hybnosti na osu z
‘u_prvniho podsystému déna m au druhého m,=m-m, . T4% veliiina

1<y 1 m, | 11121m>| ddvd podle (67) pravdépodobnost, %e ve stavu
|11m112m2) (jsou dény m,,m, pro podaystémy) Je celkovy moment - soustavy
urden &i{slem 1.
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4.2) Orbitdlni a spinovy moment hybnosti

Uvaha, kterou jsme prévé provedli pro dva 6rbitélnt momenty
hybnosti, plat{ zcela obecn& pro kombinaci libovolngch dvou momenta
MOZete si nap¥. ovE¥it, %e aplikovéna na dva spiny s s=1/2 ad vysledky,
které Jsme odvodili v odat. vi.3.

Praovidla kvantovédni plynouci{ z komuta&nich relacf (1) 350u platnd i pro ‘
celkovy moment hybnosti ééstice

=L+3 , ' o (68)
pro vysledny orbitdlnf moment hybnosti soustavy Zdstic

=Z’£i . . (69)
1

pro vysledny spin soustavy

3-8 ~ - (70)

i \
i pro celkovy moment hybnosti soustavy Zdstic
el -~ ’ ¢
F=) ¢ I+ | (T1)
i .

(nezapominejme ale na piedpoklad o nezdvislosti podsyntém& vystupu,jicich
~ v sumacich).

i

{

Véimnéme sl Jen krdtce komblnace orbitdlniho momentu hybnosti a
spinu s kvantovym &f{slem s=1/2 (m “"1/2). V pfedchoz{ dvaze to znamend
nahradit 14,0y éisly l,m, & dvojici 1,,m, t{sly s,mg . Operdtor celkovéhoL

momentu (68) Je J/ 3?.*- a pro g-ovou sloZku }z -f + ff
Vlastn{ hodnoty ’} budou

I +0hR8

Podle (65) (1 Je nahrazeno j) jsou pro 1> 0 mo¥né pouze dv¥ hodnotx
J=1t s, tJ.

= ;‘. = ] - i . ' :

J=1+ > a .‘] 1l 3 : - (72)
Pro stav s 1=0 (s-stav) je moZnd pouze hodnota p .
| J = J‘.. . : . ' . v

Pro 1"2 Jsou moZné kombinace (72) v obr.27.
Kvantové &fslo j miZe tudiz nabjvat hodnot :

J=1/2, 3/2 ,5/2 youeo BN )
Vlaatni hodnoty 2« pek jsou (pro dené J)

mdﬁ. kde my =t%,t§, +2,...,-d B (74)



( VIII ) _ - 62 -

A
=11
2)& [} 4
&
.. 5
12 17 :

) 1=2 =3

2 .
Obr.27. )

- Skl4déni L a8 pro 1=2 a s=1/2

- Spektroskopické znaleni zavedené pro kvantové &islo 1 (viz(20))
se pri kombinaci 1 se spinem s roz¥ifuje v zdpis
‘ 13 ,
kde 1 se op&t zapi¥e pismenem s,p,d,... @ kventové $fslo j se napiée
Jako index vyjédfeny zlomkem. Tak dostaneme

(75)

1 o | 1 -2 3

e
N
L] N
N
o

1 1
J 2 2

oznateni | sys5 | Pasp | P32 | %2 | 5.2 | Tss2 | T1s2

Tabulky Clebschovych-Gordanovych koeficientd pro sklddéni 1 s s=1/2
Jsou v dodatku G.
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