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PREDMIUVA

Skriptum begprostfedn¥ navazuje ne I.dfl, ktery s podtitulem *Principy"
vySel v roce 1981. Formiln¥ se révaznist projevuje pokraiujfcim Xfslo-
vénim kapitol a gnatenim doplikd; odkaszy ne kapitoly I - VI & dopliky
A - BE jsou proto odkezy na I.dil. Podstatnd by vidak méla bjt ndvaznost
obsahovd. I p¥i pseni tchoto svazku jesem se enaZil naplnit sémdr, ktery
jeen vylo%il v pFedmluvé k I.d{flu.

V tomto IX.d{lu Je moZné rozlisit dvEé zdkladni, rozsahem zhruba
stejnd, Zdeti: (1) kapitoly VII-IX vinovené Feden{ (v podstatd preenému)
nékolika zdkladnich kvantovjch soustav; (ii) kapitoly X-XII, v nichi
ge rozvij!{ a na pf{kladech ilustruj{ nejb&Zndj3{ p*ibli%né metody Fedeni
kvantovémechanickych Wloh. Vibec jJsem se viak nesnaZil o vylerpévajici
p¥ehled aplikaci, e nimi% se chemik b&Zn¥ setkdvd. Naopek, na dostatednd
podrobném FeSeni a rozboru pom¥rné malého po¥tu zdkladnich dloh jsem ’
chtdl ukdzat, Jjak se obecné principy, vyloZené v I.dflu, vyuiivaji pro
¥eSeni konkréinich dloh. Podle mého min¥ni by bespeiné svlédnut{ tohoto
minime m¥lo vytvofit spolehlivy széklad pro uvséonslé-studiun kvantové
chemie.

Za neobyéojn& u!itoéné a vyznamné pro plné pochopeni 1l4tky pokld-
dém dovedeni kaZ#dého vypo¥tiu,pokud moZno,aZ k Iiselnym vyaledkﬁn které
1ze psk srovndvat s experimentdlnimi hodnotami. Pravda, vétsina vypodtd
v této oblasti fysziky nemd szcela elementdrni charekter, ale o to v&ts{
u¥itek a uspokojeni ﬁspéEnE provedeny vypolet pfindd{. Dnes JiZ je kai-
dému studentu p¥istupny dosti Siroky arzendl vypoZetni techniky a vypold
ty v kvantové mechanice nabizeji pSknou tematiku k Jejimu efektivnimu
vyui{véni. Nechei pochopiteln® vytvd¥et iluzi, Ze jde o problematiku
naprosto jednoduchou & bex némshy zvlddnutelnou. Ctvrtstoletf u¥itelské-
ho pisoben{ m¥ v3ak vede k hlubokému presvddieni, Ze ji miZe kaidy pri-
w&rny student,e vynalofenim pFiméfeného dsili,dspdsnd gvlddnout. Je jen
tteba gbavit se zbyte¥njch obav a podcenovén{ sebe sama, zaift a vyirvat.

Brno srpen 1983 - Jan Cel¥
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VII. HARMONICKY OSCILATOR |

1 vod

Ne ndhodou vénujeme Uvodni kapitolu vyznemné fyzikélni souéta&é;v-
- Jednorozmérnému (linedrnimu) harmonickému cscildtoru. Detailn{ rozbor
kvantov&mechanického Fedeni harmonického oacilétoru 'Je nsobyle jn& dile-
31ty z fyzikdlnfho hlediska, nebot existuje velky podet nejrﬁznéjéich
soustav, JjejichZ FeBenf se redukuje (alespon aproximetivnd) na dlohu ‘
o harmonickém oscilédtoru. Navic vBak jde o jeden z mdla kvantovémecha-
nickych systéml, které lze Felit piesné ProtoZe nékteré kroky Predeni,
které je provedeno v odst.2.1, sa v mirné obmEn&né formé objevi i v ndas-

ledujfcfch dvou kapitoléch, je jim zde vZnovédno vice mista. Algebraické

fedeni provedené v odst.2.2 ilustruje, Ze vlastni hodnoty & vlestni
vektory hamiltonidnu lze nalézt bez Fedeni diferencidlnf Schroédingerovy
rovnice, pouze & vyuiitim postulovangch komuta¥nich relacf. Krom¥ toho
se zde objevi Xrean{ a anihila®ni{ 6perdtory znédmé z kap.VI, které
umo¥nu j{ velice pFehlednou formulaci dlohy o souboru nezévislych harmo-
nickfch oscildtord v odst.3. V odst.4 jsou kvantovédmechanické visledky
doplndny o zékladni zévér statistické mechaniky, Z{m%¥ se zna¥n& roz8{¥{
okruh moZnych aplikaci. Zévéreény odstavec 5 je pak vénovén nékolika
aplikecim na konkrétni systémy.

1.1) Harmonicky oscildtor v klasické mechanice

0 harmonickém oscilédtoru mluvime vidy,kdyZ jde o Zdstici (presné:
hmotny bod) s hmotnoet{ m, kterd je k né&jakému pevnému bodu O p¥itaho-
véna silou umdrnou vzddlenosti od O (obr.l); pro sflu pisobic{ na Shstie

- ci tedy platd

m F=-x7% , (1)

| kde k Je konstanta dmérnosti. |
Popsand soustava pFedstavuje harmonicky
oscilédtor v 3-rozm&rném prostoru. »

0 JestliZe konstanta k nezédvis{ ne sméru

vychylky ¥ , jde o tzv. izotropn{ harmo-

nicky oscilétor. s

Obr. 1

Newtonova pohybovd rovnice pro tekovy oscilétor Je -
a®F -
n-—s = - kT , ' : _ (Za)

co% rozepséno do sloZek ($=(x,y,2)) 44 3.rovnice
ax aly ) a?z L (200
m .= -k X g = -k ¥y m = -k Z : )
ate ST e B
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Pro dplnoat Jen poznamene jme, Ze pro anizotropni 3-rozmdrny’ oseilétor
(x zdvis!{ na smdru vichylky) Jje vidy mo!né naJit takovou kartésakou

soufednou soustavu, %e v ni op¥ét dostanem@ 3 rovnice (2b), ovien -] treni.

riznyml konstantami k.

Separace proménnych v rovnicich (2b) (tim rozumime, %e v kaZdé
gz rovaic vystupuje Jen jedne z prom¥nngch x,y,z) ndm z matematického
hlediska redukuje dlohu o 3-rozmirném oscildtoru na problén t¥{ Jjedno-
rozmérnych oecildtord. V daldim se proto omezime jen na studium Jadno-

rozm¥rného harmonického oascildtoru, tj. g4stice, kterd se mi%e pohybovat

pouze po p¥imce, pFiZemi sfla,kterd na ni plsobi, je Uimdrnd vzdélenoeti
‘od n¥jakého pevného bodu O na této p¥imce. Ztotoznime-li p¥imku s osou
Ox a bod O s poldtkem, bude pisobic{ sfla F = -kx a Newtonova pohybovt
rovnice mx = -kx . Jednoduchd realizace takové soustavy je na obr.2.

Obr. 2

Téleso & hmotnost! m Jo zavilené na
pruzind. V rovnovédiné poloze (a) Je
gravitaini sila mg kompengovédna silou
pisobic{ na m od pru!iny; V¢chylky

aby pti protaZeni (b) i stlalen{ (e)
- platil pro deformaci pru¥iny Hookdv
. zékon.

Cad B @

Vyddlime-1i pohybovou rovnici m a oznalime
n .

dostaneme oby%ejnou linedrni diferencidlni rovnici 2.Fddu pro funkei

x = x(t) (tJ.pro zdvislost vychylky na Zase) ‘

a®x(t) ' )
— cd -x(t) =0 ) S (4a)
| a2 . :
Jeji obecné Fedeni lze pedt v ndkterém z.nﬂsledujicich (ekvivalentnich) .
tvard: o : S
: ' x(t) = A4 sinwt + A, cos wt ' (5a)
nebo ‘ ' : , ' ,
' x(t) = B sin(wt +¢) . (5v)
nebo Coa
x(t) =C4 exp(iwt) + C, exp(-imt) (5¢)

K urdeni dvojice konstent - A4,A, nebo B,¢ nebo Cy,Cy ~ Je t¥eba gzndt

poééteéni podminky, tJ.polohu a rychlost Zdstice v néjakém urditém Zase;

-

Lf z rovnovédiné polohy jsou jen tak velké,

Eal
o
-~

[

(%3
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T
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svolime=-1i, tak Jjak Je to obvykl‘.'tlo, nusini,znit

(0) dx A
x - x e -y
o ' at t=0 o ' (4b) .

% rovnic (%) je zfejmé, %e pohyb 2dstice Je periodicky s periodou T,
kterd s kruhovou frekvenci w souvis{ vztahem w = 2% /T. Kal¥dy oscild~ |
tor mé svou vlastni frekvenci w , urlenou vztahem (3), tezn.konstantou k
charakterizujict pritaZlivou sflu (v obr.2 charekterizuje k " tuhost"
pruZiny) a hmotnosti m. Podstatnym zdvérem ndsledujictho odstavce Je
zji8téni, Ze vlastni frekvence harmonického oscildtoru je shodnd pro
klasické i kventovEmechanické Pefen{. To ndm umoZfiuje Pedit Wlohy v nich
Jde jen o stanoveni vlastnich frekvenci (nap?. kmity molekul, krystalové '
nf{%e apod) jednodusSimi postupy klasické mechaniky,i kdy% se jJednd

o soustavy mikroldstic.

1.2) Kvantovdmechanicky hamiltonidn

K napedni hamiltonidnu potrebujeme sndt potencidlni energii V(x),
kterd je definovand jako préce potrebnd kX pPeneseni Sdstice s rovnovalnd
polohy O (poldtek souladnic) do mfeta se souradniocf x. Prdce vn¥jdfch
sl nutnd k infinitesimélnimu vychyleni 34stice z mista §{ do mista
se soufadnic{ E-r df Je k gdg (-—kf je sfla plisobic{ v mfetd se sou-
fadnict f na 3dstici smérem k O, vn&Jj3{ sila musi{ plsobit proti této

sile a je tedy +k§ ); celkovd préce pro posun z O do x Je
X

V(x)sjkgag = tx? =fmf S (&)

' 0
Klasicky hemiltonidn pro jednorozmérny harmonicky oscildtor je soudtem
kinetické energie a V(x)2= o
P
Zm
Kvantovdmechanicky hamiltonidn ﬁ dostenems z (7) ndhredou p a x
odpovidaJiéimi operdtory B, R (podle 7.postuldtu,v I.dflu str.110)

H =

+ %mwz x2 | (7)

A pe '
E = + %- nw? ¥ , ' (8a)
2m ) :

pritem% operdtory P, X spliujf komuta¥n{ relacti

%, p] =18 | | (8b)

Abychom p¥i FeBen{ nemuseli neustdle prepisovat nepodsiatné konatanty,
pre jdeme od operdtord 5. 4 k operdtorim ? ,.X transformaci
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4

nw A 'S ) 1 A ’ . . : . .

Polo¥ime-1i Jo¥td | ‘ . g

f=ho ¥ e
bude ' . ) . | .
=3P xd | . ow
a k tomu komutdtor ) o | '
‘ ' [x.?]”r . _ ~ -~ (100)

!ia!q.n dkolem nyn{ Je,‘n'aléz‘t vlastnf hodnoty & & viastni vektdry Lp>
Hemiltoniénu 2 , tzn.Fedit Schrddingerovu rovnici '

Aig> = e 19> B - an
V terminologii pétenciélovych jem z kap,III jde o nalezeni moinych‘
stavd Zdstice v parabolické potencidlové JAmE, nebot V(x) ~ x2.

g8 pro harmonick qaqilétn;

2, Bohrédin arove rovnig

2.1) Redent v souradnicové reprezentaci

Hamiltonién (10a) prevedeme do sou¥adnicové reprezentace tak
(viz kap.IV,odst.3), Ze za operdtor soufadnice X vezmeme p¥imo
proménnou X. Diferencidln{ operdtor pro P musf vyhovovat (10b). Pro
pivodni impuls P z (8) by bylo p = -ih (d/dx) , pro transformovany
impuls P Je ’ | o

(W)

d

P — . a2
ax _ ‘
Schrddingerova rovnice (11) md v této reprezentacl tvar
1, @ | : - |
o + X ‘P(X) = & \f(X) o (13a)
2 ax2 ’ :

nebo po upravd

: I | |

g '

2L i (ae - %) p =0 (13b)
ax ' '

Viastni vektory [¢> jsou nyni reprezentovény vlnoviymi funkcemi ?(X).

" Redent této diferencidlni rovnice nen{ ji% tek snadné, Jjako tomu
bylo napf.u rovnic z kap.III. Nejde toti% o diferencidlnf rovniei _
e konstantnimi koeficienty. ProtoZe zdkladni my&lenky peSent se vyuifvaj{) .
4 pFi jingch ulohéch, provedeme ho zde podrobnZji. . - &

I')))
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Predn& potfabujeme k rovnici (13) okrajové podminky. Zfskéme Je
¢ obecnych poZadavkd kladenych na vlnové funkce, které jsme shrnuli
v kaprI,odst.3.4 : qr(X) musi byt pro vdechna X spojitd 1 s 1.der1vaéi{-
JednoznaZnéd, konelnd a kvadraticky integrovatelnd. ProtoZe koeficienty
rovnice (13) jsou pro konedné. X koneZné, jsou Jejimi Jedinymi singuldr-
nimi ‘body X=-©0 a X=+00 , takZe musime hledat takovd Fedeni, kterd
Jsou pro X-»* ¥ 0o konelnd. Uvidime, %é takovéto feseni existuji pouze
pro ndkteré hodnoty € ; tyto hodnoty budou hledanymi vlastnimi hodno-
tami opsrdtoru . A . ;

Pro velkd X (X~ + 0o) vyhovuje rovnici (13) FeSeni

 Pa(X) = exp(x X2/2).
Ovéfine to proatym dosazenim do (13) 8 tim, Ze zanedbéme 2 =& 1 proti
X2 ([exp(x X2/2)]7" = XPexp(+ X2/2); (26 -X°) = -X° ). M&-U (X
byt konefnd pro X—> + oo , musime ze dvou uvedenych Feden{ vybrat pouze
| %,(x) = exp(- X2/2), s
ﬁeéeni rovnice (13) v celém intervalu X nyni budeme hledat ve

tvaru . : _
¢ (X) = F(X) exp(- X2/2) . (15)

kde funkce F(X) musi byt tekovd, aby pro X-tco platilo ‘_1:(x‘)_—uo.
Losagenfm (15) do rovnice (13) a vyd&lenim exp(—X2/2) obdriime diferen-

ci1d1lnf{ rovniei pro funkci F(X)

a°rF aF . —_
E'{z-zx;i +(26 -1)F = 0O o {(16)

Zddnlivé jsme nic neziskali, nebot misto jedné rovnice (tj.(13)) méme
ayni jinou, na prvn{ pohled dokonce sloZit¥jsf. Matematicky erudovand j8{
Etend¥ vdak v (15) pozné jednu ze zndmych rovnic teorie tzv.speciélnich
funkci; v nafem p*{pad® je to rovnice pro Hermitovy polynomy. Pro néds

Je vdak dlleZité sezndmit se 1 s vlastnim postupem ieéeni takZa se
neomezime pouze na tento odkaz.

Hlede jme Ffedeni rovnice (16) ve tvaru mocninné Fady
O

FX) = Z 8 x¥ S an
k=0 ‘
posazenim (17) do rovnice (16) doetsneme

]
(o]

§ k(k-l)akxkz»f § (2¢ - 2k-1)a X%
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(Vi1 ) =12 -

V prvn{ sum je pro k=0 a k=1 souXinitel k(k-1) roven nule, takZe miZeme
sumaci zal{t aZ od k=2. Jeatliie nyni v této sumé zaménime k na k+2,
,bueg se nové k ménit od O do o a spolu s druhou sumou d4

x40

) [ty (o1 Gep * (28 -2 -1 g ] ¥ = o (e
k=0 ' : | N e
Aby souet mocninné Fady byl pro vSechne X roven nulé, musfi byt koefi-
cienty u vSech mocnin X nulové. Pro ¥adu v (18) to znamend, Ze. musi byt
vyrazy v hranatych zdvorkdch rovny nule a tedy

2k - 2 + 1

‘8 = a | '(19)
k+2 (k+2) (k1) k T

1

Z tohoto rekurentniho vzorce mﬁzeme postupné uréovat koeficienty a fi
dva prvni koeficienty - 8,81 - pfedstavuji zatim neurlené konstanty
z obecnédho Fedeni rovnice (16). :

Plat{ iedy | - : |
eo;[i « L2e g2, Uo2g)(om2e) b, ] .

-"91[’“ -3;2; W3 . (3-225;(;/-?) xs ] - |

F(X)

o Fol(X) + 8y Fy(X) ’ (20),' s

kde F _(X), Fq(X) znaZ{ odpovidajici rady v zdvorkéch.

UkaZme nynf, %e pro nds pfijatelné Jsou pouze koneéné fady,tj.golznomx,
F (X), FI(X).

Pro F (X) i Fi(x) Je pom&r-dvou nésledujicich %lend fady roven

A\

K+2 :
X- 2k - 2¢ +1°
i:.tg_..'__ = e X
L X O (k#2) (k1)

- Pro velkd k bude £ento pomér = XZ/k » Stejny pom&r %leni md pro velkd k
rozvoj ) . 7  00 '2k N .

' 2 + X . . X “

Bxp(x ) = 1 ‘I'r I‘r a0 e = o k!

Kdyby tady F (X) Fq(X) z&staly nekone&né, potom by se pro velkd X
chovaly podobné Jako exp(x ), takZe by pro X .+ o0 rostly nad v&echny
meze. ProtoZe toté% by platilo pro vlinové funkce (15) Jsou takova
"?eéeni fyzikélné nepfijatelné. Jedinym vthodiskem Je ukonéit rady

‘se souéinitelem exp(—x2/2) v (15) dé fedend «'0()[)—'0 pro X-» + o0 .

LY




)

w

- 13 - | ( VII)
Provést to miZeme, nebot v rekurentnf formuli (19) médme zati{m neurfenou
velidinu & ; poloiime~1li £ rovno :

! - 1 l
en =N + "'2' , ( n‘_o 1 2'000) (21)
plyne z (19), Ze bude & ., = B 4 = «o0 = ‘0. Pro n sudé se tak stane

F (X) polynomem stupné n, pro n liché to bude naopek 1-‘1(10. ProtoZe
volba (21) omezi vzdy jen jednu z ¥ad F_(X),Fy(X), musime poloZit

;é 0, a4 = 0 pro 'n sudé a a, = 0, &y # 0 pro n liché, ‘méme-1i
ziskat fyzikédlné pri jatelnd vlnové funkce.

Z{skalil jsme tedy vlastni funkce hamiltonidnu (10a) ve tvaru
PalX) = exp(-X2/2) £.(X) , n=0,1,2,... (22)

kde T (x) Je polynom stupng n; odpovidajicf vlastni hodnoty &, Jsou
dény vztahem (21). Podle (9b) Jsou vlastn{ hodnoty pdvodniho hamilto-
nidnu H, tj moZné hodnoty energie linedrnfho harmonického oscildtoru,
rovny B, = hwe, , takie ‘

E = (n+ -1-') hos n=0,1,2,... (23)

Tento vysledek je v souladu s Planckovym pfedpokladem, %e harmonicky
oscildtor miZe pi¥ijimat nebo odevzdévat energii jen po kxvantach hw .
Novd se zde objevuje fakt, e v zdkladnim stavu, tj.pron =0, Je
energie oscildtoru nenulova a rovna

E hw

=

o 2

Existence tdchto tzv nulbodovjych oscilac{ Je potvrzena mnoha experimenty;
nap¥. rozptylem sv&tla na krystalové mP{%i p#i teplotdch jdoucich k OK ajs
Skute&nost, %e kvantovy oscildtor nemiZe byt nikdy v absolutnim klidu
vyplyvé té% z relaci neurditosti: ¥4dové mus{ byt energie oscildtoru

> ,‘“’2 . o 2 > A . - (,ﬁ 2
: 2n 2 . 2m 2 Ap

Chépeme-1i tuto veli&inu jako funkei Ap, zjistime snadno, Ze néd minimum
pro apx=ymhw a Fadové je tedy rovna hw .

Vvratme se jedt® k vlastnim funkcim (22). Zapiée}ne Je ve tvaru

. 2
P (X) = Ay exp(~X°/2) H, (X) : (24)

kde A, je normalizadnf{ konstanta a B (X) jsou Hermitovy polynomy vyhovu-

Jled rovn1c1 (ziskd se z (16) a (21))

2 .

R - aH )
% _ 2x—2 +2nH = 0 (25)

dxa ' ax
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N e A ek

Vyrazy pro Hermitovy polynomy plynou z.(20) koeficient a, pro n sudé

a a4 pron liché se vol{ tak, aby koeficient u nejvy3sf mocniny X

v H (X) byl roven 2n . Nékolik prvnich Hermitovyéh polynomd je uvedeno |
v tab. 1. 5

Tabulka 1
Hermitovy polynomy H (X) pro n=0,1,2,3,4,5

H(X) =1
Hy(X) = 2X
s2
Hy(X) = 4X° - 2
Hy(X) = 8x3 - 12X
B (X) = 16x* - 48x% + 12

Hy(X) 32X° - 160X + 120X

Ovecn&, pro sudd i lichd n, lze psit

= n _ n{n-1) ,,yyn-2 . n(n-1)(n-2)(n-3) n-4 . .

Hn(X) (23) 7 (2X) + 1.2 (2X) . (26)
Pro t¥i po sobé& Jdouci polynomy platf rekurentni formule

Hy - 2XH 4 + 2(n-1) H_, = o . (27)
vhodnd napi. na vypofet Hermitovych polynomd na poéitaéi.

Casto se té% Hermitovy polynomy vyjadfuji vztahem

n an 2

H (X) = (-1) exp(X ) exp( -X%) (28)

Podrobn& j81 informace o Hermitovych polynomech najdete napf.v [ir [13]

Zndme-1i ji% konkrétni tvar Hermitovych polynomd, miZeme z norma-
lizadnt podmlnkyur hfn(X)|2dx urdit normalizaéni konstantu A v (24).

Vypoket daé ( [2], [3])

= ( 2™ nt! ) A2 £29)

Vrétime-1i se k pﬁvodni proménné x—(ﬁ/mao)l/ax budou normalizogané
ylnové funkce harmonického oscildtoru rovny

Lfn(x) =’(mhw)1/4 VniT H ( mm exp[ (T z—)] (30)

Oepcvidajici vlastni hodnoty jsou dédny vjrazem (23).
‘N&kolik vlnovych funkci spolu s pfisluénou hustotou pravdépodobnosti
je v obr.3.

&)

ey
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(a) 1 ' 1 ‘ 1

n=0 n=] n=2
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0. 0.5 [1 -]
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(o)
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I
]

- | v
!
[
1
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Obr. 3

(a) Vlnové funkce Yn (x) pro n=0,1,2 a (b) odpovidajict huatot& pravdé- |
podobnostl vyskytu ééstice, X =Vmw/h X a na ose ¥ Jsou vynéﬁeny
hoanoty: (a) (h/mw)4y () , () (h/men)V/2 20,

(e) vlnovéd funkce (fx/mla))i/4 \f (x) a

(d) hustota pravd&podobnosti (ﬁ/ml.-.a)l/2 ‘fio( x) . ,

V obrdzeich (c),(d) jsou ¥4rkované vyznadeny body obrat.u klasického
oscilétoru,pro oscilétor s energif E leZ%f v bodech X = # (2n+1)1/2,
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2.2) Algebraické redeni

- Pfedvedeme 8i nyn{ elegantni zpdsob nalezeni vlastnich vektory a
vlastnfch hodnot hamiltonidnu (108). Nebudeme pi¥itom pot¥ebovat %4dnou
konkrétn{ reprezentaci operétorﬁ.x,fp, ale vystaifme pouze se znalost{
komutdtoru (10b) ktary Jjsme ziskali z postulovaného komutdtoru (8b).’

P¥e jd&me nejprve od operdtord 9’4[ k novym operétorﬁm a, at
které definujeme takto:

8=27V2(04 1Py | A= 2V2(y_ 49 (30)

Operdtory 4’.¥ Jsou hermitovské (musi byt, nebot reprezentuji néfitelnd

velidiny), tekZe platf (viz (IV.43b)): :
L'=x . 9ot .

Pot{itejme nyni operdtor hermitovsky sdru¥eny k & (d%14 se to tak, 3e s¢

vSechny operdtory ve vyrazu nahradi hermi tovsky sdruZenymi a8 zm&ni se

znaménka u i ):

0% =220y _ypty o2y Py L pt L
Vidime,%e operdtory &, 8", definované (31), Jsou hermitovsky sdruZend,
nejsou vi3ak hermitovské, nebot a # &% . Protofe nejsou hermitovské,
nemohou reprezentovat né&jakou m&¥itelnou fyzikdln{ velidinu (viz 2. pos—
tuldt). To v¥ak neznamend, ¥e s nimi nemdZeme s vyhodou pracovat e
vytvd¥et z nich p¥fpadn& operédtory hermi tovské, zobrazujici Jiz mEFitel-
né veliZiny. Tak nap¥, ji% operdtor

A At A

n=a a _ : - (32)
Je hermitovsky. Skute&ns, vzpomeneme-1i si, %e hermitovsky sdrufit
soulin operdtorl znsmend hermitovsky sdruZit Jednotlivé operétory a -
v souinu je psdt v opadném pofadf, plat{

(3+ &t =at (&hHt =3*34 , tak¥e At =R .

Komutd tor [5,3+j ziskéme snadno z (31) a (10b):
8,87 =8 88 = L[+ 1Py U -1P) - (L= 1P)(Le 1P)] =

=R [AX+ 1PU - 1XP PP YH 1PN XD PP -

= - 1[J£ .P] takZe .
[‘. a'] =1 o (33)
VyJjdd¥{me nyni hamiltonidn (10a) pomoc{ a, &% . Obrétime-1i transformace
(31), dostaneme , E .

x = 2"'1/2( a"‘ + a ) , ? = 1‘2-1/2( s‘ - 3 ) . (34)

e

&)
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Dosazenim do (10a) a uZitim (33) ziskédme :

X =122y =@ 2@ -02] -

A4pAd At A AAH A + A+ AdA

= % atAt + AYA + 85T + 88 - A%2Y + 2Ta + 88T - Sé_] =
At A Apa+ + .

= % a'a-a) = 4&a- % ,

H=8"8+3 o C (38)

_nebo s operétorem n definovanym vztahem (32)

2
Nasim dkolem nyni Jje,nalézt vlastni vektory a vlaestni hodnoty tohoto

hemiltonidnu. K tomu ném budou je¥t¥ u¥itedné komutétory [2, a] [QC a‘],

které snadno vypolteme takto: z komuta&ni relace (33) plyne ata=44 -1,

. tak%e hamiltonidn (35a) lze také psét

| x=ar -1 A | (35¢)
Phsobenf operdtoru & na obd strany.(35a) a4 &4 = da*d + l 3.

Naopak, nechdme-li pisobit operdtory: z obou stran rovnice (35¢) ne &

(stru¥n® se ’{kd, %e vyndsobime rovnici (35¢) operétorem a zprava,

zatimco pfedtim jsme vyndsobili rovnicli (35a) operdtorem a zleva ),

dostévéme g4 o aata | % A

OdeSteme-1i od této rovnice predchézejici, obdrifime hledany komutétor
[, Aj- a4 -ada-La-agte-Za--8 0 (36w

Naprosto stejnym postupem najdeme, Ze :
L%, %] - | (36b)
Nyn‘ Jiz prikroéime k vlastni dloze: nalézt vlastnf vektory a
vlastni hodnoty 2. Pfedpoklédejme, Ze existuje alespon jeden vlaatni
vektor operdtoru 9{, oznalime ho {¥) & vliestni hodnotu k nému prisluﬁnoq

oznatime £, . Tyto velidiny vyhovuji Schrodingerové stacionérni ‘rovnicl
(11), takZe plati

=gy, 3. (B8« l)h:)s&,lv) \ (31
UkéZeme nyni %e vektor, ktery ziskédme pﬁsobenim operétoru a na vektor

1Y), ti. 81v> , je rovndx vlastnim vektorem operétoru 2.

Pﬁeobime—li na ob& strany rovnice (37) operétorem 2 (vynésobime rovnici

‘gleva & ) & vyufijeme k Upravé komutadnf relaci (36a), plat{

A= A+21 | T (35b)




- - . ———ta e SeBi S e e 0 e amle o 8 . N A . §
aX i ==£,elv> ( g€, Je &islo! )

ER1vy = (Ra+ &)= Haws+dpds £,a|v> R
takZe

L3

Rawy=(g,-1) iy ~ (38a) -

Vektor g\v) je tedy skuteéné,vlestnini vektorem hamiltonidnu Z '
a pf{slusl mu vlastni hodnota g,- 1 . Stejn& se dokéZe, Ze také 8 1v>
Je vlastnim vektorem o a prislud{ mu vlastni hodnota g, + 1 ,tJ.platd

Xatv)-(e,,+1) at)v> © (38b)
Mg
Z vysledkﬁ (38) Jje zrejmé ‘%e pomoci operdtord a, at Je moZné z 1ibovold*
ného vlastniho vektoru hemiltonidnu X zfskat dal¥f vlastnf vektory € .
_ (na nové vlastni vektory any, '§+|v> lze opét apl_ikovat provedeny
postup) . ‘ -
Smérem k ni%s{im vlastm‘.m hodnotém ovéen nelze postupovat doneko-
nedna, nebol kaZdy fyzikélni systém musf mit n%jaky kone¥ny zdkladni

stav; oznalime vliastni vektor _ktery mu v naSem p¥{pad® odpovidd {0>
a k n&mu p¥{sludnou vlastni hodnotu £,. Potom plat{

e+ Dlod= g 10> (39
Vyndsobime-1i tuto rovnici zleva bra-vektorem 0| , pek za pfedpokladu,: '
%e 10> je normalizovany (t3.<olo) = 1) méme 'l

(OIMAIO)"* 5 = £, o (40a)

(%3

Vyraz <o]ata10> pi'edstavuje normu vektoru 3|0), tJ. "alo)ll,(srov.(ll 201
a (IV.4d)) pro kterou platf

AtA

||a|0)||-((a|0| 410) =<o|a'alo) » 0 . (40b)

Rovnost ﬂ310>l|= o nastévé en pro nulovy vektor, tJ. o
| )

Vzhledem ke zjisté&nému pﬁsobeni operétom % na vlastni vektory HA(srov,
(38a)) v&ask musime platnost rovnice (41) potadovat. Potom vdak z (40a).

vyplyvd, %e B . .

T £, = %- . : (42).
a vrdtime-1i se k pivodnimu hamilytoniénu,ﬁ =hwd (9b), Je energie
zékladnfho stevu harmonického oscildtoru rovna .

= hw c e
By ral _ , - (43)

Vleatn{ vektory a vlastni hodnoty 2 pro excitované atavy oscildtoru -
dostaneme podle (38b) opakovanym pisobenim a* na vektor 10> (budeme

Je %islovat prib&ind, takie » Vv (38) nahradime n = 1,2,3,... ):

ty)
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Vlastn{ vektor X | Energie (vlastni hodnota H)
| 21
IO) | EO = 'é- hw
1> =8%0> B o= dho=ho 1)
12> = &% 11> = ¢&H%jo> | B, = g—ﬁw hw(2+ D
Iny = & In-)= (E9%10> | B = Elhw chw e D

Plat{ tedy pro hamiltonidn 3 , resp. f=hodX,
Hin> =(n+ l )|nd

Bind = hwl n+-— )\n)

a pro vlastni vektory & hodnoty operdtoru A (32)
A .
AlnY=n{nd ,y td. 3+aln) = njn)
kde n = 0,1,2,3,... «
Provedeme jot¥ normalizaci vektord pro excitovené stavy.

¢ mb

(44)

(458)

(45b)

(46)

Predpokléde jme, Z%e vektor |n> Jje normalizovany, takZe {njn) = 1,

8 urdeme normalizaini konstantu Cn+:1 pro vektor
. A4
|n+ly=C ., & |n)

Plati rovnosti: ' ‘
A .
¢a+t|n+dd = [c 412 Il & Ind 1l = [0 412 <0188 1 0> =

(47)

= 1€, 12¢ 0] (18" ) n)> = [C 4y P {<n]n> + <n|n\n)}

lcn“"l‘lz (1"‘!1)
Aby platilo {n+1l|n+1)> = 1, musf byt

- -1/2
Cn+1 = (n*i)
Dosazenim do (47) : ' '
8 In> = Vot |n+1)
& n> =v¥n In-1>

(Ponechavédm jiZ étenéi‘iv, aby stejnym zplsobem dokézal (48b).)

" (48Ba)
(48b)

VyJjdeme-11 od normalizovaného vektoru zdkladniho stavu IO) , potom

normalizované vektory excitovanych stavl jsou

11> = 1712 jo>
12> = 212 &1y = (1272 "*2|0>

"
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13> = 3772 3%12> = (2.9 Y2 (@H210 = (1.2.97Y2 (@930

’

a obecﬁé

nt

In) = Véz (ahH® 10> , B S 0,1,2,3...; (49).

Ti{m je Fredeni zadané ulohy praktic:y ukonZeno, .

UxaZme si Je3t¥, jak pii tomto postupu ziskdme- vlinové funkce ,
v souradnicové reprezentaci (30). Nejprve najdeme soufadnicovou repre-
zentaci vektoru IO) Dosadime~11 do rovnice (41) soufadnicovou repre—
zentaci oparétoru 4 ( do (31) dosadime X za X a (-1)(8/dX) za P
viz (12) ) a misto | O) hledanou vlnovou funkei Po(X) obdriime pro
?;(x) diferencidln{ rovnici : '

A ( X + Q.) p(X) =0
2 ax Po .
tj. v_
a4 (X)
dx - - X \fO(X) i

ktarﬁ md taéeni

U

' 2
?o(X) C, exp(-X /2)
Normalizadnf konstantu Co uréime z podminky

oo a0
f | gol0? ax = 1c°|2jaxp(-x2) ax = Icg I3V =1
- b -,

00
odkud
co = “‘1/4
takZe koneZn¥ :
- PoX) = ¢4 exp(-x/2) | (50a)

resp. po prechodu k pivodn{ prom&nné x podle (9) (v normalizadnim
integrédlu provedeme substitucl X = (mm/h)il2

1/4 :
ur'(‘x) =(i~;—’-—‘) exp(—:mwzxz/%) o , {50Db)

Vinové funkce excitovenych stavl - Vn(X) - obdrtine potom
z relace (49) do ni% dosadfue; souradnicovou reprezentaci 8" a l0):

. 1 4 n
sfn(x) = (X - — ) exp(—x /2) (51)
) Q%; /;nnjﬁﬁ- X .
Pouzijehe—li operétorové;identity ( jejich dikaz ponechédvdm Stendri)

d 2 ¢ 2
- —— - +X = -exp(X/2) — exp(-X°/2)
ax dax

B e g 6

(1}

(94

).



Y

8- St
a n
()
ax
a definidni vztah (28) pro Hermitovy polynomy, dostaneme ji% shadno
vyjédfeni ?n(x), které po prechodu od X k prom¥nné x souhlasi s (30).

a\*
2 (1) exp(x2/2) ('EE) exp(-X2/2)

L2

Zévérem jen zbyva upozornit na skuteénost 2e v3echny vlaatnonti

’ggerétorﬁ a, a’ ,zavedenych v tomto odstaveil, jsou shodné s vlastnostmi

bosonovych kreainich a anihilalnfich operdtord z odstavce VI.4. Ze této,

. na prvn{ pohled formdlni, shod®& lze prifadit velice efektivni fyzikdlnf

pfeéstavu, ukdZeme ddle v odst.3.2.

3. Soubor nezdvislych harmonickych oscildtord

3.1) Hemiltonidn, Jjeho vlastni vektory a vlastni hodnoty

Uvafujme nyni o souboru N nezdvislych (tj.vzdjemn® neinteraguji-
cich) harmonickjch oscilétord s vlastnimi frekvencemi Wy, Wyyses,Wys

Celkovd energie tohoto souboru je prost® sou¥tem energif jednotlivych
oscildtord, takZe klasicky hamiltonidn souboru je souftem hamiltonidnd
tvaru (7) N 2

: p _
H = § [ i + -1- i ?. i} (52)
’ . 2 m 2 .
i=1 i _ .

kde Xy, pi=m1i1 je ‘soutadnice a hybnost i-tého oscildtoru s vlastni .

frekvenc{ UJi .

Kvantovémechanickj hamiltonién souboru H dostaneme opét nédhradou Py
operétorem 1:»1 a x; operdtorem xi (1=1,2,...,N) : :

B2 1 o

A i 2 A

i = [ ~L- -é-miwixi] (53)

i=1 :

Proto%e oscildtory jsou zcela nezdvislé, nemife mé¥eni na jednom

z nich nijak ovlivnit stavy zbyvajicich N-1 oscildtord; to v8ak znamen&

(srov.odst.IV.3.3), %e operdtory vztahujici se ke dvima riznym oscllé-

tordm musf komutovat a jediné nenulové komutdtory pak budou vidy (8b).

Plat{ tedy

%, %] = ‘ o (54a)
[ti xj] (13‘1:1,2,00.,“) i
[f)i ’ ;)J] - _O (54b)
[% . b;] = thdyy (54¢)

o~
Ca
[y
o
1

= 0 pro 1#j , Jij =1 pro i=j ).
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oy

APro ka%dy z oscildtord mdZeme nyni provést transformace od operé-
tord X, , By kX, 4& a potom k 31,, 3; podle vztahd (9) a (31)

)

(doplnfme v nich pouze index i=1,2,...,N). Hamiltonidn (53) tak prejde

na tvar - -
- N L N )
= 12-1‘ flwi (3;31 + 2‘-) = i_;_ . h(,pi ( ﬁi + !2‘- ) (5%5)

A

n, = a; 31 ~ (56)

kde

a z romutainich relac{ (54) dostaneme

[31 ’ sj] =0 , a; ’ QS]‘—' o, [‘31 ’ Q‘S] =&13 (57)

Vlastni funkce (vektory) a vlastni‘hodnoty hamiltonidnu (53) ;
(resp.(55)), tJj.reSen{ staciondrni Schrodingerovy rovnice 5

]

ﬁ ﬁr(xi,xz,...,xn) E 1f(xl,x2,...,xN) ' (58a)

resp. k (55)

f

A
H 'nl’nz’..o'nN> E 'n1,n2,a_.o,nN) ] (58b)

snadno vytvofime z -ji% z{iskaného Fe8eni pro jeden oscildtor.
Hamiltonidn neinteragujicich oscildtord (Zdstic) Je toti¥ souXtem
hamiltonidnd pré jednotlivé oscildtory a jak vime ( srov.nap# odst.VI.2),
je v takovém p¥{padd mnohaddsticovd vinovd funkce ﬂf(xi 12,...,xﬂ)

v

(Inl,nz,...,qN> ) soudinem jedno¥dsticovych vlnovych funkef
'Yni’nz,.._’QN(xi,xz,...,xN)f- fa, (%20 P, (%2 - P (59a)
resp. | '
'ni’nz,oo',nN> “!nxl ,n2> ..-lnN> ) (Sgb?;
Vlastni hodnota energie p¥isludnéd ke stavu (59) Je

%v%““mnfﬁwﬂﬁ”)*mﬂmfﬂ+.n+ﬁwﬂww) (60)

Vlnovéd funkce ( stavovy vektor) (59) odpovidé gtavu souboru v n¥m¥
' 1.oscilétor (s frekvenct u&) je ve stavu ‘fn (11) 2.0scildtor '

(s frekvenci &Jz) je ve stavu Yn2(x2),..., N-ty oscildtor (s frekvenci

wy) Je ve siavu \Pnu(xu)l Schematické‘znézornéni pro tii oéqiléto?y'

'.-Je v 0b1‘.4. i} B . . e

1)
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1. oscilétor 2.0scildtor 3.oscilétor
s viastni s vlastni 8 vliastni

frekvenci (nl

Palxy ﬁ(_m Es ﬂm’
! [7%)
Polx ¥ . (2%
X 'hw.'
‘ﬂ“ﬂ““;—"““_Ed
w
Pt E e
Obr.4

frekvenci cu2

o,
o, Shw
P (%) - Ep 2
W
hwa y

fa?

. Eo.f‘;ﬂz
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téchto t#{ oscildtorld rovna (tfni(xi) jsou funkce (30))

th(xl) tf’2(x:2) kfa(x_.i)'

13,2,2> = 13>[2>|2)

.jf3,2,2(x1'x2’x3)
nebo vlastnf vektor ( 'ni) jsou dény (49))

i}

2V6

Y

1

Y2121

1

(91)

A+n‘fh+a+a+n+l\+
8187878582838,

Energie souboru v tomto stavu Je

Ey 2,2

) (a "2 \0>

o> =

= ﬁw1(3+ %) +how,(2+ %) + fxw3(2+ -21:)

Energiovd spektra t¥i nezdvislych harmonickych oscilétorﬁ.

Je-11 1.oscildtor ve stavu (%), 2.0scilétor ve stevu (x,) =
3 2t %

3.0scildtor ve stavu (P2(x3) (n1=3,n2=2.n3=2), Je vlnové funkce souboru

3.2) Kvazitdsticové pojeti

Predchoz{ vysledky dovoluji interpretaci, kterd se v poslednich

dvou 8% t¥{ desetiletich ukdzala velice rlodnou nap¥. v
-14tek. Jej! ko¥eny jsou viak v kvantové te

(9

-nastinit jen zékladni ideu.

1

v teorii pevnych
orii pole. Zde se pokusime
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Rozhodneme-1li se odelitat energii oscildtoru od jeho¢ zdkladniho
stavu E0 =hw/2 , bude jeho energie v n-tém excitovaném.stavu In): .
rovna nhes . Hamiltonidn, ktery ddvA tyto vlastni hodnoty (vlastni vek- V
tory se pritom nem&ni), je B=f0 - fhws2 ,tj

i

A,

H =hwata --='r'xwﬁ - (61)
Pro tento hamiltonién tudiﬁ platf (srov. (45), (46))

B'in> = E nind \ - (62a)
kde :

Pl

E =n hw (62b)

Energie oscildtoru v excitovsaném stavuln)(tj E. ) Je tedy soultem n kVant
energie velikosti fiw . Pisobenim operdtoru & na stav |n)y dostdvéme

(viz (48)) stav |n+1>, kterému p¥fsludf energie (n+l)hw; energie osci-
ldtoru je tedy o Jjedno kvantum fiw bohatsi a protofe ke vzniku (zrodu,
kreaci) stavu s timto dodateinym kvantem doélo puisobenim operdtoru at

na stavovy vektor In) , nazveme operdtor 2" kreaZnim operitorem.

Podobn® pisobenim operdtoru a8 na \n) dostaneme stav |n-1> s enefgii
(n—i)ﬁu) ,tj.stav o jedno kvantum fiw chuddt. Pdsobenim & na Ind tedy
dojde k zéniku (anihilaci) kvanta hw a proto nagveme & enihiladnim
operédtorem. '

o

‘Je&t& ndzorndjdl je plisobeni operdtord 3, a* v souboru, ktery je
z energetického hlediska prdvd studovanému ekvivalentni, M&jme idedlni
plyn {tJ, bez interakce mezi Z4sticemi) obsahujfcf n ste jnych &dstic,
ka?d4 s energif hw. Celkové energie tohoto souboru je soudtem energif
jednotlivych &4stic, tj.nhw . Klasicky hamiltonidn tudf# je H=nhw a
kvantovémechanicky z nsho dostaneme ndhradou poftu &dstic v souboru n
operdtorem poitu Edstic fi . Viastn{ hodnotou tohoto operdtoru ve stavu
s n éésticemi - oznadime ho |n) - mus{ byt &fslo n. Je z¥ejmé, Ze .
operdtor =28 definovany vztahem (32) témto poZadavk&m vyhovuje.
Ndzorny smysl maj{ i operdtory a, a* pomoci nich% je vyjddfen: relace
(48) ukazuji, ¥e pisobenim operdtoru 8" na stav {n>» s n gdsticemi dosta=-
neme stav |n+1) odpovidajici souboru (idedlnimu plynu) s n+l Zdsticemiy
pisobenim &' na jn> do3lo ke kreaci (vzniku) Jjedné Zdstice. Podobn® .
plsobenim & na ind> dostaneme stav jn-1> s n-1 Zdsticemi; pdaobenim
& nain) dojde k snihilaci (zéniku) jedné Edstice (obr.5). '

Zobecnéni na soubor N nezdvislych hermonickych oscildtord s vlast-
nimi frekvenceml Wy, Wo,..., Wy Je JiZ snadné. Z energetického
~hlediska Je soubor N oscllétorﬁ ve stavu (59) (energii vdech oscildtord .
-odeditdme od zdkledniho stavu)

i

ln‘l,‘né, ceeyly > | (63) -

€9}
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Obr.5

Jeho

}3>

12> =

l= - 2
l—-—-——_ E'= 2hw ! >2 Edspice

1>
10>

energiové Energeticky

spektrum ekvivalentn{ idedln{

plyn obsahujfci
. i : prom&nny polet ¥dstic -

- "o Mgy m e I3) ééstice
. E = 3hw "ad‘IIIIIIi

B=hw - .. m\,@l t4stice

E‘ 2 0 e _ (o) Qédné &dstice

Energeticky ekvivelentni soustavy: harmonicky oscilétor ve stavu 1nd

a idedlnf plyn s n %dsticemi, ka%dd s energii hw. .Pfechodu oscild-
toru do stavu In+l) mus{ odpovidat v ekvivalentnfm plynu kreace &dstice,
pifechod oscilédtoru do stavu |n-1) se naopak mus{ v plynu projevit
anihilsci{ tdstice. '

ekvivalenini idedlnimu plynu v n&m% je

ny Z4stic, kaZd4 s energif huw,y

: ?2 84stic, ka%dd s energif hw,

-

-

. Iy ¥dstic, kaZdd s energif hwy

pritemZ n; = 0,1,2,3,... a 1 =1,2,3,...,N .

Pisobenim operdtoru 3; na stav (63) dostaneme vliastn{ vektor stavu
v némZ je o jednu ¥dstici s energif hw, vice (kreace Zdstice);

pisobent - 31 d4 naopsk stav v n¥m# Jje o jednu &dstici s energif hcui

méné (anihilace %4stice). Touto problematikou jsme se ostatn& jiZ zaby-
vali v kapitole VI,odst.4. ' . '
Na prvn{ pohled se miZe zddt zbytené zavddét navic jekysi idedln{
plyn sloZeny z néjakych fiktivnich gdstic. SkuteZnosti oviem je(uvidime
to hned v odst.5), Ze zpravidla ani soubor nezévislych harmonickych
oscildtorf nelze p¥fmo ztotoZnovat s jednotlivymi kmitajfcimi Zdsticemi
studované soustavy (nap¥.s kmitajicimi atomy v molekule nebo krystalu).

. PPechod k dald{, energeticky ekvivalentn{ soustavé - kvaziZdsticovému

idedlnimu plynu- poskytuje daleko jdouci moZncsti ndzorné interpretace
$ady fyzikélnich d&ji, predevdim v pevnych ldtkéch. To Je v3ak proble-
matika le%fcf JiZ mimo rdmec skripta; tvod k ni najdete napi.v [15].
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4. Harmonicky oscildtor v termodynemické rovnovéze

Vzhledem k &irokému okruhu moZnych aplikac{ je dZelné doplnit ,
pFedchéze jic{ v¥sledky o zdkladni zév8ry statistické mechaniky. Zatim
Jsme jen nadli mo%né stavy a jim odpovidajic{ energie harmonického
oscildtoru; v kterém z tdchto stavl oscildtor bude,zdle(f na podminkdch
v nichZ se nachézf{. Velice Zasty je p¥ipad oscildtoru v termodynamické
rovnovéze pii teplot¥ T, kterédho si nyni v8imneme bl{Ze. '

Vyjdeme ze zdékladniho vy¥sledku statistické mechaniky: Jestlile

soustava, kterd je v termodynamické rovnovize s termostatem p¥i teplotd
T,se miZe nachdzet v jednom z M moZnych stavd 1), potom pravd&podobnost,

Ze je v n-tém stavu s energif E,  Je [16,17]

Pn = = exp(-E /x T) - (64a)
"kde
M . .
Z = E exp(—Ei/« T) (64b)
i=f :

Je tzv. stavovd suma; v (64) je « Boltzmannova konstants a T absolutni
teplota (vyjdd¥end v K). |

Vypoltéme pomoci (64) st¥edn{ hodnotu energie oscildétoru v rovno-
védiném stavu p¥i teplotd T. Protoe E, = nhw 2 » plati (x=-hw /% T)

00 e
— —
E>, = P,E. = nhw exp(-nhw /% T) exp(-nhw /x T) =
T nn
n=0 n=0 - =0 S
Oo "
=hw9—(1nZe’“x =heo & 1p 1 == hw
o dx 0 dx | 1 -e® QHW /% T _ 1
takZe b
w
<E>T = S (65)

exp(bhw/xT) - 1

Aby st¥edn{ hodnota energie ekvivalentnfho idedlniho plynu (ktery obsa-

huje &dstice s erergif hw; viz predch,odst.) byla stejnd, musf byt
stfednf hodnota po¥tu ¥dstic (bosond) p¥i teplotd T rovna

@y = [expthw/an -1 | (66

1) NevyluZuje se Moo ,tJ, nekonedny polet nioZnych stavy .

2) JestliZe odeditéme energii od O a nikoliv od E,hw /2 ,musfme
"~k vysledku priZftat je¥t& hw/2. -

€5
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Obr. 6 |
. Boseho-Einsteinova rozd¥lovac{
* Phw [av] funkce (66) pro 4 riznd T

© Formule (66) nenf nic Jiného ne%¥ specidlnf tvar (pro chemicky potencidl
‘ H4=0 ) zndmého Boseho-Einsteinova rozdé&len{ [16] Je pochopiteln$ té%

shodnd s vyrazem (I.5) pro st¥edni hodnotu poltu fotonﬁ 8 energii hw
v duting Zerného t¥lesa p¥i teploté T.

Statistickou st¥ednf hodnotu, zavedenou v (65) (66), nesnime zamé-'
novat s jednoduchou kvantovdmechanickou st¥edni hodnotou zavedenou
v IV.3.2; abychom je o0d1i#ili, u¥ili jsme zde znadeni < )T « Rozdfl
vysvitne 1 z ndsledujfcfho. Vypolet st¥edni hodnoty energie (65) Je
specidlnim p¥ipadem pouZit{ obecné formule pro vypodet sifedni hodnoty
n& jaké velidiny y ¢ . '

M : '
(Pp = § - Pp¥p T % ; Yn exp(-E /% T) (67)

nl nel

kde y, ,je hodnota veliliny y ve stavu s energii E .
Specidlnd, je-1i [i)stav kvantové soustavy s energif E, a A Je

kvantov&mechanicky operdtor reprezentujici nd jakou m8¥itelnou velilinu A,
Je sttedni hodnota A .

By = ”1§ <1M|1> exP(-Ei/«T) (e
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5. €Kmity molekul

(1]

5.1) Kmity jeder dvouatomové molekuly

(lloha,o0 jeji% PeBeni ndm v tomto odstavei nakonec jde, Jje v pod-
ataté jednoduchd. Nei vBak dojdeme kx tomuto jednoduchému zévéru, Je
tfeba uddlat nd¥kolik krokd, které alespon ve stru¥nosti probereme{l
n&které z nich probereme podrobnéji, nebot je budeme potfebovat i v dal-
8{m vyklaedu. Ndsledujici dvehy jsou umysiné formulovédny tak, aby byly
snadno zobecnitelnd na viceastomové moiekuly, p¥ipadn& krystaly.

5.1.1) Ovecnd formulace. Adiabatické aproximace

M& jme molekulu tvo¥enou dv&ma atomy 1 a 2 (obr.7). ReZit problém
takové (z hlediska chemie vlastnérnejjédnoduééi) molekuly v plné 3{fl
nen{ ani zdaleka jednoduché. Proveditelné je to vidy Jjen aproximativné.

| ZeQ AR
1 Z,€

R, Ng

OCbr.7 A
Polohové vektory Jader

% v dvouatomové molekule
R1=(X1,Y1’Zl) Y Rz=(X2,Y2,Zz) -

-

x

1 kdy? budeme povazovat jadra za hmofné body s hmotnostmi Ml'Mz a ndboji
Zle, Zze‘ 1) (21,22 jsou atomové(protonové) gisla), je zde Jedté

n=mn, *+n, elektrond, které do molekuly pfinesly atomy 1,2. Jde tedy
o kventovou soustavu tvofenou 2+n mikrolésticemi. Jeji kvantové stavy
budou urteny vinovou funkei '

Y(x:pylyzia X "xn:yn’znnX11Y11Ziixgiyglzz) [

zévislou na 3n elektronovych prom&nnych Xy,...,2, 8 esti soufadnicich
Jader,Xl,...,Z2 (veli&iny vztahujfci se k elektronim budeme znadit malymi
_pismeny a odpovidajfel veliZiny pro jédta pismeny velkymi).

Jestli%e budeme uvaZovat pouze elektrostatickou interakci mezi

~ Z4sticemi, bude nemiltonidn soustavy soultem p&ti operdtord

gf=q'e+7'+v'+’\r + v o (68)

n n-n e-n e-e

kde jednotlivé operdtory Jsou:

1) Proto¥e energie figurujfci v chemickych reakcich jsou vidy o nd¥kqlik
F4dd mens{i ne? vazebni energie Zdstic v jddre, Je to tekika vidy mo¥né

By
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a) operdtor kinetické energie elektrond

85 32 32 32 - }2 e
e S 2 e,
; T=1 ‘

am G2 O - &) dzy

b) operdtor kinetické energie jeder

: 2 2 2 ' | ‘
srs..).hi(.é_+.'3'+5’)-1&2(52*52,&52)
n
2My bxi 33 | 228 oM, %3 a‘Yg )2
(69Db)

¢) elektrostatickd(coulombovska) interakce mezi Jadry

2
! Zy2,0

on = — (69c)

n-n ame, | R, - Rl
d) elektrostatickd interakce mezi elektron& a jédry
‘ 2 n

YA 1 2l )

L - (694
e-n 41f€° 'ﬁJ - ?i'

Jg=1 i=1

kde ¥;=(%,,¥4,24) Je polohovy vektor i~tého elektronu,

e) elektrostatickd interakce mezi elektrony

n | o

DINCI

v— 32 e o et e B . . (699)
ii‘.j

V sumé (69e) se selitd pfes viechna i, j(ka?dy elektron interaguje s ka3~ .
dym) s vyloudenim p¥fpadu i=j (3lo by o interakci elektronu sama se.
sebou); faktor 1/2 je p¥ed ni proto, Ze jsme popsanym zplisobem zapofetli
ka¥dou interakei dvakrét (i-ty elektron s j-tym a j-ty s i-tym).

Presto, %e hamiltonidn (68) je ji% vlastn® aproximativni(z vyznam-
nych interakei je v ném zanedbéna predev3im spin-orbitdln{ interakce),
nepifichdz{ ptresné fFedeni odpovidajici staciondrni Schrodingerovy rovnice

%Y("n""'zn'xr""zz’ =5 V(xgyeenrByXgseens Zp) - (10

do dvahy.

Prvni krok. ktery se pfi pfibliZném Yedeni (70) délé poéivé

v odddleni(separaci) pohybu elektrond a jader, Doséhnout toho 1lze

tzv. adiabatickou aproximac{ (n&kdy se ‘ztoto¥nuje s tzv. Bornovou-Oppenhei-~,
“merovou aproximac{,kterou lze vdak povaZovat pouze za jednu z moZnych .

e e e
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realizact adiabatické aproximace; podrobnéji viz napf.[z, 18] )
Z4kladem pro adiabatickou aproximaci je nésledujici dvaha. ProtoZe

jédra maji FddovE 103 - 107-krdt v&ts{ hmotnost ne? elektron, jsou
st¥ednf rychlosti jader v mclekule mnohem mens{ ne? rychlosti elektrond.

- ( V interagujici dvojici elektron-jédro pisobf na ob& Zdstice stejnd
velkd sila, kterd v8ak, podle 2.Newionova zédkona, uddluje t&Zkému jadru
mnohem mendf{ rychlost neZ lehkému elektronu.) Pomalu se pohybujic{ Jédra -
vytvdreji elektrostatické pole,v n&mZ se pohybujf lehké elektrony, které
Goka¥{ témd¥F okam¥itd reagovat na pohyb jader; naproti tomu t&Zk4 Jédra
nestal{ sledovat rychlé zmEny elektrostatického pole produkovaného elek-
trony & npeeituji® proto jen jakousi jeho st¥edn{ hodnotu. Zminénd

. aproximace povafuje jédra za nepohyblivéd (MJ—900), tak¥e v hamiltonidnu
(68) je operdtor f; z 0. ‘

€

A

Po pfovedeni adiabatické aproximace nejsou jiZ soufadnice Jjader
proménnymi ve Schrodingerové rovnici (70), ale vystupujf zde Jjen Jjako
parametry urdujici pole, v ném# se pohybuji elektrony. Misto (70) dosté-
véme k ¥e¥enf rovnici ’ ~ '

age (')(?1, . -,;n;{ﬁi,ﬁ‘?}) =€(§1,§2) +(?1’ . o,;n; {ﬁl.ﬁa}) (71)
kde %e je hamiltonidn X (68) vez Tn a ﬁ1,§2 uvddime v {} abychom

vyznadili, Ze jde o parametry.

Hesit elektronovou Schrodingerovu rovnici (71) Je moZné op&t jen epro-
ximativn&. Rozpracovini rdzngch pribliZeni je hlavni ndplni kvantové
chemie, resp. teorie chemické vazby; my se k této otdzce vritime jesté
krdtce v souvislosti s elektronovym obalem atomd v odst.IX.3.1l. Nyni
néds visk zajimé druhd ¥dst ulohy- pohyb Jjader. :

Predpokldde jme, Ze znéme ¥eden{ rovnice (71), tzn.znéme vlastnf
funkce Qfe-

by (B, oo er i {B R, TIRCIPRNE T A I ¢i<;1,.,,.;n;{ﬁl,ﬁz}).v,.’;,
‘ (72a)

a jim odpovidajic{ ylastni hodnoty enargie, tzv, elektronové termy
E4EED . EdEED e € 4Ry RoY) 4ens
) . : _ (72v)
Oboji zévis{ na konfiguraci jader{,Rl,RQ}*, ngpo gzesnéji fe&eno, pouze
na vzéjemné poloze Jjader urdené vektorem R = R, - Ry o fasty vyrok, Ze
soubor elektrond adimbaticky sleduje pohyb jader (odtud nézev pPibliZeni)
znamend, %e pifi zm¥n& polohy jader zistdvd soubor elektrond v témZe
kvantovén stavu {, s energii £, a zméne polohy jader tyto velITiny .
pouze modifikuje (obr.8). ,_
ProtoZe vlnové funkce (72a) tvo¥f dplny soubor (viz odst.IV.1.3), .
bylo by moZné podle nich rozvinout dplnou vlnovou funkei, tzn.hledat

yaseni rovnice (70) ve tvaru
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- £, . " _ )
: \/ ¥z - Obr.8
~ Schematické zndzorn&ni elektronovych

termi zdkladniho ( 411) a 1 excitovanéhor
g,® ( ‘#2) stavu v zdvislosti na vzdédlenosti’
¥ Jader R. Pokud jde o stabiln{(vazebné)
stavy molekuly, musf byt na funkcich
6i(R) minima, jejichZ poloha obecnd
R zdvisi na 1.

Y(Fl"f”?n;ﬁ) = Z@i(ﬁ) *i(;i,o-.,;n;ﬁ) . ; A (73)

. Uren{ v8ech koeficientd & (R) by bylo ekvivalentni Pi’esnému Feseni

: rovnice (70); rovnice pro(b (R) z1sikéme po dosazen{ (73) do (70) stan-
! dardnfmi matematickjmi \ipravami [18,19]. Uskute&ndni tohoto postupu Jje
. viek prakticky neredlné, nebol vyZaduje znalost vBech funkc{ 4’1 (72a).

. Nedie aproximace spo¥fvd v tom, Ze ze sumy (73) ponechdme pouze jediny
glen (pro stav o n&j% ndm jde); fefeni rovnice (70) tedy p¥edpokléddme
ve tvaru .

© - > - '
Yo(# L0 = dud \lli(Fl,...,i" ;B (74)
Po dosazeni do (70) upravime levou stranu rovnice takto ( 0" pusobi Jen

' na @1,96 jen na tpia 364:1 E t]!i)

3(@1 q’i (‘T +x)@iq'if ?iﬂ‘néi*réi‘%e q’i = 4"1 é E ¢'i@

- a potom levou i pravou stranu vynésobime q’i a integrujeme pi‘es celou ,
oblast elektronovych proménnych ( funkce (72a) pi‘edpoklédéme normalizo-
vané, takZe flq)i d3r1...d r,=1 e

Vysledkem je rovnice pro funkce 61(1‘{)

(T, + ER) ¢,B) = &itm (75)

Rovnice (75) Je Schrodingerovou rovnic{ pro pohyb jader, Vidime, Ze

v roli potencidlnf{ energie v ni skuteln& vystupuje energie souboru
elektrond (elektronovy term) v i-tém stavu (srov.obr.8). Celkové energie’
souboru jader E z4vis{ tedy na stavu souboru elektroni.
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5.1 2) Problém dvou t¥les. Vibrain{ a rota¥ni pohyb

Budeme-1i se zajimat jen o pohyb Jader, je naBe’ dvouatomovd mole-
kula konkrétnim pFikladem obecného problému dvou t&les s jedinou uva¥o~
vanou interakef: vzdjemnym pisobenim ¥éstic, zdvislym pouze na jejich
vzddlenosti. Z klasické mechaniky je zndmo, %e dlohu o pohybu tekové
soustavy je moZné vidy rozd¥lit na dvé nezédvislé dlohy ( jinymi slovy.
je moZné provést separacl prom&nnych), pfejdeme-11i od proménnych Ri,Rz
k novym vektorim

> @ f

R =R, ~ Ri ' _ (76a) -
& . - N

- R, + MR

R:M.__ﬂ.‘._l__._—-z—g- (76b)

T .
By + M

prvnd % nich (B) urfuje vzéjemnou polohu ¥4stic a druhy (Rp) polohu
t%315t8(hmotného stfedu) soustavy (obr.9). '

Obr.9
Polohové vektory Jader 31 R%&, vektor

vzd jemné polohy R a vektor urdujict
polohu t&%istd.

X

Transformaci (76) je moZné se stejnym vysledkem pou%it vZdy i v kvantové
, mechanice; nic totiZ nebréni tomu, abychom pfe¥li k proménnym (76) v klas
' sickém hamiltonidnu a a2 potom k hamiltonidnu kvantovému.
. Vychozi klasicky hamiltonidn uvaZované soustavy 2 Zdstic Je
2 _ ’
P b - 3 3 - -
He—2 v —2 s vu'ﬁi-nzn =1y @« LB+ vk, Ry
M, 2u, 2 2
kde B,=M,(dR,/dt), P2-M2(dR2/dt) .
Obrétime-li vztahy (76), obdriime

M — T e «-l M - .
- -—2 F , R =R+ ——R (78)
1 = B i, 2 = Bp U,
Dosazenim do (7T) ziskéme hamiltonién v novych prom&nnych
> - = 1 L - o
R = 2 My (B — “1 W2+1lu (§T+ + VURIY =
. . | fﬂ - 2
--%—u'ﬁ%«r%p?‘? s v = —— + + VORD . (19)

2M 24
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V hamiltonidnu (79) zne&{i: -

M =M +M Jjo celkovd hmotnost soustavy,

&= MqM, /Ny +,) - Je tav. redukovand hmotnost,

;T= M -ﬁT = -1;:1 + -'152 Je célkovlé hybnost soustavy a
—
)
- Mg+ M,

Hamiltonién (79) pfedstavuje celkovou energii dvou fiktivnich Zdstic.

Jedna z nich md hmotnost rovnou celkové hmotnosti soustavy Ma pohybuje

se stejn® jako t&Zidt& soustavy (Jjeji polohovy vektor Je RT 8 impuls PT).

"Druhd odpovidd relativnimu pohybu &dstic; jejf{ poloha R Je relativni

polohou druhé ééstice vzhledem k prvni (obr.9), jejif hmotnost Je ‘u.,
impuls Pa rychlost P/(w Je rovna relativni rychlosti P2/M -pi/ui.

P¥echod ke kvantov&mechanickému hamiltoniénu provedeme ndhradou
R‘I‘ (XT,YT,ZT P, =(PTX ’PTY 'P‘I'Z ), R-(X Y Z), P—(PX,PY,PZ) operdtory

i ?T’ z, P . Pro plivodn{ operstory ?,1, .72 ﬂ’ ~‘P platily postulo-
vané komutaéni relace (IV.90), z nichZ nenulové - byly pouze '

. [x‘j ? ij]z ih , [_‘lj ’ ?jy-j = [.ZJ ’ JZ] ith (3=1,2) (80)
""Poti‘ebné komutdtory pro sloZky operétorﬁ ﬂT ﬁ 5 spol teme snadno’’
pomoci defini¥nich vztahd (76),(79) a relaci (80), napf.
[Xg s Poyd = [((wrup) %o + (ority) %), ?1x x’] = | |
= f‘[-xi' Paxd + s'[xz’ Pod += [xi' 2x] +———[X2, ?1)(] =
2 1 RO
=1 h

. Ste,jnym postupem ziskédme

i[yT,?TY]—iﬁ,[ZT,' ]gﬁl

[X, ,’P]'=1h, [.‘/ P] , [Z.?]=1ﬁ : (81) .

, - o

Ostatni komutétory Jsou op&t rovny nule. Protoie nové operdtory ﬂT, ?'T,
R, 7 splnuj:’. stejné komutainf relace jako pivodn{ operétory 7?1 » Py

(1=1,2) , Jje moZné provést prechod k soufadnicové reprezentaci hamilto-

- nidnu (79) atandardnim postupem: za operétory soufadnic vezmeme pi‘imo
i’l‘ = (XT,YT,ZT) eR = (X,Y,2) a operétory sdruienych 1mpulsﬁ "budou

B ) e )
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Schrodingerova rovnice s hamiltonidnem (79) pak je

o ‘Vﬁr | 2(& Vg + V(R)] «}'(BT,R)-—E gp(R?,ﬁ) (82)

kde V; =( az; 2 ) 2 ).’.V%=(52+ 52+ 52)
TV vl a2/ bx? ov2 372

Projoieri.élen zdvisf pouze na ﬁ&’a druhé dva &leny Jjen na'ﬁ, 1ze
. provést separaci prom&nnych, tzn. psdt ' :

C BB = F(Ry) p®, :

pfidemZ funkce F,tf vyhovuj{ rovnicim

e S ¢ N |
™ VﬁT F(Ry) = E mﬁ.r) . ~ (83a)
B2 2 o)« v® e = 5P o o
- 28 Vﬁ‘f( ) * ( )\F( ) LP(R) : (83b)

s tim, Ze
g=gT 0  (83c)

Prvn{ z nich - {83a) - jJe Schr%dingerovou rovnic{ pro volnou &dstici

s hmotnost{ M, kterd se pohybuje jeko t83i%t8 soustavy. M4 zndmé FeSend -

(srov. (II.1) & (D.12))

Fp(Ry) = (2mh) ™2 ep®.Bp ; BT = )f‘z: (88

kde E(T)2> 0 Je kinetické energie spojend s translainim pohybem soustavy
dvou &dstic Jjako celku. ' -

Z fyzikélnfho hlediska je mnohem zajimavdj3{ druhéd rovnice-(83b)~
nahrazujfc{ relativni pohyb Zéstic pohybem fiktivn{ &4stice s hmotnosti
rovnou redukované hmotnosil . Popisuje vlastn& chovéni soustavy dvou
interagujicich &4stic v _soutadné soustavé spojené 8 t&2istém. Jestlile
interakénf potenciél ‘mezi redlnymi S4sticemi zévis{ pouze na Jjejich
vzé jemné vzddlenosti Iié'—'§11 (nikoliv na sm&ru vektorufﬁé¥§i), gohybu—
je se fiktivn{ 84stice v centrdlnim poli V(R); této dloze je vEnovéna
kapitola IX. o - :

' Hedeni Schrdodingerovy rovnice (83b) Jje komplikovéno existenc{ vice
stupnd volnosti; molekula miZe rotovat jako celek kolem t8%13t& (orien-
tace Jje déna smé&rem vektqru}ﬁ) a navic j4dra mohou kmitat (m&nf se veli-

“kost R). Tyto dva pohyby nejsou nezévislé: jestli¥e molekula vibruje,
méni se jeji moment setrvafnosti (nebot se méni R), coZ se projevi na
rotatnim pohybu. Omezime-li se na vibrace jader s malou amplitudou,

(1)




(W]

A

-3%- | Co(vIr)

. 1ze ukézat, Ze vazba mezl rotafnim a vibrainim pohybem je mal4. ReZenf

rovnice (83b) Jje potom moZné redukovat na dv¥& nezdvisglé ulohy:

a)‘atudium_rotace,molekuly's pevné danou vzd4lenost! jader R (je feSenoc
pod ndzvem "tuhy rotdtor" v odst.VIII.3),

b) Jjednorozmérnou dlohu o pohybu fiktivn{ ¥4stice & hmotnostf g v poli
V(R). Znamend to, Pedit Schrﬁdingerovu rovnici

[ b ——z"mda (R) o o
- ———— — + =
” v VRq q(m Efﬂﬁ, _ (85)

S rovnic{ tohoto typu se setkdme Vv kapitole IX,

Vliv vezby mezi rotainim a vibradnim pohybem na ziskané Fedenf je moZné

na konee zjistit pomoci poruchového po¥tu o n&m? pojedndme v kapitole X.

5.1.3) Morseho potenciél Harmonickd aproximace

X vyjédieni potencidlni energie V(R) v (85) by podle pfedchézeji—'
cftho postupu bylo t¥eba zndt elektronové termy 8 (R) vystupujfef v (75).
ProtoZe je to cesta pracnd a ne vidy schldna, bere se &asto za V(R)
né jaky empiricky potencidl, ktery md zékladni charakteristiky shodné
s redlnym potencidlem; pat¥{ k nim pPedevdim: pro R - O mus{ jit poten-

~ ci4l prudce k oo, aby se vystihla silné odpudivd interakce, mus{ mit

minimum odpovidajici rovnovazZné vzdélenosti Jader R,, prc R>R, mus{
odpovidat pfitaZlivé interakci a pro R+oo musi Jjit k hodnoté rovné
disocia®ni energii molekuly. Takovy potencidl zdvisi vidy na né&kolika
parametrech, kteréd se urdi tak, aby se pro danou molekulu doséhlo co . -
nejlepdf{ shody s experimentem.

K nejéastéji u2ivanym pat¥{ Morseho potencidl (obr.10)

, V(x) =D ( e ¢%XX _p g7%X, . o (86)
kde : ) R - R
: x = 0
B'C)

Pro x=0, tj. R= R mé minzmum V\R )= -D ; D je zfejm& disccialni’ energié
molekuly a konstanta oc souvisi se silovou konstantou k v (1) podle
(3)+(88). Pro t¥i rizné molekuly jsou veli&iny D, , h /24»R2 " uvedeny

v tab.2 (energie je podle spektroskopickych zvyklost{ uvedena v cg )

Tabulka 2 . _
Molekula h2/2 ,u.Rﬁ {cm"l]' ' D[cm'i] -4
: Hy 60,8296 38292 1,440
HC1 . 10,5930 37244 2,380
I, 0,0374 1 12550 4,954
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Obr. 10
-2 Morseho potencisl pro HC1,
.Cérkované Je vyznalena harmonick4
- aproximace v okolf R, (srov. (87)

Jak uvidime v kap. IX, Jje rovnice (85) shodnd s rovinici pro radidl-

ni &4st vinové funkee &4stice v centrdlnim potencidlovém poli (IX,20).
S potencidlem (B6) a pro kvantové ¥{slo f=0(s-stav) Je moZné Pedeni

jﬁ} ' nalézt v snalytickém tvaru; provedeno je to podrobné nap¥., v ng,vol.l] o

My v8ak tuto Wlohu vyuZijeme k tomu, abychom se sezndmili s tzv.,
harmonickou aproximacf, g

Jsou-1i vychylky atomd z roviovéZnjch poloh malé, tj. x <« R_ ,
mi¥eme rozvinout V(R) v Taylorovu ¥adu v okolf bodu R = R, (x=0)

‘ 2
V(x) = V(0) + (%EZ-) s X+ % (~é;¥L-) « X e L, =
_ ox x=0 dx x=0

= 2.2 ’ 1 2 2,

kde 2 2

. -(88)
2 .
. uRy
Prvni &len, -D, je konstanta rovns V(R:).rJeji absolutn{ hodnota zdvis{

na hlaedin& vzhledem k nf3 energii md¥ime. JeIVZdy moZné ji vybrat tak,
aby platilo V(ROL:Q (misto (86) bychom prosté brali vix)= D+v(x) =

D(l-exp(—otx))2 a8 v ndsledujicim vzorei (89) by pak nebylo -D).
Clen dmErny ( dV/3x) .5 _Je vidy roven nule, nebof v x=0 m4 funkce V(x)

minimum. Prvn{ &len (zéﬁiSly na x), ktery neni nikdy roven nule, je &len
dm&rny xa. Ukon¥ime-1i rozvoj timto &lenem, bude potencidlni energie
kvadratickou funkc{ v¥chylky z rovnovéZné polohy; dosadime-11 ji‘do
Schrodingerovy rovnice, zf{skédme ji¥ dobFfe zndmou rovnici pro harmonicky

oscildtor s frekvenci (88) a energiovymi hladinami

"‘/21) o 1 , ‘
E = (|[=2 [, 3% = - D (n=0,1,2,...) (89)
n 4“, Rov(n+2) n=o,

Préveé provedenym postupem,tj. rozvedenim potencidlnf energie soustavy -

.podle vychylek ¥4stic z rovnovaZnych poloh a ukondenim fady kyadratickjm;f»

-
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&leny, jsme realizovali tzv. harmonickou aproximaci. Je to zdkladni apro-
ximace pro Feden{ dloh o kmitech jader v molekuldch a pevnych létkdch.
"Harmonickou” se nazyvéd proto, %e pro potencidlni energii rovnou kvadra-
tické funkci vychylek Jjader z rovnovdZné polohy je vZdy moZné prejit '
k takovym proménnym, ¥e v nich je hamiltoniin soustavy ekvivalentn{
Lamiltonidnu souboru nezdvislych harmonickyech oscildtord (52); na n&j
pak'mﬁze navédzat kvazi&dsticové pojetl popsané v odst.3.2.

Uv&domte si, Ze oscildtor s frekvenci (88) nelze ztotoZnovat s jed-
nim nebo druhym jédrem ! Jde o fiktivni (energeticky ekvivalentn{) osci-
14tor, jehoZ soufadnice (R-R,) je funkei vychylek obou jader ve smEru
Jejieh spojnice, Jak je Jjasn& vidét ze vztahl (78). :

OdhadnZme si Je3t® velikost frekvenc{ (88). Vyjddrime-li je ( jek -
Je b&Zné ve spektroskopii) v em —, budou le%et v rozmez{ n&kolika desitek
aZ tisic cm"i. Tomu odpovidajf vlnové délky od n&kolika pm do stovek um :
takfe se jednd o infralervenou oblast. 2 (88) Jje vid&t, %e & roste s po-
klesem redukované hmotnosti 4 a s rdstem konstant D,x . Tek napf. pro
molekuly H2 R D2 Jsou frekvence

Y., = 4401 cm’1 , Yy = 3112 em”
2

Chemické vazba mezi'jédry Je urfovédna elektronovym obalem, ktery‘by mél

byt u.obou molekui stejny, takfe by m&la byt stejnd 1 funkce V(R) (tzn.
konstanty D, o). Protofe viak My = &y /2., m&lo by platit
) 2 -

O, |
hodnotami, Naproti tomu u molekul s blizkymi redukovanymi hmotnostmi,ale
rdznou stabilitou (rdznymi D,« ), bude frekvence vy43{ pro stabilndjs{
molekulu (Jje v&t3{ D a«); pFikladem mohou byt 85%Rb"%r s v = 181 cm_‘l

a BreP%r 8 v 13 enl, ,

Experimentélné se molekuldrnf vibrace projevuji pfedevdim v infra-
gervenych absorp&nich spektrech a p¥i Ramanov& rozptylu. Aby k takovému
procesu do3lo, je nutnd interakce soustavy(molekuly) s néjakym vn&jsim
polem. Dokonele izolovand soustava by totiZ mdla setrvdvat ve staciondr-
nim stavu libovoln& dlouho, Prakticky ov8em, kaZdy kvantovémechanicky
systém'de‘v interakeci s n&jakym (t¥eba i velmi slabym) vndj8im polem,
které nebylo zapo&teno p¥i hleddn! staciondrnich stavl soustavy; zprevid-,
la to ‘bude vn¥j8{ elektromagnetické pole, pFfpadn® i  vnitinf elektro-
magnetické pole produkované pohybem ndbojd v soustavd, Mé-1i soustava
diskretn{ soubor stavd (napi. jako oscildtor), potom vlivem takového
pole mi%e dojit k prechodu z jednoho stacionirnfho stavu do druhého,
Zakladni formule,udévajici;pravdépodobnost, %e k tekovému piFechodu

1
Hy

= y2 Yy » cof skuteén& souhlasi s uvedenymi experimentdlnimi
2 .

"do jde ,odvodime v kap.XI,XII.
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5.2) Torzni kmity

'V molekule ethylenu leZ{ v3ech Best atomi v rovnovéiném stavu
v rovind (obr.11l). Predstavme si nyhi, %e bez zmény polohy C=C vazby
pootoZime Jjednu z CHZ- skupin kolem osy vytytené C=C vazbou o thel {3
vzhledem k druhé CH, skupin&(obr.12). ProtoZe stabilni konigurace je

~OH
c -~
Ho- =8 oy
Obr.11 | Obr.12 , |
Rovinnd struktura molekuly ~ Torze molekuly ethylenu ( v po-
ethylenu. Ohly mezi C-H a o hledu ve sm¥ru C=C vazby). Jedna
C=C vazbou jsou blizké 120° -z CH, skupin je pootodena o ivhel

3 vzhledem ke druhé.

rovinnd, musi (3 = 0 odpovidat minimu potencidlni energie V(B ); Je

zte jmé, Ze ﬁ = JU odpovidd ekvivalentnfmu minimu, nebot struktury sﬁ=0
a /3 =~Jl' Jsou nerozl;léitelné. Potencidlni energie V(ﬁ) mus{ mit proto
prib&h schematicky naznateny na obr.13. Dva stabilni stavy ffilz=0a /3 =T
Jsou odd&leny potencidlovou barierou vysky V. Potencidl V(,B) se tasto
aproximuje jednoduchou formuli °

v ‘ ' -
V(p) = 2° (1-cos2p) . (90)

v
# Obr.13

Potencislnf energie: V(P ) mole-

o . kuly ethylenu v z&vislosti na

\ Y \ / ~ torznim dhlu (5 {( v obrdzku Je
vynesena funkce (90)).Cérkovans

B je vyznalena aproximace (91)

0 wf2 . v okol{ rovnovéZnych poloh.

Ca%

V okol{ minim Je moZné V(ﬁ ) op¥t aproximovat parabolou,tzn. omezit se
na harmonickou aproximaci; pro 3 =0 je to

V(B = ¥, pe ' (9

Molekula potom koné malé torzni kmity kolem rovnovaznyeh poloh.

Klasické FeSeni

Oznadme {51, p, vhly, které sviraji CHé skupiny s pevn& danou
rovinou, kterd obsahuje C=C osu (obr.14). fhel B = s ?/31 . Nechi

Fa

I je moment setrvafnosti jedné CI-I2 skupiny vzhledem k ose CT=C.

(12
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Obr.14 ;

Ke klasickému FeSeni: uhly 4, f,
které sviraji CH2 skupiny s pevnd&
danou rovinou obsahujic{f osu C=C.

ProtoZe potenciélni energie V({&) zévia:’. jen na rozdilu’ [32 f31 y Jsou
klasické pohybové rovnice [20]

2 .
d (t)
I-———-—ﬁ;j—'—-—— = - J V(ﬂz-ﬁ1)=-§-(-3—V({3)
dt d :
- Ay ‘ (52)
2
4 (t) 4
{52 =__b_..... V(pz“pl)”-g—pé—\((ﬁ)
at2 B, ,
Settenim a odeltenim téchto rovnic 2ziskdme dv& nové rovnice
, dz
—d—g—.( (31'* (32)=0 ’ (938)

. 2 .
4
I 2 4 V( ) 3b
——g—dt [ . (93vb)

Pryn{ z nich,(93a), md FeSen{ odpovidajjici volné rotaci molekuly kolem

oay C=C : ﬁhel (ﬁl + P,)}/2  Je linedrni funkei Zasu. Jde o situaci
analogickou pohybu t&#ZiSté v odstavei 5.1.2.

Druhd rovnice,(93b), popisuje vlestn{ torzni pohyb (pohyb jedné CH2
skupiny vzhledem ke druhé; srov. analogickou situaci s relativnim pchybem’
v 5.1.2). Pro okol! = O miZeme dosadit V() z (91) a obdrifme

2 4v
B+ I2p -0 (94)

To je vdak opét Ji% zndmd rovnice pro harmonicky oscilétor 8 frekvency
ﬂ’ | (9%

Pro molekulu ethylenu je wt >~ 825 em .

Kvantovémechanicky pHstup

V okolf rovnovéinych poloh (3= 0 , 3 =7 se miZe molekula nachéze!
v kvantovych stevech s energii :

éigt(n+%).,nwgﬂpn (96)
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fa

.V prvnim pFiblfZ¥en{ je ka%*dA z t&chto hladin dvojndsobnd degenerovani,
proto¥e ji odpovidaji dv& rdzné, linedrn& nezdvislé vinové funkce .
tng)_( P) ’ tf?;w) (P ) , lokalizované v okolf f3= 0, resp. 3 =7,

(@ o B

obr.15
Zanedbdme-1i tunelovy jev pfes potencidlovou bariéru s maximem Vg, pro
- B =m/2, dostaneme stejné torzni stavy lokalizované v okoll f= 0(a),

f=7 (b))

Uvd%fme-1i mo%nost tunelovéni pPes bariéru odddlujici obé minima, dojdeme
k slituaci, kterou jsme jiZ poznali p¥#i studiu inverze molekuly NH3
v odst. V.2.4.1 . Vypolty, obdobné t&m které jsme provdddli u NH-, ukéd{
opdt, %e degenerace se vlivem tunelovédni sejme {(existence tunelového jevu
- znamendé interakci mezi obdma stavy). Pro kafdou vlastni hodnotu E, {96) -
tek dostaneme dva stavy ;ﬂ , n') (v 1.aproximaci je to op&t symet- =
rickd a antisymetrickd linedrni kombinace \f;f’ "y 4‘.’):3") . Cim v&t3{ bude n,
tim vice se uplatni tunelovy jev (bariéra je uZ3i) a tim v&t3{ bude

' roz3t¥pent hladin h & (obr.16).

»

)\

E _L_'z_‘.:.i"‘"“"f”'__'—l' 5 Obr..16 _ : _
— Tunelovénim se sejme degenerace hledini
bw v z obr.15. Roz¥tépen{i hladin se zv&tSu~

¢ ‘ . je kdy% se En’bliéi V,. MEFftko obraz=
Ez!..::::::l M.o ku neodpovidd skutelnosti; H ‘;n - Je |
) vidy mnohem men3f neZ En+‘l - En .

 Z&vEr plynouci z kvantovémechanického Fedeni tedy Jje: existuji rychlé
oscilace s frekvenct W, kolem jedné z rovnovdingch polch f= 0, f=X a
pres n& se preklddeji mnohem pomalejsi oscilace mezi stavy ﬁ‘# 0,-{3=1t'
s frekvencemi § /27 , dq/2m,... . ' :

5.3) Poznimka o kmitech viceatomovych molekul

Kmity dvouatomové molekuly znamenaly pouhé zvétsovédni nebo zmendo- =
véni vzddlenosti jader ve smdru Jjejich spojnice. Ve viceatomovych moleku—}
14ch je situace mnohem sloZit&j3{, nebof vedle pouhé zm&ny vzdédlenosti . .
dvojice jader se mén{ i thly vazeb, miZe dochédzet k pootofeni molekuly
kolem n¥kterych vezeb apod.; vysledkem jsou zcela nové typy (mody)
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kmi tavého pohybu jader. V tomto odstavei uvedeme pouze formulaci problé-
mu a Jeho redukci na problém nezdvislych harmonickych cseildtord. Pri
vlastnim Pedeni hraje fundamentdlni roli vyuZit{ symetrie molekuly;
dvoén{ informaci v tomtc smdru poskytne nap#. [9,10,21]).

-

UvaZujme o molekule tvofené N atomy s polohovymi vektory Rl""’ N*
Tyto vektory zdvisi samozPejm® na %a:e( jddra se pohybujf). ProtoZe ném

jde nyni o takovy pohyb, kdy Jjddra kmitaj{ kolem rovnovdZnych poloh
—ﬁ(lo) 5(0) '

geeey

, budeme psat
R () =R 4T (1) (J=1,2
J J Uy =1,2,4.4,N) (97)
kde ﬁb(t) je vektor vychylky J-tého jddra z rovnované polohy'ﬁgoaobr.17);

Obr.17

Vektory uréujici rovnovéiné (R(O))
8 okamZité (RJ) polohy jader

v N-atomové molekule.

V kartézeskych soufadnicich:
'ﬁ( 0)—(x(0) Y( 0) Z( 0)) ,

By =(uqo,ur ,ur.)
J Jdx?!JyrJz’

Potencidlni energie soustavy jader Je funkci Ri""’RN y tie
vV = V(Ri""’RN)' a tedy vlastn& funke{ vychylek uq,...,uN ( V je op&t
urdovdna elektroncvymi stavy; o tuto &4st dlohy se v3ak nyni nezajimdme).
Jsou-1i vychylky malé ve srovndnf s mezi jadernymi vzddlenostmi, miZeme
_V(ﬁi,...,ﬁh) rozvést v Taylorovu Fadu:

’ N z
: i
VB = V0,00 + Y Y (5——) Cuy b
J=1 «=x aqu 0 .
N bﬁ z z | | . '
1 3 T ] > ¥ ( va ) u a
+ — . ] , ———————————————————————— J“ Kﬂ EER]
2 L 9 4= = buJ“auK‘; (98)

1len V(0,...,0) je potencidlni energie soustavy jader v rovaovéinych
polohéch; miZeme vZdy zvolit V(0,...,0)=0,tzn.oded{tat energii od této
hladiny. Druhy &len na pravé strand (98) je vZdy roven nule, nebot
vBechny derivace ( dV/ duy, )
rovny nule.

Ukondtme-11i rozvoj (98) &leny kvadratickymi, plijde op&t o harmo-
nickou aproximsci a potenciélnn energie bude - '

V(ui,....u ) ~-—- ; A / ) Aﬁp(J,K) LE qu £99)

K=1 , =X

o dJsou v minimu (tj. pro U =...=ﬁk=0)
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V potencidlni energii (99) Jjsme oznadili Ao(@(J K)=(3%V/du b“Kp 0~ .
Veli&iny A“{E(J ,K) se nazyvaji silové konstanty.

Kinetickd energie soustavy Jjader mé standardnf tvar
gie N :

- 2
T = "'"5"‘1""- - } (100)
=1 o=x - MJ
kde © du
Py, =M -——gﬁ— Je impuls sdruZeny 8
Ju T Ty P Ya a

My Je hmotnost J-tého Jédra. '
Klasicky -hamiltonidn H = T + V.

Daldi{ krok feSeni spolivd v p¥echodu k tzv. normélnim soufédnicim,
v nich¥ jsou ob& kvadratické formy (99),(100) vyjdd¥eny jako soulet
Etvercl. V algebfe se dokazuje, Ze pro takovouto dvoliei kvadratickych
forem ( jsou positivnd definitni) lze vidy nalézt nové prom&nné
Ql’Qe"“’Q3N y tJ. realizovat transformaci '

Qi = Ql(“lx'uiy’ulz’uZX’;'°'uNz)'

.
- c.
- -

‘Q3N= QBN(ulx’uiy’ulz’u2x’""uNz) ’

takové, Z%e v nich bude mit hemiltonidn tvar

N : ' ‘
_ 1 52 1,2 2) (102)
H ‘:j ,( 5Py T 3 W) o
j:l oo . .
. aQ
kdée P, = — je impuls sdruZeny s QJ'

37 Tat
Porovndme-1i (102) s (52) vidfme, %e y normdlnfch soufadnicich

Qi"“'Q3N Jsme opét dostali hamiltonidn souboru 3N nezévislych harmo~
nickych oscildtord s frekvencemi &y, Woyeesy Waye Tyto oscildtory ovem

zase nelze ztotdihovat s jednotlivymi J&dry (ostatnd t¥ch je pouze N);

zména kmitavého stavu j-tého oscilétoru znamend zm&nu Qj a to podle {101);

znamend obecnd gménu vychylek v¥ech jader, tj. zménu Ugyrenesly, «
Kmitavy pohyb molekuly miZe byt ( v promEnnyeh Uq .y ««e)ly, ) znsain&
slo%ity, vidy se v3ak d4 napsat jako linedrn{ kombinace normélnich
kmitd Qi"“’QGN ; transforma&ni rovnice (101) Jjsou toti% linedrni a Je
moZné Jje obrdtit, takZe . A
Wy © Uy 5(Qqs e 0y Q3y) : : .
. . T (103)
Uy, uNz(Qi""’QBN)

Q2 = 7Q2(u1x,u1y,uiz,u2x,...,UNZ) . i (101) .

i

i
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Frekvence o, uba...,cu3n t&chto 3N normélnfch kmitd {modd) jaou urio-
védny silovymi konstantami A“ﬂ(J,K). ' '

Presnd vzato, Zistych kmitovych stavd je 3N-6; soustava N jader
mé sice celkem 3N stuphd volnosti, protoZe v¥ak mezi jédry existuje
vazba, musime odeditat 3 stupn& volnesti na transladni pohiyb a t¥i na
rotaéni pohyb'molekuly Jako celku. VyJjimku tvof{ dvouatomovd molekula
(N=2), kterd md 3N-5 (= 3.2-5=1) &ist& vibrainfch stuphd volnosti;
rotaci této molekuly jako celku pFfslu#f toti% Jen dva stupnd volnosti,
nebol rotace kolem spojnice jeder o libovolny thel ponechdvd molekulu -
beze zmdny.

Na zévér je#td poznamenejme, Ze naprosto stejnd se formuluje
Ylohe o kmitech jader tvor{cich krystelovou m¥{%. Pro Jejf FeBeni mé

vEek zdkladn{ vyznam existence transla&ni symetrie krystalové mfiﬁe[ls].

o)
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| VIII. MOMENT HYBNOSTI |

1. Zskladn{ vziahy !

Vyaledky kvantovémechanického felBeni problému momentu hybnosti Jsm:!
potF¥ebnd v nejriznd j&fch oblastech fyziky: p¥i klasifikecl stomovych,

molekulovych & Jadernych spekter, p¥i studiu spinu elementémicn &éatic,
v teorii megnetismu atd.

Vyznamnd role momentu hybnosti v klasické mechanice je zndma:
vysledny moment hybnosti izolované fyzikdlnf{ soustavy je koneténtni { Je
to tzv. integrdl pohybu)., Tento z4vdr dokonce plati i pro-ndkteré neizo-
lované soustavy. Tak naﬁf'. pohybuje-1i se hmotny bod P s hmotnostf m
v centrdlnim potencidlovém poli (obr.lB), mifi sfla, kterd plisobl na P,
stdle do bodu 0, takje moment sily M = FxF Je roven nule. Pro dariva-v
¢i momentu hybnosti L= TP pek platd

da = ar : - -
S L= 5P + i"xw—g%- = ¥xP ¢+ TxF =0,

nebo¥ vektory ¥, p=mv Jjsou rovnob&%né a M=f#xF = O,

Obr.18

Hmotny bod P v centrdinim potsnciéw
lovém poli se st¥edem v O, Sile
plsobic! na P zdvis{ pouze ne veli-
kosti polohového vektoru T & mf¥{
* stdle do bodu 0.

V centrdinim potencidlovém poli ge tedy L konstantnf a Zdstice se ‘tudiz
nue! pohybovat v roviné kolmé k L.(disledkem jsou zndmé Keplerovy :
zékony ). : ‘
Uvedené z4viry maj{ svi] ekvivalent iy kvantové machanic:e0 Uz

v odst, V.1.2 jsme momentu hybnosti L prifedili operétorz = r 3 p a
pro jeho slozky X . mz__ jsme dokézall komutefni relace {(V.lda);
vzhledem k Jejich vyznamu 8l je zde napiZme znovu:

L Mx Ly l= i, , [£y €]t [2,,2]1-the | @
K nim jsme Jje#t& pro operdtor kvadrétu velikosti mcmentu hybnosti
2?2 + 22+ 22 zfekeli komutdtory (V. 16) -
]:&2 ’ xé]” 0 (J=an§zj? (2)

Celé kvaniové teorie momentu hybnosti stoj{ na t8chto komutainich rela-.
‘efch. Ne prvni pohled je =z nich zPejmé (sx‘ov.IV 3.3), %e peni moZné .
‘soudasnd presnd uréit viechny slo!ky vektoru L ; tJ. presnd stanovit '
velikost i smér L. Jak plyne z (2), souasnd n¥¥itelnd Je pouze o

¥t
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velikost i‘i & jJedna z Jjeho sloZek,
V sou¥adnicové reprezentaci Jsou slodky £ (srov. (IV.95),(IV.96)"

a (V.12b)) ~
=y - hy, 0 .3
£ = 9B, ab, =1 (v 3z : 3 ) |
= A :hl — - a R ' » ' . :
gfy-ﬁx-xpz i(?}“; X 3z (3) .
S P YT U
A 1 Sl A v

A . ; l
¥nohem vyhodn¥j¥{ je viak pracovat ve eférickjch soufadnic{ch nevo¥, jek
uvidime, operdtory vztahujic{ se k momentu hybnosti pisob{i pouze na
dhlové proménnd 2] s f & nikoliv na r. Mfsto kartézekyoh, soufadnic X,¥,%
" budeme tedy urZovat polohu bodu v prostoru sférickymi soufadnicemi

*,8 ,¢ .(obr.19), které souviasl 8 X,¥,% vztahy: :

x=rsin9cos¢ :
y = r 8in0 siny : , (4)
z = rcosy :

kde r30, 0 Q¢ a 04 ys2amw .

T p | Obr.19 o :
‘ o . Poloha bodu P je ur¥ens bud kertézsky-
V; | ~ mi soufednicemi x,y,z nebo sférickymi |
L — : ’,2 S soutadnicemd r,8 ,¢ ; svézéry Jsou
XS PR A : transformalnimi vztahy (4).

X .

P¥i p¥echodu ke sférick;zim soui‘adnicim (pf'i vipol‘.tu integrdld, p¥i
interpretaci vlnovych funike! ve sférickych prom&nnfeh apod. ) nesmime
zapominat,’ %e infiniteaimélni ob;)emovj element dt = dxdydz se iransfor-
muje v : ‘

ar = 2 sinedrded? =r dr dR : B (%)

kde df2 = sin@ 40 d¢ Je infinitesimdlni element proatorového dhlu ve
sm&ru urdeném dhly @ , ¢ . :

Provedeme-1li transformaci preménnjch v operdtorech (3) (coz., vyéa-
duje predeviim pozorno-t a Zas), dostaneme

_ by cosy T
£x = ih( siny 38 + e8 a?)
2, = th(-cosg +:;‘;"" :? )y (6)
y
6{2 = - th _a-(F
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Odtud pak pro operdtor #2 =£i +£§ +£§ dostaneme

42 1 _é_ E 1 ag.
£ = -h (sine 09 (sine 39) v sinZ0 b\f }

-nebo po dpravé . (7)Y

2. g2 (% . A8, 1 N
£ =-h (662 tgB 20 ainea‘f)

2., Vlastni funkce a vlastn{ hodnoty _cpe.rétorﬁ i""g ’ 8?.2

—_— ——

2.1) Redent
~Zjistili jeme, %e spolu s valikosti momentu hybnosti miZeme pfesné

urdit pougze jednu z jeho sloZek. ProtoZe pri nadf volbé sou¥edné soustavﬂ

Je. najjednodudsi operdtor £z ybudeme se zabyvat z-ovou sloZkou (csa z

m4 zatim v prostoru libovolny smér). ‘

~

ProtoZe operdtory £ .:E komutuji, je moZné najit pro n¥& spoleiny
souvor ortonormélnich vlnovych funkci (viz odst.IV.3.3), které budou ‘
¥eSenim rovnic

- ﬂx_-;—q/(r,@ of ) =u,+<r,9 ) - (ew

.
- 42 ("éine (m@ ) m29 al{))«P(r, ) *[5 \,}(rﬁ )
(8Db)

kde jsme oznedili vlastn:[ hodnoty f Jakoox a pro 32,2 Jako (3
ProtoZfe operdtory -‘.’ aﬁ nepisobi na prom&nnou ry miZeme Ji ve funkcich
\P(r, ,c[?) pova!ovat za parametr, ktery nebudeme ddle Vypisovat.

Vliestni hodnoty a funkce éf& - rovnice (8a)

Redeni rovnice (8a) je

$(0, uf)=f(@)ei°“?/h k (9

kde £( @) Jje libovolnd funkce O (a ovéem i 1).

V odst. II.3.4 Jsme stanovili podminky, kterym musi vyhovovat kaZdd
vinovd funkce; pripomé&nme si, %e mus{ byt: i) spojitd i s 1.der1vaci,

11) JjednoznaZnd, iii) kone¥né, iv) ‘kvadraticky integrovatelnd. U funkco
(9) Jje t¥eba zajistit jednoznaénoat- pfi zvétdenf dhlu o 27 mus{ pletit
(okrajovd podminka pro (8a)) : ‘

. Yo, cp+2n') x];(@,cp) 4 - (10)
Aplikace podm:(n.ky (10) na Pedeni (9) vede k poiadavku exp(iaﬂrc&/ﬁ) =4,
‘odtud dostdvéme vlastnl hodnoty c‘g

o =m b m1='o,ti,tz.... _ (1)
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¥ podstatd® je to vysledek shodnj s 1.Bohrovym postuldtem ve stars
kvantové teorii (Bohr uvaZoval ‘pouze kruhové orbity).

Vliastn{ hodnoty & vlastn{ funkce £2 . rovnice (8b)

Dosaame nyni funkei (9) do rovnice (8b) ( ji% ze struktury operd-
torudl Je zi‘e:]mé %e je mo%nd separace proménnyche Y Ye Po déleni
exp( im]_\f ) dostaneme rovnici pro funkei f£( 6):

2.
4 d ar( @) ™ : L
a— i — - i ; - '
sin@ * ab (8 ? aé ) * (A . ein® O ) :(94) ° R (12)
kde B ‘A =B/ 82 S - " (12a)

| Nazne&ime jen hlavn{ kroky Pedenf; postup je v hlavnich rysech shodny
8 tim, ktery jeme podrobn& probrali u harmonického oscildtoru.
Pro prehlednost budeme déle psét jen m misto m, !

a) V rovnici (12) provedeme substituci

cos@ =y : Ty - (13)
a dostaneme taek rovnici. ' v o
(1- yé [P A 2y + (M- Y = - (14)
: dyz l? ‘ .
kde - " '
1€yt

b) ProtoZe rovnice (14) mé singularity v _b'odech y =1 (u l;amonického
oscilédtoru to byly body t 00), je t¥eba vySetFit FeSeni{ v okol{ tdchto
bodl. P¥itom se ukdZe, %e FeSen{ pro nés pi‘ijatelné Je t¥eba hledat

ve tvaru

SRy = (1 -y )2 ) N )
Po dosezen{ do (14) ziskdme rovnici pro v(y): ' | '
2 a2y ‘ ' ey 1
(1-5")—-20m+1) y + [A=-1miimi- 1]y =0 (16
¢) Re#ienf{ rovnice (16) se hledd ve tvaru moeninné rady o :
oo | ‘
vy = E a, y“ N - - an
n=0 :

'~ Dosadime ji do (16) a uspoi"édéme podle mocnin y. Mé-1i byt rovnice

- splndna pro v8echna y, musi byt koeficienty u vﬁech mocnin y rovny nule,
Tento po¥adavek dé rekurenini formull (srov. postup vedouct k (VII.19))

c (nsimN(nsmp+d) -A
n+2  (n+2)(n+1)

Znovu (podobn&~jako v (VII.20)) dostdvdme dvE Fedenf . v(y): nekonefné
Fady se sudymi a lichymi mocninami y, Ob¥ se v okolf bedd y =24

a (18)
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chovaji jako (1-y2)™® ¢4, diverguji pro y»*4. Vychodisko z této situacé
Je opt jediné: ukon¥it Fadu u n¥které mocniny y, tak%e v(y) se stane
polynomem. MoZné to je, nebo{ v (18) méme gzatim neuréeny parametr A,
PoloZime~14

- A=1(1=+ 1 ) 1=0,1 12y00e - {19)
bude pro dané 1 e m funkce v(y) polynomem stupn# ne jvyse -ami .
ProtoZe volbou (19) zm¥nfme jen jednu z Fad v polynom; musi byt druhd
identicky, revna nule. Tc dosdhneme zase volbou a #0 3180 nebo a =0,
31#O° a,#0, resp. 91#0 s 86 pak uri{ gz normalizaéni podminky.

Z (19) a (12a) z{skéme vlastn{ hodnoty &2

ﬁsl(l‘fi)hz ’ 1=01é,ooo (20)

Misto kvantového c‘.isla 1 se Zasto pouzivé znaleni plrevzaté ze spektro-
skople:

1 | o 1 2 3 4 5 g
oznateni '
pismenem l 8 P d £ g h 1

Velikost momentu hybnosti Zdstice je, stejnd jako jeho eloZka sz,
kvantovéna a miZe nabyvat hodnot

Yi(1 + K £ (1=0,1,2,...) .
K danédmu 1 (pro danou velikost 4 ) jsou moZné hodnoty projekce L ne
_zvolenou osu (srov.(11)) ,

mlﬁ 2 m1=0,-‘21,1'2,...,t1' R : (21)

o

nebol v dvaze, kterd nds pFivedla k (19), Jjsme polozilir‘ ntimi= 1 a
st{taci index n>0. .

2.2) Sférické furkce

Funkce které jsou fedenim rovnice (14) se nazjvajf pFidrulenéd
Legendrovy funkce; v matematice pat¥{ mezi tzv, specidlnf funkce, co%
Jeou funkce, které Jsou FeSenim nékterych, Zasto se v aplikacfch vysky-
tujicich, obylejnych diferencidlnich rovnic 2.#4du [11,12,13].

Pro m >0 se daji vyjéarit takto

’

Pi(y) = (1-y2)™2. 8 p () S (a2
dy ' :

~ kde Pl(y) Jjsou tzv. Legendrovy polynomy, které Jaou kone&nym teéenim (14}

8 A= 1(1+1) a m=0; to znamend, Ze Py(y) = Pl(y) . Polynony P (y) 1ze
ziskat pomoci formule (Rodrigueziv vzorec)

1 : 2 nl Craay
Pa(y) = — . [(y o] (23)
2" n! dy . ) .
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Tebulke 3
Legendrovy polynomy P (y) pro n=0,...,5
Po(y) =1
Pi(yB = ¥ )
Pyy) =2 (3® -1
Py(y) = 1 (5y° - 3p)
Py =235yt - 3052 430 N
Po(y) = & (63y° - 703 + 15y)

Obr.20 _ 1
Legendrovy polynomy P (cos 0)
pron = 2,3,4, 5 ‘

..1 . . INi

Tekto “definovand Legendrovy polynomy jsou na intervalu —14 y$1
ortogondini; plati

; x S

_ _ 2 |

f1 Pn(y)‘ Pk(y) dy =J‘Pn(cosG)Pk(cose)sipedQ = v Snk
- 0 (25)

Pro vypofet hodnot polynomd vyssfch Fédld je moZné vyuift rekurentni
forauld ‘ : :

(2n+1)yP (y) = (nfi’)Pmi(y)‘-t‘nPn_,i(y) ;1 n=1,2,.. (26)

P¥idrufené Legendrovy funkce s m <O definujeme takto:

{(lem)!
(14m)?

Y (m>0) | (27)
Spolu 8 (22),(23) to umoﬁnu,je vyJjad¥it P':i’_i pro viechna my v (21) .~

P1 (y) = (1"

Pro dané m jsou i p¥idru¥ené Legendrovy funkce ortogondlni :
x

ij(y)Pm(y)dy ij(cosG)Pm(cose )sinGGG.z 2__ (qgtm)! J (28)
(]

2q+1 (q-m)!

Normalizovené vlastnf{ funkce operétor& iz,aﬁ?- oznaéine 11(6 ,tf );
platf pro né& :

L1500 = oh @, 5 LO = UK 7@, 29
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V rovnicich (29) jel1=0,1,2,...  a n(=m;) = 0,81,22,,..,%1 .
Na z4klad¥ p¥edchdzeJicich vysledkd ((9),(11),(14),(19)) dostanéme

m - 21 + 1 (1-imi)t pimu im ,
xl(e,w‘ cmv 1 (ioian1 L teosO) o7R¥ (30)

kde = (-1)" prom»0 a €, =% pro m<O.

' Funkce !m((-) ,Lf) se nazyvaji sférické funkce (pozn.: n§ktai‘i autoﬂ :
nazgvajl eférickymi funkcemi PJ ). '
- Jind forma vyjddfeni; platnd prc vBechns m, je

(-1) 21+ (1-m)! im , a 21
b V 4 m__ a
1(9 P = 211 4x (1+m)t I  d(cos®)*® e (31)

2 (30) nevo (31) plyne, 2e
00,90 = (<D r’{*we,?') (32)

Upozornéni!

Sférické funkce jsou urdeny (tak Jako vlastni funkce i Jinych

' operdtord) a% na fézovy faktor s modulem 1. Na to jJe t¥ebas ddvat pozor
pfi studiu literatury. Vedle viéa uvedenycb definic se vyskytuji i jiné;
napf. se faktor (-1)™  vypousti a pro m<Osedefinuje Y " = Ym*

. Pokud se provedend volba p¥i vSech matematickjch ﬂpravéch dodriuje, jaou
samozFe jm® kone¥né vysledky pro mEFfitelné fyzikdlni veliZiny shodné. -

Normaliza®ni konstanta sférickych funkci je vybrdna tak, %e platf
(funkce £(0 ) a exp(imtp) v (9) jsou vlastn¥ normelizované také kaZdd
zv14st) :

P22z P:rr . ' : ,
f j Ym (G.Y) Y (G,tf) 8in@ ab d-f = 8mf ‘ (33)
Tabulka 4 '
N&kolik prvnich sférickych funkel
= -1/2
YO (B,9) = (4m) | 1
200, = (3/47) 172 coa o
13 10,9) = 7 (3/87)1/2 einBexp(tip) (30)

X (6, = (5/167)%/2 (3c06%0 - 1)

ri}e,p) = 7 (15/87)1/2 6inb cos@ expltiy)

152(0,¢) = (15/32x) /2 61076 exp(ti2y)
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2;3) Prostorové kvantovéni

Necht 1 Je n¥jaké pevné islo. Potom Je moZné moment hybnosti

~ zobrazit vektorem délky .
§=Vi01+1) RS

‘Jeho prim#t do osy z miZe podle (21) byt

V m =“"1 —(1';1'),ooo|-1 o'a.,c"'s(l‘i) 1 °

Kventové &islo m (=m,) se nazyvd __gnetické xvantové &{slo 1)>a~'

1 .orbitdlini kvantovg gislo.

e

g"'"‘.’?"“~
%
s .

Obr.21 TRmmkentt A
Vektorovy diagrem pro 1=2 a L/h=Y6 (a); Vektor T mi%e leZet kdekoliv
na kuZeli a pram3t m se nem&ni (b). ‘ '

Protoye jedind podminke kladend na ‘sloZky Ly Ly Je Lx+Ly = 12-n%h? ,
'miifeme vektor L povafovat za ndhodn¥ orientovany vzhledem k thlu ¢
miZe ledet kdekoliv na kuZeli podle obr 21b 8 vrcholovym dhiem O s PXo

ktery plat:[ o

cos O = 4 o (36)

Vig L+ 1) | '
V klasické mechanice by tomu odpovidala aituace, kdy vektor T kond
precesni pohyh kolem 08y Z.

Nebylo by ovdem sprdvné si predstavovat, e vektor 1 mé urdity
smér & my ho pouze nejsme schopni pFfesnd zm&Fit. Ve skutelnosti, Jestli-
Ze L a L maj{ ur¥ité hodnoty, musime si pfedatavit, Ze Je souéasné
pokryt celj kufel orientac{ (obr.2ib), ktery patfi k danym hodnotén
L2 L. Uvedeny vektorovy model vychéz{ z klasickych predstav a pii Fele-
ni mnoha dloh (nap¥. sklddén{ momentd hybnosti apod.) miZe byt velice
ufitedny. Je viak t¥ebe mit stédle na pamEti kvalitativni odlisnost
ob jek td mikrosvéta od mekroobjektd a ne¥init ne zékladd klasickych
_pfedstav ukvapené z4véry. K problematice momentu hybnosti se je§t§
vrétime v ndsledujici kapitole. ' .

1? \'4 magnetickém poli se snimd degenerace vzhledem k m (Zeemaniv J}v);
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'3, "Tuhy rotétor

3.1) Reéeni

Vv odst. VII.5.1 jome se zabyvali kmity dvouatomové nolekuly a
uvedli jsme, Ze vedle vibrainfho polybu jader,miZe molekula rotovat :
jako celek. V¥imnEme si nyn{ prévé tohoto pripadu, kdy vzd4dlenost Jadar
je nem¥nnd, rovné R, (molekula pfedstavuje dtvar podobny #ince). Nebude-.
me se opdt zajimat o pohyb t4215t3, ale soustfedime se pouze na rotaci 3
vzhledem k t&2i5ti, do n¥j% poloZime poldtek soufadné soustavy {obr.22) e

Obr.22
-Prom$nné 0,4 urdujt polohu tuhéhé
rotdtoru (hmotnosti My,M, v poiné
lvzdélenoeti'R ) JehoX tEZ1BtE je
v poéétkp sou¥adnic O; Bl+32=8

Moment setrva¥nosti rotdtoru I vzhledem k bodu 0 Je

I = WR2 + MRS -
Protofe R, = 0 (grov.(VII.78)), platl. |
R T T T (38)
M, N Mgl
takZe moment setrvaénosti (37) 1ze té% psét _
,LRZ (39)

kde u= uiuz/(n1+m2) je redukované hmotnost (viz(V1iI.79)).

Pohyb rotétoru je tedy ekvivalentni pohybu fiktivni &4stice s hmotnostl
s kterd rotuje v konstentni vzdélenosti R kolem bodu O; osa rotace
Je pritom volnd o
Klasicky vyraz pro kinetickou energii rotédtoru+je T = L2/21

potencidlni energie V(R,) Je konstanta, kterou miZeme poloZit rovnu nuled
Klasicky hemiltonién pak je H = 12/21 a kvantovEmechanicky hamiltonién ‘
pro tuhy rotdtor Je ' . |

‘= _____ : : (40)
% 21 :C 2,»32 :: R

1)fllohe ) rotaci-&éstice kolem pevn¥ dané osy (¥detice by ee pohybovala
v roviné kolmé k ose) nen{ z hlediska kvantové mechaniky korektni; ‘
v tomto prfpedd by totif byly dvé projekce'f(do osy) rovny nule & odpo-;'
vidajici operdtory by proto komutovaly; to Jje vdek v rozpdru se.zéklad~
nimi komutdtory (1). ’
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Staciondrn{ Schrédingerova rovnice pro tuhy rotédtor

| A(r,0,43 =BP(r,0,¢)
po dosazeni hamiltonidnu (40) a malé dprav® 44

LEP(r,0,¢) = 2uBd Er,0,9) (41)

Operétor Vo pisobi jen na B a § tekZe ve vinové funkei 4:(1‘, ,lf)
figumjo r pouze Jjako parametr (r"R ), Etery v daléim nebudeme vypisovat.
Rovnici (41) méme ji% vyi‘eéenu. Vlastni funkce.'t jsou I?(G,q), odpovi-
dajfef vlastnf hodnoty 1(1+1)h? se must rovnat ZéLRi .
MoZné hodnoty energie rotdtoru tudf{¥ jsou

| 5, = A1 +1) K2

2ur2

(42)

Pritom hodnota El Je (21 + 1)-ndsobnd degenerované neboi k nt pi‘is].uﬁi
(21 + 1) viastnf{ch funke{

$inlOsyp) = !1(9“() (m=0,£1,t2,...,t1).

Plat{ v : 2. :
1(1+1})h :
A 100,p = EE2IN g (43)
. 2u Ry ,

V molekulové spektroskopii se zavédi rotafnf konstanta
| f | h h

BsS ——— = = : . (44) .

2
471 ‘ ”r(u'Rz 8 7 W RS o

kterd mé rozmdr frekvence (ndkdy se ve jmenovatell (44) pide Jeité
rychlost svétla c; B mé potom rozmér vinottu (pi‘evréeené hodnoty délky)
a v soustavd CGS vychdz{ v cm” ) :
Po zavedeni B se dajf vlastni hodnoty X psst (obr.23)

E, =Bhl(1+1) (h,nikoliv hi) (45)
) £ _ : ‘
E 4 I [ Obr.23

88h N&kolik prvnich energiovych hladin‘,;

i tuhého rotdtoru. KaZdd z hledin

3 i Gﬁh 8 174 jJe od nejbli%e ni%is{ vsad-

5 L lena o 2Bhl. Sipky vyznatulf moiné

f 4Bk ~ piechody p¥l absorpci elektromag-.

3 2Bh netického zé¥ens.

i Vzdﬁlenoat dvou sousednich hladin El' El 4 :]a
Ey = By 4 = Bo[1(1+1)-(1-D1] = 2 Bh1 (46)
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3.2) Rotsdn{ spektra dvouatomovych molekul

Rotétor miZe emitovat nebo absorbovat elektromagnetickou energii
p¥1 prechodech z jednoho energiovéhc stavu dec druhého. VypoZet pravdé-
podobnosti prechodu (viz kap.XI,XII) ukédZe, Ze nenulovéd pravdspodobnost
Je v pouze pro pfechod mezi hladinemi E,- ,E, 841 =1 = 1”7 =%4 .
(vyb&rov4d pravidla). Bohrovskd frekvence V1+1 1 (E1+1—El)/h emi tova-
ného {absorbovaného) zd¥eni je z (46)

Vi, =B, | (47

tak%e ¥4ry jsou (na frekvenini stupnici) ekvidistantn® vzddlené. )
Absorpéni 84ry odpovidajfci{ uvedenym p¥echodim le%f v daleké infralerve~ .
né oblasti (pF¥ipomenme, %e &istd vibradni prechody dévaly S4ry v blizké '
1% oblasti (odst.VII.5.1.3)).

Tabulka 5
Pozorovené vinodty ¥=V/c pro molekulu HC1 (podle [22])

1+ .4 5 6 . 7 8 9 1.0

T

S(en D) | 83,03 | 104,1 | 124,3 | 145,03 | 165,51 | 185,86 | 206,38
4y | 21,1} 20,2 | 20,73 | 20,48 | 20,35 | 20,52

Podle (47) AV'= By, (B=B/c), cof a4vd

o~ h - o
Ba%c Igmq
Odtud miZeme vypoéitat moment setrvadnosti .
Iycy = 2,69.1070 g cn? C(49)
s “él = 6,0, 10'233 a My = 0,17, 10'243 dostéiéme redukovanou hmotnost
My = 1,63 10'24g. Vztah (39) pek a4 |

ROHCl = 1,29, 10 ' . (50)

Tak jeme dostali z nam&iFené 1nfraﬁervené absorpce odhad velikostl mole-
kuly HC1l, ktery velmi dobfe souhlas{ s hodnotemi ziskanymi jinym zpliso-
bem, ZddraznZme vSak, Ze hodnota RoHCl—px}P zi{skdna ne zdkladé Klasickyeh
predstav o kvantovémechanickém systému a neni totoZnd s odpovidajict ‘
kvantovémechanickou st¥fedn{ hodnotou.
Klasickd predstava néds miZe piivést i ke vztahu, ktary by mohl

1lépe vystihnout experimentdlni hodnoty_ ¥ (ay v tabulee 5 nenf presnd
konstantni jek by plynulc z (47)). Molekula HCl nenf zcela tuhy rotétor. ‘

~i} V tzv. dipolové aproximaci, kterd dévd prévé ty nejesiln&ji{ abeorpénf—
nebc emisni ¥4ry (viz odst.XII.1.3) :

]
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Vzddlenost mezi H a Cl neni nemdnnd a m3n{i se v zdvislosti na rychlosti
rotace. P¥edstavme si, Z%e v obr,22 jsou atomy spojeny prufinou(misto
tyt1). Jestlife molekuls rotuje kolem osy kolmé k pru%ing, potom v rov-
novédze musi byt odstiedivd sils LZ/(LR3 rovna dostiedivé sile k(R-R ),
kde k charakterizuje silové pisoben{ pruZiny (srov.(VII.1l)) a R, Je
rovnovdZnd vzddlenost u nerotujict golekuly, plati tedy

: L

K(R-R) = , L (5D
o 4LR3 . ‘ |
Celkovd energie esoustavy (kinetickd + potencidln{ energie, tj. (40) +
(VII.6)) je >
e I +lumn)? » (52)
2uR 2 ,
ProtoZe R se mdlo 1idf od R, ndZeme pouzit nozvoj
R« R, : :
2 . 52 L
R - Ro (1 + 2 R + se s ) s (53)

)
co¥ spolu s (52) 44

1 2,2 2 3
L + -——§———3- (L)€ + malé dleny GmErnéd (L°)7+...
2{:.1!2 Ztu,k R v : . (54)

E =

Prvni &len jJe energie tuhého rotdtoru, druhy &len pfeastavuJe prispévek
od odst¥edivé sily.

Kvantovémechanicky hemiltonidn ziskéme z (54) néhradou 12
operdétorem 82

1 2, 2,2
o€ = ( (55)
2[LR<2) % 2@,2k R & ‘ :

Vlestn{ funkce tohoto jeou op&t sférické funkce Y? a odpovidajfcd
vlastni hodnoty Jsou

E; = h[b1(1+1)+a1®(1+1 21, (56)

kde b,d jsou konstanty (srov.(45) kde Jje jen konstanta B).
Misto (47) tak dostdvéme

Vi) = 20040 -4 (5D

Tato zévislost skutednd 1épe vystihuje hodnoty z teb.5; proloieni z&vie-
losti (57) témito hodnotemi (tak aby soulet &tvercd odchylek byl minimél—i
ni) dé ' .
bHCl = bHCl/° 10,395 cm'1 ; dHCl = 6301/0 = 0,0004 cm -1
Mals hodnota d ukazuje, e pPedstava o tuhém rotdtoru je pro molekulu
_HC1 velmi dobrym pFibliZenim.
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3.3) Hustota pravd&podobnosti

Pravdépodobnost wlm(G,q), %e rotdtor, ktery,Jé v kvantovém stavu  _
s vinovou funkei *le(e,?)'= Y?(G,V),buﬁe nalezen v infinitesimdln{m -
prostorovém hlu d§2 (viz (5)). ve emdru daném dhly G,i{ Je
wo(O,p) aQ = 1Y, 1% aQ _ (58)
' Uvédomime-11 si, %e vSechny sférické funkce zdvis{ na ¥ Jen pires faktor
exp(timy), Je jasné, Ze |Im(9'¢)|,, a tudfZ "1m‘9vf" nezdvisf na ¢

pro v3echna 1,m budou thlové zévialosti hustoty pravddpodobnosti vyskytuj
tj. funkce wlm(G,q y rotainé symetrické kolem osy Oz. S vyhodou se
proto zobrazuji v poldrnich sou¥adnicich (obr.24), pro 1=0,1,2,3 Jsou
tyto grafy v obr.25.

Obr.24 »

K zobrazeni | Im(@,?)la v polérnich sourad<
nicfch. Zvolime osu z a na nf poddtek O.

2 ndho ve sméru deném ﬁhly.e,gp nakresl{-
me polopaprsek a na n&j vyneseme délku
lYmI . Tekto z{skané body leZi na plode,
které Je rotadné symetrické kolem osy Z. -
Proto v obr.25 jsou zekresleny jen k¥ivky,
které vzniknou Fezem této pldchy nédjakou -
rovinou obsahujic{i osu z.

4. Sklédéni momentd hybnosti

m—
T ——

V piedchézejicich odstaveich Jsme studovali orbitdlni moment
hybnosti T Jedné ¥dstice. Z kapitoly V vime, Ze ¥dstice md i1 vlastn{
moment hybnosti S (spin). V odst.’I.3 jsme se navic nau¥ili sklddat
spiny dvou stejnych fermiond ve vjsledny spin. Logicky bychom nyni meli
Fedit tyto problémy: i) vysledny orbitélni moment hybnosti soustavy
4atic ; 1i) skladéni orbitdlniho Ta spinového S momentu hybnosti
jedné Z4stice v celkovy moment hybnoat1'3 s 111) celkovy moment hybnosti
soustavy Z4stic. Problematike skiédén{ momentd hybnosti je pom&rn¥
rozséhld; dileZit4 je ve fyzice atomi, molekul a jmenovité pro spektro-
 skopii. Nenf moZné ( a ani by to neodpovidalo pojetdi skripte) se J{
zde zabyvat v celé 8iri. Na ndsledujicich Fédcich se proto omezime
na zékladni dvahu o sklédéni dvou momentd hybnosti; pro urtitost prove~
_deme rozbor pro momenty hybnosti L, ZAvEry v§ak plati obecng- pro livo~

volné dva momenty hybnosti.

W
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) 1=], m=+]

« 1=3, m=tl
1=2, m=+] E { z
1=3, m=+2

1=2, n=0 1=2, m=22

1=3, m=0 1=3, m=t+3

Obr.25

Poldrni grafy funkci lYm(G N )]2 pro 1 =0, 1, 2, 3 a odpovidajici m
{konstrukce grafﬁ Je. popséna v obr.24). mE¥{tko je pro vdechny grafy
stejné, a&leni os je po 0,1 . Ve vZech grafech je osa z svislé.
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4.1) Dve orbitdlni momenty hybnosti

Mé& jme soustavu tvoi‘egou diéma neinteragujfcimi &4stmi. Jejich
momenty hybnosti oznelme L1 ’ L2 a vysledny moment hybnosti pak -
- -

L= L1+£2 . Jim odpovidaj{ operdtory :ﬁ:l . a?}z 8
— - ey

&L= éﬂi + éfz o (59)
Vlastnf hodnoty operdtord z-ovych sloZek, tj. operdtord ‘f’iz' £22’£z ,

oznalme my , By , O & vlastn{ hodnoty operdtori ®2 ’ éﬂg ’ 36.2 oznadme
symboly 11 ’ 12 y 1 o :

 Nyn{ si polofme otézku,jak se seiftajl momenty hybnosti, resp.
jekych hodnot mohou nabyvat kventovd &fsla 1 a m 7
Pro kvantové &fslo m je odpovdd snadnd. ProtoZe operdtor £ Jje

°€z = x’lz +';82z ‘ (60)
budou jeho vlastn{ hodnoty soudtem mg,m, (v jednotkéch h ), ti.
m=motm, (61)

Pro operétor £2 ( #sﬂi -_Hﬂg ) e situace sloZité j&1.

Pfedn® se musfme rozhodnout, jekymi kvantovymi &{sly budeme chara-
kterizovat moment hybnosti soustavy( musi to byt vlastni hodnoty komu-
tujicich operdtori-viz odst.IV.3.3). Jedne mo¥nost Je:

11112)'“51’!“2 ’ (62)
Pro dand 14,1, nabyvaji'mi,mz hodnot -

Celkem tedy bude 5311+1)(212+1) riznjch stavd se stejnymi &fsly 14,1s.

Vlnové funkce téchto stavd oznaliime

tfli.lz,mi.mg - - (63b)
Existuje vdak druh4d moZnost: za kvantovd %{sla urdujici stav
soustavy zvolit

4,1,,1,mn L (64a)

kde m = 0,%1,%2,...,%t1,

To je mo¥né, nebol operdtory éﬁi ,£§ ,éﬂz, e‘gz komutujf{ (nekomutuje

ale .;62 s o‘elz nebo £2z ! ).Vlinové funkce v tomto p¥{padd oznalime

! 4’11,12,1,111 (&b’
Pro dand 14,1, mis{ 1 nyn{ existovat (211*1)(212‘?‘1) riznych stavi,
nebot po¥et moZnych stavi nemiZe zdviset na tom,jak Je rozlidujeme.
Téchto (214+1)(21,+1) stavd pus{ byt nyni rozlideno kvantovymi ¥isly

. Urtfme je nésledujici dvahou.

l1,m
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Setite jme postupn& rizné pf{pustné hodnoty my M, ; tak doataneme
hodnoty m podle nésledujfc{ tabulky, v nf{% jsou seskupeny hodnoty my My
ddvajicd toué hodnotu m:

! M o
I SO I 1%
11-1 1, 11+12-1
1.1"1 12 -1 11+12 -2
14-2 1,
4 1,-1 S

Ne JjvEt8{ mo¥nd hodnota m Je m=11+12 , které odpovidd jJeden stav ?;
proto i nejvy&8f pFi{pustnd hodnota m & 1 ve stavech ¢ bude 11+12 .
. Dal3d{ hodnot& m=11+12—1 odpovidaji dva stavy, které se mus{ rozlisit

hodnotou 1. Proto%e ne jv&t3{ moZnd hodnota 1, jak jeme 'prévd ukdzali, Je

'11+1 a protoZe m nemiZe byt v&t3{ neZ 1 ( pro m opét musi platit

Com o= 0,81,12,...,¢1 -viz(21)), mohou tomuto m odpovidat jen stavy 1=14+1,,
‘ -11+12-1 X m—11+1252 existuji 3 stavy ?i analogicky k pfedchozimu

zdvéru bude 1 pro tyto stavy rovno: 11+12 , 11+1261 ’ 11+12é2.

V provddéné dvaze by bylo moZné pokraébvat,dokud by se p¥i zmende~
ni m o1 zvdtSovel o 1 polet stavl se zadanym m. Procedura by zrejmé
pokradovala a% do chvile, kdy m dosdhne hoénoty_t11~12I; pfedpokiédéma—li
Ze lzg_li , zlstal by p#l daldim sniZovdni m polet stavli roven 212+1.
Nejmen®{ p¥{pustnéd hodnota 1 je tedy 11,-1,l. Dosp€li jeme tak kvzévéru,
Ze p¥ipustné hodnoty 1 jsou

1= 141y , L+l , eee , [1-1,00 (65)

Je-1i 1,K1, (pro 1,1.3,12 zaménime indexy), bude 1 nabi!at 12+1 hodnot
a celkovy poéet stavd ¢ odpovidajfc{ denjym hodnotdm 1,,1, je royen
1+1,
(21+1) = (211+1)(212*11,

1=11-12
stejné Jjeko pro stavy
o Uvedeny vysledek byl ziskén jJe3tE& p¥ed vznikem nové kvantové taori#
v tzv. vektorovém modelu. V tomto modelu se predpoklédé, fe délka vektoru
j;(srov. s konstrukef v obr.21), ktery vznikne sloZenim dvou momentd '
hybnosti 1,,1,, se miZe m¥nit Jen po Jednotkovych skoefch.
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Maximdln{ Jje pro paralelni vektory, kdy 1'=A11+12 » @ ainimAln{ pro
aﬂkipagalelni sl = 1,-1 (pro 123;11) (obr.26).

A I,:" :
41 1 | 1,41

=3 22 fi1-2 204 ‘
121 Obr.26

Sk14dén{ momentd hybnosti s 1,4=1,
12=2 ve vysledny moment hybnosti.

1

Jestlife je t¥eba sklddat 3 nebo vice momentd hybnosti, sklddédme
Je postupn® po dvou s vyuZitim odvozenych pravidel.

Viimn&me si Je#t& vztahu mezi Btavy"pli’lz’mi’m2 a 4’11,12,1,m .

1pymy,m, |
funkc{ f i q; urduj{ stavy téhoZ systému, musi byt moZny p¥echod od Jed-
noho souboru k druhému. Jinymi slovy: soubor jedndch funke{ lze pouZit
jako bdzi,v ni%Z se daji vyjdd¥it druhé funkce. lze psdt

‘,’11,1 1,m Z Za 11m112m2 \Flimilzmz (66)

Ve stavu ‘Pli neni obecn¥ uriitd hodnota 1. ProtoZe soubory
]

']Dl‘l mi’lz’mz Z Z: 1112m.2 +1,1121m (67)

kde
11‘“112“‘2‘ <11m’112m2|11121m> J‘hi""llz’“a qjlilzm ac

Jesou tzv. Clebschovy-Gordanovy hoeficienty (koeficienty vektorového
sk14d4n{) a kvantovd E{sla m,,m,,m Jsou svdzéna vztahem (61) a
1,14,1, vztehem (65).

Pro Clebschovy-Gordanovy koeficienty plati Fada uZiteénych vztahd, které
- miZete najit nap®. v[2]. Existuj{ také tabulky t3chto .koeficientd,napf.:

v [6] (viz té% dodatek G). Fyzikdln{ vyznem C-G koeficientd Jje prosty.

Z (66) je viast, %e |[K1,m,1,m,|1,1,1m}|° udévé prevd&podobnost, Ze ve
atavu *111 1m (E | 1,1,1m> ) ( v n&m¥ je celkovy moment hybnosti d4n 1 a

Jeho prﬁmét na osu z &islem m), je projekce momentu hybnosti na osu z
‘u_prvniho podsystému déna m au druhého m,=m-m, . T4% veliiina

1<y 1 m, | 11121m>| ddvd podle (67) pravdépodobnost, %e ve stavu
|11m112m2) (jsou dény m,,m, pro podaystémy) Je celkovy moment - soustavy
urden &i{slem 1.
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4.2) Orbitdlni a spinovy moment hybnosti

Uvaha, kterou jsme prévé provedli pro dva 6rbitélnt momenty
hybnosti, plat{ zcela obecn& pro kombinaci libovolngch dvou momenta
MOZete si nap¥. ovE¥it, %e aplikovéna na dva spiny s s=1/2 ad vysledky,
které Jsme odvodili v odat. vi.3.

Praovidla kvantovédni plynouci{ z komuta&nich relacf (1) 350u platnd i pro ‘
celkovy moment hybnosti ééstice

=L+3 , ' o (68)
pro vysledny orbitdlnf moment hybnosti soustavy Zdstic

=Z’£i . . (69)
1

pro vysledny spin soustavy

3-8 ~ - (70)

i \
i pro celkovy moment hybnosti soustavy Zdstic
el -~ ’ ¢
F=) ¢ I+ | (T1)
i .

(nezapominejme ale na piedpoklad o nezdvislosti podsyntém& vystupu,jicich
~ v sumacich).

i

{

Véimnéme sl Jen krdtce komblnace orbitdlniho momentu hybnosti a
spinu s kvantovym &f{slem s=1/2 (m “"1/2). V pfedchoz{ dvaze to znamend
nahradit 14,0y éisly l,m, & dvojici 1,,m, t{sly s,mg . Operdtor celkovéhoL

momentu (68) Je J/ 3?.*- a pro g-ovou sloZku }z -f + ff
Vlastn{ hodnoty ’} budou

I +0hR8

Podle (65) (1 Je nahrazeno j) jsou pro 1> 0 mo¥né pouze dv¥ hodnotx
J=1t s, tJ.

= ;‘. = ] - i . ' :

J=1+ > a .‘] 1l 3 : - (72)
Pro stav s 1=0 (s-stav) je moZnd pouze hodnota p .
| J = J‘.. . : . ' . v

Pro 1"2 Jsou moZné kombinace (72) v obr.27.
Kvantové &fslo j miZe tudiz nabjvat hodnot :

J=1/2, 3/2 ,5/2 youeo BN )
Vlaatni hodnoty 2« pek jsou (pro dené J)

mdﬁ. kde my =t%,t§, +2,...,-d B (74)
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A
=11
2)& [} 4
&
.. 5
12 17 :

) 1=2 =3

2 .
Obr.27. )

- Skl4déni L a8 pro 1=2 a s=1/2

- Spektroskopické znaleni zavedené pro kvantové &islo 1 (viz(20))
se pri kombinaci 1 se spinem s roz¥ifuje v zdpis
‘ 13 ,
kde 1 se op&t zapi¥e pismenem s,p,d,... @ kventové $fslo j se napiée
Jako index vyjédfeny zlomkem. Tak dostaneme

(75)

1 o | 1 -2 3

e
N
L] N
N
o

1 1
J 2 2

oznateni | sys5 | Pasp | P32 | %2 | 5.2 | Tss2 | T1s2

Tabulky Clebschovych-Gordanovych koeficientd pro sklddéni 1 s s=1/2
Jsou v dodatku G.
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IX. 8ASTICE VE SFERICKY SYMETRICKEM POLI

V této kapitole si bli¥%e v&imneme kvahtovémeehanickych" stavd
¥dstice nachdze jic{i se v centrdln# (sféricky) symetrickém poli, tj.
v poli, v ndm% potencidlni energie Zdstice V(r) zdvis{ pouze na jeji
vzddlenosti r od zvoleného pofédtku. Tato Yloha velice tzce souvisi
. 8 problémem momentu hybnosti, ktery jsme Yesili v p¥edchoz{ kapitole.
Skute¥nost, %¥e V(r) Je invariantnf (nem&nf{ se) vzhledem k libovolné o
rotaci soustavy kolem poldtku, vede toti% k tomu, %e hamiltonidn Zé4stice
komutuje se viemi sloZkami operdtoru & . To ale znamend, %e operdtory
2, &2; xz musi m{t spoledny soubor vlastnich funkef a tudf? dhlové .
¢4st vlastnich funkcf X bude rovna ji% znémym sférickym funkeim Y'{(G,a’). ’
Zbyvé proto urdit zdvislost vlastnich funkei & na proménné r,

[

1. Obecné charakteristiky ¥FeZen{

1.1) Zopekovédni poznatkd z klasické mechaniky

S{ile pisobici na ¥4stici v bodd M (OM=F) potencidlniho pole V(¥)
~Je ddna vztahem (gradient potencidlu viz dod.E)
, F=-vVD -
V nafem p¥ipadd (V=V(r)) '

= v T
F=-y9V . . g
(x) dr r o (1)

i e S

tekfe sfla F vidy m{f{ do poldtku O (obr.28). .

Obr.28

(4stice v potencidlovém poli aféricky
symetrickém vzhledem k poSdtku 0. ¥V, je
tangenciéln{ a V,, rediélni slolka rych-
losti ZAstice V. . ‘ \

Moment hybnosti Zdstice T vzhledem k bodu O Je T =FxP; v VIII.I Jeme
si ji% ukdzali, %e v centrdlnim poli je dl./dt=0 a pohyb dstice -se
proto ddje v rovin& kolmé k L. S .
RozloZme nyni rychlost ¥dstice V na sloZku tangencidlnf 'v't. a
radidlni ¥, (obr.28). Velikost V. je :
| | ’ dr - : '
v, === _ : 2)
r dt (
Velikost tangenciélni sloZky 'v,c Je moZné vyJjadfit takto:

rl‘v't|=ﬁ‘xir'| (3
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4

S pfihlédnutim k (3) je moZné velikost L padt ( u jJe hmotnost ééstice)
| (T1=1F xu¥1 = 417, | SRS
Celkovd energle %4stice Jje ' : |

= % (;?2 + Y(r) = % 4L$§ + % 513% + V(r) - (5)

Vyu#i jeme-1i (4), miZeme ji zapsat takto

1.2 2 . s ' |
= -2- (U.vvr + -27;2' + V(r) ‘,l 7 (6)
takZe klasicky hamil;onién‘ sousfav‘y Je -
ngr+__%+\7(r)‘ ST (7)'
2 2pr®
kde .
= dr '
Pr = A 3% S . (8)

Je hybnost sdru%fend s r a L2 se musi vyJjddr¥it v prom&nnych r, G,tp

a 8 nimi sdruZenych hybnostech Pr Pg s p‘f UkédZe se, %e (viz napf. [8],
zde odvozeni{ neprovidime, protoZe vy jadi¥ent operétoru &2 ve sférickych
sou¥adnicfch jesme ji? z{skali v (VIII. 7))

12 2

=p2 4+ —p— p | £ (9)
J sin“@ !

V hamiltonidnu (7) Je kinetickd energie vyjddfena soudtem dvou &lend: ‘

radidlnf kinetické energie & kinetické ener_%ie spojené s rotaci kolem 0. '

'Vyu¥ijeme-1i toho, Ze v centrdlnim poli Jje L integrdlem pohybu (dL/dt=0 :

takZe 'I’..=konst)', ‘Je v (T) 12 pouze parametrem & H pak zdvisi pouze na '

prom¥#nné r. Dostdvéme se tim k jednorozmérné dloze (s r m&Enfcim se od

0 do +00 ) o pohybu gdstice s hmotnostd @ v "efektivnim potencidlovém

poli” : 2 o
V o(r) = V(r) + : ' - (10)

ef 2 ‘urz _ _ ‘

1.2) Kvantovémechanické formulace

‘Staciondrnf Schrodingerova rovnice pro naéi dlohu .je

. > L

[- -g—'- V2 +V(r)] 1)(1‘) = E\]i(r) : (14)
Vyjdd¥ime-11 Laplaceliv operdtor V ve sférickych soui‘adnicich dostaneme
(viz nap¥.[13]) :

B E 1.0 ., 1 P
a=v _a&?”"ﬁ'(ae"’ tg@ 00  sin°0 b_~r")'

r r
(12)

”»
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s 562 ve sférickych soufadnicich podle (VIII 7) Je kvantov&mechanicky
hemiltonidn roven : -
. 52 1 ) 2
% = - e Ay

2p v drf - 2(/.1'2

4 V(r) (13)

Ohlovs zévislost (ur&ovand 6 t{) tohoto hamilton:lénu Je zcela obsaZena
v operétoru.£ . Zavedeme-1i vhodné operdtor pr , Je pFechod od (7)
k (13) zfe jmy. -

UkdZeme nynf, jek postupovat p¥i fedeni Schrodingerovy rovnice
2 2 ‘ 2

[t i vl gy < ponap

, (14)
ProtoZe operétor g2 pﬁsobi pouze na dhlové proménné 0,y, must komutova#

s kaidym operétorem, ktery pisobi pouze na prom&énnou r ( toté% platf

o operitorech f £, JC - viz (VIII.6)). ProtoZe samoz¥ejm® komutuje

gdm se sebou, ;)e z {13) vidst, Ze

[QC,£2] = 7 | - (153)
[%,2,]=0 | (15b)

JelikoZ operdtory ¥, 1,2, ;ez vzéjemnd komutujf, musi mft spole&ny
systém vlastnich funkcf, které budou spolefnym Fedenim rovnic

¥ (00 = EY(r,0,y) (16a) .
22 ¢ (2,0,9) = 1DEE y(x,0,9) (16b)
L, ¢ (r,0,9) = ohY(r,0,¢9) . (16c)

P#i psani (16b) (16¢) jsme vyuZili toho, %e vlastni hodnoty gﬂ a £
Ji% znéme (srov.(VIII.8),(VIII.il) a (VIII. 20)) Proto%e Jji% zndme

i obecny tvar ‘spole&nych vlastni~h funkef £ aE (jsou to sférické
funkce Yl(e,tp) ), musi byt spoleiné Fedeni rovnic (16) pro pevné lanm
soufinem funkce zdvislé jen na r a sférické funkce Y, G W), tde

y(r,8,¢) = R(r) T7(0,¢) , (17)

A% je R(r) jekékoliv,  (r,B,¢) bude Fedenim (16b), (16¢), nebol aE £,
nepﬁsobi na r. Zbyvd tedy Jen urdit redidln{ funkei R(r) tak, aby

Y (r,8 »p) byla 1 vlastnl funkef hamiltonidnu % (tj.feSenim (16a)).
Rovnici pro R(r) ziskéme takto: do (16a) dosadime x*z (13) a funkel ¢
ve tvaru (20); protoZe p Je vlastn{ funkei £ R nahrad{me &2 ¢ pravou
stranou z (16b) a rovnici délime Yl 0 )+ Bro radidlnf funkcd 3( r)

tak obdrZime rovnici o ) -

| 2 2 2 . . —.‘
[_ LS BT GNP TE X ST vm} R(r) = ER(x) (18-

24 r ar 247
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Ze zdpisu rovnice (18) Je zrejmé %e jde o rovnici pro vlastni funkca

" { R(r) ) a viastn{f hodnoty ( E ) operdtoru v hranatych zdvorkéch;

Wy

rozliSovat je budeme indexem (kvantovym dfslem) k . ProtoZe ale sém
operdtor obsahuje kvantové &{slo 1 coby parametr, bude na 1 zéviset
i R(r) a E, tak¥e bude nutné psét Rq(r) a By a

m
Yiera(T 1600p) = Bg(x) ¥ 166:) -
K diskusi a Yesenfi rovnice (18) je vyhodné provést Jaété substi tuci

() : L
Bkl(r) = p” ’ ‘ (19)
kterd po dosazeni do (18) a Gprav& d4 rovnici pro. funkce “kl( r):
h2 _&# ., 1asDh |
-— 5 2 V(r) (r) = u,_,(r) (20)
[ 2 . ar 2ur ' ]ukl 1

Vdimné&te si, Ze Jjsme zf{skali rovnici zcela analogickou t&m, které Jsme
m&li prc jednorozmé&rné dlohy v kap.III s tim, Ze (20) by odpovidala
stavim &dstice s hmotnost{ u v poli s potencidlem (srov.klasicky vysle~
dek (10)) 2
Vep = V() + 1(1+Dh
2ur

Nesmime ov3em zapomenout, Ze,na rozdil od dloch v kap.III Je v (20)
proménnd r pouze z intervelu OLr<{+o0,

(21)

Nebudeme zde provddét rozbor podmine‘k pro fyzikdlné p¥ijatelnd
teSeni rovnice (20) s obecnym potencidlem V(r) (viz nap¥. [3]). Pouze B
si uvédomme, %e singuldrnim bodem, v jehoZ okolf bude t¥eba FeSeni
predevsim V{Eeti‘it, ‘Je r=0. ProtoZe nprmalizaéni podminka pro funkce
U4 (r) Je :

N , ‘ ,
jukl(r) Uq(r) dr = 1, (22a)
0
bude muset funkce uy (r) klesat,pro r -0,k nule alespon tak rychle  jako
", mé-11 1ntegrél v (22a) konvergovat. S

1)Poti‘ebujemé nekonec normelizaci (1n, tj. splnént

: jq’klm"’klm dt =1.

Sférické funkce Jsou v¥ak Ji% normalizovény podle (VIII.33),. takZo -
zbyvd aby platilo ( d¢ Je ddno (VIII.5))

oo

f Ry (7) Ry(m) =2 ar = 4 ; | (22b)

_ o |
co% s (19) A& (22a) (viz Jedtd ddle (48)).

&
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Z druhé strany, pro r—~ o0 , pfejde (20) v rovnici

2
.h2 d Upq

yng [V(e) - By ] u (e (23)

a maji-11 existovat vdzané stavy, musi byt pro rostouc! r rozdil
{ V(r)-Ekl ) > 0. Funkece. uy,( r) buds tedy pro r-+oo exponencidlné

riist nebo klesat, pii%emZ rostouct feéeni je opét t¥eba odmitnout jako
fyzik41n& nepii jatelné.,

2. Atom vodiku

2.1) Refeni{ rovnice pro radidlni &4st vlinové funkce

Nejjednoduss{ atomovy systém - atom vodiku - Je tvoren elektro- .
staticky vdzenou dvojic{ proton-elektron. Z odst.VIII.5.1.2 jiZ vime,Zé
‘problém dvou ¥dstic lze vZdy rozdélit na dv¥ nezdvislé llohy: pohyb
t&2i3t8 soustavy a pohyb fiktivni ééatice s redukovanou hmotnostd
M= B /(m +m_) vzhledem k poldtku, ktery Je v t&2i&ti soustavy.

v naéem pripedg Je hmotnost protonu mp mnohem v&t3{ ne% hmotnoet elek~-
tronu m. Potom ale

&= __n_xp_ m ('1 - El—e-) | (23)

m +mp e mp )

kde korekinfi &len me/mp:z 1/1800 , takZe t&%i5t® soustavy je prakticky
v témZe mi{std kde proton & zmin¥nd fiktivnf Cdstice mlZe byt s velmi
dobrou presnosti ztotoZnZna s elektroﬁem, To je také ddvod, prod v dalsinm:
‘budeme (m{rn& nep¥esnd) mluvit o Zdsticl s bmotnosti{; Jako o elektronu
a proton budeme povaZovat za pevny v poZdtku soufadnic (obr.29).

Ovr.29

K redeni atomu vodiku. Proton s hmotnost{
m_ a nédbojem +e povafujeme za pevny Vv po-
gdtku a fiktivni ¥dstici s hmotnosti U= m,
a ndbojem -e v dobrém pFibliZeni ztotoini«
me s elektronem. ‘

~ Potencidlni energle vzdjemného elektrostatického plisoben{ v soustavé
e? : ‘
V(r) = = o (24)
ame ¥
. m4 sférickou symetrii, tak¥e jde o konkrétni p¥ipad systémd uvaZovanych
. v p¥edchozim odstavel. Ste¥f se proto omezit jen na fe¥enf rovnice (18),

resp.(20), pro radidlni &4st vlnové funkce.
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S potencidlni anergii’ (24) dostaneme pro “kl(r) rovnicd

2 2 2 2
[___tl___._g_z, - lSLi)}l_ - ] ]ukl(r)_,= Eklukl-(r) {25)

2u  dr 2 LT dneg, r

8 okrajovou podminkou . ,
| u,(0) =0 , (26)
Daldi postup FeSeni je v hlavnich rysech shodny. s postupem, ktery
Jsme uplatnili u harmonického oscilétoru a struin& ji zopekovall v pred-
choz{ kapitole pfi FfeSeni Wlohy o momentu hybnoeti, zde ho proto uvedeme

Jen heslovitd,

Je vyhodné prepsat (25) tak aby délka byla méi‘ana v jednotkéch

L Ll | 278
a = g : : Ta
o e . S
a energie v jednotkéch
2 T
E; = £ : o -~ (27v)
8:n'£ a, .

Tyto veliZiny Jsme ziskali v kap.I (vztahy (I. 18) (I.19)) p¥i Fe¥en{ -
Bohrova modelu atomu vodiku; a, Je polomér 1.Bohrovy orbity a E 1=~E4 Je
ionizadn{ energia pro elektron v zdkladnim stavu atomu H.

Zavedene gedy bezrozmdrné veli&iny

?=r/a° : B ".'(27c)

- ,/._31(175:'- ' ' : (274)

(vyraz pod v~ je kledny, nebo{: se zajiméme o vézané stavy pro n&% je
E < o).

v téchto prom¥nnych pFejde rovnice (25) v

5 . _
d 1) o, 2 2 -
[ > - > + S - Akl] “kl(?) 0 . (28)
S |
Pro fD-a.oo se tato rovnice redukuje na (zanedbdme ¥leny ~§*‘f2 a Sb"l
> .
d7uy |
=22 4 (29)
G?E k1l "kl

8 FeSenim exp(*}klgo ). Exponentu se znaménkem + musime vylouéit, nebot
nevyhovuje poZadavkim kladenym na vlnové funkce.
flplné Feseni rovnice (28) potom hleddme ve tvaru : . )

kde funkce f,,(p) ‘mus{ byt takové, “aby pro@—aoo platilo ukl—;o .Dosazenin
(30) do (28) obdrﬁme pro fkl(?) rovnici -
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K rovnici (31) nutno jestd dodat'okfajovou podminka (26) ve tvaru

: | fi,(0) =0 (32)
Funkce fkl(@) se nyni hledd ve tvaru Fady
' o0
= -8
£l @) =@ Z_ 8, ga‘q ; (33)
. q=0 :

v ni% p¥edpoklddéme a #0. Z podminky (32) ddle vyplyvé, %e musi byt s>0.i
Radu (33) dosadime do rovnice (31) a levou stranu uspofddéme podle mocnin’
prom&nné @ ; ma-11 byt rovnice spln&ne pro vSechna © , musi. byt koefi-
cienty u vSech mocnin @ rovny nule. Koeficient u nejniZ3{ mocniny (tj.
u @) tak as '

[-12+1) + 8(~s-1)] a, =0 _ o (34)
Pro a 0;60 md rovnice dv& Fedeni: '
) s=1+1 , s=-1 ; : ,

pfitom pouze prvn{ z nich splnuje po¥adavek s >0, Dosadime hodnotu

s = 1+ do vyrazd pro koeficienty u vSech zbyvajicfch mocnin P & z po-
%¥adavku rovnosti nule koeficientu u obecné mocniny Saq{-s-2} z{skédme
rekurentni formuli pro a ' ‘
. = 2 [ (g+1) J‘,Isl ‘7-'.1]
q q(q+ 21 + 1)

A3-4 . (3%)

. ?ro dané a, z ni lze vypoiitat vS8echna zbyvajicf{ a_. Koeficient a, stano-'

vime na konec tek, aby byla spln&na normalizaZn{ podminka (22).

Pro velkd q Jje pomér nédsledujicich koeficientd
' aq/aq_i ~ 1/q .

ProtoZe stejny pomSr ddvd Taylordv rozvoj funkce e , je mo¥né predpo-
kléddat, %e by se £11(@), vyjdd¥end nekone¥nou fadou (33), -chovala pro
velkd @ Jjako ef « To Je V§8k v rsozporu s poZadavkem, ktery Jjsme na ni
kladli. Obti% zmiz{, kdyZ Fada bude kone’nd (bude polynomem). K tomu Je
t¥eba tekové p¥irozené Zislo k, aby &itatel v (35) byl roven nule pro
q=k; potom budou vBechny koeficienty *ady, po¥inaje ay ,rovay nule.

Pro dané 1 budeme rozliBovat odpovidajici hodnoty Akl prév® timto k
(must byt k=1,2,... ,nebot vidy je a #0). :
Tak dostavame 1 '
' . kK +1 : o
Pro dané 1 jsou pek podle (27d) moZné pouze tyto hodnoty energie vézanychf
stavy ’ :

A = (36)

P E ‘ . ’ ;
-—L G

(x + 12

E
kl
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Funkce fkl(go) Je polynomem s nejniZéi mocninou @1*1 a nejvyss{ @kﬂ'

Jeho koeficienty se vypoftou pomoed formule (35). Snedno doké%ete, %e

a = (-1)Q (__?.__.)q Lo G-ty (2144) (38)

Q K+l (x-q-1)t = ql(g+21)1 %o

uki(@) Je potom déna vztahem (30) a a, se stanovi z normelizain{ podmin-
ky (22a) (predtim se ovdem musime vrdtit k proménné r). Kone¥nym vysled- .
kem jsou radidln{ funkee R, ,(r), které z{skéme 2 (19). Tek obdriime napfq

Reaq, 120(7) = 28732 xp(-r/a,) , (399)

Rk=2.1=0(r) = 2(230)53/2 (4 - ) exp(-r/2a,) ~ (39b)
[s] - .

Bpeg, 1o (V) = (209732 %—-—3‘; exp(-r/2a,) (39¢)

Ziskané vysledky ukazuji, %e pro vodfkovy atom hrajf veliZiny Ep
(ioniza&ni energile), a, (Rol:rdv polom¥r) vyznemnou roli, nebol udéveji
$4d velikosti energif a prostorového rozloZeni hustoty pravdépodobnosti
pro vézané stavy elektronu. Pfepiéeme je takto: -

8y = %< %, B : (40b)
kde bezrozmérnd velilina . '

X = e ~ A ' (41)

~ 4uarghe 137 : '

Jje tzv. konstanta jemhé.struktury a velidina 3Ké definované vztahem

A, = pre : : o (42)
Je velmi blizké (A=~ m, )} Comptonové vlnové délee pro elektron:

B, ¢ = 0,385 pm

Vyraz (40b) ukazuje, Ze a, je Y4dové stokrdt véisi nei % ,zatimco z for-
mule (40a) vyplyvé, Ze vazebni energie elektronu v atomu H lezd mezi
10'4/1c az 107 /402 , kde /ic je_prakticky rovno klidové energii

elektronu ’ . 2 _
' mec 0 511 MeV .

Provedené odhady ospravedlnuj{ u?it{ nerelativistické Schrt:od1ngaro-—J
vy rovnice pro Fedenf atomu vodfku. Nicméné, relativistické efekty, byt
.malé, existujf (Jjsou nap¥. pozorovatelné ve spektrech) a jejich vliiv -
na z{skané Fe3eni miZe byt zapo¥ten pomoci poruchového podtu.
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2.2) Energiové hladiny @ vlnové funkce

Pro dané 1 existuje nekone¥n& mnoho moZnych energiévjch hlédin,
které odpovidajf k = 1,2,3,... (srov.(37)). Ka%d4 z nich je minimdlné&
(21 + 1)-ndsobné degenerovani; tato degenerace Je dlsledkenm sférické °
symetrie potencidlového pole, kters se pFi ¥eSeni promftla do faktu, Ze
radidlnf rovnice (18),resp,.(20), zdvisf na 1, nikoliv viak na kvantovém '
&i{sle m., V coulombovském poli (24) se navic ukdzale ndhodnd degenerace: J

energie (37) zdvis{ pouze na sou¥tu (k+l), tak¥e vlastn{ hodnoty energie

Ek i Ek’ 7y odpovidajici riznym redidlnim rovnicim (1#1”) jsou stejné
Jeetliée "k+1 = "+ 1”7, Polo¥ime-1i

‘k"'l » (43)
budou rizné energiové stavy indexovdny n = 4,2,3,... a (37) pFejde v

E, = - -—:-TEI ' . (44)

Podle (43)739 ekvivalentn{ specifikace vlastnich funkc{ dvojicemi (k,1),
(n,1); ve shod¥ s b&%nou konvencf, budeme déle uifvat kvantovd &isla n 14

‘Energie Je podle (44) urlena &fslem n, které se nazyvd hlavn{i kvantové

&isl0; n také uriuje tzv. elektronovou slupku.

Protoie platilo, Ze k=1,2,... , mi¥e 1 podle (43) nabyvat pro dané
n pouze konedného podtu hodnot

1=0,1, 2, ves , 01 _ (45)
Kvantové &fslo 1 se nazyvé vedlej3f kventové ¥islo a urduje, jak JiZ

vime, velikost momentu hybnosti elektronu. Ke kaZdému 1 jo#td prislult
(21 + 1) rdznych hodnot tzv. megnetického kventového Z{sla m (—ml) ,
které urduje primit momentu hybnosti do zvolené osy. .

Souhrnnd: stavim s vlnovymi funkcemi

¢n1m(r O,¢)
piisluéi vlastni hodnote energie (44), kterd je pro dané n celkem

n®-ndsobnd degenerovend, nebol

n-1 o
gn.—. ;(214-1):_29?)}}--&.5:112 | (46)

Vezmeme-1i Jeété v dvahu spin elektronu, jehoZ prim&t do zvolené” osy se
charakterizuje kvantovjmrélslem ms—-1/2 , budou stavy elektronu urieny -
vinovymi funkcemi (vrétime se k m,=m)

: : +n1mlms(r’9"“f7fo—)

a vlastni hodnotylyn budou 2n2-nésobné degenerované.v

Pfipomeﬁme‘si Jedte spektroskopické'znaﬁeni stavl s riznym 1 (viz_

i(VIII.20)), které se kombinuje s &fselnym vyJjddFenim hlavniho kventového

_&isla n.
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Energiové hladiny pro n&kolik prvnich stavd jsou zndzorn&ny v obr.30.

g 1 2 3 1
0 = —_
u 4o 4p 4d af
E 3s 3p 3d
[eV]
. —— 28 2p
-10
— le

Obr.30

Energiové hladiny pro elektron
v atomu vodiku, Ke kaZdému 1 -
(1=0,1,...,n~1) p¥fslusf jJeitd
(21#1) moZnych hodnot m,

(my= =1,...,0,.0.,1).

_ Znézorndny jsou jen hladiny pro -

n< 7 (popsény do n=4), nebo pro
dalsfi-n by se zobrazujic{ dsedky
silni zhu§iovaly(pro n->00 jde
E,~ )]

Vinové funkce

maji{ tvar (17) a s piialuénymi kvantovymi Z{sly jsou (spin zatim

neuva¥u jeme)

‘Pnlm( T "f)

Ryp (1) YO, e

Sférické funkce oy (G,q) ‘znéme Ji% z pFedchoz{ kapitoly, takZe zijé
uréit jen radidlnf vlinové funkce Ry (r). Postup jsme ji%¥ ukdzall pri

psani (39) (tam to bylo pro kvantovd ¥isla k,1); pro elektronové s;upky
n=1,2,3 jsou uvedeny v tab., 6 . Grafy tdchto funkc{ jeou v obr,3l.

Obecny vyraz pro normalizovené radidlni vlnové funkce Je

‘ 172 |
‘ = - (n-1-1)! -r/ne ‘2 1 21+#if5,
VR"]'( r) {( ) 2n{(n+1)1] } ( = ) * vy l{"""n:)

_ 0 ’ o

kde . n-1-1
21+ - (_1)k+1

[(n+1)172

na
(48a)

Ln+1 (x)

k=

(n=1-1-k)t(21+1+x)1

S (435)'_

‘jsou tzv. p¥idru¥ené Leguerrovy polynomy [12,13].

“
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ProtoZe funkce R ,(r) jsou vlastnimi funkcemi hermitovského operdtoru %,
Jsou ortonoméln_i, takZe pro n& plati

0
J R 4(r) Ryy(7) P ar = Snn’ R (49)
- VO

(Proto%e jsou redlné, Je zbyte¥né vyznafovat komplexni sdruZeni R n1’
vzpomente si, %e automaticky ortogondlni jsou pouzé vlastni funkce
pr{sludejfci riznym vlastnim hodnotém; proto je v (49) n-a n’,ale
nikoliv 1 a 17t ) - '

Uvedené funkce Rn],( r) v3ak netvo¥{ dplny systém (viz odst.IV.1.3),nebo{
jeou to vlaetn{ funkce pouze pro &dst spektra operétoru € (jen pro E<O0).

Tabulka 6 4 .
Redidlni vlnové funkce R ,(r) pro atom vodiku (a, Je Bohriv polom&r)
n 1 R,q(7)
-3/2
1 0 2 ag exp(-r/a)
, 0 | 2(290)-'-3/2,(1 - E—;—;)xexp(-—r/Zao)
1| F eV L expton/ay)
' 2
0 2(380)-3/21:(1 -2 ,_ 2 ) exp(-r/38,)
2 o’
3o 279
8 -3/2 _r_(q4 .z -
3 1 F (3a,) “ea ( Zoc ).exp( r/3a,)
2 [P (3a )"3/2‘)« -—!—z—- exp(-r/3a )
. 27y10 ° aj X °

Radidln{ vlnové funkce Rnl(r) 'se normalizuji podle (22), cof zde znamend
poZadavek -

0

iRnl(r)]2 2 ar =1 ‘ (50)
| Jo o |
Dojdeme k n&mu takto: obecnd normalizadni podminka %4d4, aby

r _
j Jllpnlm(x,y,z)l‘? dxdydz = 1
‘J .

“Pte jdeme-11 ke sférickym soufadnicim, nesm{me zapomenout pfetransformo—
" vat i element dxdydz ( pfejde v dt podle (VII1.5)).
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Obr.31

! Radidlnf vlnové funkce R 1 r) pro n=4,2,3 (v zévorkdch u kiivek jsou
uvedeny dvojice (n,1}). :
Na ordindtu jsou vyndseny hodnoty 83/ 2 Ry (véimnéte si, Ze v grafech
"jsou na ordinstéch rdznd méEFitka). :

Pro funkce (47) dostaneme normaliza¥ni podminku E

- —— e - o . < . 2 o,

podninka(50) | ° =4 podle (VIII.33)

b

IR,y 12 rPar xj IY"‘(G,cp)i"’ sinf a6 ay = i (51
0 ]

Pravd&podobnost, Ze elektron ve stavu q’nlm bude nalezen v :i.nf:i.n:l—L
tesimdlnim objemu 4T v okoli bodu se sférickjmi soutadnicemi r, ' Je

aP 1 n(1,0,) = 1Y p1p(rs0,9)12% 1% ar 4R (52)

i,

-:kde aQ = sin® ad dg .




.

N
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.z obr.31. Na ordindtu Jsou vynéﬁeny hodnoty a Rﬁlr .

r/a,
o.2¢ o
3,10
01 N o~
T~ 7 : it T
o 10 20 :
0.2
C am
o.1
j r/
ol e . . . . . ; ‘o
i} 10 20 o
Obr.32
Radidln{ hustoty pravdépodobnosti vyskytu lRM(r)l2 r? pro funkce B,

2

Provedeme~11i 1nt‘egraci pfes cely interval 0a Lf} (ptes cely prostorovy
dhel), dostaneme pravdfpodobnost, Ze elektiron bude nalezen ve sférické
vrstvé mezi r a r+dr; vzhledem k (51) to bude ‘

(e = 1R (D12 ar (53

JestliZe naopak provedeme integraci p¥es r od O do +00 , z{skdme pravdé-
podobndst dPnlm'(e',qJ), ¥e elektron bude nalezen v prostorovém thlu 4§2

ye sméru urfeném ﬁhlye,f_‘ ; vzhledem k (50) Je
Q) = 1I]O, 1% aR 5w

nlm

Tento vyraz jsme viak uZ diskutovali v odst.3.3 pi‘edchozi kapitoly, kde
Jsou také uvedeny grafy IY (0 xf)lz (pfipomenme znovu, e tyto veli¥iny-
nezavis{ na zf, takZe funkce (54) jsou rotain& symetrické kolem ogy z). -
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2. 3) Soustavy podobné vodiku

V fesen{ provedeném pro atom vodiku je podstatny fakt, Ze Jde o
soustavu dvou &4stic (elektron+proton) JejichZ vzdjemnd pritaZlivéd
interakce je nep¥{mo Um¥rné &verci vzddlenosti mezi nimi. Proto FeBen{
provedené pro vodik bude bez problémd aplikovatelné i na Jineé sohstavy,
které majf tuto. vlastnost. V3imneme si zde ndkolika z nich s tim, Ze se

zamd¥{me pFedevdim na zménu Bohrova polom&ru a_ a 1 oniza¥n{ energie Ey.
P¥ipomenme si, %e

0

2
i 4reh 2
=X = eg ; By = %—pczozz = —8 (55)
| Yt 8T ano ‘

kde/L byla redukovand hmotnost systému elektron+proton
n om '

~ e :
o= pE) = m§'~.me(1' 5 ) (56)

Pro vodik dostdvidme
a (H) =0,529.107% m , E_(H) = 13,606 eV

Budeme-1i mf{t soustavu tvofenou dvéma Zdsticemi s hmotnostmi m,,m, a
s pfitaZlivou interskini energif
, 22 ) :
V(r) = - : (57)
b
4T Eo1 %1 T L

kde Z je bezrozmdrny parameir, potom vie co je potfebné uddlat,je nahra-
dit redukovanou hmotnost vyrazem AL = mlmz/(m1+m2) a e® nahradit ze® .

a) Deutérium'a tritium

V téchto izotopech je proton nahrazen jddrem v n¥m%¥ je krom# pro-
tonu je3t& jeden, resp. dva, neutrony. Hmotnost deuteriového jddra Je
pF¥ibliZné 2m a tritiového 3m s takZe

[L(deuterium)z m, (i-m /2m ) }L(tritium)z m, (1—m /3m )

Protofe m /mp 1/1836 < 4, Jje jasné, Ze redukované hmotnoati deuteria

' a tritia jsou velmi blizké /L(H). Ptesto je mo%né spektroskopicky zjistiﬁ
malé posuny spektrdlnich &ar: vlnové délky vodikovych &ar jsou nepatrnd
vétéi nef deuteriovych a ity pek vétd{ neZ u odpovidajicich gar tritiovjcﬂ.

b) Positronium

'Je soustava ivoFend elektronem &~ & positronem e*’. Zde se situace
vjrazn® 1i3f od atomu H v tom, %e positron (ktery nehrazuje proton)
md stejnou hmotnost jako elektron a nelze tedy pfedpokléddat, Ze Je

¥ k1lidu (obr.33). Platf | R

j /a(positronium)= me/2 ; ao(positronium)z 2a (H); EI(positronium)sEI(H)/Z
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Obr.33
@) e" (b e- Schematické zndzorn¥ni (a) H a.
“{b) positronia. Jeliko% mp» me,
je proton prakticky lokalizovédn
v t&%i5ti a elektron "obih4®
kolem ndho ve vzddlenosti a (H).
- U positronia obd &4stice (e ,eh)
€ “obfhaji" kolem t33i3t¥ s tim,Ze
ao(positronia) = ZaO(H)

Pro dany stav positronia je tedy stredni vzdélencst elektronu od posi-
tronu rovna dvojndsobku st¥ednfi vzddlenosti mezi protonem a elektronem
v atomu H. Vzddlenosti energiovych hladin jsou polovi&ni proti H, takZe E
vinové délky ‘pro Eary v positroniovém spektru jsou dvojnésobkem vlnovychf
délek odpovidajicich &ar ve gpektru H. Positronium je ov8em itvar nesta-i

bilnf. V zékladnim stavu 1s p#ijde elektron do kontasktu s positronem,

tak%e dochédzi k enihilaci spojené s emis{ fotond.

¢c) Tonty podobné vodiku
L+ +4++

Jsou nap¥.: He+, Li ', Be yoee o
Je-11 hmotnost jddre M a jeho nédboj-+Ze, potom

8,(2) ~ 8 (H)/Z2 @& Ef(2Z)~ 2° Eg(H) ‘_ (58)

ProtoZe M>:>om.e , miZeme zanedbat rozdfl mezi redukovenymi hmotnostmi
M(H), 4(Z) . Ionty podobné vodiku jsou vZdy mensdi ne% atom H (coZ je
ﬁochOpitelné, nebol elektron je siln¥ji pFitahovédn k jadru) a jejich
ionizain{ energie rychle (kvadraticky) roste se Z.

Vlinové funkce pro jediny elektron pohybujici se v poli Jédra 8 ndbojen
+Ze dostaneme pouhou zaménou a, v (48) za aO/Z (a°~a°(H)).

d) Mezonové atomy

jeou tvofeny atomovym jédrem v jehoZ poli se misto elektronu na- -
chézi}x’ nebo Jr~ mezon, Doba Zivota takovyich systémi je omezena dobou
2ivota mezond, nicmén& je moZné je na urychlovelich vytvo¥it a studovat
jejich vlastnosti. ' :

UvaZu jme napf..nejjednoduééi mezoatom tvoieny JL mezonem -2 proto-
nem\Jédrem H). Ndbaj mezonu Je -2, Jjeho hmotnost m8~'207m , tekZe

4 41re 12 8, (H)
80( é" ' P Y -—m;?_ - -'-;66— ‘ (59a)
a ioniza¥ni energie ’
-+ . Bu et . - i
EI([.A. P % 200 EI(H). (59b).

(47 ey)? 2h?
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-V takovém mezostomu se & mezon nachdzi mnohem bli¥e j4dru ne¥ elektron.

Existence jaderné interakce mezi mezonem a jddrem vede ke zm&n& energio-
vych hladin (44), které byly ziskédny pro &ist® coulombovské elektrosta-
tické pole. Experimentdln{ Btudium t¥chto zm¥n dovoluje d¥lat urdité
z4very prdvé o charakteru jadernych sil, pisobicich mezi jddrem a mezo-
nem., Je¥td vyrazndjs{ bude tento jev u mezoatomd s jédry s velkym Z.

3. Atomy s vice elektrony

ReSenf atomu vodiku se vyrazn® zjednodu3ilo diky dvima skutednos-
tem: 1) v atomu H je pouze jeden elektron, takZe nebylo t¥eba brat do
dvahy Pauliho princip; ii) pfechodem k sourXadné soustavd spojené s t&-
218t3m se \dloha redukuje na problém jedné Sdstice. U atomd s vice elek~-
trony tato zjednodusien{ mizi{., Problém mnohaelektronovjch atomd je moZné
Fe8it pouze aproximativn¥,a:to i v p¥i{pad® nejjednodusdiho z nich-atomu
helia. V tomto odstavci si,spf3e Jjen kvalitativné,vSimneme hlavnich
problémd a cest k Jejich Fedenf. NavdZeme pFitom na poznatky, které jeme'
o souborech stejnych &dstic ziskali v kep.VI.

3.1) Jednoelektronovd aproximace a pfibliZeni centridlntho pole

UvaZujme atom se Z elekirony. Proto%e hmotnost Jaddra  je mnohem
v&t3{ ne¥ elektronu, splyvd tEZi5td atomu prakticky s jédrem, kters
prdtd»budeme poklddat ze nepohyblivé v poddtku soufadnic. Ozna&{me-11
polohové vektory elektrond ¥y, %,,...,%; a zanedbdme-11 relativistické
korekce( specidln& pak &leny zdvislé na spinu), Jje hamiltonidn souboru

elektrond v poli Jjddra

VA % ' . Z
%2_25_5_..%9_"’__.+_1_ <
=T 2o 11 4T gy ITs] 2§31 4me, T -Fy)

i#3 (60)

Prvnf &len reprezentuje celkovou kinetickou energii souboru Z elektroni.
Druhd suma vyjadfuje elektrostatickou interak¥nf{ energii elektrond

"8 jJ4drem, které mi néboj +Ze. Posledni Zlen Je coulombovskd elektro-eleké

tronovéd interak&ni{ energie. .
Presné (analytické) redeni staciondrng Schrodingerovy rovnice

® Vg, =e¥E,.. 5 . (6D

‘nelze naj{t eni pro atom He,tj. pro Z=2. Divodem je prdvd trets,

elektron~elektronovy,élen,v (60). Kdyby v hamiltonidnu nebyl, 3lo by o

_soubor Z nezévislych elektrond a feSeni by bylo snadné: energie souboru_

by byla prost¥ soultem energif Jjednotlivych elektrond v poli vytvofeném
“nébojem +Ze a vyslednd vlnov4 funkce TY(ri,..,rZ) by se zapsala Jako

"'Slaterdv determinant z vlnovych funkef elektrond (viz odst. vI.2).
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Pokus chépat t¥et{ ¥len v (60) Jako poruchu k fe3enf bez elektron~
-elektronové interakce, nemi¥e ddt uspokojivé vy¥sledky, nebo¥ zde neni
spln&n zdkladni pPedpoklad teorie poruch, poZadujic{ aby poruchovy &len
byl mnohem mend{ ne# neporuleny hamiltonidn (viz kap.X). Presvdd®{ nés
o tom nédsledujici odhad. Pi"evdpoklédejme, Ze st¥edni vzddlenost mezi
elektrony lri-rdi Je fé4dov& shodnid se vzdélenostilrilelektronﬁ od jédraﬂ
Pomdr t¥etiho élenu v (60) ke druhému pak Je

1 2(z-1) - |
SJ = S . ‘ (62)
Z 7 .
a @ se mnf mezi 4/4(pro Z=2) a 1/2(pro Z»1). Jedtd p¥ijatelny vysle-|
dek bychom snad mohli ziskat pro Z=2 (tj.pro He), nikoliv vdak pro os-
tatn{ atomy. Je proto tfeba vypracovat n&jeké jiné p¥ibliZné metody

Ffedeni.

K objasné&ni koncepce jednoelektronové aproximace a pFibliZeni
centrdlniho pole u¥ijeme poloklasicky pohled. UvaZujme o jednbm, feknéme:
1-tém , elektronu. V prvnim p¥iblfZenf ho zbjvajfcich Z-1 elektrond
ovlivnuje pouze tek, Ze vytvdiejf ndjaké prostorové rozloZenf zéporného
ndboje, ktery Zdste¥n¥ odstini pisobeni jédra. Vybrany i-ty elektron
se tak pohybdje v jekémsi efektivnim elektrostatickém poli, v nEmZ jeho
potencidlint energie zdvisi pouze na souPadnici ?{. Oznaéme tento poten~
cidl, o n¥m% mi¥eme pFedpoklédat, Ze zdvis{ pouze na |T,|,tak¥e je cen-
trd4ln& symetricky, Jjako V (ri). Hlavn{ dfivody prol Jjde pouze o0 aproxi-
maci jsou ndsledujfci. ProtoZe pohyd 'i-tého elektronu ovliviuje zbyvaji-.
ct (Z-i) elektrony, neni moZné ignorovet korelace v Jjejich pohybu.
Navic, je-1li i-ty elektron v t&sné blizkosti jiného, FeknEme j-tého,
elektronu, bude odpudivéd interakce ze strany tohoto elektronu znaind a
vyslednd sila nebude mit centrdlnfi charskter. Skute¥nost, Ze v kvantové
mechanice nepracujeme s bodovymi nédboji ale s ndbojem rozloZenym dmdrné
hﬂz , pondkud oslabuje tuto poloklasickou argumentaci a &inf tak zavede-
né p¥ibliZeni (potencidl Vc) nadé jné& j81.

Provedené Gvahy vedou k prepsdni hamiltonidnu (60) do tvaru

Z . .
i = Z[ L, vc(ri)] " . (63)
‘len | |
kde
' z ) z . z
W= -Z ze L2 Z: g - Z Vy(ry)
T=1 4TLegr; 2 i 3=1 4TEylF-Fyl i=1 (64)

1#;

-JestliZe potencidl V (ri) vhodnd vybereme, potom energie W miZe byt tak
-mald, Ze Jji lze v (63) povaZovat za korek&ni(poruchovy) &len.
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Aproximace nynf spolfvd v zanedbdni Zlenu W v (63) takZe ném.zﬁstene
hamiltonidn

AR : o
- Py |
0 = = + v (xy) (65)
i=1
Ti{m jsme Z-&4sticovy problém prevecli na Z jedno¥ésticovych dloh (srov.
odst.VI.2), neboli, provedli jsme tzv. Jjednoelektironovou aproximaci.

- K YedSeni nyni zbyvad ji% jen jednoduché Jednoddsticovd Schrodingerova
'rovnice (viz (VI.23))

I,

SE 2 Ly ) o - € Y (%) (66)
2m ¢ f
(1=1,2,...,2)

Ze z{skanych jednofédsticovych vinovych funke{ {&(F), TZ(F)...., Fo(F) 500l

by se potom sestavovaly Slaterovy determinanty, tak Jjak to bylo popséno
v odst.VI.2.

Véc vdak neni tak jednoduchd, jak se mlZe na prvni pohled zd4t.
Zat{m jsme totif vibec neuvaZovall o tom, jak'néj{t potencidl Vc(r) .
Z provedené ivahy Jje Jjasné, Zp_yc(r) sdm zAvisi na stavu soustavy
elektrond, tj. na vinovych funkcich, které z (66) chceme urdit, UkdZeme
-to nédsledujici poloklasickou tvahou. PFedpoklddejme, Ze kaZdému elektro—l
nu v soustavd® je moZné piipsat individudlni ( jednoelektronovou) normali-‘
zovanou vinovou funkei ((r), kterd je FeSenim (66). Déle pfedpoklédejme,
Ze 8 kaiZdym elektronem 1ze spojit hustotu ndboje rovnou nédboji elektro-1
nu -e nésobenému hustotou pravdépodobnosti jeho vyskytu I\p(r)lz

-e l?(rj)[ dr Je tedy néboj, kterym do infinitesimdlnfho elementu &<
p¥ispivd j-t§ elektron (obr.34).

- Obr.34
K dvaze vedouci k efektivnimu poten-
cidlu (67). Bodovy elektron s ndbojem
~-e v mfstd §1 interaguje elektrostatic-'
ky s ndbojem zbyvajfcich Z-1 elektrond.
Ndboj v dr je _ 2

‘%(r):zdf ‘

J#1

Coulombovsk4d interak¥nf energie i-tého elektronu v bodd ?i 8 nidbojem

- 2 :
v elementu dt Vv misté_i_{emm et l,ﬁ("’lz do .
' Z bro e P -7

i
i
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-a - ) (1)

kde qh(?) Je vinovd funkce (ziskand Fe¥enim (66)) pro j-t§ elektron
(J zastupuje soubor kvantovych &fsel urfujfeich stav tohoto elektronu).
Integraci pres cely prostor (p¥es T) obdriime interak®ni energii i-tého

elektronu se zbyvajicimi Z-1 elektrony. Priddme-1i Jeété interakoi
i-tého elektronu s Jddrem, méme celkem

2 . .
2
e T) Ze° .
V('r'i) =L SGT N"L l - — i (67)
Z‘ AmelFF o Amegn «
| 3#1 irg . €o%1

Tak jame doepéli k Jedncelektronovému efektivnimu poli, které véak
nemus{ byt centrdlnd symetrické. '

P#ibliZeni centralnd symetrického pole spoXivd v z4m¥nd potencidlu
(67) potencidlem V. (r;), ktery z{skéme z V(%) stfedovénim pres cely
prostorgwy tihel

ACH) =—;";;- wE) a9y T

. GOvahy, Které Jems prévé provedli, Jjsou blizké Hartreeho p¥{stupu
k feseni mnohaslektronovych atomd (v létech 1926-27). Rovnice (66)
8 potencidlem (68) pFedstavuj{ tzv. Hartreeho aproximaci. Dnes se k nf '

: v udebnicich dochdzf zpravidla pres varie¥ni princip (viz déle odat.X,2).

' Tento pi¥{stup pochdzi od Foka, kKtery ﬂarteeho fe¥en{ navic doplnil v tom

Ze brél v dvshu Pauliho prineip. V Hartreeho aproximeci Jsou vlnové
funkce souboru prostym sousinem

R 5 SIERVNC AN NE AP NE S R
ktery nenf obscné antisymbtricky. v naJobecnéJEi‘Jedgoelaktronové apro-

¥ ximeei, ti. v Hartesho-Fokov® aproximaci, se hledajf vlnové funkce

Tf(?a,....?é) ve tvaru Slaterovych determinantd (VI.28). Disledkem
zapo&ten{ spinu (Pauliho principu) je, Ze v Harteeho-Fokovd aeproximaci
se ve LA (r) objevi,vedle &lenu {68), navic tzv. vyménnd energie. Jeji
pved ,je snadno pochopitelny. Pauliho prineip toti% nedovoluje, aby
elektrony se stejn# orientovanym spinem byly v témfe bods (odst.VI.2)

a jen s malou pravddpodobnosti mohou byt blizko sebe. KaZdy z elektrond

Je proto obklopen okolim,v némZ je eni fend koncentrace séporného‘pdbojo

( tato oblast se nazjyvé vymdnnd dira). Je p¥irozené, Ze eoulombovské
interakini enargie pro tekto prerozdélanou hustotu néboJe bude jind ne¥
v pivodn{ dvaze bez zapofteni Pauliho principu. V tomto smyslu je plvod
vyménné energie kvantovy; v podstatd jde oviem gase O znémou elektro-'

. statickou interakeci.

Hartreeho a Harteeho-Fokovu aproximaci je samozfejmé mo¥né pou!£t~
na libovolny soubor stejnyech fermiond: goubor elektrond v molekule,
soubor elektrond v krystalové m¥f%i, soubor fermiond v atomovém Jéate.
atd.Pochopitelnd v tdchto pFi{padech se JiZ neprovede sproximace




() : - 82 -

centrdlniho pole (68), ale vyuZiJe‘ae naopak - jinych symetrii systému.
Podrobné odvozeni Hartreeho a Hartrecho-Fokovy éprbiihaee najdete v 1i-
teratute, nap¥. v[18,19] .

Nyn{ je ji% zfejmé, e rovnice (66) _Jeou 1ntg§rodiferenciélni
(hledané funkece q'vyetupuji za,J‘ v (67) a také ne'n¥ plsobf diferen-~
c141ln{ operdtor viv (66)) a navic Jsou 1 nelinedrni (v (67) Je hpz )3
vyménné energie mA %z matematického hlediska strukturu Jeﬁté ‘kompliko-
vanéJéi neZ (67). Pro FeSen{ z{skanych rovnic p¥ichdz{ v dvahu Jedin¥
itera¥n{ postup, tvoFeny ndsledujfcimi kroky:

1) na 24klad¥ fyzikdlnftho rozboru predpokldddme n& jaky tvar hledanych
vlnovgeh funkei 53 oznadme je symbolicky y'°’ . -
(o

11) s funkcemi ? vypolteme V, {r) a dosadfme ho do (66).

iii) najdeme ¥eZenf, nyni Jiz Jen diferenciélnich ,rovnic (66)
q(i)

oznadme Jje

iv) nyni jsou dvé moZnosti:
a) funkce ¢ (1) se rovnaji ?(°), nadli Jjsme tzv. selfkonzistentni
¥edenf, iteradnt proces je ukonden .

b) funkece \p(i)
funkce \f(i) a vrétime se k bodu ii).

8e nerovnaji funkcim f ; misto f(o) vezmemé.

v matematice se dokazuje, %o tento postup vzdy konverguje. Zdle¥{ ovienm
na volbd startovacich funkci__\P( o) Jek rychle bude konvergovat (kolik
eykld 1i)-iv) bude t¥eba).

Pfesny vypofet selfkonzistentniho potenciélu‘Je z vypotetniho
‘hlediska dosti ndrofnf. Jeho chovéni pro r-0O & r—»vo visk miZeme -
enadno predpovédét. Pro r—0 bude sledovany (i-t¥) elektron uvnit® b
" prostorové rozloZeného nébole ostatnich elektronﬁ, takZe bude pociiovat%'
pouze néboj jédra. Naopak pro r-»co ‘bude vn& néboje’ ostatnfch elektronhq
ktery se bude chovat jako bodovy néboj (Je-1li sfericky symetrickj)
-(Z1)e v po¥dtku, kde Je Jeété nédboj Jjadra +Ze. Z toho mi%eme uzaviit,
Ze bude platit o : 2

Viip) & - =2 pro velké r
¢ : 4mg,r

;(59)
Zezl
-415°r

V() ™ - ‘promald r ]

i

Pro ostatni hodnoty r se'V6(r) bude pohybdvat mezi témito mezemi(cbr.35§{
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.Obr.35

Schematické zndzorn&ni cen%rélniho
potencidlu V (r). Cdrkovend k¥ivky
vyznadujl meze (69) pro mald s

" velké r.

3.2) Energiové hlediny a elektronové konfigurace atomh

. ProtoZe potencidl V, (r) v (66) Je centrélné symetricky, platd pro
FfeSen{ této rovnice ﬁvahy z odst.l. Jeliko% ale Vo (r) nen{ prostd Umdrny
1/r , nelze ofekdvat ndhodnou degeneraci vlastnich hodnot energie vzhle-!
dem ke kvantovému &fslu 1. Vlaatni hodnoty hamiltoniénu '

a2
® = 2 + Vv (r) - o (70)
_ 2m : '
budou proto zdviset jek na n, tak i1 na 1. Degenerace vzhledem k Zislu
I, _zlstane zachovéna, nebot Je dfisledkem sférické symetrie potencidlu.
I nadéle charakterizuje 1 vlastn{ hodnoty ¥° a n (stejnd jako u atomu
vodiku) Je definovéno jako sou%et radidlntho kvantového %1{sla k a %isle
1 podle (43), stdle proto platf:
-1=0,4,2,...,0-1 .

Redidlni vlnové funkee R a1(T) Jsou FeSenim rovnice (18) resp.(20).-
Pritom kvantové ¢islo k se urd{i z poiadavku aby funkce Rkl mdia k-1

~ uzlovych bodd, nepoéftaje v to uzly r=0 a r+~o0; vyjdd¥eno pomoci -

n=k+1 (srov.(43)) to u funkce Rnl(r) znamend (n-1-1) uzlovjch bodd.
Uvedeny poZadavek vede k takovému uspo¥dddni vlastnich hodnot Enl,ze
pro danocu hodnotu 1 roste energie E,, s n &

Eq> By prc n>n. - S b ¥

Pro dané n Je energie niZ8{, jestliZe odpovidajict vlastn{ stav {resp.
pravddpodobnost vyskytu) vice *“pronikd4"” do blfzkostl Jddra (stiniei
vliv elektrond je podle.(69) mend{). Proto plat{

k]

Epo< Epg < oo <Bppg o (72)

Schematické znézorn¥ni E ny Je ¥ obr.36.

Vlastni funkce Tfiri,...,rz) aouboru Z elektrond v poli jJ4dres Jsou.
v Hartreeho-?okové aproximaci Slaterovymi determinanty {(VI.28), vytvo—

“Penymi s Jodnoelaktronovyeh vlastnich funkci aperétoru (70).
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: 6p @)
#E ‘ ' 54 &)
(10) Bs_
{ m) 5 @y }
4d ©)
(6)
3d _ Se, T4, Vv, Cr, Mn, Fe, Co, Ni
(10) (2) } Cu, Zn, K, Ca
3
—(5 Al, Si, P, S, C1, A
3s - : '
@ Na, Mg
2
© B, C, N, O, F, Ne
28 :
o S Ii, Be
1s )
-ZET ) . H, He
0br.36

Schematické zndzorné&ni energiovych hladin v centrdlnd symetrickém poli
Vc(r). Degenerace vzhledem k mn am, (tJ. 2(21+1)) jJe uvedena v zévor-
kdch. Hladiny uvedené v { } Jsou velmi blfzké a Jejich vzdjemnd polcha
se miZe m&nit od jJednoho atomu k druhému, Vpravo jsou uvedeny chemické
znalky nékterych prvkd ,pro n&Z Jsou tyto hladiny poslednimi obsazenymi
hladinami v zdkladnim stavu atomu. Obrdézek Jje vskutku schematicky, 24dné
méF{tko ve svislém smEru nebylo ufito,

V_zéklaednim stavu atomu se, v souladu s Pauliho principem, mus{ Z elek-
trond rozmistit na nejni%3{ mo%né hladiny tek, aby Z4dné dva nem¥ly

shodny soubor kvantovych &1isel (n,l,ml,ms). Stavy s tymZ kvantovym E{s~
lem n tvo¥{ elekironovou elupku; tyto slupky se dasto ozna¥uj{ pismeny

' pfsmeno| X L M N O

Maximdln{ polet elektronfi s energii Eqy Je 2(21+1) Soubor hladin pfisluf
1) :

Se jfcich té¥%e energii Enl nazveme elektronovou podslupkou

J
1)Nézvoslovi nen{ Jednotné. Casto se mluvi o elektronové slupce i v tom=,
- to p¥ipad®. Velice Zasty Je pfipad, kdy se elektronovou slupkou nazyv4 -

1,~skupin8 stavli 8 blfzkymi energiemi, kterd jJe od sousednich obdobnych

__skupin odd8lena 83ir3{m intervalem energif{; jsou to skupiny: = =i
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Elektronovou konfigurac{ atomu pek rozumime soupis obsazenych sluéek
8 uvedenim podtu elektrond v ke%dé z nich. Zépis pro slupku n,l se
provddi takto:

P -——poéet elektrond ve slupce
81810 n_~* "~ %-spektroskopické znaZeni s,p,d,...
P¥iklady:
2 2

: ' {
He: 1s% 3 Li:'152,25 ; Be: 182,28 .3 Cs 182 ,2s 22D

Postupnym obsazovénim uvedenych energlovych hladin v souladu 8 Pauliho
principem a poZadavkem minimélnf energie atomu v zdkladnim stavu, md%eme -
dostat elektronové konfigurace vdech prvki. Ukazuje se v3sk, %e po&fnaje
Ar Je t¥eba urdité obezFetnosti a vyuZiti experimentdlnich poznatkd
(nezapominejte, %e vypofet v jednoelektronové aproiimaci Je p¥ibliZnyt),
mé-1i se rozhodnout, do kterého stavu s blfzkymi energiemi elektron
piijde. Tykéd se to nap¥. Ji% obsazovéni 3d stavi; tak t¥eba .V s vné jif
konfiguraci 3d34s2 Je ndsledovdn Cr s konfiguracy 3d 43 a nikoliv s
3d44s . Podobnych pripadﬁ naljdete v tabulkdch elektronovych konfiguraci

~mnocho.

Samotnd konfigurace elektrond neurfuje jednoznaéné stav atomu. :
Tak nap¥. excitovany stav Be s konfiguraci 16° 282p, ktery leZ%{f asl 2,5eV
nad zékladnim stavem 1s 252, mi%e byt Jednim z 12 moZnfch stavi. Je to
proto, %e 28 elektron miZ%e byt ve dvou stave lisicich se spinem
(mg t4/2) a 2p elektron mi¥e byt v ndkterém z 6 moZnych stavd 1lidfcich
se m1 (-O,ti) am, (= =t1/2). Tyto stavy se obecnd energeticky pondkud A
1i5{ a to ze dvou divodd: 1) v t¥chto stavech je rizné elektron-elektro~

novd odpudivé interakce, cof Je snadno pochopitelné, nebot jim odpovidd

rizné prostorové rozloZeni zdporného néboje, ii) uplatni se epin-orbité14
ni interakce. V lehkych atomech Je tento vliv slab3{ ne% pfedchoz{ 8 da
se zapod{st poruchovym podtem. '

Tato problematika, kterd uzce aouvisi 8 otézkami tzv., jemné struktury
atomovych epekter (pfi jJjejim FeSenf se objevi zndmé Hundova pravidla)
viak Ji% leZ{ mimo zamySleny plén. skripta a proto zbyvé Jen odkaz na
1literaturu, napf.[Z]

(1s), (2s,2p), (38,3p); (48,3d,¢p);'(58.4d,5p), (68,4f,5d,6p),
(7s,5£,64,7p) .

. Po¥ty elsktroni v téchto slupkdch v uvedeném poiFadi jsou.
2, 8, 8, 18 18, 32, 32.
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4. Hybridni orbitaly

4.1) Orbitaly vyjédfené redlnymi vlinovymi funkcemi

Jednoelektronovd vlnové funkce pro elektron v atomu (neuvaﬁujeme-lf
spin) Ve ,9,@. =R_(r) Y’{((—),q) T3

se 8asto nazyvéd (zv148t& v chemickych aplikacich) atomovym orbitalem 1) ,
Dal3{ dvahy budemse pro uriitost provddé&t pro atom vodiku; pfipadné modi-

fikace pro viceelektronové atomy budou pFedevidim disledkem faktu, e ’
energle elektrond v nich zdvisi i na kvantovém %isle 1. I

Linedrnf superpozic{ stavl s tou% energif, tj. s stejnym kvantovym.
&i{slem n, miZeme podle principu superpozice (odst.II.4) vytvorit novy
stav, kterému oviem jJi% nebude obecn& p¥fsluet presn¥ urlend hodnota i
1 a m. Takovou linedrn{ kombinaci atomovych orbitald se stejnym n, ale
riznymi 1 a m, nazveme hybridnim orbitalem. Uvidime, %e hybridnf orbitsl -
- mdZe odpovidat jinému prostorovému rozloZeni ndboje ( pravddpodobnosti
vyskytu elektronu) neZ vychozi atomové orbitaly; to je také hlavni ddvod
pro¢ je, predev3im pro vyklad chemické vazby, zavéddime.

Ve vyrazu (73) Je R ,(r) funkce redlnd. Sférické funkce Y?(G,q)
v3ek jsou (vyjma pro m=0) komplexni. P¥ipomenme si, Ze Jsou soudinem
dvou funkei ( F?(@) dostaneme porovndnim s (VIII,30) ) _ -

80,9 = FRQ) o1B¢ RG2S

kde F1(§) Jje reslnd funkce proménné ©. _
Atomové orbitaly Jjsou tedy komplexni vlivem soulinitele eimlP

Superpozici orbltalﬁ ‘Pn 1,m ‘Pn 1,-m mi¥eme vidy dostat redlny

hybridni orbital , JehoZ p¥ednosti je jednoduchd dhlovéd zadvislost,
kterouz 1ze zndzornit graficky. - .

s-orbitaly (1=0) '

. jsou reprezentovdny vinovymi funkcemi s 1=|n—0 tJ. \pnoo(r 9,{)
které jsou redlné. Pro grafické znézornéni tYhlové zédvislosti vezmeme
pevné r a v pi‘".tsluéném sméru O, \? vyneseme 0d zvoleného poldtku vzddle-
nosat rovnou Wnoo(r ,?). Pro s-orbital obdrZime kulovou plochu nepot

-1/2

\Pnoo(l‘) = (41 ) Rno(r) “(7%5)

i)V (73) neuvaZujeme spin. Vlnové funkce +n,1,m1,m (r,@,Y,w), zehrnujicf?
8

i stesv spinu, se zpravidla nazyvaj{ spinorbitaly.

i -1

2)Pf'ipomenme, Ze e -e

1

2Y sinx a

€ + e = 2 ¢coSeX . =
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Obr. 37

funkce nezévis{ ani na O ,ani na ¥-

a-orbital je sféricky symetricky, vinovd

p-orbitaly (1=1) p_, Pyr Py

Se sférickyul funkcemi YO, Y3, Y71 2 (VIII.34) méme:

1!

q’n,'l,‘l(;) = ‘V—é};r-' Rn,,l(r) sing ei‘f
-~ 3
‘l’n,'l,o(r) = — Rn,’l(r) cos

q’n,'l,-i(?): V—--g-; Rn',i(r) sin® o-1¢

Vytvofime nynf 3 linedrn{ kombinace:

1 . N
Ip> = - = [Wa,1,4(0 = Yo,q,49]

]

| npy >

‘ |
\'/'—'2'" [q’n,‘l,tl(r) * \l’n,'.l,-'l(r)]

'npz> .= \Iln,'l 0(1‘)

Po dosazeni z (76) & z trensformadnich vztahd (VIII, 4) pro pi‘echod
kartézakych soufadnic ke aférickym, ziskédme vyrazy

Inpx) = v 3 ni(r) ——-—; ‘,. :

lnpy V B‘ni(r) 2
Inpz = _l... R_4(x) _,f_
ax M

Tyt.o t¥1 redlné orbitaly se nazjvajl .sz.E 1Py _Orbitaly. Pro jejich
grafické zndzorndni se nabizej{ dvd mochsti.

(76&) '
(76b)

(76¢)

(77&)

(77v)

(77c)

- (78a)

(78b)

(78¢)

a) Jestli%e nds zajimé thlové zdvislost orbitalu, vyndSime p#i pevném r

‘ve smirech urienych dhly a, ¢, bady vzddlené od pofdtku o h}l(r, ,(p)l
w(w:,rnéé:(me absolutni hodnotu,znaménko se vyznedf v grafu).
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Tak nep¥. pro orbital ¢zl2p,> je dhlov4 zdvislost 2/r = cos @ . Pro
Ye<0,27t> a €0, 7D le%{ body vyné¥ené popsanym zplsocbem na dvou
kulovych plochédch-se stfedy ne ose 2z; rovina xOy je k nim tednd s sou-
gasn& je rovinou symetrie (pro absolutnf hodnoty I2pz> ) (obr.38(a)).

{a) z

Obr. 38

Dv& moZnosti zobrazeni inp, > orbitalu. .

(a) Ohlové z4vislost. Pro pevné r vynddime ve viech sm&rech (urZenych 0.({)!
velikost |\])n10(r,9,?)i; znaménks +,- znad{ znaménko funkce v p¥{sludné ‘
oblasti., Plocha je rotain& symetrickd kolem osy z, zobrazen je Yez
rovinou y0z. _

(b) Rezy ploch ||2p,>|= const rovinou sz pro -

const= 0.2, 0.6, 0.9 x max.hodnota || v bodé A,resp.B.

Na rozdfl od zobrazeni (a), zdvisf tyto grafy na radidlnf ¥4sti orbitalu
(zde to je Byq(r)). ~ :

b) Druhy zpisob spofiv4 v zobrazeni skupiny ploch, z nich¥ ka%dd odpov:[dq‘lw
n& jaké hodnotd N}(r,@,cp)l . Tyto plochy jsou geometrickym mfstem bodd se

. stejnou pravddpodobnosti vyskytu, rovnoul| W(r,@,tf)la. V obr.38(b) Jsou
Fezy nékolika takovymi plochemi pro ¢ =l2p,) .

Pro orbitaly p,, P
Ox, resp. Oy. _
Linedrn{ superpozici orbitalid Pyr py, P, miZeme zfskat orbital

y

stejného tvaru,avdak s osou symetrie v libovolném sméru Qe .
| inp,> = coso | mp,> + cosp inpy> + cosg i np, > - (79
:kde cost coap ’ coag Jsou smérové kosiny vektoru U, pro n&% plat{
cos’s + coszp + 09528 =1 , - (80)

UZitim vzored (78) Je mo%né orbital psat

. = |fw3 X coso + y cosfy + z cos =1/_3 (wy) U
inp > -v res Rq(x) = = B § v ypm Ry (7) =

(81a)

dostaneme stejné zobrazen{, pouze osou symetrie bude

&

A
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V (8la) zns&{

U= Xcosx +ycosf +zcosg , (81b)
cof je projekce polohového vektoru T=( X,¥,z) na osu urfenou vektorem i.
Orbitaly pro 1> 1 |

Postup pou¥ity pro p-orbitaly (1=1) Je mo?.né u3it 1 pro 1> 1..
Z vyrazu (VIII.30) pro sférické funkce plyne platnost relace

[1%0,p]" = (<D™ 1;%6,p) : (82)

Z ni je bezprostfedn¥ zFfejmé, Ze pro m#0 Je vZdy mo¥né mfseto dvou
vinovyeh funke! ¢ . (¥), ‘Pn,l,-m(s) brét dv& redlné ortonormélnf funkce

1 - n ‘ ‘
-1-5—[%'1,13(1') * (D v"’n.l,-m(i")]- | (83a)
i g -1 m | - ' o
F—w“'l'“‘( AEEC A NPC T I - (83)
Tak nap¥. pro 1=2'mﬁ§ema zkonstruovat 5 redlnych d-orbitald
1 2 |

d = ——— ( - 1)
[n 322’1.2) 7 3 cos”0 | | (84a)
|na”t > = \fé_ 8inB, c0a 0, cos ¥ | (84v)
|ndzy)' = \[g sir{x@.coé’“@.ain\o T (84c)
|nd , > = ~23- sinae.cosZ\P | | (84)

X =~y . .
Indxy) o a-g einze.sinZ\P T , (84e)

Je jich tvar je koniplikovanéjé:( ne% pro &=, resp. p-, orﬁitaly, nicménd
Je moZné 8 nimi provddst konstrukce zcela obdobné tém, které nyni pro-
vedeme pro s- a p-orbitaly.

4.2) 8p hybridizace .

V atomu vodiku pat¥i Etyfi vinové funkce (orbitaly) |ns) .’npx),
lnpy) ,Inpz) stavim se stejnou energif B '1). Linedrn{ superpozici{ ns
@ np orbitald lze vytvdPet nové (redlné) orbitaly, které mn,ji vlastnoati
uZitefné predevdim pro teorii chemické vazby.

.vi)Uvedené funkce je moZné vzit za ortonormilni bdzi podprostoru v pro~

storu stavovych vektord. 2 jejich linedrnich kombinaci lze vytvéFet |
Jiné ortonormdln{ bdze v tomto podprostoru. '
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" Za¥neme linedrni kombinacf ns a np, orbitald. To znamend, %e mistdr
dvojice |ns) ,|npz) vezmeme dvé jiné ortonormélni funkce

cosx |n8) + sindk | np,> ' - (85a) -
sind |ns) « cos™ |=enpz) : . (85b) |

Ortonormalitu Jsme zajistili tim, Ze jsme koeficienty linedrnf kombinace
vyJédFill jako cos« a sindx (pri¥em¥ dhel o miZe byt libovolny).JestliZe
navic budeme poZadovat, aby geometricky tvar obou orbitald (85) byl
shodny, musime zajistit, aby zastcipenf s- a p-orbitald bylo v linedr-
nich kombinacich stejné. V na¥ei p¥{pad® to znamend poZadovat coaor'sina ,,
coZ znamend & = /4,

Dva nové orbitaly, které takto dosteneme, jsou:

1 | : - ;
Inep, 2o = 5= (1ne> + inp>) (86a) °

Ins) - Inp,>)- " (86b)

1 (
i ,
Abychom zjistili dhlovou zdvislost t&chto sp-hybridd, zvolime n&jaké
pevné r, a poloZime

|nsp, > _

= 1 " 3
A= -ﬁ;r-_ Rno(ro) ’ B = —;-‘K— Rn;l(ro) . (87)

Pormule (?8) spolu s (86) pak daji pro thlové zdvislosti funkce

-—é&-(A+BcosG) ’ —V%-_—(A—Bco:se) ’ (88)

které miZeme graficky zndzornit zplsobem popsanym u obr.38a: ve smiru
Q,¢ vyneseme tisefku dé1ky | A+Bcos@!l/f2 nebo |A-BeosOl/y2 ; koncové
body téchto dsedek pro vSechna 0, ¥ vyplni hledanou plochu (znaménkem
opét vyzna¥ime zneménko funkce v p¥fsludné oblaat:l). Rezy témito plocha- 1
mi jsou v obr,39.

“ProtaZeni” sp-orbiteld v uréitém smdru m4 zdkladni vyznem v te‘oriil
chemické vazby. Nesmime v8ak zapominat, za jakou cenu jsme toho dosdhli. ‘
Vytvé¥eni neJjrizn&jdich hybridnich orbitald ném dovoluje princip super-
pozice (viz odst.II.4). Z{skané sp-hybridy jsou podle ného moZnymi stavy
elektronu v atomu H; nepi‘iéluéi jim v8ak u¥ nejen urdité kventovéd &fslo -
m , ale ani urdité kvantové &islo 1 (urdité velikost momentu hybnosti),
které miZ%e byt se stejnou pravddpodobnosti rovno O nebo 4. JestliZe
vytvofime sp-orbital z Ins) a inpz> orbitald v:’.ceelektronovyéh atomi,

v nichZ i energie zdvis{ na kvantovém &isle 1, nebude stavu |nsp >
pFisluBet jiZ ani Jedna uriitd energie. TotéZ platf i pro sp® a sp3-
orbitaly (a ovdem obecnd i jiné) o nich¥ se nynf krdtce zmfnime,

i
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obr. 39 . R . | |
ﬁhlové zdvislost pro sp-orbital: (a) lnspz + s (B) Inmspy_ . i

. Zekresleny jsou ¥ezy rovinou yOz (srov. obr.38a; plochy ziskané popsanym
postupem jsou rotadnd symetrické vzhledem k ose 0z, ‘nebol (83)nezdvisl
ne ). V {c) Jsou pro srovnéni vyneseny s & p, orbitaly, z nichZ jsou |
p¥ipady (a),(b) sloZeny. Srovndnim (a),(b) s (c) Je zfejmé, %e sp-hybridy
majf{ v urditém smdru "vetéi dosah"(hustotu pravd&podobnosti vyskytu
elektronu) ne% plivodn{ s-,p-orbitaly.(A=1/V4x ,B={3/4x ;1 dilek=0,3 )

°

T 4.3) sp2 hybridizace

Vralme se ke Ztyfem orbitaldm |nsy, lnp >,|npy) inp,> a nahraﬁme
prvnf ti¥i nésledujicimi 1linedrnimi kombinacemi:

Inapxpy)i o= ailnS) + bilnpx) + cilnpy) .:(893)2

: ' _ i
lnspxpy)2 = aglns) + byinp,y + c2|npy) (89b) -
Inspypyyq = @3Ime> + bainpy + cylnpy) | (agc)ga

Poﬁadujn@ nyn{,aby tyto 3 funkce byly ekvivalentn{ v tom smyslu, ﬁe p!i
rotacich kolem osy Oz o dhly 120° 2400,360 by prechédzely v sebe (Zédéme
aby osa Oz byla 3-Zetnou osou Symetrie). ProtoZe |ns) orbital jJe kulovéd
symetricky, musi byt ve vBech t¥ech sp orbitalech (89) zastoupen ziejmé
ste jnou m&rou, tj. musi byt . _

' 8y = 8y = ag ' «(90)

Dédle je vZdy moZné zvolit orientaci soufadnic tak, aby rovina x0z byla "

rovinou symetrie orbitalu I“SPxPy>1 ; to nédm dovol{ poloZit
cq =0 \ - (91)

Neakonec pak poﬁédavek,aby orbitaly (89) byly normslizované e vzd jemné
-ortogondln{ d4 6 rovnic pro 6 koeficlentd ai'bi’bZ'b3’°2'°3 (znaménka .

“84,b4,c, mohou byt libovolnd).
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 Jednoduchy vypofet ad t¥4 vyeledné spz—hybridy:

1 2
Inspypyyy = —V—?—lns) + VT Inp,> L (92a)
' 1 1 1 | |
lnspxpy)z = 7§PIHS> - Vgrlépx + V§P|npy> {92pn)
' 1 1 1 ‘
fnepyp Yy = = [ns) - v Inp.> - v Inpy> o (92¢)

Pro Jejich grafické zndzorndng pou%ijeme ji% zndmy postup(obr,40).

yll } y“

AT

P
\/1

Obr.40 )

Ohlovd z4vislost t¥f ortonormdlnfch sp2 hybridnfch orbitald (92).
Zakresleny jsou op&t Fezy ploch rotaind symetrickych kolem vyznatanyeh
08, rovinou x0y.l V (92):)nsy= ANTx ) 1 0P =V374n cosy , Inpy) =y374% siny)

4.4 sp3 hybridizace

Superpozici (89) miZeme rozi{#it na v8echny EtyFi orbitaly |ns),
[Bpy> 4 Inpy> 4 Inp,)> :

lnspxpypyd» = ayln8)> + byinp > + ¢slapy> + dyinp,> (93)
( pro § =1,2,3,4 )

Znovu budeme poZadovat, aby v3echny EtyFi hybridn{ orbitaly (93) mély
stejny geometricky tvar, cof op¥t privede k relaci

84 = 8, = ay =g, ‘ (?4)
SkuteZnost, %e osu symetrie Jednoho orbitalu miZeme zvolit 1libovolnd a
potom té% rovinu obsahujfe{ tuto osu.a osy symetrie druhého orbitalu
(osy symetrie dvou orbitald le3f v této roving), sni%f, spolu s (94),
potet neurdenych koeficientd v (93) na 10; urdit je miZeme op&t z podmf-
nek ortonormality hybridd (93). |
Jeden z mo¥nych vysledkd (ostatnf se ziskajf rotec{ kolem poddtku) Je:
8 T by =y =4y =1/2 . aé = -by = ¢, = 4, = 1/2

(94)
83=-b3=c3=-63—‘1/2 ’ a4—b4——c4—-d4—1/? .

- r Ky “
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Geometricky tvar orbitald je shodny s sp, resp. spz, orbitaly, osy : }
symetrie sp3 orbitald (93) s koeficienty (94) v#ak jsou v prostoru urée—.
ny vektory (obritl)

(1,410, («1,-14,1) , (~1,1,-1) , (14,1,41) .

. Obr.41 '
Sm&ry os symetrie sp3 orbital&.
Orbitaly jsou rotadn® symetrické |
kolem t&chto os a Jejich geometricky
tvar je shodny s sp nebo spz.orbi-
taly.

Obdobng mlZeme vytvdret hybridnf orbitaly i z ostatnfch atomovych
vlnovych funkei. Kombinujeme Jje pifitom tak, aby vysledné hybridni orbi-
taly m&ly prostorové rozloZeni pot¥ebné pro vyklad chemické vazby v té i
které molekule nebo jiné chemické struktufe.

V souvislostl s uvedenym poatupem ‘miZe vzniknout otézka, prod
elektrony v atomu prechdzejf do stavl reprezentovangch hybridnimi orbi-
taly, které se na prvni pohled zda j{ energeticky ménZ vihodné ( nep¥.
Eyg< EZp v atomech se Z>1, tak¥e prechod elektronu z s-stevu do p-stavu
vy%aduje doddni energie). Nesmime v¥ask opomenout, %e ve chvili kdy se
tvor{ z atomd molekula, je ka%dy z elektrond v jednotlivych atomech
nejen v poli jJédra vlastniho atomu, ale i v poll nébojd z ostatnich ato-
mi. To samoz¥ejm& modifikuje Fedeni ziskané pro izolovany atom a energie
'potrebné k excitaci do energeticky vydiich stavl zastoupenych v hybrid-
nim orbitalu, je nejen pln& komr:nzovéna, ale Je zde 1 prebytek urdujfct
stabilitu molekuly. Jinymi slovy: vlastni stavy elektronu v igzolovaném
atomu nejsou vliastnimi stavy elektronu v poli vlastniho jJ4dra a okolnfch
elektrond a Jader. Vytvérenim hybridnich orbitald z atomovych vlnovjch
funkc{ pouze vyu¥fvéme mo¥nosti, které ndm apardt kventové mechaniky -

( jmenovit® princip superpozice) dévéd k. aproximativnimu vyjédfeni novych
vinovych funkci{ pro elektron v molekule. S obdobnjm postupem Jome -ge -
ostatn® jiZ sezndmili v odst. V.2,

-
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. X, DVE 2AKLADNI PRIBLIZNE METODY RESENY STACIONARNE
SCHRODINGEROVY ROVNICE

ProtoZe presné analytické FeSeni vEt3iny kvantovdmechanickych ﬁldh nenf
mo¥né, mé pro praktické aplikace kvantové mechaniky zdkladn{ vyznam
rozvijeni p¥ibliZnych metod. VZdyt i tak ddle¥ité a rozsshlé discipliny
Jako nap¥. kvantovéd teorie pevnych ldtek nebo kvantové éhemie, ne jsou

v podstat® ni¥im jinym, neZ hledénim & rozpracovdvdnim p¥ibliZnych
postupd pro feseni dloh, které vznikeji aplikaci zdkladnfch kventovéme-
chanickych prineipl na systémy, které tyto v&dy studujf.

V této kapitole si rozebereme dva jednoduché zéklaedn{ aproximativni
postupy pro FeSen{ staciondrnf{ Schrodingerovy rovnice: teorii poruch a
variaini metodu. Jejich pouZitelnost je univerz4ln{ v tom smyslu, Ze
nejsou budovdny pro n&jaky konkrétn{ kvantovdmechanicky systém; pro
Jejich aplikaci je pouze t¥eba, aby byly spln¥ny predpoklady pouZité pii
Jejich odvozeni. V ndsledujic{ kapitole si pak vZimneme pFibliZného Fe-
Seni nestaciondrnich dloh.

1. Poruchovy pofet pro staciondrni Wlohy

Staciondrni poruchovy pofet je v kvantové fyzice pouZivén velice
Zasto, nebol velmi dob¥e odpovidd obvyklému pFifstupu fyzikd k fe¥en{
problému: nejprve se vytvori co nejjednodus3f model studované soustavy,
ktery by m&l zahrnout viechny Jeji zdkladni charakteristiky; Jjakmile Jje
vyfeSen a pochopen, pFistoupf se k pokusim o vyjasndni " jemn&jBich"
detaild zapo&tenim slabdich vlivd, které byly v prvnim p¥iblf{%en{ za-
nedbdny. '

1.1) Zékladni formule

P¥edpokléde jme, Ze hamiltonidn ve staciondrni Schrodingerovd
rovnici

, Ay=©Ey : (1)
Je mo%né psét jako souZet dvou &lend
* =% +W - (2)

Poruchovy pofet pro Fedeni rovnice (1) je mo¥né pou¥it, jestliZe:
a) zndme Tedeni neporudenéd Schrodingerovy rovnice -

dop = €9 5 (3)
b) energie reprezentovand poruchovym &lenem 1d~je'znaéné men31 ne#

energie reprezentovand a&)‘ Po¥adavek "malosti" U zde znamend, Ze p¥i--
géntm W k 3, se Fedeni rovnice (3) zm¥ni mélo.
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ﬁkol, ktery pfed nédmi stojf, spoéivé v nalezeni korek¥nfch &lend _
- k vlastnim funkcim & vlasstnim hodnotdm hamiltonidnu %, Pro jednodu-
chost budeme pf¥edpokléddat, Ze QB mé Jen diskretni spektrum. P¥{sludné
vlastni funkce oznalime

f‘i’ ?2’ eee LPk-' LY ) . (4&)
a Jim odpovidajfci vlastni hodnoty ‘ o | |
61’ 82' e ] Ek’ sew . . . (4b) '

Funkce (4a) tvor{ dplny systém (mdZeme podle nich rozvinout libovolnou
funkei zdvislou na stejnych proménnych; viz odst.IV.1.3). O vlastnich
hodnotdch (4b) zatim predpoklddejme, %e jJsou nedegenerované (ddvod se

zéhy objasn{; Jjak postupovat,neni-li tento poladavek splnén, ukédZeme

v nédsledujfcim odstavei).

Re#enf rovnice (1), tj. funkci ¢ , miZeme rozvinout podle funke{
(4a) .

(Poznémka: kdyby operdtor % mZl Z4stednd i spojité spektrum, musel
by se k sum® (5) dodat Jeété integrdl pres tuto Zdst apektra )

Dosadime (5) do rovnice (1)
;ckxo'?k Z w‘f’k"EZ e Yx
a upravime dosazenim z (3) (plati: &y, = € i ) na tvar

2;%’&!%‘ . Zk: e, (B 'ek)"fk .

Nyn{ vyndeobime levou i pravou stranu ?m a integrujeme ob& strany pfes |
celou definiZni oblast prom&nnych. ProtoZe funkce (4a) jsou ortonormélni,

plati
me. Ypat = & . (6)
takZe obdrZime | _
e, (E - 5‘) = 'ZE: Woe S s m¥1,2,3,... | ¢7)
k .

kde W, jéme oznatili maticovy element .
W =<nlWlik) = j xf;'w'tpk at : (8

‘Rovnice (7) p¥edstavujf soustavu homogennich (bez pravéAstrani) linedr-
nich algebraickych rovnic pro koeficienty Cq1CprecesCpyece :
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( 81+W11"E) 01 + w12c2 * ses + W,lkck + . Io L4 = o
W2101 + (52Tw22-3)02 + e + kack + o e ’ = 0
: : S : (9

» . L L
L R L] »
L] *

Kdybychom dokdzali tyto rovnice ptesn& vyfedit, znamenalo by to presné
fesenf rovnice (1) ve tvaru Pady (5).

Nyn{ p¥ikrolime k p¥ibliZnému ¥eSeni. Pro rozlisenf korekc{f Jed-

notlivych $443 Je p¥itom vhodné (nikoliv vsek nutné) zavést redlny
paremetr A{1 a misto (2) psadt

=R, +2W | (10)
V z4v&ru odvozeni pak znovu poloZime A = 4.

Predpokldddme, Ze poruchovy 3len W jen midlo zmdn{ vlastni funkce
(4a) a vlastnf hodnoty (4b) tak, %e piejde

v "k a g v E (k=1,2,3,...) (obr.42).

EW)
e“ Obr.42
Schematické zndzorndnf zadvislosti
o vlastnich hodnot Ek().) hamiltonidnu
& %+ AW ne A . Proi= O méme spek-
& ~__
‘ trum 96 . Pro A=X se piisobenim W
& | R . objevila néhodnd dvojndsobnd dege-
0 bY %~ nerace.

Rozvinme nyni ¢, & E, v Fady podle mocnin \ :
Y

_ (1) 2 o(2) , | (1)
Ek - Ek '." \)\Ek + .A Ek + es e N (llb)

o+ AP e a2yD e - (118)

kde \}li‘j), Eﬁ‘j) (j=1,2,...) budou korek®n{ &leny j-tého rddu.

Nadim dkolem nyn{ je, najit formule pro vypolet té&chto korekcf. Funkce
Y, @ hodnoty E, vyhovuj{ rovnici (1), tj. platf
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3

Pritom vlnové funkce ?k budeme normalizovat tak, aby platilo

el Y = J“f’g Y dt =1 - (13a)
Dosadime-1i za 'Pk rozvoJ (1la), dostaneme
= (1) 2 2
<vk|1¢k> - <vkwk> MRS R e S S N R R
takZe musi platit také

P> = 0 pro se1,2,3,... (13w

Dosadime-1i do (12) rozvoje (11) a uspovsddme levou i pravou stranu
podle mocnin A y ObdrZime

%pe * AL D W) ¢ 23 92 cwel) L -

=€ Y * ‘A(sk‘,’(i) E(i) ‘Pk) . ‘/\2(“3 "’(2) +El(:1)w(1) (2) ‘f'k)*'";ir

, (14)
Aby byle rovnice (14) splndna pro vdechna A » musi se rovnat koeficienty
u jednotlivych moecnin LA ; takZe mus{ platit

’a&o Ve = € P (15a)
AL g, - ey x g,
2 1) _ 2 1 |
o il TURD = e gD exPyP v 5Py, o

Obecn¥ pro f4d j»1 platt

960 l({J) + w‘Pl(:J-i) =8k 4,5(3)...3}21) \Pl(cj'i)-r,..* (1 'Pk (154)

Rovnice (15&) odpovid4 neporuSenému problému (Ws O). ,
Korekce l’lki (1=1,2,3,...) mi%eme opdt rozlo%it podle vlastnich funkef

operdtoru 4 _(tj.podle funkei (4a))
o

l(gi) = Z ('1) ﬁom ' . (153)‘
m ’ .

SEDI)  am
m

L]
»
- 0

kde ‘u l znadi, Ze se vynechdvd Zlen s m=k ( 'Pk JiZ v (11) Jje; po¥{itéme
"p¥inm¥s* ostatnich stavi k \pk).

Dosazenim (16a) do (15b) ziskdme (s vyuXitim (15a))

1) (1) = :
Z ( CEp - &) ¥ = B Py = 'W‘Pk (17823
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Podbbné (lﬁb)'doéazené do (15¢) d4

Korekei 1, #4du k hladiné ak (tj. Eki)) dostaneme vynésobenim
(178) funke{ ¢k a integraci pfes cely defini¥nit obor, uZijeme~11 joxtd

(6) a oznadeni (8), dostaneme

B '<k|'hflk> o SR (1)

Korek&ni %len Eéi) Je tedy roven st¥edni hodnot¥ W ve stavu Pk'

Vynésobime-1i (17a) funked V (m#k) /& provedeme integraci, zfskd-
me koeficienty do rozvoje (16a) '

NGO, <mlwlk>
o € - €y

(19)

Obdobnym poatupem z rovanic (17b) dostaneme pro korekci 2.%4du k energii

2 - <k|w‘|m><m:mx> zmwmn? 1

= €y - = = €y - €n

Véimnéte s8i, Ze korekéni ¥len 2.¥ddu pro zdkladn{ atav Je vZdy zéporny,
neboi pro vdechna m>k je Ex €, <0 .

"~ Formuli pro ciZ) (kterou je moZné také zi{sgkat z rovnic (17)) neuvg
dime, nebotf Pl praktickych vypoétech se zpravidla omezujeme na vypolet
energie v aproximaci 2,.¥4du a vypotet vlastnich funkef{ v pfiblilen{
1.¥4du. To, %e vlnovou funkel urdujeme v aproximaci o Jednotku nizdf
neZ energii, md dobry diyod. Viimndte si, Ze korekce 1.¥4du k energli
Je rovna stfedni hodnots ‘hf potitané s vlnovymi funkcemi lf (t,j 8 *(o))l
z rovnic (17) Je moZné odvodit obecny zévér

B = o wiglsDs . f;p w +<~1 1’_ et ()

takfe k vypodtu korekiniho %lenu. J- ~tého fédu pro energii potfebuque'
zndt vinovou funkei v (J-1) aproximaci. '

Za zaznemendn{ stoji 1 vysledek,. ktery dostaneme z (21), jestliZe obé
strany vyndsobime .A a selteme p¥es j od 1 do o0 :

Be = € + AP W ¢, > @
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Shrnme ziskené vysledky. Vlastni hodnoty hamiltonidnu (2) jsou
v aproximaci 2,¥4du rovny:

' 2
B = € + <kIWlho o+ ) IKKIWIDIT (@
' r#k

Vlastni funkce hamiltonidnu (2) v pfiblfZeni 4.¥4du jsou:

- Wk o
b = %+ ) '_““‘“%_<§k- m> Y ' (24)
m

UZit1 teorie poruch je oprdvnéné jen v tom p¥ipad¥, Ze rady postﬁp;
nych aproximacf (11) konvergujf{. K tomu je ale t¥eba, aby kaZdd oprava '
byla ve srovnédn{ s prede3lou meld. Z uvedenych vztahd (24),(25) (i z tva;
ru dal8ich élenﬁ poruchové Fady) pek vyplyv4, Ze poruchovy polet miZeme i
pouéit, jestliie Je splnéna podminka

I<a | WIk>1<[E, - €,  (25)

pro v8echna m # k. Vyjdd¥eno slovy: maticové prvky operdtoru poruchy
musi byt mnohem men3f neZ vzddlenosti mezi odpovidajicimi energiovymi
hladinami neporulené soustavy.

1.2) Postup pfi vypoltu korekcf k degenerovanym hladindm

Projdete-1i pozorn& vypodty v predchozim odstavei =zJjistite, Ze

' vysledné vzorce (23),(24) jsou pouZitelné, jestliZe energiovd hladina

_gk je nedegenerovand., Degenerace ostatnich hladin (pro mfk) nenf na

zdvadu, pouze by bylo trfeba sume.e pfes m Jedté roz8ifit o soudty pfes
~ degenerované stavy: misto §, bychom m¥li ¢ _.(i=1,2,...,g , kde g  Je ;

stupen degenerace m-té hladiny em), ve vzorcich by vystupovali maticové
pPrvky
I Wle> = f¢;iw ¢, 4T (26)

av {23) i (24) by se doplnily je8t& sumy Z: .

Predpokléde jme viak, Ze hladina Ek , k¥ ni% chceme po&itat korekce]
je f-ndsobn® degenerovand (pro pfehlednost pideme £ misto gk). Znamené
to, Ze existuje f linedrné nezévislych stavl, reprezentovanych orto-
normalnimi funkcemi

Pe1s Piar oo o Yir (27)

" a ve vdech m& soustava energii ek .
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VySe uvedené vzorce pro nedegenerovanou hladinu jsou nepouZitelné piede-

' . v8im proto, Ze p¥i Jejich odvozenf jsme vychédzeli z p¥edpokladu o pire-

chodu funkce ? vlivem poruchy W ve funkeci ¢k y vV nulté aproximaci
platilo Pk ?k' V pf¥i{pad€ degenerované hladiny £k viak miZe byt ¢£°)

né jekou linedrni kombinac{ funkef (27). Dals{ ddvod,prod jsou formule
(23),(24) bvezprostfedn¥ nepouZitelné, je nédsledujici. ProtoZe po%ftdme
vZdy korekei pro uriity stav - Fekn®me ykj - objevily by se ném ve
vzorcich (23),(24) maticové prvky (zohecndni (26))

<kl Wiky> = ch;;iw. Ppy 4T (47) (28)

KaZdy z t&chto prvkﬁ by se kombinoval se Jmenbvatelem 5 E

a jestliZe by ndkteré prvky (28) byly nenulové, odpovidajici séitanci
by divergovaly. Poznatek, Ze hlavni potiZ spoéivé v nenulovych matico-
vych prvefch {kilWlkj> ukazuje také cestu k Fedeni.

Vime, ¥%e ka%d4 linedrni kombinace funkef (27) reprezentuje mo¥ny
stav soustavy s energii €. JostliZe tedy najdeme soubor f ortogondlnich

funkel ¢4 . £

Py = 2_; Py Py RO 11,2508 (297

‘ takovych Ze bude platit

gl Widy g J‘#mw $py v =

pro i#93 1,351,2,...,f , , ,
miZeme soubor $ua, Pyprsees ¢kf uZ{t mfsto souboru (27) a p¥i vypoZtu
koreke! ke stavim s energii €, rle (23),(24) 3ji% nebudou vzniksat
obtiZe. '
JestliZe tedy chceme politat poruchovym poZtem opravy k degenero-
vané hladind Eyr mus{ byt prvnim krokem nalezeni takovych koeficientd
do (29), aby funkce ¢>kj splnovaly podminky (30).

(30)

ij .
Abychom dals{ formule zbytedné nekomplikovali mnocha indexy, nebudeme

piechodn& vypisovat index k (oznaéuje Jen, Ze se v3e provédi pro dege-
nerovanou hladinu €,). : ’

~ UkéZeme, Ze sglnén uvedeného dkolu, tj.nalezeni koeficientd bJ
(5=1,...,f) do (29), tak aby platilo

<¢ilWI ¢j> = 0 pro i#j a i,j=%,...,7,

vy%aduje nalezen{ vlastnich vektord s vlastnich hodnot hermitovské
" matice
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(WD AWl ... (1\.‘1:&“1‘)\
' Wiy eiwi> ... 2w e _
W= . . - . 0

<flw|i) <fl.wlz> . <rl’.wlf)),

| kde {1)W13> Je déno (28). :

. Z linedrnf algebry je znémo ([11,13,23)), %e hermitovské matice dimenze
£xf mé £ redlnych vlastnich hodnot; v nadem p¥i{padé Jje ozna&ime( 1 u
nich by m&l byt index k ) ' |

‘ ) Ei ) Ez '} » - - ’ Ef : - ' | -: ) . (32)_
K nim p¥isludf £ vlastnfch vektord _ >‘
bi , b2 p ¢ & oy bf 3 . ) (33) .
které mohou byt vZdy vybrény tak, Ze jsou ortonormélni a tedy plati
<b ‘b ) E q.j PJ , = gqp - l L (34) .
kde p,q=1,2,...,f (druhy index u b rozliéuje £ sloZek pfisluéného vek- :

toru).
ProtoZe Jde o vlastni hodnoty a vektory matice w (31), plati

- — : - ; : . - .‘ ) : : 4,
LI = B, b, o N | (35a)
nebo ve sloZkéch '

| Z Sl bPi Ep by (FLzenn ()
Vynésobime-li (35b) zleva b¥ j@ seéteme pfes 3-1 2,_..,f dOBtaneme

(ze maticovy prvek dosadime vyjédfeni pomoci integrélu (28) a zaménime :
integraci a sumacl) -

‘ £ N SR
L u* * © i * .='_« - * S
JLO ) 0 (0 ) = 3 s
=L =1 \ 3= -
= b )y = &, 2§ (poale(34))
= ¢, (podle(29) = 4, = 9pq (podle(34))
takZe plati (dopinime-li'opét index k, srov.(BO)) .

WOy = 58, o ee

Ziskany vysledek ukazuje, Ze nalezenim vlaetnich vektorﬁ a vlastnich
‘hodnot matice W (31) ziskdme: .
"a) koeficienty b, k3 do rozvole (29); pro funkci ‘pki to budou slozky
vlastniho vektoru bi H :
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[
b) soubor vlastnich hodnot (energif)

: Ekl , Ek2 )y s s ey Ekf ‘
které vlastnd predstavujf korekce 41.P4du k energii Ey_s OvEfite to tak,
%e(ve shod® s pivodnim zém&rem) pouijete funkce ¢ ryeses Oyp misto
funkei (27) a budete politat korekce ze vzoreid (23) (24); korekce
1.74du k energii €, pek jsou prévé dbkﬂld\¢ki), vyJéd¥ené vztahy (36).

Prdvé& popsanou procedurou jsme tedy nejen odstranili obti%e spoje-~:
né s pouZitim formulf{ (23),(24) na degenerované hladiny, ale soulasnd '
jsme i na¥li korekce 1.¥4du k energii. Proto také Jiélv tomto kroku
dojde zpravidla k Zdstelnému nebo i dplnému sejmut{ degenerace vlivem
poruchového &lenu (obr.43). = i

(a) LBy (b)
ol T B2 c Ex1 ™2
&y Tal ‘o kS B, '
NN \ k3
" B, e-1

N ‘_Ekf"'"Ekf

Obr.43
Vliivem poruchy W se miZe z plvodn& f-ndsobné degenerované hladiny €,
sejmout(a) dpln& nebo (b) ¥4stednd degenerace (schematické zndzorn&ni).

Z pfedchozi¢h kapitol jiZ vime, Ze degenerace (vyJma néhodnou)
je disledkem symetrie studovaného systému. Tato symetrie se projevi
'v tom, Ze hamiltonidn soustavy je invariantn{ vzhledem k operacim symet-
rie soustavy (tj. nem®ni se, jestiiZe provedeme transformaci soufednic
odpovidajici provedeni operace symetrie,kters prevédi ‘soustavu v sebel).
JestliZe systém s hemiltonidnem J{  m&l urZitou symetrii, potom systém
s hamiltonidnem ¥= 9@ + W mdZe mit symetrii stejnou nebo niZ3{; rozho-
dujici je symetrie poruchového Slenu W. Hamiltonidn ¥ je totil )
invariantnf pouze k t&m operac{m symetrie, k nimZ je invariantn{ jak EW
tak W .. ‘ :
_ Ke snimén{f degenerace dochézi proto, Z%e poruchovy &len méd zpravidlq
ni%8{ symetrii ne: ﬂe (nap?. GC v pFipad® elektronu v atomu m4 nejvyééil
tj.sférickou, symetrii a W je néjaké dodete®né pole, které ji% kulovou
symetrii nemd). Rozhodnout na kolik hladin se degenerovené hladina roz-
5t3p1l ( a Jekou symetrii budou mit odpovidajici vlinové funkce ‘bki )
Je mo¥né bez provaddni konkrétnich vypoltd, v podstatd pouze na zdkladd
znalost{ grup = symetrie operatord Qﬁ 'hf { grupa symetrie operétoru Je
‘mnoZina viech operaci symetrie k nimz je operdtor inveriantni);je k tomu
‘ovdem t¥ebs znalost zdkladnich vét z teorie grup. Elementdrn{i dvod do .
" této problematiky Jje v [9] , skuteZné pFfklady uZitf nejdete napf. v[1o]‘.]__
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1.3) Poznémka o témd¥ degenerovanych hladindch

Casto se st4vé, Ze v energiovém spektru studované soustavy jsou
dvé (pfipadn® i vice) hladiny -~ Feknéme Epr Ep - blizko sebe e ostatnf
~ jsou od nich dosti vzddlené. P¥{mé aplikace vzcrc& (23),(24) na tyto
hladiny, i kdy? nejsou degenerované, neni obykle mo%nd; rozdil Ek - E .
+ ktery by se objevil v n&kterych jmenovatelfich vzored (23), (24), Je maly_ﬂ
. a odpovidajici ¥leny by byly proto velké. Jinymi slovy: neni splnéna B
_podmfnka (25) pro ugit{ poruchového poftu. Postup, kterjy se v tomto
~ pfipad® volf, je blizky tomu, ktery jsme prdvé uZili na degenerovanou |
" hladinu.Nebudeme ho zde uvad&t i proto, Ze jsme mu Jiz vlastné vﬁnovali
{odst.V.2 v I.,dilu skripta. .
Prvni krok spolivd v tom, Ze se vyreéi presnd vliv W na blizké B
hiadiny za pfedpokladu, ¥e jsou to jediné hladiny energiového spektra ik
. (zanedbd se interakce s ostatnimi stavy); prdvd toto jsme d&lall ve
egninéném odst.V.2. :
-V druhém kroku pak ji¥ miZeme,opit bez problémd,pou¥{it standardn{
poruchovy potet, nebol v Faddch (23),(24) se Ji% nebudou objevovat
-~ (ze étejnych ddvodd Jakd u degenerované hladiny) velké tleny; misto
vlnovjbh funkef ‘Yk s \f budeme totiZ pracovat s funkcemi (v.56).

1.4) Pr{klady pouZitf poruchového poZtu

1.4.1) Anharmonickj linedrn{ oecildtor

"Potencidln{ energie harmonického oscilétoru je déna vyrazem T

(VII.6): V= kx*/ 2 . V odst.VII.5 jsme vidSli, %e tuto potenciélni .
~energii tasto dostdvéme jeko 1.¢,roximaci, JestliZe funkei V(x) rozvine—'

me v Taylorovu Fadu okolo rovnovéd¥né polohy a ukonfme Jji kvadratickyn
- &lenem (srov.(VII 87)). Jsou=-1i vychylky z rovnovaZné polohy véis{.
(nap#. pfi vyﬁéich teplotéch), zadnou se vyraznéji uplatnovat daléi,
tzv. anharmonické, Sleny Taylorova rozvoje. ' ;
Pfedpoklddejme, Ze jako daldf (poruchovy) %len vezmeme élen ﬁmﬁrn&
x3. Pie jdeme-11 op&t k prom&nnym X, P aza 3ﬁ vezmeme hamiltonién
(VII.10a),tj.

bude poruchovy operdtor S e f

W

kde A&l je bezrozmérny parametr. ‘ — R
“D¥ive, ne% za¥neme mechanicky aplikovat vzorce poruchového podtu, muaimel

~gi ov&fit, zda jsou splnény viechny pFedpoklady, které Jsme pfi Jejich‘”
- odvozen{ udélali.

]

o= o (27 v 4P : _‘3""’?'

AKX : o am
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Na potenciélu X2/2 s poruchou (37b) si miZeme ukdzat, %e pouhy pofada-
vek aby poruche byla mald, nemus{ byt postsfujfct.
Pro = O m4 hamiltonidn (37a) diskrétnt energiové spektrum

en=n+-%» , n= 0,1,2,... (38)
Dé se ukézat, Z%e plati )
MEIX 0> &gy - 641 = e - m] (39)

takZe podmfnka (25) je pro A4 vZdy spln&na a pouZitf poruchového
poltu by zddnliv® nem#lo nie brdnit. Obezfetnosti p¥i jeho aplikaci
Je vBak t¥eba proto, ¥e pro A# O mé hamiltonidn s potencislni energif

Vo= X272 + AX3

spojitou ¥4st energiovéhov spektra. Pro dostsateind velké zdporné hodnoty
prom&nné X Je totiZ potencidlni energie mendi neZ celkovd energie ¥dsti-
ce (obr.44). Vinové funkce a energie ziskané poruchovym poltem pak popi-
suji vlestn® nestaciondrni stavy. (dstice toti% miZe projft potencidlovym
valem a postupovat do -co ., Pro msld A Je véakx <tento proces milo prevdé;
podobny (bariéra je vysokd a pro stavy s malymi kventovymi &{sly n je
znadn& Birokd) a proto budou FeBeni z{skand metodou teorie poruch prak-
ticky shodné se stacionédrnimi stavy; v té&chto p¥ipsdech se zpravidla
mluvi o kvazistaciondrnich stavech.

Obr.44
Potencldlni energile

V = -%- X% + ..XX3 prox= 0.1

Diskrétni energiové spektrum mé
Zdstice vidy, kdyZ V(X)> E pro
S - X—=2:t03, cof v naSen p¥ipad® neni
pro X— -oo spindno. Cérkovend

Je vyznalen neporuSeny potencidl.

Vzorce poruchového poltu Jjsme odvodili v souradnicové reprezentaci.
Je samozie jm& moZné postupovat p¥l odvozovéni naprosto stejné a neodvo-
l4vat se pritom na Z4dnou konkrétni reprezentaci; v3e se prestd provédi
v Diracov& vektorové symbolice. Vysledek ktery tek ziskdme, je, vzhledem
k oznadenf{ které jsme uZili pro maticové elementy, shodny s formulemi
(23),(24). Vyu¥ijeme toho a provedeme Feden{ nadi dlohy v reprezentaci
kreadnich a anihila®nich operdtord s nf{% jsme se seznémili v kap.VII.
Uvidime, Ze je to elegantni algebraickd ceste, kterd dovoluje snednoc
‘nalézt pot¥ebné maticové prvky {(podrobné Fedeni v sourednicové reprezené

taci najdete napf. v I.dflu[5]).
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PR IC S e
Podle (VII.34) Jje operdtor souradnice X. vyjédi‘en takto:
)c = _2_ g* -+ a )

_ ¥2
takZe poruchovy Aélenw’:je v této reprezentacl vyjdd¥en operdtorem 4
-A A A3 ’ ?
"Af - 23/2 (a2 +a ) : (40e) .

S pouiit:(m komutadn{ relace (VII.33) a definice operétom n podle
(VII.32), miZeme (40a) snadno upravit na tvar

W = :;);2 [3*3 +83+ 308+ 3 (ﬁ+1)a} . (401,)_"‘;
2 s

‘Ozna&ime~1li ) m) ket-vektor p¥fslusejici stavu s vlastni hadnotou 2 ’!is
( v souradnicové reprezentaci je jm)= ‘#m' ), potom obecny maticovy prvek
<k|Wlm> Je souttem 4 &lend (maticovych prvkd):

{efwim)y = N 2'3/2 [<x18 3> + (k|83 (m) +
+ 3<x|B8Imy + 3 <k} (A+D)Elm> ] (41)

Pro vypolet jednotlivych &lend je t¥eba si uvédomit, Ze vlastn{ vektory
_@60 Jsou ortonormdlini, tzn, %e plat{

Kxlmy =4, " | (42)

Vezm&me nap¥. prvnf{ z maticovych prvkﬁ v (41), tJ. <k|“’3|m) .
A

Podle definice pisobenf operdtord &%,a8 (VII.48) Je
8*3m)> = &*8%8% n> = VD@D () |n+3>
tekZe (maticovy prvek je skaldrnfm soudinem |Kk)s (a+3|m) ) )

<k£€31_132 Vin+1) (m+2) (m+3) (kfm+3) . )
Vzhledem X platnosti (42) bude tedy nenulovy pouze ten maticovy prvek e
(kla lm) » v.nEm¥ je k=m+3 . V tomto p¥ipadd dostaneme |

(m+31873my = A(mHD) (m+2) (m+3) © (438)
Ste.jnou dvahou zfskéme nenulové maticové Prvky pro zija,jic:( t¥i aé:[tancay_‘
v (41) ‘ ) . »;
(=318 ) = Va@) (a-2) » (43b)"-’;"
(1| ha"|my = (me1)3/2 : " (43¢) -
(nebot a'Imd = Vm+lim+1> , hlm+l) = (m+l) |m+d) ) - " :
(a1 (h+D)&jnYy = n3/? , , (430)

! Nyn{ mi%eme pFistoupit k vypo¥tu korekinich élenﬁ pro vlastn{ hodnotu Ekf‘”
. _ProtoZe v3echny diagondlnf prvky (k)W k) jsou rovny nule, je i korekce.:t-

i 41.¥4du rovna nule. {ty¥i nenulové maticové prvky (43) se uplatni aZ p¥i- - g

i vypo¥tu korekce 2,¥d4du. Ze sumy pfes vBechna m#k zdstanou Jjen 4 &leny |

i 8 nenulovymi msticovymi prvky (43).
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Jednoduchy (ale pozorny) vypoéet d4 pro energii E v_aproximaci 2. if-édu
(pi‘ejdeme od g k E —Tuuek ;viz (VII.23))

+_1_. _2'2_2 1 2 7 2
(erg)bo - 208k 300 - L W

: (44)
Porucha W se tedy projevi sniZenim epergiovych hladin ‘(bez ohledu na

znaménko A ), p¥i¥em? tento pokles poroste s k. Energiové hladiny proto
u? nebudou ekvidistentn& vzddlené, ale s rostoucim k se budou k sob&
pribliZovat; platf totiz

By - Bq = ’ﬁw[i - —-i-—)? 1_:] . (45)

Korigovany stavovy vektor v aproximaci 1.¥4du dostaneme dosazem’m mati-
covyeh prvkid((41)+(43)) do vzorce (24):

Vi

k) - 3A ( ktl )3/2 | k+1) + 3,\(—‘;-)3/2 | k-1)

A [ (k+3) (+2) (k1) T2
T3 [ =2 ; “')J 32,70
- 1/2 :
. ; lk(k-lé(k-Z)] |k-3> | T (46)

1.4.2) Atom vodiku v homogennim elektrickém poli. Starkdv jev

Energiové hladiny elektronu, ktery se nachdz{ pouze v elektrosta-
tickém poli protonu, jsou (IX.44) ,

en = -EI—;Q— (n=1,2,3'oo-) (47)

Pro n»>2 Jsou hlediny nz-nésobné degenérované (neuva®u jeme-1i spin);

M& jme nyni vodikovy atom vloZeny do homogenntho elektrického pole
s intenzitcu € ve sm&ru osy z. Proto¥e elektrické pole nemdn{ stav
spinu, nebudeme explicitné spinovou proménnou ¢ a spinové kvantové
&islo m, uvaZovat. K hamiltonidnu 95 pro izolovany atom vodfku musime
dodat élen, ktery vy,j&di‘uje interakéni energii dipolového momentu atomu
d=-6F s polein £=(0 ,0,€) ¢ ’

’L(j'-—-d& = eX.€ =efz o (48)
I pro velmi silnd pole £ bude energie (48) mnohem men§i neZ energie(47)]
Vezm¥me napf. €= 10% vem™? ; potom ,
_ leEz|x e€a° == e.105ch”1.0,5.10*6cm = 0,05 eV,
cof jJe energie mnohem menif neZ ioniza¥ni energie EI—13,6 eV, Je proto
mozné chépat 'hf,jeko poruchu a uZit poruchovy poéet.
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Energiovd hladina pro n=l (stav 1s)
" Korekce 1.¥ddu je

<1s\W s> = e £ <1slzile)> C(49)

Na zdklad& Jednoduché dvahy miZeme bez potitdni dospdt k z4viru, Ze

maticovy prvek (49) je roven nule: stav 41s Je sféricky symetricky, takie.

elektron miZe byt se stejnou pravdépodobnost{ v bodech -se soutradnic{ -j

z a -z, Maticovy element (49) vdak vyjadfuje té% stfedni hodnotu ~velkého

poftu m¥fenf soufadnice z ve stavu 1s (viz (IV.113)), kterd mus{f bt ‘

2 uvedeného divodu rovna nule. Neobjevi se proto %4dny efekt ﬁmérny €.
Korekce 2,.¥4du Je podle (20)

B2 = o2 g2 E l<1.0,; lzin,31,m>12 | (50)
n,l,m 1- &
n#l '

Nebudeme Jji exphcitné potitat, je vdak jesné, %e bude od nuly rizn4,
nevot mezi stavy |n,1,m) existujf tekové, které maji opatnou paritu
ne¥ stav [4,0,0> , takZfe pi{sluiny maticovy prvek bude nenulovy. ProtoZe:
€4 - €, <0 pron)2, bude korekce (50) zapornd & z&kladnf stav s °

se v poruchovém poli (48) sni3f.

Energiovd hladina pron = 2
Je 4-ndsobn& degenerovand. Pat¥{ k nf stavy

*2,0,0 ’ ‘Pz,g,i ’ ’{/2,1,,4 \}’210 » které oznaéime
28>, l2p> 5 d2p4> 5 l2p,y -~ (51)

Proto¥e jde o degenerovanou hladinu, musime postupovat podle odst.l.2,
tzn. nejprve najit vliastni vektory a vlastn{ hodnoty matice (31).

V naem p¥{pad® je to matice 4x4 & maticovyml prvky poruchy (48) mezi
‘stavy (51). V&tdina tdchto maticovych elementd je rovna nule. Tykd se to
predevdim t¥ch prvkd, v nich# vystupuj{ vlnové funkee pro rdzné vlastnf
hodnoty £, (s riznymi kventovymi ¥fsly m). Je tomu tek proto, ¥ efz |
komutuje s operdtorem é@ (platsf [z, ¥ ] = 0 ); potom totiZ miZeme napi*. :
psat

0= (2pql[e€z, L J12p> =<2p4lef =L, I2pD)-(K2p_q1¥, )e€z|2p,l) 4.
- \-——v-z ‘—"\r——d

=2+h {2p_4le€zl2py> , takZe

<{2p_ylefzl2py> =0 | L (5?)

1 'Vysledek Je konkrétnim pF{padem obecného pravidla: jestlie operdtor W
komutuje s néjekym integrdlem pohybua‘l hemiltoniédnu 9(’, y Jsou maticové
prvky W mezi riznymi vlastnimi stavy operdtoru A rovny nule.
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o— e e+ oo e et oo T

Zévér k nému% Jsme prévé doén, spolu 8 di‘ivé,jéim poznatkem, Ze
vdechny diagondlni prvky jsou rovny nule (viz dvahu za (49)), znamen4,
%e v matici (31) zistanou Jen 2 nenulové maticové prvky:

C2sjlefzl2p,> , <2ple€zl2s >

(53)

ProtoZe jsou hermitovsky sdruZené, sta¥{i vypofitat pouze Jeden‘ z nich:

{28 lefzl2p,) =
0 a 297

0 0 o
el

16m a4

0 o]

<

1ntegrélu pfes r provedeme substituci t =

/a

: -] E JerdeJ\dlp | tl}é*oo(r,eﬂf’) T 0030 \Pz,lo(r,e,‘?) r2 aine =

© ' » , T 2w -
f exp(.-r/ao)('l - -—) t drxf cos’ 0 sinf ab delf
2a; 0 ' 0

oo

o0
Jem(-r/ao) ('1--.-—-'-):'4 dr==_a%J 't(i-—-)t‘ at
0 -

2a
0 . V °A
ProtoZfe plati o0
' . J e* X ax=n (n>0)
Vo
je tento integrdl roven -36az .
D4le Je ar | 1 ) 2#
J c‘oeaesmede =jt2 dat =—3— a Jdl‘? '-'-2'3!‘7‘ :
: 0 R ~q Yo
Celkem tedy
(28 |e€z|2p > = <2p°|e€zlzs ) = -Bef.a (54)
a metice (31) je _
0. -3fa,} 0O O
~3e€a. O 1 O ) : '
W= | _T. © e ) (55)
0 ' 0 O : 0 : . ‘
0 0 o 0

takZe stalf najft vliastnf{ vektory a vlastnf hodnoty vyznaéené submatice'

dimenze 2x2.

Vliastni hodnoty Jjsou koi‘eny charakteristické rovnice

-E -3e€a, . 0
-3el e, -E
“takZe (srov.(32)) o '
: akZe srov' 3¢ E'l - -3eEa° » Ep = +3e€a°

(56)

(57).
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Odpovida jici ortonormdln{ vlastnf vektory b‘l ’ l:»2 (33) miZeme vybrat
takto

1 1 -

? . -1/2 -1/2 ;

b = -

Potom stev, kterému v nulté aproximasci p¥fslud{ vinovéd funkce o !
¢y =22 (1255 +12p5 ) S (59

bude mit v aproximaci 1.f4du posunutu energii o -3988"’ !
a stav s vlinovou funkedf

¢, =2Y2 (2s> - 12p ) (595)
bude m{t energii posunutu o +3ef G . |

Degenerace hladiny €, se tedy sejme jen Zdstelnd, zlstane jeXtd nezm§— ,
nény dvojndsobn® degeneroveny stav (obr.45).

|25°> R q)z
l2p0> . 7 ’,,’ "3883
e, oy g ey g
. |2p_p oy Jefa, ¢
(a) (b) 1
Obr.45 '

V1iv homogenniho elektrického pole na vodikovou hladinu 82. _
(a) bez pole , (b) v poli € . ' b

Roz#t&pen{ hladiny €, se projevi v optickém spektru tak, Ze misto jediné
téry,odpovidejic{ pFechodu z hladiny E, na £4,8e objevi 3 &4ry, které
p¥i{sludf prechodim z tirech hladir v obr.45b.na hladinu E'J. .

Roz#tépeni spektrdlnich Zar vlivem elektrického pole se nazyvd Starkdv
Jev. Za poviimnuti je#t¥ stojf, Ze zatfmco pro nedegenerovany stav 1s
neexistoval Starkiv jev umdrny £ (korekce 1.¥4du byly nulové), pro
degenerované hladiny se objevi.

2. Variadni metoda

: Variadn{ metoda, kterou si nyni popi¥eme, md diroké pouziti,.zejmém{ .
v kvantové teorii atomd a molekul. Neni to metoda poruchové,'takz‘e nevy-
%aduje d&lenf hamiltonidénu na 3& a malou dodate¥nou energii W; zato
viek, Jak uvidime, JjeJji dsp&sné a efektivni vyuZit{ vyiadu,je trochu
fyzikélnf intuice a zkulenosti pFi odhadu vlnové funkce, kterd mi byt
tedenim studovené staciondrni Schr'édingerovy rovnice. Nejlastdji se

-uZivd pro nelezeni p¥ibliZné energie a vlinové funkce zédkladniho stavu

_soustavy, je viek mo¥né j}i snadno roz3f¥it i1 na excitované stavy. '

v

e
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. Méjme 1libovolnou; kvadraticky integrovatelnou funkei (# N zéviélou!

na téchZe soufadnicich jako sledovand soustava. Predpoklédejme pouze, ze},

Je normalizované takZe platf . , _ - ‘ _
<d>l¢>§' Jd)tb dT. . 4 T T (60)
Pozndmka: - ' s

Pro procvident i ‘pfehlednost zépisu, budeme v daléim pouZivat 1 DiracOVuj
symboliku~ v ni by I¢) byl libovolny stavovj vektor z prostoru stavovych |
vektord studované soustavy. Alternativné& budeme pouivat pojmy vlnovd !
funkce a stavovy vektor., Abychom je3td vice zJednoduéili zdpis, nebudeme
explicitng uv4dEt index, ktery by vyJjad¥oval p#ipadnou degeneraci. '
Energiové spektrum soustavy budeme predpoklddat diskretnf.

Rozvinme ¢ podle ortonormélnfho souboru vlastnich funkci(vektord)
hamiltoniénu soustavy * T

¢ = Z c,k ;Pk ~ nebo |¢) Z °k|k> o | (61)

kde (1K) vy:ovuae Schrédingerovs rovnici | | R |
Xy =E ¢,  nevo Xix> = B (e
A s o

Z normalizadn{ ‘podminky (60) a relaci'(63) plyne

<Qi>= Z cheg Celmd = > e 8

k,m

takze s ‘ S » :', el
Zlckl =,‘_1 : S o ' o (64)

i
>

Vypoétéme nyni kvantovémechanickou st¥edni hodnotu & ve stavu (b
(srov.(IV.113)) ‘ '

(OIS = f(b*afcbdt . Z‘ -c;c;,a.m - |
- _ 7 - k,m . 'Emhm T : o
- Z'_czc <k|m> Z’°k'2 B - (65)
k,m _ '&km 3 .

Pravd strana (65) se evidentng zmend{, Jestliie za véechna Ek dosadime ‘
energii zékladnfho stavu E,. Potom pleti -

<DiRId> =Zlckl:b‘g> EoZlcx;I? -5
k : . k



: Rovnost nastane pouze pro prf{pad ¢ '1 ca-c3 ees = 0, co¥ podle (51)
‘znatl, %e = «po
il Souhrnn¥:

- m - (x)

<P 1RIP> >/ Eo 8 <Pl =1 | (68
@ znaménko rovnosti plat{ pouze v pF{pads 4>=.?g (i¢)= o) .
Ziskany vysledek (66) ukazuje, %e dlchs nalézt energii e vlnovou

“" funkei zdkladnfho stavu soustavy Je ekvivalentnf Gloze najit absolutni

minimum funkcionélu :
"E[$] = <¢l‘3£|4>>

s dopliujfef podminkou . | e
Pl1o>= 1 |
PFb11%né urtenf energie E, a odpovidajfc{ vlnové funkee o8

provede tak, Ze se zvoll "zkusmd funkce” » kterd vedle soufadnic sous-
tavy obsahuje urkity podet parametrd - FeknZme )1,.A sy

.

m
Vypotteme-1li s touto funkcf funkcionél (67), bude také v¥sledek zév:lset
na tdchto paremetrech (pres prom$nné se integruje), tj.

E(J\l,...,a j¢<§ Moererdy '# $E; J\i,...,a ) a§ (68)

kde jeme symbolem E oznafili soubor soufadnic systému. ,
Minimum funkciondiu E( Agyeeey dp) pak dostaneme reéenim soustavy

m rovnic které ziskédme napsénim standarﬂnich podminek pro extrém funkc91

aE= 2E _ - dE _
Bryy o, N 0y veu YW (69)

Uvedeny postup se nazyvd pfimé variainf metoda nebo Ritzova megodai‘
Pri volbZ zkusmé funkce se vychdzi z kvalitativn{ analyzy problému, p¥i
ni% vyznemnou roli hraj{ i poznatky o symetrii soustavy. Zda¥ile zvolenéi
zkusmd funkce d4 Casto velmi dobré vjsledky i s jednim nebo ndkolika -
mélo parametry . Nahrazovat nedostatedné fyzikdln{ znalosti, zkuﬁenost
a intuici zavdd&nim velkého poXtu paranetri nenf dobré; Jesné& si to asi
uvédom{ kaXdy, kdo alespon trochu poznal, jakd tskalf a problémy prindsf
konkrétni numerické FeSeni minimallzaénich dloh s mnoha proménnymi na
podftagi.

2.2) P¥fklad: zékladn{ stav atomu He & iontd podobngch He

Hamiltonidn pro 2 elektrony v poli Jddra s ndvbojem +Ze, umisténym
v poldtku sou¥adnic, je (viz(VI.9))

2 2

2 =-i‘i.v2 - 12 ve . Ze2 _ Ze + e ‘
om 1 2m 2 4T ELTY 4T €Ty 4o eol?z';il.

(100




( X) =112 -

V hemiltonidnu (70) mé VE 2 A, Obvykly vyznam
e
dx{ dyy | dz§

2
vy (1=1,2)

Cbr.46

Dva elektrony v poli Jddra s ndbojem
+Ze, Jadro se predpoklddd pevné

v poddtku soubmdnic.

Ty = (%,y;,5) pro i=4,2

Zxusmou funked zvolime ve tvaru

. ) . .

dD(r N =
1. 2 a3

Pro 2™ = 2 je to soudin dvou funkef &Pioo(?i) (1=1,2) pro elektron

v poli jddra s ndboje +Ze (srov. (IX.47)+(IX.58)); Jeatlife by v hamil-
tonidnu (70) nebyl poslednf, elektron-alektronovy, interakénf ¥len, byla
by to plesnd vlinovd funkce zékladnfho stavu. Néhrada Z (pro He je 2=2)
parametrem z*® vychdzt z predstavy, Ze %4dny z elektrond "nepocifuje”
cely néboj jédra +Ze, ale jakysi efecktivni ndboj +2¥e, protoie elektro-
statické pole jddra je vidy Edstelnd odstin¥no druhym z elektrond,
Veli%ina 2% se tak stévé parametrem, ktery urdime z variadnt metody.

St¥edni hodnota <13 |¢) se rozpadd na t¥i Zleny: kinetickou enargii%
elektrond Ek’ potencidlni energii elektrond v poli jddra s ndbojem +Z3,
kterou oznatime E, & kone¥nd interekin{ energii E, megi elektrony.
Celken Jednoduchy vypotet 44 (vin nap¥.[5,vol.II])

* M2.2
B == % ‘4’“‘1”'2)(‘71 +93) G(FTy avgan, = At (720)

4nE e,
2 ‘ *‘2
Ze 22%"e
I = - (% )( ) (1’ r)d AT, B e wllE 5
i ([ (e L) dmmy e, - -
" (72b)

2 - .2
Ey = g j.j Q)(ri,ré) T—-EL—- (p (?i,ré) aT, 471, A- 2. 2o

4 E, To=ry| 8 4xneg 8,
' ' : (72¢)
Colkové enorgie E=B +E +E, Je tedy (srov.(G8))
2 - i
E(Z") & e (22 -222"*—2—2") (73)

dreqn,
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Z podminky pro minimum dE* = 0 dostaneme : i

d2 : :
* _ . 5 ' : ¥

ZO‘ =7 - -i-s—" ’ (74) .
takZe energie zdkladniho stavu soustavy Je \ I
- - 2 5 25 g2 ’

E =Bz =-(2%2 - 2-3z « )
o ° ( 8 256 4]'[5 a, T ) v (75)

Z vyrazu (74) . Jje vidst, ﬁe efektivni ndboj Jadra Je pro kezdy z elektronﬁ
skutelné mens{ nez +Ze.

OdeXteme-1i hodnotu (75) od energie 72 2/8]t€ o (urduje energii Jedinéhd

elektronu v poli jddra s nédbojem +Ze; viz (IX. 58)), dostaneme ionizeZni |
energlii N

: 2 . .
I,ap = e ( 722 - 2 7 + _25_ ) (76)
8nea, 4 - 128

Poznamene jme Jeété Ze energie zékladniho stavu po&fitand v 1. apro-%
ximaci poruchového poétu s tim, Ze za poruchu poveZujeme elektron-elek- i
tronovou interakei (poslednf &len) v (70) d4 (viz nap¥.[2]) energii (73) |
v ni% je 2™ = 2, Ionizadnf{ energie pak je ' ' E

Ipor = 8:?&23 (Z - “2“ ) | | . ’(77),%

Porovnén{ hodnot (76),(77) s experimentélné z j15t3nymi hodnotami Je
pro He a n&kolik 1ontﬁ v tab.7. :

Tabulka 7 ‘
Porovndni vypoftenych ioniza¥nich energif » '
s hodnotami zjiStdnymi experimentdlnd

(energie je uvéddé&na v jednotkéch 32/416030 )

'Ipor Ivar Iexp
He 0,750 | o,848 | 0,903
Li* 2,625 2,723 2,780
Be™* 5,500 5,598 5,656 )
B 9,375 | 9,473 9,532
ct* 14,250 14,348 14,41

Z tebulky Je viddt, Ze jeédnoduchd varia¥ni metoda ddvé uspoko jivou

b
|
!
shodu s experimentem, mnohem lep3f ne¥ poruchovd metoda (co% Je pochopis!

~telné, nebol elektron-elektronovy Zlen neni maly).
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2.3) Linedrn{ kombinace funkec{ jako zkusm& funkce

fasto se zkusmé funkce vol{ ve tvaru linedrnf{ kombinace

4)=_°1f1+°2f2*- -+« tef (78)

PP

kde fﬁl—fZ’ ees » £ Jsou zndmé funkce & koeficienty C4s8 2r2eealp

P
predstavuji parametry, které se majf{ varia®n{ metodou urdit. Tekovito

volba zkusmé funkce je velice ¥astd v teorii chemické vazby v molekuléch.
Molekulovy orbital ¢ Jednoelektronovd vlnovd funkce pro elektron v moley
kule) se hledd jako superpozice vhodnd vybranych atomovych orbitald
fl,...,f ; metoda Je zndma pod zkratkou ICAQ (Linear Combination of
Atomic Orbitals). :

P¥i uZitt 4) ve tvaru (78) se zpravidlae nevyZaduje aeni normalizace
funke{ frseeeyf , ani jejich vz4jemnd ortogonalita (obecnd tedy miZe
byt <fyl fj) ;_é 0 pro vdechna i,j=1,...,p). Z normaliza¥nf podmfnky (50)
pro funkei q) z{skdéme pro koeficienty Cq»+++yC podminku (na rozd{l od
(64), kde oviem P b¥1ly vietni funkce % 1)

i i Sij c;f ey = 4 ,, (79)

P

i=1  i=1
kde "

S 5 =<fi|fj>= in £y 4t (80)
Funkciondl (68) po dosazeni z (78) je '

. p ’ .

- ¥*
E(egyeese) = > i Hy, of o (81)
i=1l =1

kde N % .

Hyg =<t 30 £3> = 5 £33 54 at (82)

Uxolem op&t Je, urfit minimum (81) p¥i soufasném splnZni podminky (79).
Provést se to dé tzv. metodou lagrangeovych multiplikdtord [11,13,14] .
Podle nf{ se podminka (79), vyndsobend zatim neurlenym koeficientem ¢
(Lsgrengeovym multiplikdtorem),pfidte k funkciondlu (81) a hled4 se pek
pinimum tohoto nového funkciondlu,jiZ bez daldich omezujicich podminek.
M2 jme tedy funkcionél .

Pp P .
»
W(ey,eenpey) = ZZ [Hid-esij] °yey (83)
i=1 j=1
Z podmfnek pro extrém _
3“‘:0,,...., 2¥W__ ¢
acl i : a,cp

dostaneme soustavu p homogennich algebraickych rovnic pro c,l,...,cp :
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i‘ ( HiJ - 5813 ) cy = 0 (1=1,2,...,p) - (84)
J= ' :

Aby tato soustavs

mEle netrividlni (tj.Jjiné ne# €Ty e e=0 =O) fedeni,

musi byt determinant soustavy roven nule, tJ. mus{ platit

Hyq -

Hyq -

le -

Rozvedeme-11i deté
v prom¥nné € . K

€811 Hyp - €85 0.0 Hyp - e85y,

. . 5 . o - o

PP PP

rminent, bude (85) algebraickou rovnic{ stupnd b
e kaXdému z p kofend

€1, 52, « o ey Ep potom stanovime Fedenf
cgi), céiz oo c(i) (1 =1,2,...,p) ,

kterd nejsou identicky rovna nule.

UJasnéme si
rovnic (84) c1 a

Prvn{ &len je pod

Jedtd fyzikd&lni Vyznam velidin € . Vyndsobenim
settenim p¥es 1=1,2,...,p obdriime

ii Hy g c’iﬂcj- eigsu °:°J=° . . (86)

le (81) roven E(ci,...,c ), ve druhém Je dvojnd

sunma podle (79) rovna 1, takZe

PF1 uspoi?ddéni €4 g Es K £ ven \( gp Je £4 energie zadklasdnfho stavu E

é & vlnovou funkci

= E(ci,...,cp) .

$o= iV v .l s gV, . Velidiny £,,..u, €,

8 p¥{isludnymi funkcemi SPi-i = Q& )fl + ... * c(i)f odpovidaj{

renérgiim a vlnovy
p¥ibliZeni zpravi

2.4) Molekuldrn{.

B
m funkeim excitovanych stavid,.Pro né v8ak byvd z{akané

dla horsf neZ pro zdkladni stav.

+
iont Hz

2.4,1) Redent

Iont H; Je nejjednodussim systémem e chemickou vazbou. Tvoien je

elektronem vdzanym ke dvéme protonim (obr.47). Vysledny ndboj soustavy

" Je +e @ podle kla

‘vézany stav. Kvantové mechanika nejen objasfiuje jeho existenci, ale dévd,

1 hodnoty pro dis

sické elektrodynamiky nemd takovy systém stebiln{

ocia®n{ energii a rovnovédZnou vzddlenost protoni.




Obr.47

Molekuldrn{ iont H2 » Elektron

v poli dvou nepohyblivych protond

ve vzdAlenosti R, Jeden z protond

umistime do potdtku soufadnic.

V textu znad{ ri-\r \ = 1F],
-!rzl—lrle

S oznafenim prom&nnych podle obr.47 je hamiltonidn iontu H;“
s nepohyblivymi Jéddry ve vzddlenost R (viz ediabatickou aproximaci,
0dst.VIiI.5.1.1) :

2 2 2

2 ,
g.e = - _‘r_’_— V2 - e - e b B . (87)
2m 43E, Ty dxe,ry 4MER

kde v"v2 vystupuj{ derivace podle ¥ (polohovy§ vektor elektronu).

Nachdz{-1i se elektron v blizkosti nZkterého z protond, pohybuje se

v elektrostatickém poli velmi podobném tomu, které je v atomu H. To nés
pFfivad{ na my&lenku, vzit za zkusmou funkei (78) pro zdkladni stav Ha
linedrni kombinaci vodikovych 4s-orbitali:

kde -1/2 '
| Y a00(Ty) = (xa ) cexp(-ry/a ) (1=1,2) (89)

Zde 1 v daldim proménnymi T4 To rozlisujeme vzdédlenost elektronu od
protonu 1,resp.2. Tyto veli¥iny v8ak nejsou nezévislé (viz obr.47).
V nédsledujicich integrélech se provddi integrace ples prom&énnou ¥
(a1 = dxdydz).

V soustavd rovnic (84) pro neznédmé Cy,Cy 88 objevi velidiny

1 % 2 2
H, = (?)’r}f. (F) ac¢ = -—2— + —2— - ¢
11 S‘P’loo \pioo 1 8ne a, 4Me R
S\p TRV, (T o’ < 5.4
8 dneR
BRE8, | 4NEg (90)
Yaoo (T2 & Yq00(Ty) @ € s+ 5.4
E T T T = - =T
o1 = 00' "2 100'*1 8y 8, 4mER
2 , 2
FNE P, o(F) dr = - —F— + —F— — ¢
S 100 *2 q"lOO 2 : Bm-eoao 4]1£0R



-117 - R & 2
PFi psan{ vyrazd (90) jeme vyuzili "toho,r_;!‘a', \]1100(?1) _vyh_&v’ujé' B
Schrédingerové rovnici pro atom vodfku s viestni hodnotou =

2 SRR
‘EI z - —f . R
- Brea,

a gavedli jsme oznafen{ ' L . |

o=~ | —— Wy EN% A (1)
| 2 * B T S A

A== oo(Th) === Yaoo(r,) aT o (92)
i e e b o
j \hoo(rl) ‘hoo‘*" D > )

Tyto 1ntegrély se zpravidla nazjva:)i. coulombovaky (c) re'son’a’néxii '(»'Ar)‘ ;
a prekryvovy (S). , : x

Z vyrazﬁ (90) Je vidét, Ze _ . :
Hig = Hap ™ Hp =8By . 98]
co% Je pf-irozenjm dﬁsledkem _ymetrie H.‘, vzhledemk rovinékolmé ke spoj-
nici protond a prochézej:(ci pilicim bodem R. 2 hlediska hanntoniénu
(87) to znamend, 2e Je invarientni k. zénéné rl, r2 s tak!e musi{ bjt

invariantn{ k této zém¥nd 1 maticové prvk;r (90) Toté! plati i px:o " 
maticové elementy 8y J (80), takﬁe ' :

511 J"‘ioo"l’ ‘|’1oo‘1‘1) dt S‘I’ioo“‘z’ ‘l':wo(i‘" ac = 1 (95)
(nebo{ funkce 4"100 pudle (89) :jsou nomlizované) y '_ o

.7/_:

a pi‘ekryvové integrély Jsou :

Sz J‘hoo(ra) ‘P-:Loo“'z’ aT j‘l’ioo“'z’ ‘l’ioo"a) et 521 - 3(96) ’{
Dosedime~1i nyni z(90)-(96) do rovnice (85), ziekéme kvadratiekoq ‘
. rovnicl pro €, JejiZ koi‘eny Jsou : :

2 2 _'.c‘...‘"

E.S' T - e * s - e | ‘7 3 . (97)
_ swega,  dme R 1+S S :
o> 0% C-a .
+ ’ ' :

® smen, ane®r  1-5s
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korenem €, majl rovnice (84) feSenf ¢4 = c, = N, , takZe stavu
8 touto energii pf{elusi vlnové funkce (88) L

G = s[‘l’ioo“‘i’ + ‘Paoo“‘z’] ' (99)
Kofenu g, piialhai TeSeni °1 = =cy = Ny a tedy vlnqvé funkce

Normalizadn{ konetanty ﬁs,Na z{skéme 2z nbrmaliza&ni podpihky ( W;zq&oou?ﬂ

' . 2
'NB$8|2 J‘ ( 4’1 * \Pz)zdt ) INS':alaf( k?‘l" q’gtz ‘Piq"z) at_ ‘IN8’3|22(1*_' s)=1

. takZe

K zévdru, Ze funkce (80) mas{ bjt symetrickd nebo antisymetrickd

Jak vime (odst.II.4.3 a postuldt 4 v kap.IV), veliliny '°1‘ ,]czl
urduj{ pravdépodobnost, %e elektron bude nalezen ve stavu ¢1oo(r1),

nosti stejné takie mus{ platit [cil = |czi2 » coZ lze splnit s ¢4 =c,

2.4.2).Prekryvovy,,cdulomboveky'a rezonandni integrdl

Cheeme-11 ziskat numerické vysledky, musime spodftat integrdly
S,C,A. Pom#rn¥ snedno to miZeme provést pd_transformaci k eliptickym
goutadnicim §, % , ¢ podle vztahd ‘

§=(rm+r /R, M=l -5 )R , ¢ (102

kde ¢ oznaluje azimutdlnf tdhel p¥i rotaci kolem osy urdené spojnici
protond. Eliptické soufadnice se méni v t¥chto intervalech ,
1§ <0, &M LT, 0&pL2m (103)
. Infinitesimélnf objemovy element v téchto soufadnicich (obdobs vyrazu

(VIII.5) pro sférické soutadnice) je [13]

S | 3, S

at = e R (§ 'q )dgdnd? (104)
Prechodem k témto souradnicim se vjrazy pro s C,A redukuj{ na elementér-

ni integrdly. UkaZme si vjpoéet na prekryvovém integrdlu S:

5\"100(’1’4'100("2"“ = ;r—t'r Jexp[-(rfrz)/a Jat =
._S'L d€ e @f,‘Jd‘rl(gz 2 )Jd? = Ig o ?fdg LJ' ?:-;;
]

=2(1+Q 92/3 Yo , (ios)

i kde §> R/a Je vzddlenost mezi protony méfenéd v Bohrovyeh polonéreeh

s =[2(1#8)] -1/2 | N, =[2(1-5)] -1/2 - (101),

o © §a = Fa L ¥a00(y) = $a00tr) ] gh (100);

jsme ov¥em mohli dojit bez potitdni, pouze na zdkladd sxmetrie 1ontu Hz.!

i

resp. ‘Paoo(r2)° Vzhledem k symetrii systému v3ak Jasou tyto prevdépodob-j
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Podobn& pro C a A dosteneme bez obt{%f vyrazy

c=—4;2;;—§-[1—(1 vp)e2f] f-é-[i-(i +0)e 2?]31 | (106)_;.

A=-—-—-2-—-(1+(->)e =2e P +¢) E; | (om
4mey @ T :

Vyx;azy (10?)-(10‘7) spolu s funkefl 43::?3‘- c :jsou v obr.48.

|

Obr.48 ]
Zdvislost S(pfekryvovy integ-
rdl),C(coulombovsky integrél)

a A(rezonan¥nf integrdl) na
vzddlenosti protont @ m¥fené .
v Bohrovfch polom¥rech(@ =R/a ).
Pro R+00 klesajf S a A k nule |
exponencidlng, zatimco C klesd’
~41/@ . "Stin¥né" interakce
protonu 1 s atomem H v mistd 2
(obr.4g)’ dand vyrazem

g - C kleséd rovnéZ i
R/qa 4:"&0&0? ,l
s . exponencidlné(¥dra - - - -~ ).

1
4

V3imn®me si Je3td blfZe Jjednotlivych integrild. - , ' {

Prekryvovy integrél S - : ‘
Jeho velikost z4vis{ na tom, do Jaké miry se funkce Vystupujici

v integrandu (80) pifekryvaji; vyrazny pr¥ispdvek do hodnoty S prinddejf

pouze ty Z4sti prostoru, v nich%Z Jsou obé funkce od nuly rdzné (pi‘eanéji:i

kde obZ nabyvaj{ nezenedbatelnych hodnot; klesaj{ exponencidlng, tak:!e

nejsou nikdy rovny presn¥ nule).

Coulombovsky integrdl C

vyjadfuje elektrostatickou interakei (a% na znaménko) mezi Jednim
z protonﬁ a elektronem ve stavu \]1100 u druhého protonu(tj.atom H ve
stavu 1s). Integrand v (91) miZeme toti% chépat ,jako interakén{ energii

L N
pe

-néboje v elementdrnim objemu at (ti. =el V400! r,l)l dT ) s nébojem B

—protonu +e ve vzddlenosti Tge Intisrloi pi‘!l véschna ¥ (rlﬂr.rfr-ﬁ) plf
- dostanema colkovou energii protonu 2 8 elektronem v atomu H v mistd 1.
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Ve vzorci (90) pro Hyq (=H22) Je mo¥%né chépat C jako veli&inu
modifikujfcf odpudivou interakénit energii e2/4a:ebR mezi protony: je-1i
elektron ve stavu \yloo(fa), odpovidd mu prostorové rozloZent zdporného
néboje kolem protonu 1, které odstinuje jeho interakei s protonem 2,
ProtoZe ve stavu 'PiOO Je néboj rﬁi}oéen se eférickou symetrif, mus{ se
soustava proton 1 + zdporny ndboj v jeho okolf, projevovat ve vzd4lanos-
tech R >> a, jako dva bodové ndboje +e, -e v témie mist&; to znamend, Ze
musi platit 2

lim [ - c’] =0 (108)
R+o 4 e R _
Pro konend R je stinfcf efekt zéporného ndboje pouze ddstelny, takie
musi platit 2 , ;
' g&e—-c > 0 ' (109)
4we R :

Zévislost vyrezu na levé strand (109) na prom#nné R je v obr. 48.
Je Jasné, Ze samotny &len Hii,resp.H22, nemd¥e objasnit chemickou vazbu,f
nebot funkce Hy4(R) nemé minimum pro kone¥ns R.

Rezonandn{ integrdl A ‘ -

Skute&nost, Ze le (=H21) nen{ rovno nule, vyjad¥uje moZnost
"preskoku” elektronu z okolf jednoho protonu do okolf druhého; jinymi !
slovy: Jsou moZné p¥echody mezi stevy{!bioo(ri),\pioo(ré) . Ti{mto problé}
mem jsme se ostatn® ji¥ zabyvali v kap.V,odst.2 a nebudeme proto vyklad
opakovat. Zde jen zddrazn®me, %e i rezonanini integrél pfédstavuje
elektrostatickou interakci (nejde o 24dny novy typ silového pisobent),
kterd v8ak nemd tak prdhlednou klasickou interpretaci jako v p¥{pads
integrdlu C; je typickym dlsledkem kvantové&mechanického pojeti, repre-
zentoveného zde predevdim principem superpozice. Z obr.48 Je zFejmé,%e
(na rozdil od C) se uplatfuje na malych vzddlenostech R; Je to pochopi- ﬁ
" telné, nebo¥ zdvis{ na stupni plekryt{ vlnovych funkei Tloo(Fi), Wdoo(?é*=

2.4.3) Vazebnf a antivazebnf stavy

Celkovou energii iontu H;,Jako funkci vzddlenosti protond R, zfs-
kdme dosazenim (105)—(107) do (97),(98):

, 2 _ ,
Ega = {-1 + ..é_ [1 _ - (1+g)re™® ’-; ‘1tm° ,?J}EI (110)
4 1t 1+ @ +@/3)e™® |

kde horn{ znaménko plat{ pro E, a spodnt pro E,. Zévislosti (110) jsou
vyneseny v obr.49.

_Pro velkd R, tj. pro Q-mo, E, =Eg = -E; ; to Je pochopitelny a sprévny,l
. vysledek, protoZe p¥i1 zv&t¥ovdn{ R zlstane elektron lokalizovén u Jednq:‘
;_'ho z protond s nimZ vytvor{ atom H. )
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Obr.49

24vislost energie E molekuldr-
niho iontu H; ha vzddlenosti
protond ? = R/ao. Vedle ener-
gif ES,E podle (110) je za-
kreslena je3t& funkce Hy,(9)

‘ —H22(@)). D je disocia¥ndi
energie. Rovnovd¥nd vzddle-
nost protond odpovidd minimu
na k¥ivee E,.

Vinové funkce ¢y, ¢, (viz (99),(100)), pFifsludejfc{ ke stavim
s energif E_,resp. E,, jsou pfikladem molskulovych orbiteld. Z grafu 49 -
Je vidt, Ze ve stavu ¢ m4 zévislost E ¢“Eg(R) minimum v bod# ‘
) Rot: 2 5a = 1,32.,10 8cm. Tato vzdélenost by méla podle naSeho vypodtu.
byt rovnovéﬁnou vzddlenost{ proton& v iontu H2 ;. energie soustavy pro

toto R Je

Egop = -1,13 By = -15,36 eV .

' Disociadni energie, tJ. energie potf¥ebnd k rozdéleni H na proton + H,
vychdzd{ 2 B - - ‘

Experimentdln& zjiZt&né hodnoty jsou

Rooxp = 1,06.10°8 cn Doxp = 2:791 eV..

O pri¥indch rozdfld se Je8té zminime v z4véru odstavce.

Elektron, ktery je ve stavu ¢_ , realizuje vazbu mezi protony
iontu Bz 'is se proto nazyvd vazebnf{ orbital. Naproti tomu ve stavu !
¢, neexistuje na k¥ivce E =E,(R) minimum, v n&m% by se mohla realizovat}
stabilni konfigurace (mé-11 soustava energii v minimu, Jje poti¥eba energii:
dodat aby se vyvedla ze stavu s touto energii). Proto se (ba nazyvé '
antivazebnf orbital,

Pro¢ se mi¥e prostfednictvim elektronu uskutednit vazbe mezi odpu~:
zujfci{mi se kladnymi ndboji (zde protony s ndbojem +e) si miZeme ujesnit |
na zéklad& jednoduché klasické dvshy, schematicky zndzorn¥né na obr.50. |
~Jak Je z obrdzku vid&t, zdporny ndboj rozmfstdny v uréité Zdsti prostoru!
mezi kladnymi ndboji, miZe piispivat k vytvofeni vazby, zatimco ve zby~’
vajici Edsti prostoru mé spi¥e antivazebnf viiv, =
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Schematické zndzorndni skutelnosti, Ze zdporny ndboj miZe pFispivat i
X vazhd mezi kladnymi ndboji (a) nebo Jen modifikovat odpudivou silu(b);g
(a) kladné ndboje se vzdjemn¥ odpuzujf, soutasnd vssk na n& pisobi
piitaZlivd sila od zdporného ndboje, JjejiZ prim&t do sm&ru spojnice
kladnych ndbojd se sklddd se zm{n&nou odpudivou silou. P#i vhodné poloze
zdporného néboje miZe byt vyslednice sil takovd, Ze odpovidd pFitaZlivé
sfle mezi kladnymi ndboji. Nejsiln&J&{ vazebny efekt vykazuje zdporny
ndboj na spojnici kladnych néboji.

(b) zndzornini polohy zéporného ndboje, v ni% jen modifikuje odpudivou
s{lu mezi kladnymi naboji.

V prostoru lze vyznadit plochy (v'obrézku schematicky znédzornény Zérko-
vang), které odd¥luji prostor v ndm# se zdporny ndboj) projevuje vazebns,
od prostoru v ném¥ pisobi antivazebné&.

Rozd&len{ zéporného ndboje v H; , uréované pravd&podobnost{ vysky-
tu elektronu ve stavu ¢s ,resp.(ba, jasné ukazuje, prof stav <bs Je
stavem vazebnim a (ba stavem antivazebnim (obr. 51,52). Ve stavu (bs Je
velkd pravddpodobnost vyskytu elektronu mezi protony, zatimco pro stav
(pa je rovina symetrie kolmé na spojnici protont dokonce plochou, na niZ
Jje nulovd pravd&podobnost vyskytu elektronu.

Je dobré si je3td uvidomit, ¥e ziskand p¥ibliZnd felen{ nejsou
v porédku pro R ~0. Z obr.48 je viddt, %e pro R0 jde Sk 1 a 4,C
Jdou k 2E;. Ode¥teme~1i odpudivou energii protend rovaou 62/43:60 ’
dostaneme pro energii elektronu z (97)

11m (R) S - 3EI .
R~0

Pro R+ 0 v3ak systém Hz pfechdz{ v iont He (pritomnost. jednoho nebo
dvou neutrond v j4d¥e He nic nem#ni na nadf dvaze) v nén%¥ je podle
(IX.58) energie elektronu v zdklaednim stavu -4E; a nikoliv -3E;. Navic,
jek snadno ovd¥ite, ani vlnové funkce 4) nepfechdz{ pro R~ O ve spriv- |
nou vinovou funkci pro elektron v He'. Z tdchto vysledkd Je pochopitelnéi
prot vypoitené hodnoty jsou men¥{ neZ experimentdlnd zjisténé: vypo¥tend
kfivky E(R) le%{ nad redlnymi zévislostmi a ‘maji povlovn&jsi pokles pi¥i
R -» O, JestliZe k nim znovu piidéme Clen € /45re of » bude na redlné
“zévislosti E(R) minimum hlub3f, ostiejsf a p¥i menéi hodnot® R neZ na
vypodtené zAvislosti.
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Zévérem je8t¥ poznamenejme, %e problém H2 Jde vytresit exaxtns,
prejde-11 se ve Schrodingerov& rovnici s hamiltonidnem (87) k parabolic=-i

k¥m soufadnicim. Vysledky, které se z tdchto vypodtd ziakaji Pro R, a D.l
Jeou ve velmi dobré shod& s experimentem.
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Obr.51

Plochy kbs'aiz = const jsou rotadn& symetrické kolem osy urdené spojnici,
protond. V obrdzku jsou Yezy 4 t¥chto ploech (pro const=. 03,.04,.05,.06)wi.
rovinou obsahujic{ spojnici protonl pro : (a) vazebn{ orbital ¢
(b) entivazebni orbital q> . Poloha protonll je vyznalena + ,

$lggqt?

(b)

(d). S

Obr.52

‘?unkcelqps a| v libovolné rovind (zde xOy) obsshujic{ oba protony v H2"
_pro:(a)vazebni orbitel ¢, » (b) entivazebnt orbital ¢, - Vdlevém -
‘hornim rohu Je vyznalena pou%itd sou¥adné soustava (1 dflek = a ). -

Apr—
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XI. PORUCHY ZAVISLE NA (ASE . PRECHODY

1. Formulace dlohy

Ustrednim tématem této kapitoly je vypofet pravd&podobnosti pFecho-
du soustavy z Jjednoho staciondrnfho stavu'do druhého pod vlivem né jaké
vn&j8{, na Zase zdvislé, poruchy. S dlohami tohoto typu se v praxi setkd-~
véme velice‘éaato. Znafnd tdst experimentd je toti% usporddédna tak, Ze
na zkoumanou fyzikdlni soustavu plsobime n&jakymi vndj8¥{mi vlivy (elek-
trickym, magnetickym nebo elektromagnetickym polem apod.) a sledujeme
odezvu soustavy na pisobici vn&js{ podn¥ty. Vyhodnoceni experimentu pak
spo¥ivé ve vytvoreni modelu studovené soustavy, vypoiitdn{ reaskce modelu
na pisobic{ vn&jdi vlivy a porovnéni s nam¥¥enymi hodnotemi; p¥ijatelny
souhlas vypo¥tenych & nam&fenych hodnot pak sv&d¥f ve prosp¥ch p¥ijatého
modelu.

P¥ipomenme si je3t¥, %e v jednoduché podobd jsme jiZ dlohu tohoto
typu FeZili v odst.VI.2.3; vysledkem provedenych vypo¥td tam byla tzv.
Rabiho formule. Problém, ktery budeme Fedit nyni, je mnohem obecn&j&i.
Budeme uvaZovat systémy s libovolnym po¥tem diskretnich stavd (v odst.
VI.2.3 jsme m&1i soustavu pouze se dv&ma stavy), pfipadn® i se spojitym
spektrem. Porucha W(t), pisobicf{ na takovou soustavu, bude libovolnou
funkcf %asu. Na druhé stran® je oviem pochopitelné, %e pii tek obecném
pristupu bude moZiné z{skdvat pouze pribliZné rFeSeni.

MEjme tedy kvantovou soustavu s hamiltonidnem H,, & oznalme jeho
vlastnf hodnoty En & vlastni funkce Pn o takZe plati

%o ¥ = By ¥n ' (1)

Pro jednoduchost budeme ne jprve piedpoklddat, Ze spektrum je diskretnf
a nedegenerované; zobecn&ni neni obtiZné s bude provedeno pozdéji.

Nech¥ v &ase t=0 za¥ne na soustavu pisobit n&jakd porucha W(t).
V¥sledny hamiltonién pak Je

X)) = A, + W : (2a)

Z obdobnych.divodd jeko v pFedchozi kapitole, zavedeme bezrozmé&rny reélnf
parametr A< 41 a budeme psét misto (2a)

= & + AWV " (2v)

Energie reprezentovani operdtorem ‘W(t) je pro t <O rovna nule.
Pfedpokldde Jme ddle, %e v Zase t=0 byla soustava ve stavu y&
8 energi{ Ei' JestliZe za%ala v t=0 plsobit porucha W(t), stav Y5 Jié
nebude obecné vlastnim stavem poruZeného hemiltonidnu K. (t). V deldfm se
zaméfime na vypolet pravdépodobnosti, %e v Zase t> 0O bude soustavae nale-
zena v n& jakém stavu ?f 8 energif Ep. Jinymi slovy: budeme se zabyjvat
prechody mezi staciondrnimi stavy neporudené soustavy, indukovanymi
poeruchou.
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Pouhd formulace dlohy Je snadnd, V ase t> 0 se stav soustavy vyvijL :
ve shodd se Schrodingerovou rovnicf (IV.83)

y(o =[a, + Jwr(t)]wt) . (3
kterd mid s poééteéni podminkou , ' , 1
Y(t=0) = ¢, e S (4).

Jediné Yedeni.

Hledand pravdé&podobnost Pif(t), Ze soustava bude v éase t ve stavu. ¢f
Je (viz (Iv.73))

Pie(t) =<0, | P02 = ljxpﬁ;(t)ac |2 (5)
K vypodtu Py o(t) Je tudiZ t¥eba nalézt Feden{ rovnice (3), které vyhdvu-ﬁ
Je podpince (4). Pfesné Yedeni je obecnd nemo%né, takZe op&t piichdzi
ke slovu p¥ibliZné metody. V dal3im budeme hledat Y (t) ve tvaru uocnin—%
né Fady v A a vypo¥teme explicitnd {(t) i Pir(t) v pFibliZent -1.Fédu
(vzhledem k A ), Z{skané obecné formule budeme pak aplikovat na dva
ddleZité specidlnf p¥fpady: poruchu minfci se v &ase periodicky a poru-'
chu plisobic{ jen po uriitou dobu, av3ak bdhem této doby konstantni.
V nésledujici kapitole si JeBté& podrobn¥ji viimneme d&leﬁitého tématu-
interakce atomu s elektromagnetickym polem,

2. P¥ibliZné Fedeni

Rozvinme hledanou funkci y(t) podle ilastnich funke{ operitoru Q%%
) -Z o (8) ¥, L

CGasovd zdvislost Y (t) je soustfedéna v koeficientech ck(t) pro n&%
plati (srov.(IV.8)) 7

: () = Py 1 Y (t)) S m_
Rovnice pro koeficienty ¢, (t) z{skdme obvyklym postupem. Rozvoj (6) '
dosadime do (3), misto 6% Y, dosadime podle (1) E ¢y » levou i pravou
stranu rovnice vyndsobime funkci ,\p: a zintegrujeme pres cely p:oator i
proménnych ve funkcich (provedeme tim vlastn& projekci obou gtran
rovnice (3) na stav Yni srov. dfl I,str.108). Ozna¥{me-1i

W (8 =@ W] ¢, > J'"fn Wty ¢, ot (8
a fyuﬁijeme Jestd podminku ortonormality vlastnich funkef operdtoru ﬂﬂ i
TR ‘j‘rn\f’kdt =8, . (e
obdriime socustavu rovnic |

1h

ep(t) = Ege (t) + ) | AW, (1) e (b) ' (100
k s :
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Rovnice v soustav& (10) Jsou vz4djemnd "gvszans® pfes maticové prvky wnk'
JestliZe by vSechny prvky wnk byly nulové (porucha W by nepisobila),
rovnice by byly vz4jemnd nezdvislé a Jejich Fe¥enf by bylo

-1E_t/h '
e(t) =b e B (11)

Jestli%e jsou prvky W obecnd nenulové, ale porucha je slab4d,
olekdvéme, Ze FeBend e,(t) rovnic (10) se bude milo 1i8it od (11).
Jinymi slovy: nepfZeme-1i

-E t/h _
c,(t) = b (t) e ’ (12)
potom by b (t) méla byt funkce mdnfef se s gasem jen velmi mdlo.
Dosazenim (12) do (10) obdr¥fme
-iE t/h 4 -iE t/h .

ih e TS ntt) + E b (t) e =.

-iE_t/h -iE, t/h
=E b (t)e n + E AW, b (t) e i
, k

Vyndsobime-1i ob& strany exp(+iEnt/h) a zavedeme

E -E ;
méme
4 _— ituhkt
th —— b, (1) = )\4 . W (8) b (1) (14)

Zatim jsme neprovedli #ddnou aproximaci, takZe soustava rovnic (14) Je
ekvivalentnf Schrodingerové rovnici (3). '

Rozvedeme nynf b _(t) v #adu podle mocnin .\
n .

O O N R N I .oas

Rozvoj dosadfme do rovnic (14) a napiZeme podminky, %Ze koeficienty u JF;
(r=0,1,2,...) na obou stransch rovnice se musi sob& rovnat: :
(8) pro r = 0 dostaneme :

(o), . : |
ih —t bn (t) o , (16)

takZe béo) nezdvis{ na t a pro A= 0 dostdvéme vysledek (11).
(b) pro r # 0 z{skéme

d ico , t ;
th—— vty = 3 7 o THE gy (g p(7D (g (17)
k




coZ Je diferencisln{ rovnice, kterou lze bez problémi integrovat. Vezme-
. me=1i Je¥t8 v dvahu poddtednt podmig?ﬁ (19b)," méme :
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Z{skané rovnice (17) z¥ejm® dovolujf 1tera’éx}i Yelfiont. Koeficienty b,(t)
v aproximaci (r-1)-r4du dosadime Na pravou stranu a FeSenfm ziskanych

diferencislnich rovnic 1.#4du 'ohdrz:[me bn vV aproximaci r-tého fddu, Cely !
proces zadneme s koeficienty b( o) vybranymi tak, aby byla eplndna pol&- |

n
tefn{ podmfnka (4). o / . S 7 |

ReSen! v aproximaci 1.F4du o
P¥edpokléddali Jsme, %e pro t<O Je soustava ve astaciondrnin 'stavu

Py + Z toho sle plyne, %e vSechny koeficienty bn( t), kromé "bi(t), musy
byt pro t<0 rovny nule (bi Je navie konstantn{), takze ' SR

by(t=0) = & | | (s) |

i
Protoze v &ase t=0 to mus{ byt pravda pro viechna \ » DPlatf pro koefi- f
clenty rozvogje (15) - : i

b’go)(t=0) =‘6‘ni . o ' (193);

H

(e),,.
bn (t=0)

Rovnice (16) pak pro vSechna t >0 ddva Fedeni v nultd aproximaci

MO , . |
B = &, - (20) |

§

. i
Dosadfme~1i ho na pravou stranu (17), obdrZffme pPro r =14 '

’ 1wt
th =D = 37 Nty () §.y = e
k o

fw,t
M, 2y

D,y - 1 teop,t” o at !
bn (t) = —Iﬁ—J e . v,’ni(t ) at - (22) :
0

Dosadime-11 (20) a (22) do (12) = potom.je8t& do (6), zfskéme hledanou |

. vlnovou funkei y(t) v Zase t, vypoktenou v pribliZenf 4.¥4du (vzhledem

* k parametru \ ),

Spojent (5) a (7) ddva pravddpodobnost P, p(t) pFechodu ze stavu Y
do stavu \ff rovnu lcr(t)lz. ProtoZe Icr( t) = Ibf(t)| ' j

c

_ 2 f
Pio (t) = Ibe(t) ] (23 -

kde be(t) Je vyjéd¥eno Tozvojem (15) (n=f). Je-11 koncovy stav fe i
0dli3ny od t‘ii' y Je b£.° (t)=0 g ' , - i

Pio(t) = M Ibé-i)(t)l? (24).,

0  pro rp1 R (19b)!:

: 1
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. Dosazenim z (22) dostaneme (pro u\ ’l) 1.ptibli{%en{ pro hledanou

' pravdépodobnost prechodu ze stavu "Pi do stavu t{-’, za 8as t

0

t . ’
-4 1Weyt (At

2

: Budeme nyn{ aplikovat p¥edchoz{ v¥sledky na dva konkré tn{ typy
. poruch: poruchu periodickou v %ase a jejf specidlni p¥{pad- poruchu
! v daném &asovém intervalu konstantni.

' 3.1) Aplikace obecnych formuli

: 3. Dva vyznamné specidlni pi¥ipady: periocfické a konstantni{ porucha

(25)

Predpokléde jme, Ze porucha W(t) md jednu z té&chto dvou ;jednoduchjchi

‘ zdvislosti na Zase:

W(t) = w sin wt
W(t) w coswt

|
(26a) !
(26p) .

@ PAANNAL

[VVVVVVe

Obr.53

\ A AN
VVV

]
E , Znézorndni uvaZovanych poruch.
! t, W(t") m& uvedeny pribsh pro
\/ V \/ ? t°€<0,t >, vn¥ tohoto intervalu
; je W(t )=0. (a) porucha (26a),

() W (v) porucha (26b), (c) specidln{

' Ve vyrazech (26) je w na Zase nezdvield m&Fitelnd velifina a w Je
konstantn{ kruhovd frekvence (obr.53). S podobnymi poruchami se ve fyzice '

0 ' t

¢ p¥i{pad (26b) pro w =0; poruche
konstantnf pro t € <0,t ).

. setk4dvéme Sasto; hned v ndsledujici kapitole se nap¥. budeme podrobn# ji

zabyvat interakc{ atomu s monochromatickou elektromagnetickou vlnous

1
t

Pro poruchu (26a) mé maticovy prvek We, (v (8) se integruje ptes

prostorové(resp. i spinové) soufadnice, nikoliv ples t!) tvar
w _
fi ( eiwt - e-—icot )

Wo,(t) = w sinwt =
i fi 24

' kde Woy je obecnd komplexni, na Zase nezdvislé, &islo,

(27)

Vypottéme nyni vlnovou funkei v pFibliZeni 1.¥4du. Dosazenim (27)

do obecného vzorce (22) ziskéme

(1) =
b, (L) = -

t - ’
w (o +Ww)t i(w -t .
ni j [e ni — e o mi ]at”
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Vypotet integrdlu Je snadny a dé vy¥sledek

1 +w)t (w0t

, w o _
p{P (1) = —2d 1-e - 1-. (28)
2ifl [#¥] + (W : ' I8 ) ) ’
ni 7 ni

Pravd&podobnost pfechodu ze stavu ¢, do stavu 4, za %as t Je podle (24)

Pietiw) = [0fP (02 = | Ce e
| | ‘ 2
. 1(werw)t (e, -w)t
)| 10 1.0
- - ‘ (29a)
4h? Wey + W L Wyt Ww

( U Py, Je explicitnZ vypsin parametr w , aby se zfetelnd zdiraznila
z4vislost na frekvenci poruchy.) : _

JestliZe vybereme poruchu (26b), zm3ni se jen znaménko mezi zlomky z -
na + ,takZe ' ’

. . ’ 2 ,
> + 1 (29v)

Vyznam tohoto ¥edeni je v tom, Ze porucha (26b) prow= O ddvd poruchu
nezdvislou na Zase (obr.53c). Pravd&podobnost pFechodu indukovand
tasové konstantn{ poruchou (W(t)=w pro t>0) se tudi% z{skd z (29b)
dosazenim w= 0 : '

: 2
Y
Po(t) = 2211

2 e 12 o
LWt " - L ¥es |
2

F(t, Wey) " (30
bZL°2 . it ¢
if S

kde (po jednoduché dpravé )

~ -
ain( wﬁtlz) ]
(31)

F(t ) =
R Y

Fyzikdln{ obsah formulf (29),(30) rozebereme nejprve pro dva diskretni
atavy *& ’ ?f a potom pro p¥ipad, kdy koncovy stav ff pat¥{ do kontinue
stavd. ' ‘ . .

3.2) Prechody mezi dvima diskretnimi stavy

Pro pevné t je pravd&podobnost pfechodu Pif(t;u)yrfunkci prom#nné
w. Uvidime, Ze tato funkce md maximum pro 7
W = Wey - (32a)
nebo pro "

Objevuje se ném tedy Jakysi rezonandni Jev, JjestliZe se frekvence poru-
chového pole rovné Bohrovd frekvencl W,y pro stavy ¢y , P -
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Vybereme-11 w> >0, potom relace (32) ddvaji rezonandni podminku pro

ey >0 ,resp. Wpes < 0. V prvnfm pFfpadd (wfi> 0) prechdz{ soustava ze
stavu 8 niZ3{ energif E;, do stavu s vy3¥{ energif Ep (srov.(13)), tekze
Jde o rezonanfni absorpci kvanta fiw (obr.54a). Ve druhém p¥{padd

(wf1< 0) stimuluje porucha p¥echod s vy3&{ hladiny Ei na niZs{ hladinu
Ep; prechod je doprovdzen indukovenou emisf kvanta hew (obr.54v).
V8imn&éme si podrobndji prvnfho pripadu s tim, %e analogické FeZent druhé~
ho pr{ipadu ponechdme za cvieni.

Ep ' Y E, —o 3
Ey ° 21 Ep Pe
(a) {b)
Obr.54

Schematické zndzorn&n{ vz4jemné polohy energiovych hladin E:L,Ef {pro
stavy ¢5, Yp ). (8) Pro E;>E,; dochéz{ absorpci kventa hw k prechodu
‘?i*’ Ye - {v) Pro Ei> E; Je pfechod ‘Pi—’ ‘Pi’ spojen s indukovanou
emis{ kvante hw. V obou p¥fpadech je WS Wy o

Vyraz pro P,p podle (29) je umdrny &tverci modulu dvou komplexnich
s&{tanci:

1 - ei( Wegtwlt [ i(wﬁ-w)t] sin[( West+w)t/2]
A+ - wfi + W = - exp 2 (wfi*’w)/2
(33a)
i( Wes-w)t
- H(wo,~wlt sinf(w, ., ~w)t/2
A_ = e = ~i exp[ fi ] [ £i ]
Wey - W 2 (wps-w)/2

(33b)

Jmenovatel vyrazu A_ jde pro & = ey k nule. Proto pro w blizké k Wey
budeme uvaZovat pouze ¥len A_ & budeme o ndm mluvit Jeko o rezonanZnim
Elenu (&len A,_ pFevezme tuto roli pro w Jaouct k -cufi).

UvaZujme nyni pi¥{pad, kdy

lw-wﬁl« eyl (34)
a zanedbejme "antirezonanini" &len A "'é S vyrazem (33b) dostaneme
|Wes |

kde

sin[(we,-w)t/2] ]2 (36)

Tt = opy) = [ (weg-w)/2
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Zévislost P;p(t;w) na w pro pevné t Je v obr.55; je z nsho ztetelnd
vid¥t rezonandnf charakter pravd&podobnosti pfechodu. Pravdépodobnost
Pif nabyv4 maxims pro w = We; , kdy Je rovna lwfilztz/‘fﬁa 8 pro w
vzdalujicf se od We, Je vyrazn mendi, osciluje a m4 pribé¢h p¥ipomfna-
Jfci difrekini z4vislosti z optiky. ;

Fee
LW, 12827412
Aw=4a/t
/ Obr.55 _
' ! Z4vislost pravddpodobnosti pFe-
.: ; chodu P,, (v 1.aproximaci) na
: ; frekvenci w *"sinusové® poruchy
0 - H ' N (26a) pro dané t. Pro w'zswsi se

o w w objevuje rezonance Umérng t >
' ' Jeji% Bifke je dmSrnd 1/t.

Za pov3imnut{ stojf souvislost mezi 31{fkou Atw hlavniho maxima
Pip & relacemi neurditosti. Sfiku rezonan®niho maxima A¢ mndZeme p¥ib~
11%n& definovat jako vzddlenost dvou nulovych bodd Pif' nejblizasich
LW =‘wﬁ. Uvnit¥ tohoto intervalu nabyvs Pip nejv&ts1 hodnoty; nent
t&82Zké ovErit, Ze nejbliZ¥f sousedni maxima (viz obr.55),v bodech pro n&3
Je (w- Wei)t/2 = 37 /2,jsou rovna l"fi l2t2/9:rzf12 » coZ Je mén¥ nes
5% Pyp v bodd w= We; . VezmEme tedy

4 .
Aw =z X (37
Cim deldf %as pisobent poruchy, tim men3{ je 3{tka Aw . Vjsledek (37)
velice pFfipomind relace neurditosti pro dvojici energie-%as (viz odst.
11.5.5). Predpokléddejme, Ze chceme m&Fit rozd{l energif E,-E, = ﬁwﬁ.

tek, Ze na soustavu nechédme plsobit poruchové pole se "sinusovou” z4vis-

losti (26a) a budeme mdnit w a% zeregistrujeme rezonanci. JestliZe potomr

bude porucha pﬁsobit po’ dobu t, bude neurlitost AE uréen{ rozdilu Ef-Ei
podle (37) #4du , 4 - ' , - :
AE =haw R— o . (38)

Odtud Je zfejmé, Ze sou¥in t AE nemdZe byt mens{ ne: %.

Kone&n& Jje Jedtd treba se zabyvat otdzkou, do jaké miry Jsou prove-
dené aproximace opirévnéné. Nejprve si pfitom vEimneme zapedbéni ¢lenu A,
@ potom fakta, Ze v¥e pod{téme v aproximaci 1.¥4du.

Srovnejme absolutnf hodnoty A, & A_. Pribsh funkce |A_(w)|? je
v obr,55.
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ProtoZe IA,,_(W)I2 = lA_'_(-w)Iz, niZeme IA",(W)I2 ziskat tak, %e nakresli-
me |A_(w)|“ symetricky vzhledem k w = O. JestliZe mexima téchto dvou
k¥ivek jsou v mnohem vEt3{ vzddlenosti ne% Je Aw , potom je evidentni,
%e modul A, je v b0d¥ (X (g, zenedbatelny vzhledem k |A_| . Zanedbén{
" #lenu A, Je tedy oprdvniné, jestliZe :

21w gyl D aw | (39)
co¥ spolu s (37) a4
" t>»> 1~ 1 (40)
1w, | w

Formule (35) pro Py, tedy dobfe platf pouze tehdy, JestliZe doba po niZ
pisob{ "sinusové" porucha Je velkd ve srovnén{ s w ., Fyzlkédlnf vyznam
této podminky je jJasny: b&hem intervalu <0,t> mus{ porucha reslizovat
mnoho oscilaci, aby se to na soustavd projevilo jako "sinusov4® porucha.
Jestli¥e, z druhé strany, bude t malé ve srovnénf{ s w” ~, nebude mit
poruche %as projevit svllj oscila&ni charakter a bude tém&F ekvivalentni
porude m¥nfci se linedrn& s Zasem (v p¥ipad® (26a)) nebo poruse v Zese
konstantnf (v pripadd (26b). o

Pro Zasovd konstantni poruchu nemife byt podminka (40) ovZem nikdy
splnéne, nebot w= O. Neni vSak obt{Zné modifikovat pfedchdzejic{ Gvahu
na tento p¥ipad. Poruchu nezdvislou ne Zase Jsme dostali tak, Ze jaﬁq
v (29b) polo%ili w = O, Viimn&te i, %Ze v tomto p¥{padd A = A_ , coi
znosmend, Ze p¥i splndn{i podminky (40) nen{ “antirezonaninfi" Zlen zened-
batelny. Zdvislost pravd¥podobnosti piechodu Pif na energiové diferenci
hewg; (pro pevné t) Je v obr.56. Msximum této kifivky Je v bodd w,y=0,
coZ jJe ve shod¥® e tim, co jsme zjistili: Je-1i w = O, objevi se "reso-
nance" pii a)fi=0 (mns{ ji{t o degenerovanou hledinu s Ef=E1).

J .
P ) : ;
o Obr.56
W 12 65/ Zévislost P,, na cw,.=(E,.~BE,)/h pro
vislost ey ¢ ke Jie | pr

pevné t a poruchu neszdvislou na tase.
Aw=dn/t ~ Rezonance se objevuje pri wey=0
(zékon zachovéni{ energie) se stejnou
#{fkou Aw Jako v obr.55, ale “in-
tenzitou” 4x vitd{ (Je to disledkem
“konstruktivni® .interference A, a 4_,
které se v tomto pr{padd rovnaji).

Y

0 w

fe

Zvaime nyn{ Je3td meze-poufitélnosti vypo¥td P,, v sproximaci
1,¥4du, Predn§ si uvddomme, Ze nesta¥i poisdovat aby porucha byle mald.
Uvidime to napf. na vyrazu (35), JestliZe hoznapiéene Pro w= Wey

I¥esl 2 s _ -
— t . (41)
4h _
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Pro t — o0 dostdvdme absurdn{ vysledek P ,—>oc0 , zatimco vime, e Pip
mus{ byt vZdy men3{ neZ 1.

Rozumné praktické kriterium pro pouZitelnost 1.aproximace spo¥fvs
v tomto p¥{pad® v poZadavku Pif<é<1, t3.

tK (42)

[Wey |

Zpravidla bude t¥eba Jed3t& poZadovat, aby podminka (42) byla kompatibilni

s poZadavkem (40). Pak mus{ platit
1 4

co znamend, Z%e energiovy rozdil !Ef-Eil = ﬁlaqfil Je mnohem vEt¥{ ne%
maticovy prvek |wril(obdobné podminka vystupovala ve stacionérnim poru-
chovém podtu).

V p¥ipadd, Ze podminka (42) nent splnéna, Je vhodné zvolit jing
postup FedSien{ neZ pracn® poditat korekce vySdich $4al v rozvoji (15).
Vychdz{ se pritom z toho, %Ze p¥i rezonanci cux ey Jsou poruchou W(t)
vézény prakticky Jen stavy ., Ye. Pravd&podobnost prfechodu do ostatnich
stavd Je zanedbatelnd, Pak je ale moZné volit postup blizky tomu, ktery
néds v odst. V.2.3 p¥ivedl k Rabiho formuli. Takto se nap¥. teké fFes{
dloha o elektronové spinové rezonancl.

3.3) Prechod do kontinua stavid

Pat¥{-11 energie E, do spojité ¥4sti spektra hamiltoniénu‘Qﬂb
(xoncové stavy Jjsou "indexovdny" spojitd se m¥nic{ prominnou), nelze
mluvit o pravddpodobnostl nelezeni soustavy v pfesn& definovaném stavu

v tase t. 2 kep.IV,odst.2 vime (viz (IV.77)), %e v tomto pF¥{padd
bude velilina héffltv(t)>|2 predstavovat hustotu pravd®podobnosti.
Hodnotu,kterou chceme srovnivat s experimentem, pak z{skdme integreci
pres odpovidajici skupinu moZnych koncovych stavi (integraini prominnd
by byla f). Objasn®me si to nejprve na piriklad&.

Konkrétn{ p¥{klad : rozptyi Zdstice :

Predpokldde jme, Ze studujeme rozptyl &4stice s hmotnostf{ m na po-
tencidlu W(r) (spin neuvaZujeme). Vlnovou funkci Z4stice Qﬁ(t) v %ase t
miZeme rozvinout podle rovinnych vln (II.35),resp.(D12)

>y R
?ﬁ(r) = (2 k)32 oiPT/h (44)
Ka%dé z té&chto vln odpovidé stav s prfesn& urfenym impulsem P a energif
+2
P
Es & —ame (45)
p 2m

Hustota pravd¥@podobnosti nam&¥feni impulsu P ve stavu §(t) Je

| <zl g > 12 | (46)
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Detektor pou#ity pro sledovént rozptylu (obr.57) md vaak kone&nou wdhlo-
vou aperturu a jeho citlivost na energlii dopadajfcich &4stic také nent
dokénalé; tzn., Z%e bude registrovat Zdsticy vidy kdy% jeji impuls 7 bude
leZet v prostorovém hlu df2r'kblem sméru'vektoru'ﬁf a8 energle &4stice
bude v n&jakém intervalu JEf kolem bodu Ep = 3§/Zm. Ozna¥ime-11{ Dy
oblast P-prostoru kters spliuje tyto podminky, potom pravdspodobnost,

Ze detektor zZaregistruje ¥4stici bude

SB(F,, 1) sfd3i>'l<\fpl\|/(t)>|2 T
D
s

detektor

Obr.57
Cdstice prichézejfct s danym im-
pulsem B, do oblasti plsobent po-

dopada jfc{ tencidlu W(¥) se s ur&itou pravds-
tdstice ' -
podobnoatf rozptjl{q?o prostorové
S ho ¢hlu dS?f kolem P, , v n&m¥ je
——— - - detektor schopen registrovat dopad

——— T samete,

Rozptyl Z4stice miZe byt pruiny (jejf energie se nem¥ni), takife se min{
pouze Jjeji impuls {stav). Takovéto m&Feni Je p¥fkladem prechodu ¥dstice

z daného stavu B; do kontinua stavi 3,. PrestoZe W(?) nez&visf na tase,
1ze dlohu ¥esit poruchovym pottem z4vislym na tase, nebot potencisl W(3)
pisob{ na &4stici pouze v urditém Zasovém intervalu, kdy% prochdzf vyzna-
Zenou oblastf .

Abychom mohli u¥ft v¥sledky z piedchozfho cdstavce, musfime pfejit
k integraci pres energii E. Provedeme to anadno, kdyz si uvddomime, Ze
Je moZné pedt (jae o prechod ke eférickym sou¥sdnicim v B-prostoru; srov,
(VIII.5))

&% = p? ap a@ o (48)
a za p‘dosadime z (45). Potom o
B = p(E) @& 4@ (49)
kde ‘a(E) Je hustota koncovych stavd rovns (z(45)+(48)+(49)) “
-2 2 2m VZmE .
Q(E) =p aE = p > mYy 2mE (50)

Vyraz (47) pak je

$P(pe,t) = 1<, | (D12, o (B) aE a® (51)
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Obecnd formulace.

Sformulujeme nyni z{skané vysledky v obecné forms. Nech? ursit4
Edst apektra HCO Je spojitd e odpovidejfel stavy \p(k) Jsou rozlidovény
spojit® se mEnic{ prom¥nnou k. Ortonormslizain{ podminka pro atavy \p(k)
Je (srov.(IV.79))

el kY= (9 IPE)> = Ek-k’) (52)
Stav soustavy s hamiltonidnem 2¢ = 8, + W Je v Sase t urden normalizo-
vanou vlnovou funked (t). kolem jJe urdit pravaspodobnost §P(k,, t),
Ze soustava bude nalezena v dané mnoZing koncovych stavd Dy kolem hodnoty

ke za pFedpokladu, Ze energie prisluejici t&mto stevim se m&n{ spojité.,
Z postuldtd kvantové mechaniky (viz odst.IV.2) Plyne, %e ’

§P(kp, t) =f <o P> 12 & - (53)
5 |

Stejn& Jjeko v predchozim pi‘iklzdu, pi‘é.jdeme od k k proménné E, doplndné
podle potfeby o dald{ parsmetry - oznalme je souhrnnd f - nutné x dplné-
mu urienf stavu (srov. A% v pFedchdzejfcim pFffkladu). Element dk vyJéa-
fime takto \ : : -
' dk = O(P,E) apaE |, : (54)

&im% teké zavedeme hustotu koncovych stavf ?( f,B) (velice dasto,
stejn& jeko v uvedeném p#{kladu, zdvis{ @ pouze na E). Ozns¥ime-1i jeBtd

Sﬂf a SEf intervely v nich% jsou hodnoty f a E = oblasti D,, méme

SP(kg, t) =J| CPERBIL §(0> 12 o(p,B) aE ap  (59)

pedp
EeJé

- 3.4) Fermiho zlaté pravidlo

V zévErech predchoziho odstavce figuruje presnd vinovd funkce y(t).
Vyjddrime nyni ziskané vysledky opdt v aproximaci 1.#ddu. V¥choz{ stav
soustavy (pfed pisobenfm poruchy) bude odpovidat opdt diskretnimu stavu

¥y hamiltonidnu 2 . Abychom tuto skute¥nost zdGraznili, budeme mfato

8P(kp,t) podt §P( Pirkert).

UvaZujme nejd¥{ve poruchu konstantn{ v daném Zasovém intervalu.
Pro ni jsme,v p¥{pad® p¥echodu mezi dvdma diskretnimi stavy, obdrZeli”
vfsledek (30), ktery zlst4vd v platnosti i pro spojitd se m&nfc{ koncové
stavy. Podle (30) tudfZ plat{ v aproximaci 4.#4du .

| <PBLEN $(0)y )2 =.—£1§-I<~p(p,n)lw L yy> 12 R(t, E;E) (56)

kde E je energie ve stavu \p( (5 ,E), E; Je energie v poXdteinim stavu "P:I;
a funkce F je definovéna vyrazem (31).
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Pro pravdépodobnoa’t SP( \h,kf,t) tak dostdvéme

P( 940keyt) = “’h? 1K p E)I'Ul\h)l @ fIE) F(t, 1) (57)
pedp;
‘ E€6E5.
Jedna z moZnych reprezentaci d -funkce (néuvedend v dod.C) Je
€ sinz(x/e: )

3[ xz '

$(x) = 1in
: € = O+

Porovnéme-1i ji s (31), vidime, Ze prd velkd t ( 1/€ =t, t—>o0 ) se
bude funkce F chovat jako d&-funkce (p¥i Upravé pouZijeme jeBt& (C10))
E-Ei

1im  F(t, =—= t &
t_'“;o ( % =T (

E- Ei

) = 2mht S(E-E) (58)

7 drubé strany, funkce |<{( g ,E)I W iys> 12@( @ +E) se obecnd m¥ni, v z4-
vislosti ne E, mnohem pomaleji. Budeme pfedpoklédat t tak velké, Ze v in-
tervalu 4xh/t se st¥edem v E=E; (obr.56), bude moZné poklédat tuto funk-
ci za konstantni. JestliZe potom nahradime F(t,(E-E; )/h) v (57) & -funked
podle (58), mifeme vysledek integrace pfes E napsat okamzit& (viz (C7)).
Kdy% navic bude S(& velmi malé, nemusime providét 1ntegrac1 pfes p _

( v integrandu nahradime (3 hodnotou 3¢: vytkneme a f de. as Sps ).
Tak nakonec obdriime vysledek

SP( Yy.keyt) = Spf t | <y¢ ﬁf,Ef—Ei)l'uflspi)‘ (,)(rz,f,gf=Ei)

pro energii E, z SE
1 £ (58)

S P( \ai,kf,t) =0 pro E; vn¥ intervalu S Eyp
Skutednost, %e Zasovd konstantni poruches miZe indukovat pouze pFfechody

do stavd se stejnou energif (pFesndji: JeBt& + Zﬂt‘h/t) jeme ji% zezname-
nali (viz nap¥.obr.56).

Pravd&podobnost (58) roste linedrn& s Zasem. Vypoéteme-li ravdégo—
dobnost prechodu za Jedrotku &asu jako

S ¥( ufi,kf,t) > (59)

—d
dat
bude konstentnf. Obdobnd se spo¥te pravdépodobnost pFipada jie{ na jednots
kovy interval proménné pf. -

Hustota pravd&podobnosti p¥echodu za Jednotku gasu a na jednotkovy
interval proménné pf tedy Je (<pB,EI| = \p((&'E} )

27 _ 2 - . :
w(gyke) = = | {PpBe B MW I >1% O (PraBe™By) (60)
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Formule (60) byla odvozena pro Zasovd konstantni poruchu. Jejf pousitg

Je tak Biroké, Ze ji E.Fermi nazval zlastym pravidlem. Pozd&ji se zalela
uvdddt jako Fermiho zlaté pravidlo.

Zdvisi-1i W na Zase periodicky ﬁodle (26), véd%e takovd porucha
mezl sebou stavy Y; a stavy z oblasti kontinua sp((af,Ef), Jojich¥
energle Ep je blfzkd k E; + hw (absorpce; pro emisi E; -hw),

VyJjdeme-1i z (35), dovede nés stejny postup k vysledku

Wi 9y,kp) = "JEIIT J< PerBe=Ey+how! W g > 12 @ (P grBp=Ey+hen) (61)

Pri praktickjch vypo¥tech pravd&podobnosti pfechodu ze stavu :
do stavu (. se zpravidla zalind vypoltem maticového prvku «(\?f WY 1?1) »
Casto se toti% dé ukdzat (v&t3inou bez po¥ftdnf, pouze na zdklads
symetrie soustavy 8 vyuZitim zavérd teorie grup), %e tento maticovy
prvek je roven nule. Potom se ¥{kd, Ze pfechod je zakdzany (ovEem

v aproximeci 1.¥ddu ! ; ve vy%Sfch aproximacich miZe vychézet prava&poe
dobnost p¥echodu nenulovd, vZdy viak bude mens{ nez_hodnoty vychédze jicl
v 1.%ddu, takZe napf¥. pf{sludné ¥4ry ve spektru budou slabd). Takovymto
zpisobem se také ziskdvajf zndm4 vyb¥rovd previdle s nimiZ se setkdme

i v nédsledujfc{ kapitole.
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XIX. INTERAKCE ATOMU S ELEKTROMAGNETICKYM POLEM

[

Rigorozné& vzato, nepat#{ problematika emise a absorpece fotond do
okruhu dloh, pro n&Z jsme zatim kvantovou mechaniku budovali. Elektro-
magnetické pole se F{d{ relativistickymi zékony a navic jsme dosud nep#i~
poust&li kreaci nebo anihilaci &4stic (zde fotond) ve studované soustavsd,
Presto je moZny a sp&sny postup, ktery zvolime v této kapitole: elektro-
magnetické pole se bere do podtu v klasické podob& a Zdstice s nimi%
interaguje kvantov# mechanicky. Tento tzv, poloklasicky pFistup nemiZe
samozfe jm& ddt ve vdech sm&rech uspokojivé vysledky. D4 se ukédzat, Ze
dovoluje ndzorn&, jednodufe a sprévn& popsat vliv vné j8tho pole na Zdsti- -
ce (nap¥. absorpci a indukovanou emisl), neddvd viak sprdvnou pfedstavu
o0 vlivu &4stic na pole (nap¥. spontdnni emise); nicménd i v tomto posled-
nim p¥{padé Je moZné vysledky zfskené na z&kladsd klasického pohledu ko-
rektn& prenést do kvantové teorie. Nebudeme se zde zabjvat vSemi problémy
které tato semiklasickd teorie dovoluje Fe3it, ale omezime se pouze na
n&kolik zdkladnich dloh o interakei atomu s elektromagrietickym polem.

l. Interakénf hamiltonisn

1.1) Rovinnd vlna: pole & potencidly

Pro jednoduchost se omezime na interakci atomu s monochromatickou
rovinnou vlnou; nédsledujfci zobecndnf na libovolné elektromagnetické
pole lze provést bez zvldstnich obtfZ{f.

UvaZujme tedy rovinnou elektromagnetickou vinu s vinovym vektorem
k ve sméru osy Oy, s elektrickou slo¥kou B ve eméru Og a s magnetickou
slofkou B ve smiru Ox (obr.58).

E Obr.58
Prijatd orientace vektord uriujfcfch
rovinnou elextromagnetickou vlnu v

-e,* . kartézské soutadné soustavé.

z
—
eZ
X ex,ey,ez Jsou jJednotkové vektory ve °
B sm&ru odpovidajicich soufadnych os,

X

Pro popis elektromagnetického pole v kvantové meclianice Je vyhodné uZivat
skaldrni potencidl U(F,t) a vektorovy potencidl A(¥,t), mfsto vektord
E,B (viz dod.H). Pro na$f vinu Je vZdy moZné zvolit tekovou kalibreci,
aby byl potencidl U(r,t) roven nule. Vektorovy potenciéI'Z(;,t) Je pak

dédn redlnym vyrazem .
AF 0 =43, -l |y 3 gmiky-wt) (1)
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Vv (1) Je A, komplexn{ ¥{slo, jehoZ argument (fdzovy faktor) je zévialy'
ne volb& poldtku pro odeff{tén{ Zasu.
Vektory E(T,t) , B(¥,t) pek jsou (viz dod.H,(H.21),(H.25))

gl ) b - - - ;
E(r,t? adiad v A(T,t) = 1ed 6, e%(ky wt) + C.Co - | (2)
B(F,0) = rot &(F,t) = 1ka 5, o2 V-9 "y o o, (W

kde c.c. znadi vyraz komplexnd sdrufeny s p¥edchozim &lenem.
Casovy po¥4tek zvolime tak, aby A, bylo Eist® imagindrn{ a polo¥fme’

E B
iwAO = - ikko = T ' (4)

kde E,B jsou dvé redlné veliliny pro ndZ platt
E o w o .
B » ‘ (5

Dosazenim (4) do rovnic (2),(3) zfskdme

E(F,t) = B8 cos(ky- wt) (6)
B(F,t) = B cos(ky- wt) n

odkud Je zfejmé, %e E je amplituda elektrického pole (intenzity elek-
trického pole) a B amplituda magnetického pole (magnetické indukce)
v uvaZované rovinné ving, .

Pro dplnost si jesdtE pfipomenme Poynting&v vektor

G=ec?ExB, | (8)
coX po dosazen{ z (6),(7) a vystfedovdni pfes velky polet period dé

> 1 >
1.2) Interakén{ hamiltoniin pro slabd pole '

.Elektromagnetickd vlna, popsand v p¥edchozim odstavei, interaguje
s elektrony v atomu. P¥edpokldde jme, Ze jddro je pevné v pofdtku soufad-
nic O a soubor elektrond berme v jednoelektronové aproximaci; kaidy =
elektrond se pak pohybuje v n¥jakém efektivnim jedno¥dsticovém selfkon-
zistentnim poli. ' :

Kvantovémechenicky hemiltonidn pro elektron pak Je

%= —2[F+eiF, 012+ v - & 9 EE,0 (10)

Prvnf dva &leny v (10) predstavujf hamiltonidn &4stice s hmotnosti m a
nébojem -e v potencidlovém poli V(H ) (zde je to selfkonzistentni pole)
e v elektromagnetickém poli charakterizoveném vektorovym potencidlem
K(F’,t) (zde je to pole vlny popsané v pfedchozim odstavci); s timto
hamiltonidnem jsme se jiZ setkall v odst.IV.3.l. :
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Posledni &len v (10) reprezentuje energii spojenou s interaskect spinového
magnetického momentu s oscilujfcim magnetickym polem (3) (magneticky
moment M Je dén (V. 10), interak¥ni energie je ¥ .B). V hemiltonidnu
(10) Jsou A(ﬁ t), B(ﬁ. t) operdtory, které se ziska,ji tak, Ze se v kla-
sickych vyrazech (1),(3) nahradf polohovy vektor T=(x,y,z) operdtorem
9Q-<x Y, 7).

Pri rozveden{ dvoj¥lenu ne pravé strand (10) nesmime zepomenout,
Ze operdtor .‘P obecn nekomutuje s funkc{ operdtoru .R (srov (Iv.108);
o funkcich operdtoru viz dod. I) ProtoZe jsme v naem p¥{fpadd zvolili
X rovnob&3né s osou 0Oz (viz(1)), objevi se n4m p#i rozepséni dvo j&lenu
pouze operdtor sloZky .7’ & ten komutuje s operdtorem y-ové sloiky ﬁ
tj.s Y, ktery Jediny vystupuje v (1). Problém nekomutativnosti operdtord
se ném proto neobjevi a méme

€= % + W (11)
kde pz
#y = =5 v VR) (12)

Je hamiltonidn pro elektron v poli jédré a ostatnich elektrond a

-— . -y > - 2
W) = 2 PR, + - F B(R,b) + [ZR, 0] a3

Je interskénf hamiltonién vyjedfujici energii vzdjemného plsoben{ elek-
tronu s rovinnou elektromagnetickou vinou (1).

Prvni dva &leny v (13) zédvis{ linedrné na A,y tPet{ zdvisf ne 4,
kvadraticky. Intenzita bé&Znych sv&telnych zdrojd je tak nizk4, Ze ti‘eti
&len {~A ) Je moZné zenedbat proti Zlendm dmérnjm A,. Potom miZeme
klést

W) = Wylt) + W,(t) | (14)
kde - - '
Wy(t) = == F.B(R,0) | (26)

Odhadnéme pom¥r velikosti maticovych prvkd ’W' w mezi dvEma vézanymi
stavy elektronu. Ve 10'2(1:) Je 3’ rddové h a B podla (3) je rdau kA,
takZe
W,(t) -2 hka : "

2 —x——B o . i:)k (17)

'hfﬂ_(t) —l%-’ pAO
Podle relaci neurditosti je h/p ¥d4dov& rovno atomovym rozmérim (tj.a,)
a velikost vlnového vektoru k=21 /X , kde A Je vinovd délka elektro-
magnetické vliny. V optické oblasti (& tim spiSe v radiové) Je ~A>>a

takZe w (t) a
~ 9. K1 . (18)

Wy A




- 141 - ‘ ( XII)

1.3) Dipolovd aproximace

S vektorovym potencidlem (1) zfskédme w,l< t) ve tvaru

A ¥ - kY .
w»l(t) = ; P, [AoeikYe 1wt | ) g=ikY eiwt]

o (19)
kde f’z Je z=-ové slpika operdtoru P atl Je y-ové sloZka operdtoru i;

Vzhledem k odhadu (18) Jje kY ma /A« 1 , tek¥e mieme exp(t 1k¥) roz-
vinout v Fady @ omezit se jen na nékolik po¥dteZnich Zlenii. Plat{

exp(t 1k¥) =1 £ n¥ - -%- 22 . ... f (20)
Vezmeme-1i z rozvoje pouze prvni &len (t:}. ‘1), ziskdme z (19).a (4)

p¥ibliZny vyraz pro ’hfl(t) S

oE

Wy t) = - P, sinwt | (21)

Operdtor Wy je intersk¥n{ hamiltonidn W v dipolové aproximaci.
V literatu¥e ho &asto najdeme ve tvaru (pfi na3i orientaci pole K)'

-

-> A ’ .

kde d = -eR Je elektricky dipolovy moment elektronu; z tohoto vyjddie-
ni je teké z¥ejmy plvod nézvu aproximace. D& ‘se dokézat, Ze v¥ragy (21),
(22) jsou fyzik4ln¥ ekvivalentni. Dosp&je se k nim jen riznou volbou
kalibrain{ podmfnky (viz dod.H), &im¥ de ale nem¥ni fyzikdln{ obsah
FeSené lohy. Nebudeme se timto dlkazem zebyvat a v daldim budeme znovu
vychézat ze tvaru (21). ' '

V&imn&me si ‘nyni maticovych prvkd W v dipolové aproximaci mezi
vlastnimi stavy y,, Y, hamiltonidnu 36 (12). s ’I.o ve tvaru (21)
Jsou meticové elementy rovny

<=pflwnhpi>.=,— ;w sinwt <\|7fIP I\f:l) | o  (23)

Jiné vyjddreni, obsshujfct Z nisto P 5+ Dajdeme takto. Pro hamiltoml.ﬁn
980 a operidtor soui‘adnice VA plati (ovéi‘ime pfimym vypodtem s tim, Ze
z nekomutuje pouze s P a plati [Z P2] 21’1'@z ; srov., kap.IV,7.poatuldt

a dod.I): K 5 g
[Z, %] =1h 2 | . (24)
D4le platf | |
()2, ae]lh) -<upflzae acz\\pp = ~(Bp-B) L fpl219> =
<‘Ffi P by B (25)

(Vyu?ili jeme toho, %e platf: [Z, % e -[%o,z] , 2 I\?i> = Eil‘f
Pl By =EBplfpl )
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Zavedenme-11 op&t Bohrovu frekvenci

Wy = (Ep -E ) /h |,

dostaneme . A N
<‘ffle[‘fi> = im(l—‘fi <\?f‘zlhpi> (26)
a plati tedy také | '
(73]
el Wp 193> = ~te —E & sinwt <yl iy,> 27

Dvoji vyJjéd¥ent {yelWp ! ¥3> vzorel (23),(27) do zna¥né miry jix
potvrzuje fyzikdln{ ekvivalenci vyrazd (21),(22).

To, %e v (27) vystupuje pouze maticovy prvek operétoru soufadnice
VA Je ddsledkem volby orientace sou¥adné soustavy tek, Ze E | Oz.
V praktickych vypo&tech se ast®ji orientuje soufasdnd soustava tak, aby-
v ni byle dobi‘e vyjdd¥ena symetrie stavd Pir» Yp+ V maticovém prvku (27)
ge pak misto 2 objev{i obecn& n&jekd linedrni kombinace operdtord X Y Z.

1.4) Vybdrov4 pravidla v dipolové aproximaci

Je-11 maticovy prvek {¢pl Wy ly> rﬁzny od nuly, tzn.

(q?f]ZI\pi) #0, ( pri obecné orientaci pole E to znamend, %e je alespon
jeden z prvkd (?fIXlt{’i)' <*FfIYl ¢4 <‘f’flz I s> nenulovy), je nenulo-
vé pravd&podobnost pFechodu ze stavu Yy do stavu ‘Pf ; tyto p¥echody
se pak strun& nazyvajf dipolové pi‘echody.

Je-11 Yol Wyl ¥4>_= 0, Je prechod v dipolové aproximaci zaké&zdn.
Pravd¥podobnost prechodu (urfovansd <qul’uf1\ $47 ) miZe byt oviem nenulo-
vd a¥ v aproximacich vy88ich F4dl. Pravd&podobnosti, které takto vyché4-
ze ji, jasou v3ak malé, takZe i odpovidajlci &4ry ve spektrech jsou slabé.
Ve skute¥nosti zna&nd &4st spektrdlnich Zar emitovanych atomy v optické
8d4sti spektra odpovid4 dipalovym pfechoddm. MiZe se ovdem stdt, Ze
<-pf|'w1n ¢¥4> Je roven nule v pFiblf¥enf libovolného ¥4du, tekZe p¥e-
chod Jje zcela zakdzdn. D4 se ukézat, Ze to nastane nap¥. tehdy, kdy%
ob¥me stavim (., §; prislud{ nulovy moment hybnosti.

Nech¥ n
‘Pi 2 \l’ni,li,mi(?) = Rni,li(r) Yli(e"f’) .
| ) n (28)
\ff = "‘}nf,lf.mf(r) = Rnf.lf(r) Ylf(B.tf)
ProtoZe (viz (VIII.4) a (VIII.34b))
| z = rcosb = -—g—w-rY,l(B) ’

Je maticovy prvek ﬁ mezi stavy ‘f’i' \ff dmErny integrilu
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» m .
Jz“;: (0,¢) 10(0) Yli“’w?) aQ - (30)

V teorii sférickych funkei se dokazuje, Ze in'tegrél (viz hapi‘. [13])
Jz'::(e,np) 212«9,4») rlg(-e,\p) aQ | (31)

Je od nuly rdzny pouze v tdchto p¥{padech:

(1)m1+m2+m3=0,
coZ Jesevidentni, nebol v tomto p¥fpags Je integrdl ptes @ roven
Lzérxp[i(m1+m2+m3) play = | 2| 6\ ,m1+m2+m
(11) z seZek délky 1, 1,, 13 1ze vytvo¥it trojdhelnfk _
(1i1) 14 +1, - 1y Je sudé, coz znamené fe soudin t¥f sférickych
funkef v integrandu (31) je funkce sudd (srov. (VIII.31)).

PFi ddkazu t3chto tvrzeni se s vyhodou u%ije teorie grup. Ziskany vysle-
dek tvoir{i zdklad pro tazv. vektorovy model atomu a teorii Clebschovgch-,
-Gordanovych koeficientd (zminka o nich je v odst. VIII.4 2). Vra{me se
v8sk k nademu problému. :

Na zdéklad® vyslovenych tvrzeni lze *dci, Ze integrﬁl (30) bude od
nuly rdzny pouze kdyZ

l=1,%1 | . ' (32)
me =m, - : ;f (33)

Kdybychom vybrali jinou polarizaci pole E, napf- ve sméru 0x nebo Oy,
dostali bychom Jestd

Dochdzime tak k zdvdru, Ze dipolové pfechody Jjsou povoleny (pravdépo—

dobnost, Ze k takovému p¥echodu dojde Je nenulové) pouze mezi stavy
-plnuggcimi vyb&rové pravidla :

4l =1, -1, =+4 » Am=m, -m, =‘-‘1 5“+1' . (35)

K ziekanému vysledku dodejme jeZt¥ pozndmku. Jeatliée vezmenme v ﬁvahu
spin-orbitdln{ interakei vyJjdd¥enou v hamiltonidnu Zlenem £(3) 2, $
( £(7) je néjaké funkce ¥), rozlidujf se kvantové stavy elektronu kvan-

tovymi c‘.isly 1,s, :),m.‘1 (viz JeBt& odst.VIII.4. 2). Pravdépodobnost pfecho-

du v dipolové aproximaci pak uréuje maticovy prvek operdtoru 32 mezi
stavy typu | 1,s,J, J> « V tomto pf{pad® se dojde k vybErovym pravidlim

A3 =0,t1 ; 4s1=21 omy = 0,¥4 - (36)
V3imn&te si, Ze je zde povolen prechod 43 = 0 (ovSem s vyJimkon
Jg =dpg=0).
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1.5) Cleny vy&8ich ¥4dd v interskinim hamiltonidnu

Interak&ni hamiltonidn (14) miZfeme pfepsat tekto:

W = Wy(6) + Wyt = uy(e) + [Wy(0 - U] + UL(t) (37
Zatim jsme se zabyvall pouze Elenem Wp. Jak jsme vidsli, pomdry
(Wy-up)/ Wy W,/ Wy Jsou ¥adu a /A . .

Pro vypolet W,l( t) -'th( t) nahradfme v (19) prosts e-1kY

tixf _ 4

vyrazem e = £ ikY . Tak dostaneme

Wy(t) - Wp(ore = [aka o™t _ el @t 2% o .. (38)

nebo uZitfm (4)
’hfa_( t) - WD(t) = --l%- lgzg B coswt (39)

A
Napf{Seme-1i f)zY ve tvaru (srov.(VIII.3))

AA_’J_»AAA 1 A A Aa _1 ) 1Ahhh
PoY = —5—(PY-ZP)) + —5~(P,Y+IP ) = &+ P,Y+ZP) (40)
potom
- e a A A AA
Wp(t) - Wip(t) = =2 ¥_B coswt + T Booswt [BY + 2R ]+ e

D 2m
, "
Ve vyrazu pro 'hf2tt) mi¥eme plnym prévem zaminit e 1KY 54 1 ;
z{skdme tak &len ¥4du a /) vzhledem k Wy, t3. tého? Fdau jeko Uy - U
W, (1) =% fchoswt*- (42)

Dosadime-1i nynf (41),(42) do (37), dosteneme

WL = Wh(t) + Wpy(H) + Wg(D) + oae (43)
kd
° Wig(t) = =& (L, + 29, ) B coswt (44)

Je magneticky dipélovy hemiltonidn a
e

t) =
LAR 2me
Je kvedrupolovy hamiltonidn ( v (45) Jeme zam¥nili B za E/c;viz (5)).

A A A A
( YP, + ZPy ) E coswt (45)

Megnetické dipolové prechody

VezmEme nejdfive -wDM-’ ktery reprezentuje interakci celkového
(orbitdlni+spinovy) magnetického momentu s oscilujfcfm magnetickym polem
spojenym 8 dopadajici vlnou. Vyb&rovd pravidla zJjisime ndsledujfci dva-
hou: k pfechoddm bude dochdzet pro (\pfl wDM"‘h) # O. Protofe ani piso-
benim, eni p&sobenﬁn)‘; na |yf;> se nezmdni kvantové ¥{slo 1, musf byt
z¥ejm& 41 = 1, - 1, = O (srov.(VIII.33)).
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Podivdte-1li se na a“fx.vyjédfehé vzorcem (VIII.G) Jo z¥ejmé, Ze - é@
pisobicf na ly,) méni kvantové ¥fslo m, o +1, takZe Amy =+ 1.

Podobna Qx mén{ m, o + 4, takZe 1 4m = '_t']._'(viz 9’,( ve tvaru (V.27)).

Jastli¥e ddle bude magnetické ;Scle' dopadajic{ vlny rovnob&Zné s Oz, dos-

taneme Je3td Am = 0O =a Amg = 0. .Souhrnné dostévéme pro magnetické
dipolové prechody vybdrové pravidla.

41=0 , am, =0, +1 'y Amg =01,:71'  (4.»6) 

JestliZe existuje spin-orbitdln{ interakce a vlastni stavy Z se
rozlidujf kvantovymi &fsly 1,] , vypadd situace takto: protofe éﬂ a ¥y
nekomutuj{ s }2 Wpy miZe spojovat stavy se stejnym 1 & rﬁznjm 3.
Pomoc{ sou&tovjch pravidel pro momenty hybnostli se d4 dokézat, Ze misto
(46) dostaneme

A1 =0 , A3=0,+1 » Amg=0, x4 . (47)

Elektrické kvedrupolové piechody

Pou2i jeme-1i znovu (24) miZeme psdt

AN AA AA A A
ib, « 2B, = ¥, + B2 =--——{Y[z aﬁ] 12, %]z}
= Th ( Y29 - aeofr% )  (48)
Odtud, podobné jako v pi‘ipadé (26), dostaneme

Maticovy prvek operdtoru '116 Je tedy umErny maticovému prvku jJedné
sloZky elektrického kvadrupélového momentu atomu, V (49) ddle vystupuje
velidina

-2 Q) & ) . :
i E = fi — B = g fi E ) : {50)
c w c

kterd je podle (2) Fédov¥ rovna -e( 3E,/dy). Clen 'hf adZeme proto
interpretovat jako interakeci elektr:lckého kvadrupolového momentu atomu
s gradientem elektrického pole rovinné vlny. :

Abychom pro kvedrupolové p¥echody ziskali \vybérové pravidla, stalf
si uvidomit, Ze v souradnicové reprezentaci Je ¥Z 1ineérni superpozici

1(@.4’) a r° 121(9,1'). v ma:ticovém prvku se proto objev{ integrély
J rf’(@,@ vike,p) zli(e,w aQ , . (51
které jJsou, podle tvrzeni uvedenyeh u (31), nenulové pouze pro A1s=0, +2

a Am—+‘1 Pritom pro obecnou polarizaci se posledni relace roz§ﬁ~1 na
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Souhrnng dostdvédme pro elektrické kvedrupélové pfechody vyb¥rovs
pravidla:

41 =0, +2° Am =0, +1, +2 (52)

Z8vErem uvedme k zfskanym vysledkdm Jedt& ndkolik pozndmek.

(a) Ovba cperdtory QUhM ,1ua Jsou sudé & mohou proto svazovat (ddvat
nenulovy maticovy prvek) stavy téze parity, které navic vyhovujf (46) a
(52). ProtoZe operdtor ldb byl lichy, ddval pY¥echody jJen mezi stavy

8 rdznou paritou. Pfechody zpdsobend Uy, e Wi ,1da 8l proto nikdy ne-
konkurujf, coZ zna&nd ulehduje pozorovdni magnetickych dipalovychva
elektrickych kvadrupélovych pfechodl. V&t3ina pfechodd sledovanyeh v mji-
krovinné nebo radiové oblasti, konkrétnd napf. pfechody p¥i magnetické
rezonanci, Jjsou msgnetické dipalové pfechody.

(v) Jak QUbM , tak QUb » G4vajf prechody s 41=0, Am=0,+1. Je v3ak mo3-

né vytvorit tekové experimentdlnt pcdminky, aby se projevily pouze meg-

netické dipolové pfechody. K tomu sta®f, aby atom nebyl v drdze rovinné

viny, ale uvnit¥ dutiny v mfgtd, kde Je B velké a gradient ilzanedbatel-
ny.

{c) P¥i prechodu s AA1=g se z dvojice 1dbM’1dd uplatnf{ pouze 1u5 , takZe
dostdvéme &istd kvadrupolovy p¥echod, P¥{kladem emise z takového p¥echo-
du je zelend ¥4ra atomdrniho kyslfku (J = 557,7nm), pozorovand ve spek-

tru severn{ poldrni zdre.

A
(d) JestliZe bychom z rozvoje o HikY vyuZili dal3{ ¥leny, dostdvali by-
chom elektrické oktupSlové pfechody, magnetické kvadrupﬁlové p¥echody
atd. Ve zbyvajlfci Zdsti této kapitoly se budeme zabyvat jii jen dipolo~
vymi piechody.

2. Nerezonandni{ excitace atomu

Vénujme se nyn{ krdtce problému excitace atomu v zékladn{m stavu

?0 pisobenim elektromagnetické vilny, JeJfZ frekvence nekoinciduje
(ani pridbliZn¥) s ZéQnau bohrovskou frekvenci uJof.ﬂy diisledku takové
excitace z{skdvd atom elektricky dipolovy moment <d>(t), ktery osci-
luje s frekvenc! w & pro slabd pole je tmdrny intenzit® E. K vypoktu
tohoto momentu pouZijeme poruchovy po¥et. Ddle ukdZeme, %e z{skané vys-
ledky Jsou blizké klasickym vypo¥tdm, které vychdzely z predstavy elek-
tronu elasticky védzandho k Jédru. Tento model hraje stéle vyzncmnou roli
pri studiu optickych vlastnostf l4tek. Dovoluje vypoZ{tat polerizaci
indukovenou v létce dopadajfci vlnou; tato polarizace potom vystupuje
v Maxwellovych rovnicich, Jjejich? PeSenim dojdeme k zAvé&ru, Z%e elektro-
magnetickd vlna se v 1ldtce 3i¥{ rychlostf men3{ ne% c. Tak je moZné
nalézt zdvislost indexu lomu na rdznyech charakteristiksch elektrony,
elasticky véazanych k jddru. Zalneme stru¥nym ¥e3enim klasického modelu.
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2,1) Klasicky model

M&jme elektron, ktery Je védzdn k poZdtku souFadnic O (Jédru) silou
dm&rnou vychylce; to je zdvisloat typick4 pro hamonicky oscildtor, ji{m¥
Jesme se zabyvall v kap.VII. Potenciélm‘. .energie elektronu v tomto pi‘ipa-
a8 je (VII.6) : .

1 ' '
V(r) = > mwﬁ e (53)

kde w, Je vlastni frekvence elektronu, -
Pii polarizaci pole £ ve sméru 0Oz (obr.58) se budene sajimat jen o po-
hyb ve sméru osy z; z-ovd sloZka elastickd sily Je

27 =-mw22 o . (54)
oz

Krom& této sily plsobi na elektron Jedt& sf{la ze strany elektrického
pole rovnd -eE (ve sméru osy z). Klasickd pohybové rovaice Je

F=a

2
_.;.:é}l + wi z{(t) = ~ .:E - ¢08 it (55)

Jist& v ni poznéte rovnici pro vynncené kmity hermonického oscildtoru,
Jejiz obecné FeSenf Je :
z(t) = C cos( w,t -X) - ek

m( wﬁ - w2

coswt  (56)

kde C, o jsou konstanty, které se urd{ z podte¥nich podmfnek. Prvni
%len na pravé strané (56) piedstavuje obecné Fedeni homogenni rovnice
(elektron jen pod vlivem sfly (54)); druhy len je partikuldrnim Fede-
nim rovnice .(55). ‘ .

Zati{m jeme vibec nebrali v Gvahu tlumenf. Nebudeme zde opakovat
FeSeni ze zékladnfho kursu fyziky (viz nap#.[4],df1 I), pouze pfipome-
neme, %e p¥i slabém tlumen{ dojde za urlity %as T k #ynizehi vlastnich
kmitd a zlistenou pouze lehce modifikované vynucené kmity {pro frekvence
W dostl vzddlené od rezonance plat{ |w - woi»'c ). V (56) proto pone-
chédme pouze druhy &len, tekZe ‘ :

z(t) = ek coswt - (57)
mw? - w?) ~
JelikoZ dipolovy moment je d=-ez, dqétaneﬁe z (57)
‘ . : 2 .
d=-ez = g E coswt = yE coswt  (58)
m( w -uf) '
Pfitom jsme zavedli "susceptibilitu® .
a2
X, = (59),

m( wf, - )
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2.2) Kvantovémechanické ¥eZeni

Vypotteme nejdfive vinovou funkei J(t) pro elektron v Zase t; vy-
potet provedeme v 4.pfibli%en{ vzhledem E. Za interakin{ hamiltonidn
vezmeme ’W‘ vyjéd¥eny formulf (21). Déle budeme predpoklédat, %e v Zase

t=0
y(0) = ¢ ’ (60)

kde \po Je vlnové funkce zdkladniho stavu elektronu v atomu.

VyuZi jeme obecné vysledky pi‘edchozi kapltoly s tim, Ze zs matlicovy
prvek W , vezmeme (-eE/mw)< \Pan | $4> a za vychoz{ stav 4 budeme
brit ‘Po . Protoe ’th je funkce lichd, je <‘f’o’ ol ¥ Po?> = O ,takZe

b(i)(t) = 0. Potom

-iE t/h . -iE_t/h
\l/(t) =g © Yo * E ,\br(li)(t) e 1 ¥n (61)
n#0

(E, s n=0,1,2,... jsou vlastni hodnoty %, ;nezemdfujte s Ei)

PouZi jeme-1i vysledek (XI.28) a vyndsobime (fyzik41ln¥ nepodstatnym) fak-
torem exp(iE,t/h), méme:

\ll(t) = Yo - Z m——" <'-Pn|P | ‘Po> x

n#0

-lw 1 1w, _t
. o no” _ Jiwt _ e no” _ ~iwt 'P (62)
 Wpe Y W Wno = W °

S touto piibliZnou vlinovou funkef{ miZeme vypol{tat st¥edni hodnotu z-0vé
slo¥ky dipolového momentu <4,> (t) = (tP(t)l -eﬁl \[.{(t)) ‘«

Pri vypo&tu zachovdme pouze &leny UmErné intenzit¥ pole E a zenedbdme ty,
které oscilujf s frekvenci + (v, (Jde o vlaestn{ kmity, které jek jsme
fekli, p¥i slebém tlumeni vym:lz:‘.). Jestliie Je#t& nahradime (\pnIchPo
pomoc{ formule (26) maticovym prvkem <\pnlz }¥o> » obdriime

o _ 2
. <dz'>(t)=‘ ,ﬁ E coswt S 'W“I W°Z' (?3),

no"w

2.3) Sfly oscildtort. Diskuse
Je zvykem definovat bezrozmdrné veliéin,y
e = 2mw g, [<9a12 1912
no ﬁ

£, Jo redlné ¥fslo charskterizujfc{ p¥echod ze stavu ), do stavu Yne

(64)

Nazyv4 se sfla oscildétoru.
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Reprezentuje-1i ), zékladni stav, potom £, >0, nebol w °> O.

Tvar (64) jJo opdt dﬁsledkem specidln{ volby polarizaco podle obr.58.

- S1lu oscildtoru je samozfe)m¥ mo¥né definovat i pro zcela obecnou

polarizaci dopadejfci vlny; odpovidajfc{ vyrazy najdete v literatufe.
Snadno dokédZeme, Ze pro sfly oscilédtoru plati souétové pravidlo

ano‘i P : (65)

Dikaz provedeme takto: vztah (26) dovolu:le psét

L0 = -BT XL ATIS R TN MR

(PoV By 1> < 9nlZl go>

UZitim podminek dplnosti ve tvaru (IV.50),tJ. g .I"Fn><‘fnl =1,
o)

:
A

dostéavéne

ano 'fi <‘Fol£(Z,.‘Pn><‘fn| ) l‘;z‘|‘|"<:.> -

'.é" <‘Po'£’z(;"pn><‘?nl) 2"?0 >‘ =

1 A A A
= (ol - BZ19> = {fely> =14

= ih

Dosadme nynf (64) do (63) a vyndsobme zf{skeny vyraz poltem N atomd
v ndjakém objemu, jeho¥ linedrni rozmdry jsou mnchem men#{ ne% vlinovd
délka )\ elektromegnetické vliny. Celkovy elektricky dipﬁlovy moment
indukovany v tomto objemu miZeme psét

> o .
N{g> (D) = an ¢ E coswt (66
_ - w?)
no

Porovnéme-1i tuto formuli s klasickym vyrazem (58) Je viddt, Ze piedsta-
vuje jakoby p¥{tomnost N klasickjch oscildtorl ( 25 Nf . =N ) s vlest-
niml frekvencemi i podle (66) je prispévek oscilétom 8 frekvenel
W, Wmrny £

Ziskany vysledek dovoluje pochopit, proZ byla tak ﬁspéﬁné klasic-
ké teorie optickych vlastnostf lédtek, kterd stavdla prévd na p!‘edatavé
elasticky védzanych elektrond. Kvantovd mechanike nyni dovoluje urfit
frekvence jednotlivych oscildtord (Je k tomu ti‘eba zndt energlové spek-
trum) a p#{slusné sily oscildtori. :

3. Rezonanini excitace

V pfedchozim odstavei jsme se zabyvall eituacf, kdy frekvence
elektromagnetické vliny ¢ Je dostl vzddlend od vech bohrovskyjch
frekvencl w . Nyni{ si krdtce viimneme opainého p¥ipadu.
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Predpokldde jme, Ze atom, ktery je v poldteinim stavu Yq» Je umistén

do pole elektromagnetické viny JejiZ frekvence w Je blizkd ndkters

Z_bohrovskych frekvenci Wes

K vjpoét_u pravd&podobnosti pi‘echodu' Jsou pi‘-imo pouﬁitélné v¥sledky
predchoz{ kapitoly. Vztahy (XI.61) dajf (v dipolové aproximeci)

2
2 w A
Piolt,w) = 4;2 ( - ) I<PelZ 193212 B2 P(t,0-wy,)
kde W= L2 Sl
sin ﬁz t
Flt,w=w,,) = ‘ - (68)
11 Wey -~ W
2

Rezonan¥nf charakter této zdvislosti Jeme ji% diskutovali v kap.XI;
v rezonanci Je Pip ~E2, tJ.,podle (9), toku elektromagnetické energie.

V praxi ovdem nebyvd dopadejfc{ vina &ist¥ monochromatickd. Nechti
tok energie z intervalu (w, w+dw) je I(w)dw » 28vislost I(w ) na
w Je zndzorn¥na na obr.59. Jednotlivé monochromatické slofky v dopada-
Jicim z4¥eni jsou obecnd nekoherentni (nenf mezi nimi presn& urdeny
fézovy posun).

Twf .
Obr,59
Schematické zndzornini spektréln{-
4 ho rozd&lenf toku elektromsgnetic~
ké energie. A je 3{¥ka tohoto

- » 8pektrdlnfho rozdslent.
w!g W

Celkovd4 pravddpodobnost pi¥echodu I-’j_f 88 pak dé ziskat sedtenfm pravd&po-
dobnost{ pfechodu pro jednotlivé monochromatické sloZky. Znamens to, Ze

v (67) musfme nahradit E° vyrazem 2I(«w)dw/ €,¢ » ktery ziskédme z (9),

a potom integrovat pres w ;

2 o : w 2
'fif(t) = e - |<501,fz l\yi>‘2 J (__wﬁ.) » (w)P(t;w- ‘*’n)"“’
» 2¢e.ch (69)

(o]
Ve srovnédni s funkcemi prom&énné ¢ které Jsou v okolf w= We, "Birdi"
neZ 4;/t, se funkce F(t;w-wﬁ) chovd jako d-funkce & (w -wﬁ).

Pro t tak velk4 aby bylo A>» 47r/t (obr.55 a obr.59) (prifem* oviem
porucha zdstene dostatefnd mald aby bylo mo%né pouift poruchovy podet)
miZeme do (69) dosadit

Fltiw- W 27t flw - wyy) (70)
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Integreaci pak snadno provedeme 8 v¥sledkem

(t) = ~——————I<V lZ | )I I(w :)t ‘ ' i
1f £, ohe £ P35 £1 o ( ?ﬁ 1.)
To miZfeme psdt:

Byt = Cyp I(wpy)t BN

kde Jsme oznalili

o o
Cyp = 1<yl 2 1901 o

1

kde o je konstanta jemné struktury (IX.41).
Pravd&podobnost pfechodu P;.(t) tedy roste linedrn¥ s éasen a pravd¥po-
dobnost p¥echodu zs Jednotku Zasu wip Jo

V celé této kapitole jsme predpoklédali, %e elektromagnetické
vina interagujic{ & atomem mé& p¥esn® ureny smdr S{¥eni{ @ rovn¥¥ presné
definovanou polarizaci. Vyst¥edovdnim koeficientid Cif pfes vBechny moZné
smdry #f{¥eni vliny a pifes vZechny mo%né polarizace bychom mohli zfskat
koeficienty B,. , které urfuj{ pravd&podobnost pfechodu za Jednotku Zasu
v izotropnim elektromagnetickém poli. Koeficlenty B1f ( a téz Bfi) byly
zavedeny Einsteinem k popisu absorpce ( a indukované emise). VySe uvede-
ny vypofet naznaluje, Jjak lze tyto Einsteinovy koeficlenty. vypoéitet
pomoci kventové mechaniky.

Existuje jedt® tret{ Einsteindv koeficient Afi popisujici spon-
ténni{ emisi fotonu; dojde k ni{ p¥i pFechodu atomu z excitovaného stavu
f; do niZsdfho astavu ?f V teorii kterou jsme se zabfvali v této kapito-
le se spontdnnf{ emise vibec neobjevi. Neexistuje-li dopadajief{ vlna, Jje -
interakini hemiltonldn roven nule (¥ = ¥,) a viastn{ stavy I, Jsou
staciondrnf. Divod pro¢ né3 pFi{stup neobjasnuje spontdnni emisi spodivéd
v dF{ve zmin¥né asymetrii: klasicky chdpané elektromagnetické pole a -
kvantovémechanicky pojimeny atom, ktery s nim interaguje. JestliZe kvan-
tujeme oba systémy zjistime, Ze i p¥i absenci dopedajfci vlny stéle
existuje vazba mezi atomem a elektromagnetickym polen. Naznadme zév&rem )
alespon v hlavnich rysech, prod tomu tak je.

Energie elektromagnetického pole se dé ve vhoﬁnjch soufadnicich

jako souSet energif nezévislych harmonickjch osoilétord. Jekmile méme me . -

tento krok proveden, miZeme ddle postupovat tak, jek bylo popséno v odst.
VII.3; 1 k pojmu foton dojdeme v podstat¥ zplisobem, ktery byl uveden

v 0dst.VII.3.2. Pro nds je v3ak v tuto chvili podstatné, Ze energle
elektromagnetického pole neni n:lkdy rovna nule. V ukladnin stavu .10

B, ® Zg’hw*/z .
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St¥edn{ hodnoty intenzity elektrického Pole a magnetické indukce Jsou
v tomto stavu rovny nule, ale  stifednt hodnoty kvadrdtd tichto veligin
Jsou nenulové. To znamens, Ze elektromagnetické pole ve vakuu kmitd;

o t&chto kmitech se obvykle mluvi. jako o "nulbodovych” oscilacich elek-
tromegnetického pole. : :

Nyn{ uZ mifeme odpov&d¥t nas &astou otdzku: prot atomy nezistéva j1
libovolné dlouho v excitoveném stavu? Vidy¥ prece excitované stavy (viz
nap¥. reden{ pro atom H) Jsou atacionérnimi stavy. Divod je v tom, %e
atom neni nikdy izolovany, tak jak jeme to Predpoklédali tieba pFi Fede-
n{ atomu vodiku nebo ¥vshéch o energiovém spektru vicelektronovyeh atomd.
Ve vakuu je vZdy elektromagnetické pole 8 ninZ atom interaguje a vysled-
kem této interakce je kone¥nd doba Zivota excitovanych stavd a sponténn{
emise fotond. Tato problematike vdak ji% leZf mimo oblast pouZitelnosti
nefelativistické kvantové mechaniky Zdstic, které jsme vénovali toto
skriptum.'ﬁplné @ korektn{ Fe¥en{ Wloh tohoto typu je predm&tem relati-

vistické kvantové mechaniky a kvantové elektrodynemiky,
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l DODATKYI
F) Fundamentdlni konstanty
Konstanta Symbol - Hodnota
‘ (defini¥n{ v soustavd SI
vztah) .
Rychlost svétla ¢ 2,997925.10° m &7}
Planckova konstanta h 6,626176.10"3% J &
h = h/2n 1,054589.10734 g ¢
Elementdrn{ néboj e 1,602189, 10719 ¢
Hmotnost elektronu n, 9,10953 10731 xg
Hmotnost protonu m, 1,67265 .10°27 kg
Hmotnost neutronu m, 1,67495 .10727 kg
Permeabilita vakua Ao 4Jt.10'7 Hm?
Permitivita vekus €o = ne? 8,854188.10 13¢5~ 151
Konstanta Jjemné e2
struktury o = 0,00729735
47 € he
oc -1 137,03604
Comptonova vlnovi - -13
délka elektronu % = h/mge 3,86159.10 ™ m
Bohriv polomsr a, = X /o 0,529177.1070
Ionizaéni ener§ie pro o(zm.ec2 '
atom H (mpaoo Eqeo = > 13,60580 eV (= 1 rydberg)
Rydbergova konstanta Ry = EIoo/hc 1,097373.105 ent
Bohriiv magneton Mg = -—;%—— 9,27408.10‘24 gl
e
X 1,38066.10723 g g~}

Boltzmannova konstanta

i eV odpovidé

" vyjdd¥eno ze vztahu

1,602189,10717 g
Y= 2,41797 .10M gz
A= 1239,852 nm
):L 8065,48 em™t
T = 11604,5 K

E=hy
A=c/y
E=«xT




{ D) . - 154 -

G) Tebulky Clebschovych-Gordanovych koeficientd pro skléddédni
orbitdlnfho momentu hybnosti a spinu elektronu
(V tabulkdch je vlastnd druhy sloupec zbyteZny, nebot my=my+mg
uveden je Jjen pro \dplnost.)

i)1=0, 8 =1/2

Jym
J mj ml ms c0,0,1/2,n18
A7 T 1/2 5 172 1
12 | 4/ 0 /2 1
11) 1 =1, s = 1/2
Jym
oM 2| B C1,n2,1/2,m,
3/2 3/2 1 1/2 1
ve | ae A/2 (1/3)1/2
{ 1/2 (2/3)1/2
vo | s { 0 /2 2/ 12
-1 1/2 (1/3)1/2
32 | =32 | 4 | s 1
s | e { 1 /2 (2/3)172
1/2 -(1/3)1/2
P 0 A/2 (13172
2 -
{ A 1/2 ~(2/31/2
iii) obecné 1 , 8 = 1/2
) 3o,
J 23 | Bs | cl,(md-ms),i/z,m8
y mge1/2 | <172 | (1emgd/2)12 (2141) 22
1+1/2 )
| { m-1/2 1/2 (1+mj+1/2)1/ 2 (2141)7172
\ mge1/2 | 72 | (17212 (2101)7172
1-1/2
/ e { m-1/2 1/2 -(1-m3+‘1/2)1/ 2 (21+1)-1/2

Pozndmka:
Nenulové jsou pouze vyznafené koeficienty s odmocninou z kladné
hodnoty.
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H) N&které zékladn{ vztshy z teorie elektromagnetického pole

Maxwellovy rovnice Jsou matematickym vyjdd¥enim zdkonld. elektiiny
a magnetismu, jejichZ pozndni bylo vysledkem usilovné préce ¥ady velkych
v&ded 1.poloviny minulého stoletf. Maxwellidv vlastnf p¥fspdvek spotival
v p¥idén{ &lenu do jedné z rovnic, ktery nemohl byt tehdy dostupnymi
pristroji experimentdln& pozorovén, ale bez nZhoZ by rovnice neddvaly
Jako FeSen{ elektromegnetické vlnZni. :

Ve vakuu bez ndbojld e elektrickych tokd maJjf Maxwellovy rovnice

tvar
ﬁ
div E =90 (H.1)
div B = 0 ’ (H.2)
3B
tE=-2— \
ro 3t (H.3)
- i .
rot B = /‘o o ﬁ%;— (H.4)

kde EE: Je intenzita elektrického pole,
B Jje magnetickd indukce,
Eo Je permitivite vakua a
Mo Je permeeabilita vakua.

8{selnad hodnota Mo 8¢ Vv soustavé SI definuje

Mo = 4. 2077 H o | (H.5)
(H Je oznaeni pro jednotku induk&nosti nazvanou henry.)
Ciselnd hodnota E, se pak musi stanovit experimentdln¥ :
| £, = 8,854.1072 Fnt (H.6)
Soudin M € mé4 rozm&r (rychlost)'i a jeho hodnota Je
Moo = 1/cP (H.7)
lkde i ¢ =2,998.10° n ¢l (H.8)

Je rychlost sv&tla ve vakuu.
Maxwellovym pF{spdvkem je doddnf Zlenu na pravé strané (H.4).

Je-1i v prostoru n&jakd ldtka a pripadn& existujf i néboje a toky,
maji Maxwellovy rovnice tvar‘

div o = ?f (Hog)
divB = 0 (H.10)
rot B = - 22 : (H.11)
ot
rot g =2 .3 (H.12)
ot t4
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V rovnicich (H.9)-(H.12) Je
@p hustota volného elektrického ndboje,
3} hustota toku volnych néboji,

D vektor elektrické indukce a-~

H intenzita magnetického pole.
Fyzikéln{ obsah rovnice (H.9) si miZeme ilustrovat na dielektriku tvoie-
ném polarizovatelnymi molekulami, KaZd4 z molekul zieké néjaky stiedni
dipolovy moment d, dmérny lokdlnf{mu elektrickému poli E °°. Je=11
v jednotkovém objemu N takovych molekul, Jje mekroskopickd polarizace P
déna vztahem

= NG = Nocg JETO°

kde o je molekuldrni polarizibilita.

Lok4alni elektrické pole pisobici na molekulu je soudtem vndjd¥fho elek-
trického pole E a pole produkovaného okolnimi polarizovanymi molekulami;
pro izotropn{ prostifedi je posledn¥ jmenované pole um&rné E (pokud neni
vng j8{ pole pr{lii silné), takZe lze psét

= X & E (H.14)

Tato rovnice dafinuje elektrickou susceptibilitu dielektrika % .
Blektrickd indukce D se potom definuje vztahem

(H.13)

D= gE+P=(1+7(’)£°E=E,re°_§ (H.15)

kde £, Je relativni permitivita.
Zdroaem vné j&tho pcle E jsou volné néboje rozloZené s hustotou (?f '
zatimco polarizace P mé pivod v polarizadnich (vdzangch) ndbojich
rozloZenych s hustotou Q.. Vyslednd hqgtota elektrického néboje Je
soudtem tichto dvou hustot. Divergence D je potom urfovéna pouze hustc-
tou volnych nébojl Qe

Druhd a t¥et{ rovnice nenf p¥fitomnost{ 1l4tky v prostoru dotlena.
Je tomu tak proto, Ze neexistuji volné magnetické poly (monopoly).

¢tvrtd rovnice (H. 12) obsshuje intenzitu magnetického pole H na
mistd magnetické indukce B. Nejsou~1i v prostoru megnetické létky, Je

rosté - B
P T = —%— (H.16)
0

V pfitomnosti magnetickych materidld indukuje aplikované pole B magneti-
zatni proudy s hustotou jM a tim magnetizaci materidlu M ( Je to analo-
gie vzniku polarizace P vlivem elektrického pole). Pro neferomagnetické
rateridly Je vztah mezi B —ITI ﬁ :

-

- - .
B= uH +-M = g o H (H.17)
kde (., Je relativni permeabilita.
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Energle elektromegnetického pole ve vakuu se vyjadfujJe integrélem

1 e . i .
U= 5 S (E.D + B.H) at (H.18)

S tim Je konsistentni a obecn¥ ufitednd pFedstava, %e energie Je rozlo-
Zena v poli s hustotou

’ 1 - > - .
u = —5— (E.D + B.H) ' (H.19)

Tok elektromagnetické energie (energie pfoﬁlé Jednotkovou plochou kolmou
ke sm¥ru 3ifenf{ za jJednotku &asu) je dén Poyntingovym vektorem

=

-
G =ExH (H.20)

Skaldrni a vektorovy potencidl

Za¥neme s rovnic{ (H.10): div B= 0. Z vektorové enalyzy (viz té%
dod.E) Jje zZnédmo, Ze div rot =0 pro libovolny vektor A. Rovnice (H.10)
tedy ukazuje, Ze B je rotac{ n#jakého vektoru, tj. je moZné psit

R d

B = rot A ’ : (H.21)

ProtoZe ale teké plat{ rot grad ¢ = O pro libovolné skalérni pole V¥,
budou dévat tyZ vektor magnetické indukce vektory

~r

b d 7 -
A, A=A+7¢ , (H.22)

Vezm&me nyni rovnici (H.11): rotE = - dB/ot. Dosad{me-11 do ni B ve
tvaru (H.21) a zam®nime po¥ad{ derivaci podle soutfadnic a tasu, dosta-

neme - JA
rot(E + ) =
) ot

Vyraz v zdvorce je vektor a jeho rotace m4 byt rovna nule; to v3ak zne-
mend, %e tento vektor musi byt gradientem n&jakého pole P
-y

E +

= - grad ' H.23)
31 grad (H.23)

(znaménko - Je konvence vyhodnéd v dal&fm).
V prfipad&, Ze jde o statické pole kde nic nezdvisf na %ase, ddvd (H.23)
vztah zndmy z elektrostatikl '

=
]

- grady (H.24)
Obecné& pak ‘A’ ?

- p. ¥
E=-grady - —— (H.25)
¥ ot

]

Rovnice (H.21), (H.25) predstavujf jistou formu Fedeni dvou Maxwellovyjch
rovnic. Je z nich patrné, %e k popisu elektromagnetického pole stad{
Jeden vektor 4 a skaldrni veli¥ina Y ;'I se_nazyvéd vektorovy potencidl

a ? Je skaldrni elektrostaticky potencidl.
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Co se jfak stane, zam&n{me-1i Z ns K' podle (H.22)7 Obecns by se m&lo
zménit E. Jestli¥e viak budeme v¥dy mZnit soufasné A ne i’ a §_ne lf'

—

>,

A =-A>+gradq; ’, l.?'=,l{’--3—l£— oy (H.26)

potom se nebude ani -E’, ani E, ménit.

Relace (H.26) ge nazyvajf kalibraZn{ transformace. V teorii elektromag-
netického pole se zpravidla uZivd jedna z téchto kalibracf (ve vakuu;
Ep Thyp =1):

i) Lorentzova kalibrace

divX+~3—2-—:—f- =0 (H.27)

ii) coulombovskd kalibrace
-
div A = 0 ’ (H.28)

K urlenf potencidls Z, Y se u%ijf gvé zbyvajict Maxwellovy rovnice;
pro Xa y dajf s Lorentzovou kalibra¢{ rovnice (stdle je er == 11

oy 1 623 : 3}
- -'é' B = e "2"‘ (thg)
e ¢ €,
Tl 1 )2 @f
i TP _—1 = (H.30)
‘f) c t &

Rovnice (H.29) Je vlastné& vektorovym zdpisem t¥{ rovnic tého% tvaru pro
sloZky Ax’A;y'Az - Rovnice (H.29),(H.30) predstavuj{ jiné vyJjdd¥ent
elektromagnetickych zékontl, ekvivalentn{ Maxwellc ~¥m rovnicim. Préce

8 nimi je v&t3inou pohodlné j8f nes s rovnicemi pro -ﬁ,-g.

Ve vakuu, kdyz @f = 0, m4 rovnice Pro y nulové Yeenf. Potom Je
moZné zvolit v druhé rovnici (H.26) ¢ =fq) at , takZfe ¢’ = 0. K popisu
3}ek_§romagnetického pole v tomto pripad¥® tek stad{ vektorovy potencisl
A = A + grad ¥ .

I) Funkce operstord . ‘

Necht A je libovolny linedrnf operdtor. Nent obt{¥né definovat
operdtor A" ; Je to prosts operdtor, jehoZ pisobent Je ekvivalentnt
R-ndsobné aplikaci operdtoru A . Inversn{ operdtor .>4'f1 » pokud existuje,
8¢ definuje tak, %e musi spliovat relece 1

| A4 = A4 =1 (1.1)

Nech¥ déle je F funkce prom&nné 2, kterou lze v okolf né jakého bodu
rozvinout v moecninnou fadu

F(z) = fnzn (I.2)
n=
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K ni mdZeme definovat funkci operdtoru .74 - F(A) - tekto
n
F(A) = E fnﬂ (I.3)
n=Q -
Nap¥. operdtor eX Je definovdn Fadou (ponechévéme zde stranou otdzku
konvergence ¥fady (I.3), kterd z4visf na vlastnich hodnotéeh operdtoru A
a na polomém konvergence ¥ady (I 2))

_ 1,3 1 b ,
',I[ "'A"'_'zTﬂ +“"3'!-\A+o.o" -—A (104)
n=
Je-li funkce F(z) redlnd, potom jsou i koeficienty T, redlné. Ddle, Je-1i
operdtor A hermitovsky, je z (I.3) vidst, %e operétor F(A) Je t4% hermi-

tovsky.

Nechi Ify> Je vlastnf vektor A , pi‘isluée;]ici k vliastn{ hodnot&
a ,takZ¥e plat{

Alg> = aly,> (I.5)
Postupnym, n-nédsobnym, pisobenim operdtoru A na obs strany (I.5) dos-
taneme n“{’a’ = gP !LPa (I.6)

Nyni jiZ je zFejmé, Ze pisobenim operdtoru F(A) (Je definovén i‘adou
(1.3)) na |y,> obariime

JEP I\pa)» = D fatig> =R 19> (1
n=0 '

Plati tedy: :
Je-11 |y > vlastnim vektorem operdtoru W , p¥islufejfcim viastni hod-
noté a, potom hpa> Je téZ vlastnim vektorem operdtoru F(JQ) a odpovi~
dajfci vlastn{ hodnota je F(a).

Vdimn&me si jestsS komutdtord v nichZ vystupujf funkce operdtord.
Z definice (I.3) je zfejmé, Ze operdtor .24 komutuje se viemi funkcemi
P(A),t3.

[A, F(A] = o0 o (1.8)
Podobn&, jestliZe A ’ B komutujf, potom také ,
[B, F(A)] = o | (1.9)

Situaci, kdy operdtor A nekomutuje s B ai predvedeme na konkrét-
nim pffkladu dvojice operdtord pro souradnicl a 1mpu13. Postulovany
komutdtor pro tyto operdtory Jje

[X,P]=

Pro libovolné t¥i operdtory A, B,¥ plats
[A,3¢]= [A,B]1e+B[A,¥] (1.10)
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U%i jeme~-11 vztah (I.10) ne komutdtop [X, 22], dostanene
[X,P2] = [X,P1P+ P[X,P] = 210
Indukecf je nynf mo¥né dokdzat, Ze :

[£,P"] = thap"t " ‘ (1.11)

Potom ale platf

(L 2] = Y[, 2,91 = S thae 2™ - mrioy

. 1.12
kde F (z)=4F/d4z. ¢ )

Naprosto stejné dokdZeme, Ze

[P, )] = - th ¢"(X) (1.13)
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