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1. Uvod: Pohybové rovnice klasickych mechanickych soustav

Pro fyzikalni objekty jako jsou hmotny bod, téleso, ¢i jejich soustavy, a sily na tyto objekty ptisobici
zavadi fyzika oznafeni mechanicky systém. V newtonovské fyzice je tzv. skutecnd sila (napf. sila
gravitacni, pruzna,...) pfi¢inou zmény rychlosti ¢astic a u téles mize jejim piisobenim dochdzet navic
k deformaci. Pokud omezime vybér téles na tuhd, pak jedinym dasledkem silového plisobeni je zména
pohybového stavu télesa ¢i Castice.

V piipadé, Ze na polohy a rychlosti hmotnych bodi a téles v mechanickém systému nejsou
kladeny zadné omezujici pozadavky, nazyvame tento systém nevazanym. V klasické mechanice je pohyb
objektli nevdzané¢ho systému zcela uréen pohybovymi rovnicemi, které vyplyvaji z Newtonovych
pohybovych zikonii, a polateénimi podminkami. ReSenim pohybovych rovnic ziskavame &asovou
zavislost trajektorii a rychlosti hmotnych bodil ¢i téles, coz je maximalni informace, kterou mizeme
o mechanickém systému zjistit. Zakladnim problémem mechaniky je tedy nalezeni pohybovych rovnic.

Krom¢ Newtonovych pohybovych zakonii je mozné k pohybovym rovnicim né&kterych
mechanickych soustav dospét z jediného varia¢niho principu. Napftiklad k Lagrangeovym rovnicim vede
Lagrangetiv princip spocivajici v pievedeni dynamické problematiky na statickou vyuZzitim
d’ Alembertova principu a nasledném aplikovani principu virtualnich posunuti.' Ekvivalentnim principem
je Eulertiv variaéni princip, ktery je zaloZen na variaci urcitého integralu. V ptipadé¢ Lagrangeovych
rovnic jde o integral, jehoz integrandem je Lagrangeova funkce a integrace podle ¢asu probiha od ¢,
do #,. Systémy, jejichZ pohybové rovnice lze ziskat z Lagrangeovy funkce jako Lagrangeovy rovnice, se
nazyvaji variacni.

V piipad¢, Ze na polohy a rychlosti hmotnych boda a téles v mechanickém systému jsou kladeny
omezujici pozadavky, fekneme, Ze systém je podroben vazbam, a k pohybovym rovnicim je nutno ptidat
rovnice tzv. vazebnich podminek. Vazby miizeme rozlisit podle typu vazebnich podminek na holonomni
nebo neholonomni a reonomni nebo skleronomni. Holonomni vazby omezuji pouze polohy téles,
neholonomni kladou podminky 1 na jejich rychlosti, reonomni podminky se 1i$i od skleronomnich
explicitni zavislosti na Case.

Neholonomnimi vazbami mohou byt napt. podminky omezujici pohyb téles pii jejich valeni po
plochéach nebo pii optimalizaci trajektorii riznych téles. Z hlediska Newtonovy mechaniky ma pfitomnost
vazeb za nésledek existenci reakci (reakénich neboli vazbovych sil), které se ,postaraji‘ o splnéni
vazebnich podminek. Je-li napt. pohyb castice vazan na hladkou plochu, je v uvazovaném misté vazebni
sila kolma na tuto plochu.

Mechanické systémy s neholonomnimi vazbami jsou pfedmétem zkoumani jiz od 19. stoleti.
Podrobné analyze byly podrobeny zejména linedrni neholonomni vazby, tj. takové, které zaviseji linearné
na rychlostech. Zakladni metodou feSeni neholonomnich systéml je metoda Lagrangeovych
multiplikatorti, kterd vyuZziva principu virtualni pradce za ptredpokladu, Ze vazebni sily tento princip
spliiuji. Ponévadz je splnéni principu virtudlni prace pro jednodussi typy vazeb ztejmé, pozaduje se totéz
pro obecné vazby a mechanickymi systémy jsou nazyvany pouze ty, jejichz vazebni sily spliluji princip
virtudlni prace (viz [7]). Metodou Lagrangeovych multiplikatort se fesi predevSim systémy, jejichz
neholonomni podminky jsou linearni ve slozkach rychlosti, Ize ji ale pouzit i pro vazebni podminky, které
jsou homogenni funkci n-t€ho stupné ve slozkéch rychlosti. Pro vazebni podminky, které obsahuji
Lagrangeovych multiplikatorti pouzit. Nutno ovSem dodat, ze pro bézné fyzikalni ptiklady je tato metoda
dostacujici.

Ve tricatych letech minulého stoleti byl problém feSeni neholonomnich systémt zastinén
»kvantovou revoluci® a byl na ¢as odlozen. V tomto obdobi zacala probihat fize klasickych poznatk
z geometrie a mechaniky, kterd umoznila mimo jiné novy pohled na vdzané mechanické systémy. Jednim
z prukopnikd této ,,geometrické mechaniky* byl od Sedesatych let minulého stoleti W. Tulczyjev
(viz [3]), ktery v osmdesatych letech dospél ke geometrickému popisu vazanych systémi. Problému

oL oL
! Pro konzervativni sily jsou vysledkem znamé Lagrangovy rovnice (druhého druhu) — — | = -=0
de\ d¢’ ) 9q’



geometrického popisu neholonomnich vazeb se pak jako jedni z prvnich vénovali L.D. Faddeev a
A.M. Vershik (viz [9]).

Od pocatkt teorie byla pozornost vénovana predevsim geometrickému popisu Lagrangeovych
systémi, a i vsouCasné dobé tento trend pfetrvavd. Rozvinulo se nckolik rozdilnych ptistupt
k neholonomni problematice, které nekladou zadné pozadavky na tvar neholonomnich podminek
vazanych systémi. Napf. v [3] podkladovou varietou je teéné rozvrstveni na dané varieté, ktera
predstavuje konfiguracni prostor a vazany mechanicky systém je modelovan implicitnimi diferencialnimi
rovnicemi. Na te¢ném rozvrstveni je také formulovéna teorie nelinedrnich neholonomnich systémt ve [4],
kde vazebni podminky definuji podvarietu te¢ného prostoru ke konfiguracnimu prostoru, a v [6] je na
obdobném geometrickém modelu diskutovéna teorie aktivnich neholonomnich vazeb.

Geometrické teorie nevazanych mechanickych soustav s obecnym poctem stupiiti volnosti je jiz
velmi dobfe zpracovdna pro obecny fad pohybovych rovnic (viz napt. [10]) a obdobné je tomu i pro
pripad systémt s holonomnimi skleronomnimi i reonomnimi vazbami. Né&které problémy tykajici se
vazanych systému s obecnymi vazbami kladenymi i na rychlosti vSak zlstavaji jesté otevieny.

Jednim z novych pfistupti k neholonomni problematice, spadajicim do oblasti matematické fyziky,
je teorie jetovych prostortli, kterou pouzili jako jedni z prvnich G.Giachetta a M. de Leon (viz [3]). Tuto
teorii lze formulovat pomoci fibrovanych variet a jejich jetovych prodlouzeni jako podkladovych
geometrickych struktur pro popis stavu mechanickych soustav, a pro popis dynamiky soustavy lze vyuzit
diferencialnich forem na fibrované varieté. Na rozdil od jinych pfistupti se tato teorie neomezuje pouze
na variacni systémy a nema problémy s objekty obsahujicimi derivace vyssich fada (napt viz. [1]).

Tato prace se zabyva aplikaci geometrické teorie neholonomné vazanych systémut na konkrétni
priklady takovych soustav a v§ima si fyzikdlni interpretace pouzitych postupi a vysledného feseni.

V nésledujicich Givodnich pasaZich si povSimneme tradicniho popisu mechanickych soustav
v soufadnicich a formulujeme nékteré motivacni ivahy pro ptipad vazanych systému.

Mechanické systémy bez vazeb

M¢jme volnou soustavu N c¢astic o hmotnostech m,,...,m, . Protoze soustava nepodléhd vazbam, je jeji

okamzity mechanicky stav v Case ¢ reprezentovan bodem (x",fc"), 1<0 <3N, ve fazovém prostoru.

Stav soustavy se méni vlivem interakci Castic uvnitf soustavy a vlivem interakce soustavy s okolim
v souladu s Newtonovymi pohybovymi rovnicemi:

— —

my¥, =F,,...myry, =F,, (1.1.1)

kde 7 =(x1,x2,x3), 7y =(x4,x5,x6),...,77N =(x3N_2,x3N_1,x3N) jsou polohové vektory &astic, F,...,F,

vysledné sily plisobici na jednotlivé ¢astice, jsou obecné funkci Casu, poloh i1 rychlosti vSech c¢astic
soustavy. ReSenim takové soustavy 3N obyéejnych diferencialnich rovnic druhého fadu pii zadanych
pocate¢nich podminkach (mechanickém stavu v ¢ase =0) je urCena trajektorie systému v konfiguratnim
prostoru.

Nejobecnéjsi vyjadieni dynamiky nevazaného systému s m stupni volnosti je ddno soustavou
m obyc¢ejnych diferencialnich rovnic druhého fadu (pouzivame Einsteinovu sumaci):

A,+B,i" =0,1<0,v<m, (1.1.2)

kde ¢", ¢", ¢" jsou zobecnéné soufadnice polohy, rychlosti a zrychleni, a A4, (z,qV,qV), B, (t,q”,cj”),

1<v, 7w <m jsou funkce stavu soustavy a Casu.



Pokud je mechanicky systém variacni, pak jsou Euler Lagrangeovy rovnice funkcionalem akce

Iy
s(j/) = _[L(t, q°v, q"y)dt , kde ¥ je parametrické vyjadieni kiivky v konfiguraénim prostoru a L(t, q°, q”)
4

je Lagrangeova funkce, kterd je dana rozdilem kinetické a potencialni energie systému. Pak

o4 ap se_OL dfoL
o o ovd aqa dr aq.o-

a dostavame

A

L ’L L ’L
o = a - a . + a . q'V > Bm/ == a . . (1’1°3)
dq° \0t0g° 9q"9q° 0g"9q°
Typicky nevaria¢nimi jsou vSechny systémy, jimz nelze pfisoudit potencidlni energii, napf. Castice
v odporujicim prostredi.

Mechanické systémy s holonomni vazbou

V tad¢ situaci, kdy soustava podléhd holonomnim skleronomnim podminkdm, tedy podminkam
kladenym na polohu v konfiguratnim prostoru, lze feSeni problému jejiho pohybu pfevést opét
na nevazany mechanicky systém, avSak s poctem stupiii volnosti mensim o pocet danych vazeb. Takové
situace jsou popsany napt.v [7].

Uvazujme o mechanickém systému popsaném rovnicemi (1.1.2). Necht’ je tento systém podroben
nezavislym vazebnim podminkam

W =u'(t,q%), 1<o,<m, 1<i<k,1<k<m-1, (1.2.1)

které maji za nasledek pohyb systému po omezené trajektorii v konfiguraénim prostoru ¢’ = q"(t).
Abychom systém piiméli k pohybu po nékteré z trajektorii splitujicich omezeni (1.2.1), musime piisobit
vhodné zvolenymi dodatenymi vazebnimi silami & = (CI)U), 1< o <m. Nova soustava pohybovych
rovnic, které nazveme deformované, ma tvar:

(4, -®_)+B,,G" =0,1<0,v<m. (1.2.2)

Vazebni podminky (1.2.1) definuji v konfiguraénim prostoru (m-k)-rozmérnou plochu. Z pozadavku, aby
vazebni sila nekonala praci, vyplyva jeji kolmost k vazebni plose,

, ou'
e

kde u; jsou zatim neznamé funkce ¢asu a soutadnic, které se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory. Tato

podminka znamend, ze @ je vkazdém okamziku linedrni kombinaci normal k jednotlivym
(m —1) rozmérnym plocham v konfigura¢nim prostoru, které jsou popsany rovnicemi (1.2.1), t;.

®_ = gradu'.
Deformované rovnice maji tvar:
(A(, — a”‘g j +B_G" =0 (1.2.3)
9q



a spolu s rovnicemi vazeb (1.2.1) pfedstavuji soubor (m+k) diferencidlnich rovnic (m druhého a k& prvniho
fadu) pro m neznamych funkci ¢g° (t) a k funkci u].

Nyni zjednodusime deformované pohybové rovnice. Pfi vhodném oznaceni potfadi proménnych
lze vazebni podminky vyjadfit explicitng takto: ﬁi(t,q”)= g" —gi(t,q’), 1<i<k, 1<I<m—-k.
Zaved'me zobrazeni i : (t, q' ) - (t, q'.g' ) Deformované rovnice (1.2.3) Ize pak prepsat:

(Az ° l)+ Hy i, + (st ° l)q + (Bl,mfkﬂ' ° l)—% =0 (1.2.4)
dq dt
; v d’g’
(Amkari °© l) - lLl(l) + (Bmkari,s ° l)qb + (Bmkari,mkarj °© l)? = 0 : (1'2'5)
Z (1.2.5) vyjadiime 1, a dosazenim do (1.2.4) dostaneme
A +B.G° =0,kdel <l s,r<m—k, (1.2.6)
~ dg’ dg' Y 0°g’ d’g’ .. d'g’ ...,
A =14 +A4,,., i}‘F Bl,m7k+j +Bm—k+i,m—k+j g; gz +2 gs q + ,g 74 49 ol
dq dq ot otdq dq " 9q
~ J i J i
Bls = Bls + Bl m—k+j ai + Bmfkﬂ' s &i] + Bmfkﬂ' m—k+j aia;g-] ol
R " g T 0q" oq

Soustava rovnic (1.2.6) spole¢né s (1.2.1) ptedstavuje m redukovanych rovnic.

Mechanické systémy s neholonomnimi vazbami

M¢jme mechanickou soustavu sm stupni volnosti, kterd je popsana zobecnénymi soufadnicemi a
zobecnénymi rychlostmi. Pohybové rovnice maji nejobecné;jsi tvar:

A, +B, i =0,1<0,v<m, (1.3.1)

kde A4, (t,q”,q'v ), B, (t,q”,q'”), 1<v,7 <m jsou funkce stavu soustavy a ¢asu.
M¢jme dany nezavislé neholonomni vazebni podminky ve tvaru:

f=ftg°.¢°). 1so<m,1<i<k,1<k<m-1, (1.3.2)

ty omezuji moznou fazovou trajektorii systému. Soubor vazebnich podminek predstavuje rovnice jisté
,»plochy* O dimenze 2m+1-k v prostoru daném kartézskym soucinem casové osy a fazového prostoru.
Neholonomni podminky mohou vzniknout ve specidlnim piipadé¢ derivaci holonomni vazby
i

(1.2.1) podle ¢asu. Oznacime-li [’ = dLZO, dostavame tzv. semiholonomni vazbu.
t

Obdobné¢ jako u holonomnich vazeb i1 u neholonomnich musime pro zajisténi splnéni vazebnich
podminek ptisobit na mechanicky systém dodatecnou (vazebni) silou, pro kterou z pozadavku, aby
nekonala préci, vyplyva, Ze je kolma k plose Q. Pro jeji slozZky méme tedy tvar:

; o'
cDazﬂOé;T’



kde u = u; (t, q”.q¢" ),1 <o,v<m, 1<i<k,ptedstavuji opét Lagrangeovy multiplikétory.
Soubor pohybovych rovnic s ptidanou vazebni silou, tj. deformované rovnice

(AJ — U a]; j +B,,G" =0 (1.3.3)
9q
spolu s vazebnimi podminkami (1.3.2) predstavuji soustavu m+k obycCejnych diferencialnich rovnic
(m druhého a k prvniho ¥adu) pro m neznamych funkci ¢ (¢) popisujicich trajektorii systému a k funkci
ty = iyl (1).4" (1)):
Pro jednoduchost pfedpoklddejme, Ze vazebni podminky jsou vyjadieny explicitné takto (pii
k zadanych nezavislych podminkéch l1ze takové vyjadieni vzdy ziskat):

ftg®q)=q"*"" -¢g'(t.q°.¢'), 1<i<k,1<I<m—k,1<o<m (1.3.4)
Obdobn¢ jako u holonomnich systémil, pokusme se vyloucit z deformovanych rovnic Lagrangeovy

multiplikatory. Zaved'me zobrazeni ¢ : (t, q°.q' ) o (t, q°.4', g’ (t, q".,q" )) vyuzitim explicitniho vyjadieni
vazebnich podminek dostdvame redukované rovnice (1.3.3) ve tvaru:

. dg' s dg’
(Al ° l)"'ﬂé ag.l + (Bls ° l)q + (Bl,mfkﬂ' ° l) g _ 0, (1.3.5)
q dt
; v dg’
(Amkari ° l) - lll(l) + (Bmfkﬂ',s °© l)q + (Bm*kﬂ',mkarj ° l)i = 0 : (1'3'6)

dt

Lagrangetv multiplikéator vyjadieny z (1.3.6) dosadime do (1.3.5) a po upravé ziskdme opét redukované
rovnice vazaného systému:

A+ B, =0,kdel<ls,r<m—k a (1.3.7)
A, = [A, +A . g;f; + (Bl,m_k” + B, simie gij ]( E?)gt] + gj; §° H o1
B, = {B,s + B se, % + B, s 2%_; N % 2? 1 } o1.
Resenim soustavy A4, +B,G° =0, ¢" " =g’ (t, q°, q'l) nalezneme trajektorie vazaného systému, aniz

musime hledat Lagrangeovy multiplikatory. Ty lze zpétné€ ziskat a urcit tak vazebni silu, dosazenim jiz
znamého feSeni do deformovanych rovnic (1.3.3).

Ptedchozi motivacni Gvahy byly vedeny zplisobem typickym pro teoretickou mechaniku - tj.
v soufadnicich. V obecném ptipad€ je jejich platnost omezena na souradnicové okoli bodl casoprostoru,
ktera jsou lokaln& difeomorfni s R™*'.

Geometrické teorie mechanickych systémi interpretuji levé strany pohybovych rovnic jako
slozky geometrického objektu, definované¢ho globalné na vhodné podkladové varieté, soubor vazebnich
podminek pak jako podvarietu podkladové variety, a vazebni silu popisuji pomoci jisté distribuce
na vazebni podvariet¢.

V geometrické teorii, jejiz aplikaci na pfipad neholonomné vazanych systémil se zabyva tato
prace, je zvolena podkladova varieta nasledujicim zptisobem. Konfigura¢ni prostor je v kazdém okamziku
t reprezentovan vrstvou fibrované variety, jejiz baze predstavuje ¢asovou osu. Fazovy prostor je vrstvou
prvniho jetového prodlouzeni této variety nad pfislusSnym bazovym bodem ¢ Piipustna parametricka
vyjadieni trajektorii systému jsou fezy fibrované variety nad intervaly Casové osy, pfislusné fazové



trajektorie jsou pak prvnimi jetovymi prodlouzenimi téchto fezii. Tento pfistup je vyhodny zejména
pro moznost snadného zobecnéni tivah pro mechaniku vyssiho fadu.

Tato prace cerpad zgeometrické teorie neholonomnich véazanych systémi formulované
doc. O. Krupkovou (viz [1]) a je tematicky rozd€lena na tfi ¢asti.

V prvni ¢asti jsou nadefinovany vSechny objekty potiebné pti konstrukci teorie neholonomnich
vazeb na fibrované varieté. Je vybudovana struktura fibrované variety a jejich jetovych prodlouzeni, je
definovéno tecné a kote¢né rozvrstveni. Podrobna pasdz se vénuje tenzorim, vektorovym polim a
distribucim na fibrované varieté€ i na jejich podvarietach.

Druha cast formuluje teorii neholonomnich vazeb pomoci objektlii na fibrované varieté.
Mechanicky systém je reprezentovan tfidou ekvivalence 2-forem na prvnim jetovém prodlouzeni
fibrované variety a neholonomni vazba Q je definovana jako podvarieta tohoto prodlouzeni. Dale je
zavedena vazebni sila jako 2-forma na prvnim jetovém prodlouzeni fibrované variety, je nalezeno
geometrické vyjadieni principu virtudlni prace vazebnich sil a mechanicky systém s neholonomnimi
vazbami je definovan jako deformace plivodniho nevédzaného systému vazebni silou. Vysledkem teorie je
pak ptevedeni problému mechanického systému s vazbami na problém nevazaného mechanického
systému na podvarieté O, ktery je popsan tzv. redukovanymi pohybovymi rovnicemi.

Posledni ¢ast je vénovana piikladim, které aplikuji teorii na fyzikalni ptiklady. Pro moznost
srovnani dosazenych vysledkll jsou néktera zadani pifevzata z praci, které neholonomni systémy fesi
odlisnym zpiisobem.

10



2. Zakladni geometrické objekty

2.1. Fibrovana varieta a jeji prodlouZeni

Vtomto odstavci struéné definujeme zdkladni podkladové geometrické struktury: hladké
variety,fibrované variety a jejich jetova prodlouzeni.

2.1.1. Hladka varieta

Definice 2.1.1 Topologickou varietou dimenze n rozumime kazdy topologicky prostor (X, 7), kde 7 je
topologie na nosné mnozin¢ X, s vlastnostmi:

1. je hausdorfovsky (ke kazdé dvojici bodil x;#x, x;x, €X existuji takova jejich okoli U; U,
et,x;eU;, xe Uy, Ze plati UNU,=0)

2. ma spocetnou bazi topologie

3. je lokaln¢ homeomorfni s (R", z,), kde 7, je pfirozena topologie, tj. ke kazdému bodu
xe X existuje okoli U a homeomorfismus U na R" (homeomorfismus je vzajemné
jednoznacéné a vzajemné spojité zobrazeni)

Definice 2.1.2 Necht (X ,z‘) je topologicka varieta dimenze n. Lokdlnim souradnicovym systéemem na X

nazyvame dvojici (U, @) s vlastnostmi:

1. Uer
2. zobrazeni ¢:xe U — (p(x)c R" je homeomorfismus mnoziny U na otevienou mnozinu
o(U)c R’

Definice 2.1.3 Soubor lokélnich soutadnicovych systémi 4 ={(U,, ¢, )|l € I }na X's vlastnostmi:

L. v, =x
el
2. kazdé ¢, je homeomorfismem otevienych mnozin ¢, : U, — ¢,(U,)

3. pro kazdé r,xe I je zobrazeni ¢, 0. ¢ (U, NU,)— ¢,({U,NU, ) difeomorfismem

(vzdjemné jednoznacéné a vzajemné diferencovatelné zobrazeni)
se nazyva (diferencovatelny) R"atlas na X (déle jen atlas na X).

Definice 2.1.4 Necht' A je atlas na X, necht (U ,¢) je soufadnicovy systém na X. (U ,(a)se nazyva
kompatibilni s A, jestlize A=A u{(U ,(p)} je atlas na X.

Definice 2.1.5 Necht’ 4 je atlas na X. Pak atlas A4,
kompatibilnich s 4 se nazyva maximalni atlas na X.

vznikly pfidanim vSech soutfadnicovych systému

X

Dvojici (X, 4, )nazyvame n-rozmérnou diferencovatelnou varietou nebo také hladkou varietou.
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2.1.2. Fibrovana varieta

Definice 2.1.6 Necht X,Y jsou variety X Y. Rekneme, Ze na Y je dana struktura fibrované variety
s bazi X, jestlize je dana surjektivni submerze 7:Y — X .

Obecné dimX=n, dimY=m+n. V naSem vykladu se vSak omezime pouze na piipad, kdy je baze
jednorozmérna, tedy dimX=1, dimY=m+1. Zobrazeni 7 budeme nazyvat projekci. Jako fibrovanou
varietu s bazi X a projekci 7z znacCime trojici(Y T, X ), popiipadé¢ jen . Vrstvou neboli fibrem

nad bodem xe X budeme nazyvat mnozinu 7' (x).

Definice 2.1.7 Rezem fibrované variety (Y,7X) nad otevienou mnozinou U c X rozumime libovolné
zobrazeni y:U — Y takové, ze plati 7oy =id, .

Definice 2.1.8 Fibrovany souradnicovy systém :

Necht (Y, X) je fibrovana varieta, dimX=1, dimY=m+1. Oznatme pr;:R XR"™ — R pfirozenou
kartézskou projekci na prvni faktor. Ke kazdému y, € Y lze najit souradnicovy systém (V,l//) na Y
takovy, Ze y,€V a existuje soufadnicovy systém (U ,(p) na X takovy, ze U =7Z(V) a zobrazeni
@:U—= R je definovano vztahem @ox = pr,oy . Soufadnicovy systém (V,l,//) s touto vlastnosti
se nazyva fibrovany souradnicovy systéem mna Y, soufadnicovy systém(U ,q)) je tzv. asociovany
souradnicovy systém na X.

Soutadnicovy systém (U ,(p) ma v nasem piipade¢ jedinou soutadnicovou funkei, kterou ozna¢ime
t, tedy @=(¢). Pro soufadnicové funkce fibrovaného soufadnicového systému(V,y) pak dostaneme
vyjadieni ¥ = (t,q"), I1<o<m.

2.1.3. ProdlouZeni fibrované variety

Definice 2.1.9 r-ekvivalence:
Bud’ (Y,7z.X) fibrovana varieta, dimX=1, dimY=m+1. Rekneme, Ze fezy y,,y, fibrované variety (¥,7X)

definované na okoli bodu x, € X jsou r-ekvivalentni v bod¢ x,, kdyz plati:

1. 7/1<x0)=72<xo)
2. existuje fibrovany soufadnicovy systém (V’l)”)a y = (t, qv), na Y takovy, e
Vi (x0)= 12 (xo)e V' aplati:

k(o -1 k(0 -1
ri@ 1o U =(ilzgﬁ1)j N<o<m. 1<k<r.
dz dr
9(x) 9(x)

Tvrzeni 2.1.10: r-ekvivalence je relace ekvivalence na mnozing feza fibrované variety (Y, 7.X).

Definice 2.1.11 r-jetové prodlouzeni fibrované variety (Y T, X )
Ozna¢me I, ymnozinu vSech fezi fibrované variety (Y,7,X) definovanych na jistém okoli U(x)bodu

(.7 R}, se nazgvé
r-jet fezu ¥ vbod¢ x a oznafujeme ji j y. MnoZzina vSech r-jetd 'y, kde x probih4 varietu X' a y

x€ X a R r-ekvivalenci fezl v bod¢ x . Tida ekvivalence fezu y [y]= {}7 €y
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probiha mnozinu fezii definovanych v bodé x, se oznacuje J'Y. Zna¢ime J'Y = U Jjiv, zkracené
xe X, yely (y)

J'Y = U jiy.Necht r =5 =0 jsou pfirozena ¢isla. Klademe:

X,y

= JY=Y,
- Y50, x ()=
« 7YX, z(jy)=x.

Necht’ (V,l//), W= (t,q”) je fibrovany soufadnicovy systém na Y. Oznac¢me V, =7zr’071(V). Pro kazdy

r-jet jye V. polozme:

= djry)=1x)
= ¢7(iy)=

q

e (i) d“(¢7rp™) kde 1<k<r 1<o<

4y \J:V)= T ,kde 1<k<r, 1<0<m.
o(x)

Systém funkci y, = (t,q",qf’ ,...,q,f), kde 1<k<r, 1<0<m, je systtmem soufadnicovych funkci
soufadnicového systému (V ,w,) na J'Y, ktery se nazyva asociovany s fibrovanym soufadnicovym
systémem (V).

Mnozina J'Y  sdiferencovatelnou  strukturou tvofenou asociovanymi fibrovanymi
soufadnicovymi systémy {(V,, v, )} se nazyva r-jetové prodlouzeni fibrované variey (Y T, X )

Tvzeni 2.1.12: (J'Y,z, . J°Y)a (J'Y,7z,,X) jsou fibrované variety.

r,s?

Diikaz: Je ziejmy z definice 2.1.6 a definic zobrazeniz, a 7, uvedenych v 2.1.11.

Definice 2.1.13 r-jetové prodlouzeni rezu y :
Necht y je fez fibrované variety (Y T, X ) definovany na oteviené mnozin¢ U C X .

Zobrazeni j'y:U — J'Y definované vztahem: j”;/(x)= jiy je tezem fibrované variety (J Y.z X )

na U. Nazyva se r-jetové prodlouzeni rezu y .

Piiklad 2.1.14: V nasem vykladu budeme pracovat pouze s prvnim a druhym prodlouzenim fibrované
variety (Y T, X ) Proto nyni piepiSeme obecné definice 2.1.11 a 2.1.13 pro piipad, kdy r =1, 2.

1-jetové prodlouzeni fibrované variety (Y T, X ) r=I:
Z definice 2.1.11: J'Y =iy, kde jly je tida ckvivalence podlel-ekvivalence obsahujici

Xy
fez y . Podminky 1-ekvivalence fezli ¥, a y, vbod¢ x, € X :

71(x0): yz(xo)’
[d (q"mo“)j :[d (q‘%(ﬂ‘l)J
de ds ’
W(Xo) (ﬂ(xo)

Soutadnicovy systém (Vl,lﬂl): v, = ﬂ'l,o_l(V), v, = (t,q",q"’),
13



¥ (jylcy):(t(x), (]U(j/(x)), d(qa—y([l)

dr

w(X)j'

j'v i 1-jetové prodlouzeni fezu y , jI}/(x) =jly.

2-jetové prodlouzeni fibrované variety (Y T, X ) ), r =2:
Z definice 2.1.11: J?Y =|Jjly ,kde jlyje tfida ckvivalence podle 2-ekvivalence obsahujici
X,y

fez y . Podminky 2-ekvivalence fezli ¥, a y, vbod¢ x, € X :

71(x0):7’2(x0)’

[d (‘Y;V M_l)jw(x) =[d (‘1;7 zq)_l)Lx )y
(dz(q"wﬂl)j O{dz(q%q)l)] |

de? de?

o(x0)

Souradnicovy systém (Vz,l/lz): v, :ﬂzvo_l (V), v, = (t,q”,q'“,qa),

v, (J§7)=[t(X), q° (y(x)) % (x

2

Jy 1 2-jetové prodlouzeni rezu v , jZ}/(x) =jy.

Definice 2.1.15 Holonomni rez:
Necht’ (Y T, X ) je fibrovana varieta, U C X otevienda mnozina. Rez §:U — J'Y fibrované variety

(J Y.z, X ) se nazyva holonomni, existuje-li tez y : U — Y fibrované variety (Y,7,X) tak, ze 5 =J'y.
2.2. Vektorova pole a formy na fibrovanych varietach

Tento odstavec je vénovan zavedeni zdkladnich geometrickych objektli na wvarietdch, fibrovanych
varietach a jejich prodlouzenich - vektorovych poli a forem.

2.2.1. Teény prostor k varieté, teCné a kotecné rozvrstveni, tenzory na varieté

Definice 2.2.1 Dotyk 1. radu:
Necht’ X je hladkd varieta dimenze n. Mé&me dvé kiivky tiidy C*: ¢:1, > X a y:I, > X, kde
I, CR jsou otevien¢ intervaly, které, pfedpokladejme, obsahuji nulu a jsou parametrizovany

parametrem s.
Rekneme, Ze ¢, y maji dotyk 1. iddu v bodé xe X, jestlize existuje soutadnicovy systém (U ,(/J)

na X se soufadnicovymi funkcemi ¢ = (xi) tak, ze plati:
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Tvrzeni 2.2.2: Mnozina kiivek s dotykem 1. fadu v bodé€ x tvofi tfidu ekvivalence.

Definice 2.2.3 Tecnym vektorem k variete X v bodeé x se nazyva tiida ekvivalentnich kiivek s dotykem
1.fadu v bod¢ x. Ozna¢me 7 X mnozinu te¢nych vektort k X v x.

Definice 2.2.4 Tecné zobrazeni:
Necht’ (U , (0) je soufadnicovy systtm na X, xeU a dim X=n. Definujeme zobrazeni:

To:fe TXX—>TX¢-§=((xi¢(x)) , (g”))e p{U)xR" cR™, 1<i<n, kde & :(%] , jestlize
0

E= [g] Zobrazeni T ¢ je vzajemné jednoznacné.

Tvrzeni 2.2.5: Na T X lze zavést strukturu vektorového prostoru: Necht' &, = [g1 | & = [gz] jsou vektory
vT.X a a,fe R. Definujeme:

&, + BE, =T (T & + BT.p-E£,) = (v, (&) + BE) kde

[ [ .
gi = (Tgl]o’é _ [ngl,l <i<n,

Mnozina 7 X s takto definovanymi operacemi s¢itdni a nasobeni skalarem je vektorovym prostorem
dimenze n.

Tvrzeni 2.2.6: Baze vektorového prostoru T X :
Oznatme ¢, =@~ (O,...,t,...O), kde ¢ je na i-t€ pozici. Pak vektory e, = [gi] tvofi v T X bazi (baze
indukované soufadnicovym systémem (U,¢)). Plati £ =£'e, . pro kazdy vektor € T.X .

Definice 2.2.7 Derivace funkce ve sméru & :
Necht f: X — Rje funkce a (U , ¢) je soufadnicovy systém na X, x€ X . Derivaci funkce f ve sméru &

f(f)=r:"[a’%1] -
X o(x)

v bodé x rozumime ¢islo

-1 -1
Necht' &= € x> pak € x (f) = 5; (af¢ j = (af¢
(x)

0 4 0
. =— . Znaime e, =|——| a
' o l}(x) o (f(B )w(X) kx (axk jx

piseme & = fl(i] , zkracené & =¢&' i
ox' ox'

X

, C , : . . .
Zaved'me nyni fecné rozvrstveni variety X. Oznacme: TX = UTXX a definuyjme zobrazeni
xeX

T:TX - X, 7(&)=x,prole T X.
Necht (U,9) je soufadnicovy systém na X, V=7"(U), eV cTX, &=[c]| libovolny tetny

vektor. Definujme zobrazeni T :V — R*" vztahem

Eev 5 TpE)= (v o )& e U)X, Kde f(?j 228



Pak (V,T q)) je souradnicovy systém na TX. Je zfejmé, Ze, je-li dim X=n, pak dim7X =2n, a je-li
A4, = {(U L0, )}bE , atlas na X, pak {(K,T ?, )}le , Je atlas na TX.

TX s maximalnim atlasem je diferencovatelna varieta dimenze 2n, zvana ftecné rozvrstveni
variety X.

Dale zavedeme kotecné rozvrstveni na varieté X.

Definice 2.2.9 Dualni baze:
Necht X je diferencovatelna varieta dimenze n, xe U € X, (U,p) je soufadnicovy systém na X.

Na varieté¢ X je ddno tecné rozvrstveni 72X, (el,x,...,en’x) je baze vektorového prostoru7, X . Definujme

;. o0 (1 n , .
bazi dudlni (ex,...,ex ) k bazi (elyx,...,enqx) vztahem

elle,.)=5;.

J>X

V bodé xe U ¢ X generuje dudlni baze (ei,...,e;’ )Vektorovy prostor T X, prostor dudlni k prostoru

T.X. Struktura vektorového prostoru na 7T,X: Pro kazdé w,meT X definujeme
(0(60 + ,6’77)(5) = aw(&)+ Bn(&) pro libovolné e T..X .

Analogicky jako strukturu te¢ného rozvrstveni zavedeme strukturu kotecného rozvrstveni.

Definice2.2.10 Kotecné zobrazeni:
Necht na varieté¢ X dimenze n je dan soufadnicovy systém (U , ¢). Vztahem

T'p:weT'X - (x'o(x).0,)e p(U)xR" € R*", kde w = w,e!
je zadano kotecné zobrazeni v bodg x.

Oznaéme T°X = JT; X a definujme zobrazeni 7" :T°X — X vztahem

xeX
" (w)=xe X pro we T X .

Necht 4, :{(Uw(”z)}le; je atlas na X, pak atlas na 7°X je tvofen dvojicemi (VI,T *¢l), kde
V=)', T'0, 0e T"X - (xp,(c'w)w,)e ¢,(U)xR".

l
Predchozim postupem je na T°X zadéana diferencovatelna struktura. 7°X s touto strukturou,
zadanou maximalnim atlasem, ktery je generovan systémem {(VI,T ‘o, )}e ,» Je diferencovatelna varieta

I
dimenze 2n, zvana kotecné rozvrstveni.

Obdobnym zpiisobem, jak bylo uvedeno vyse, se zavadi tecné a kotecné rozvrstveni fibrované
variety (Y,ﬁ,X) na jeji bazi X a na varieté Y.

V nésledujicim textu pfipomeneme definice kovariantnich tenzorti na varieté¢ X a jejich zékladni
vlastnosti. Diikazy tvrzeni vyplyvaji ptimo z definic, proto je neuvadime.

Definice 2.2.11 Kovariantni tenzor k-tého radu na diferencovatelné varieté:
Necht’ X je diferencovatelna varieta dimenze n, 7X jeji te€né rozvrstveni, 7 X cTX,xeU C X, (U ,¢)

soutadnicovy systém na X, (V,T¢) soutadnicovy systémna TX, V € 7' (U). Zobrazeni

n:(&,..E)e T Xx..XT.X > n(&,...E )e R, 1<k<n,
-
k

16



linearni ve viech argumentech se nazyva kovariantni tenzor k-tého idadu naT X , znaéime ne T*(T.X),
kde T* (T X ) je vektorovy prostor kovariantnich tenzorti k-tého fadu nad prostorem 7 X (struktura

vektorového prostoru se zavadi obdobné jako v definici 2.2.9).

Definice 2.2.12 Tenzorovy soucin:
Necht ne T(T.X),@ e T'(T, X ). Definujeme zobrazeni:

n®w@:(&,.& & prn iy )JETX X XT. X —
-

k+1

- 77 ® W(§1 EARRS §k9§k+l9"" §k+l ) = 77(51""’ 51{ )w(élﬁ—l EAR §k+l )E R

Tvrzeni 2.2.13: Necht (el,x,...,enﬂx) je baze prostoru 7.X c TX,xe X . Necht (efc), 1<i<n, je dudlni
baze generujici prostor T X . Pak soubor (e;‘ ®...®eikl 1<i,...i, <n, je baze v THT.X),
dimT* (7 X) = n".

Definice 2.2.14 Antisymetricky kovariantni tenzor:
Rekneme, ze ne T (T X ) je antisymetricky (ve vSech vektorovych argumenetech), jestlize plati:

ME vl sl )= NE s s E))
pro libovolné &,,....¢ ,....8, .., & € TX , 1< jk<n,j#k.
Oznaéme A* (T X') mnozinu antisymetrickych tenzorti 7€ T* (T, X).
Tvrzeni 2.2.15: A*(T.X) je vektorovy prostor dimenze (Z)

Definice 2.2.16 Alternace:
Necht' X je varieta dimenze n, TX jeji teéné rozvrstveni, ne T* (T X ) .Definujme zobrazeni

Altn:(&,...E ET.Xx.. xT.X = Altn(&,,....&, ) vztahem

k

Altn(é:"'a i ) =% ngna- 77(501 """fa,, )

* oeS,

S, je mnozina vSech moznych permutaci & indexti, sgn o je znaménko dané permutace.
Tvrzeni 2.2.17: Je-li ne T (T X ), pak Altne A* (T X).

Definice 2.2.18 Vnejsi soucin:
Nechtne A*(T X ),@e A (T.X). Definujeme vnéjsi soucin tenzorii vztahem:

nAw:%Alt(U@)w)e AT X).
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Sjednocenim jednotlivych prostord A (TXX ) pies vSechny body variety X ziskdme (obdobné jako
u kote¢ného rozvrstveni) rozvrstveni typu A'(TX). Oznatme UA" (T.X)=A(TX) a definujme

xe X

zobrazeni 7% : A*(T.X) — X vztahem 7 (17)=xe X pro ne A*(T.X).

Necht 4, ={(Ul,(pl )}E , Je atlas na X. Tenzorovym rozvrstvenim typu A* (TX ) se oznacuje

mnozina A*(TX') s maximalnim atlasem , ktery je generovam systémem {(W, T g, )} kde

el

w,= (Tk* )71 W,), "¢, :ne N (T.X)— (x’(ol (Tk*”l”il...i,( )e , (U)XR(Z’), kde
n=mn, .. (ei‘ A A eik ), 1<i,..,i, <n.

2.2.2. Vektorova pole a formy na varietach

Definice 2.2.19 Vektorové pole na varieté:
Necht' X je n rozmérna varieta, 7X jeji te€né rozvrstveni, definujme (diferencovatelné resp. hladké)
zobrazeni

Eix—E(x)e TX
pro kazdé xe X . & se nazyva vektorové pole na varieté X.

Definice 2.2.20 Souradnicové vyjadieni vektorového pole na varieté
Necht' &(x)e TX je vektor dany tiidou ekvivalentnich kiivek [¢|, jeho soufadnicové vyjadieni je (2.2.8).

Necht’ (U ,¢) je soutadnicovy systém na X, & vektorové pole na. Necht’ (elﬂx, . nx) je baze prostoru
T X cIX,xeU,pak

E(x)=¢£" (xl,...,x" )91,x +..+&" (xl,...,x" )en,x , (2.2.21)

kde &'....,E" jsou slozky vektorového pole .

Definice 2.2.21 Vnejsi diferencialni forma na variete X:
Diferencovatelné (resp. hladké) zobrazeni

n:x—n(x)e A*(TX),

kde n(x)e A*(T.X), xe X, nazyvame vnéjsi nebo diferencidlni k-forma na X. V dal§im vykladu budeme
pouzivat jen oznaceni k-forma.

Definice 2.2.23 Vnejsi derivace funkce
Necht' X je diferencovatelna varieta dimenze n, xe X . Necht' f je funkce, f:x— f (x)e R . Necht

FeT X, E=E(x )ei,x. Definujeme vnéj$i derivaci funkce f jako 1-formu urlenou vztahem

dr (x)(f) af ( )f pro libovolny bod xe X a libovolny vektor £€ T X . Necht je x' i-t4 soufadnicova

funkce Souradmco"eho systtmu(U,p) na X, pak pro jeji vné&jsi derivaci dostavame vztah
i a i . i . i L. . ; ;
dx' (x)(&) = %f’ =0.¢’ (x)= & (x). Je ziejmé, zedx' (x)=e’ .

Poznamenejme Ze funkce f: X — R nazyvame 0-formami a jejich mnozinu zna¢ime A’ (TX )
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Z odstavce 2.2.1 vyplyva, Ze soubor (dx"l (X) Ao Adx (x)), 1<i <..<i, <n, tvoii bdzi
v A*(T_X). Necht ne A*(TX) je k-forma, (U,) soutadnicovy systém, ¢ = (xi ) MiiZeme psat:

n=n,,d" A Adxt, (2.2.24)
funkce 7, , :U — R nazyvame slozky formy 1.

Definice 2.2.25 Pullback:
Necht' X je varieta (dim X=n), Y je varieta (dimY=m), f : X — Y je zobrazeni. Pullbackem zobrazeni f

nazyvame indukované zobrazeni [ typu ne A" (T Y ) - f'ne A (TX ) definované vztahem:

S 00N & &) = WL S () T A ()

prokazdéxe X a &,,..5, € T.X, T.f znadi te¢né zobrazeni definované takto:
Necht e T.X, &(x)=¢& (x‘,...,x” )eix,

T.f(&)= (f(x),wg”],

kde f(x): (fl(xl,...,x” ),...,f’"“ (xl,...,x” ))

2.2.3. Vektorova pole a formy na fibrované varieté

Definice 2.2.26 Bud’ (Y T, X ) fibrovana varieta, ¥ C Y oteviena mnoZina. Rekneme, 7e difeomorfismus
a:V-Y je (lokalni) difeomorfismus  fibrované variety (Y T, X ) existuje-li
difeomorfismuscz, :U — X, kde U =7z(V), tak, 2 moa=a,on. Existuje-li ¢,, pak je uréeno
jednoznacn€ a nazyva se 7 -projekce difeomorfismu fibrované variety.

Tvrzeni 2.2.27: Necht «:V —Y je lokdlni difeomorfismus fibrované variety (Y,7z,X). Necht
U=zn(V)ay:U—Y je libovolny fez variety (Y,7,X) takovy, ze y(U)c V. Pak aya,' i, (U)— Y
je fezem variety (Y,7,X).

Diikaz: Pro libovolny fez y :U — Y fibrované variety (Y T, X ) plati: 7oy =id, . Pro zobrazeni ayo™
plati: Zoayo,' =moctoy o, = omeoyoa, =id, ().

Definice 2.2.28 Necht V C Y je oteviena mnozina, U = z(V), xe U a T'(U) mnoZina viech fezi1 variety

(Y T, X ) definovanych na U, jiyerz, o (V) r-jetovym prodlouzenim difeomorfismu o rozumime

zobrazeni: jra:j;yej’a(j;y):j;()(x)ayagl € 7.y (et, (U)). Plati:

l. m oja=a,orm,

2. wooja=jaon, 0<s<r, j'a jeizomorfismem fibrované variety (J’Y,ﬂr,X).

r,s o

Definice 2.2.29 Vektorovym polem na fibrované varieté (Y T, X ) rozumime takové zobrazeni
E:yeY = E(y)e Ty, kde &(y)e T,Y, které kazdému bodu pfitadi vektor z te¢ného prostoru k varieté
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v tomto bodé. V nasem piipadé budeme pracovat nejcastéji s vektorovymi poli na 1-jetovém prodlouzeni
fibrované variety : £: ye J'Y — &(y)e T,J'YCTJ'Y.

Soufadnicové vyjadieni vektorového pole na fibrované varieté (Y T, X )resp. (J Y.z, X ) ma

tvar:
fzfo(f,qv)%-i-fa(t,qv)aqia resp.
f=fo(t,qV,éV)%%"(t,q”,qv)ajg +E”(t,qv,q”)asg .

Analogicky vektorové pole na J'Y je zobrazeni £:ye J'Y %f(y)e T,J"Y, a ma soufadnicove
vyjadieni

d
dq;

9

0 & .o
§:§0§+;§k

k o
kde &,, £7 jsou funkcemi (£,4",q" ,....q" ), ¢ 7(ﬂ=%{<f) pro kazdé ye I,.

Definice 2.2.30 Projektabilni vektorové pole
Necht je & vektorové pole na Y (resp na J'Y). Rekneme, ze & je 7 -projektabilni (resp 7, -
projektabilni), existuje-li vektorové pole &, na X takové, ze plati

Ta()=¢, o7, (resp Tz, (&) =&, o7, ),

kde Trz (resp. Tx,) znaci zobrazeni tecné k zobrazeni 7z (resp. 7, ). Existuje-li takové vektorové pole
&,, je uréeno jednoznaéné a nazyva se 7 -projekce (resp. 7, -projekce) vektorového pole ¢ .

Definice 2.2.31 Rekneme, Ze vektorové pole & na Y je 7 -vertikdini, jestlize T ﬂ(§)= 0. Rekneme, Ze
vektorové pole & na J'Y je 7, -vertikalni, jestlize Tz, (£)=0.
Analogicky definujeme 7,  -projektabilni a 7,  -vertikalni vektorova pole na J°Y , kde 0 <s<r.

Tvrzeni 2.2.32: Necht vektorové pole & je 7, -projektabilni, pak v libovolnych soutadnicich je

S :§o<t)-

Diikaz:  Plyne ze skuteCnosti, Ze obecné T ﬂr(f):fo(t,q",...,qf )ai, kde & je tvaru
t

E= §O%+Z fk”(t,q“)aia, a z pozadavku Tz, (&)= o 7.
k=0 q,

Piiklad 2.2.33: 7 -projektabilni a 7 -vertikalni vektorové pole pro dimX=1

7T -projektabilni vektorové pole na Y: & = &£° (t)% +£° (t, q° )aqi"’

7 -vertikalni vektorové pole na Y : £=£° (t, q° )8 —.
q
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Ozna¢me ¢, lokalni jednoparametrickou grupu 7 -projektabilniho vektorového pole &. Definice 2.2.30

zarucuje, ze tato lokalni jednoparametrickd grupa je tvofena difeomorfismy fibrované variety 7 .

Definice 2.2.34 7, -projektabilni, 7, ; projektabilni forma

Necht' p je diferencialni k-forma na varieté (J Y.z, X ) .0 nazveme 7, -projektabilni , (resp. 7,
projektabilni), jestlize existuje forma p, na X (resp o, na (J Y.z, X )) tak, ze plati p =7, p,, (resp.
P = JZ'V’S* 0, )- Existuje-li forma p,, je urCena jednoznacn€ a nazyva se 7, -projekce (resp. 7,  projekce)

formy p.

Definice 2.2.35 7, -horizontdlni, 7z,  -horizontdlni forma

Necht p je diferencidlni k-forma na varieté (J Y., X ) p nazveme 7, -horizontdalni (resp.

7, , -horizontdlni), plati-li pro kazdé 7, - vertikalni (resp. 7,  -vertikalni) vektorové pole & na J'Y :
i:0=0.

Piiklad 2.2.36 Je-li dimX=1, pak 7z -horizontdlni forma p na (Y 2.4 ) ma ve fibrovanych soufadnicich
tvar: p= f(t,q")dt , 7,-horizontdlni 1-forma o na (JIY,7Z1 ,X) ma tvar p= A(t,q",q'” )dt , -
horizontalni formama tvar o = A(t, q".,q" )dt +B, (t, q".q" )dq” :

Definice 2.2.37 7 -horizontalizace:
obecné pro dimX=n:

Necht' ne A’ (TJ Y ),q >1, je g-forma. Pro kazdy bod y = j*'y € J**'Y, a kazdy systém vektorl
1o, € TyJ”lY klademe:

hn(j;i*‘y)(fl,---,fq)= n(e v\ oy o T2, (E )T Y o T, (fq ).

hnije 7, -horizontdlni g-forma na J°"'Y. Zobrazeni h piifazujici g-formé& n na J°Y formu hn

s+1

s+l o . .
na J"'Y, se nazyva 7T -horizontalizace.

Ptepiseme obecnou definici 2.2.37 pro pfipad dimX=1:
Necht ne A' (TJSY) je 1-forma. Pro kazdy bod y = j:"ye€ J*"'Y, a kazdy vektor & € T,J°"'Y

klademe h77( j”ly)(f): 77( Jj: y)(TX JvTr,, - & ) hn je 7, -horizontdlni 1-formana J**'Y . Zobrazeni h

X

se nazyva 7T, -horizontalizace.
Z definic 2.2.35 a 2.2.37 vyplyvaji vztahy:

h(p+n)=hp+hn,
qg>dimX = hp =0,
-projektabilni,

s+1,s
Sy o=J"y"hp

1
2
3. p je 7, -horizontdlni = hp je 7
4
5. necht « je difeomorfismus variety 7z, pak hJ o’ p=J""a"hp.

Vyjédieni horizontalizace v soufadnicich:
Necht dimX=1, fje funkce na J'Y , horizontalizace 1-forem na J*Y ma tvar:
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hf=f0ﬂ5+l,s’

hdt = dr,
hdg{ =q7,dt, 0<j<s, (2.2.38)
df
hdf =—==dt,
4 de

—q 7,1 j€ tzv. totdlni derivace funkce fpodle t.
j

kde% = ai + ZS: d
dt  dt “Zog

Definice 2.2.39 7 -kontaktni forma:

Necht  (Y,7,X) je fibrovana varieta, dimX=n. Necht ¢ >0, forma pe A’ (T JY ) se nazyva

7, -kontaktni, nebo kontakini je-li hp = 0, nebo také ekvivalentné J*y"p =0, pro kazdy fez y fibrované

variety 7.

Definice 2.2.40 Kontaktizace:
Necht pe A? (TJSY), polozme: ppo=rx

ES
s+l,s

0—hp. pp je kontaktni g-forma na J'™'Y. Zobrazeni p

se nazyva kontaktizace.
Tvrzeni 2.2.41: Pro dimX=1 dostdvame z definice kontaktizace:

1. pdt=0
2. pdq! =dq] —q;.,dt, 1<0<m,0<k<s, kde s pfislusi s-jetovému prodlouzeni
fibrované variety.

Definice 2.2.42 Baze I-forem na s-jetovem prodlouzeni fibrované variety:
Oznaéme w; =dq; —q/,,dt, 1<0<m,0<k<s-1. Tyto 1-formy spole¢né¢ sdr a dg; tvofi bazi

I-forem na V, ¢ J'Y (tzv. kontaktni bdze):
(dt,a)",a){’,...,a)s"_l,dqf), 1<o<m.

Piiklad 2.2.43 V naSem vykladu budeme pouzivat zejména prvni a druhé jetové prodlouzeni fibrované
variety. Baze 1-forem na J*Y : (dt,a)",cé)”,dij"), kde @’ =w!, dj°=dq? .

Definice 2.2.44 k-kontaktni formy
Necht' pe A? (TJ 'Y ) Rekneme, 7e o je I-kontaktni, jestlize pro kazdé 7, -vertikilni vektorové pole &

na J'Y je (q-1)-forma i.p 7 -horizontalni.
Rekneme, 7¢ p je k-kontaktni, 2 <k < g, jestlize i P Je (k-1)-kontaktni pro kazdé 7z, -vertikalni

vektorové pole &.

Priklad 2.2.45: 2-forma o na J'Y je:

1-kontaktni, jestlize pro kazdé 7, -vertikalni vektorové pole & je 1-forma i.0 horizontilni ( pro

kazdé 7z, -vertikalni vektorové pole ¢ musi platit i (i : ,0)= 0):

p=A,0° ndt+B,,0° Andg".

22



2-kontaktni, jestlize pro kazdé m, -vertikdlni vektorové pole & je 1-forma i.0 kontaktni (pro

kazdy fez J'y fibrované variety (JIY,ﬂ'l,X) plati J'y"i.0=0):
p=B o’ Ao".
Tvrzeni 2.2.46: Necht pe A? (T JY ) Formu p je mozné na J*'Y jednozna¢né rozlozit:

ﬂ'j+l,sp = hIO+ plp +...+ pqpa
kde p,p znaci tzv. i-kontaktni komponentu formy p, 1<i<gq.
Diikaz: Tvrzeni vyplyva z vySe uvedenych definic.

Rekneme, Ze forma pe A (T JY ) ma rad kontaktnosti k , jestlize p,p =0 pro vSechna i<k.

Piiklad 2.2.47 Necht dimX=1, dimY=m+1. Kazdou l-formu pe A' (TJ'Y) je mozné jednoznaing
rozlozit na souCet horizontdlni a kontaktni komponenty. Ve fibrovanych soufadnicich, kde

p=fdt+ £ dq° + Z,dq"’, 1< 0 < m, pak vypada takovy rozklad nasledovné:
70 =\f + 1,47 + i Mo+ 07 + Ty

hp 1214

Tvrzeni 2.2.48: (Poincarého lemma)
Necht z:W — U je fibrovana varieta takova, ze W =U XV , U C R je otevieny interval a ' C R" je
oteviena koule se stfedem v pocatku. Necht pe A? (J SW) je forma fadu kontaktnosti /,

necht 1<g¢g, 1</<gq. Pfedpokladejme, Ze dp =0, pak existuje forma e A’ (J SW) radu kontaktnosti
1<1<g-1 takova, ze p=dn.

Duikaz: viz [2].

2.2.4. ProdlouZeni vektorovych poli na fibrované varieté

Definice 2.2.49 r-jetové prodlouzeni vektorového pole & :

Necht’ & je vektorové pole na Y, @, jeho jednoparametricka grupa. Pro kazdé jiye J'Y je definovana
kiivka t = j'«, (j;}/) v J'Y, kde parametr ¢ probihd jisté okoli bodu 0e R, j'ar je definovano
v 2.2.28. Vztah

relien)= {5 ralin)

d 1=0

definuje vektorové pole j"& na J'Y, které se nazyva r-jetové prodlouzeni vektorového pole &. j'& je
7, -projektabilni a 7z,  -projektabilni vektorové pole, r >s20.

Najdeme soutadnicové vyjadreni jetového prodlouzeni vektorového pole pro piipad, kdy dimX=1.
Necht’ (V, l//), W= (t, q° ), je fibrovany soutfadnicovy systém na Y a oznacme (Vr W, ),
v, = (t,q,‘f), kde g =¢q°,0<k <r , fibrovany soufadnicovy systtmna J"Y asociovany s (V,l//).
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0
aq°

vzhledem k fibrovanému soufadnicovému systému (V,l//). Pak r-jetové prodlouZeni ;"¢ ma vzhledem

Tvrzeni 2.2.50: Necht' je & 7 -projektabilni vektorové pole na Y. & = 50%+ E° je jeho vyjadieni

k fibrovanému soufadnicovému systému (V, , l//,) nasledujici vyjadreni:

0 < 0
JE=E'—+ E &) —— . kde
o = ‘ dq;

£0 = =5 0<k<r-1, kde

T—qkﬂ py znali totalni derivaci, jak byla zavedena ve vztazich
2.2.38.

_dgy . dé’ dgy
dt

2.3. Distribuce

2.3.1. Distribuce na varieté

Definice 2.3.1 Necht X je hladkd varieta. Distribuci na X rozumime zobrazeni A, které kazdému
boduxe X pfifadi vektorovy podprostor A vektorového prostoru 7 X .

Definice 2.3.2 Dimenze vektorového podprostoru A se nazyva rank distribuce A v bodé x a oznaluje
serank A .Plati: 0<rank A <dimX.

Definice 2.3.3 Funkce rank A : X — R pfifazujici kazdému bodu x€ X hodnotu rank A se nazyva rank

distribuce A. Je-1i funkce rank A _ konstantni, pak fikdme, Ze distribuce A ma konstantni rank.
Definice 2.3.4 Dv¢ distribuce A|,A, se nazyvaji doplikové, pokud plati pro kazdé xe X

A ®A =TX.

1x 2x

Necht' & je lokalni vektorové pole s defini¢nim oborem dom & . Rikame, e & ndlezi distribuci A, E€ A,
pokud pro kazdé x e dom¢ plati , ze &(x)e A

Kazdy systém {f p }ze [( I je mnozina indexti) lokdlnich vektorovych poli na X takovych, Ze

Udom &, = X definuje distribuci na X. A naopak, ke kazdé distribuci A na X miZeme najit systém {g"‘l}
lokalnich vektorovych poli tak, ze: & € A pro kazdé 1, a pro kazdé xe X je vektorovy prostor A tvofen
systémem vektort {& (x),ze I}. V tomto piipadé fikdme, ze &,1€ I, jsou generdtory A, nebo také Ze

zadavaji distribuci A a piSeme:
A =span(& 1€ I).

Definice 2.3.5 Rekneme, 7e A je spojitd (hladkd), pokud ji generuje systém spojitych (hladkych)
vektorovych poli.

Definice 2.3.6 Anihilator distribuce
Necht' A je distribuce na X. 1-forma ne T.” X se nazyva anihilatorem distribuce A, jestlize pro kazdé

vektorové pole & na X takové, ze £(x)e A, pro kazdé xe X, plati
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i:n=0.

Oznatme A’ mnoZinu vSech anihildtord distribuce A. Pro pevné xe€ X zna¢ime A’ = {77()6)|77€ A° }

A’ je vektorovym podprostorem T X .

Tvrzeni 2.3.7: Ke kazdé distribuci A na X existuje indexovd mnoZina K a systém {57, } . lokélnich
1-forem na X, jejichz defini¢ni obory pokryvaji celou varietu X, takovych, ze pro kazdé x je n_€ A" a
vkazdém bodé¢ xe€ X je vektorovy prostor A’ generovan systémem {77K (x),i(e K}. Oznagime-li

A’ =span{n, ,k € K}, pak distribuci A miizeme definovat takto:
A:span{ £ ‘ i;n,=0,VkeK }.

Definice 2.3.8 Kodistribuce
Necht xe X . Zobrazeni A’ :x — A’ C T"X se nazyva kodistribuce. Plati:

rankA _ + rankA’ = dim X

Je-li A hladka distribuce s konstantnim rankem na X', rankA = k, potom v okoli kazdého bodu X, muze
byt A zadano bud systémem k linearné¢ nezéavislych hladkych vektorovych poli anebo systémem
(dim X — k) linearn€ nezavislych hladkych 1-forem. Tyto dva popisy jsou v pfipadé konstantniho ranku
zcela ekvivalentni.

Tvrzeni 2.3.9: Je-1i Aspojita distribuce na X'a x, € X, pak existuje okoli U bodu x, takové, Ze pro kazdé
x€ U platirankA  >rankA .

Definice 2.3.10 2-forma podél distribuce:
Necht xe X, A je distribuce na X. Antisymetricky 2-tenzor @ : x — @(x)e A*(A,) operujici na dvojici

vektorovych argumentli z A | se nazyva 2-forma podél distribuce A.

2.3.2. Distribuce na fibrované varieté

Definice 2.3.11 Integrdlni rez
Necht’ (Y T, X ) je fibrovana varieta a A distribuce na varieté Y. Rez §: X — Y, nazveme integralni ez

pokud pro kazdou 1-formu # naleZejici mezi anihilatory distribuce A plati "7 =0, nebo ekvivalentné
T.5(T,X)C Ay, pro kazdy bod x€ X .

Analogicky definujeme integralni fezy distribuci na prodlouzenich fibrované variety.

Definice 2.3.12 Maximalni dimenze integralniho rezu
Rekneme, Ze integralni fez 0: X — Y distribuce A je maximalni dimenze v bodé¢ xe X, kdyz plati
T.6(T.X)=A s(x)- Integralni fez & je maximdlni dimenze, pokud je maximédlni dimenze v kazdém bode¢

xe X.

Priklad 2.3.13: Necht (J Y., X ) je fibrovana varieta, necht A je distribuce na J'Y. Necht' § je
fezem variety (J D T, X ), dimX=1:
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S:te X = (¢ EJY 5t= t,q°0
5 0 _ 0
”{5 ’{ G ar]

2 o
kde Tﬁ(fo aj .fo +&° dg”5(t) 9 +£&° dq f(t) 8 je vektorem te¢nym k J'Y vbodé S(t).
ot dt  9q° dt 0q°

J je integrilnim fezem distribuce A pravé tehdy kdyz 67=0 pro libovolné ne A’, ftj.

n(ﬁ(t))(T,é‘(fo %D =0, coz znamena, ze te¢ny vektor Tﬁ(fo %) je jednim z generatord distribuce.

Pokud rank A=1 pak integralni fez & je integralni kiivkou.

Necht’(Y T, X ) je fibrovana varieta, dimX=1, a J'Y jeji l-jetové prodlouZeni. Oznaéme A
distribucina J'Y :
A:zeJ'Y A cCTJ'Y,

kde T.J'Y je prostor te¢ny k l-jetovému prodlouZeni fibrované variety (Y T, X ) Necht’ (V,l//),
W= (t,q”) je fibrovany soufadnicovy systém na Y takovy, ze z€ 7, o (V) T.J'Y je vnasem vykladu

2m+1 dimenziondlni a jeho bazi je soubor vektorti

9.9 9 ) dei<o<m.
ot 0q° 9q°

Definice 2.3.14 Distribuce A na J'Y se nazyva slabé horizontdlni , jestlize pro kazdé z€ J'Y je A,
doplitkem podprostoru P, 7, vertikalnich vektord v bodé z.

Tvrzeni 2.3.15: Distribuce, ktera neni slabé horizontalni, nema integréalni fezy.

Diikaz: Ptedpokladejme 7e A neni slabé horizontalni. Pak kazdy vektor e A, ze J'Y, je x,-

vertikalni. Pak zfejmé dfe A’. Necht 8 : X — J'Y je libovolny fez. Plati 8°d¢t =dt#0. & tedy nemiize
byt integralnim fezem distribuce A.

Poznamenejme, Ze soubor anihilatort libovolné slabé horizontalni distribuce neobsahuje formu dz.

2.4. Vektorova pole a formy na podvarietach

2.4.1. Podvarieta diferencovatelné variety

Tvrzeni 2.4.1: Oteviend podvarieta diferencovatelné variety:
Necht’ X je n- rozmérnd diferencovatelna varieta, W C X jeji oteviend podmnozina, A4, jeji maximalni

atlas 4, = {(Ul,¢l)|le 1},. Pak

A =, W e,

max

UnWiel

I/l I//l

je maximalni atlas na W. MnoZzina W opatfend atlasem A , t. (W A” ) je sama diferencovatelnou

max

varietou dimenze n a nazyva se ofeviFena podvarieta diferencovatelné variety X.
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Definice 2.4.2 Adaptované souradnice:
Necht' X je diferencovatelna varieta dimenze n, necht W C X je libovolna podmnozina. Rekneme, ze

soufadnicovy sytém (U ,(/)), Q= (xl,...,x”) je adaptovany k W jestlize W nU # 0 a existuje Cislo m,
1<m<n,tak, ze pro kazdé we W U, plati: x""p(w)=...= x"p(w)=0.

Pro xeU je x'”“(p(x)=fl(xl,...,x”),...,x”(/)(x)=f”_’" (xl,...,x”), tyto rovnice jsou rovnicemi

podmnoziny W. Lze tedy psat ¢ = (xl,...,x’”,fl,,,,,f”—m)_
Tvrzeni 2.4.3: Adaptované sofadnicové systémy jsou kompatibilni.

Tvrzeni 2.4.4: Asociované souradnice:
Necht’ (U,(p) je adaptovany k W. Oznac¢me V =UmW,y/=(0|V , w=x'l,, 1<i<m. Pak (V,l//) je

soufadnicovy systém na W, nazyva se asociovany s (U ,¢).

Tvrzeni 2.4.5: Necht (U ,(/)), (U ,(7), UNU #0, jsou adaptované k W. Pak asociované soufadnicové
systémy (V, l//) , (17, 1/_/), V AV #0, jsou kompatibilni.

Definice 2.4.6 m-rozmérna podvarieta:
Necht’ X je diferencovatelnd varieta dimenze n, W C X . Lze-li W pokryt asociovanymi soufadnicovymi
systémy, nazyvame ji m-rozmérnda podvarieta variety X.

Definice 2.4.7 Kanonické viozeni:
Necht’ W je m-rozmérna podvarieta variety X. Zobrazeni t:xe W — l(x) = x € X se nazyva kanonické

vlozeni podvariety W do X.

Kanonické vlozeni v soufadnicich:
Necht’ fl(xl,...,x”)ZO,..., f”"”(xl,...,x”)ZO jsou rovnice podvariety W, tj. (U,p),

(0=(x1,...,x’”, e f ”_’”) je adaptovany soufadnicovy systém. Necht' rovnice jsou nezavislé, tj.

rank(Lj =n-m, 1<i<n-m, 1<[/<n. Bez 4jmy na obecnosti Ize volit misto funkci f',..., "™

o’
tzv. normdlni souradnice. f'=x""" - g"(xl,...,xm). Zvolme na X soufadnicovy systém (U,y),
;(=(xl,...,x’",gl,...,g”"’”). Kanonické vlozeni je pak v soufadnicich (V,y), 1//=(x1,...,x”), U, %)
reprezentovano takto:

qup ()c1 ey X )e I,V(V) — l(x1 peery X ) = (x1 X" g (x1 pery X ),...,g”_'” (x1 ey X ))E (p(U) .
Zkricené piSeme pouze ¢ misto souradnicové reprezentace yiy .

Priklad 2.4.8: Adaptované souradnice a kanonické viozeni na J'Y :
Necht (Y,7,X) je fibrovana varieta, dimX =1, dimY=m+1, dimJ'Y =2m+1. Necht QcJ'Y je
podvarieta dimenze 2m+1-k, 1<k <m-1. Necht (Vl,wl), v, = (t,q”,q’l,fi(t,q”,qa)), 1<o<m,

1<I<m-k, 1<i<k je adaptovany soufadnicovy systém , f' =fi(t,q",q")=0 jsou rovnice

« 0

podvariety O, rank[ s ] =k .V 2.4.7 byly zavedeny normalni soufadnice

fi q~m—k+i —gi(t,qa,ql,...,q'm_k)z 0.
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Necht’ (VIQ,I/IIQ), 1//1Q = (t,q",ql ) je soutfadnicovy systém na () asociovany s (Vp%)- Méjme na J'Y
soufadnicovy systém (Vl, ;(1), kde gy, = (t,q",q'l ,g' ) Kanonické vlozeni v soutfadnicovych systémech
(VIQ,UJIQ),(VI,;(I) pak dostava tvar:

l(t,qa,ql): (t’qa’q-l,qm—kﬂ‘(t,qv,q-s )),
1<o,v<m, 1<,s<m—k, 1<i<k.

Definice 2.4.9 Necht' A je distribuce na X. Necht’ M je hladka varietaa f: M — X vnofeni. f'se nazyva
integralni zobrazeni distribuce A, je-li prokazdé te M : T, f(TM)c A 70+

Definice 2.4.10 Integralni varietou distribuce A nazveme podvarietu W variety X pokud W je souvisla
varieta a kanonické vloZeni 1: W — X je integralnim zobrazenim distribuce A.

Definice 2.4.11 Prvni integrdl distribuce
Necht' A je distribuce definovana na variet¢ X. Funkci g definovanou na oteviené mnozin¢ U C X
nazveme prvnim integralem distribuce A , pokud 1-forma dg je anihilatorem distribuce A , tzn. i.dg =0

pro kazdé vektorové pole £€ A.

Definice 2.4.12 Uplny soubor nezavislych prvnich integralii distribuce
Prvni integraly g,,g, distribuce A definované na U C X se nazyvaji nezavislé, kdyz formy dg,,dg,
jsou linearn¢ nezavislé v kazdém bod¢ oteviené mnoziny U.

Necht' g,,.....,g, jsou nezavislé prvni integraly distribuce A , definované na U. Soubor {gl,..., g k}

nazveme uplny soubor nezavislych prvnich integralu distribuce A v bodé xe€ U, kdyz plati:
A, = span{dg, (x)....,dg, (x)}.

Tvrzeni 2.4.13: Necht je {gl,...,gk} uplny soubor nezavislych prvnich integralti distribuce A , pak
podvariety W,W cU c X, které je mozno vyjadfit rovnicemi g, =a,,....g, =a,, kde a, jsou
konstanty, jsou integralnimi varietami distribuce A maximalni dimenze.

Diikaz: Z definice variety W je zfejmé, Ze pro kanonické vlozeni 1: W — X plati T(T,W)= A, pro
libovolné te W'
Definice 2.4.14 Uplné integrabilni distribuce:

Distribuce A na varieté¢ X se nazyva upiné integrabilni, jestlize kazdym bodem x e X prochazi integralni
varieta distribuce A maximalni dimenze.

2.4.2. Vektorova pole a formy na podvarieté fibrované variety

Necht’ (Y T, X ) je fibrovana varieta, dim X =1, dimY=m+1, dimJ'Y =2m+1. Necht O je podvarieta
variety J'Y, dim O=2m+1-k, 1<k <m—1.V kazdém bodé xe O je dan soufadnicovy systém (Vl,wl)
na J'Y adaptovany k podvarieté Q. Podvarieta Q je zadana systémem rovnic f (t, q°,q° ) =0, 1<i<k.

Piiklad 2.4.15: Tecny vektor k Q:
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Jacobiho matice te¢ného zobrazeni ke vlozeni 1:

1:xeQ—i(x)=xeJ'Y, l:(t,q",q'l)—> (t,q”,ql,gi(t,qv,q's)), kde
I<ovs<m, 1<i<k, 1<Ls<m—-k, """ =g'(t,g°.¢"....¢"") ma vbodé xe Q tvar:

og'
%)
s
oq°
)
aql i=l,...k

2m+1-k o=l,...m

Tvar te¢ného vektoru & k varieté Q v soufadnicich asociovanych s (V;,1,):

-t
Plati: | | |
T S A S P
kde e T.M cT.J'Y.
Bez ujmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze Ctvercova matice [aq'a{j‘ﬂj je regularni.

of’
aq-m—k+j

Zavedeme-li «’; jako matici inverzni k matici ( J, pak mlZzeme psat pro

« m—k+i

" (,9%,¢" )= g'(t.%,4"):

of ot _ YA d _, _ 9 _ " er_ L of

ot ot 9g" " ot ot ot 7ot

i i i j i Cm—keti ‘ j
of oz:af N of ‘ag’:() :>8g :aq l:_a,'af’,
aio ai ai a J a i a-m—kﬂ'o a J

f-ll: f-1+ -f—k+' g-1:0 = g-1: 4 Ny l:_a} f-l’
d4°  9¢°  0¢""" dg g oq 94

= 0 .o 0 z O ; of " L, o = 0of’ 0
=T F)=£"— F— —g'| &' =— - e -
f xl(g) f l‘+§ +§ aql aj(é: at +§ aqa +§ aq-lJaq-m—kﬂ

Tvrzeni 2.4.16: Necht je podvarieta Q zadana systémem rovnic f* (t,q”,q'”)z 0, 1<i<k, necht & je
vektor te¢ny k podvarieté Q. Pak plati: df’ (df) =0.
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Ditkaz: df' = o Zdt +—=— Ui dg? af —dg' + A dg" ™"/, Vezmeme-li vyjadfeni vektoru & z2.4.15

ot aq° aq dg"
pak
(o S o o U (O O O
d = + + - 4 + + =
Q=S8 s | €
St
Definice 2.4.17 Formy na Q:

Necht we A (TJ 'Y ) je k-forma. Necht 1:0 — J'Y je kanonické vlozeni. k-formou na Q rozumime
zobrazeni w,:x€ Q> w,(x)e A(T,0). Formu w,e A*(TQ) nazveme restrikci formy w
na podvarietu Q, jestlize pro kazdé xe O a kazdy vektor £e T.Q plati: @, (x)(¢)=aw((x))T.1(¢)), 4.
w

Q:za).

Piiklad 2.4.18: 1-formy na Q:
Necht we A*(TJ'Y), §.w(x)e A (T.J'Y), 0= Adt + B,&" +C,dg°,

=(dot) 'dt+ (B, o1) '@ +(C, 01) 1°dg°
l*dt — dt, l*a)l — a)l’ l*wm—kﬂ' — l*dqm—kﬂ' _(q-m—k+i Ol}jt — l*dqm—kﬂ' _gidt, l*dql — dql

rdg" T = de’ =1 (ag dt+ag dq° + %8 qu

ot aq° 81
N o of
l( a;——dt = Jaadq ]a;dQJ

LAY 2 o’ _
(a_/ at]ldt (a aq]ldq ( qudq

J J J
——(a’}oz{af o1 dt+af o1 dg” + af o1 dg J
‘ q

ot g’
1<i,j<k, 1SI<m—k 1<o<m.

Definice 2.4.19 Kontaktni forma na Q
Forma @, na Q se nazyva kontaktni, jestlize je J 17/*50Q =0 prokazdytez y:U — Y, U C X, takovy, ze

J'y(x)e Q pro viechna xe U .
Tvrzeni 2.4.20: Je-liw kontaktni forma naJ'Y , pak je kontaktni i jeji restrikce na Q.

Diikaz: Je-li wkontaktni forma naJ'Y pak pro kazdy fez y:xe U — ;/(x)e Y plati J'y"w=0. Necht
pro kazdé xe U je Jlj/(x)e 0, pak:

Tvrzeni 2.4.21: VSechny kontaktni 1-formy na Q maji tvar t* (Baa)” )
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Diikaz: Viechny kontaktni formy na J'Y maji tvar = B,w°, B, =B, (t,qv,q‘/). Podle piedchoziho
tvrzeni je "B, @’ kontaktni formou na Q. Nyni je tfeba dokazat, Ze jiné kontaktni 1-formy na Q

v disledku restrikce nevznikaji. Nejprve odvod'me rovnice pro pripustné rezy, tj. takové ftezy
y:xelU—> }/(x)e Y, pro které je J 1;/(x)e QO pro libovolné xe U. Podvarieta QO je déna systémem

.« m—k+i

rovnic f* (t, q%.,4',q )20, tj.pro ptipustné fezy y plati:
S 6a v(x)d'v(x) g y(x)=0
Predpokladejme bez ujmy na obecnosti, ze rovnice Q jsou vyjadieny explicitné:
" =g'(tg%.q' ), 1<i<k,1<o<m,1<I<m—k.
Derivaci podle ¢ ziskame:

& o ot dgTy(e), o d'y(t), O dg" ()
dt ot 0q° dt dg' dt oG dt

=0,

o

vynasobenim matici (ah,») (matice inverzni k matici ( j) a upravou dostaneme rovnice pripustnych

rezi:

vkt of " ke o' of' . of ..
i k h},(t)+aih aqm—k-*—j q k Jy(l‘):—Clih(§+a—qlql7/(l‘)+a—q.lqu(t)j,

1<i,j,h<k, 1SI<m—k,kde

d - m—k+h

d‘]m_k+h V(I) < m—k+h q V(t) o m—kth
= t), — = t
" g" """y (t) = """ y(e)

a obdobn¢ pro index /. Pfedpokladejme bez ijmy na obecnosti, Ze rovnice Q jsou vyjadieny explicitng:
" =g'(t,q%.4' ) 1<i<k,1<o<m, 1<I<m—Fk.
Pro ptipustné fezy v soutadnicich plati:
T(0)= g7 r(e).q'r(e) g (g () ¢'7(0))).

Necht xe Qc J'Y ,we A (TJIY),fe T.Q.Obecné ma w tvar w= Adt+ B, w° +C,dq° , restrikce @
na Q: w, =1 w. Hledame takové w,, pro které plati.J 1j/*a)Q =0, kde y je pfipustny fez. ProtoZe
Jyr (Bga)" ) =0 méa podminka tvar:
J'Vw,=J"yr (Adt +B 0 + Cadc]"): Jyr (Adt +C dg° )
Dale plati:
0 (4dt+C,dg% )= (4ot) de+(C, o 2)"dg' +(C, ., 01)'dg' =

ot 0q' dg"

31



i

+{(Cl ° l)+ (Cm—kﬂ‘ © l)&il}dql + (Cm—kJri ° l)a;go-l*a)a .
0q g

kontaktni

Pozadujeme:

0=J'y"t" (4dt + ngq”){(A 01)+(C, . o l)(aagz + 3?1 '+ aqig-“-/ g’ ﬂ o J'y dt +

i

0
{mwwwmmw%

}JW G'y(r)de
dq

Jelikoz pro piipustné fezy y jsou funkce ¢’ }/(t) libovolné, pak:

dg' , Jg’ g i Jag' _
()€ ot B 2 2|, (€ ) (€ o

Odtud plyne, ze kontaktni formy na Q vznikaji vyhradné restrikci kontaktnich forem B_@? definovanych
na J'Y na Q. Pro kontaktni formy na Q tedy plati: D jom = l*(BUa)"). Analogicky 2-kontaktni 2-formy

na Q maji tvar 1'B,, 0’ Aw", atd.
Priklad 2.4.22: 7, -vertikalni vektory na Q:
7, -vertikalni vektor na J'Y ma tvar: &, = f" —+ é" 7 . Oznatme V7, (x)=Vm (x)NT.0

prostor 7, -vertikalnich vektord v bodé¢ xe QO podvarlety 0 a Vﬂ'l (x) prostor 7, -vertikalnich vektorti
vbod¢ xe J'Y . 7, -vertiklni vektor &, , € V,7, (x)na Q ma pak s uzitim 2.4.15 tvar:

o a 7z a i o j af a
§V,M=§ aq_g*‘fla_q;_aj(f 9q° fl ja m—kti

Piiklad 2.4.23: Horizontdlni 1-formy na Q:
I-forma na Q mé tvar w= Adt+ B_dq° +C,d¢', kde A4,B,,C, jsou funkce proménnych (t,q",q").

Vycislime-li formu @ na 7 -vertikdlnim vektoru na (, dostavame a)( ,,,M)=BU§"+C,E L
Pro 7, -horizontdlni formu na Q musi byt a)( VjM)=O, tedy B, =0,C,=0 a dostavame tvar

77, -horizontélni formy na Q: @ = A(t, q%.,4’ )dt.

Obdobné ziskame:

7, -vertikalni vektory na Q: (£, ,)=&" aa ( z
q

affj P

a m—k+i ’
7, , -horizontalni formy na Q: w = Adt + B, , kde 4, B, jsou funkce na Q.
Definice 2.4.24 Formy na Q podél distribuce:

Necht Q c J'Y je podvarieta zadana nezavislym systémem k rovnic f" (t,q",q"’ ) =0, 1<i<k, je dan
teény a kote¢ny prostor 7.0, 7.0, kde xe O, dimT.Q=dim T, Q =2m+1-k,
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) . o 1 , (0 9 0
baze TxQ:(dt,dq ,dql), bazeTxQ—(g,aq—G,Wj-

Necht' A je distribuce konstantniho ranku na Q. Necht' xe Q je libovolny bod. Oznaéme A’, C 7, Q
dudlni prostor k A . Zobrazeni a):x%a)(x)e A’ se nazyva I-forma podél distribuce A. Zobrazeni

n:x—n(x)e A(A,) se nazyva k-forma podél distribuce A.

Tvrzeni 2.4.25: Necht A je distribuce konstantniho ranku na Q a A’ jeji kodistribuce. Pak 1-formy podél
distribuce A generuji v kazdém boé x€ Q dopln&k vektorového prostoru A’ v 770 .
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3. Nevazané a vazané mechanické systémy
V nésledujici kapitole definujeme postupné mechanicky systém bez vazeb a mechanicky systém
s neholonomnimi vazbami pomoci objektd na fibrované varieté. Budeme feSit fyzikalni ptiklady jako
geometricky problém na fibrované varieté. Vyklad se jiz nadile bude tykat variety jejiz baze je
jednorozmérna.

3.1. Mechanicky systém bez vazeb

Definice 3.1.1 Necht 7z:Y — X, dimX=I1. Lagrangianem radu r nazyvame horizontalni 1-formu
Ana J"Y, jejiz vyjadieni ve fibrovanych soufadnicich je: A = L(t,q”,ql",...,qf )dt. Funkce L se nazyva
Lagrangeova funkce.

Definice 3.1.2 Dynamickad forma
Kazda 1-kontaktni 7, -horizontdlni 2-forma £ na J ’Y se nazyva dynamickd. Ve fibrovanych

soufadnicich ma dynamicka forma tvar:
E=E,(t.q".¢".4" g ndt=E,(t.q".4".§" Jo” A dt.
Uvazujeme pouze specialni piipad: E_ je afinni v druhych derivacich, tj.
E,=4,(t.q".4¢" )+ B,, (t.q". 4" )i° .

Dynamicka forma se nazyva variacni, existuje-li Lagrangian A prvniho fadu, A = L(t, q".,q" )dt tak, Ze:
oL d JdL

- -————,15v,0<m.
daq° dt 9¢°
Necht' fez y : X — Y splituje podminku

EoJy=0, (3.1.3)

pak se nazyva trajektorie dynamické formy E . Lze psat
E 47 a7 0 (3.1.4)

t, s L = ol
o BT e

Vidime, ze pokud je splnéna podminka (3.1.3), maji komponenty dynamické formy E_vyznam levych

stran pohybovych rovnic.

Tvrzeni 3.1.5: Necht E je dynamickd forma afinni v druhych derivacich. Existuje 2-forma «
s néasledujicimi vlastnostmi:

1. a=E+F, kdeF je 2-kontaktni,
2.« je projektabilnina J'Y .

Diikaz: Formu a zkonstruujeme. Z pozadavku (1) pro tvar o vyplyva:
a=(4,+B,,§) S A&+ F, § A+ E> of A&S+E i NS
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F ,=-F,. Z podminky (2) dostavime F. =B F!!=0. Pro « dostaneme tvar:

ov Vo ov?

a=A4 & A\d+E, of ndf +B,,&f Adj’. Projektabilitana J'Y je ze soutadnicového vyjadieni ziejma.

Formu « nazyvame Lepageovou formou asociovanou s E. Lepageovy formy tvoii tfidu
ekvivalence, kterd je zavedena takto: &’ se nazyva ekvivalentni s «, pokud a’=a+n, kde 7 je

2-kontaktni, 7, , —horizontdlni 2-forma ( tj. je tvaru 7= F, 0’ Aw").

Definice 3.1.6 Dynamicka distribuce
Necht A’ =span{i ga}, kde & probiha mnozinu vSech 7, -vertikalnich vektorovych poli na J'Y .

Odpovidajici distribuci A na J'Y nazveme dynamickou distribuci. Necht

s O

§=¢ %

—+ &7 a% pak i@ = (4,dr + 2F,,0" + B,,d" )7 + B, 0" E".
q

Anihilatory dynamické distribuce maji tedy tvar: 4 d&+2F ¢/ +B 47", B, @’ .
Tvrzeni 3.1.7: Necht E je dynamicka formana J'Y .

1. Necht ¢,,a,jsou ekvivalentni Lepageovy 2-formy asociované sE a A, , A,

odpovidajici dynamické distribuce. Pak distribuce A, , A,, maji stejny soubor

a2

holonomnich integréalnich feza.
2. Soubor holonomnich integralnich fezii kazdé dynamické distribuce pfislusné k E je totozny
se souborem holonomnich trajektorii dynamické formy E.

Duikaz: Ziejmée
A’ =span{d dr+2F, w’ + B, d§", B, 0" },
A, =span{d, dt +2F, 0" + B, d§", B, 0" },

tedy ke kazdému anihilatoru 7€ A’ existuje anihilator 77 € A’ , tak, ze 77 =7+ ¢, kde ¢ je kontaktni
1-forma.

Je-li § holonomnim integralnim fezem distribuce A, pak existuje fez y variety (Y .4 ) tak,

al?

ze J'y'n=0, pro kazdé ne A’,. Necht 7 je libovolny anihilator 77€ A’,, zvySe uvedeného

plyne J'y*77 =0 a tedy J je holonomnim integralnim fezem distribuce A, .

Necht' & je Lepageova 2-forma asociovana s E, A, je pfislusna dynamicka distribuce. Necht' o je
holonomni integralni fez fibrované variety (J Y.z, X ), tji. 0 =J'y pro jisty fez y fibrované variety
(Y .4 ) Rez & je integralnim fezem dynamické distribuce A, pravé tehdy kdyz 8°n =0 pro kazdy
anihilator ne A’,, tj. §7i ¢ =0 pro libovolné 7, -vertiklni vektorové pole na J 'Y. Tedy J'y"i x=0.
Plati:

Jyi.a=Jy ((Aadt +2F o'+ B, d¢" ) E7—B, 0 E" )=
=72y {4,de+ B, dt + B, @ &7 o T'y)=(E, o JPyNET o T ¥ )t .

Podminky Jl;/*iga =0 a E, oJ?y=0 jsou ekvivalentni.
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Definice 3.1.8 Mechanickym systémem prvniho Fadu rozumime tiidu [er] ekvivalentnich Lepageovych
2-forem na J'Y asociovanych s E. Rekneme, Z¢ mechanicky systém [a] je reguldrni, je-li rank A =1
pro jisté a€ [a].

Tvrzeni 3.1.9: Necht' [a] je mechanicky systém na J'Y . Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. |[e] je regularni,
2. B, jeregularni v kazdém bod¢ ye J'Y,
3. A, =A, prolibovolné o€ [a].

3.2. Neholonomni vazby

V nasledujicim odstavci se budeme zabyvat systémem neholonomnich vazeb, s nim spojenou vazebni
silou a vazebni podvarietou variety J'Y .

Je dana fibrovana varieta 7:Y — X, dimX=1, jeji prvni a druhé jetové prodlouzeni J'Y, J?Y.
Necht Q je podvarieta variety J'Y, dimQ=2m+1-k, 1<k <m-—1. V kazdém bodé xe Q je tedy dan
soufadnicovy systém (U , ;()na J'Y, ktery je adaptovany k varieté Q. Oznaéme jy = (x” N ),
1< p<2m+1-k, 1<i<k.Podvarieta Q je definovana na oteviené mnozin¢ U rovnicemi:

f1=0,1<i<k. (3.2.1)

Definice 3.2.2 Vazebni podvarieta:

Necht xe Q, xeU cJ'Y a necht (U , ;5) je soufadnicovy systém s fibrovanymi soufadnicemi
(t,q”,c]”), 1<o<m. Oznatme Q, =QNU. Podvarietu Q, nazveme vazebni podvarietou, lokdlni
vazbou, pokud v kazdém bod¢ xe U plati:

rank (i] =k. (3.2.3)
0q°

Je-1i splnéno (3.2.3), pak (3.2.1) nazyvame systémem k neholonomnich vazeb.
Pokud existuje pokryti podvariety Q mnozinou adaptovanych soufadnicovych systému (U " ;gl)

tak, ze pro kazdé 1 jsou splnény vztahy (3.2.3), pak Q nazyvame vazebni podvarietou, globdlni vazbou.
Adaptovanym  soufadnicovym  systémim (U " ;(l) piislusi  adaptované  souradnice

(tl,ql",q'll,...,q'l’"_",ﬁl,...,ﬁk ), kde (tl,ql",ql")jsou fibrované soufadnice na U.

Normdlni soufadnice pak maji tvar: f' = ¢" " — gi(t,q",ql,...,q"”’k ), 1<i<k.

Definice 3.2.4 Holonomni trajektorie na podvariete Q.
Necht’ Q je vazebni podvarieta variety J'Y . Rez ¥ fibrované variety 7z definovany na oteviené mnoziné

I C X nazveme holonomni trajektorii na podvariete Q, pokud je pro kazdé x € I splnéno: J l7/(x)e 0.

Nyni hleddme distribuci na vazebni podvariet¢ Q , jejiz poddistribuce by popisovaly pohyb
kazdého mechanického systému vazaného ke Q. Takova distribuce bude zahrnovat vSechny mozné
dynamické distribuce na Q. Jak bylo uvedeno v 3.1.7 holonomni integralni fezy dynamické distribuce
splyvaji s trajektoriemi ptislusné¢ dynamické formy E, ktera charakterizuje dany systém. Proto budeme
v okoli vazebni podvariety O hledat systém lokalnich distribuci, jejichz holonomni integralni fezy
splyvaji s holonomnimi trajektoriemi na Q.

Necht’ je O, lokalné€ zadand vazebni podvarieta definovana rovnicemi 3.2.1. Polozme
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_o
0q°

i afl i

O, ==—, @y =f" q°, ¢' =@ydt+ ¢, dg°.
dq

Potom plati h¢' = (qog + qogq")dt = f'de.

Definice 3.2.5 Vazebni distribuce a rozsirend vazebni distribuce

Polome C.= span {(oi,l <i< k}, CJ)= span {q)i, dr',1<i< k}. Tyto kodistribuce definuji na Q,
roz§irenou vazebni distribuci 5U , rank CN,’U = 2m+1-k, a jeji podvarietu - vazebni distribuci C,, , rank C,, =
=2m+1-2k.

Tvrzeni 3.2.6: Necht je O, lokéalni vazebni podvarieta, C, je pfisluSnd vazebni distribuce. Pak
v kazdém bodé xe Q,,: C,(x)cT.Q, .

Diikaz: Mg&me distribuci generovanou 1-formami df’, 1<i<k. Tato distribuce je te¢na

k podvariet¢ Q,, , tj. zobrazuje x€ Q,, na T.Q,,, C, je jeji poddistribuci.

Tvrzeni 3.2.7: Necht je Q c J'Y vazebni podvarieta. Existuje distribuce C na Q, rank C°=k, tak, ze
holonomni integralni fezy distribuce C jsou totozné s holonomnimi trajektoriemi v Q.

Diikaz: viz [1], ndznak dikazu:
M¢éjme podvarietu Q pokrytou adaptovanymi soufadnicovymi systémy (U " ;(l) a méjme

pfislusné vazebni distribuce C;, . Je nutno dokazat, Ze v prunicich jednotlivych soufadnicovych systemui
dostdvame stale jedinou vazebni distribuci. Tato distribuce je zaddna na celé podvarieté Q a jejimi
anihilatory jsou 1-formy {q)i,df ’}, ozna¢ime ji C. Je-li ¥ holonomni trajektorii v O, pak spliuje
podminku J'y(x)e Q, pak je ale také splnéno J'y'@' =Jy'he' =0, J'y*df' =0, tj. ¥ je holonomnim
integralnim fezem distribuce .

Definice 3.2.8 Distribuci C na vazebni varieté Q nazyvame kanonickou distribuci.

Necht 1:Q—J'Y je kanonické vlozeni a podvarieta O je definovana rovnicemi

m—k+

q""" =g',1<i<k.Prostor anihilatort kanonické distribuce je dan:
C"=span {l*(o",l <i< k},
m—k i
l*¢l — _z ggl ! +dqm—k+i _gldt
=1 04

Poznamenejme, Ze rank kanonické distribuce mé vyznam poctu zobecnénych stupiiti volnosti systému
vazanému ke QO a sama kanonicka distribuce pfedstavuje vSechna zobecnénd posunuti. Jeji 7, , -vertikalni

poddistribuce mé vyznam zobecnénych virtualnich posunuti nebo také virtualnich rychlosti.

Definice 3.2.9 Vazebni sila
Silou nazyvame dynamickou formuna U c J'Y . Necht je Q © J'Y vazebni podvarieta. Vazebni sila ®

vznika na okoli Q. (Okolim O méame na mysli sjednoceni otevienych mnozin U,, které ji pokryvaji).

Princip virtualni prace 3.2.10
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Necht je Q c J'Y . Mé&me pokryti podvariety Q adaptovanymi soufadnicovymi systémy {U ,}. Vazbu
nazveme idealni, jestlize plati pro kaZdou otevienou mnozinu U, :

i:®=0,
pro kazdé 7, vertikalni vektorové pole nalezejici do vazebni distribuce C;, .

Tvrzeni 3.2.11: M¢jme vazebni podvarietu @O, na U a pfisluSnou vazebni distribuci C,,

C, =span {wi ,dff,1<i < k}. Kazda sila, ktera vyhovuje principu virtudlni prace (3.2.10), ma tvar:

i i i a i o
@:Z(p AU =Zﬂo agg dg® Adz,
kde u' =ujdt, 1<i<k je systém horizontalnich 1-forem na U. Slozky wu'o jsou tzv. Lagrangeovy
multiplikdtory.?

Diikaz: Vazebni sila na U je tvaru ® =& adt,e =¢€’dt+¢, dg”. ® spliuje princip virtualni prace:
i:®=0 pro kazd¢ 7z, vertikdlni vektorové pole nalezejici do vazebni distribuce C,, tedy
i€ =1, (eodt+ p€)=i§ pe=0. To znamend, ze kontaktni ¢ast formy & je anihildtorem vertikalni

poddistribuce vazebni distribuce, pe je kontaktnia 7, -horizontalni, musi tedy byt pe =Y u;pe’.

Definice 3.2.12 Chetaevova sila
Kazda sila ® zavedend v (3.2.11) se nazyva (lokalni) Chetaevova sila ptislusna vazebni distribuci C,, .

Necht je QcJ'Y vazebni podvarieta. Necht {U,} je oteviené pokryti variety J'Y
adaptovanymi soufadnicovymi systémy, {C U, } je systém pfisluSnych vazebnych distribuci a pro kazdé 1
je @, ptisluina lokalni Chetaevova sila na U, . Necht'{g,} je rozklad jednotky vzhledem k pokryti {U,}.

Vztahem @ :Z g,®, definyjeme silu na N =uU,U,, kteou nazyvame Chetaevova sila prislusna
14

vazbeé Q.

? Takto definované Lagrangeovy multiplikatory piedstavuji zobecnéni Lagrangeovych multiplikatorti zavedenych pro feseni
systémil s vazbami napi. v [7]. Uvahy v [7] jsou pro neholonomni vazby provedeny za piedpokladu, ¢ /' =0 je neholonomni

3
vazba tvaru f' = z ak (xk , t)(xk )V +p (xk , t). Pouzitim Eulerovy véty o homogennich funkcich (viz [7], str 192) Ize funkci
k=1

/1 v -tého stupné ve slozkach rychlosti piepsat do tvaru:

) 3 afl ‘ di* 3 aft
I :%Z ——x*, x* = pak plati ——dx* =0. Za ptedpokladu § =0 nahradime dr — &, dx* — &* a

k=1 oi* =
SARY!
dostavame Z—k&c =0. Nyni je mozno pouzit metodu Lagrangeovych multiplikdtorti, kterd spocivd ve vynasobeni
k=1 0¥
, . i “r , i af ! , , . . , Xy, ,
posledniho vztahu koeficienty u, a v dal§im ma vyraz u, P vyznam sily spjaté s neholonomni vazbou. Reseni vazaného
X

systému se hleda pomoci principu virtualni prace (viz [7], str 186). Poznamenejme, Ze systémy s neholonomnimi vazbami
zcela obecného tvaru neni mozno fesit pomoci vySe naznac¢ené metody.
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Tvrzeni 3.2.13: Necht @ je Chetaevova sila pfisluSnd vazebni podvarieté Q. Kazdy bod v Q ma okoli U

takové, Ze restrikce @ na U M Q ma tvar
q)N = z¢l A /ui H

kde {(f } jsou anihilatory vazebni distribuce C,, a {,ui } je soubor 1-forem jak byly zavedeny v 3.2.11.
Duikaz: Necht {U l} je oteviené pokryti variety J'Y . Potom podle (3.2.12) ma Chetaevova sila p¥islusna
vazebni podvarieté O tvar @y = g® =) ¢@ Au , kde @, jsou anihilatory distribuce C, .

Pro kazdé i1, i existuji (viz dikaz 3.2.7, dasledek pfevodu soufadnic na priniku dvou soufanicovych
systémil) jisté funkce a” tak, ze na U N Q lze psat

i,j.

o, =2.al¢’ atedy @y =3 galp/ nu=) ¢’ A (Z glaffﬂf}Zw’ AL
j J i J

Tvrzeni 3.2.14: Necht ®@,, ®@, jsou Chetaevovy sily definované na okoli Q. Potom se podél QO ®, a @,
shoduji aZ na Lagrangeovy multiplikatory.

Tedy méme-li : ®,=> g,¢ Ay, a ®,=> h @, A, nalezneme v kazdém bod¢ xe Q takové
Lagrangeovy multiplikatory, 2’6 plati @, (x)= @, (x) ,kde @,= > h gl AL .
Diitkaz: vyplyva z 3.2.13. h

3.3. Mechanicky systém s neholonomnimi vazbami

Necht’ [a] je mechanicky syst¢tm na J'Y, E je odpovidajici dynamicka forma. Necht Q c J'Y je
vazebni podvarieta zadand rovnicemi f'=0,1<i<k, a ® Chetaevova vazebni sila pfislusnd Q,
definovana na okoli N podvariety Q.

Definice 3.3.1 Deformace dynamické formy E:

Polozme:
E,=E-O. 3.3.2)

Dynamickou formu E, nazveme deformaci dynamické formy E.

Deformace mechanického systému e :
Oy =a—D. 3.3.3)

Relace ekvivalence pro ¢, je zavedena jako v 3.1.5. Ttida ekvivalence [%,] reprezentuje mechanicky

systtmna N .
V odstavcich 3.1 a 3.2 jsme oznacili:

E=(4,(q",¢")+ B, (t.g",¢" i’ )dg° Adt, @=A, & A&+F,, af A +B,,f A&,

ko _ ko ofi
(I)N :Z¢l /\/,ll :(Zﬂéaqiajdqa Adt.
i=1 i=l

Pro E, a a, dostdvame vyjadieni:
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k i
E, :[Aa +B,,G° - [Z e %quﬂ Adt, (3.3.4)
i=1

"
o

1
o

k .
a, =[AU—Zu; }a}’ AG+E of ndf+B,, S AdG' . (3.3.5)
i=1

Ptislusna deformovanda dynamicka distribuce odvozend z 3.1.6 je dana anihilatory :

i;a +2F, &/ +B,,di', B,,0°. (3.3.6)

2

Obdobn¢ jako holonomni trajektorie v nevdzaném piipadé¢ 3.1.7 budou dynamiku deformovaného
systému udavat deformované holonomni trajektorie.

Tvrzeni 3.3.7: Rez y variety (Y T, X ) nazveme deformovanou holonomni trajektorii dynamické formy
E, spliuje-li podminky:

1. ekvivalentni podminky:
= E,oJy=0,

k i
= 4, + ng(j” = [Z,u(’) sf—UJ podél JZ}/ , (3.3.8)
i=l q

= pro kazdé 7, -vertikalni vektorové pole & na J'Y je J'y'i.c, =0,
2. floy=0. (33.9)

Diikaz: Podminka (1) je analogii definice holonomni trajektorie nevazaného systému (viz 3.1.3). (2) pak
vyjadfuje rovnice vazby a zarucuje, ze J ‘y(x)e O,xelcX.

Rovnice 3.3.8 a 3.3.9 vyjadiuji deformované pohybové rovnice ptislusné mechanickému systému
[]. Jsou tvofeny m rovnicemi druhého faddu a krovnicemi prvniho fadu pro nezndmé parametrické

vyjadieni trajektorie ¢° )/(t) a Lagrangeovy multiplikatory (t)
Piiklad 3.3.10: rovnice (3.3.8) pro rizné typy vazeb:

1) holonomni vazba: f’(t,q")=0,1£i£k: 4,+B,,4° =0.

du[(t,q”) ou'
dt

k
2) semiholonomni vazba: ' = JA<i<k: A, +B,§° = (Z,u(’) a—j
i=1

qO‘

k
3) neholonomni vazba: f' =b,4° +b': A, +B,,i° = (z,u(’)bl’,j
i=1

Nyni zavedeme popis vazaného mechanického systému pomoci mechanického systému
na vazebni podvarieté Q.

Necht [¢] je mechanicky systémna J'Y, Q c J'Y je vazebni podvarieta, ¢ kanonické vloZeni Q
do J'Y. Ozname [th)] deformaci mechanického systému [Ot] Chetaevovou silou @ a polozme
pro o, € [aq,] akazdé xe Q:

o (X)&5&5) = o (1x))E11 ), (3.3.11)
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kde &,,&, probihaji soubor vSech vektorovych poli nalezejicich do kanonické distribuce (byla zavedena
v3.2.8) na Q.

2, je tedy definovano jako "o, operujici na vektorech kanonické distribuce. Podle 2.4.24 je
a, 2-formou podél kanonické distribuce C. Nyni budeme hledat soufadnicové vyjadreni formy o, .

M¢jme na U C Q dén soufadnicovy systém, méjme vazebni distribuci C,, (viz 3.2.5). Necht’ plati

G (o . : . « :

na U (3.2.3), povaZzujme ¢tvercovou matici [Lj 1<i<k,m—k+1<j<m zaregularni a ozna¢me a;
q

matici kni inverzni. Z (3.2.5) méme vazebni distribuci: C,= span{p',df',1<i<k}. Pomoci a

zaved'me tzv. normdlni formu generdtorii C;) :

—i i i IS moiri i Of" i ;of L,
Z =a_,<o-’=a_,¢5dt+2a_,¢/dq’+dq ’ ,¢5=—f:,,¢0=f - J:,q ,
I=1 g g
J J
y' =aldf’ =d’ agt dt+a f _dg' +dg" (3.3.12)
j j j
Oznatime: @, =a'p), @ =a,p] =a, aff . W, =d agz . W, =d, gfg . Soubor forem
q

(dt,a)l,...,a)'”_k,(71,...,(7k,dq'1,...,d L VAN 7 )tvofi bazi 1-forem na U. Vyjadiime o, v této bazi.

0" =g [(/’ﬁZM +g" "“]dt Z(pw =q' Zaf dt—Z(oa)

4" =y (g -y - Z@"dtf
s=1

. . . m-k k . m-k
=y’ ~lys +vid - Zwéws “ D V@ =Y 9ldg" =
s=1 =1 s=1

m=k

m—k m—k
—y -ty -yl Zwm M(w Za S dt—Z(ﬂ w j—ZQ"dq's =

s=1 s=1

m—k
=y’ _(l//é +¥oq° Zlﬂm k14 7 Jdt_zl//m P +Z(Zl/jm k+l¢s 5‘] z vdg” (3.3.13)

J.l=1

Dosazenim (3.3.13) do (3.3.5) a Gipravou dostavame pro Qy= 1o, tvar:

m—k

ZA a}AdHZF a}/\aj+23 B Adg, kde (3.3.14)

Ls=1 Ls=1

- k k k .
Al = |:Al - Z AM—k+p(71p - 2[ l,m—k+s ZBﬂi—k+_/,’n—k+sal/ ]('/I(; + y/;qa ):I ol

p=1 s=1 j=1

k .
s = [ Is Z ( lLm—k+r ZFm—k+j,m—k+r¢ljj

J=1

k k k
+ Z(Bl,m—k+j - Z;Bnl—k+p,m—k+j alp ](le writ—k+r asr - Wsj ]:l ol (3'3°15)
p= r=

J=1

41



Bls = Bls - z (Bl,m—k+r¢sr + Bm—k+r,s alr )+ z Bm—k+j,m—k+rasr¢lj :| ol

r=1 r,j=1

Tvrzeni 3.3.16: Jsou-li formy o, a ag ekvivalentni, pak odpovidajici 2-formy e, a « jsou

ekvivalentni.

Diikaz: Relace ekvivalence pro ¢, je zavedena obdobné jako proa,,, tzn. 0519 je ekvivalentni s aé

pokud a,=a, +7, kde 77 je 2-kontaktni, 7, , —horizontalni 2-forma na O (tj je tvaru 7=0' A®”’,

1<l,p<m-k). Necht a, a «, jsou ekvivalentni podle relace ekvivalence zavedené v 3.1.5 pak

o, - o je 2-kontaktni, 7, , —horizontalni 2-forma na J 'Y . Srovnanim s 3.3.11 je tvrzeni dok4zano.
Ttida ekvivalence [, ] reprezentuje mechanicky systém na Q a nazyva se vazebni systém

prislusny mechanickému systému [ & ] a vazbé Q.

Tvrzeni 3.3.17: Rez y variety 7 predstavuje trajektorii vizaného systému [@, ] prave tehdy, je-li J y

integralnim fezem kanonické distribuce C, a pro kazdé 7, -vertikalni vektorové pole &, na Q je splnéno
Jlj/*iggQOKQ =0, (3.3.18)
kde a,, je 2-forma nalezejici do [, ].

Diikaz: Je-li J'y integralnim fezem kanonické distribuce C, pak podle 3.2.7 je také jeji holonomni
trajektorii, tzn. pro kazdé 7, -vertikalni vektorové pole & na J'Y plati J 17/*1'50(= 0. Tato podminka
vyjadiend na Q dava 3.3.18.

M¢éjme adaptované fibrované souradnice (t,q”,ql,...,c]’"'k) na . V odstavci 3.1 jsme pro systém

bez vazeb dostali z 3.1.4 soubor m diferencidlnich rovnic druhého fadu. Analogicky pro vazany systém
[a,] dostaneme soubor m-k diferencidlnich rovnic druhého fadu a soubor k rovnic prvniho fadu pro

m soufadnicovych funkci y',...,y" fezu y variety 7:

~ ~ m_kN .
E,onyE{AI +ZB,Sq°10J2y:O, floJy=0, (3.3.19)

s=1
kde 4,, B, jsou dany vztahy 3.3.15.
Zavedeme vazanou dynamickou distribuci analogicky jako v definici 3.1.6:

Definice 3.3.20 Vazana dynamicka distribuce AaQ prislusna formé «, je poddistribuci kanonické
distribuce C a jeji anihilatory jsou dany vztahem A‘;Q = span {i gaQ}, kde & probiha mnozinu vSech

7, -vertikalnich vektorovych poli na Q. Anihilatory jsou tedy tvofeny 1-formami:
¢, 4&+2F, o' +B,d&", Bw', 1SI<m—k.

Ttida ekvivalence [ @, ] dava vzniknout tiid¢ [A% ] ptislusnych vazanych dynamickych distribuci.
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Tvrzeni 3.3.21: Necht’ [, ] je vazany systém prisluSny mechanickému systému [ ] a necht [A%] je
odpovidajici tfida ekvivalence dynamickych distribuci. Necht’ V' QO je oteviena mnozina, nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

1) Vézany systém [, ] je regularni na V.

2) Matice E,S je regularni v kazdém bodé V' ( ma hodnost m-k).

3) Kazda z dynamickych distribuci tiidy [AaQ ] marank 1 na V.

4) Vsechny dynamické distribuce vazaného systému [, | na V' se shoduji a jsou generovany
1-formami "¢’, 4&+B.di°, ', 1<I<m—k,1<i<k.

5) Pohybové rovnice vazaného systému maji tvar:
§'=-B"4, f'=0.

Je-li podvarieta Q definovana rovnicemi ¢"*" = g',1<i <k pak podle 3.2.8 prostor anihilatort
vazané kanonické distribuce je dan:

dqm*kﬂ' —gidt, Edt+é,s(k‘ls’ (()l’ lﬁlﬁm—k~

Priiklad 3.3.22: Lagrangeiiv mechanicky systém:

Necht Q ¢ J'Y je ideélni vazba, E dynamicka forma na J>Y . Necht je dynamickd forma E variaéni,
oL d dL

0g° dtog°

podle 3.1 existuje lagrangian A = Ldr tak, ze E_ =

Je-1i [«] Lagrangeiiv mechanicky systém pak existuje uzaviena 2-formac, € [a] (da, =0) a
tedy existuje 1-forma © , takova, Ze o, =dO© ;. ©, se nazyva Cartanova forma. Vazany systém [, ] je
Lagrangetv tehdy a jen tehdy pokud tiida [ ¢, ] obsahuje uzavienou 2-formu. 2-forma (Ot - )Q nemusi byt

uzaviena. (a, )Q =(do, )Q je definovéno podle 3.3.11:

(d®,), (x)&.$,)=d0, (Wx))S. <)), (3.3.23)

xe Q, &.,&, probihaji soubor vSech vektorovych poli néleZejicich do kanonické distribuce na Q,
d(d® ), #0.

Vazany systtm [o,] je dan tfidou [(a;),] = [(@;),*+7n], kde 7 je 2-kontaktni,
71, , -horizontalni 2-forma na Q podél kanonické distribuce .

Vazany system [(a;),] je Lagrangeiv tehdy a jen tehdy kdyZz existuje 2-kontaktni,

7T, , -horizontalni 2-forma 7 na Q pod¢l kanonické distribuce g tak, Ze plati:

d((eay ), *+n)=0. (3.3.24)
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3.4. Priklady

Tento odstavec je vénovan aplikacim geometrické teorie vazanych neholonomnich mechanickych
systémt. Zvolené piiklady jsou trojiho typu:

1. ukézky vlivu neholonomni vazby na trajektorii vazanych systému se zvlast’ jednoduchymi
pohybovymi rovnicemi odpovidajiciho nevazaného systému (ptiklady 3.4.3, 3.4.4),

2. aplikace na realné fyzikalni modely (ptiklady 3.4.5, 3.4.7, 3.4.8),

3. ptiklad 3.4.5 odhaluje problém s nejasnou fyzikalni interpretaci: rozdilné soubory
pohybovych rovnic popisujici nevdzany systém vedou pro zadanou vazbu ktymz
redukovanym rovnicim.

Pro piehlednost feSeni nékterych ptikladli budeme predpokladat bez Gjmy na obecnosti, ze neholonomni
vazebni podminky jsou vyjadieny v explicitnim tvaru, tj.

Fi=g" —g'tg7.q' ), 1<i<k,1<o<m,1<i<m—k.

Pak miizeme vyrazy 3.3.15 pro koeficienty Z,, ZNS’,S prepsat do tvaru:

s=1 Jj=1

g’ J dg" d
Is :|: Is + Z[ Lm—k+r a s Bm—k+r,s aiqu + ZBm—k+j,m—k+r ag; ag :|ol (3’4'1)

g? & L dg’ |(dg® 9dg’ .,
|:A +2Am k+p a ENE Z(Bl,kars +2Bm7k+j,mfk+s ai[ ]( agt +ajo- q ]:lola

rj=1

Pro moZznost posouzeni vysledkti bylo zadéani ptikladd 3.4.3, 3.4.4, 3.4.5, 3.4.8 pfevzato z praci, které
pouzivaji pro formulaci mechaniky neholonomnich vazanych systémiti jiného formalismu ( napt. [4], [6]),
zadani 3.4.7 je ptivodni.

Pfipometfime ve stru¢nosti oba typy soustav rovnic, které odpovidaji mechanickému systému
s neholonomni vazbou. Vychodiskem jsou rovnice nevazaného systému E_ = A+ B_,G" =0, arovnice

vazby ' =0.

Deformované rovnice+vazebni podminky:

k i
EU,Q(AU—Z/J(’; §£0J+Bgvéj” =0, f'=0,1<i<k,1<0,v<m.

Tento soubor je soustavou (m+k) obycejnych diferencialnich rovnic (m rovnic druhého fadu a k rovnic
prvého tadu) pro (m+k) neznamych funkei y7(¢), ui(¢), 1<i<k,1<o<m.

Ozna¢me mnoZzinu feSeni této soustavy I, tj.

=1,...,

kde I', je mnozina fezi fibrované variety (Y T, X ) definovanych na oteviené podmnoziné U C X . Dale

ozna¢me I, odpovidajici mnoZinu trajektorii:

r =1 )
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Redukované rovnice:

El  +BG =0, ¢ Zgi(taqa,qs)a

1<i<k,1f0<m,1<,s<m-k.

Tento soubor je soustavou m diferencialnich rovnic ((m-k) rovnic druhého tadu pro (m-k)
neznamych funkci »'(¢) a k rovnic tadu prvniho pro k nezndmych funkci y”**(¢)). Refenim této
soustavy jsou trajektorie daného vazaného mechanického systému. Mnozinu feSeni ozna¢me I, , tj.

=1 0= O O)e | Bl 0)=0. 4" 0)=g'}.

Oba vySe uvedené systémy jsou ekvivalentni z hlediska feSeni problému nalezeni trajektorii vazaného
systému, tj.
I="1,

Z fyzikalniho hlediska je vSak také zajimava vazebni sila, jejiz slozky jsou explicitné obsaZeny pouze
v deformovanych rovnicich.

Piiklad 3.4.2: (viz [1], str 5123, example 1) :
Volna ¢astice na R’ podrobena neholonomni vazbé

3
E:Z“mquq‘7 Adt,tedy 4, =0, B,, =mJ,

ov ov*
o=l

Atedy a=F, 0’ no" +md,,0° Andg".
Necht’ je tento systém podroben pro ¢ >0 jedné neholonomni vazbé Q:

fleg.q)= i@ f +@F +@F)-1=0

(velikost rychlosti klesa tmérné % ).
O je vazebni podvarietou (vazbou) nebot je splnéno 3.2.3, rank (2t(q1 ,q°.4° )) =1.
Necht U ¢ J'Y = RxR* X R’ je oteviena mnozina takovych bodd, kde ¢° >0 . M&me na U

adaptované souradnice:

- - . 1 (.02 (.,)\
(g'.a%¢%.d"q> 7). kde f=4¢"~g, g =\/;_(ql) _(‘12)
je explicitni vyjadieni vazby. Anihilator rozsifené vazebné distribuce GU ma tvar:

Q= g’q:dql +2£f]jdg2 +g€idq3—(t(ql)2 +t(c]2)2 +t(q3)2)+1 )t ,

2] (2} (2] @y

normalni tvar generatorii vazebné distribuce ze vztahii 3.3.13, kde aj =a=—7:

2tq
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1
th (os b ¢0 - 2tq3 ¢0’

1 1 2 .2 \2 .3 \2
=g =g T T Pl

13(/), atedy @, =

Sl
[

Yo

Vazany system [, | piisluSny mechanickému systému [« ] a vazb€ Q reprezentuje forma:

a, = ZZ, @ Adt+ ZFZSLJ/\CJ+ Zé)sa}/\dqy,kde

4, =[-8, - B9 v, +w,4° o
F =|F, -9 @F,-F,p )+B,-B.@,v,7 - ]t
B, =[B,-(B.@. +B..7, )+B,.9.9 |-t

Dosazenim z vyse uvedenych vztahti dostadvame:

z,:[ ’"qlz((q“)2+(q'2)2+(q'3)2)}l S

2(¢*) 2%g"”

fo gt

Matice (st) jeregularnina QMU atedy i vazany systém [, ] je regularnina O NU .

Pro vézany systém [ ¢, ] dostavame dvé pohyboveé rovnice druhého fadu:

s=1,2 s=1,2

] es
El on}/E|:Al + ZBl,sqS:|OJ2y |:2t2 2 + z (513 +qg—q2qu:|o']2y:0

a jednu rovnici fadu prvniho: foJ'y =0. Po rozepsani dostdvame redukované pohybové rovnice:

.1 .1\ .1-2
_mq +m 1+(q) q+mqq G’ =0,
2°g? g’ g

.2 .2 \2 1.2
_mzq +m 1+(q ) g +mqq g'=0.
g g’ g’

Po Upravach dostaneme pohybové rovnice systému s vazbou:

i) =--0'0), () =0 ().

kde (t,q"(}/)) je soufadnicové vyjadieni fezu y, ktery spliuje 3.1.3, a (t,q”(}/),q'”()/),q(’(j/))
soufadnicové vyjadieni jeho 2-jetového prodlouZeni. Resenim pohybovych rovnic dostavame:
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ql(y)zkll\/;+k;’ qz(y)zklz\/;‘i'kzzs q3(7):k13\/;+k23=

kde k; jsou konstanty a plati k; = \/ 4- (kl1 )2 - (klz )2 .
Chetaevova sila ptislusna vazbé Q je tvaru:

O=pupndt=>_dq° ndt , ®_=2u,4°,

deformované pohybové rovnice jsou tvaru: (mc'j" — Uy 2tq° )o Jy=0.
Srovnanim s metodou Lagrangeovych multiplikatorii pouzivanou pfi feSeni vazanych systémii (viz
[7], str 186) je zfejmé, ze u, ma vyznam Lagrangeova multiplikdtoru. Dosadime-li do deformovanych

rovnic pro ¢ =1, 2 za Lagrangetv multiplikator:

mi® _m1+(2q‘q" +24%G
2tg 4’g’

Hy =

9

dostaneme redukované pohybové rovnice systému.
Ze zndmého feSeni deformovanych pohybovych rovnic uvedeného vySe mlzeme nyni ziskat
Lagrangetiv multiplikator a slozky Chetaevovy sily:

y7n :—%,q)g :_Fm%(kll’klz’\/“_(kll)z _(klz)z)'

Vazebni sila stémito slozkami ,zprostfedkuje® vazebni podminku t((ql)z +(q'2)2 +(q3)2 )—1:0. Je
ziejmé, zZe vazebni sila je zavisla na volb¢ pocatecnich podminek.

Po téze trajektorii jako vySe feSeny systém by se mél pohybovat nevazany systém popsany
nasledujicimi Newtonovymi rovnicemi:

1 2

.. k .. k ..
mq1+m4tl% =0, mq2+m4;% =0, mq3+?n;\/4_(k11)2_(k12)2 =0,

feSenim téchto rovnic dostavame:

q' ()= k!Nt +c't+ k!, > ()= k2t + e+ k2, q3(y):\/4—(k11)2 —(kf)zx/?+c3t+k§,

kde ¢',c?,c’ jsou konstanty. Ma-li nevazany systém rovnocenné nahradit systém vazany, pak musime
dojit v obou ptipadech ke stejnému feseni, coz znamena, Ze musi byt ¢' =c¢> = ¢’ = 0. Dochazime tedy
k zavéru, Ze pocatecni podminky ekvivalentniho nevazané¢ho systému musi byt zadany tak, aby byly
kompatibilni s po¢ate¢nimi podminkami ptivodniho vazaného systému.

Vratme se jeSté v pfedchozim piikladé k mistu, kde z deformovanych pohybovych rovnic
vyplynuly po dosazeni Lagrangeova multiplikatoru rovnice redukované. Z geometrické teorie vyplyva, ze
1 obecné by deformované rovnice mély vést k redukovanym rovnicim piislusného vazaného systému.

Ovétime to vypoctem v souradnicich:
Necht je dan systém podrobeny & vazbam vyjadienym explicitné:

fi= q-m—kﬂ' _gi(t’qa,q-l)’
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nevazané pohybové rovnice maji tvar : A4+ B, " =0. Koeficienty redukovanych rovnic tohoto

systému jsou Zl , B.

k
Deformované rovnice systému: ( Z Lj +B,,G" =0. Povazujme tyto rovnice za novy

:18

a naleznéme koeficienty

ov?

systém nevazanych rovnic: A, + B, " =0,kde 4, z u, 8].‘ ~-=A B, =B
g

~

A,, st redukovanych rovnic tohoto nového systému. Z 3.4.1 je ziejmé B, = E,S ,

Vzhledem k explicitnimu tvaru vazby mame

k i

, i 0 , A .
4, =4, +z/uo %, Ay = Ay — My 1<k,
i=1
~, £ dg & do? N
a tedy A1:A1+Z:uo g.; +Z Am—k+p_ll’l0p) g 4, +2Am —k+p =4,.
i=1 aq p=1 aq a

Tento vysledek potvrzuje, Ze soubor nevazanych rovnic s vazebni podminkou je ekvivalentni souboru
prislusnych deformovanych rovnic stoutéz  vazebni podminkou: oba soubory vedou ktymz
redukovanym rovnicim. Z redukovanych rovnic se vSak vytratila informace o Chetaevové vazebni sile,
nebot’ ¢leny s Lagrangeovymi multiplikatory se pii Upravé vyrusi. Slozky vazebni sily je mozné ziskat
tedy opravdu jedin¢ z deformovanych rovnic.

Piiklad 3.4.3: (formulace zadani viz [4], str 991, example 4.2):
Hmotny bod s hmotnosti m se pohybuje v tihovém poli Zemé (tihové zrychleni g ) s konstantnim

kvadratem velikosti rychlosti. Vychozi nevdzany systém je tedy Lagrangetiv, tj. variacni.
Fibrovana varieta, na niz bude tento systém feSen, je totoznd s varietou z predchoziho

piikladu( X = R, Y = RxR’). M&me dany na Y fibrované soufadnice (t,q" ), 1<o<3.
Lagrangeova funkce na Y: L =1 ((ql )2 + (q2 )2 + (q3 )2 )— mgq’ .
Vazebni podminka f = ( ) ( ) ( ) —c=0 zadava vazbu QO c J'Y, nebot je splnéno
(3.2.3): rank( (q .4%.q )) l=k.
oL d dL
dq° dt 0g°

Dynamicka forma: E = ( jdq‘7 Adt, kde 0 =123, tedy

E=|-mgés,, +(-md,,)i" |dg° adt.

A B,

o

Lepageova forma: a=AW Ndt+F @ A/ +B, f A4
Necht U cJ'Y =RxR’xR’ je oteviend mnozina takovych bodf, kde ¢’>0 . M&me na U
adaptované soufadnice:

(va'a*a’d' % F) kde F=d’—g, g=~e—(a'} —(a) .
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Anihilator rozsivené vazebné distribuce C, ma tvar:

0=24'dg" +24%dq’ +2q'3dq3—(c+(q'l)2 +(g*f +(cj3)2jdt,
F S

Do

normalni tvar generatorii vazebné distribuce C,, ze vztahi 3.3.13, kde ai, =a=—7:

2q

a—L¢ a ted a—L¢ a —L¢
2q.3 ’ Yy i 2q3 i 0 2tq3 0°

v,=0, ¥y =0.
Vazany systém [ a,, ] pislusny mechanickému systému [« ] a vazb¢ Q reprezentuje forma:
o, = ZZ, @ Adt+ ZF]’S(J A0 + ZEM‘J Adq', kde
I=1,2 1,s=12 1s=12
4, = [Al _Asal]ola
Bls = [Bls +B3,3¢s¢l ]Ol'

Dosazenim z vySe uvedenych vztahti dostavame:

1] .
A, :[mg% ozzmgq—,
q | g

] es ] <l oes
B, - [ m((sk +ﬂ] i =nf5, 484
@) ) &

Pro véazany systém [ ¢, | dostavame dvé pohybové rovnice druhého fadu:

. ] es
E oJy= {A, + ZBl’Sq“}JZy = {mgqg— D m(é‘,s +qg—q2]q'~"}ﬁy =0

s=1,2 s=1,2

a jednu rovnici ¥adu prvniho: foJ'y =0. Po rozepsani a tUpravach dostneme pohybové rovnice
vazaného systému:

()= 4 ONe= 60 -0

q

Tento vysledek je shodny s rovnicemi, kterych bylo dosazeno metodou popsanou v [4].

Chetaevova sila ptislusna vazbé Q je tvaru:

O =uprdt=>d,dg° rdt , @, :2/10(q'1,q'2,q'3),
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deformované pohybové rovnice jsou tvaru:

(- mi” —mgs,, —1,24%)o Sy =0.

Priiklad 3.4.4: (viz [4], example 4.3, str. 992)
M¢jme totéz zadani jako v 3.4.3, ale s vazebnou podminkou:

r=vaf +@ ) )-6) =0,

oL d dL
dq° dt dq°

dynamickd forma: E = [ jdq” Adt, kdeo =1,2,3, tedy

E=|-mgs,, +(-md,,)i" |dg° ~dt,
%/_/ %/_/

A B

o ov

Lepageova forma: a=Ad Ndt+F @ ") +B, f Adj".

Méjme U c J'Y = RxR*> xR’ a adaptované soufadnice jako vyse, pak znAmym postupem dostavame:
] p J yse, p ymp p

g=by(¢') +(d*) .

(p:ﬁdql +wdq2 +(—2q'3)dq3+(—b2(q'1)2 _bz(q-z)Z +(43)2)dt,

? P, ?s
Do
P 1
_ bq' b¢* _ 1 12 L2 (.32
¢l:_ 631 > ¢2:_ g B ¢3:1 s ¢0: .3(b2(ql) +b2(q2) _(q3) )a
q q 2q
I:”O:OJ l//G:()a

Qp = ZZI @& Adt+ ZE,sdAd+ ZEasa}/\dqs,kde

1=1,2 l,s=12 1,s=12

Zl = [Al _A3¢_71]°la Els = [st +B,,0,9, ]ol-

Dosazenim z vyse uvedenych vztahti dostadvame:

2 -1 . ]
Alz{mgbq]’l:_mg—bq )

q @)+ @) N

Pro véazany systém [ ¢, | dostavame dvé pohybové rovnice druhého fadu:

50



Po tupravach dostaneme systém pohybovych rovnic:

q'(y) . i*(r)

..1( )_ ho , ( )_ bo
i g(1+b2)\/(q'1(y))2+(q'2(7))2 i g(l+b2)\/(q () +@* ()
0= ) + @0

Tento vysledek je shodny s rovnicemi, kterych bylo dosazeno metodou popsanou v [4].

2
Po derivovani posledni rovnice dostdvame: §° (}/) = [?—3(q‘q1 +q°G° ) Dosazenim ze zbylych dvou

~y2 ~y2
pohybovych rovnic a upravou mame: q3(y):—1gbb2 a dostaneme q'3()/)=—1gbb2 t+k’, je tedy
+ +
\/ .1 2 -2 2 1 gbz 3 ’ 4 Iq
(q (}/)) +(q (j/)) :Z e t+k; |. Po dosazeni z tohoto vztahu do prvnich dvou pohybovych

rovnic je feSime metodou separace proménnych a dostadvame:

~712 ~72
q'(y)= —%li”bz kit* +klklt+ k), ¢*(y)= —%libbz kit + kKt + k2,

~72
¢ (y)=-1 libbz Y A

kde k; jsou konstanty a plati bLz = (kll )2 + (kf )2 .
Chetaevova sila ptislusna vazbé Q je tvaru:
®=pypndt=®,dg° adt , , =2u,(74".b°4>~¢"),
deformované pohybové rovnice jsou tvaru:
-mg' —2u,b*q' =0, —mg> -2u,b’q> =0, —mi> —mg +2u,4°=0.

Ze znamého feseni deformovanych pohybovych rovnic uvedeného vySe mizeme nyni ziskat Lagrangetiv
multiplikator a slozky Chetaevovy sily:

_ mg B 7 s
H _2(_§b2t+k13(1+b2))’ (I)J _m1+b2 (b klab k1 s 1)

Piiklad 3.4.5: (formulace zadani viz [6], str 12, example 4.2)
Bruslaf na led¢ kladouci jednu brusli ptfed druhou méni kontrolovanym zptsobem uhel, ktery sviraji jeho
brusle. Piedpokladdejme, Ze kiivost jeho trajektorie je zadanou funkci ¢asu s = s(t).
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Na varieté ¥ = RX R’ jsou dany fibrované soufadnice (ql,qz,cf ), kde g*>a ¢’ jsou soufadnice
polohy bruslafe na R*, ¢' je uhel, ktery svird smér pohybu bruslaie s piimkou ¢° =0. Pro rychlost
— 1 - 1 2 .3 . . . ‘?(tx
bruslaie  plativ = v(cosq ,sing )= (cj ,q ), a pro kiivost trajektorie s(t)=—, kde
v
7(t)= (— sing'(¢), cosq' (z‘))q'1 derivace jednotkového vektoru tedny k trajektorii. Za predpokladu ¢' >0
.1

je s(t)= 1 q tedy
v
.1 1 -1 . 1
g =veosq' =L 59 4l = ysing' =109
s
Systém je tedy podroben neholonomnim podminkam:
71 -2 1 1 qlcosql r2 3 2 2 C}lSinql
f'=¢-g=0g= [ =q -g =0,g = :
s s
J 0 0
Pro systém plati: 4, =0, B,,=| 0 m 0 |, kde m je hmotnost bruslafe a J jeho moment setrvacnosti
0 0 m
vzhledem k vertikalni ose vedené jeho tézistém.
o 224
Podminka 3.2.3 ma tvar: rank(fj = rank S =2 atedy Q je vazebni podvarietou
0q° sing
01
s

(vazbou) dim Q=5.
Necht U cJ'Y je oteviend mnozina takovych bodi, kde (q'z)z +(q'3’)2 #0. M&me na U
adaptované soufadnice: (t,ql,qz,(f,ql, 'f 2). Vazany systém [, ] pfisluSny mechanickému systému

[a] a vazb¢ QO reprezentuje forma o, = A Adt+B, &) Add, kde

1 a ’ a ’ a ’ el B a g 8 J
4, :{Z Z By, 1as ail [gt +a§o‘q ﬂol, B, :{Bn"" ZBl+j,1+rag?a§1}°l

s=1,2 j=1,2

, x , . . ~ lds. =
Dosazenim z vySe uvedenych vztaht dostdvame: 4, = m— " B,=J+

_q , —_—
s° dt 52

Pro vazany systém [ @, ] dostavame jednu pohybovou rovnici druhého fadu:
~ ~ o~ 1 d
Eosy=|4,+B,q'lesy= {mT?jq'l + (J +ﬂ2qu} 0J%y =0
s s

a dvé rovnice fadu prvniho: /"> o J’y = 0. Po rozepsani a ipravach dostaneme pohybové rovnice
systému s vazbou:

ql(y):mégjszl_i_mql(}/)’ q.z(y): QI(V)C:SQI(}’)’ q'S(}/)= q'l(;/)sinql(}/)_
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Tyto rovnice jsou ve shod¢ s vysledky uvedenymi v [6].

Chetaevova sila ptislu§na vazbé 0 ma tvar

" cosq' sing'
D = pyp ndt =@ ,dg° Adt ﬁﬁ({ﬂé Sq + Uy Sq }ﬂé,ﬂé}

1 . 1
D = —[ﬂg €059 254 qu' Adt+ uldg® Ade+pldg® Ade,
S S

deformované pohybové rovnice:

1 : 1
[Jél R J°J2y=0, (mg? —i)o 77y =0, (mif® i3 Jo 7y =o0.

Zjistéme, jakd bude vazebni sila v pfipad¢, ze s = — = konst. ReSeni ma pak tvar:

1

R
g'=wt+6, ¢’ = —Rsin(a) t+§)+k2, q = Rcos(a) t+5)+k3,

kde w, 0, k>, k> jsou integraéni konstanty. Z deformovanych pohybovych rovnic dostaneme:

) =mRw’ sin(w t+68), ul =-mRw* cos(w t+6),
@, =(0,mRew*sin(w ¢+ 5), ~mRw* cos(w t+6)).

V tomto ptipadé se jednad o rovnomérny pohyb po kruznici, kde vazebni silou je sila dostiediva.

Vsimnéme si nyni fyzikdlni interpretace piikladu 3.4.5, ptevzatého z [6]. V €lanku [6] jsou
vychodiskem kfeSeni problému pohybové rovnice nevdzaného systému, které maji tvar:
Ji' =0, m§*> =0,m§’> =0.

Tato soustava pfedstavuje zépis prvni a druhé impulsové véty pro tuhé téleso rotujici kolem
pevné osy kolmé k roving soufadnic ¢*,q’, na néz pisobi jeho okoli tak, Ze vyslednice i vysledny
moment vnéjsich sil jsou nulové. Takové téleso lze povazovat za volny symetricky setrvacnik. Omezime-
li mozné pohyby tohoto setrva¢niku zadanou neholonomni vazbou, dostdvdme model bruslare, ktery
kontrolovanym zpiisobem projizdi zatacku (fidi jeji kfivost, jako funkci Casu) a ptitom se diva stale
ve sméru teCny k trajektorii.

Z tyzikalniho hlediska je zfejmé, Ze takovy systém lze popsat i jako nevazany, ovSem na pravé
strané pohybovych rovnic musi vystupovat sily, resp. momenty sil, které spolu s vhodné zadanymi
pocateénimi podminkami ,,zajisti pozadovany pohyb. Tyto sily ptfedstavujici redlné phsobeni okoli
na bruslafe jsou v geometrické teorii souhrnné reprezentovany Chetaevovou silou.

Resme nyni ptiklad s bruslafem vyhradné fyzikalni metodou, tj. formulaci impulzovych vét, a
porovnejme dosazené vysledky s vysledky geometrické teorie.

Ve skutec¢nosti neni bruslaf volnym setrvacnikem, nebot’ na néj ptisobi jednak v jeho tézisti tthova
sila, jednak tlakova sila a sila statického tfeni, jejiz pusobiSté lezi ve sty¢né ploSe brusle sledem.

Oznac¢me vyslednici posledné¢ dvou jmenovanych sil N. Dynamickou tfeci silu ve sméru teCny
k trajektorii zanedbame. Sila N je kolma k bfitu brusle.
Necht (qz,q3,q4) jsou soufadnice v R’. Soufadnice ¢°,q° maji nezménény vyznam-popisuji

polohu bruslaie na vodorovné roving, ¢* je soufadnice na svislé ose, ¢' je uhel definovany vyse. Sila N
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ma slozky (qu ,Nq3 ,Nq4 ), vysledny moment sily N plsobici na bruslafe je M = (0,0,M q4 ) Pohybové

rovnice systému maji tvar:
J§' =M ., m§*=N_.,m§’ =N, mj*=-mg+N .,

kde (0,0,M . ) je moment sily vzhledem k tézisti (pfedpoklad M £ M AT 0 vyjadiuje pozadavek, aby

bruslaf rotoval jen kolem svislé osy). Vzhledem k podmince ¢* =0 dostivime mg = N e Oznacme

Vv v

vektorem spojnici t€zisté bruslafe a bodu dotyku brusli s ledem.

Bruslaf je pfi zatdCeni naklonén  tak, ze primét vektoru [ do roviny ledu lezi na piimce
prochézejici sttedem oskula¢ni kruznice po niz se bruslai v daném okamziku pohybuje. Oznaéme &9 uhel,
ktery svira vektor [ s vektorem (0,0,—l), [ ma pak slozky [ =Z(— sin ﬂsinq‘, sin ﬁcosq‘, —CoS 19),
kde / zna¢i velikost vektoru / . Pak je:

M=[xN
=l(m§sinz9cosq1 +Nq3 cos &, —qu cos ¥+ mg sinIsing', —Nq3 sin ¥sin g' —qu sinﬁcosql)

Z podminky M = (0,0,M ~ ) dostaneme:

~ . 1
mg sin ¥ cos q

~ . . 1
_ mgsindsing

N, = , N, , M ,=0.
1 cos 1 cos? 1
Pohybové rovnice systému dostavaji tvar:
.. ., mgsindsing' .. mg sin ¥cos q'
Ji' =0, mg? = g q,mq3=— g q’
cos? cos

kde ¢ je prozatim nezndmy uhel naklonu bruslafe. Tuto novou soustavu lze povazovat za pohybové

g'cosq' ., ¢'sing'

_, q - -
s

k vazanému systému ekvivalentnimu s ptivodnim. Presvéd¢ime se o tom, ze redukované rovnice obou

rovnice nevazaného systému, ktery piidanim neholonomni vazby ¢§° = vede

e . .. , o mg sin ¥sing'  mg sin ¥cosq'
systtmu jsou totozné. Nyni je pro novy systém: A4 :(0,— g 9 g 9 ],

cost} ’ cos}
J 0 0
B.,=|0 m 0] Jeziejmé e B, =B, ale A, # A, atedy B/, =B, a
0 0 m
A =| 4 + 4 a‘g_)l + A 832 +B,, a‘g_'l dg’ N agz agz}zzzl,nebot’
dg' dg' dg' ot dg' ot

mg sin ¥sing' cosgq' N mg sin¥cosq' sing' 0

1 2
A+ 4, 831 + 4] a‘?l =
g q scos scos
Plati-li pro dva systémy rovnic relace B, =B, ale A # A, a jsou-li oba systémy podrobeny tymz
neholonomnim vazbam dostavam z 3.4.1 (m-k) podminek pro to, aby redukované rovnice systému byly
totozné:
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P

k
’ ’ a
Al - Al + Z (Am—k+p - Am—k+p ) ag[
p=1 q

=0, 1</<m—-k. (3.4.6)
Tyto relace, jak bylo ukézéno v ptikladé 3.4.2, jsou splnény je-li Carkovanym systémem piislusny
deformovany systém. Nabizi se tedy mySlenka, ze ’fyzikdln€¢ spravny’ systém je systémem
deformovanym vazebni silou se slozkami

6 - Omgsinzﬁ‘sinq1 mg sin ¥cos q'
’ cos} ’ cost} '

Ve zjednoduSeném piipadé s = % = konst byly slozky vazebni sily:

O = (0, mRw” sin(a) t+ 5), -mRw’ COS(CU r+ 5))

Mohlo by platit mRw* = mg tg9, coz by odpovidalo velikosti dostiedivé sily a sila vazebni by mohla
byt silou dostfedivou. Za tohoto ptedpokladu ziskavame také podminku pro ,,spravny* tthel naklonu #:
Rw’

'

Ovéfme si tuto teorii tak, ze nevadzany fyzikalni systém podrobime zndmym neholonomnim
podminkam a budeme jej fesit pomoci deformovanych rovnic. Podrobime nevazany systém vazbam, které

tgd=

. : — . , 1
spliiuje sdm nevazany systém. Najdeme slozky vazebni sily @ pro zjednoduSeny piipad s = 2 = konst .

Deformovany fyzikalni systém:

Ji'—=®, =0, m§’ —mgtgsing' —®, =0, m§’ + mgtg¥cosq' — @, =0,

— cosqg’ sing'
kde %{—[u& Sq + 4y Sq ],ué,ﬂé}

Dosazenim feSeni systému, které je uvedeno vySe, dostaneme pro tyto redukované rovnice Lagrangeovy
multiplikatory tvaru:

4, =mRw’ sin(a) t+ 5)— m§tgz9$in(a) t+ 5),
i, =-mRw’ cos(a) t+ 5)+ m§tgz9cos(a) t+ 5),

a odtud slozky Chetaevovy sily
P, = (O, (mRa)2 - mgtgﬂ)sin(a) t+ 5), —(mRa)2 - mgtgz‘})cos(a) t+ 5))

Proto, aby vychozi pohybové rovnice, které jsme ziskali z impulzovych vét piimo vedly k pozadované

trajektorii bruslafe, je tieba aby ®_=0 a ztéto rovnice ziskame podminku pro uhel sklonu bruslaie
2

R
tgd= f)

a nase vyse uvedena domnénka o povaze vazebni sily se potvrdila.

Piiklad 3.4.7: (zadani ulohy viz [8]):
Dvojkuzel (téleso vzniklé ,slepenim‘ podstav dvou shodnych kuzeld) je umistén na rozbihajici se

cvwr
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prokluzovani kuzelu. Kuzel se po dvojkolejnici vali vlivem gravitacni sily tak, ze body dotyku
dvojkuZele s kolejnici stoupaji po kolejnici smérem vzhiru.

A%

v bodé styku kolejnic. Oznaéme 2/ uhel, ktery sviraji kolejnice,  thel ktery svirda X s osou uhlu
rozbihajicich se kolejnic, ¢ uhel, ktery svira osa X' s vodorovnou rovinou. Dale ozna¢me 7 velikost dvou
sil statického tfeni, které zabranuji prokluzu dvojkuzele na kolejnicich, R polomér podstavy dvojkuzele,

A%

g tihové zrychleni. Celkovy thel oto&eni dvojkuzele oznacime ¢’.
, . . . Y . . , v« 1 v ., 2
Soustava ma dva stupn¢ volnosti, za jednu soufadnici zvolime otoceni ¢° a soutfadnici ¢~ bude

Vv

kde Rg' cosy e = g'. Pohybové rovnice nevdzaného systému maji (viz [8]) tvar:

Jcosy §'—2TRcos feos’y e =0,
—

By 4

MG* +2T cos fcosy — Mg sinp =0.

By

4
Chetaevova sila je tvaru : ® = p, (— Reosy e )dq1 Adt+ u,dg* Ade,
deformované pohybové rovnice:

Jcosy §' —2TRcos fcos’y e ™ — Ry, cosy e " =0,

MG® +2T cos fcosy — Mg sing— u, =0.
Ze vztaht 3.4.1 dostavame:

1

1 1
4, {AI+A2 9% . p, %8 % qﬂ}l -
oq dq dq

:_MRgSIH¢COSW e—qlsinz// _MRZ(q-l)Z 0052 WSan e—2qlsiny/ ’

k 12
B, = {Bn * 2322[%j ]OI = COSl//(J-+-MR2 cosy e sml").

r,j=1
Pro vdzany systém [ &, | dostavame jednu pohybovou rovnici druh¢ho fadu:

El on;/E(Zl +§llc']'1)ojz7/=0,
—MRgsinpcosy ™" —MR2<Q.1 )2 cos? ysiny e +
+<:osz//(J+MR2 cosy e‘qus“"”)ij1 =0.

Tento vysledek se shoduje s vysledkem dosazenym v [8] .
Piiklad 3.4.8: Pohyb v odporujicim prostredi v tthovém poli Zemé:

Pohybové rovnice Castice o hmotnosti m pohybujici se v tihovém poli Zemé (tihové zrychleni g)
v odporujicim prostfedi maji pfi volbé Stokesova modelu pro vyjadifeni odporu prostiedi
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v dvojrozmérném prostoru (Y = R* X R) tvar m¥+bx =0, mj+by—mg =0, kde b je konstanta. Tento
y , Loy, v RS D B m§ . v .
systém neni varia¢ni. Oznaéme: ¢ =X, ¢~ =y — > rovnice piejdou na tvar:

mg' +bg' =0, mj* +b§> =0.

Pokud podrobime systém neholonomni vazbé f =g> —\/1—(q'1)2 =0, pak je systém na vazebné

podvarieté Q volny, tj. jeho redukovana rovnice je tvaru : mg' =0. A dostavame:

g =kt+k), > =\1-(k) .
Chetaevova sila je tvaru:

-1 -1

el dg' Adt+dq’ Adt |, D, =| u, el

W 7 ™)

deformované pohybové rovnice:

mg' +q' b—/,l();lz =0, m§> +bg> —u, =0.
1-{g

Lagrangeuv multiplikator, slozky Chetaevovy sily:

o =by1-(k ), @, = (bkﬁ,bwh ~(k'} )

v 2 g v . y 1 2 . ;
Protoze k|, 4/1- (kll) maji vyznam slozek vektoru rychlosti ve sméru os ¢° a ¢°, ma Chetaevova vazebni
sila vyznam sily kompenzujici odpor prostiedi a tithovou silu.

Reseni vazaného systému ma pii vhodné volbé pocatecnich podminek tvar:

x=k't, y=( 1—(1(11)2 +m7g~jt.

Vazany systém je na podvarietd O volny, oproti systému ¢’, ¢° se ale zménila slozka rychlosti ve sméru
osy y o Clen Tg reprezentujici pfitomnost tihové sily. Aby bylo mozné u ¢&éstice pohybujici se

v odporujicim prostiedi v tthovém poli g zajistit splnéni zadané neholonomni vazby, je tfeba kromé
pusobeni Chetaevovy sily zajistit jest€¢ splnéni pocateénich podminek tvaru: x(0)=0, y(O):O,

£(0)=v,, kde v, je libovolné, (0)=+/1-(v, )’ +’”7§.
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4, Zavér

Cilem prace bylo prezentovat geometrickou teorii mechanickych systémi s neholonomnimi vazbami
na fibrovanych, aplikovat teoretické¢ vysledky na fyzikalni ptiklady a posoudit spravnost dosazenych
vysledkd.

Pfi studiu teorie byla téz diskutovana analogie s klasickou metodou Lagrangeovych multiplikatort
(viz [7]). Soustava deformovanych rovnic vdzaného mechanického systému spole¢né s rovnicemi vazeb
odvozena v ramci geometrické teorie je totozna se soustavou, kterou bychom ziskali pomoci klasické
metody. Podminka geometrické teorie pro tzv. idedlni vazbu vyjadiuje splnéni principu virtualni prace
pro vazebni sily, coz také pozaduje metoda Lagrangeovych multiplikatorti pii definici mechanického
systému.

Geometrickou metodou je vSak klasickd metoda multiplikatordt piekonana, ve smyslu
zjednoduseni postupu pfi ziskani vyslednych pohybovych rovnic, nebot’ jsme ziskali popis vdzaného
systému definovaného na prvnim jetovém prodlouzeni fibrované variety pomoci systému zadaného
na tzv. vazebni podvarieté piivodniho prostoru, ktery 1ze povazovat za nevazany. Ziskali jsme redukované
rovnice popisujici tento novy, nevazany systém, doplnéné piivodnimi vazbami. Jejich fesenim, jak jsem
ukézala na ptikladech v odstavci 3.4, ziskdvame trajektorie téles plivodniho vdzaného mechanického
systému. Z redukovanych rovnic se ale vylou¢enim Lagrangeovych multiplikatorti vytrati informace
o vazebni sile, ktera je z fyzikélniho hlediska rovnéz zajimava. ProtoZe soustava deformovanych rovnic a
vazebnich podminek popisuje tentyz mechanicky systém jako soubor redukovanych rovnic, musi se jejich
feSeni shodovat. Dosazenim feSeni redukovanych rovnic do rovnic deformovanych mizeme tedy vazebni
silu urcit

Pivodni ptevzaté zadani piikladu 3.4.5 neni vrozporu s fyzikdlni ptedstavou, podle niz by
v zadani mély figurovat sily, kterymi led ptisobi na bfit brusle. Formulaci a fesenim fyzikalniho zadani
jsem vSak dospéla ke zjiSténi, Ze obé zadani vedou k tymz redukovanym pohybovym rovnicim.
Deformované rovnice obou systémi se ale liSily. Zatimco nevézané rovnice fyzikalniho zadéni uz samy
o sob¢ predstavovaly rovnice deformované, nevazané rovnice odpovidajici zadani prevzatého z [6] byly
deformovany nenulovou vazebni silou. Pro zjednoduseny ptipad zadani prikladu 3.4.5, kde se jednalo
o rovnoméiny pohyb po kruznici byla vazebni silou deformujici nevazany systém sila dostfediva, kterou
zprosttedkoval led pasobici na bfit brusle. Srovnanim tvaru vazebni sily odvozené ze silového plisobeni
ledu s tvarem vazebni sily odvozené z vazebnich podminek zjistujeme, ze v piipad€ pouZiti piivodniho
zadani se ztraci informace o konkrétnim tvaru sily, kterou ptisobi led na bfit a zistava pouze informace,
ze jde o silu dostfedivou. Tento fakt nemé samoziejmé na vysledny tvar redukovanych rovnic vliv.

Otazkou ale zUstava, jestli by relace 3.4.6 mohly byt splnény i pro dva systémy rovnic, které
nemaji vztah nevdzanych rovnic a ptisluSnych rovnic redukovanych. Takové rovnice jsem ve své praci ale
nehledala.

Resenim ostatnich piikladii se potvrdila spravnost odvozeného tvaru redukovanych rovnic, nebot
bylo provedeno srovnani vysledki s vysledky dosazenymi jinou metodou.

Moje prace by mohla slouzit jako Uvodni text do problematiky geometrického popisu
mechanickych systémti s neholonomnimi vazbami i pro pomérné ,,nezasvécené* ¢tenaie, nebot’ definicim
a vlastnostem zékladnich geometrickych objektl je vénovana pomérné podrobné pasaz, kterd predpoklada
pouze elementarni matematické znalosti.
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