Pfiklady z linearni algebry

Michael Krbek

1 Opakovani

1.1

1.

Matice, determinanty

120
M=13 0 1].
10 1

Uréete M2, MMT, M™ a vyjadiete M jako soucet symetrické a anti-
symetrické matice!

Je dana matice

. Jsou dany matice

1010 1 2
A:c1 é Z) B=10 2 0 3 C=1|3 0].
10 20 0 1

Zjistéte, které ze soucind matic A%, AB,AC,CA,BA,B? BC,CB,C?
existuji, a tyto vypoctéte!

. Zavedme nové nasobeni e na mnoZiné matic definované vztahem

(AeB)y =) (A)(B)j

k

Ukazte, Ze takto definované nasobeni neni asociativni—tzn. A e (B e
C)# (AeB)eC.

. * Definujme novou operaci zvanou stopa Tr : A = (A)y; — 3 ;(A)u.

Ukazte, Ze stopa soucinu symetrické a antisymetrické matice je nu-
lova.

. Necht’A je antisymetrickd matice, x sloupcovy vektor. UkaZzte, Ze

xTAx = 0.



6. Nasledujici soustavu rovnic feste Gaussovou eliminaci

X + y + a z = 1
3 x + 4y + (243a) z = 5
— x + y + z = b

a urcete zavislost poctu feSeni na hodnotach parametrt a, b.

7. Pfedpokladejme, Ze pocita¢ pracuje na 4 platné Cislice a exponent. Je
déna soustava rovnic

4000-1077 x + 1402-103 y = 1406-103
4003-107% x — 1502-103 y = 2501-1073.

Pocitac soustavu fesi Gaussovou eliminaci pro oba pivotni prvky (vy-
ména fadkt). Vysvétlete rozdilné vysledky a urcete, ktery vysledek je
spravny.

8. Jsou ddny matice A = (ay;), B = (by;) a vektor x = (xi). Zapiste
néasledujici vyrazy maticové:
(@) X aijbjox,
i K
(b) 2_xjby,
j

(@ 2 ayayxi,
ij

(d) 2 ayakjaim.
ik

9. Naleznéte ptiklady

(a) nenulovych matic, jejichZ soucin je nulovy,

(b) kdy AB =0, ale BA #0,

(c) soucin dvou nenulovych symetrickych matic je antisymetrické
matice.

10. Spoctéte det A, det B, det(AB), det A1 kde

12 3 2 4 6
A=1[3 4 5 B=|1 2 7
6 7 8 345



11.

12.

13.

14.

Spoctéte

1 234
301 2
det{ 5 o5 1 0
10 21

pomoci
(a) Gaussovy eliminace,
(b) rozvojem podle prvniho fadku,

(c) rozvojem podle prvniho sloupce.

V teorii supravodivosti feSime nésledujici rovnici pro energii sou-
stavy E:

a—E —b —b —b —b
-b a—E -b —b —b
—b —-b a—E -b —b =0
—b —b b a—-E —Db
—b —b —b —b a—E

Regenim rovnice dokaZte, Ze existuje stav s energii E = a — 4b a
vSechny ostatni stavy maji energii E = a + b. Dale feSte problém
obecnéji pro matici n x n stejného typu.

Necht' A,B € M a AB = 1. Radky matice A jsou tvofeny vektory
aj, sloupce matice B vektory b;. Co plati pro skalarni soucin (aj, b;)?
Ukazte, Ze pro n = 3 plati

az X as asz X aj ayp X az
bij=——— b=—"—— bz3=—"-—""—",
lay, a2, a3) la1, a2, a3) la1, az, a3]
kde x znadi vektorovy soucin v R3a [aj, az, a3 = (aj, a2 x az) smi-

Seny soudin v R3.
K feseni linedrnich rovnic se pouzivad Cramerovo pravidlo

i — detAi
Y detA’

Ax =D

kde Aj je matice A, v niZ je i-ty sloupec nahrazen sloupcovym vekto-
rem pravé strany b. DokaZte pro ptipad A € 93 uZitim tzv. Sarrusova
pravidla.



1.2 Geometrické aplikace soustav linearnich rovnic

1. Urcete vzdjemnou polohu rovin

p: Sx—=2y+4=0
o: 3x+z—-5=0
T: 8x—2y+z+7=0.

2. Urcete vzdjemnou polohu pfimek

p: x+y—-1=0, x—2y+3=0
qg: 3x4+y—z+13=0 y—2z—8=0.



2 Vektorové prostory

2.1 Baze, dimenze, reprezentace vektoru v bazi, pfechod mezi
bazemi

1. Pro vektorové prostory konecné dimenze a kone¢né systémy vektort
urcete pravdivost nasledujicich tvrzeni a podejte jejich stru¢na objas-
néni:

(a) Prazdnd mnoZina je podmnoZinou kazdého vektorového pro-
storu.

(b) Bud'V # {0} vektorovy prostor riizny od nulového vektorového
prostoru. Potom V obsahuje vektorovy podprostor W # V.

(c) Bud'S systém linearné zavislych vektort. Kazdy prvek S je line-
arni kombinaci ostatnich prvk S.

(d) Podsystém linedrné zavislého systému vektord je linedrné za-
visly.

(e) Libovolny podsystém linedrné nezavislého systému vektort je
line-arné nezavisly.

(f) Kazdy systém vektori obsahujici nulovy vektor je lineadrné za-
visly.

(g) Pranik dvou podprostorti vektorového prostoru V je rovnéz pod-
prostorem V.

2. Bud'{x}y ey posloupnost redlnych &isel. Pro kazdé k definujme vektor
Vi = (Xi, X1t 1, Xkp2) € R3. Dokazte, Ze vektory vy tvofi 2-rozmérny
podprostor v R3 tehdy a jen tehdy, splituje-li posloupnost {x} dife-
rencni rovnici

Xk+2 + AXpp1 + puxg = 0.

3. Bud V™ n-rozmérny vektorovy prostor (n > 3),{ey, ..., en}jeho baze.
Pro ktera n jsou nésledujici systémy bazemi ve V?

(a) {61 + €2,€2 + €3,...,€n-1 + €n, en}/
(b) {e1+e2,e2+e€3,...,en_1+en,en+er},
(c) {e1—en,e2+en1,...,en+ (=1)"eq}

4. Bud' V™ vektorovy prostor dimenze n nad télesem P. UkaZte, Ze je
izomorfni s vektorovym prostorem P™. Dale ukazte, Ze kazdé dva
vektorové prostory téZe (kone¢né) dimenze jsou izomorfni.
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5. Ve vektorovém prostoru V3 jsou dany baze (e), (e’) a (e”) takto:

64:(],3,0) 64/:(1)0,3)
e, =(0,1,1) e) =(0,1,1)
es =(0,-3,-1) ed =(1,-1,0)

vzhledem kbazi (e). Vektor a mé vzhledem kbazi (e’) slozky (3,17, 9).
Urcete jeho slozky vzhledem k bazi (e”). Vektor b mé vzhledem k bazi
(e”) slozky (1,1, —1). Ur¢ete jeho slozky vzhledem k bazi (e’).

2.2 Podprostory vektorovych prostort, linedrni obal

1. Necht'u,v,w € V" jsou vektory, pro néz plati rovnost u +v +w = 0.
Ukazte, Ze [u,v] = [v,w]—tj. vektory u, v generuji tentyz podprostor
jako vektory v, w.

2. Budte

I—1 = [(0)2)3)])>(_]a_3>3»]))(1)]»]>]))(2>]»_3)5)])

I—Z = [(_4> ],0,2), (2a5) 1)0)) (_8) ]3,2, _6)]
vektorové podprostory ve V4. Uréete bazi a dimenzi podprostorti Ly,
L, L1+ LyalinL,.

3. MnoZina matic 94 s pfirozené definovanym s¢itdnim a nasobenfm
skalarem tvofi vektorovy prostor nad télesem R.

ov . z z 1 O O 0 O ]
(a) Popiste linearni obal [(O O) : (O ]> ) <1 0>]

(b) UkaZte, Ze matice typu (g _ba>, kde a,b € R tvoii vektorovy
podprostor a najdéte jeho bazi.

(c) UkaZte, Ze systém matic

(09066

je linearné nezavisly. Co je linedrnim obalem S? ZapiSte matici
z ptedchoziho bodu jako linedrni kombinaci matic z S.



2.3

Vektorové prostory se skalarnim sou¢inem

1. Necht’ E™ je vektorovy prostor se skalarnim soucinem nad R. Pro

24

kazdé dva vektory plati:

Cauchyova-Bunjakovského nerovnost: (a,b)? < (a,a)(b,b).
Trojtahelnikova nerovnost: \/(a +b,a+b) < \/(a, a) + \/(b, b).

Dokazte!

NAVOD: Pro dtikaz prvni nerovnosti upravujte (a + tb,a + tb) > 0,
kde t € R, a,b € E™ jsou libovolné. Vznika kvadratickd nerovnice
v proménné t.

. V R? ukaZte, Ze geometrické definice skalarniho sou¢inu

(a,b) =|al[blcos <(a,b)

je v souhlasu s axiomy skalarniho soucinu.

Ortonormalni baze, ortogonaliza¢ni proces

. Skalarni souin v U je v bazi (e) reprezentovan matici

1 i/2 0 0
=2 1 0 o0
=1 o o 2 =
o 0 i 2

Provéfte, zda takto zadana matice G spliiuje axiomy skaldrniho sou-
¢inu. Najdéte bazi (f), ktera je vzhledem ke zvolenému skaldrnimu
soucinu ortonormdlni. Najdéte transformac¢ni matici od baze (e) kbazi
(f). Vyjadrete skalarni soucin vektort a, b, jejichz slozky uvaZzujte jak
k bazi (e), tak i (f).

. xJak je znamo, tvoti systém {1,x,x?, ..., x"} bazi ve vektorovém pro-

storu polynomt fadu n —‘B™. Urcete ortonormélni bazi ({), je-li zadan
skaldrni soucin pfedpisem

P x P> (a,b) — Jexab dx € R.
0

RESENT: {5 = % .0 z (j—1)!(—1)~x'-aZnanasobek tzv. Laguerrovy
polynomy.



2.5 Ortogonalni primét, ortogonalni doplnék

1. Necht'(e) je ortonormaélni baze v E* nad R.
u=(v2,0,-v2,0),v=(1/2,1/2,1/2,1/2), L = [w,V]

je vektorovy podprostor. Urc¢ete matici ortogonalni projekce P na pod-
prostor L.

2. x Necht" ™ je vektorovy prostor z piikladu 2 ptedchoziho oddilu.
Ukazte, Ze pfirozené definovana derivace je projekce. Urcete matici
této projekce vzhledem k bazi{1,x,...,x™} a vzhledem k bazi (£).



3. V C" je dana kanonicka baze (e) (v e; je na i-tém misté 1 jinak 0),

3

3.1

1.

3.2

v niZ je skaldrni soucin vyjadfen jednotkovou matici. Urcete matici
ortogondlni projekce do podprostoru uréeného vektory

j-téppzice
a:<1,...,1) b=|1,1-1,—4,..., @7 ,..., ™"
N

n n

. Metoda nejmensich &tvercii. Predpokladejme, Ze méfitelna velicina F

je uréena k méfitelnymi veli¢inami X; line4rng. Plati tedy F = «iX.
Provadime sérii n méfeni F, pfitem naméfené hodnoty (zatizené
chybou) znac¢ime f 1 ..., f" azaroven méfimei Xy, pfi¢emz naméfené
hodnoty znac¢ime xg, ..., x{* Bylo zméfeno x; = (1,2,3,4,5), x; =
(2,3,4,5,6) af =(2,3,5,8,13) (n =5, k = 2). Urcete koeficienty ot
metodou nejmensich ¢tverct.

Linearni transformace (operatory) na vektorovych
prostorech

Linedrni transformace V" — V™

Ukazte, Ze obor hodnot linearni transformace ¢ : V* — V™ je vekto-
rovym podprostorem ve V™ a jadro ¢ vektorovym podprostorem ve
™.

. Necht’B™(x) je vektorovy prostor polynomtéi v proménné x stupné

nejvyse n. Definujeme zobrazeni D takto:

dp(x
T(x) 5 plx) = D(p(x)) = P ¢ g
Ukazte, Ze takto definované zobrazeni D je linedrni transformace,

urcete jeho obor hodnot, jadro, hodnost a defekt.

. Necht'L C V™ je vektorovy podprostor, L’ jeho libovolny, pevné zvo-

leny dopInék. Necht'rty 1/ : V' — V™ je projekce, definované vztahem
71/ (a) = ar. Urcete jeji obor hodnot, jadro, hodnost a defekt.

Reprezentace linearni transformace v bazi

. Bud’ D linearni transformace z pfikladu 2 predchozi ¢asti.



3.3

3.4

(a) DokaZzte, Ze D neni regularni.

(b) Zapiste matici D vbazi(1,x,...,x™)a (1,x,x2/2,...,x™/n). Pfe-
svédcte se, ze plati A’ = TAT ' kde T je matice pfechodu mezi
bazemi a A, A’ jsou vyjadfeni D v téchto béazich.

(c) Pro n = 4 zapiSte matici D v libovolné ortonormdlni bazi; ska-
larni soudin je definovan vztahem
:
P x P (a,b)HJabdxeR.
0

Dale najdéte matici pfechodu ke zkonstruované ortonormalni
bazi a jako v pfedchozim bodé provéfte transformacni vztahy.

. Necht’ M} je prostor redlnych matic n x n. Vime jiz, Ze se jedné o

vektorovy prostor. UkaZte, Ze zobrazeni
3 . n n
antisym : 9, — M,
které pfitfazuje matici jeji antisymetrickou ¢ast, je linearni. Urcete obor

hodnot, jddro, hodnost a defekt. Pro n = 3 naleznéte reprezentaci
tohoto zobrazeni ve vhodné zvolené bazi.

Struktura prostoru linearnich zobrazeni

. Naleznéte izomorfismus vektorovych prostortt L(V™, V™) a 97. Tak

ukazte, ze dimL(V™, V™) = nm.

Projekce

. Necht'rt € L(V™ V™) je projekce. Zjistéte, jakych hodnot mtize naby-

vat determinant matice reprezentujici projekci 7t v libovolné bazi.
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4 Problém vlastnich hodnot

4.1 Vlastni hodnoty a vlastni vektory
linedrni transformace z L(V™, V")

1. Urcete spektrum a vlastni vektory linedrni transformace ¢, zadané v
bazi (e) vektorového prostoru V™ matici

(a)
01 1
20 2],
22 0

(b)

7 2 10
—23 3 -8 1
10 -2 3 0
—24 4 -7 1

2. DokaZzte, ze stopa (tj. soucet vSech diagonalnich prvkii) vSsech matic re-
prezentujicich danou linearni transformaci ¢ € L(V™, V™) v rliznych
bazich je stejna a je rovna souctu vsech charakteristickych kofent
dané linedrni transformace vcetné nasobnosti.

4.2 Podobnost matic, Jordantv normalni tvar

1. Zjistéte, zda dvojice matic jsou si podobné.

(a)

10 0 0 o 1 01
0 1 0 0 1 2 01
2 5 2 1| * |=1 =22 2|
0 0 0 1 0 0 0 1
(b)
1 2 0 1 9 18 —5 —T
2 3 0 1 8 16 —4 —1
3 0 22| * |=10 20 -4 —2
1 -1 01 2 -3 1 2

Dale zjistéte podobnostni transformace pfevadéjici jednu z matic na
druhou.
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2. Pfevedte matice do Jordanova normalniho tvaru a zjistéte pfislusné
podobnostni transformace.

(a)

12 3 4
01 23
oo 1 2)
0 0 01

(b)
—-16 —17 87 —108

8 9 42 54
-3 -3 1l6 —18
-1 -1 6 -8

4.3 Samoadjungovana linearni zobrazeni, spetrdlni reprezentace

1. Urcete spektralni reprezentaci linedrnich transformaci zadanych v or-
tonormdlni bazi (e) v U™ nasledovné:

(a)

0100
1000
000 1)’
0010

(b)

10 —i
01 0.
i 0 1

2. Uvedte ptiklady (aspoii 2) samoadjungovanych linearnich transfor-
maci v prostoru B™(x) (prostoru polynomt v proménné x fadu nej-
vyse n), kde skaldrni soucin definujeme

1
(alx), b(x)) s L a(x)b(x) dx
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