PrÏõÂklady z lineaÂrnõÂ algebry

Michael Krbek

1 OpakovaÂnõÂ

1.1 Matice, determinanty

1. Je daÂna matice M = 1 2 0 3 0 1 1 0 1 .

UrcÏete M^2, MM^T, M^TM a vyjaÂdrÏete M jako soucÏet symetrickeÂ a antisymetrickeÂ matice!

2. Jsou daÂny matice

A = ( 1 2 3 4 5 6 ) B = 1 0 1 0 0 2 0 3 1 0 2 0 C = 1 2 3 0 0 1 .

ZjisteÏte, ktereÂ ze soucÏinuÊ matic A^2, AB, AC, CA, BA, B^2, BC, CB, C^2 existujõÂ, a tyto vypocÏteÏte!

3. Zaved’me noveÂ naÂsobenõÂ • na mnozÏineÏ matic deőnovaneÂ vztahem (A • B)_{ij} = ∑ k (A)_{ik}(B)_{jk}. UkazÏte, zÏe takto deőnovaneÂ naÂsobenõÂ nenõÂ asociativnõÂÐtzn. A • (B • C) ≠ (A • B) • C. 4. ⋆ Deőnujme novou operaci zvanou stopa Tr : A = (A)_{ij} ) ∑ i(A)_{ii}. UkazÏte, zÏe stopa soucÏinu symetrickeÂ a antisymetrickeÂ matice je nulovaÂ.

5. Necht’A je antisymetrickaÂ matice, x sloupcovyÂ vektor. UkazÏte, zÏe x^TAx = 0.

6. NaÂsledujõÂcõÂ soustavu rovnic rÏesÏte Gaussovou eliminacõÂ x + y + a z = 1 3 x + 4 y + (2 + 3a) z = 5 - x + y + z = b

a urcÏete zaÂvislost pocÏtu rÏesÏenõÂ na hodnotaÂch parametruÊ a, b. 7. PrÏedpoklaÂdejme, zÏe pocÏõÂtacÏ pracuje na 4 platneÂ cÏõÂslice a exponent. Je daÂna soustava rovnic 4000 · 10^{-7} x + 1402 · 10^{-3} y = 1406 · 10^{-3} 4003 · 10^{-4} x - 1502 · 10^{-3} y = 2501 · 10^{-3}. PocÏõÂtacÏ soustavu rÏesÏõÂ Gaussovou eliminacõÂ pro oba pivotnõÂ prvky (vyÂmeÏna rÏaÂdkuÊ ). VysveÏtlete rozdõÂlneÂ vyÂsledky a urcÏete, kteryÂ vyÂsledek je spraÂvnyÂ.

8. Jsou daÂny matice A = (a_{ij}), B = (b_{ij}) a vektor x = (x_i). ZapisÏte naÂsledujõÂcõÂ vyÂrazy maticoveÏ: (a) ∑ j,k a_{ij}b_{jk}x_k, (b) ∑ j x_jb_{ij}, (c) ∑ i,j a_{ij}a_{kj}x_i, (d) ∑ j,k a_{ij}a_{kj}a_{km}. 9. NalezneÏte prÏõÂklady

(a) nenulovyÂch matic, jejichzÏ soucÏin je nulovyÂ, (b) kdy AB = 0, ale BA ≠ 0, (c) soucÏin dvou nenulovyÂch symetrickyÂch matic je antisymetrickaÂ matice.

10. SpocÏteÏte det A, det B, det(AB), det A^{-1}, kde

A = 1 2 3 3 4 5 6 7 8 B = 2 4 6 1 2 7 3 4 5 .

11. SpocÏteÏte det 1 2 3 4 3 0 1 2 1 0 1 0 -1 0 2 1 pomocõÂ

(a) Gaussovy eliminace, (b) rozvojem podle prvnõÂho rÏaÂdku, (c) rozvojem podle prvnõÂho sloupce.

12. V teorii supravodivosti rÏesÏõÂme naÂsledujõÂcõÂ rovnici pro energii soustavy E: | | | | | | | a - E -b -b -b -b -b a - E -b -b -b -b -b a - E -b -b -b -b -b a - E -b -b -b -b -b a - E

| | | | | | = 0.

RÏ esÏenõÂm rovnice dokazÏte, zÏe existuje stav s energiõÂ E = a - 4b a vsÏechny ostatnõÂ stavy majõÂ energii E = a + b. DaÂle rÏesÏte probleÂm obecneÏji pro matici n × n stejneÂho typu.

13. Necht’ A, B ∈ M^n a AB = 1. RÏ aÂdky matice A jsou tvorÏeny vektory a_i, sloupce matice B vektory b_j. Co platõÂ pro skalaÂrnõÂ soucÏin (a_i, b_j)? UkazÏte, zÏe pro n = 3 platõÂ

b_1 = a_2 × a_3 [a_1, a_2, a_3] b_2 = a_3 × a_1 [a_1, a_2, a_3] b_3 = a_1 × a_2 [a_1, a_2, a_3] , kde × znacÏõÂ vektorovyÂ soucÏin v R^3 a [a_1, a_2, a_3] = (a_1, a_2 × a_3) smõÂsÏenyÂ soucÏin v R^3 .

14. K rÏesÏenõÂ lineaÂrnõÂch rovnic se pouzÏõÂvaÂ Cramerovo pravidlo Ax = b x_i = det A_i det A , kde A_i je matice A, v nõÂzÏ je i-tyÂ sloupec nahrazen sloupcovyÂm vektorem praveÂ strany b. DokazÏte pro prÏõÂpad A ∈ M^3 uzÏitõÂm tzv. Sarrusova pravidla.

1.2 GeometrickeÂ aplikace soustav lineaÂrnõÂch rovnic 1. UrcÏete vzaÂjemnou polohu rovin ρ : 5x - 2y + 4 = 0 σ : 3x + z - 5 = 0 τ : 8x - 2y + z + 7 = 0. 2. UrcÏete vzaÂjemnou polohu prÏõÂmek p : x + y - 1 = 0, x - 2y + 3 = 0 q : 3x + y - z + 13 = 0 y - 2z - 8 = 0.

2 VektoroveÂ prostory

2.1 BaÂze, dimenze, reprezentace vektoru v baÂzi, prÏechod mezi baÂzemi

1. Pro vektoroveÂ prostory konecÏneÂ dimenze a konecÏneÂ systeÂmy vektoruÊ urcÏete pravdivost naÂsledujõÂcõÂch tvrzenõÂ a podejte jejich strucÏnaÂ objasneÏnõÂ:

(a) PraÂzdnaÂ mnozÏina je podmnozÏinou kazÏdeÂho vektoroveÂho prostoru.

(b) Bud’ V ≠ f0g vektorovyÂ prostor ruÊ znyÂ od nuloveÂho vektoroveÂho prostoru. Potom V obsahuje vektorovyÂ podprostor W ≠ V.

(c) Bud’S systeÂm lineaÂrneÏ zaÂvislyÂch vektoruÊ . KazÏdyÂ prvek S je lineaÂrnõÂ kombinacõÂ ostatnõÂch prvkuÊ S.

(d) PodsysteÂm lineaÂrneÏ zaÂvisleÂho systeÂmu vektoruÊ je lineaÂrneÏ zaÂvislyÂ.

(e) LibovolnyÂ podsysteÂm lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂho systeÂmu vektoruÊ je line-aÂrneÏ nezaÂvislyÂ.

(f) KazÏdyÂ systeÂm vektoruÊ obsahujõÂcõÂ nulovyÂ vektor je lineaÂrneÏ zaÂvislyÂ.

(g) PruÊ nik dvou podprostoruÊ vektoroveÂho prostoru Vje rovneÏzÏ podprostorem V.

2. Bud’fx_kg_{k∈N} posloupnost reaÂlnyÂch cÏõÂsel. Pro kazÏdeÂ k deőnujme vektor v_k = (x_k, x_{k+1}, x_{k+2}) ∈ R^3 . DokazÏte, zÏe vektory v_k tvorÏõÂ 2-rozmeÏrnyÂ podprostor v R^3 tehdy a jen tehdy, splnÏ uje-li posloupnost fx_kg diferencÏnõÂ rovnici x_{k+2} + λx_{k+1} + μx_k = 0. 3. Bud’V^n n-rozmeÏrnyÂ vektorovyÂ prostor (n ≥ 3), fe_1, . . . , e_ng jeho baÂze.

Pro kteraÂ n jsou naÂsledujõÂcõÂ systeÂmy baÂzemi ve V?

(a) fe_1 + e_2, e_2 + e_3, . . . , e_{n-1} + e_n, e_ng, (b) fe_1 + e_2, e_2 + e_3, . . . , e_{n-1} + e_n, e_n + e_1g, (c) fe_1 - e_n, e_2 + e_{n-1}, . . . , e_n + (-1)^ne_1g.

4. Bud’ V^n vektorovyÂ prostor dimenze n nad teÏlesem P. UkazÏte, zÏe je izomorfnõÂ s vektorovyÂm prostorem P^n. DaÂle ukazÏte, zÏe kazÏdeÂ dva vektoroveÂ prostory teÂzÏe (konecÏneÂ) dimenze jsou izomorfnõÂ.

5. Ve vektoroveÂm prostoru V^3 jsou daÂny baÂze (e), (e^′) a (e^{′′}) takto: e^′_1 = (1, 3, 0) e^{′′}_1 = (1, 0, 3) e^′_2 = (0, 1, 1) e^{′′}_2 = (0, 1, 1) e^′_3 = (0, -3, -1) e^{′′}_3 = (1, -1, 0) vzhledem k baÂzi (e). Vektor a maÂ vzhledem k baÂzi (e^′) slozÏky (3, 17, 9). UrcÏete jeho slozÏky vzhledem k baÂzi (e^{′′}). Vektor b maÂ vzhledem k baÂzi (e^{′′}) slozÏky (1, 1, -1). UrcÏete jeho slozÏky vzhledem k baÂzi (e^′).

2.2 Podprostory vektorovyÂch prostoruÊ , lineaÂrnõÂ obal 1. Necht’u, v, w ∈ V^n jsou vektory, pro neÏzÏ platõÂ rovnost u + v + w = 0.

UkazÏte, zÏe [u, v] = [v, w]Ðtj. vektory u, v generujõÂ tentyÂzÏ podprostor jako vektory v, w.

2. Bud’te L_1 = [(0, 2, 3, 1), (-1, -3, 3, 1), (1, 1, 1, 1), (2, 1, -3, 5)], L_2 = [(-4, 1, 0, 2), (2, 5, 1, 0), (-8, 13, 2, -6)] vektoroveÂ podprostory ve V^4. UrcÏete baÂzi a dimenzi podprostoruÊ L_1, L_2, L_1 + L_2 a L_1 ∩ L_2.

3. MnozÏina matic M^2 s prÏirozeneÏ deőnovanyÂm scÏõÂtaÂnõÂm a naÂsobenõÂm skalaÂrem tvorÏõÂ vektorovyÂ prostor nad teÏlesem R.

(a) PopisÏte lineaÂrnõÂ obal [( 1 0 0 0 ) , ( 0 0 0 1 ) , ( 0 1 1 0 )] . (b) UkazÏte, zÏe matice typu ( a b b -a ) , kde a, b ∈ R tvorÏõÂ vektorovyÂ podprostor a najdeÏte jeho baÂzi.

(c) UkazÏte, zÏe systeÂm matic S = |( 1 1 1 0 ) , ( 1 1 0 1 ) , ( 0 1 1 1 ) , ( 1 0 1 1 )‖

je lineaÂrneÏ nezaÂvislyÂ. Co je lineaÂrnõÂm obalem S? ZapisÏte matici z prÏedchozõÂho bodu jako lineaÂrnõÂ kombinaci matic z S.

2.3 VektoroveÂ prostory se skalaÂrnõÂm soucÏinem

1. Necht’ E^n je vektorovyÂ prostor se skalaÂrnõÂm soucÏinem nad R. Pro kazÏdeÂ dva vektory platõÂ:

Cauchyova-BunjakovskeÂho nerovnost: (a, b)^2 ≤ (a, a)(b, b). TrojuÂ helnõÂkovaÂ nerovnost: √ (a + b, a + b) ≤ √ (a, a) + √ (b, b). DokazÏte!

NA^ÂVOD: Pro duÊ kaz prvnõÂ nerovnosti upravujte (a + tb, a + tb) ≥ 0, kde t ∈ R, a, b ∈ E^n jsou libovolneÂ. VznikaÂ kvadratickaÂ nerovnice v promeÏnneÂ t.

2. V R^2 ukazÏte, zÏe geometrickaÂ deőnice skalaÂrnõÂho soucÏinu (a, b) = jajjbj cos ∢(a, b) je v souhlasu s axiomy skalaÂrnõÂho soucÏinu.

2.4 OrtonormaÂlnõÂ baÂze, ortogonalizacÏnõÂ proces

1. SkalaÂrnõÂ soucÏin v U^4 je v baÂzi (e) reprezentovaÂn maticõÂ

G = 1 i/2 0 0 -i/2 1 0 0 0 0 2 -i 0 0 i 2 .

ProveÏrÏte, zda takto zadanaÂ matice G splnÏ uje axiomy skalaÂrnõÂho soucÏinu. NajdeÏte baÂzi (f), kteraÂ je vzhledem ke zvoleneÂmu skalaÂrnõÂmu soucÏinu ortonormaÂlnõÂ. NajdeÏte transformacÏnõÂ matici od baÂze (e) k baÂzi (f). VyjaÂdrÏete skalaÂrnõÂ soucÏin vektoruÊ a, b, jejichzÏ slozÏky uvazÏujte jak k baÂzi (e), tak i (f).

2. ⋆ Jak je znaÂmo, tvorÏõÂ systeÂm f1, x, x^2, . . . , x^ng baÂzi ve vektoroveÂm prostoru polynomuÊ rÏaÂdu n ś P^n. UrcÏete ortonormaÂlnõÂ baÂzi (ℓ), je-li zadaÂn skalaÂrnõÂ soucÏin prÏedpisem P^n × P^n ∋ (a, b) ) ∫ 0 e^{-x}ab dx ∈ R.

RÏ ES^ÏENI^Â: ℓ_j =^1_{j!} ∑_j i=0 (_j i )_2 (j-i)!(-1)^{j-i}x^i ś azÏ na naÂsobek tzv. Laguerrovy polynomy.

2.5 OrtogonaÂlnõÂ pruÊ meÏt, ortogonaÂlnõÂ doplneÏk

1. Necht’(e) je ortonormaÂlnõÂ baÂze v E^4 nad R.

u = ( √ 2, 0, - √ 2, 0), v = (1/2, 1/2, 1/2, 1/2), L = [u, v] je vektorovyÂ podprostor. UrcÏete matici ortogonaÂlnõÂ projekce P na podprostor L.

2. ⋆ Necht’ P^n je vektorovyÂ prostor z prÏõÂkladu 2 prÏedchozõÂho oddõÂlu.

UkazÏte, zÏe prÏirozeneÏ deőnovanaÂ derivace je projekce. UrcÏete matici teÂto projekce vzhledem k baÂzi f1, x, . . . , x^ng a vzhledem k baÂzi (ℓ).

3. V C^n je daÂna kanonickaÂ baÂze (e) (v e_i je na i-teÂm mõÂsteÏ 1 jinak 0), v nõÂzÏ je skalaÂrnõÂ soucÏin vyjaÂdrÏen jednotkovou maticõÂ. UrcÏete matici ortogonaÂlnõÂ projekce do podprostoru urcÏeneÂho vektory

a = ( 1, . . . , 1 n ) b = 1, i, -1, -i, . . . , j-taÂ pozice (i)^{j-1} , . . . , (i)^{n-1} n .

4. Metoda nejmensÏõÂch cÏtvercuÊ . PrÏedpoklaÂdejme, zÏe meÏrÏitelnaÂ velicÏina ^F je urcÏena k meÏrÏitelnyÂmi velicÏinami ^X_i lineaÂrneÏ. PlatõÂ tedy ^F = α^i ^X_i. ProvaÂdõÂme seÂrii n meÏrÏenõÂ ^F, prÏicÏemzÏ nameÏrÏeneÂ hodnoty (zatõÂzÏeneÂ chybou) znacÏõÂme f^1, . . . , f^n, a zaÂrovenÏ meÏrÏõÂme i ^X_i, prÏicÏemzÏ nameÏrÏeneÂ hodnoty znacÏõÂme x^1_i , . . . , x^n_i . Bylo zmeÏrÏeno x_1 = (1, 2, 3, 4, 5), x_2 = (2, 3, 4, 5, 6) a f = (2, 3, 5, 8, 13) (n = 5, k = 2). UrcÏete koeőcienty α^i metodou nejmensÏõÂch cÏtvercuÊ .

3 LineaÂrnõÂ transformace (operaÂtory) na vektorovyÂch prostorech

3.1 LineaÂrnõÂ transformace V^n ) V^m

1. UkazÏte, zÏe obor hodnot lineaÂrnõÂ transformace ϕ : V^n ) V^m je vektorovyÂm podprostorem ve V^m a jaÂdro ϕ vektorovyÂm podprostorem ve V^n .

2. Necht’ P^n(x) je vektorovyÂ prostor polynomuÊ v promeÏnneÂ x stupneÏ nejvyÂsÏe n. Deőnujeme zobrazenõÂ D takto:

P^n(x) ∋ p(x) ) D(p(x)) = dp(x) dx ∈ P^n. UkazÏte, zÏe takto deőnovaneÂ zobrazenõÂ D je lineaÂrnõÂ transformace, urcÏete jeho obor hodnot, jaÂdro, hodnost a defekt.

3. Necht’L ⊆ V^n je vektorovyÂ podprostor, L^′ jeho libovolnyÂ, pevneÏ zvolenyÂ doplneÏk. Necht’π_{L,L} ′ : V^n ) V^n je projekce, deőnovanaÂ vztahem π_{L,L} ′ (a) = a_L. UrcÏete jejõÂ obor hodnot, jaÂdro, hodnost a defekt.

3.2 Reprezentace lineaÂrnõÂ transformace v baÂzi

1. Bud’ D lineaÂrnõÂ transformace z prÏõÂkladu 2 prÏedchozõÂ cÏaÂsti.

(a) DokazÏte, zÏe D nenõÂ regulaÂrnõÂ.

(b) ZapisÏte matici D v baÂzi (1, x, . . . , x^n) a (1, x, x^2/2, . . . , x^n/n). PrÏesveÏdcÏte se, zÏe platõÂ Δ^′ = TΔT^{-1}, kde T je matice prÏechodu mezi baÂzemi a Δ, Δ^′ jsou vyjaÂdrÏenõÂ D v teÏchto baÂzõÂch.

(c) Pro n = 4 zapisÏte matici D v libovolneÂ ortonormaÂlnõÂ baÂzi; skalaÂrnõÂ soucÏin je deőnovaÂn vztahem

P^n × P^n ∋ (a, b) ) 1∫ 0 ab dx ∈ R.

DaÂle najdeÏte matici prÏechodu ke zkonstruovaneÂ ortonormaÂlnõÂ baÂzi a jako v prÏedchozõÂm bodeÏ proveÏrÏte transformacÏnõÂ vztahy.

2. Necht’ M^n je prostor reaÂlnyÂch matic n × n. VõÂme jizÏ, zÏe se jednaÂ o vektorovyÂ prostor. UkazÏte, zÏe zobrazenõÂ

antisym : M^n ) M^n,

ktereÂ prÏirÏazuje matici jejõÂ antisymetrickou cÏaÂst, je lineaÂrnõÂ. UrcÏete obor hodnot, jaÂdro, hodnost a defekt. Pro n = 3 nalezneÏte reprezentaci tohoto zobrazenõÂ ve vhodneÏ zvoleneÂ baÂzi.

3.3 Struktura prostoru lineaÂrnõÂch zobrazenõÂ 1. NalezneÏte izomorősmus vektorovyÂch prostoruÊ L(V^n , V^m ) a M^n_m. Tak ukazÏte, zÏe dim L(V^n , V^m ) = nm.

3.4 Projekce

1. Necht’π ∈ L(V^n , V^n ) je projekce. ZjisteÏte, jakyÂch hodnot muÊ zÏe nabyÂvat determinant matice reprezentujõÂcõÂ projekci π v libovolneÂ baÂzi.

4 ProbleÂm vlastnõÂch hodnot

4.1 VlastnõÂ hodnoty a vlastnõÂ vektory lineaÂrnõÂ transformace z L(V^n , V^n )

1. UrcÏete spektrum a vlastnõÂ vektory lineaÂrnõÂ transformace φ, zadaneÂ v baÂzi (e) vektoroveÂho prostoru V^n maticõÂ

(a) 0 1 1 2 0 -2 2 2 0 ,

(b) -7 2 -1 0 -23 3 -8 1 10 -2 3 0 -24 4 -7 1 .

2. DokazÏte, zÏe stopa (tj. soucÏet vsÏech diagonaÂlnõÂch prvkuÊ ) vsÏech matic reprezentujõÂcõÂch danou lineaÂrnõÂ transformaci φ ∈ L(V^n , V^n ) v ruÊ znyÂch baÂzõÂch je stejnaÂ a je rovna soucÏtu vsÏech charakteristickyÂch korÏenuÊ daneÂ lineaÂrnõÂ transformace vcÏetneÏ naÂsobnosti.

4.2 Podobnost matic, JordanuÊ v normaÂlnõÂ tvar

1. ZjisteÏte, zda dvojice matic jsou si podobneÂ.

(a) 1 0 0 0 0 1 0 0 2 -5 2 -1 0 0 0 1 a 0 1 0 1 -1 2 0 1 -1 -2 2 2 0 0 0 1 ,

(b) -1 2 0 1 -2 3 0 1 -3 0 2 2 1 -1 0 1 a -9 18 -5 -1 -8 16 -4 -1 -10 20 -4 -2 2 -3 1 2 .

DaÂle zjisteÏte podobnostnõÂ transformace prÏevaÂdeÏjõÂcõÂ jednu z matic na druhou.

2. PrÏeved’te matice do Jordanova normaÂlnõÂho tvaru a zjisteÏte prÏõÂslusÏneÂ podobnostnõÂ transformace.

(a) 1 2 3 4 0 1 2 3 0 0 1 2 0 0 0 1 ,

(b) -16 -17 87 -108 8 9 -42 54 -3 -3 16 -18 -1 -1 6 -8 .

4.3 SamoadjungovanaÂ lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ, spetraÂlnõÂ reprezentace

1. UrcÏete spektraÂlnõÂ reprezentaci lineaÂrnõÂch transformacõÂ zadanyÂch v ortonormaÂlnõÂ baÂzi (e) v U^n naÂsledovneÏ:

(a) 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 ,

(b) 1 0 -i 0 1 0 i 0 1 .

2. Uved’te prÏõÂklady (asponÏ 2) samoadjungovanyÂch lineaÂrnõÂch transformacõÂ v prostoru P^n(x) (prostoru polynomuÊ v promeÏnneÂ x rÏaÂdu nejvyÂsÏe n), kde skalaÂrnõÂ soucÏin deőnujeme (a(x), b(x)) ) ∫_1 -1 a(x)b(x) dx .