Reprezentace
variacni posloupnosti
formami



1. Fibrované variety

Y, dmY =m4+n m — projekce, surjektivni
submerze

lokalni popis—

pri: R" x RM— R"
adaptované soufadnice—x', y°,
1<i<nl<o<m

T lokalni Fezy — zobrazeni
XoU—->Y,mroy = idy
priklady — mechanika,
hydrodynamika, teorie pruznosti,
=N teorie poli

X — - — — = — >

X, dim



2.

Jetova prodlouzeni

J'Y

r,0

varieta J'Y —r-téjetove prodlouzeni Y,
body JJ y —tfidy ekvivalence fezl y
spocatkemv x asprvnimi (r + 1)
shodnymi Cleny Taylorovych fad,
projekce—z": J'Y — X,

a3 'Y — JI%Y,r > s

lokalni popis—J"Y ~
n+1
NR”meme”me( 2 ) X

indukované soufadnice—x', y?,
O<|l|<r,kdel =i1...Ig)e
multiindex, |1 | = s jeho délka



Prodlouzeni lokalnich izomorfizmu
r projektabilni zobrazeni —a: Y — Y’
Jry 24 J'Y’ takovg, zeexistujeag: X — X' a

10 0 /oo =agonm
) lokalni izomorfizmy — Je-li ag lokané
I Y Y"  difeomorfizmem, nazveme o
y ( n =’ lokalnim izomorfizmem
X \Of/ X/ prodlouzeni lokalnich izomorfizmt —
aal

J Y = J)Ey — JrOC(J y) = J O(X)(xoy an = J O(X)Y/



Prodlouzeni vektorovych poli

projektabilni vektorove pole & — projektabilni jako zobrazeni

Y—5>TY

l lm

X—TX
)

prodlouzeni vektoroveho pole & — pomoci jednoparametricke grupy
transformaci a; spojenesé

dJ" a(J,
Jff(Jxry):[ &l X”} O
=



5. Horizontalizace tecnych vektoru

Tetnému vektoru = e T J' 1Y v bodé JI 1y e J'+LY prifadime teny
vektor

hE2=TJ"y Tz 1. 2eTJY

vbode Jy = z"tLM (3 F1y) e J"Y. Komlementarné zkonstruujeme

i

pE=Tz" .2 —h

Vektory h Z ap E nazyvame horizontalni a kontaktni komponentou
vektoru E, zobrazeni h horizontalizaci.

Uvazujme, co se prifadi horizontalizaci hodnotam vektoroveho pole & na

J"+1Y. Nevznika vektorové pole, nybrz obecngjsi objekt, tzv. vektorové
pole podél zobrazeni 7" 1.



Vektorova pole podél zobrazeni

Necht M a N jsou hladke variety, f : M — N jgich zobrazeni. Vektorové
pole a podéel zobrazeni f je zobrazenia: M — T N takove, ze
pnoa= f,kde pn: TN— N jepfirozena projekce.

M——N

L

TN

S vektorovym polem a podél zobrazeni f je spojena jednoparametricka
rodinadeformaci f; zobrazeni f, fo = f.
Bud F: N — R libovolna funkce

dF o f;
dt

|
®
T

t=0



Operace s vektorovym polem podél zobrazeni

kontrakce— Necht p je diferenciani g-formou na N, t.j. fezem
A9T*N — N, &1, &g—1 (obyCejnd) vektorova pole na M. Kontrakci
g-formy p vektorovym polem a podé f rozumime

(f*a1p)(X)(€(Xx), ..., fg-1(X) =
= p(f(x)@X), Tx f - E1(X), ..., Tx f - &-1(X)),

(q—1) formu f*asp naM.



Lieova derivace — Bud f; deformace prisludna k vektorovému poli a
podél f. Potom Lieovaderivace g-formy p na N je danajako

f dip
Lop =

ajednase o g-formuna M.
Zirgme plati
Lo =df*asp+ frasdp

apro dals p-formun naN

LA AN =Liprtn+ i pALan.



Dekompozice forem na kontaktni
komponenty

Diferencidlni formu p na J'Y mtizeme kanonicky rozlozit pomoci
horizonta nich a kontaktnich komponent vektord, na nichz se vycisluje.
Necht Z1, ..., Eq jeq-tice vektorll v bodé j 1y e J"+1Y. Pro kazdée
| € {1, ..., Qq} rozepiSeme

TrftLr I =hZ +p&g.

(@) (B )T Hy) = p(Ta 2y, L T+ Eg) (Fy),

muZzeme tedy sesbirat ¢leny homogenni fadu (g — k) v horizontalnich

komponentachh =4, ..., h Eq aziskame
- - 1 I D T - — - —
pkp(d‘laa‘:‘Q) — ng kel qp(pz‘lla"'ap‘z‘lk)h:‘|k+1ah‘:‘|q)9

k-kontaktni komponentu formy p.
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Kanonicky rozklad formy: 7"+ p = 37 py p.
g-formap on J'Y se nazyva

— kontaktni, je-lihp = pyp = 0, ekvivalentné (J"y)*p = 0 pro
vs&echny fezy v,

— k-kontaktni, je-li p; p = O, pro vSechnal # Kk,
— siinekontaktni, je-liq > n =dimX ap,_,p = 0.
Kontaktni 1-formy.
wj =dyj —yjidx',
pro0 < |J| <r — 1. Zfgme plati

o5(hg) = 0, o3 (PE) = E-Yy5¢,
dx'(hE) = &, dx'(pE) = 0.
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Rozklad vnéjSi derivace

Rozklad diferencialni formy p nakontaktni komponenty indukuje rozklad
vng sl derivace na horizontalni a kontaktni Cast

q q
de=Zpkdpkp, dcp=zpk+1dpkkp,
k=0 k=0
tak, ze (z" > dp=dyp+dcp
aplati dyody =dcodc =0 dHodc = —dcody,

aje-li n dasit-formanaJ'y

di(p An) =dup An+(=D% Adun,
dc(p Am)=dcp An+ (=Dp Adc.
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Formalni derivace

\lyjadiime vektorové pole h& podél z"+4" lokalné

¢ = é(x)— Z 70,y =

aur¢ime Lieovu derivaci g-formy p na J'Y vzhledem k vektorovému poli
h¢& podél 7" +t1". Takovou derivaci nazveme formalni derivaci.
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UrCime formalni derivace funkci a bazovych 1-forem.

r+21r 8f @f
L=+ DY
= i I o
oxt L=y
e, 08
27 g = 9 g
= oXx!
i
r+1r
Zh= dy§=y§imd><‘+é'dy3.,
r+21r
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Specielné pro lokalni vektorova pole

dostaneme

nr+1J 8f . 5f ]
o%di f:%—kzy\]l :.di f,

r+1,r

LE dx) =0=:d dxJ,

gl +Lr

L5 T dy§ =5 = didy],
;Z% r+1,r

. ) o
I C()J—COJI =. d| ;.
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Vlastnosti formalnich derivaci

— souviglost s horizontalni derivaci
dip =di p AdX',
— transformagni vlastnosti (adaptované soufadnice (x', y?), (X', ¥7))
dp= Z%:a PP
— komutace
di dj p =djdip, didp =ddip,

— Leibnizovo pravidlo

d(pAn)=dpAn+pAdn.
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10.

Variacni pocet na fibrovanych varietach

Necht Q c X je kouskem X aoznaéme I'q () mnozinu fezu fibrované
variety Y. Pull-back J"y *p n-formy p na J"Y je n-formou atudiz ho Ize
pres Q integrovat. Vznikafunkce

Fa(r) 5 7 +<p)g<y>/g Iy*peR.

Znamym postupem ziskame variaci indukovanou vektorovym polem =

(Lyzp)ay) = /Q 39" Lrsp.
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11.

Variacni posloupnost

Vzhledem k platnosti vztahu
ZL=p==21dp+d=ap

vznika otazka, zda nejde Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni ziskat
faktorizaci de Rhamovy posloupnosti diferencialnich forem na

(otevienych podmnozinach) J"Y podle vhodné zvolené podpos oupnosti.
Ukazuje se, ze ano.

Prirozena formulace problému je dana v jazyce teorie svazku.
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Faktorizacni podposloupnost

Necht W C Y je oteviena mnozina. Oznacme QW okruh funkci na
oteviené mnozine W' = (z"%)~1(W) a QW modul g-forem na otevfené
mnozine W' = (z"%)~1(w)

OW = Qf W
OqW =dQ,_; W+ Q, Wprog > 2,
kde ,
ker rog <n,
9& W= Po pProq <
’ Ker pg-n  prog > n

Podmoduly @[JW, kdeq > P = m(”ﬂ]_l) + 2n — 1 jsou triviani.
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Variacni posloupnost

{0} {0}

L,

dp dp

L

do dl d2

{0} R QBHQ&HQI’ZHH-

N

Q0] —= Q)/0h —> -

e

{0} {0}

20
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12.

Formalni diferencialni operatory

Diferencialni operatory

J'z

N

Ny Z W

{7

X
prifazuji fezimt: Z — X fezy p: W — X, tak ze

D(y) = D' o er,

kde D' je morfizmus fibrovanych variet nad X.
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Formalni diferencialni operatory

J'vy=vJy

LT

VY AIT*J'Y

’N/ ' oP
Top
D(Z)

X
VY —vertikalni vektory naY, VY = ker Tz

<
[1]

(1]

J'VY =V J'Y —existujeizomorfizmus nad Y

D" —morfizmus vektorovych bandlU
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Lokalni vyjadreni
— vertikalni vektorové pole =2 = E90/0y°

—jeho prodlouzeni J" = = dj E75/0Y5
— souradnicove vyjadreni formaniho diferencialniho operatoru D

r
D(8) = D (d)E")D;,

|J|=0

— prepis pomoci ” per partes’
r
D(E)= > d (E“A;),
11=0

r—|I|

A!‘ _ Z (I'IlTllJI)(_l)IJI d; D(ITJ.
1J|=0
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13.

Eulerovy operatory

Pokud jsou oborem hodnot formalniho diferencianiho operatoru D
(k — 1)-kontaktni (n + k — 1)-formy (k > 0), existuje globané operator
nultého fadu O tak, ze

D=0+dyR,

kde R je lokalné definovany diferencialni operator.

Diferencialni operator podstatny pro nase tvahy je spojen s kontrakcemi.
D(E) = J"Epy p.

kde p jelibovolna (n + k)-formana J"Y.

Zavy3e uvedenych predpokladl existuje Eulerliv operétor O prislusny
k D

O(8) =& Z(—l)'J'dJ( ° kap).

o
1J|=0 0Y;
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14.

Reprezentace variacni posloupnosti

V zhledem k dualité mezi vertikalnimi vektory a kontaktnimi 1-formami
@’ |zeinvariantné zkonstruovat zobrazeni

r
0
k() = g% A 2 (=DM d (a - kap).
1J]1=0 Y

Toto zobrazeni (spolecné se zobrazenim Ia = pg profady foremq < n) je
reprezentaci variaCni posloupnosti pomoci diferencialnich forem, tedy ze
podmoduly ®y, jsou jadry zobrazeni 1.

Pro kazdou (n + k — 1)-formu # na J"Y plati I, pc dpxn = 0.
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15.

Vlastnosti reprezentace

Zobrazeni 1 maji nasledujici vlastnosti

— plati
2r+1
p— lnp € ®nr-|—k ;

aprotoze plati pokud (z>")*p € O, pak p € OF, dostaneme

(7[ 2r+1)*

IrrH—kP =0=pc¢ ®¥1+k

— projekeni vlastnosti

2r+1yr o2+l 2r+1ryx A +3,2r+1\* 1
In+k |n+k— In+k (7 )" = (% ) |n+k

—pro (n+k — 1)-formu » na J"'Y také

2r+1 r
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Reprezentanti a zobrazeni pro cast posloupnosti
relevantni ve variacnim poctu

Q. /0, ——=Ql /0l — = QF 1/@ 1%9 2/®n+2

l n—1=Po l'rero llrrl—l-l l'rrwrz

Qr+1 Q“Fl 2r+1 2r+1
- N Euler-Lagrange N+1 Helmholtz-Sonin™ N+2
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Forma | Rad reprezentanta | Popisuje
n—1 r +1 | trividni Lagrangiany
n r +1 | Lagrangiany
n+1 2r + 1 | pohybove rovnice
n+ 2 2r + 1 | variaCnost pohybovych rovnic

Prekazky, které uréuji, zda z lokalnich trividlnich Lagrangiant vznikaji
globalni, lezi v H"(Y), u lok&lni versus globani variatnosti v H"t1(Y).

Navic muzeme tvrdit, Ze globalni trivialni Lagrangiany daného fadu
(r +1) jsoutvarupyd#, kdey € Q7 _; aglobalni variatni rovnice daného
radu (2r + 1) tvaru I, d¢, kde ¢ € Q.
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