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Véta 1. Necht (V,(-,-)) je vektorovy prostor dimenze n nad télesem k s cha-
rakteristikou Chark # 2 a (-,-) je nedegenerovand symetrickd bilinedrni
forma. Potom kazZdd izometrie a: V —V je sloZenim nejuyse n zrcadleni.

Dikaz. Véta je ziejma v pripadé a = id a rovnéz v pripadé dimV = 1.
Dtikaz provedeme matematickou indukci vzhledem k n = dim V. Je tfeba
rozlisit ¢tyii pripady.

(i) Existuje nenulovy neizotropni vektor a, ktery je izometrii o zachovan,
tj. {a,a) # 0, aa = a. Ozna¢me H = [a]* nadrovinu kolmou na a, pak plati
aH = H. Dale ozna¢me 3 zzeni izometrie o na H; s vyuzitim indukéni
hypotézy lze zapsat § = o1---0,, r < n — 1 a o; jsou zrcadleni vzhledem
k nadrovindam H; v H. Oznacme dale A = [a] linedrni obal a a polozme
0; = id4 @©o;. Kazdé ; zachovava nadrovinu A & H; a je zrcadlenim ve V.
Potom slozeni 71 ---0, = ida®f = a a vime, Ze v tomto pfipadé lze «
vyjadrit sloZzenim nejvyse n — 1 zrcadleni.

(ii) Existuje nenulovy neizotropni vektor a takovy, Ze vektor aa — a je
neizotropni. Bud H = [aa — a]* a 1 zrcadleni vzhledem k H. Plati

(aa + a,0a — a) = (aa,aa) — (a,a) =0,
a tedy aa + a € H. 7 toho dale plyne
n(aa+a) =aa+a, nlaa—a)=—aa+a

a sectenim obou rovnic a vydélenim dvéma dostavame naa = a. Mizeme
tedy vyuzit (i), dostavame na = oy ---0,, ¥ < n — 1 a vzhledem k 7* = id
posléze o = noy - - - 0., slozeni n zrcadleni.
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(iii) n = 2. Ptipady (i) a (ii) ndm umoziiuji predpokladat, Ze existuji ne-
nulové izotropni vektory u, v tak, ze V = [u, v].

(a) au = kv, av = k7'u, k € k. Potom a(u+ kv) = u+ kv a lze pouzit (i).

(b) au = ku, av = k~'v, k € k. MtZeme predpokladat k # 1, pro k = 1
dostavame o = id. Potom a =u+vaaa—a= (k—1u+ (k7' = 1)v
nejsou izotropni a lze vyuzit (ii).

(iv) Nyni mizeme pfedpokladat, ze n > 3, neexistuje zadny neizotropni
vektor a, ktery je zachovan o a konecné aa — a je izotropni pro a neizotropni.

Bud n izotropni vektor, podprostor [n]* ma dimenzi nejméné 2 a plati [n]++nN

[n]t = [n]. [n]* tedy musi obsahovat neizotropni vektor a, tj. {(a,a) # 0.
Potom i (a + kn,a + kn) = (a,a) # 0 pro k € k. Vektor aa — a je izotropni,
ale 1 vektory

ala+kn) —a—kn=aa—a+klan —n)
jsou z predpokladu izotropni. Plati tedy

(dva — a+ k(an —n),ca —a+ k(an —n)) =

= 2k(aa — a,an — n) + k*{an —n,an —n) = 0.

Posledni rovnost napisSme pro £k = 1 a £k = —1 a sectéme. Dostavame
(an —n,an —n) = 0. Vime tedy, Ze cw — w je izotropni vektor, at uz je
w izotropni nebo ne a pro podprostor W vsech takovych vektort w plati
W = (a—id)(V). W je izotropni podprostor ve V.

Bud nyni v € V a x € W+. Potom

0= (av—v,ax —z) = {av,azr) — (v,ax) — (v — v, ) =

= (v,z) — (v,ax) = (v, x — ax),

pro vsechna v € V. To znamend, ze * —azx € VNV =0 a tedy x =
ax. Kazdy vektor z € W+ je a zachovan, predpokladali jsme ovsem, ze
a nezachovava zadné neizotropni vektory, je tedy W+ izotropni podprostor.
Dale je ziejmé dim W < n/2 a dim W+ < n/2, musi oviem platit, ze dim W+
dim W+ = n a tedy jsou v nerovnostech ve skutec¢nosti rovnosti. V' je tedy
hyperbolicky prostor Ha,, tj. bilinedrni forma ma signaturu (r,r), n = 2r.
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Lemma 2. Necht' V = [uy, w1] ® - - P [u,., w,] je hyperbolicky prostor a « je
1zometrie, kterd zachovava kaZdy vektor u;. Pak « je otoceni.

Diikaz. Mame
T T
au; = U, QU = E a;juj + E bijv;.
j=1 j=1

Po dasazeni ziskame (ou;, av;) = b;j = (u;, v5) = 0;; a je tedy

r
av; = E QiU + ;.
Jj=1

Dale musi platit

r

.,
0 = (av;, avj) = ( g ;U + U;, g ajouy + vj) = a;; + aj;
k=1 (=1

a a;; jsou tedy antisymetrické. V bazi {u;, v;} je zobrazeni o dano blokovou

matici
id 0 o7
<a id) , a=~a

a ziejmeé plati det a = +1, tedy se jednd o otoceni. [ ]

Pokracovani v dukazu véty; pfipad (iv) Zobrazeni a je podle lemmatu
otoceni. Z toho vyplyva, ze véta plati pro hyperbolicky prostor V' = H,,
alespon pro reverze. Bud nyni 7 libovolné zrcadleni, potom 7« je reverze
v Hy. atedy Tao = 01...04, s < 2r, ale protoze Ta je reverze musi s byt
liché, tedy ve skutecnosti s < 2r — 1. @« = 701...04 slozeni s +1 < 2r =n
zrcadleni. [ ]
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