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1
2
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Zde je situace podstatně jednodušší.

C(C, 1) ∼= C⊕ C

C(C, 2) ∼= M2(C)

a pro vyšší dimenze platí C(C, k+2) ∼= C(C, k)⊗C(C, 2) ∼= C(C, k)⊗M2(C).

Komplexní Cliffordovy algebry C(C, 2k) získáme komplexifikací reálné

Cliffordovy algebry C(R, k, k) a komplexní Cliffordovy algebry C(C, 2k + 1)

komplexifikací C(R, k, k + 1).

Komplexní Cliffordovu algebru C(C, 4) získáme komplexifikací libovolné

reálné Cliffordovy algebry C(R, k, `) pro k + ` = 4.



7. Reprezentace Cliffordových algeber

Definice: Nechť W 0 ⊕W 1 je Z2-graduovaný modul nad R nebo C.
Zobrazení f : C(V, g)W →W nazveme Cliffordovou akcí, jestliže je sudé, tj.

f(C0(V, g),W 0,1) ⊂ W 0,1, f(C1(V, g),W 0,1) ⊂ W 1,0.
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f(C0(V, g),W 0,1) ⊂ W 0,1, f(C1(V, g),W 0,1) ⊂ W 1,0.

Ekvivalentně můžeme mluvit o reprezentaci C(V, g)→End(W ).

Zavedeme ještě operaci reverze v Cliffordově algebře. Tenzorová algebra
T (V ) má involuci danou a homogenních prvcích obrácením pořadí

v1 ⊗ · · · ⊗ vk → vk ⊗ · · · ⊗ v1. Protože zachovává ideál I, přenese se i na

Cliffordovu algebru

( )T : C(V, g)→C(V, g).



8. Jedna zajímavá reprezentace

Uvažujme W = ΛV , pro v ∈ V definujeme vnější součin

v∧ : ΛkV 3 v1 ∧ . . . ∧ vk → v ∧ v1 ∧ . . . ∧ vk ∈ Λk+1V



8. Jedna zajímavá reprezentace

Uvažujme W = ΛV , pro v ∈ V definujeme vnější součin

v∧ : ΛkV 3 v1 ∧ . . . ∧ vk → v ∧ v1 ∧ . . . ∧ vk ∈ Λk+1V

a vnitřní součin

v y : ΛkV 3 v1 ∧ . . . ∧ vk →
n∑

i=1

(−1)i−1G(v, vi)v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vk ∈ Λk−1V



8. Jedna zajímavá reprezentace

Uvažujme W = ΛV , pro v ∈ V definujeme vnější součin

v∧ : ΛkV 3 v1 ∧ . . . ∧ vk → v ∧ v1 ∧ . . . ∧ vk ∈ Λk+1V

a vnitřní součin

v y : ΛkV 3 v1 ∧ . . . ∧ vk →
n∑

i=1

(−1)i−1G(v, vi)v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vk ∈ Λk−1V

Pro v ∈ V a ρ ∈ ΛV je dáno zobrazení f jako

f(v, ρ) =
1√
2
(v ∧ ρ− v y ρ), přičemž(v ∧ −v y)2ρ = −2g(v)ρ,



8. Jedna zajímavá reprezentace

Uvažujme W = ΛV , pro v ∈ V definujeme vnější součin

v∧ : ΛkV 3 v1 ∧ . . . ∧ vk → v ∧ v1 ∧ . . . ∧ vk ∈ Λk+1V

a vnitřní součin
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(−1)i−1G(v, vi)v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vk ∈ Λk−1V

Pro v ∈ V a ρ ∈ ΛV je dáno zobrazení f jako

f(v, ρ) =
1√
2
(v ∧ ρ− v y ρ), přičemž(v ∧ −v y)2ρ = −2g(v)ρ,

takže celkově dostaneme f(v)2 = −g(v) a f definuje Cliffordovu akci.
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A ∈ C(V, g) taková, že AV A−1 ⊂ V spolu s násobením v C(V, g).

speciální Cliffordova grupa Spin(V, g) — podgrupa sudých prvků

Cliffordovy grupy

Každý prvek A Cliffordovy grupy indukuje lineární transformaci

f(A) : V 3 v→AvA−1 ∈ V , která je ortogonální transformací O(V, g). Navíc

je zobrazení Pin(V, g) 3 A→ f(A) ∈ O(V, g) reprezentací Pin(V, g), které

říkáme vektorová reprezentace.

Pokud v ∈ Pin(V, g) ∩ V , potom g(v) 6= 0 a f(v) : V →V je zrcadlení V
vzhledem k nadrovině „kolméÿ na v.



9. Cliffordovy grupy

Cliffordova grupa Pin(V, g) — množina všech invertibilních prvků

A ∈ C(V, g) taková, že AV A−1 ⊂ V spolu s násobením v C(V, g).

speciální Cliffordova grupa Spin(V, g) — podgrupa sudých prvků

Cliffordovy grupy

Každý prvek A Cliffordovy grupy indukuje lineární transformaci

f(A) : V 3 v→AvA−1 ∈ V , která je ortogonální transformací O(V, g). Navíc

je zobrazení Pin(V, g) 3 A→ f(A) ∈ O(V, g) reprezentací Pin(V, g), které

říkáme vektorová reprezentace.

Pokud v ∈ Pin(V, g) ∩ V , potom g(v) 6= 0 a f(v) : V →V je zrcadlení V
vzhledem k nadrovině „kolméÿ na v.

Je-li dimV = 2k + 1, pak f(Pin(V, g)) = f(Spin(V, g)) = SO(V, g) a je-li

dimV = 2k, pak f(Pin(V, g)) = O(V, g) a f(Spin(V, g)) = SO(V, g).


