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CVICENT 1
( Zaklady topologie, topologické variety, homomorfizmy

1. Rozhodnéte, zda v nize uvedenych piipadech je (X, Q) topologicky prostor:

(a) Q=2%.

(b) Q={0,X}.

(c) X =[0,00) a Q obsahuje (), X a vSechny intervaly (a,c0), kde a > 0.

(d) X je rovina R? Q obsahuje ), X a vSechny oteviené kruhy se stiedem v pocatku.
(e) X =R, Q obsahuje () a vSechny nekoneéné podmnoziny X.

(f) X =R, Q obsahuje vsechny podmnoziny X, jez maji konectné dopliky.

2. Zaved'te vechny topologie na X = {a,b,c,d}.

3. Dokazte, ze kazda oteviena mnozina v R s pfirozenou topologii je sjednocenim disjunktnich
otevienych intervalu.

4. Necht K je mnozina vsech realnych ¢isel, kterd lze v trojkové soustavé zapsat jako 0.aias . . .,
a; # 1, tj. bez pouziti ¢islice 1. Najdéte geometricky popis mnoziny K. Dokazte dale

(a) K C[0,1].
(b) KN (1/3,2/3) =

( 3m+1 3m+2 )

30 Tgn ) = () pro vsechna m,n € N.

)
(c) K
(d) Ukazte, ze K lze ziskat odstranénim (nekoneéného) poctu otevienych intervalu z [0, 1].
(e) Dokazte, ze K je uzaviena mnozina.

Mnozina K se nazyva Cantorova mnozina.



5. Uvazujme ndsledujici tii systémy podmnozin v R?*: ¥, je mnoZina vsech otevienych kruht,
¥*° mnozina véech otevienych ¢tverci se stranami rovnobéZnymi se soufadnicovymi osami a X! je
mnozina vSech otevienych Ctvercu se stranami svirajicimi ihel 7/4 se soufadnicovymi osami, tj.

32 ={(z,y) e R?||(z —a)® + (y — b)* <r?,a,b e R,r > 0},
Y0 ={(x,y) € ]R2||max(|x —al,|ly—0b|) <r,a,beR,r>0},
S =A{(z,y) e R?|lz —a| + |y —b| <ra,beR,r >0}

(a) Dokazte, ze kazdy prvek X2 je sjednocenim prvki ze $°°.

(b) Dokazte, Ze prunik libovolnych dvou prvki ze 3! je sjednocenim prvki ze X!

(c) Dokazte, ze 32, ¥ i X! jsou bdzemi topologii na R? a tyto topologie se shoduji.
6. Kazdy metricky prostor urcuje topologii na své podkladové mnoziné, jejiz bazi jsou oteviené
koule vzhledem k dané metrice. Jak tato skutecnost souvisi s predchozim ptikladem?
7. Necht p: X x X — R" je metrika na X a f: R — R je monoténné rostouci funkce takovd, ze
f(0)=0a f(r+vy) < f(x)+ f(y) pro viechna x,y € R. Dokazte, ze potom i f o p je metrika na
X.

8. Necht A a B jsou omezené mnoziny v metrickém prostoru (X, p). Definujme vzddlenost bodu
b € X od mnoziny A vztahem

p(b, A) :=inf{p(b,a)||a € A}.

Déle definujme

a€A beB

D,(A, B) = max {sup p(a, B),sup p(b, A)} :
Dokazte, ze D, je metrikou na mnoziné omezenych uzavienych mnozin v (X, p).
9. Dokazte, ze mnozina je oteviena pravé kdyz je shodnd se svym vnittkem.
10. Dokazte, ze C1Q = R.

11. Necht Q,w jsou dvé topologie na X. Dokazte, Ze identické zobrazeni 1: (X, Q) — (X,w) je
spojité pravé tehdy, je-li w C €.

12. Bud X topologicky prostor s diskrétni topologii, ¥ libovolny topologicky prostor. Ktera
zobrazeni X — Y jsou spojita? Kterd zobrazeni Y — X jsou spojita?

13. Stejné jako v predchozim piikladé, X ma ovSsem trividlni topologii.
14. Dokazte, ze slozeni spojitych zobrazeni je opét spojité zobrazeni.
15. Dokazte, ze kazdé konstantni zobrazeni (tj. zobrazeni, jehoz obrazem je jediny bod) je spojité.

16. Dokazte, ze vlastnost "byt homeomorfni”je relaci ekvivalence.



17. Dokazte, ze inverze
k:R"\0—=R"\0
|z[?
je homeomorfizmus.

18. Necht H = {z € C|Sz > 0} je horni komplexni polorovina a a, b, ¢,d € R takov4, 7e
a b
det ( d) > 0.

f:H—H
'_>az+b
cz+d

Dokazte, ze zobrazeni

je homeomorfizmus.

19. Dokazte, ze nasledujici topologické prostory jsou homeomorfni.
(a) (0,1) = (a,b) pro a <b.
(b) (—-1,1) =ZR.

(d) S™\ bod = R", prvni prostor je n-rozmérnd sféra s vynechanym bodem.

)
)
(¢) [0,1) =[0,00).
)
) D

D? 2 {(x,y) € R?||z,y € [0,1]}, kde D? je uzavieny kruh v roviné.

(e

20. Necht AN B a AU B jsou souvislé. Jsou A a B souvislé?

21. Necht X je souvisly topologicky prostor a f: X — R spojitd funkce. Dokazte, ze f(
interval v R.

22. Dokazte, ze R"™ je souvisly.
23. Dokazte, ze S™ je souvisly.
24. Dokazte, ze mnozina 0 U {1}>°, je kompaktn{ v R.

25. Dokazte, ze S™ je kompaktni.

X) je

26. Necht (X, Q) je Hausdorffiv topologicky prostor. Necht X* je mnozina ziskand piidanim
bodu * do X (samoziejmé * nendlezi do X). Necht Q* je systém otevienych mnozin tvoreny

otevienymi mnozinami v X, mnozinami X*\ C, kde C' C X je kompaktni mnozina.

(a) Dokazte, ze 2* je topologie na X*.



(b) Dokazte, ze prostor (X*,Q*) je kompaktni.

(c) Dokazte, ze inkluze i: X — X* je topologické vlozeni, tzn. ze zizené zobrazeni X — i(X)

je homeomorfizmus.

(a) Dokazte, ze je-li (X, Q) lokdlné kompaktni, potom (X*, %) je Hausdorffuv topologicky pro-

stor.

Topologicky prostor (X*, Q) se nazyva jednobodovd nebo Alexandrovova kompaktifikace topolo-
gického prostoru (X, Q).

27. Dokazte, ze R?\ 0 = S' x R.

28. Mbdbiova pdska je definovéna jako faktorprostor M = 12/[(0,t) ~ (1,1 — t)]. Dokazte, ze M
je homeomorfni plose opsané v R? tiseckou rotujici kolem svého stfedu a tento jejiz stied zdroven
rotuje po kruznici se sttedem v 0. Rotace kolem 0 o 27 ptitom odpovida rotaci kolem stiedu tisecky

o T.

29. Ukazte, ze GL(n,K) a jeji podgrupy jsou topologické grupy pro K = R, C.

30. Dokazte, ze néasledujici prostory jsou lokédlné euklidovské.

31. Dokazte, ze OR" = {z € R"||z' = 0}.

32. Dokazte, ze O(X xY) = (0X xY)U (X x 9Y).

33. Vyplnte nésledujici tabulku.

Varieta X

Je X kompaktni?

Je 0X prazdna?

Sl

Rl

I

RL




