Variacni posloupnost v mechanice a teorii pole

Michael Krbek
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Kapitola 1

Variaéni formulace
fyzikalnich teorii

1.1 Mechanika

Podstatnou ¢ast zdkont mechaniky lze formulovat na zakladé varia¢nich principt.
Predpokladame, Ze vlastnosti mechanického systému jsou uréeny jistou funkci ¢asu
t, zobecnénych souradnic, zobecnénych rychlosti, popripadé vyssich zobecnénych
zrychleni

L:L(t,q}’) , (1.1)

kde 1 <0 <m a0 < j <r.m urCuje poCet zobecnénych soutfadnic systému
(stupiiti volnosti) a r urcuje fad nejvyssich derivaci zobecnénych soufadnic, na
kterych L zavisi (v klasické mechanice » = 1). Dolnimi indexy u ¢? oznacme
prislusnou derivaci podle ¢asu. Zavadime funkcional

b
St = [ L(t.a5) dr. (1.2)

Déle volime pocate¢ni a (nebo) okrajové podminky pro 7. Pro "spravnou” drahu
nabyvéa funkcional extrémalni hodnoty. Ve fyzikalnich tilohéch je znaménko funkce
L zpravidla dano konvenci tak, Zze pro extremélni drahu funkcional nabyva svého
minima. V mechanice funkci L nazyvadme Lagrangeovou funkci a funkcional S
funkciondlem akce.

Ukazme nékteré mozné postupy pii feSeni tzv. nejjednodussi variacni tlohy,
kterd spociva ve vyhledani extremal funkciondlu S s okrajovymi podminkami
gg(a) =ug,....q7_1(a) =ui_y aqf(d) =v§,...,q7_1(b) = v]_y, kde uf,v] € R.
Existuje nékolik na pohled rozdilnych zptisobii, jak odvodit nutné podminky pro
existenci extrému, které nazyvame Fulerovymi-Lagrangeovymi rovnicemi.



1.1. MECHANIKA

Jako prvni uvedeme Eulerovu metodu feSeni pro 7 = 1, m = 1. Oznaéme ¢} =
1 .
x,q = %.

b
S [(t)] = / L(t,z,&)dt (1.3)

Predpokladame, ze L a x maji dostatecny pocet derivaci. Interval < a,b > roz-
délime na n stejné dlouhych podintervali délky At = ”’T" Riemannuv integral je

limitou posloupnosti souctt {f,}, ..., kde
n
Sn =Y L(ti,z;, ;) At. (1.4)
i=1
t; = a+ (i — 1)At, z; je hodnota funkce z v i-tém bodé a &; = “H" je pri-

blizn& hodnota prvni derivace v tomto bodé. Jedna se o tlohu s pevnymi konci,
a proto plati 1 = v a 41 = v, kde u, v jsou konstanty. Na n-ty ¢len posloup-
nosti je mozno se divat jako na funkci (n — 1) proménnych xs, ..., z,. Podminku
stacionarity této funkce vyjadiime jako

", 9S,
k=2
Po dosazeni dostanene
" (oL < OL 9i;
ds, = — — ) dep At 1.
S D N 5o t 2 25 oy | (16)
k=2 j=1 "1
= i 2L(tk T jfk)At— (17)
ax ) b)

k=2
- 3L(t i )+3L(t ir1)| d
i ky Tk, Tk o k—1,Tk—1,Tk—1 T -

Nyni pouzitim véty o stfedni hodnoté dostaneme

0 0 d OL
== L(ti, xp, &) — 5L (th—1,Th—1) = & =+ At. (1.8)
o0& O dt 0% | cop, o>
Je ziejmé, ze musi byt splnéna rovnost
oL d 0L
— 5= =0 1.
or dtor " (1.9)

Tento postup lze piimocare zobecnit i pro m > 1. Zobecnéni na r > 1 provazeji
oviem stdle delsi vypocty (jednd se o nahrazovani derivaci diferencemi).




1.1. MECHANIKA

Dalsi moznost feseni klade vyssi naroky na matematicky aparat. Ulohu fesime pro

obecné r a m, pficemz qy, . .., g; pfedstavuji usporadané m-tice funkci. Zavedeme-
li v prostoru CZ, ;. spojitych, do potiebného fadu r spojité diferencovatelnych

funkci h(t) na intervalu < a, b > vektorovou strukturu a normu —nejéastéji uzivime

[|h(t)]] = max | max h(t),..., max h,(t) (1.10)
te<a,b> te<a,b>

—muzeme definovat derivaci funkciondlu v bodé ¢ € C’Qa7b> ve sméru vektoru
(v tomto pripadé téz funkce) h

Sla+sh] - Sla]

DpSq] = lim (1.11)
s—0

JelikoZ se jedna o tlohu s pevnymi konci, plati v krajnich bodech a,b okrajové

podminky h(a) = h(b) = 0,...,h.—1(a) = h.—1(b) = 0. Po provedeni derivace

funkcionélu s vyuzitim metody per partes a uvazenim nulovosti h v krajnich bo-

dech intervalu < a,b > dostaneme

o - di DL
DhS[Q] :/ Z(_l)]@a hdt. (112)
a j

=0

V misté lokalniho extrému pokladame derivaci funkcionalu rovnu nule a to neza-
visle na volb& sméru (vektoru h). Proto musi v misté lokalniho extrému funkcionélu
S platit rovnice
, .
. d? OL
> (-1 =0. (1.13)

=0 dt] aq]'

Nakonec ukdzeme metodu béZnou v ucéebnicich mechaniky. Predpokladejme, Ze
funkciondl S mé lokalni extrém v bodé ¢ = ¢?(t). Pro uréitost feknéme, Ze se
jednd o lokélni minimum (pokud se jedna o lokdlni maximum, docilime pozadova-
ného stavu zménou znaménka Lagrangeovy funkce L). To ale znamen4, Ze S roste
pro libovolny argument tvaru

q7(t) = q° (t) + 6q° (¢), (1.14)

jehoZ libovolnost je zarucena libovolnosti funkce d¢7 (¢). Tuto funkci, tzv. variaci a
jeji derivace az do fadu r pokladame za dostatecné malé v celém intervalu < a,b >.
Déle vzhledem k tomu, Ze se jedna o variacni Glohu s pevnymi konci, musi platit
6qf(a) = 0adgi(b) =0pro0 <j<r—-1al <o < m. Vyjadiime zménu
05 =5S1q""]—-S[¢°]

b b
/ L(t,qf +0q7) dt—/ L (t,q7) dt. (1.15)




1.1. MECHANIKA

V prvnim ¢élenu rozvineme za integralem L v bodé ¢° do Taylorovy fady vzhledem
k dg7, 0 < j <r a vezmeme v potaz pouze leny prvniho fddu. Dostaneme

b T
58 :/ Za—l;éq;’dt. (1.16)
C— 8‘]]'

V dalsim kroku j-ty ¢len sumy za integralem j-krat integrujeme metodou per par-
tes s uvdzenim okrajovych podminek a prechézime od d¢7 k dg”. V bodé extrému
musi platit pro pfiristek S = 0 a vysledné nutné podminky pro existenci extrému
tedy nabyvaji tvaru
: cdl OL

Z(_l)]%a_qaf =0. (1.17)

j=0 J
V 2. kapitole ukdzeme, jak l1ze tzv. pruni variacni formuli zobecnit na funkcionaly
definované na fibrovanych varietach.

Uvedeme zdvodnéni platnosti variacniho principu v klasické mechanice. Vse-
obecné je znama varia¢ni formulace dynamiky hmotnych boda. Ozna¢ime-li T ki-
netickou a V' potencidlni energii soustavy, plati, Zze pohyb se realizuje po extremale
funkcionalu

S = /b (T - V)dt. (1.18)

Predpokladame déle, ze lagrangian T — V' je kvadratickym polynomem v zobec-
nénych rychlostech

1
T -V =5Me(t,d")aiai +No (t.0") a7 + P (t,¢") (1.19)
Potom je princip nejmensi akce dasledkem obecnéjsiho kvantové mechanického
principu, ktery udava amplitudu pravdépodobnosti prechodu z bodu A do bodu
B po trajektorii uréené k¥ivkou z(t) prochézejici body A i B:

. B
Klz(t)] exp(% /A Ldt) (1.20)

Amplitudu pravdépodobnosti prechodu je nutno seéist pres viechny drahy proché-
zejici body A a B, tedy pfistoupit k funkciondlni integraci. Pouze v okoli drahy,
kterd spliuje Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, se prispévky do funkciondlniho inte-
gralu vyrazné odlisuji od nuly, nebot zde je argument exponencilni funkce blizky
nule. Jinde vzhledem k malosti i exponencidlni funkce silné osciluje. Analogicky
lze postupovat i pro teorii pole, kde body A, B maji vyznam pocateéni a koncové
konfigurace pole.

Dalsi moznosti aplikace variacniho poctu na fibrovanych varietach s jedno-
rozmérnou bazi nachdzime napr. v teorii pruznosti pii urceni statické rovnovahy
ty¢i, kde casovou souradnici nahrazuje souradnice zobecnénd, souvisejici zpravi-
dla s délkou tyce. V dalsim uvedeme nékolik prikladi aplikaci varia¢niho principu
v mechanice a teorii pruznosti.




1.1. MECHANIKA

Piiklad 1:' Urceni pohybové rovnice matematického kyvadla o jednotkové hmotnosti a
délce I, jehoz bod zavésu délky [ vykondva harmonicky pohyb v tithovém poli g s hori-
zontéalni vychylkou o cos(yt). Uhlovou vychylku kyvadla oznaéme ¢.

Kartézské souradnice kmitajictho hmotného bodu jsou pfi volbé soustavy spojené se
smérem tihového zrychleni

r = acosvyt+Ising (1.21)
y = lcos¢ (1.22)
Rozdil kinetické a potencialni energie v homogennim tihovém poli
1, .
L:T—V=§(m2+y2)+gy. (1.23)
Po dpravach dostaneme
2
L = %¢2+la'y2 cosytsin ¢ + glcos ¢ — (1.24)
1 2_2
- % [avsinvt (Zacos'yt + lsin¢) 2 Z t]

V dalsich odstavcich vylozime, Ze totalni derivace libovolné funkce ¢asu a soutadnice nema
vliv na pohybové rovnice, takZze posledni s¢itanec predchozi rovnice je mozno vynechat.
Ziskdme pohybovou rovnici (po vydéleni konstantou —I?)

2
qﬁ—l—%sinqﬁ— %cosvtcowﬁ:o. (1.25)

Dale uvedme piiklad z teorie pruznostiZ. Necht s zna¢i délku tyce od zvoleného
pocatku. Zjistujeme malou deformaci £ = £(s) tyce kruhového priiezu libovolného
rovinného nedeformovaného tvaru daného funkci a = a(s). Youngiv model pruz-
nosti ty¢e ozna¢ime E, moment setrvacnosti ® prifezu ty¢e vzhledem k ose tyce

I. Extremalizujeme funkcional
EI (1 1)\’
— = -= U
2 <R R0> +

-

kde R = R(a(s),£&(s)) je polomér kiivosti tyce v deformovaném stavu, Ry =
Ry (a (s)) polomér kiivosti ty¢e v nedeformovaném stavu, U(s) potencidlni energie
délkového elementu tyc¢e ds v bodé s.

ds, (1.26)

EI (1 1

2
L(s,&&,&) = <> (E - R_0> +U (1.27)

1[9], Band I-Mechanik, str. 14
2[9], Band VTI str. 87, 102

3Jedna se o b&7né definovany moment setrvaénosti, oviem namisto elementu plo$né hustoty
se bere pouze element plochy.




1.1. MECHANIKA

MuZeme si pov8imnout, Ze vznikly funkcional je zavisly na 2. derivacich zobecné-
nych soufadnic podle zvolené bazové soufadnice (napi. délky oblouku tyce s).

Pi¥iklad 2: Je dan kruhovy prstenec o polomérech a a R < a (jednd se tedy o ty¢,

protoZe lze dva rozméry zanedbat vzhledem k rozméru t¥etimu). Moment setrvac¢nosti

kruhového prifezu vzhledem k jeho ose je I = "TRAL. Na jednotku délky prstence piisobi
radidlni sila K. Youngtv model pruznosti materidlu ozna¢me F, jeho linearni hustotu A.

Urcéeme deformaci prstence £ za predpokladu malosti deformace £ < a

Zavedeme polarni soutadnice r,¢. Rovnici deformovaného prstence predpokliaddme ve
tvaru r(¢) = a + £(¢), kde £ < a. Pro elastickou energii v polarnich soufadnicich dosta-

neme 2
EI [T /1 1

kde .
l_r2_TT’1+2T,2Nl_£+£” (129)
R~ (r2 +r’2)3/2 “a a? ’

je vyraz pro polomé&r kiivosti v polarnich soufadnicich. Derivaci podle ¢ znaéime '. Pro
malé deformace { < a dostaneme

_EI [7

2a3
—T

(6+¢€") dg (1.30)
Z variacniho principu plyne podminka rovnovihy
DyF — a/ K hdp = 0. (1.31)

V uvedené aproximaci dochézi pouze k ohybu prstence, nikoliv k jeho prodlouZeni *. Plati
tedy navic vazebni podminka

/ﬂ £dp =0 (1.32)

vyjadfujici konstantnost obvodu prstence. Zavedeme Lagrangetv multiplikidtor 8 a pro-
vedenim variace dostaneme rovnici

T EI 1" 1"
/ [a—4(§+2§ +¢") - K +ﬂ]ahd¢=0 (1.33)
Odtud plyne rovnice
EI " nrr
—(E+2"+¢") - K +8=0. (1.34)

Po doplnéni cyklickymi okrajovymi podminkami je formulace tilohy ukonéena.

4Uvnit¥ prstence existuje plocha, v ni% nedochazi ani k rozpinani, ani k stlaovani. Body vice
vzdélené od stifedu prstence se od sebe vzdaluji, body bliZe ke stfedu prstence se k sobé& p¥iblizuji.
Protoze dva rozméry prstence jsou zanedbatelné vzhledem k rozméru tretimu, mizeme projekci
této plochy do roviny prstence povazovat za uzavienou krivku a identifikovat ji s délkou prstence.




1.2. TEORIE POLE

P¥iklad 3: Odvodime rovnice pro geodetické kfivky v metrickém prostoru (M, g), kde
M je hladké varieta a g je symetricka bilinedrni forma spliiujici v pfipadé potieby jisté
dalsi pozadavky (pozitivni definitnost, popfipadé jiné omezeni signatury g).

Funkciondl, ktery budeme extremalizovat (délka k¥ivky, vlastni ¢as v teorii relativity) ma

5
S[a” ()] = g (ar) B2 5 (1.35)
g ( d,\ dax :

Po provedeni variace a odstranéni okraJovych Clenti vzniklych po integraci per partes
dostaneme nésledujici vyraz

b AN laguu w vl
1 ov b - LT o
DS =:F/ [—, (9 a ) — 2027 ]s'h (A)dA =0, (1.36)

tvar

s s s’
kde s = \/%g,. (%) d;; dd“;\ a ' zna¢ime derivaci podle parametru A. Vhodnou volbou
parametru ds = y/%gu., (z*) d;; djk d\ (jako parametr vezmeme pravé délku kiivky,

vlastni ¢as) lze vyraz déle zjednodusit na
brd 19g
D,S = — (gorv@” S ] 7 = 1.
5 =7 [ [ i) - 3 a8 |0 yas =0, (137

kde - zna¢ime derivaci podle s. Aby byla rovnost splnéna pro libovolné h, musi po pro-
vedeni derivace v prvnim s¢itanci platit

9Gov 0gop _ agl“’) wtz¥ = 0. (1.38)

govi” + 3 (330“ ox? 0x°

Tim je tloha vyfeSena.

1.2 Teorie pole

Uvedeny variacni princip je mozno zobecnit téz pro teorii pole. Hledame nyni
extremaly funkcionalu

Sly(z")] = /OL (mi,y]'g) de' A ... Adz™, (1.39)

kde index 1 < i < n a multiindex I, = |i1...ip] a 0 < p < r. Analogickym zptQ-
sobem jako v mechanice ziskdme téz variac¢ni rovnice. Podrobny zptisob odvozeni
prvni variacni formule a dalSich vztahtd bude uveden v néasledujici kapitole, kde
v8echny vztahy odvozujeme pro libovolnou pevnou dimenzi n bazové variety, tedy
pro teorii pole. Zde se omezime na uvedeni piikladi ilustrujicich vyuziti varia¢niho
poctu v teorii pole.

5Horni znaménko plati pro pozitivné definitni g, dolni znaménko pro g se signaturou
(7171a171)




1.2. TEORIE POLE

Nasledujici priklad vyuziva kovektorového charakteru zobecnénych souradnic
A. Vngjsi derivaci forem znac¢ime d.

Priklad 1: Teorie elektromagnetického pole na varietdch s metrikou, kde jsou zaddny
proudy. ®. Budte (U, $), kde ¢ = (z%), 0 < i < 3, U C M, lokélni souradnice v metric-
kém prostoru (M, G), G = g;jdz’ ® de’ metricky tenzor, g = det gi; jeho determinant,
signatura metrického tenzoru je zvolena (—1,1,1,1). Plati béZnd konvence pro zveddni
a snizovani indext. Pro prehlednost budeme diferencidlni formy oznacovat tildou. Zave-
deme 1-formy potencidlu a proudu

A = Add (1.40)

J Jida'. (1.41)

Déle zavidime 2-formu elektromagnetického pole

F:dA:Z(aAk - aAi)da:i/\da:k. (1.42)

ozt Ozk
Definujeme objemovy element

€ =

%\/—geijk dzt Adz? Adz® A da:l, (1.43)

kde €;;r 1 je Levi-Civitiv plné antisymetricky symbol. Déle definujeme operace * a ||.||
pro diferencidlni p-formu & obvyklym zpisobem

Q@ = Z \/—gﬁil...ipkl...k4_pai1'”i”da:k1/\.../\dxk“_p (1.44)
i1<...<ip

lall = ) e rai L, (1.45)
11 <. <ip

Funkciondl akce S na kompaktni podvarieté O C Y C M poloZime roven

)
S
|

L (AA*j_ldAA*dA) (1.46)
4/, 2

i L ~p2
AJ -2 ||F )~.
/(;( 9 || || €

Provedeme funkciondlni derivaci S [A] ve sméru 1-formy &:

D:S[A] = Ls[i+sal

- (1.47)

s=0

- 1 (d/\*j—ldd/\*dfi—ldfl/\*dd)
4/, 2 2

- %/(d/\*i—dd/\*dﬁ)
JO

6V tomto piikladu je sledovédno znateni z [10] str. 91-98
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= o[ [aA(sT—dvad) - d(ansdd)]
“JO

= l, [d/\(*j—d*dil)]—l'/ & A xdA
4l /, 4/,

Na hranici integra¢niho oboru 00 plati @ = 0, déle dostavime Maxwellovy rovnice
d (xdA) = =], (1.48)

vzhledem k tomu, Ze & je libovolnd 1-forma, kterd vymizi na hranici 9O.

1.3 Trividlni lagrangiany a varia¢ni rovnice

Trividalni Lagrangeovou funkct rozumime takovou funkci, ktera identicky spliuje
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice.

Priklad 1: Trividlni Lagrangeovy funkce L = L (a:k, vy, yl") v teorii pole pro fad r = 1.
Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy (levé strany rovnic) zapisujeme ve tvaru
_ oL d oL

T oyT  dxi Oy?

(1.49)

€o

dAT (zk y> . 1 ( ges
Predpokladame L ve tvaru L = %. Pfi nasledujicich dpravach vyuZijeme formule

pro zaménu tUplnych a parcidlnich derivaci

9 dA’ d 0A
- = - 1.
y° dz' dzxt Oy° (1.50)
0 dA’ d 0A" 0A
- = - -—. 1.51
Oy7 dr dr' Oy +8y" (1.51)
~—
0
Dosazenim do vyrazi pro €, dostaneme opravdu identicky
€& =0 (1.52)

Timto postupem samoziejmé nelze zarucit, Ze vSechny trividlni Lagrangeovy funkce jsou
uvedeného tvaru.
Variacnimi rovnicemi rozumime takové diferencidlni rovnice

€ (29", yk k) =0

, jez jsou Eulerovymi-Lagrangeovymi rovnicemi prislusnymi néjaké Lagrangeové
funkei L (z*,,9”, ...y} 1 ). Aby takové situace nastala, je nutné a staci, aby
vyrazy €, splhovat tzv. Helmholtzovy—Soninovy podminky

L Oe, i Oey - v [k Oe,
7‘[{,1,,'"]1 — 07_(_1) — — (—1) ( i >d-i - PN
5yj1,,,ji ayjl...ji k:;rl ¢ o " ayh...jk
(1.53)

10



1.3. TRIVIALNI LAGRANGIANY A VARIACNI ROVNICE

kde znaceni di_znamené uplnou derivaci podle i-té bazové souradnice d; = d;;z'
Pokud plati HZL-7¢ = 0 pro 0 < i < s, vznikly uvedené rovnice €, = 0 z Lagran-
geovy funkce a jsou tedy (lokélné) varia¢ni. Pvodni Lagrangeovu funkei ziskdme
napiiklad (lokdlné) nasledovné: Zavedeme zobrazeni

Xt (t7 (Iia ya', ey y;l]s)) = (xia tyaa v 7ty;'r1...js) . (154)
Lagrangeova funkce L je dana jako
} 1
L (xlnyda"'aygl...js) = ya/ (EU OXt) dt. (155)
0
L je obecné definovana na s-tém fadu.K sniZovani fddu dochézi pri¢itdnim trivi-

alnich lagrangianti vhodného tvaru.
Dtikazy tvrzeni uvedenych vyse je mozno nalézt v nasledujici kapitole.
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Kapitola 2

Geometricka formulace
variacénich teorii

V nésledujici kapitole' pieneseme objekty a operace definované v piedchozi ka-
pitole na fibrované variety. Predpoklada se znalost zdkladnich operaci a pojmit
z diferencilni geometrie:

e vnéjsi derivace diferencialnich forem — d

e pullback diferencialni formy o zobrazenim f — f*«a

e Lieova derivace diferencialni formy o podle vektorového pole & — O¢ax
¢ Kontrakce diferencidlni formy a vektorovym polem £ — 1cax

e Lieova zavorka vektorovych poli &, & — [&1, &]

e teény prostor k varieté M — varieta T'M s pfirozené zavedenou topologii a
hladkou strukturou (atlasem).

e tecné zobrazeni k hladkému zobrazeni f : M — N — hladké zobrazeni

Tf:TMw—TN
2.1 Fibrované variety a jejich prodlouzeni
Fibrovanou varietou rozumime uspoiradanou trojici (Y, 7, X), kde Y je tzv. totdlni

prostor a X tzv. bdze jsou variety (ozna¢me n = dimX, m = dimY —n) a 7 :
Y — X je surjektivni vnoreni, definované prirozenym zpusobem:

IText nésledujici kapitoly se opira pfedevsim o [3].
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2.1. FIBROVANE VARIETY A JEJICH PRODLOUZENI

Pro kazdy bod y € ) existuje lokdlni soufadnicovy systém (V,4), kde y € V,
Y = (v,y?),1<i<n,1<0o<m,projim projekci 7 uréeny bod X > x = m(y)
existuje lokaln{ soufadnicovy systém (U, ¢), ¢ = (x?), kde = € U, tak, 7e U = 7(V)
azior =l

Obvykle proto pro tzv. fibrovany souiadnicovy systém (V,1) piimo piSeme 1) =
(x%,y%) vzhledem k tomu, Ze existuje pravé jeden lokéalni soufadnicovy systém
, ¢3)7 ¢ = (‘rl)

Rezem fibrované variety (), 7, X) rozumime zobrazeni v : X D U — Y, kde
mnozina U je oteviend, takové, ze plati moy = idy,. Dale fekneme, ze dva fezy 71, V2
fibrované variety (), 7, X), definované na okoli i/ bodu z € X, jsou r-ekvivalentni,
jestlize plati

1(2) = () (2.1)
a existuje soutadnicovy systém (V,), 1 = (z!,y%) na Y, zvoleny tak, ze v (z) =
Y2(z) € V, ve kterém plati

" (y"ovzow)] _ la" (y7 o °¢1)] (2.2)
b(z) o(w)

Ozt .. .0xia Ozt .. .0xa

pro viechnal <o <m,0<¢g<ravsechnyl1<j <...<j, <n.

Lze provérit, ze r-ekvivalence je relaci ekvivalence na mnoziné fezu fibrované
variety (Y, m, X) definovanych v bodé z. Tuto t¥idu ekvivalence nazveme r-jetem
fezu v v bodé z a znacime j;v. Dale oznac¢me

i"v=U i (2.3)
zeEX

Pfirozenym zptisobem definujeme zobrazeni (projekce) 7% : j"Y +— j%) a

7" Y = X pros <r.
™ () = Jay (2.4)
() = = (2.5)
Necht (V, 1)) je fibrovany soutadnicovy systém na ). Ozna¢me V" = (71"”0)71 V).
V dalsim pouzijeme J, = (j1...4q), kde 1 < j; < ... < j;, < n pro multiin-

dexy délky ¢. Délkou multiindexu rozumime |J,| = ¢. Pro kazdy r-jet jivy € V"
pokladame

) = o @) (26
aq 75 ° —1
v, ) = l Lrened )] , (2.7
é(x)

kde 1 <o <m a0 <|J| <r. Vznikd systém n +m(nzr) funkef ¢" = (wi,yﬂq),
kde1<i<n,1<0o<m,0<q<r, ktery definuje zobrazeni

V' RPxR™x LI (R",R™) x...x LT __(R" R™),

sym sym
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2.2. VEKTOROVA POLE NA FIBROVANYCH VARIETACH A JEJICH
PRODLOUZENICH

kde L{ (R™,R™) je vektorovy prostor g-linedrnich symetrickych zobrazeni R™
R™ spole¢né s prirozenou strukturou Banachova prostoru. Dimenze tohoto pro-
storu je m(”+g_1). Na mnoziné j") existuje pravé jedna hladka struktura takova,
Ze pro kazdy souradnicovy systém (V1) na Y je (V",9") soufadnicovym systé-
mem na j"Y tzv. asociovanym s (V,1). Mnozina j") spoleéné s touto hladkou
strukturou se nazyva r-jetové prodlouZeni fibrované variety (Y, w, X). Ziejmé jsou
nyni usporddané trojice (5"Y,n™*%,j%Y), kde r > s, popfipadé (j"Y,n", X) také
fibrované variety. Dimenze variety ") je n + m("Zr)

Necht U4 C X je oteviend mnozina, vy je fez fibrované variety (), n,X). Pak

r-jetové prodlouZeni fezu ~y je zobrazeni definované vztahem
JIv:Udx iy Ee Y (2.8)

Toto zobrazeni je Fezem fibrované variety (j7), 7", X).

2.2 Vektorova pole na fibrovanych varietach a je-
jich prodlouzZenich

Necht (Y, 7, X) je fibrovand varieta, ¥V C ) oteviend mnozina a « : V +— )Y
izomorfizmus. « je izomorfizmem fibrované variety (), 7, X), jestlize existuje izo-
morfizmus g : U — X, U = 7(V') na bazi spliujici

Too=qQyOT. (2.9)

Zobrazeni aq se nazyva w-projekce izomorfizmu « fibrované variety (), 7, X). Pro
kazdé joy € (770) " (V) klademe

J e (ipy) = Jhe@maevoag (2.10)

Z definice plynou vztahy
m"ojla = ayon” (2.11)
%o j"a = jfaon™? 2.12)

pro 0 < s < r. j"a je izomorfizmus fibrované variety (j7), 7", X) a nazyva se
r-jetové prodlouZeni izomorfizmu « fibrované variety (Y, m, X).

Bud ¢ € TY vektorové pole. Rekneme, Ze pole & je m-projektabilni, jestlize
existuje takové vektorové pole & € T'Y, 7e plati

Tr-£=¢om (2.13)

Existuje-li &, je urcéeno jednoznac¢né a nazyva se w-projekce vektorového pole &.
Vektorové pole & se nazyva w-vertikdlni, jestlize plati Tw - £ = 0. V lokalnich
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2.2. VEKTOROVA POLE NA FIBROVANYCH VARIETACH A JEJICH

PRODLOUZENICH
souradnicich zapisujeme:
.0 0
= ¢— 427 2.14
€= a5z (2.14)
& = 0 Vi<i<n. (2.15)

Oznacme a; lokalni jednoparametrickou grupu transformaci m-projektabilniho vek-
torového pole £. Podminka projektability zarucuje, ze a; je tvorena izomorfizmy
fibrované variety (¥, m, X'). Pro kazdé jLv € j"Y je definovana kiivka R D (—¢,¢€) 2
t > j o (50). Klademe

) = | ez (2.16)

=0

Timto vztahem je definovidno 7"-projektabilni 7" *-projektabilni vektorové pole
j"€ na j7Y nazyvané r-jetové prodlouZeni vektorového pole &.
Definujeme dplnou (také totdlni, formdini) derivaci funkce f : V" — R podle

Tt

dif axl ZayI (2.17)

Ve vzorci se s¢itd pies viechny piipustné hodnoty multiindexu 1.

Véta 1: Bud ¢ w-projektabilni vektorové pole na varieté ) vyjadiené v lokdlnim
soufadnicovém systému (V,v), ¢ = (2%, y%)

0
Oy’

£=¢ (@) 5 +57 (@0) 219

Potom prodlouzeni ;"¢ vektorového pole je vyjaddieno vzhledem k asociovanému
souradnicovému systému (V" ")

.o, . 0
jrEe=¢8—+ =7 . (2.19)
oxt = dy7.
Slozky E?q jsou urceny rekurentnim vzorcem
- - o’
:?1...]q — Ujg— 51 Ja—1 - y;_,,Jq_liaqu . (220)

Véta 2: Bud (Y, n, X) fibrovana varieta, &, & m-projektabilni vektorova pole na
Y. Pak je jejich Lieova zdvorka také m-projektabilni a plati

J" €, 6] =176, 6] (2.21)
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2.3. DIFERENCIALNT FORMY NA FIBROVANYCH VARIETACH A JEJICH
PRODLOUZENICH

Pro r > 0 pfifadme kazdému vektoru & € Tj" 1Y v bodé jitly € j 1Y vektor
hE € Tj7Y v bodé jiy = x"+hr (jitly) € j7Y vztahem

hé = Tpj ™y - Ta" - €. (2.22)

Zobrazeni h : T§j"t1Y s Tj"Y nazyvame m-horizontalizace nebo kratce horizon-
talizace. h& nazyvame horizontdalni sloZkou vektoru £. Vyuzitim komplementarni
konstrukce lze definovat p€, kontakini sloZku &:

p& =Tr" L. ¢ — he. (2.23)

V soufadnicovém systému indukovaném (V,1), ¢ = (z%,y°) na j") ziskdme pro
soutradnicové vyjadreni horizontalni slozky hé a kontaktni slozky pé vyjadieni

B
£ = aﬁz > B T (2.24)

q=0 j1<...<jq

D DD DI A 2:25)

i)
7=0 j1<...<jq Yjr---da

p§ = Z Z (]1 Ja Z/}'Tl...jqifi)(,L (2.26)

oy? .
7=0 j1<...<jq Yir-..dq

2.3 Diferencialni formy na fibrovanych varietach
a jejich prodlouzenich

V dalsi sekci oznacuje (), 7, X) fibrovanou varietu. Diferencidlni forma p na j"Y
se nazyva w-projektabilni, jestlize existuje forma pg na X’ tak, ze plati

p=1"po. (2.27)

Existuje-li forma pg, pak je urfena jednoznaCné a nazyva se w-projekci formy p.
Diferencidlni forma p na Y se nazyva mw-horizontdlni, jestlize pro kazdy m-vertikalni
vektor £ na ) plati

1ep =0 (2.28)

Poznamka 1: VysSe uvedenou definici projektability 1ze rozsitit téz k definici #"-
projektability resp. #™%-projektability forem, nebot uspofddané trojice (Y, n", X)
resp. (j7YV,7"%,4%Y), kde 0 < s < r predstavuji rovnéz fibrované variety.

Poznamka 2: Rovnéz tak uvedenou definici m-horizontality lze rozsirit na #"-
horizontalitu forem na j") néasledovné:
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2.3. DIFERENCIALNT FORMY NA FIBROVANYCH VARIETACH A JEJICH
PRODLOUZENICH

Diferencidlni forma p na j") se nazyva w"-horizontalni, jestlize pro kazdy ="-
vertikalni vektor = na j")? plati

1=p =0 (2.29)
Véta 3: (Poincarého lemma pro fibrované variety) > Bud & C R™ otevien4d mno-

zina, V C R™ oteviena koule se stitedem O. Oznacme kanonické souradnice na
U xV (z',y7). Definujeme zobrazeni x : [0, 1] XU x V= U x V

X (s, (2',97)) = (2", 597) . (2.30)
Pro kazdou k-formu (k > 1) na U x V uvazujeme pullback x*p, coZ je k-forma

na [0,1] x U x V. Existuje jednoznacny rozklad k-formy x*p = ds A po(s) + p'(s)
takovy, ze (k — 1)-forma po(s) a k-forma p'(s) jiz neobsahuji ds. Definujeme

To= [ ), (2.31)

tedy integrujeme koeficienty formy pg(s) pfes s od 0 do 1. V lokalnich souradnicich
(z¥) na U a (y°) na V s piihlédnutim ke vztahiim

Y dzt = dzt

x*dy” = sdy” + y7ds

dostaneme
k
P =D Porcsipeindy” A AdYTT AN LA da (2.32)
7=0
koj n
Ip = S (-n' Tty (/0 Dot ooaryisetoin oxs’“‘lds> (2.33)

11=1

=

dyT Ao ANdyTI=Y AdyTHA LA dyTE A datEA LA det (2.34)
Oznacme 7 : U x V — U kartézskou projekci a

iU D (2h) = (24,0,...,0) €U XV

——
m
nulovy fez. Potom plati
p=Idp+dIl p+7*1"p. (2.35)
277 -vertikalni vektor = spliuje Tn” - Z = 0.

3Prevzato z [3] str. 3
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2.3. DIFERENCIALNT FORMY NA FIBROVANYCH VARIETACH A JEJICH
PRODLOUZENICH

Diikaz predchoziho vztahu lze vypoctem v lokalnich soutfadnicich. Z predchazeji-
ciho tvrzeni plyne, vlastni tvrzeni. Jestlize plati dp = 0, potom existuje (k — 1)-
forma 1 na U x V takova, ze plati

p=dn+ 7" p. (2.36)

Zabyvejme se studiem forem na varieté j7). Bud nyni p diferencidlni k-forma
na j"). Potom existuje pravé jedna 7"-horizontalni k-forma hp na j7t'Y takova,
ze plati

G p= (""" he (2.37)
pro vSechny tfezy « na ). Z definice pullbacku plyne
hp (75 51) = p (G57) (2.38)
prok =0 a
hp () (€, &) = p Gg) (Teg"™y - Tt &, Ty - Tt - &E% )

pro k > 0. V definicich je mozno defini¢éni obor forem ;") omezit a nahradit jej
otevienou podmnozinou j")Y. Zavedeme nésledujici znaceni. Bud W C Y ote-
viend mnozina. Oznaéme QW (resp. Q"W) abelovskou grupu k-forem (resp.
vnéjsi algebru forem)* na oteviené mnoziné W™ C j"). Viem otevienym mno-
zindm V C W C ) prifadime kanonickou inkluzi ¢y : V7 —= W". Svazek Q] je
definovan jako
O = {L§,Wp| pE W,V CW}

Obdobné postupujeme pii definici svazku Q7. Tato konstrukce slouzi k dosazeni
nezavislosti na VW a konkrétnim vybéru formy. V dal§im budeme vyuzivat znaceni
Q a QW volné, pokud nebude moci dojit k nedorozumeéni.

Zobrazeni Q, 5 p+— hp € QZ“ se nazyva m-horizontalizace kratce horizonta-
lizace, pokud splhuje nasledujici pozadavky.

Véta 4: Horizontalizace Q7 > p = hp € Q"F! je jednozna¢né uréené R-linearni

zobrazeni zachovavajici vnéjsi soucin, takové, ze pro kazdou funkci f : W™ — R a
kazdy fibrovany soufadnicovy systém (V, ), ¢» = (z%,y7), V C W plati

hf = for'*hr (2.40)

h (df) d; fdz?, (2.41)

kde d; znaci uplnou derivaci. K dukazu postaci urcit horizontalizaci bazovych 1-
forem

hde'® = da (2.42)
hdys, .. = dx’ (2.43)

4Mno#ina Q7 WV spolecné s operaci s¢itani forem tvori abelovskou grupu, mnoZina Q"W spo-
le¢né s operacemi s¢itani forem a vnéjsiho soucinu forem tvofi algebru.

o

18



2.4. ROZKLADY DIFERENCIALNICH FOREM

a sporem dokézat jednoznacnost zobrazeni h.

Dtikaz linearity zobrazeni h Budte o, 8 € Q;, diferenciélni formy,

k

Ty Jj - o i i

a = ZAO'i---O']jij+1---ikdy PACLCAAYTI AdeBTE AL N de'E
=0
k

J.J; o o is i

B o= D BIUU Ay’ AL AdyT AR AL A e
Jj=0

jsou jejich soufadnicova vyjadieni Potom s vyuzitim vztaht (2.40), (2.41), (2.42), (2.43)
a faktu, ze h zachovava vnéjsi soucin, zfejmé plati

h(a+ B) = h(a) + h(B).

Horizontalizaci 1ze pokladat za morfizmus vnéjsich algeber lokalné indukovany
horizontalizaci funkei a jejich vnéjsich derivaci.

2.4 Rozklady diferencialnich forem

Nadale plati oznaceni predchozich sekci. Horizontalizace h : Tj"t1Y s Tj"Y in-
dukuje rozklad kazdé z grup Qj nasledujicim zptsobem: Budte p € €], k-forma,
&1y . .., & vektory v bodé jrtly € Wt € 71y Pro kazdé j = 1,...,k prove-
deme rozklad

Tr" b7 & = he; + pg (2.44)

a vy¢islime pullback (77+'")" p k-formy p na vektorovych argumentech &, . .., &:

* . .
(7 p (Gt ) (Gase &) = p (py) (T 0T &y TTFET ) L (2.45)
Upravou tohoto vyrazu lze ukézat, ze existuje jednoznaény rozklad formy
(ﬂ_rJrl,r)*p

tvaru
k

(7 p =" pep = hp + pp, (2.46)
q=0

kde jsme oznacili pop = hp a pp = Z];:l pgp- Plati pfitom
1

' (k —q)!

(pfju s 7p§jq y hqu+1a ) hf]k)

pap (727) (&1, ) eltdadatiod p (7 ) (2.47)
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2.4. ROZKLADY DIFERENCIALNICH FOREM

k-forma p,p se nazyvéa g-kontakini slozkou formy p. Zobrazeni p, : Q" — Q!
jsou linedrni v nésledujicim smyslu: Plati p, (o + ) = pya + psf a py (fa) =
(fom™ 1) pya pro kazdé a, B € OF a f € QF. Identicky plati, ze pron+1 < k <
dim j"Y jsou

pop = 0
: (2.48)
DPk-n-1p = 0

Jak lze jednoduse ukazat, nejsou jiz zobrazeni p, homomorfismy vnéjsi algebry
forem. Misto toho pro libovolné formy a € Q) a 8 € Q plati nasledujici pravidlo

q
pg (@A B) = ija A pg—;B. (2.49)
=0

Navic plati pja =0prok <jap;f=0prol <j.

k-formu p € € nazveme kontaktni, pokud hp = 0. Formu p nazveme g-
kontaktni, jestlize (7r“”+17’”)*p = pyp, nebo ekvivalentné pjp = 0 Vj # q. Cislo
q nazveme stupriem kontaktnosti formy p. Pron +1 < k < dim j7)Y ma rozklad
k-formy p € € tvar (71'”‘17’”)* P = Pk—npP + Pk—nt1p + ... + prp. Takova forma
p € Q je vzdy kontaktni. Rekneme, Ze p je silné kontaktni, plati-li pp_,p = 0.
Presvédéime se predevsim, Ze pro bazové 1-formy plati

pdzt = 0 (2.50)
pdy}’l___jq = dy}’l...jq - ?J}’l...jqidﬂfl = w}’l...jq (2.51)
Dale plati
dwj, ;. = —wj.j.:Ndz" pro 0<g<r—2 (2.52)
dwi ., = —dy;-’l___jrfli/\dx’pro g=r—1.

Budte p diferencialni forma na j"Y, ji ™'y € j7t'Y bod, ¢ vektor v tomto bodé a
& m-projektabilni vektorové pole na ). Pak plati

wpap (727) = pa-1tpep (357H) + pawnep (327) (2.53)
Pq ((jra)*p) = (jwrla)*pqp (2-54)
Pq (Ojrep) = Ojr+1epgp (2.55)
(Wr+27r+1)*pqdp = pgdpg—1p + pedpyp (2.56)

Uzitim véty 3, vyjadiené vztahem (2.36), aplikované na fibrovanou varietu (57, n", X)
dostaneme pro formu p na j"Y

p=ITdp+dl p+ (" o™ p, (2.57)
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2.5. LAGRANGEOVY STRUKTURY A LEPAGEUV EKVIVALENT

LAGRANGIANU
kde . '
T U S (2') = (28,0,...,0) eU XV
——
m (")
je nulovy fez. V piipadé kontaktni formy® p ziejmé plati
(") p=0x
a pro kontaktni formy p tedy plati
p=1dp+dI p. (2.58)

2.5 Lagrangeovy struktury a Lepageuv ekvivalent
lagrangianu

Lagrangianem na fibrované varieté (Y, m, X') nazveme 7"-horizontélni n-formu A
na j"Y. Dvojici ((V,r, X),A) nazyvame Lagrangeovou strukturou fadu r. Ve fib-
rovaném soufadnicovém systému (V,)), ¥ = (2%,5°) m4 lagrangian A fadu r
definovany na V" tvar

A = Luwy, (2.59)

kde
wo =dz' A ... Adz". (2.60)

Budte W C Y oteviena mnozina a A € Q)Y lagrangidn fadu r na fibrované
varieté (), 7, X). Dale bud O C 7 (W) kompaktni n-rozmérné podvarieta s okra-
jem (oznacime 00) variety X. Ozna¢me 'y yy (7) mnozinu hladkych fezi variety
(Y, 7, X) na O. Potom A definuje funkcionél

Lo (1) 37 = Ao (7) = /O (") A€ R (2.61)

Tento funkcional nazyvame variacni funkciondl nebo funkciondl akce asociovany
s lagrangidanem A na oblasti O.

Hlavnim predmétem studia ve varia¢nim poctu je vySetrovani chovani funkci-
onalu Ao : I'oyw — R. Budte = m-projektabilni vektorové pole na W C Y a ¢
jeho m-projekce, a; (resp. apt) lokdlni jednoparametrickd grupa transformaci aso-
ciovand s E (resp. €). Kazdému fezu v € T'o )y priradime jeho variaci indukovanou
vektorovym polem = vztahem

=a;oyo(an) . (2.62)

5v soutadnicovém zéapisu takové formy se nevyskytuji soucty typu

Ail___ikdxil A ... Adx'*
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2.5. LAGRANGEOVY STRUKTURY A LEPAGEUV EKVIVALENT
LAGRANGIANU

Variace fezu v je jednoparametrickou soustavou fezt variety ). Zobrazeni ¢ —
¢, které nazyvame deformaci fezu +, je hladké. Zvolme nyni pevné O, v a =Z. Tim
ziskdme redlnou funkci jedné redlné proménné definovanou na okoli (—¢,¢) C R
bodu 0. 6

(=6,6) 3£ Mgy (0) (72) = / o i (ovoaz) AER (2.63)

Upravujeme dale integral
/ i (aroryoag!) A= / (o) 377" 570 A = / QMY (2.64)
ao:(0) a0t (0O) o

Nagim cilem je uréit staciondrni fezy v funkcionélu, tzv. eztremdly. Derivujeme
vzniklou funkci podle parametru ¢ v bodé ¢t = 0 a ziskdme

d JraiA — A
o kT *A — -7 *1~ J Tt — -7 *a'rr)\ 265
{dtfojvyatL_O /Ojvtg% ; /OJ’V e (2.65)
Vznikly funkcional
Tow (™ [ 7' 0p=he R (2.66)
O

nazyvame proni variact funkcionalu akce Ao vzhledem k vektorovému poli Z. V§im-
néme si korespondence A ¢+ 9j-=A, pomoci niz je mozno definovat vyssi variace
funkciondlu A\p. Rez v € Ty () je staciondrnim iezem variaéniho funkciondlu
Ao vzhledem ke =, pokud plati

(0r=A)p (7) = 0. (2.67)

Vyjadrime prvni variaci funkciondlu Ao pro ptipad m-vertikdlniho vektorového
pole = v lokdlnich soutadnicich (V, ), ¥ = (z*,y7).

A = Ldz*A...Adz" (2.68)
0
E = Eda—yo_ (269)
! 0
jrE = Zdjl...djkaaaa (2.70)
k=0 Yiv..n

~ OL
Oprzh = Y o——dj, ...d;,E7dx' AL Ad2" (2.71)
=0 Yir...in

Rez v € Tow je extremdlou lagrangianu X na O pravé tehdy, plati-li

/ jr"}/*ajrg)\ =0. (272)
@

6¢ > 0 volime tak, aby defini¢ni obory zobrazeni 4; obsahovaly O.
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2.5. LAGRANGEOVY STRUKTURY A LEPAGEUV EKVIVALENT
LAGRANGIANU

V dal§im zavedeme Lepageovy formy, potiebné k formulaci nutnych a postacu-
jicich podminek pro extremély. Rekneme, ze forma p € Q3 je Lepageova, pokud pro
kazdé m3-vertikalni, 7%°-projektabilni vektorové pole na j*) je forma h (1zdp) 74-
visld pouze na 7%-projekei vektorového pole =. Dale fekneme, ze Lepageova forma,
p je Lepageiv ekvivalent lagrangianu \, pokud plati (7t5+1)" h (p) = (787)" \.

Forma p € Q) je Lepageova tehdy a jen tehdy, ma-li v kazdém fibrovaném
soutadnicovém systému (V,v), ¢ = (2%,y”) tvar

(7Y p =@ + dny + p, (2.73)

kde n je kontaktni (n — 1)-forma a stupeii kontaktnosti p je > 2 a forma © ma
soutradnicové vyjadieni

s s—k
O=fu+ ( (-1)'d,, ...d L) Wo i Awi, (2.74)
k=0 0

1 i 4] o
1= ayjl---jkpl---pli

kde w; = 15/94iW0 = (—1)1_1 dz' A. . Adz P AdeUA L Adx™. Formu © nazyvame
hlavni slozkou Lepageovy formy p vzhledem k danému soufadnicovému systému
(slozky obecné zavisi na volbé soufadnic). Je-li p Lepageova forma, potom forma
(75+15)" dp mé soutadnicové vyjadien

s+1
(@) dp=E+F =Y (-1)dp ...dp,aif w? Awo + F,  (2.75)
p ..

pri¢emz stupen kontaktnosti F' je > 2. Lepageova forma p € Q7 je Lepageovym
ekvivalentem lagrangianu A = Ldx' A ... A dz™ tehdy a jen tehdy, lze-li hlavni
slozku © formy p vyjadrit jako

r—1 /r—1—k oL
O=Lw+ Y. ( Y (-1'dy,...d, 87> WI i Awi (2.76)
k=0 =0

1 o
1 Yjrgipr..pi

Je-li p Lepageovym ekvivalentem lagrangidnu A = Lwy potom

pidp = E; (L) w? A wo, (2.77)
kde
- oL
By (L) =Y (-1)"dp, ...dy, S (2.78)
=0 ylh---m

Forma E) = pidp prislusnd Lepageovu ekvivalentu p lagrangianu A se nazyva
Eulerovou-Lagrangeovou formou asociovanou s lagrangidnem \. Vyrazy E, (L)
nazyvame FEulerovymi-Lagrangeovymi vyrazy. Zobrazeni Q1 > A — E) € Q%ﬁ_l
se nazyva Eulerovym-Lagrangeovym zobrazenim. VSechny tii vySe definované po-
jmy jsou definovany globalné.

23



2.5. LAGRANGEOVY STRUKTURY A LEPAGEUV EKVIVALENT
LAGRANGIANU

Poznamka 1: Lepagetv ekvivalent © lagrangidnu A neni v teorii pole uréen jed-
noznacéné (na rozdil od mechaniky). Eulerova-Lagrangeova forma je uréena jedno-
znacné jak v teorii pole, tak, samoziejmé, i v mechanice.

Vratme se nyni k Gipravé vyrazu pro prvni variaci funkcionalu

O () = [ v 0p=n (2.79)
Vyjadrime A pomoci jeho Lepageova ekvivalentu p
Qjr=X = hjr=dp + hdijrzp. (2.80)
Pro kazdy fez v na )Y plati
J' Y 0= = jPy radp + djfy 1rzp. (2.81)

Tento vyraz se nazyva pruni variacni formule v infinitezimalnim tvaru. Integraci
a vyuzitim Stokesovy véty dostaneme

/j”v*afaA:/jsv*wrzdp+/ J*Y vrzp. (2.82)
O O 80

Toto je pruni variacni formule v integrdlnim tvaru.

Daéle se budeme vénovat mechanice, tzn. pripadu dim X' = 1. V takovém pri-
padé zjednoduSujeme znaceni ndsledujicim zptsobem. Bud (V,¢), ¥ = (t,y%)
fibrovany soufadnicovy systém. Indukovany soufadnicovy systém na j") zapi-
sujeme jako (V",¢"), ¥" = (t,y5,...,y7). Kontaktni 1-formy zapisujeme wf =
dyy. — yj4,dt a aplnou derivaci znacime %. Vénujme se funkcionalu akce

Ao (7) = /O J"YA (2.83)

S kazdou formou p € Q7! je asociovan lagrangian \ € Q7 » pomoci zobrazeni
A = hp. Definujeme Lepagetv ekvivalent © fadu s formy p. Plati:

(7rt’s+1)*h@ = (Wt’r)*hp (2.84)
pr1=d® = 0 (2.85)

pro kazdé 7% 0-vertikalni vektorové pole = na j*). Lze ukazat, Ze existuje pravé
jedna forma ©. Navic s < 2r—1. Druha podminka je ekvivalentni tvrzeni, Ze forma
p1dO je m5T10-horizontalni.

Stejnym postupem, jako je uvedeno vysSe, odvodime prvni varia¢ni formuli v in-
finitezim&lnim tvaru. Bud & m-projektabilni vektorové pole na ).

8jr5>\ = ajs+1gh@ = hajng) = thsEdG) + hdljsg@ = st+1§p1d® + hdesg@. (2.86)
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2.6. VARIACNI POSLOUPNOST

Ve 2-formé
E, = p1d® (2.87)

vystupujici v prvnim séitanci prvni variac¢ni formule pozndme Eulerovu-Lagrangeovu
formu. Stejné lze ziskat také prvni variacni formuli v integralnim tvaru. Ve fibro-
vaném lokalnim soufadnicovém systému (V, 1), v = (¢,y”) dostaneme pro soufad-
nicova vyjadreni

\ = Ldt. (2.88)
r—1
©=Ldt+» P} (L)wy, (2.89)
k=0
kde
prmy=y (oL (2.90)
7 - =0 dt Oy, iy '
a
By = E, (L)w” Adt, (2.91)
kde
. - dl QL
B () =3 (-1y L2 (2.92)

S
= dt’ Oy

2.6 Variac¢ni posloupnost

Nésledujici dvé podkapitoly sleduji pfedeviim praci [2]. Zobrazeni p, : QW
Q;HW definovana vztahem (2.47), kterd jsou morfizmy abelovskych grup, pfiro-
zenym zplsobem definuji morfizmy svazkt p, : Qf — QZH. Zobrazeni znacime
stejné, jelikoz nemuze dojit k nedorozumeéni. Pro 1 < k < n definujeme

ke = kerpo =kerh (2.93)
apron+1<k <N,kde
Nentm ( n+r >
n
je dimenze j"), definujeme

Q.. = kerpg—p. (2.94)

Symbolem ker znac¢ime jadro linearniho zobrazeni. Explicitni zapis forem p, které
nalezeji do € WV nasleduje
p=®ws (2.95)

prok=1kde ® e YWal|J|=r—1

p=wiA® +dwd ATl (2.96)
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2.6. VARIACNI POSLOUPNOST

pro2<k <n,kde ®/ € Qr W, |J|<r—1a¥/eQ; W, I|I|l=r-1

p = > D WAL AWTA (2.97)

k—n+1<p+s p+2s<k

A dwi' AL A dwi NS TR

LOpV1...Vs

pron+1<k< N kde®eQp W, [Jj|[<r—1prol<j<pall|=r—1
pro 1 <14 < s. Dukazy uvedenych tvrzeni jsou v [3] str. 44-49.
Ozna¢me nyni dj, : Qf — Q}, +17 morfizmy svazkii definované zobrazenim vnéjsi
derivace k-forem
d: YW= QW

definovanych na W C j"). Obraz svazku Q) morfizmem dj, oznacime symbolicky
d2; .. Definujeme svazky
E=D (2.98)

prol<k <na
2 = z,c + dQZ—l,c (299)

pron+1 < k < N. Na zdkladé vyrazu (2.95) zjistime, ze Qp . = {0} pro

E>M+2(n—-1), kde
M:m<n—|—r—1>
n

je poCet nezavislych 1-forem w%, 0 < |J| < r —1 na j"Y. Z toho déle vyplyva, ze
svazky O}, pro k > M + 2(n — 1) + 1 jsou trivilni; plati tedy ©} = {0}.

Definujeme relaci ekvivalence pro «,3 € Qj nasledovné a ~ f3, jestlize plati
a = f3+0, kde § € Of. S odvolanim na [2] dostdvame nésledujici komutativni
diagram svazkit, v némz horizontalni zobrazeni jsou prirozené inkluze a prirozena
kvocientni zobrazeni. Podrobnéji se budeme problematikou zaobirat v néasledujici
kapitole pro dim X = 1.

7V predeslych a dalsich podkapitolach byla takto oznalena totdlni derivace, kterd v této
podkapitole neni uzivéna, a proto nemize dojit k nedorozuméni.
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2.6. VARIACNI POSLOUPNOST

Varia¢ni posloupnost — Diagram 1
0
i)
R
!
Q5
|
do o Eo
i)
0 — 0f - Qf — Q7 /e7 - 0
I dy ldy LE
0 —» 0] — QF — 05/0% - 0
b do L d> | B>
0 — O} - 0 - Q5/03 - 0
Lds lds | B3
Ldip—1 Ldp—1 1 Eyq
0 —- 0Of - O - Qr/e; - 0
1 dy, A | By
ldp_q ldp_y 1l Ep_
0 - Op - Qp - OL/0% - 0
ldp ldp v Ep
0 - Qb
|
dpyi
i)
|
dn-1
!
%
|
dn
i)
0
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2.7. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVO
ZOBRAZENT

Kvocientni posloupnost

0— R — 5 2 ar/er 2 ar/er 2 .

Ea Ep_1 Epi1 Qr Epi2

r r Erp p En-1 ~, Ex (2100)
— s — QB /0L — Qb Pag — o0 — Qy — 0

definovana timto diagramem se nazyva variacni posloupnost fadu r na fibrované
varieté (Y, m, X).

2.7 Eulerovo-Lagrangeovo a Helmholtzovo-Soninovo
zobrazeni

Vyuzijeme komutativniho diagramu 1 z predchozi podkapitoly ke konstrukci Eulerova-
Lagrangeova zobrazeni E,. Napied vezmeme obecnou formu a € ], ,, a upravu-
jeme 1-kontaktni ¢ast pullbacku

pl (71_871’7‘)* a = ZA“]lekw]o'l]k A wo, (2.101)
k=0

kde wy = dx' A...Adx™ a s > r je vhodné zvolené ¢islo, které bude uréeno pozdgji.
Déle oznacime

wj = (=1 " AL A deTT AdeTTE A LA da”

a vyuzijeme vzorce (2.50), podle kterého plati

Wi, g Nwo = —d (w;-’lmjk_l A wj,c) . (2.102)
Formu (2.101) postupné upravime na tvar
T . . . .
kz:o{(_l)kdh s djkAffl"']’“w” ANwo —d (Azrl.“]kw;a...jkfl A wjk) +
AR
+ ay30 “r, /\wjl---jk—l /\ij‘|‘
k=1 o (2.103)
LD (@ (g Ay A ) =
—ﬁ? (djk—l+1 .. .djkAf}“'j’“) w;l’ AW A wk_l] }
L
Na fadu s muzeme tedy s odvolanim na definici ekvivalence psat
T
D1 (WS_M)* a~ Z(—l)kdj coed, AT TR A (2.104)
k=0
Zajima nas situace, kdy a = dA, kde
A = Lwy (2.105)
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2.7. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVO

ZOBRAZENT
je lagrangian. Potom plati, ze
oL
prdA = By7 w}-’l___jk A W (2.106)
Jl ke
a
oL
p (7570) A ~ Z . “a ——w” Awp. (2.107)
]1 Ik

Zbyva urcit rad s variaéni posloupnostl. Z definice Gplné derivace je ziejmé, Ze
zveda Tad funkce o jednicku. Nejvyssi s pripadajici v iivahu je zfejmé s = 2r. Tim
je souradnicovéa reprezentace Eulerova-Lagrangeova zobrazeni zkonstruovana.

V dalsim definujeme Helmholtzovo-Soninovo zobrazeni prislusné formé p =
€,w7 A wp definované na fadu s. Nejdfive se zabyvejme pripadem s = 1.

dp ~ = Ocy _ Ocq w? Aw” Aw +1
P e By ° T2 ayy

Posledni sumand dale upravujeme. Vyuzijeme vztahu

” €o
Z wp Aw Awo_iay,’;w Awf Awp (2.108)

d(fw’ Aw” Awg) =df Aw” Aw” Awy, — fw” Awf Awo — fw” Awf Awgy (2.109)
Z tohoto vztahu dale plyne, ze

fwr AW Awy ~ —fw” Awf Awy — di fw® Aw” Awg (2.110)
86,

pro kazdou funkci f definovanou na j'Y. Polozime f = —% . Konec¢ny vysledek

dostaneme ve tvaru

d L[(0ev _ s _ Oc Wl AwY Aw -|- O, | Oev AW’ Aw
P35 oy® Oy oyy 0 oyy  Oyy wi 0
(2.111)

Predpokladejme, ze plati obecné

_Z[ Oy (_yyi Ya _ (2.112)

= |9 5, i
S
k[ k Oe
- Z (_1) ( i > dji+1 s djk au70‘| w; Ji Aw” Awo
k=it+1 Yjr .

Dokazeme vztah Gplnou indukci vzhledem k s. Je tedy potieba upravovat vyraz

0
%w;ﬁmjyrl /\w"/\wo, (2113)
yjl"'js+1

ktery rozdélime na poloviny jako pro pripad s = 1. Opét jako v pripadé s = 1
budeme upravovat vyraz typu

fw? ; AWY ANwy ~ —

14
Js+1.Js—142 J1eJs—i41 NWj, g Nwo —
—- d;

g
fsz+1~~~js—l+1 J1eJs—1

AW Awp (2.114)

(o
s—z+1fsz+1...j5,1+2 Js—
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2.7. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVO
ZOBRAZENT

Funkce f zastupuji vyrazy
1 Oes

2 8y}/l---jsh

pro [ = 0. Je jiz vidét, ze po s-ndsobném zopakovani Gpravy, kdy rekurentné po-
uzijeme vzorec (2.114), dostaneme pravé chybégjici ¢leny ve formé (2.112). Tim je
problém konstrukce Helmholtzova-Soninova zobrazeni uzavien. Jak vyplyva z dia-
gramu 1, musi se Helmholtzova-Soninova forma na forméch p = €,w” Awg vzniklych
Eulerovym-Lagrangeovym zobrazenim z lagrangidnu A = Lw, anulovat.
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Kapitola 3

Variaéni posloupnost
v mechanice

3.1 Souradnicova vyjadreni diferencialnich forem

Necht (V,v),v = (t,y7),1 < o < m je soufadnicovy systém na fibrované va-
rieté Y, (U, ¢),U = w(V), ¢ = (t) asociovany systém na bazi X a (V",¢"),V" =
(7r’”’0)_1 V), ¥ = (t,95,- - -,yZ) asociovany fibrovany systém na j"). M&jme dale
diferencialni formu p € Q. Jeji obecné vyjadieni v bazi souradnicovych 1-forem
dy7 a dt je

k

1 . 1
AJLedk—1 dy;-rl1 A AdYTETEAdE+ —

P= Tk~ oo i A BAE YT A Ny, (3.1)

kde koeficienty Af;ll',',',];“,:l resp. Bfrlljcﬁk jsou antisymetrické v multiindexech (iq),
q

kde 1 < g <k—1resp. 1< q < k. Existuje jednoznacny rozklad formy (7r"+1"")* p
na (k — 1)-kontaktni a k-kontaktni ¢ast.

(7" p = pr—1p + Prp (3.2)
1 Aj1~~~jk—1 le---jk ok a1 A A Ok—1 A dt
Pr—1p (k= 1)1 \“7eoncs + B Y ) Wi A AW
i1 Je— Or—
= PLolOlt AL AW AL (3.3)
1 Ji---Jk ,,01 Tk
DEp = EB(,lmakwj1 A AW (3.4)

kde wy = dy; — yj ., dt znacime bazovou kontaktni 1-formu. Je zfejmé, ze koefici-

enty PJl7%~' jsou rovnéz antisymetrické ve viech multiindexech. Pfegli jsme tedy
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3.1. SOURADNICOVA VYJADRENI DIFERENCIALNICH FOREM

k bazi tvorené 1-formami w7, 0 < j <radt. VSechny avahy pro formu vyjadienou
v tomto tvaru je nutno provadét na (r 4+ 1)-nim Fadu. Je vhodné zavést jesté dalsi
vyjadieni, které je jistym kompromisem mezi predeslymi volbami bazi, a spociva
na tom, Ze soufadnicové 1-formy dyf nahradime kontaktnimi 1-formami w?, ale
pouze pro 0 < j < r — 1. Na r-tém faddu ponechdme bazovou 1-formu dy?. Toto
vyjadieni formy p se zda byt z hlediska dalsi aplikace pfi vypoctu reprezentanti
nejvyhodnéjsi. V bazi forem (dt,w?,dyy), 0 < j < r — 1 lIze k-formu p zapsat
nasledovné:

= 71 - k—1 r..rj J o o Op+1
O Y Z_: ( » > At de Ay A Ayl AW AL
Aw j:' LA+ (3.5)
Tom Z ( ) By merteds L dyTt AL Adygr AW AL AW,

kde koeficienty A2 ]}“,c 7, resp. BIt--+k jsou funkcemi vzdy na r-tém fadu. Koefici-

enty jsou antisymetrické jak v multiindexech < Ur >, 1<g<pkdel <p<k-1,

q

resp. 1 < p < k, tak v multiindexech ( C]rq
q

kde 0 < p < k—1resp. 0 < p < k. Pak (a"+17)" p = py_1p+ prp. Pro koeficienty
(k — 1)-kontaktni slozky k-formy p potom plati vztah:

>,p+1§q§k—1resp-p+1§qék,

pr1p = PIUBEGTUA L AW At (3.6)
1
— Jie-J J1Je—17 o Tk—1
= =) (Al T+ By 11"ky’”+1)asymwj11 ANooAwj Adt,
kde 0 < j1,...,Jk—1 < r a index asym znaci antisymetrizaci ve zbyvajicich mul-

tiindexech, tj. (;) a ((’7’1), 0<n<r—1,1<qg<p,p+1<t<k.Prok-kontaktni
q
slozku antisymetrické k-formy p potom plati vztah:

Drp = %Bh {,’“kwfll A AWk (3.7)
Porovnanim s (3.3) ziskdme vztahy mezi koeficienty obou vyjidieni:
AT e = AT+ By ik, (38)
kde 0 < jpt1,..., gk <r—1lal0<p<k—-1
Bl = ol o (3.9)

kde 0 < jpt1,...,Jk <7 —1a0 < p <k Inverzni vztahy mezi mezi koeficienty
ziskdme vyfesenim rovnic (3.8), (3.9).

Tl pt1. Jk — . T‘Jp+1 Jk

Bal OpOp1---Ok B ~OpOpt1...0k (3'10)
r. T]p+1 Jk—1 — r. T]p+1 Jk—1 r. T]p+1
A OpOptleOh—1 A OpOpgl..Ok—1 B UptTerl Uky]k+1’ (311)
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3.2. REPREZENTACE VARIACNI POSLOUPNOSTI

Obory hodnot indexti jsou uvedeny vyse.

3.2 Reprezentace varia¢ni posloupnosti
Nyni definujeme tiidy forem na €. K tomu zavedeme relaci ekvivalence na .

Definice ekvivalence forem na Q Necht a, s € Q. Rikéme, 7e formy « a /3 jsou
ekvivalentni a piSeme a ~ 3, pravé kdyz rozdil a—f € OF, kde O = Qp . +dQp ;.
je podgrupou abelovské grupy 2. Tedy slovy, je-li rozdil forem o a 8 souctem k-
kontaktni k-formy a vnéjsi derivace (k — 1)-kontaktni (k — 1)-formy na r-tém radu.

a_6:0+d¢ g€ Qz,cv¢e QZ—LC (312)
O =Ppopwll A AWTE, (3.13)

kde 0<j, <r—-1,1<¢<k.
¢ = QT w;.’l LALLA wj:_—ll, (3.14)

kde 0 < j, <r—1,1 < g < k — 1. Koeficienty Pg}:::{r’; a f;ll',',',];“,:l jsou 1iplnd
antisymetrické v multiinedexech a jsou funkcemi na j").

Faktorovou grupou grupy €} vzhledem k jeji (normélni) podgrupé ©j oznaéme
Trida generovand formou a: [a] = {f € Q}| f ~ a}

Reprezentant [a]: libovolnd forma § € [q]

Faktorizace: F{ : Q) 3 a — F(a) = [a] € Q},/0O;,

Reprezentace faktorové grupy Q} /0% : Jednd se o kazdé zobrazeni, které prirazuje
tridé nékterého jejiho reprezentanta ®7 : Q. /0% 3 [a] = (a)o € Q. Je vidét,

ze reprezentaci faktorové grupy je nekonecné mnoho. VSechny reprezentace jsou
injektivni, je tedy mozny piechod od reprezentanta zpét ke tridé.
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3.2. REPREZENTACE VARIACNI POSLOUPNOSTI

Zobecnéna definice ekvivalence forem na )}

Necht a € Q% a 8 € Q5. Rekneme, 7e a a 3 jsou ekvivalentni v zobecnéném smyslu,
jestlize existuje t > r, s tak, ze (7"")*a— (7"%)* 8 € OF. Jisté plati, Ze jsou-li a a 8
ekvivalentni, jsou ekvivalentni také v zobecnéném smyslu. Opac¢né tvrzeni neplati.
Necht vSak jsou a € Q) a B € Qf formy ekvivalentni v zobecnéném smyslu a
necht ¢ € N je nejmensi takové &slo, 7e forma o« je m™?-projektabilni a forma 3
je m9-projektabilni. Pak formy (7™7)" a a (7%9)" 3 jsou ekvivalentni v obvyklém
smyslu.

Volba vhodné reprezentace t¥id forem na Q} /05

Pro dané r hleddme takovou reprezentaci ®, p¥i niz reprezentanti ®¢, ([(7*")*a]),
kde a € Q. je libovolna forma, maji standardni fyzikalni interpretaci, tzn. repre-
zentanti vnéjsich derivaci O-forem ®! ([(7%")*da]) jsou trividlni lagranginy, re-
prezentanti vnéjsich derivaci 1-forem ®% ([(7%7)*da]) Eulerovy-Lagrangeovy formy
a reprezentanti vnéjsich derivaci 2-forem ®% ([(7")*da]) Helmholtzovy-Soninovy
formy. Dale je pozadovano globalni zadani reprezentanti. Tim minime nasledu-
jict vlastnost: Budte (U ,®) a (V, ¥) dva soufadnicové systémy na Y a (U?, P°)
a (V*,¥*%) s nimi asociované systémy na J*Y. Pozadujme, aby na U* N V* byla
soufadnicova vyjadieni reprezentanta t¥idy [« ziskand v obou systémech svézana
obvyklymi transformac¢nimi vztahy. Pti schematickém oznaceni transformace sou-
fadnic Tp_,¢ musi tedy platit:

Tow (@ ([(x")"a])) = @} ([(=")" Tomw (@)]). (3.15)

Uvedeme diilezitou pomticku pfi hledani reprezentantii. K tomu uvazme néasledujici
. vrs . . . , . 1
diagram, slouzici k definici kvocientniho zobrazeni QZ’H :
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Kvocientni zobrazeni — Diagram 1
0 0
1 \:
(7r7‘+1,r)*
7]; — @Z+1
| |
% S
\: \
(ﬂ,v‘+1,r)*
Qr — ot
| |
Fy Fit
1 \:
Q! 1 1
Q/e; o yr/ert
1 A
0 0

kde zobrazeni 1}, 15" jsou kanonické injekece a faktorizace Fj a F, ' jsou zobra-
zeni definovand vyse. Kvocientni zobrazeni definujeme podminkou komutace vySe
uvedeného diagramu. Musi tedy platit:

Pt o B = it o (a7 FLT)T (3.16)

V dal$im uvedeme dilezitou vétu, kterd zarucuje schiidnost postupu konstrukce
reprezentanti zvysovanim radu formy a.
Véta 1: Kvocientni zobrazeni QZ’TH L Qr /08 = Q1 /01T je injektivni.

Diikaz: Dokéazat injektivitu znamend dokdazat, Ze pro rizné vzory dostaneme rizné obrazy
nebo ekvivalentné, jsou-li totoZzné dva libovolné obrazy, pak jsou totozné i jim pfislugné

vzory. Protoze navic Q" 1" je linedrni, sta&i dokézat
,r+1 _ —
er ([Oé]) = 0024—1/@24—1 = [a] = OQL/@L (317)

Necht plati predpoklad, tj. Q"™ ([a]) = 0gr+1 Jortt = O azvolme a € [a] € Q4/6);,
k k

libovolné. Forma (7" T5")*a je tedy 7" T"-projektabilni. K diitkazu pravdivosti implikace
tedy postacuje ukdzat, ze o € Oar jor = 0O}.. Formu (71”“”)* o predpoklddejme ve tvaru

(ﬂ'T'H‘T)* a=ao+da’ a € a et (3.18)
Dok4Zeme, %e formy ao a o' jsou 7" 1 "-projektabilni. Plati, Ze
dag =d ((TrTH’T)*oz) = prda + pryida, (3.19)
kde .
ap = HAf,ll'_'_'_J;“kw;’ll A A w;kk, (3.20)
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kde 0 < ji,...,jrk <ra A(J;ll'.'.'.];“k € Qrtt. Z 7"t projektability formy (TI'T+1’T)* « plyne
r+1,r

i -projektabilita formy dag. Pfimym dosazenim dostaneme
prdag = (7" 2" prda (3.21)
a
prrrdag = (7" 2" pryrda. (3.22)
Z vyjadreni (3.20) plyne:
r+1 ; ;
1 71 .--J o o 1 aAZfl ]C'"c o o
Pr+1dag = Pl (dA{rll...JJ“k)/\whl Ao Awik = Pl WW;’A%‘; Ao Awik (3.23)
1=0

pry1dag je 773" projektabilni (dokonce dekompozibilni na j7t')). Proto nesmi vyraz

(3.23) obsahovat ¢leny s w!_ ;: o
QAL S,

=0, 3.24
3yf+1 ( )

tzn., ze koeficienty AJ;lJJ’Z jsou funkcemi na j"). Nyni vyjddfeme formu dag v jiném

tvaru:
1

Qo = EA£11]§;C (dy;'? - y;-’11+1dt) Ao A (dy;kk - y;kk+1dt) ’ (3'25)
z toho
1 . . . - 1 j1---7 a
day = HdA{rll'.'.'.J;ck A dyjf Ao A dyjkk - —(k )1 (dAfrll...]Jckyjkk+1+ (3.26)
+ AR dyTE ) Adylt AL N dy T Adt

Vzhledem k (3.24) jsou &leny obsahujici dAZ\ 7E 7" +5"_projektabilni. Aby byla dao

cJk—1T

a" LT projektabilni, musi tedy platit, Ze Aijll'__.ak_wk = 0. Uzitim uplné antisymetrie

koeficienttt A2Y7% pak dostdvame

ALl =06 g, =, (3.27)

Tk

r41,r

alesponi pro jeden index s, 1 < s < k. Forma ap je tedy 7 -projektabilni. Z linearity

"+ automaticky plyne projektabilita do’. Stejna argumentace jako v piipadé

m+L7_projektabilni. Celkové tedy plati, Ze

projekce w
formy ao pak vede k zavéru, ze i forma o' je
a € 0.

Poznamka 1: Touto vétou je samoziejmé zarucena také injektivita kvocientnich
zobrazeni Q' : O /OF + QL /OL kde t > r, protoze Q)" je kompozici injektivnich
zobrazeni QZ’t =Qto...0 QZ”H. Kompozici injektivnich zobrazeni ziskdme
opét injektivni zobrazeni.

Injektivitou kvocientniho zobrazeni QZ’t je zarucena moznost hledani reprezen-
tanta na vy$§im fddu pomoci odéitani forem lezicich v ©% od dané formy, protoze

r?

. o . . ; p ty—1 ) ve v s
je zarucena existence inverzniho zobrazeni ( A ) definovaného na mnoziné tiid
r,t r r
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Zobecnéna reprezentace faktorové grupy /0]

Zobecnénou reprezentaci faktorové grupy Q. /O] nazveme kazdé zobrazeni 6? :
Qr /0% — Qf tvaru 6? = &l 0 Q}F, kde ®% : QL/OL 5 [a] = ag € O je jista
reprezentace faktorové grupy Q% /©%. Protoze ®% je injektivni a Q}' je také injek-

e e e . Loe e .=t . . « v
tivni, je injektivni také jejich kompozice <I>Z , takZe je zarucena moznost rekon-
strukce tridy z reprezentanta. Pro praktickou konstrukci reprezentanta vyuzijeme

zobrazeni

=t _ Fnt r_ &t r,t r_ &t t t,r\*
F, =3, oFf =®,0Q o F} = &% o Ff o (7"")

Defini¢ni obory a obory hodnot v8ech zobrazeni jsou patrny z Diagramu 2

0
!
or (=)
|
i
1
ar )
|
Fr Tt
!
Q!
0;/0;
1
0

0
!
o
|
d
%
F
d
0 /0}
d
0

d

(3.28)

Zobrazeni provedend prerusovanymi carami s ostatnimi nekomutuji. Samoziejmé,

s Lot =t o=t L L 1
ze konkrétni tvar ), 1 ®," zavisi na vybéru &f.
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Reprezentace variaéni posloupnosti

Uvazme néasledujici dva sloupce diagramu

0 0
l {
e B e, M
l {
st Q|; & Q;;|+1 gt
Fy Fyy
l {
stoqrer B oar, en
l {
0 0

a definujme posloupnost zobrazeni Ej : Qi /O) — Qp ., /O} , pozadavkem, aby
diagramy komutovaly. Nasledujici rovnice slouzi tedy jako definice prvka posloup-
nosti zobrazeni.

Ej o Fyl = Fi1y ody (3.29)

Strukturu varia¢ni posloupnosti pfeneseme na reprezentanty tiid forem, kteri byli
definovani vyse. Uvazme nasledujici diagram:

FE_ E FE,
SUoaper 3o /en,, 8

-t —r,t
P, LN
—r,t —r.t —r,t
By, Ey Ey
t t $1
= 914 LY b, =

Reprezentace jednotlivych zobrazeni variac¢ni posloupnosti EZ’t asociovand s re-
prezentaci faktorovych grup 6? :00/00 = A kde 1 <k < m(r+1)+1
m = dimY — 1) je opét definovidna pozadavkem na komutaci p¥islusného dia-
dimY —1) j ét definové zadavk komutaci pfislugného di
gramu:
By 0%, =3, o B} (3.30)

3.3 Konstrukce reprezentanti tiid diferencialnich

forem

V mechanice maji fyzikdlni vyznam ziejmé pouze prvni tii sloupce variac¢ni po-
sloupnosti, a proto je tfeba jim vénovat zvysSenou pozornost. V dalsim se budeme
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podrobné zabyvat konstrukci reprezentanti t¥id 1, 2 a 3-forem a dale ukdZzeme po-
stup pfi rekonstrukei tfidy prislusné reprezentantovi. V této podkapitole je vyuzito
nékterych vysledkd 7 prace [11].

Konstrukce reprezentanta pro t¥idu 1-forem /07

Necht a € QF je 1-forma. 1-formu « rozlozime na horizontalni a kontaktni ¢ast

(7" a = ha + pra, (3.31)
pfifemz pia € tal
kapitoly plati

= O]"!.Podle zobecnéné definice ekvivalence z predchozi

a ~ ha. (3.32)
Definujeme tedy zobrazeni
Fl Q' 5a—a0=F(a)=hac QT (3.33)
Musi platit nasledujici tvrzeni:
ag=0& a € 0f, (3.34)

tzn., ze podgrupa O je jddrem zobrazen{ FJ. Diikaz tohoto tvrzeni plyne z vlast-
nosti horizontalizace h (kapitola 2.3.).

Déle je treba prakticky provést rekonstrukei tFidy. Teoreticka proveditelnost tohoto
zameéru byla prokazana vyse. Pfedpokladejme formu a ve tvaru

r—1
a=Adt+Y Biw? + Bydyf, (3.35)

j=1
kde A, BJ € Qf 0 < j < r. Po provedeni horizontalizace
ha = (A+ Blyf,,) dt. (3.36)

Obecny reprezentant 1-formy na Q0 je horizontaln{ 1-forma na Q7" jejiz koeficient
je linedrni funkci proménné y7, ;. Kazda forma tvaru

ag = (A+ Byl dt, (3.37)
kde A, BIt! € Q5! je tedy reprezentantem tifdy forem
[a] = Adt + B, dy? + O7. (3.38)

Tim je problém konstrukce reprezentanta t¥idy na Qf /©7 vyfeSen.
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FOREM
Konstrukce reprezentanta pro t¥idu 2-forem Q}/0}
Vezméme obecnou 2-formu a € 5.
r—1 1 r—1 r—1 1
a=Y Al w] At A7 dy] Nt+— > BEWIAwp+Y Byyw] Ay +35 By dy? Ay,
=0 Jk=0 =0
(3.39)
kde BJ¥ = —B%  pro 0 < j, k < r. Pii konstrukeci reprezentanta g se neuplatni
jeji 2-kontaktni ¢ast. Presnéji
€y .
(7" a = pra+ Pad = a ~pra (3.40)
Vyjadreni 1-kontaktni ¢asti formy «
’
pra = Z Pjw] Adt, (3.41)
j=0
kde ' . .
Pi= AL+ BILyY,, (3.42)

Hledejme nyni formu 3 € Qf . tak, aby forma (75" ) *p1a — df splhovala vyse
uvedené pozadavky kladené na reprezentanta. Souradnicové vyjadiime formu 3

s—1
B=> Qluwg, (3.43)
=0
kde Q7 € 05, a jeji vnéjsi derivaci
s—1 )
g = d (Q]w9) (3.44)
j=0
s—1 dQ] )
(7r5+173)*d5 = — Z < dta wi Adt + Q{,w;.’ﬂ A dt) + padfB,  (3.45)
7=0
protoze plati, ze
("D dw] = —wf, ) Adt (3.46)

Reprezentanta oy budeme hledat ve tvaru

ag = (T prac— prdp. (3.47)
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Po rozepsani do souradnicového vyjadieni dostaneme
dQ? . o dQ ,
_ 0 o o o -1 o
ap = <PU dt)wo/\dt+;<Pg+7+Qf, wy Adt+ (3.48)

s—1 j
+ > (dQ + QI 1>w Adt+ Q5™ 'w? A dt.

j=r+1

Nyni budeme postupné uplatiovat podminky, jez musi reprezentant splhovat, a
omezovat svobodu volby koeficienttt @7, kde 0 < j < s — 1, tak dlouho, az budou
uréeny jednozna¢éné pomoci P/, kde 0 < j < r. Reprezentant formy a € O} musi
byt identicky nulovy. Z toho po dosazeni vyplyvaji rovnice

d
Q1 =0, Q +Qi =0, r41<j<s—1. (3.49)

Odtud je vidét, ze koeficienty Q{, se tedy budou identicky rovnat nule pro
r <j <s-—1

Obecnou formu a tedy budeme reprezentovat ve tvaru

r—1

dQy j dQ
_ 0 o o 1
apg = <Pa+ dt)wo/\dt+j§:1<Pg +Qi- >w Adt + (3.50)

+ (PI+Q5 ") wl Adt.

Aby tato forma meéla tvar Eulerovy-Lagrangeovy formy, musi byt v8echny koefici-
enty u bazovych forem rovny nule az na koeficient u w§ Adt. To vede k nésledujicim
rovnicim:

Pp+Qy =0 (3.51)
. dQd .
PI + —z" +QI =0 (3.52)
1<j<r—1
Tyto rovnice maji feseni
r—i—1 i
. dk pitk+1
Qh= Y (_1)k+1# 0<i<r—1. (3.53)

Miizeme tedy vyjadiit koeficient Q2. Pro vysledny tvar reprezentanta dostaneme

= (pg QO) w§ Adt = (i(—nkd;f) w§ Adt. (3.54)

k=0
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Nyni dokdzeme, ze skutecné plati ag = 0 & o € O}, Staci dokazat implikaci
zleva doprava. Opacnou ¢ast tvrzeni dokdZzeme trividlné dosazenim. Piedpokla-
dejme tedy, ze pro jistou 2-formu a € Qf plati, Zze ap = 0. Potom pro koeficienty

formy
r

pra=Y_ Plw7 Adt (3.55)
=0
musi platit nasledujici rovnost

a d'PL
Z(_l)lw =0. (3.56)

Pritom PJ € Q). Z predeslé rovnice vyjadiime P2
d r d-1pl
0 _ 1 o
Pl =—— > (1) e (3.57)
=1

Je ziejmé, Ze vyraz urteny v predchozim vztahu sumou za plnou derivaci je funkci
na 1f. Nyni postupné dosazujeme:

(™Y = pra+ pa (3.58)
d r d-1pl

= ZP%} Adt — 7 <Z(—1)l dtlla> wg Adt + pra = (3.59)
j= =
r ) r d-1pl

= Y Plwl Adt+ (x| Y (-1) |+ (3.60)
j=1 =1
r r

) ,d—1 P! iR

+ Zayg (Z( 1) e 1>w0/\wk+z e 1w1 Adt + pra.

k=0 =1

U prvniho a pfedposledniho ¢lene se prvni s¢itance v suméch vyrusi a je mozno
opét vytknout jednu tplnou derivaci a vznikly vyraz opét upravit na vnéjsi derivaci
1-formy. Timto postupem dostaneme po (r — 1) krocich

r+1,r\* - s r+1,r\* - 1 dlispé o
("t = —Z(—l) (71' ) ) dZ(—l) 7 wg_q1+
s=1

=8 ——r
€eQr

+ dtl—s 571

Kazdému kroku odpovida jedna hodnota séitactho indexu s. Vysledny vyraz ma
nasledujici strukturu

0 d'—s P!
By {(—l)l Twy ]w;’_l /\w,';} +po. (3.61)

(ﬂ,r+1,r)*

a = (7" day + as, (3.62)

kde oy € QO . aan € Q"H Z toho plyne, 7e také as je m"T17 projektabilni podle

véty 1 uvedene v této kapltole. Tim bylo dokazano, ze opravdu a € OF.
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Problém rekonstrukce t¥idy [o] € Q5/0% pii znalosti reprezentanta aqg.

Nyni fesime ndasledujici problém: Necht oy = F,w§ A dt € Q3, kde s < 2r + 1.
Stanovime podminky nutné a postacujici, kladené na funkce F, € Q3, aby forma
ap byla reprezentantem jisté tiidy forem [a] € Q35/0% a uréime tuto t¥idu na
zakladé znalosti funkci Fi,. Formu a € Qf predpokladdme ve tvaru

. 1
a=Y" AlwIAdt+A} "/\dt+ Z Bk W /\wk+2 BIT wd Ady? += 5 Bovdy] Ady;
j ] k=0
(3.63)
a obvyklymi antisymetriemi koeficientd. Jeji 1-kontaktni ¢dst na (r + 1)-nim fadu

dostaneme jako
T

pra = Z (AL + BILyr ) wi Adt. (3.64)
7j=0
Aby forma
ag = Fyw§ A dt, (3.65)

byla reprezentantem tfidy [a], musi platit
Z dt] (A% +BLy)4a) - (3.66)

Jak A7 tak B3* jsou funkcemi na ). Provedenim tplnych derivaci vyjadiime
funkci F(7 jako polynom v promennych y7, kde r +1 <[ < s, s koeficienty z €.
Uplnou derivaci zapieme nasledujicim zpiisobem

dX " oX .
a Z@yl Yig1 + a—wyrﬂ

dX X
T @ oty 00

kde g—; je tzv. neuplnd derivace na j"). Dostaneme

Fy = a;+B80Myl 4+ + B2y L+ (3.68)
r+1

Jl] 141 Vg
+ E Z E ’Y(rul..?uqyr+j1 e yr+jq7

7=2 ji+...+jq<r 1<j1,....jg<r

Ukazuje se, ze k rekonstrukci tiidy postacuji koeficienty a, a Bg rHi+d) , kde 0 <
j <, tedy jinymi slovy linearni ¢ast polynomu (3.68). Ostatni (nehnearm) ¢leny
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polynomu jsou vyjadritelné pomoci ¢lent linedrnich. Tvar rekonstruované tiidy je
nasledujici:

[a] = apwd Adt+ ZQ” wi ANdyy + Q " dyT A dyy + 03, (3.69)
7j=0

kde 0% probihd mnozinu O} a pro koeficienty Q17 0 < j < r, plati

oV

r

ir _ k kdl (r+1+k)
n=y (h) ot 3.70

k=j

Vztahy (3.69) a (3.70) provéfime dosazenim do vyrazu pro vypocet reprezentanta.

0' = Qg4 + Z dt] zJJ'TI;y:—i-l) (371)

-~

Gs

Dale upravujme G, .

roj o ; i l di=k qt=i (r+140) ) , v
Ge =22 2. WD ) ) (agrag=a" ) wanse
J=0 k=0 I=j
(3.72)

pfidem? p¥i Gpravé vyrazu bylo pouZito vzorce (diikaz lze snadno provést napf.
indukei vzhledem k j)

& I/ \ diX dimay
dti (X-¥) = ZO < q > dta dti—a’ (3:73)
q:

j—k
dJ + nasledujicim zptisobem

V dal$im rozepiSeme -

X _ d1X
dte —  dte

+ ( dalsf ¢leny obsahujici proménné y;7, . ;) (3.74)
Pro koeficienty G, linedrni v y7, ;. ; dostaneme

hn J l dvrd" I i)
ZZZ < k ) < J > <dtj_’“ dtl—fﬂf(”’ ) Yrti4k

7j=0 k=0 I=j
(3.75)

coz se po vyuziti vztahu

s (D)(5)-{ly 1 e

j=k
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zjednodusi na tvar
hn Zﬂ(r+1+] Vit (3.77)
7=0
kde vzhledem k antisymetrii )77, musime pozadovat (s, (rtl) = 51(/2;“). Vyjad-

feni ostatnich (nelinearnich) ¢lent vyrazu G, neni z hlediska rekonstrukce tridy [
7z reprezentanta ag podstatné. Toto vyjadreni je oviem podstatné pro rozpoznani
reprezentanta z vyrazi typu (3.68). Aby totiz forma F,w§ Adt byla rerezentantem,
musi mit polynom (3.68) u vyssich mocnin y7, , , ; takové koeficienty, aby spliioval
vztahy (3.70) a (3.69). Vyjadiime obecné uplné derivace dd—:qX pomoci netplnych
derivaci. Vzhledem k tomu, ze G, je polynomem v proménnych y7, ., mizeme
zpétné obdrzet koeficienty jeho ¢lent s-tého radu s-nasobnym derivovanim podle
proménnych y7, ..

A (T s Y (D) (B e

r+js r+j1 k1=0ko=0  k.=0

< ko1 > d* X
ks dths 8y;“ijs+ks*ksf1' a:ijz+k2 k187(“7+31+k1 1

MiiZeme provést sumaci' pies vSechna k, = 0...[, kde 1 < p < 5. Pokud m4 byt
vyraz koeficientem u ¢lenu fadu s, je nutno uplné derivace v tomto vyrazu nahradit
netplnymi derivacemi. Aplikujeme nyni postup na vzorec 3.72. G, je vyjadiitelné
pomoci koeficienttt B7F1T* kde 0 < k < r, jejich s-tych parcidlnich derivaci podle
proménnych y7, kde 1 < j <ral < s <r adile pomoci p-tych neaplnych
derivaci vyse uvedenych vyrazi, kde 1 < p < r — 1. Postupujeme tedy nasledovné:

o ek [ K J d' d Tk
Ga'— Z ( 1) ( ] )( >yr+1+] thq dtk ]B ) (379)

J»k,q=0

*

Déle upravujeme ¢ast vyrazu oznacenou . Pomoci vyse nastinéného postupu vy-
jadifime tplné derivace

q
_ s q kq ks—l
* = E : § : yr+]1 “Yrtjs § : ( ky ) < ko )( ks > (380)
5=0j1.. k1,....ks=0

Ld*e o d*=I BUr+1+)
dtks oy’ ..oyt dtk—i "oV

r+jstks—ks—1° r+j1+k1—q

J

*k

1Zavadime konvenci ( ) =0 pro a < b u kombinac¢nich &isel.

a
b
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V &asti vyrazu oznaceného xx provedeme zaménu parcialnich a netiplnych derivaci?

a konec¢né dostaneme
k—j .
() () () -
q1 q2 ds

q1,--,qs=0
dlqS 83/8(71;+1+k)
(o
7s Oy’ o1
At DYy o kst ga ko —qacr ** * Yrbin kg1 — ks

Tam, kde je toho tieba, je nutno provést symetrizaci vzniklych koeficient. Tim je
problém rekonstrukce tiidy uzavien®. Byly jednozna¢né definovany takové formy,
které mohou byt reprezentanty tiid forem z 5/©%. Reprezentanty jsou pravé
takové formy, které maji polynomidlni charakter v proménnych y;/, ;. , kde 0 <
k < r. Koeficienty u absolutniho ¢lene a ¢lenti linedrnich jsou libovolné, koeficienty
u nelinearnich ¢lent jsou vyjadfitelné pomoci koeficient ¢lent linearnich.

Pro ilustraci uvedeme vysledky pro r = 1,2. Ve vzorci (3.72) nahradime tplné
derivace a primym vypoctem dostaneme pro r = 1:

2 3 085y
Go = BE)ys + BEIVS + | 5y vsYs, (3.82)
1 sym kv
pricemz koeficient ﬂc(r:),;) = —ﬂ,(,:?,) Obdobné postupujeme pro r = 2 s vysledkem
P dlﬁ(5) 86(5)
G, = BBy (4) v (5) v 2 g L EFev ) FPov KoV
/80'1/ Y3 + 601/ Yu + /80'1/ Ys + ayg 601/ + dt ay? Y3Ys
sym kv
0BY) | 0B%R 085

+ (2 + Ysys + TSTAT 3.83
( oys  Oyy )P | 0wy | e T (359

sym kv

kde opét [3((,5,,) = —[3,(,?,) Analogicky je mozno postupovat pro r > 2.

Konstrukce reprezentanta pro t¥idu 3-forem Q}/0}

V dalsim postupu vychézime z nékterych vysledki préce [11]. Necht je nyni a € Q5.
V soutradnicovém zapisu z avodni podkapitoly dostaneme pro 2-kontaktni kompo-

nentu «a
r

1 , .
P2 =3 Z (A{,l,, + Bfrlu")\yﬁ‘ﬂ) wi Awy Adt, (3.84)
J,1=0

2Pravidlo pro zaménu je v tomto p¥ipadé identické jako v p¥ipadé tiplnych derivaci.

3P¥edchozi rekonstrukci je mo¥no vyuzit p¥i feseni inverzniho variaéniho problému. Napied
Helmholtzovym-Soninovym zobrazenim zjistime, zda jsou rovnice varia¢ni. Potom provedeme
rekonstrukci t¥idy. Vime, Ze tato t¥ida vznikla jako t¥ida vné&jsi derivace jisté formy, jejiz hori-
zontalizaci ziskdme lagrangian.
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTU TRID DIFERENCIALNICH

FOREM
kde AJ' | Bﬁ:}\ € Q. Pro zjednoduseni zapisu oznacime
pea = PlLw? Awf Adt, (3.85)
kde P!, € Qi " Reprezentanta ag € Q3 piedpoklddame ve tvaru
ap = HY w? Awl Adt. (3.86)
Upravujme nyni jeden konkrétni ¢len souctu (3.85)
X = Pllw? Aw) Adt. (3.87)
Pro I > 1 plati rovnost,
wy ANdt = —dwy_, (3.88)
a tedy po dosazeni '
X = —Pllw? Ndw]_,. (3.89)
Déle vyjadrime X pomoci vnéjsich derivaci
gl , o v dpgf/ o v
X = d(PlLwiAw ) - i Awj_y Adt — (3.90)

— pi (dPIL) A wi Aw_y — ng,dw;.’ Aw]_y

Vyuzitim zobecnéné definice ekvivalence forem a ~ «q zjistime, Zze z hlediska
dané faktorizace jsou nepodstatné 3-kontaktni 3-formy?* a dale vnéjsi derivace 2-
kontaktnich 2-forem. VyuZitim vzorce (3.90) miZeme tedy psat

. pit .
Pg,l,w;’ Aw] Adt ~ — < (Zf” wi + Pg,l,w;?+1> Awp_ ANdt (3.91)

Tento postup aplikujeme na vSechny ¢leny souctu (3.85) a dostaneme vysledné
r k . k dk,l "
ag= Y > (-1) ( l ) T Pibefp Ao At (3.92)

7,k=0 1=0
Dalsi apravou tohoto vyrazu, dosp&jeme ke tvaru (3.86), kde
k& (1 g pk—m)i
Z Z(_l)l dti——mpa'u pI‘OOSk <r
m=0i{=m m
H;, = (3.93)

X X (= ( ' > dd,:::, PoET™E bror+1<k <2r
=k—

m

m ri=m

Clen s k = 0 je obecné nutno antisymetrizovat.

4Této skute¢nosti jiz bylo vyuzito vyse uvazovanim pouze 2-kontaktni ¢asti a.
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Problém rekonstrukce t¥idy [o] € Q}/0% pii znalosti reprezentanta aqg.

Budeme postupovat ponékud odlisné nez pii rekonstrukei t¥idy u 2-forem. V nésle-
dujicim textu pouzivame (nezobecnénou) ekvivalenci forem na j5”)), kterou budeme
znacit . Pti rekonstrukci tfidy budeme postupovat v nékolika krocich. Nejdiive
ukdzeme, 7ze kazda obecnd forma p € Qf

1 , 1
p = iA{,’;w;’ Awi Ndt+ AY,dy7 Awf Adt + 5A;’;dy;? Ady? A dt +
1. 1. 1.
+ ng,lf,/\lw;’ Awl Aw + iB‘]’]z;w; Awi Ady + S B\wf Ady) Ady +
1
+ g BaAdyl Ady] Adyy, (3.94)

kde 0 < j,k,l <r —1, je (nezobecnéné) ekvivalentni s formou tvaru

n = DRw) Awi Adt+ Dy dyl Awf Adt+ Flwf Awf, Adt+

1.
+ Er'wl o AdyS Adt+ §E]k "w? Awp A dy) +

o ov J

1
2+ i Eaadyl A dy] A dy;, (3.95)

1 .
+ iEiZ&w;r Adyr A dy

kde opét 0 < j,k,I < r — 1 a koeficienty D% D"J jsou rovny nule pro o = v,

ov?
Fi=-Fitl'pro0<j<r—2 E"", Efrg;\ a Ei]ff;\ Vsechny koeficienty ve formé
n jsou vyjadritelné pomoci koeficienttit A% a BYY%, kde 0 < p,q,s < r a jsou
funkcemi na j"Y. Obé formy maji tedy stejného reprezentanta (zkonstruovaného
v predeslém odstavci). Je ziejmé, Ze je mozno z p odebrat jakoukoliv 3-kontaktni

formu. Dale mizeme z p odebrat jakoukoliv formu typu
1 r—1
5d > CiEw? Awy, (3.96)
J,k=0

kde CIk € Qp, tedy vnéjsi derivaci 2-kontaktni 2-formy. Tato vn&jsi derivace mé
3-kontaktni ¢ast (tuto nemusime uvazovat), déle ¢ast

ocik
ay‘g’ dy; ANwi Awi, (3.97)
kterou zahrneme do ¢lenu Ei];f;\ (proto ji také nemusime uvazovat), a nakonec ¢ast
” )
d'Ccik , ,
> (Tor o) (3.98)
J.k=0

s konvenci C7J = 0, C’g;l)j =0a C’gs,_l) = 0prokazdé 0 < j < r. Vhodnou volbou
téchto C7* docilime zahrnut{ forem s koeficienty AP% . které se nevyskytuji ve formé

ov)
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71, do vnéjsi derivace 2-kontaktni 2-formy. Pro o # v dostavame pozadovany tvar
formy volbou

r—1qg—¢t i ' o
O =22 ( ; ) (-1)49 S Ag—arind, (3.99)
i=0 j=0

Pro 0 = v opét miizeme zvolit C% tak, aby forma p ~ 1. Vzhledem k linearité
zobrazeni p — po a faktu, ze pro vSechna 6 € ©F plati 0 — 0y = OQ§7‘+1, plati

PRI <= po=1No- (3.100)

Tohoto faktu vyuzijeme pii rekonstrukei t¥idy. Koeficienty reprezentanta ny pred-
pokladdme ve tvaru

HY =aok + B(’;(/l))‘yjﬂﬂ + (nelinedrni ¢leny) (3.101)

podobné jako v predchozi rekonstrukci®. Dale dosadime do formule pro vypocet
reprezentanta, kde absolutni ¢leny af, dostaneme pouze tehdy, zaménime-li Giplné
derivace za netplné. Je nutno odlisit pripady o = v a 0 # v. Zabyvejme se napied
jednodus$im pripadem o = v. Trividlnim vypoctem zjistime, ze

1
Frt= 5(—1)7“af,';;1. (3.102)

Ostatni FJ pro 0 < j < r — 2 jsou jiz také uréeny vzhledem k antisymetrii forem:

. 1 .
Fi = 5(—1)7"'10[3';_1. (3.103)
Dale se zabyvejme piipadem o # v. Koeficienty

D}, = a3, (3.104)

pro 0 < j <r —1 dostaneme opét trividlneé. K ziskani D77 fesime rovnice

r r d'r—m
r — —1)" D(kfm)r
ov m§:0( ) ( m > dgr—m v

R
Il

2 = (=1)'DI". (3.105)

ov

5Fakt, 7e pii rekonstrukci forem se vyu#iva jen linedrnich &lent v y , souvisi s transfor-

a
r+1+j
macénimi vlastnostmi reprezentant a vybraného zastupce t¥idy.
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3.4. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVO
ZOBRAZENT A JEJICH REPREZENTACE

Rovnice fesime postupné pro k = 2r + 1,2r,...,r a ziskdme
. E o\ dki
rj _ _1\k r+k
Da’t/ - kZ( 1) < ] > dtk_j aau (3106)
=j

pro 0 < j < r. Zbyva urcit koeficienty Eikr 7o Pro 0 < j, k < r. Zavedeme koeficienty
Vo) = 6%? —on (3.107)

ik
tak, ze v, () zavisi pouze na E!7\ a 5 /\ zévisi pouze na FJ pro ¢ = v nebo
DJO Dir pro o # v. Vzniklé rovnice opet fesime a vyjadiime

k(l = o i i i—m d'i-m-t k—m)ir
TeR =D 3 (-1) < m ) < I ) WE},M ) (3.108)

m=0i=m

K uréeni viech B kde 0 < j, k < r postadi 755}2, kde 0 <k <r.

ovA?
r—q j . . 15— )
par j+ g+ i\d (p—4)(g+3)
Em/)\ ZZ ] ! < ,7 > < i > dtj,i’ytyy/\ (3109)
7=0 i=0
Nakonec zbyva jesté urcit koeficienty o ,(/;\ Pro o # v dostaneme
r—j-b o j+1+m
+1—m \ Qaltit
SN0 < i+l ) 900, T T (3.110)
7;) J ay7%\+1fm

kde 0 < j < r. Ostatni ¢leny §§,(/l;\ jsou nulové. Pro o = v dostaneme
1= & (k—m+1\ (k—2m+1\d?  da2 ! "
mr)\ 2 Z Z P ﬁé)y*— (3 )
p= r4+l—k+2m-+p

kde 0 <
Pomoci koeficientt

Tim je rekonstrukce tiidy [p] = [n] dokonéena. Pomoci koeﬁc1entu ak

k < 2r vyjédifme D% D Fi a pomocné koeficienty 5%
Bclil(jl))\ a pomocnych koeficientt 60,(/))\ vypotteme Efr o~ Tam, kde je tfeba, vzniklé
koeficienty opét symetrizujeme. Koeficienty u nelinedrnich ¢lent dostaneme opé-
tovnym dosazenim vypoétenych koeficientii formy (3.95) do (3.93) a vycislenim.

Nelinearni ¢leny vycéteme z vysledku.

01//\

3.4 Eulerovo-Lagrangeovo a Helmholtzovo-Soninovo
zobrazeni a jejich reprezentace

Necht a € QF, [a] € Q7 /O7 s piislusnym souradnicovym vyjadienim
r—1
a=Adt+Y Biw? + Bydyl. (3.112)
j=0
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3.4. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVO
ZOBRAZENT A JEJICH REPREZENTACE

Z predeslé podkapitoly vyplyva, Ze reprezentant t¥idy forem [o] oznafeny oo na-
byva tvaru
a0 = (A + Bly7,,) dt = Pdt, (3.113)

kde A,Bl e Qf a P € QS+1. Provedeme nyni vnéjsi derivaci formy a, a ke tridé ji
uréené —[da]— zkonstruujeme reprezentanta:

dyg  dt

r—1

0A 0A d' BT
d = 7 ) dy? A dt 114
o zz; ¢ ( )w + (3.114)

r—1 OB" 5B r—1
+ Zaylgwg/\d" a"dy,,/\dy,,—}—d ]ZOB wy

r—1
0A 8B,’; Y ”
prdo Z <8y 5 qy,,H) wi Adt + (3.115)
]:O .7 .7
+ 0A d'BY 0B, 0By\ , o7 A di
oyg dt gz~ gy ) et
a konecné
r—1
~di [ 0A OB, d- [ 0A
d — 1 v v _1 r_ 11
( a)O {Jgo( ) dt] (ay;y + 8 ;—yr+1> +( ) dir |:a o (3 6)
By | (0B, 0B\ , -
dt ays ~ ayr ) Yrrr| [0
Pak plati
—=r,2r+1 r41 r P
Ey 07 2 (), = Adt+ Brdy] —
r—1 ;
.d’ [ OA OB" d" [ oA
_1 ]_ v,V _1 r_ -
o {2_%( Y (ay;, "ot TH) (1) {ayg
d' B} oB] 0BT\ , . ,
- T T (ay;r " oy ) y"“] }“JO At = (dajy € 07

Bud nyni @« = A = Ldt, L € Qf lagrangidn vddu r. Potom B! = 0 a plati, Ze

reprezentant (da)y € Q3" je 72" +12"_projektabilni:
. d’ OL o
(dN), = 2(_1) 0 97 wg Adt. (3.117)
]:

Problém Helmholtzova-Soninova zobrazeni byl jiz vyreSen pro teorii pole. Dalsi
vysledky pro mechaniku jsou v praci [11]. Vznikla-li

p=ew§ Adt € Q3" (3.118)
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3.5. TRIVIALNI LAGRANGIANY A VARIACNI ROVNICE

Eulerovym-Lagrangeovym zobrazenim z lagrangianu
A= Ldt € Qf, (3.119)

pak reprezentantem jeji vnéjsi derivace je OQ§r+1.

3.5 Trivialni lagrangiany a variac¢ni rovnice
Bud f € Qf funkce. Reprezentantem jeji vnéjsi derivace je

(df)o = hdf = <% ;—j/y:+1> dt. (3.120)

Je tedy ziejmé, ze nutnd a postacujici podminka pro to, aby funkce f € Qf defi-
novala trividlni lagrangidn radu r je

feqr . (3.121)

Déle se budeme vénovat varia¢nim rovnicim. V pfede§lém textu jsme ukazali (pro
teorii pole a tedy i pro mechaniku), Ze rovnice jsou varia¢ni pravé tehdy, pokud
se anuluji jim pfislusné Helmholtzovz-Soninovy vyrazy (2.112), (1.53), které pro
zjednodusené znaceni v mechanice nabyvaji tvaru

O¢€, ; Oeg " e [k d*=1 Oe,
a—yg_(_l) o > (-1 ( ; >—dtk—1a_y;;' (3.122)

i k=i+1

i _
HO’V_
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Kapitola 4

Variac¢ni posloupnost v teorii
pole

V této kapitole jsou uvedeny aplikace varia¢ni posloupnosti na teorii pole, které
nebyly uvedeny v kapitole 2. Jedna se predevSim o problém fadu u trividlnich
lagrangiand.

4.1 Trivialni lagrangiany

V této kapitole znac¢ime = (nezobecnénou) ekvivalenci forem a dale uZivime zna-
ceni z kapitoly 2. Trividlnim lagrangidnem v teorii pole opét rozumime takovou
formu A € QF,, kterd identicky spliuje Ey = 0, ji pfislusné Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice jsou tedy identicky splnény. Zobrazeni pfirazujici ti¥idé forem [p] jejiho
reprezentanta pg je ziejmé opét horizontalizace

h:Qr/O" S [p]+ po = hp € QLT (4.1)

Vsechny triviani lagrangiany dostaneme z pozadavku komutativnosti diagramu 1
z kapitoly 2. Plati tedy
A = hd(, (4.2)

kde ¢ € Q7 . Obecné plati, 7e A € QIF1. Naskytd se otézka, kdy bude trivialn
lagrangian A € Q.. Necht je tedy ¢ € Q] _, libovolna (n — 1)-forma

n—1
(rn=Huw+y Bl o dyT AL Ay Ada? AL Adaint (4.3)
k=1
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4.1. TRIVIALNI LAGRANGIANY

kde |J;] = r pro 1 <1 < n—1. Zbyla ¢ast formy ( je kontaktni a tudiz nepodstatna.
Provedeme vnéjsi derivaci dn

n—1
dn = dH'Aw;+» _ dB]!
k=1

e in  AYTEAL Ay TE AT AdTm L (4.4)

Vzhledem k vlastnostem horizontalizace h (véta 4 v kapitole 2) plati

hdn = Lwo = (d H' )t Z d;, B c{';_ml dni YT ...y;:].kejl"'j"> Wo.
(4.5)

V daldim faktorial zahrneme do koeficienti

J1 Jk
B Ok Jkd1Jn—1"

Pro feSeni vytyc¢eného problému je nutno zobecnit aparat netplnych derivaci pro

teorii pole. Plati
0
d_dl+ Jlao.y (46)

kde |J| = r pro neaplnou derivaci na j"). Dosazenim (4.6) do (4.5) dostaneme
polynom fadu n v proménnych y¥, kde |I| = r + 1. Aby trividln{ lagrangidn A =
hdn € QF musi se viechny koeficienty polynomu kromé absolutntho ¢lenu d;H?®
anulovat.

Piiklad: Podrobnégji zpracujeme! problém pro dimX = 2 = n. Koeficient L
u (4.5) nabyva tvaru

. (OH OB’
L=dH + (W —d}.B! J’“) Yy — oy —Z e y G Y- (4.7)
N J

€Qs

Aby lagrangidn byl ¥ddu r musi evidentné platit rovnice

oB!  oBEKN _
<ayy - aya— > YnYka = 0 (48)
K J
aHl I nJ o 8H2 I nJ o
a7 +d,B; ) y5, + 97 —diB; | y5, =0. (4.9)
J J

Vénujme se nejdiive rovnici (4.8). Pocet moznosti volby soucinu y%,y% je [m(r +
1)]?. Koeficienty pro které plati, ze K = .J a zaroveh ¢ = v se anuluji automaticky
(takovych je m(r 4+ 1) koeficient).

IP¥iklad je zpracovan také v [12]
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4.1. TRIVIALNI LAGRANGIANY

V ostatnich pripadech rozlisujeme dvé moznosti:
e (J1) = (K2)
o (J1) #£ (K2).
Vénujme se nejdiive prvnimu p¥ipadu. Definujeme ||J|| = j1 + ..., pro J =

(j1 - -.Jr). Pro prvni pfipad plati || K|| = ||J|| — 1. Moznost{ realizace takové shody

je . Celkové v takovém piipadé dostaneme r(m? — m) rovnic, kde o # v typu

0B] 9Bk oB] 0B
< e _ ;)+( i ‘;):0. (4.10)
g Oy3 g Oy
Vénujme se nyni pfipadu druhému. Z ného plynou rovnice
oB] 0BE
( s ;) —0. (4.11)
oy% 0y

Téchto rovnic je pochopitelné doplitkovy pocet a to m(r+1)[m(r+1) —1]. Fakticky
pocet rovnic je polovic¢ni, protoze zdména o <> v vede k ekvivalentni rovnici. Jsou-
li splnény rovnice (4.11), jsou identicky splnény také rovnice (4.10). Rovnice (4.11)
jsou vlastné podminky integrability pro BY. Musi tedy existovat funkce C' €
takova, ze

B — oC

= —. 4.12
7= 5 (112)

Timto zptsobem identicky splnime sadu rovnic (4.8). Vénujme se nyni zbyvajici
sadé rovnic (4.9). Z téch po dosazeni ziskdme

OH!' oC OH? oC
-|-d’—> g -|-< —d’—) 7y =0. 4.13
( ayf} 2 8yf} Y ayf} 1 8yf} Yj2 ( )

Opét je nutno anulovat nezavislé koeficienty u y%, a y3,. V rm piipadech budou
(J1) a (J2) udavat stejné multiindexy a dostaneme rovnice

1 2
O 00 o oe »
0y5 oyg = Oy% 0y

kde || K|| = ||.J]|—1. Ve zbylych 2m p¥ipadech J = (1...1), K = (2...2) dostaneme
oddélené rovnice

oH' aC

dy— = 0 4.15
a5 o 1
oH? , OC
— — = 0 4.16
Wi vk (419
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4.1. TRIVIALNI LAGRANGIANY

Budeme potiebovat vzorce pro zdménu netiplnych a parcidlnich derivaci. Zavedeme
vyhodnéjsi znaceni indexti. Necht

Jy=1...12...2
o ——
pro multiindexy délky |J,| = a

Ly=11...12...2
N -~
g r—1l—gq

pro multiindexy délky |L,| = r — 1. S timto znacenim dostanu pro zdménu parci-
alnich derivaci vzorce

0 oCc oC
dyC = d)+ 4.17
aygq 2 2 aygq aygq ( )
0 oCc  oC
diC = d\+ 4.18
aygq 1 1 aygq aygq71 ( )

V piipadech ¢ = r pro (4.17) a ¢ = 0 pro (4.18) jsou nelplné a r-té parcidlni
derivace zdménné. Zavedeme novéa oznaceni F! = H' + dyC' a F? = H?> — d;C.
S timto znadenim dostanu pro nové neznamé F', F? € QF rovnice

oF?

= = 0
ByJO
aF! aF?
= + = = 0
oy, 9y,
aF! aF?
= + = =0
dy7, 9y7,
) : . : (4.19)
e+ — =0
Ja Ja+1
oF* oF2 _
0y7, t ooy =0
OF* _
oy7 + =0

Z prvni rovnice vyplyva nezavislost F? na Y7,» z posledni rovnice zase nezavislost
F! na y7.- V dalsim budeme oznacovat funkce na j71Y kaligrafickym pismem.
KdyZ uvazime zbylé rovnice, pak z nich plyne, Ze
OF! o OF!
=0 =0

= = 4.20
93, 9y3, Y3, (420
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4.1. TRIVIALNI LAGRANGIANY

pro 0 < ¢ < r. Analogicky postupujeme pro F2. Celkové tedy plati

F' = F %5, + Fo (4.21)

F? = F2"y5 + Fg .- (4.22)

Indexem 0,7 oznacujeme nezavislost na y% a y3 . Rovnice tedy prejdou na tvar

0 =0
1,0 O,
Fy + T = 0
1
oF} OF2
10,7 - _
8y51 + 8y§2 =0
oOF} OF2
10,7[ 10,7[ —
Bygz + Byg3 =0
- - (4.23)
10,7 -l _
w, tog,, =0
OF! OF
10,71 orl
o, oo, 0
oF}
10,7 1, _
7 + F7 =0
0 =0
Je jiz vidét jak budeme postupovat dal. V dalsim kroku dostaneme feseni pro F]}) ol
2
a Fg } 1 1
P,
For = =F"y7,_, + Fop—1)r (4.24)
a
2 1,0 2
‘F]OJ'[ =-F y51 + ‘F]Olr[' (425)

Konec¢ny vysledek ziskdme ve tvaru

p—1 r—1
FL =) "Frrayg = FRyg + G (4.26)
q=0 9=p
a
P T
F? == "FPrnyg o+ > FRyG + 67 (4.27)
g=1 g=p+1
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4.1. TRIVIALNI LAGRANGIANY

kde p = r/2 pro r sudé a p = (r + 1)/2 pro r liché. Lagrangeovu funkci dostaneme
jako

L=diH'+dyH* =d{ (H' +dyC) + dy (H*> —d|C) =d\F' +dyF?, (4.28)
protoze d}dy = dyd]. Provedenim netplnych derivaci ziskdme vyraz s nésledujici

— srovnej s (4.7) — strukturou, jakou musi mit kazdy trividlni lagrangidn pro
n = 2 a r libovolné,

L=diH"+dyH> + (dyB]) %y, (4.29)

kde H', H?, B € Qf ' a |J| = r — 1. Tento zavér plati pro libovolny ¥4d r. Tim
je priklad vytesen.
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