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Kapitola 1Variaèní formula
efyzikální
h teorií1.1 Me
hanikaPodstatnou èást zákonù me
haniky lze formulovat na základì variaèní
h prin
ipù.Pøedpokládáme, ¾e vlastnosti me
hani
kého systému jsou urèeny jistou funk
í èasut, zobe
nìný
h souøadni
, zobe
nìný
h ry
hlostí, popøípadì vy¹¹í
h zobe
nìný
hzry
hlení L = L �t; q�j � ; (1.1)kde 1 � � � m a 0 � j � r. m urèuje poèet zobe
nìný
h souøadni
 systému(stupòù volnosti) a r urèuje øád nejvy¹¹í
h deriva
í zobe
nìný
h souøadni
, nakterý
h L závisí (v klasi
ké me
hani
e r = 1). Dolními indexy u q� oznaèmepøíslu¹nou deriva
i podle èasu. Zavádíme funk
ionálS [q�(t)℄ = Z ba L �t; q�j � dt: (1.2)Dále volíme poèateèní a (nebo) okrajové podmínky pro q�j . Pro "správnou" dráhunabývá funk
ionál extrémální hodnoty. Ve fyzikální
h úlohá
h je znaménko funk
eL zpravidla dáno konven
í tak, ¾e pro extremální dráhu funk
ionál nabývá svéhominima. V me
hani
e funk
i L nazýváme Lagrangeovou funk
í a funk
ionál Sfunk
ionálem ak
e.Uka¾me nìkteré mo¾né postupy pøi øe¹ení tzv. nejjednodu¹¹í variaèní úlohy,která spoèívá ve vyhledání extremál funk
ionálu S s okrajovými podmínkamiq�0 (a) = u�0 ; : : : ; q�r�1(a) = u�r�1 a q�0 (b) = v�0 ; : : : ; q�r�1(b) = v�r�1, kde u�j ; v�j 2 R.Existuje nìkolik na pohled rozdílný
h zpùsobù, jak odvodit nutné podmínky proexisten
i extrému, které nazýváme Eulerovými-Lagrangeovými rovni
emi.
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1.1. MECHANIKAJako první uvedeme Eulerovu metodu øe¹ení pro r = 1, m = 1. Oznaème q10 =x; q11 = _x. S [x(t)℄ = Z ba L(t; x; _x)dt (1.3)Pøedpokládáme, ¾e L a x mají dostateèný poèet deriva
í. Interval < a; b > roz-dìlíme na n stejnì dlouhý
h podintervalù délky �t = b�an . Riemannùv integrál jelimitou posloupnosti souètù ffngn!1, kdeSn = nXi=1 L (ti; xi; _xi)�t: (1.4)ti = a + (i � 1)�t, xi je hodnota funk
e x v i-tém bodì a _xi = xi+1�xi�t je pøi-bli¾ná hodnota první deriva
e v tomto bodì. Jedná se o úlohu s pevnými kon
i,a proto platí x1 = u a xn+1 = v, kde u; v jsou konstanty. Na n-tý èlen posloup-nosti je mo¾no se dívat jako na funk
i (n� 1) promìnný
h x2; : : : ; xn. Podmínkusta
ionarity této funk
e vyjádøíme jakodSn = nXk=2 �Sn�xk dxk = 0: (1.5)Po dosazení dostanenedSn = nXk=20� �L�xk + nXj=1 �L� _xj � _xj�xk1A dxk�t (1.6)= nXk=2 � ��xL (tk; xk; _xk)�t� (1.7)� �� _xL (tk; xk ; _xk) + �� _xL (tk�1; xk�1; _xk�1)� dxk :Nyní pou¾itím vìty o støední hodnotì dostaneme�� _xL(tk; xk; _xk)� �� _xL (tk�1; xk�1) = ddt �L� _x �����2<tk�1;tk>�t: (1.8)Je zøejmé, ¾e musí být splnìna rovnost�L�x � ddt �L� _x = 0: (1.9)Tento postup lze pøímoèaøe zobe
nit i pro m > 1. Zobe
nìní na r > 1 provázejíov¹em stále del¹í výpoèty (jedná se o nahrazování deriva
í diferen
emi).
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1.1. MECHANIKADal¹í mo¾nost øe¹ení klade vy¹¹í nároky na matemati
ký aparát. Úlohu øe¹íme proobe
né r a m, pøièem¾ q0; : : : ; qj pøedstavují uspoøádané m-ti
e funk
í. Zavedeme-li v prostoru Cr<a;b> spojitý
h, do potøebného øádu r spojitì diferen
ovatelný
hfunk
í h(t) na intervalu< a; b > vektorovou strukturu a normu {nejèastìji u¾ívámekh (t)k = max � maxt2<a;b>h (t) ; : : : ; maxt2<a;b>hr (t)� (1.10){mù¾eme de�novat deriva
i funk
ionálu v bodì q 2 Cr<a;b> ve smìru vektoru(v tomto pøípadì té¾ funk
e) hDhS [q℄ = lims!0 S [q + sh℄� S [q℄s : (1.11)Jeliko¾ se jedná o úlohu s pevnými kon
i, platí v krajní
h bode
h a; b okrajovépodmínky h(a) = h(b) = 0; : : : ; hr�1(a) = hr�1(b) = 0. Po provedení deriva
efunk
ionálu s vyu¾itím metody per partes a uvá¾ením nulovosti h v krajní
h bo-de
h intervalu < a; b > dostanemeDhS [q℄ = Z ba 24 rXj=0(�1)j djdtj �L�qj 35hdt: (1.12)V místì lokálního extrému pokládáme deriva
i funk
ionálu rovnu nule a to nezá-visle na volbì smìru (vektoru h). Proto musí v místì lokálního extrému funk
ionáluS platit rovni
e rXj=0(�1)j djdtj �L�qj = 0: (1.13)Nakone
 uká¾eme metodu bì¾nou v uèebni
í
h me
haniky. Pøedpokládejme, ¾efunk
ionál S má lokální extrém v bodì q� = q�(t). Pro urèitost øeknìme, ¾e sejedná o lokální minimum (pokud se jedná o lokální maximum, do
ílíme po¾adova-ného stavu zmìnou znaménka Lagrangeovy funk
e L). To ale znamená, ¾e S rostepro libovolný argument tvaruq0�(t) = q�(t) + Æq�(t); (1.14)jeho¾ libovolnost je zaruèena libovolností funk
e Æq�(t). Tuto funk
i, tzv. varia
i ajejí deriva
e a¾ do øádu r pokládáme za dostateènì malé v 
elém intervalu< a; b >.Dále vzhledem k tomu, ¾e se jedná o variaèní úlohu s pevnými kon
i, musí platitÆq�j (a) = 0 a Æq�j (b) = 0 pro 0 � j � r � 1 a 1 � � � m. Vyjádøíme zmìnuÆS = S [q0� ℄� S [q� ℄ Z ba L �t; q�j + Æq�j � dt� Z ba L �t; q�j � dt: (1.15)
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1.1. MECHANIKAV prvním èlenu rozvineme za integrálem L v bodì q� do Taylorovy øady vzhledemk Æq�j , 0 � j � r a vezmeme v potaz pouze èleny prvního øádu. DostanemeÆS = Z ba rXj=0 �L�q�j Æq�j dt: (1.16)V dal¹ím kroku j-tý èlen sumy za integrálem j-krát integrujeme metodou per par-tes s uvá¾ením okrajový
h podmínek a pøe
házíme od Æq�j k Æq� . V bodì extrémumusí platit pro pøírùstek ÆS = 0 a výsledné nutné podmínky pro existen
i extrémutedy nabývají tvaru rXj=0(�1)j djdtj �L�q�j = 0: (1.17)V 2. kapitole uká¾eme, jak lze tzv. první variaèní formuli zobe
nit na funk
ionályde�nované na �brovaný
h varietá
h.Uvedeme zdùvodnìní platnosti variaèního prin
ipu v klasi
ké me
hani
e. V¹e-obe
nì je známa variaèní formula
e dynamiky hmotný
h bodù. Oznaèíme-li T ki-neti
kou a V poten
iální energii soustavy, platí, ¾e pohyb se realizuje po extremálefunk
ionálu S = Z ba (T � V ) dt: (1.18)Pøedpokládáme dále, ¾e lagrangián T � V je kvadrati
kým polynomem v zobe
-nìný
h ry
hloste
hT � V = 12M�� (t; q�) q�1 q�1 +N� (t; q�) q�1 + P (t; q�) (1.19)Potom je prin
ip nejmen¹í ak
e dùsledkem obe
nìj¹ího kvantovì me
hani
kéhoprin
ipu, který udává amplitudu pravdìpodobnosti pøe
hodu z bodu A do boduB po trajektorii urèené køivkou x(t) pro
házejí
í body A i B:K[x(t)℄ / exp( i�h Z BA Ldt) (1.20)Amplitudu pravdìpodobnosti pøe
hodu je nutno seèíst pøes v¹e
hny dráhy pro
há-zejí
í body A a B, tedy pøistoupit k funk
ionální integra
i. Pouze v okolí dráhy,která splòuje Eulerovy-Lagrangeovy rovni
e, se pøíspìvky do funk
ionálního inte-grálu výraznì odli¹ují od nuly, nebo» zde je argument exponen
iální funk
e blízkýnule. Jinde vzhledem k malosti �h exponen
iální funk
e silnì os
iluje. Analogi
kylze postupovat i pro teorii pole, kde body A;B mají význam poèáteèní a kon
ovékon�gura
e pole.Dal¹í mo¾nosti aplika
e variaèního poètu na �brovaný
h varietá
h s jedno-rozmìrnou bází na
házíme napø. v teorii pru¾nosti pøi urèení stati
ké rovnováhytyèí, kde èasovou souøadni
i nahrazuje souøadni
e zobe
nìná, souvisejí
í zpravi-dla s délkou tyèe. V dal¹ím uvedeme nìkolik pøíkladù aplika
í variaèního prin
ipuv me
hani
e a teorii pru¾nosti.
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1.1. MECHANIKAPøíklad 1:1 Urèení pohybové rovni
e matemati
kého kyvadla o jednotkové hmotnosti adél
e l, jeho¾ bod závìsu délky l vykonává harmoni
ký pohyb v tíhovém poli g s hori-zontální vý
hylkou / 
os(
t). Úhlovou vý
hylku kyvadla oznaème �.Kartézské souøadni
e kmitají
ího hmotného bodu jsou pøi volbì soustavy spojené sesmìrem tíhového zry
hlení x = a 
os 
t+ l sin � (1.21)y = l 
os� (1.22)Rozdíl kineti
ké a poten
iální energie v homogenním tíhovém poliL = T � V = 12 � _x2 + _y2�+ gy: (1.23)Po úpravá
h dostanemeL = l22 _�2 + la
2 
os 
t sin �+ gl 
os �� (1.24)� ddt �a
 sin 
t�14a 
os 
t+ l sin��� a2
2t4 �V dal¹í
h odstav
í
h vylo¾íme, ¾e totální deriva
e libovolné funk
e èasu a souøadni
e nemávliv na pohybové rovni
e, tak¾e poslední sèítane
 pøed
hozí rovni
e je mo¾no vyne
hat.Získáme pohybovou rovni
i (po vydìlení konstantou �l2)��+ gl sin�� a
2l 
os 
t 
os� = 0: (1.25)Dále uveïme pøíklad z teorie pru¾nosti2. Ne
h» s znaèí délku tyèe od zvolenéhopoèátku. Zji¹»ujeme malou deforma
i � = �(s) tyèe kruhového prùøezu libovolnéhorovinného nedeformovaného tvaru daného funk
í a = a(s). Youngùv model pru¾-nosti tyèe oznaèíme E, moment setrvaènosti 3 prùøezu tyèe vzhledem k ose tyèeI . Extremalizujeme funk
ionálS = Z "EI2 � 1R � 1R0�2 + U # ds; (1.26)kde R = R (a (s) ; � (s)) je polomìr køivosti tyèe v deformovaném stavu, R0 =R0 (a (s)) polomìr køivosti tyèe v nedeformovaném stavu, U(s) poten
iální energiedélkového elementu tyèe ds v bodì s.L (s; �; �1; �2) = EI2 � 1R � 1R0�2 + U (1.27)1[9℄, Band I-Me
hanik, str. 142[9℄, Band VII str. 87, 1023Jedná se o bì¾nì de�novaný moment setrvaènosti, ov¹em namísto elementu plo¹né hustotyse bere pouze element plo
hy.
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1.1. MECHANIKAMù¾eme si pov¹imnout, ¾e vzniklý funk
ionál je závislý na 2. deriva
í
h zobe
nì-ný
h souøadni
 podle zvolené bázové souøadni
e (napø. délky oblouku tyèe s).Pøíklad 2: Je dán kruhový prstene
 o polomìre
h a a R � a (jedná se tedy o tyè,proto¾e lze dva rozmìry zanedbat vzhledem k rozmìru tøetímu). Moment setrvaènostikruhového prùøezu vzhledem k jeho ose je I = �R44 . Na jednotku délky prsten
e pùsobíradiální síla K. Youngùv model pru¾nosti materiálu oznaème E, jeho lineární hustotu �.Urèeme deforma
i prsten
e � za pøedpokladu malosti deforma
e � � aZavedeme polární souøadni
e r; �. Rovni
i deformovaného prsten
e pøedpokládáme vetvaru r(�) = a+ �(�), kde � � a. Pro elasti
kou energii v polární
h souøadni
í
h dosta-neme F = EI2 Z ��� � 1R � 1a�2 ad�; (1.28)kde 1R = r2 � rr00 + 2r02�r2 + r02�3=2 � 1a � � + �00a2 : (1.29)je výraz pro polomìr køivosti v polární
h souøadni
í
h. Deriva
i podle � znaèíme 0. Promalé deforma
e � � a dostanemeF = EI2a3 Z ��� �� + �00�2 d� (1.30)Z variaèního prin
ipu plyne podmínka rovnováhyDhF � aZ ��� K hd� = 0: (1.31)V uvedené aproxima
i do
hází pouze k ohybu prsten
e, nikoliv k jeho prodlou¾ení 4. Platítedy naví
 vazební podmínka Z ��� �d� = 0 (1.32)vyjadøují
í konstantnost obvodu prsten
e. Zavedeme Lagrangeùv multiplikátor � a pro-vedením varia
e dostaneme rovni
iZ ��� hEIa4 �� + 2�00 + �0000��K + �i ahd� = 0 (1.33)Odtud plyne rovni
e EIa4 �� + 2�00 + �0000��K + � = 0: (1.34)Po doplnìní 
ykli
kými okrajovými podmínkami je formula
e úlohy ukonèena.4Uvnitø prsten
e existuje plo
ha, v ní¾ nedo
hází ani k rozpínání, ani k stlaèování. Body ví
evzdálené od støedu prsten
e se od sebe vzdalují, body blí¾e ke støedu prsten
e se k sobì pøibli¾ují.Proto¾e dva rozmìry prsten
e jsou zanedbatelné vzhledem k rozmìru tøetímu, mù¾eme projek
itéto plo
hy do roviny prsten
e pova¾ovat za uzavøenou køivku a identi�kovat ji s délkou prsten
e.
7



1.2. TEORIE POLEPøíklad 3: Odvodíme rovni
e pro geodeti
ké køivky v metri
kém prostoru (M; g), kdeM je hladká varieta a g je symetri
ká bilineární forma splòují
í v pøípadì potøeby jistédal¹í po¾adavky (pozitivní de�nitnost, popøípadì jiné omezení signatury g).Funk
ionál, který budeme extremalizovat (délka køivky, vlastní èas v teorii relativity) mátvar 5 S[x�(t)℄ = Z ba r�g�� (x�) dx�d� dx�d� d�: (1.35)Po provedení varia
e a odstranìní okrajový
h èlenù vzniklý
h po integra
i per partesdostaneme následují
í výrazDhS = �Z ba " 1s0 �g��x�0s0 �0 � 12 �g���x� x�0x�0s02 # s0h�(�)d� = 0; (1.36)kde s0 =p�g�� (x�) dx�d� dx�d� a 0 znaèíme deriva
i podle parametru �. Vhodnou volbouparametru ds = p�g�� (x�) dx�d� dx�d� d� (jako parametr vezmeme právì délku køivky,vlastní èas) lze výraz dále zjednodu¹it naDhS = �Z ba h dds (g�� _x�)� 12 �g���x� _x� _x�ih�(s)ds = 0; (1.37)kde � znaèíme deriva
i podle s. Aby byla rovnost splnìna pro libovolné h, musí po pro-vedení deriva
e v prvním sèítan
i platitg���x� + 12 ��g���x� + �g���x� � �g���x� � _x� _x� = 0: (1.38)Tím je úloha vyøe¹ena.1.2 Teorie poleUvedený variaèní prin
ip je mo¾no zobe
nit té¾ pro teorii pole. Hledáme nyníextremály funk
ionáluS[y(xi)℄ = ZO L�xi; yI�p � dx1 ^ : : : ^ dxn; (1.39)kde index 1 � i � n a multiindex Ip = ji1 : : : ipj a 0 � p � r. Analogi
kým zpù-sobem jako v me
hani
e získáme té¾ variaèní rovni
e. Podrobný zpùsob odvozeníprvní variaèní formule a dal¹í
h vztahù bude uveden v následují
í kapitole, kdev¹e
hny vztahy odvozujeme pro libovolnou pevnou dimenzi n bázové variety, tedypro teorii pole. Zde se omezíme na uvedení pøíkladù ilustrují
í
h vyu¾ití variaèníhopoètu v teorii pole.5Horní znaménko platí pro pozitivnì de�nitní g, dolní znaménko pro g se signaturou(�1; 1; 1; 1)
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1.2. TEORIE POLENásledují
í pøíklad vyu¾ívá kovektorového 
harakteru zobe
nìný
h souøadni
~A. Vnìj¹í deriva
i forem znaèíme d.Pøíklad 1: Teorie elektromagneti
kého pole na varietá
h s metrikou, kde jsou zadányproudy. 6. Buïte (U ; �), kde � = (xi), 0 � i � 3, U � M, lokální souøadni
e v metri
-kém prostoru (M; G), G = gijdxi 
 dxj metri
ký tenzor, g = det gij jeho determinant,signatura metri
kého tenzoru je zvolena (�1; 1; 1; 1). Platí bì¾ná konven
e pro zvedánía sni¾ování indexù. Pro pøehlednost budeme diferen
iální formy oznaèovat tildou. Zave-deme 1-formy poten
iálu a proudu ~A = Aidxi (1.40)~J = Jidxi: (1.41)Dále zavádíme 2-formu elektromagneti
kého pole~F = d ~A =Xi<k ��Ak�xi � �Ai�xk �dxi ^ dxk: (1.42)De�nujeme objemový element~� = 14!p�g�ijk ldxi ^ dxj ^ dxk ^ dxl; (1.43)kde �ijk l je Levi-Civitùv plnì antisymetri
ký symbol. Dále de�nujeme opera
e � a k:kpro diferen
iální p-formu ~� obvyklým zpùsobem�~� = Xi1<:::<ipp�g�i1:::ipk1:::k4�p�i1:::ipdxk1 ^ : : : ^ dxk4�p (1.44)k~�k = Xi1<:::<ip �i1:::ip�i1:::ip : (1.45)Funk
ionál ak
e S na kompaktní podvarietì O � U �M polo¾íme rovenS � ~A� = 14! ZO � ~A ^ � ~J � 12d ~A ^ �d ~A� (1.46)= ZO �AiJ i � 12 

 ~F

2� ~�:Provedeme funk
ionální deriva
i S � ~A� ve smìru 1-formy ~�:D~�S � ~A� = ddsS � ~A+ s ~�����s=0 (1.47)= 14! ZO �~� ^ � ~J � 12d~� ^ �d ~A� 12d ~A ^ �d~��= 14! ZO �~� ^ � ~J � d~� ^ �d ~A�6V tomto pøíkladu je sledováno znaèení z [10℄ str. 91-98
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1.3. TRIVIÁLNÍ LAGRANGIÁNY A VARIAÈNÍ ROVNICE= 14! ZO �~� ^ �� ~J � d � a ~A�� d �~� ^ �d ~A��= 14! ZO �~� ^ �� ~J � d � d ~A��� 14! Z�O ~� ^ �d ~ANa hrani
i integraèního oboru �O platí ~� = 0, dále dostáváme Maxwellovy rovni
ed ��d ~A� = � ~J; (1.48)vzhledem k tomu, ¾e ~� je libovolná 1-forma, která vymizí na hrani
i �O.1.3 Triviální lagrangiány a variaèní rovni
eTriviální Lagrangeovou funk
í rozumíme takovou funk
i, která identi
ky splòujeEulerovy-Lagrangeovy rovni
e.Pøíklad 1: Triviální Lagrangeovy funk
e L = L �xk; y� ; y�l � v teorii pole pro øád r = 1.Eulerovy-Lagrangeovy výrazy (levé strany rovni
) zapisujeme ve tvaru�� = �L�y� � ddxi �L�y�i : (1.49)Pøedpokládáme L ve tvaru L = dAj(xk;y�)dxj . Pøi následují
í
h úpravá
h vyu¾ijeme formulepro zámìnu úplný
h a par
iální
h deriva
í��y� dAidxi = ddxi �Ai�y� (1.50)��y�j dAidxi = ddxi �Ai�y�j|{z}0 +�Aj�y� : (1.51)Dosazením do výrazù pro �� dostaneme opravdu identi
ky�� = 0 (1.52)Tímto postupem samozøejmì nelze zaruèit, ¾e v¹e
hny triviální Lagrangeovy funk
e jsouuvedeného tvaru.Variaèními rovni
emi rozumíme takové diferen
iální rovni
e�� �xk; y� ; : : : ; y�k1:::ks� = 0, je¾ jsou Eulerovými-Lagrangeovými rovni
emi pøíslu¹nými nìjaké Lagrangeovìfunk
i L �xk; ; y� ; : : : ; y�k1:::kr�. Aby taková situa
e nastala, je nutné a staèí, abyvýrazy �� splòovat tzv. Helmholtzovy{Soninovy podmínkyHj1:::ji�� = ����y�j1:::ji � (�1)i ����y�j1:::ji � rXk=i+1 (�1)k � ki � dji+1 : : : djk ����y�j1:::jk ;(1.53)
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1.3. TRIVIÁLNÍ LAGRANGIÁNY A VARIAÈNÍ ROVNICEkde znaèení di znamená úplnou deriva
i podle i-té bázové souøadni
e di = ddxi .Pokud platí Hj1:::ji�� = 0 pro 0 � i � s, vznikly uvedené rovni
e �� = 0 z Lagran-geovy funk
e a jsou tedy (lokálnì) variaèní. Pùvodní Lagrangeovu funk
i získámenapøíklad (lokálnì) následovnì: Zavedeme zobrazení�t �t; �xi; y� ; : : : ; y�j1:::js�� = �xi; ty� ; : : : ; ty�j1:::js� : (1.54)Lagrangeova funk
e L je dána jakoL �xi; ; y�; : : : ; y�j1:::js� = y� Z 10 (�� Æ �t) dt: (1.55)L je obe
nì de�nována na s-tém øádu.K sni¾ování øádu do
hází pøièítáním trivi-ální
h lagrangiánù vhodného tvaru.Dùkazy tvrzení uvedený
h vý¹e je mo¾no nalézt v následují
í kapitole.
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Kapitola 2Geometri
ká formula
evariaèní
h teoriíV následují
í kapitole1 pøeneseme objekty a opera
e de�nované v pøed
hozí ka-pitole na �brované variety. Pøedpokládá se znalost základní
h opera
í a pojmùz diferen
iální geometrie:� vnìj¹í deriva
e diferen
iální
h forem | d� pullba
k diferen
iální formy � zobrazením f | f��� Lieova deriva
e diferen
iální formy � podle vektorového pole � | ���� Kontrak
e diferen
iální formy � vektorovým polem � | {��� Lieova závorka vektorový
h polí �1, �2 | [�1; �2℄� teèný prostor k varietìM | varieta TM s pøirozenì zavedenou topologií ahladkou strukturou (atlasem).� teèné zobrazení k hladkému zobrazení f : M 7! N | hladké zobrazeníTf : TM 7! TN2.1 Fibrované variety a jeji
h prodlou¾eníFibrovanou varietou rozumíme uspoøádanou troji
i (Y ; �;X ), kde Y je tzv. totálníprostor a X tzv. báze jsou variety (oznaème n = dimX , m = dimY � n) a � :Y 7! X je surjektivní vnoøení, de�nované pøirozeným zpùsobem:1Text následují
í kapitoly se opírá pøedev¹ím o [3℄.
12



2.1. FIBROVANÉ VARIETY A JEJICH PRODLOU®ENÍPro ka¾dý bod y 2 Y existuje lokální souøadni
ový systém (V ;  ), kde y 2 V , = (vi; y�), 1 � i � n, 1 � � � m, pro jím projek
í � urèený bod X 3 x = �(y)existuje lokální souøadni
ový systém (U ; �), � = (xi), kde x 2 U , tak, ¾e U = �(V)a xi Æ � = vi.Obvykle proto pro tzv. �brovaný souøadni
ový systém (V ;  ) pøímo pí¹eme  =(xi; y�) vzhledem k tomu, ¾e existuje právì jeden lokální souøadni
ový systém(U ; �), � = (xi).Øezem �brované variety (Y ; �;X ) rozumíme zobrazení 
 : X � U 7! Y , kdemno¾ina U je otevøená, takové, ¾e platí �Æ
 = idU . Dále øekneme, ¾e dva øezy 
1, 
2�brované variety (Y ; �;X ), de�nované na okolí U bodu x 2 X , jsou r-ekvivalentní,jestli¾e platí 
1(x) = 
2(x) (2.1)a existuje souøadni
ový systém (V ;  ),  = (xi; y�) na Y , zvolený tak, ¾e 
1(x) =
2(x) 2 V , ve kterém platí"�q �y� Æ 
2 Æ ��1��xj1 : : : �xjq #�(x) = "�q �y� Æ 
1 Æ ��1��xj1 : : : �xjq #�(x) (2.2)pro v¹e
hna 1 � � � m, 0 � q � r a v¹e
hny 1 � j1 � : : : � jq � n.Lze provìøit, ¾e r-ekvivalen
e je rela
í ekvivalen
e na mno¾inì øezù �brovanévariety (Y ; �;X ) de�novaný
h v bodì x. Tuto tøídu ekvivalen
e nazveme r-jetemøezu 
 v bodì x a znaèíme jrx
. Dále oznaèmejrY = [x2X jrx
: (2.3)Pøirozeným zpùsobem de�nujeme zobrazení (projek
e) �r;s : jrY 7! jsY a�r : jrY 7! X pro s � r. �r;s (jrx
) = jsx
 (2.4)�r (jrx
) = x (2.5)Ne
h» (V ;  ) je �brovaný souøadni
ový systém na Y . Oznaème V r = ��r;0��1 (V).V dal¹ím pou¾ijeme Jq = (j1 : : : jq), kde 1 � j1 � : : : � jq � n pro multiin-dexy délky q. Délkou multiindexu rozumíme jJqj = q. Pro ka¾dý r-jet jrx
 2 Vrpokládáme xi (jrx
) = xi (x) (2.6)y�Jq (jrx
) = "�q �y� Æ 
 Æ ��1��xj1 : : : �xjq #�(x) ; (2.7)kde 1 � � � m a 0 � jJ j � r. Vzniká systém n +m�n+rn � funk
í  r = �xi; y�Jq�,kde 1 � i � n, 1 � � � m, 0 � q � r, který de�nuje zobrazeníVr 7! Rn �Rm � L1sym (Rn;Rm)� : : :� Lrsym (Rn;Rm) ;
13



2.2. VEKTOROVÁ POLE NA FIBROVANÝCH VARIETÁCH A JEJICHPRODLOU®ENÍCHkde Lqsym (Rn;Rm) je vektorový prostor q-lineární
h symetri
ký
h zobrazení Rn 7!Rm spoleènì s pøirozenou strukturou Bana
hova prostoru. Dimenze tohoto pro-storu je m�n+q�1q �. Na mno¾inì jrY existuje právì jedna hladká struktura taková,¾e pro ka¾dý souøadni
ový systém (V ;  ) na Y je (Vr;  r) souøadni
ovým systé-mem na jrY tzv. aso
iovaným s (V ;  ). Mno¾ina jrY spoleènì s touto hladkoustrukturou se nazývá r-jetové prodlou¾ení �brované variety (Y ; �;X ). Zøejmì jsounyní uspoøádáné troji
e (jrY ; �r;s; jsY), kde r > s, popøípadì (jrY ; �r;X ) také�brované variety. Dimenze variety jrY je n+m�n+rn �.Ne
h» U � X je otevøená mno¾ina, 
 je øez �brované variety (Y ; �;X ). Pakr-jetové prodlou¾ení øezu 
 je zobrazení de�nované vztahemjr
 : U 3 x 7! jrx
 2 jrY (2.8)Toto zobrazení je øezem �brované variety (jrY ; �r;X ).2.2 Vektorová pole na �brovaný
h varietá
h a je-ji
h prodlou¾ení
hNe
h» (Y ; �;X ) je �brovaná varieta, V � Y otevøená mno¾ina a � : V 7! Yizomor�zmus. � je izomor�zmem �brované variety (Y ; �;X ), jestli¾e existuje izo-mor�zmus �0 : U 7! X , U = �(V ) na bázi splòují
í� Æ � = �0 Æ �: (2.9)Zobrazení �0 se nazývá �-projek
e izomor�zmu � �brované variety (Y ; �;X ). Proka¾dé jrx
 2 ��r;0��1 (V) klademejr� (jrx
) = jr�0(x)� Æ 
 Æ ��10 : (2.10)Z de�ni
e plynou vztahy �r Æ jr� = �0 Æ �r (2.11)�r;s Æ jr� = js� Æ �r;s; (2.12)pro 0 � s � r. jr� je izomor�zmus �brované variety (jrY ; �r;X ) a nazývá ser-jetové prodlou¾ení izomor�zmu � �brované variety (Y ; �;X ).Buï � 2 TY vektorové pole. Øekneme, ¾e pole � je �-projektabilní, jestli¾eexistuje takové vektorové pole �0 2 TY , ¾e platíT� � � = �0 Æ � (2.13)Existuje-li �0, je urèeno jednoznaènì a nazývá se �-projek
e vektorového pole �.Vektorové pole � se nazývá �-vertikální, jestli¾e platí T� � � = 0. V lokální
h
14



2.2. VEKTOROVÁ POLE NA FIBROVANÝCH VARIETÁCH A JEJICHPRODLOU®ENÍCHsouøadni
í
h zapisujeme: � = �i ��xi + �� ��y�0 (2.14)�i � 0 81 � i � n: (2.15)Oznaème �t lokální jednoparametri
kou grupu transforma
í �-projektabilního vek-torového pole �. Podmínka projektability zaruèuje, ¾e �t je tvoøena izomor�zmy�brované variety (Y ; �;X ). Pro ka¾dé jrx
 2 jrY je de�nována køivka R � (��; �) 3t 7! jr�t(jrx
). Klademe jr�(jrx
) = � ddt jr�t(jrx
)�t=0 (2.16)Tímto vztahem je de�nováno �r-projektabilní �r;s-projektabilní vektorové polejr� na jrY nazývané r-jetové prodlou¾ení vektorového pole �.De�nujeme úplnou (také totální , formální) deriva
i funk
e f : Vr 7! R podlexi: dif = �f�xi + rXq=0 �f�y�Iq y�Iqi (2.17)Ve vzor
i se sèítá pøes v¹e
hny pøípustné hodnoty multiindexu Iq .Vìta 1: Buï � �-projektabilní vektorové pole na varietì Y vyjádøené v lokálnímsouøadni
ovém systému (V ;  ),  = (xi; y�)� = �i �xj� ��xi + �� �xj ; y�� ��y� : (2.18)Potom prodlou¾ení jr� vektorového pole je vyjádøeno vzhledem k aso
iovanémusouøadni
ovému systému (Vr;  r)jr� = �i ��xi + rXq=0 ��Iq ��y�Iq : (2.19)Slo¾ky ��Iq jsou urèeny rekurentním vzor
em��j1:::jq = djq��j1 :::jq�1 � y�j1:::�q�1i ��i�xjq : (2.20)Vìta 2: Buï (Y ; �;X ) �brovaná varieta, �1, �2 �-projektabilní vektorová pole naY . Pak je jeji
h Lieova závorka také �-projektabilní a platíjr [�1; �2℄ = [jr�1; jr�2℄ : (2.21)
15



2.3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA FIBROVANÝCH VARIETÁCH A JEJICHPRODLOU®ENÍCHPro r � 0 pøiøaïme ka¾dému vektoru � 2 Tjr+1Y v bodì jr+1x 
 2 jr+1Y vektorh� 2 TjrY v bodì jrx
 = �r+1;r �jr+1x 
� 2 jrY vztahemh� = Txjr
 � T�r+1 � �: (2.22)Zobrazení h : Tjr+1Y 7! TjrY nazýváme �-horizontaliza
e nebo krát
e horizon-taliza
e. h� nazýváme horizontální slo¾kou vektoru �. Vyu¾itím komplementárníkonstruk
e lze de�novat p�, kontaktní slo¾ku �:p� = T�r+1;r � � � h�: (2.23)V souøadni
ovém systému indukovaném (V ;  ),  = (xi; y�) na jrY získáme prosouøadni
ové vyjádøení horizontální slo¾ky h� a kontaktní slo¾ky p� vyjádøení� = �i ��xi + rXq=0 Xj1�:::�jq ��j1:::jq ��y�j1:::jq (2.24)h� = �i ��xi + �i rXq=0 Xj1�:::�jq y�j1:::jq i ��y�j1:::jq (2.25)p� = rXq=0 Xj1�:::�jq ���j1:::jq � y�j1:::jqi�i� ��y�j1:::jq (2.26)2.3 Diferen
iální formy na �brovaný
h varietá
ha jeji
h prodlou¾ení
hV dal¹í sek
i oznaèuje (Y ; �;X ) �brovanou varietu. Diferen
iální forma � na jrYse nazývá �-projektabilní, jestli¾e existuje forma �0 na X tak, ¾e platí� = ���0: (2.27)Existuje-li forma �0, pak je urèena jednoznaènì a nazývá se �-projek
í formy �.Diferen
iální forma � na Y se nazývá �-horizontální, jestli¾e pro ka¾dý �-vertikálnívektor � na Y platí {�� = 0 (2.28)Poznámka 1: Vý¹e uvedenou de�ni
i projektability lze roz¹íøit té¾ k de�ni
i �r-projektability resp. �r;s-projektability forem, nebo» uspoøádané troji
e (jrY ; �r;X )resp. (jrY ; �r;s; jsY), kde 0 � s � r pøedstavují rovnì¾ �brované variety.Poznámka 2: Rovnì¾ tak uvedenou de�ni
i �-horizontality lze roz¹íøit na �r-horizontalitu forem na jrY následovnì:
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2.3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA FIBROVANÝCH VARIETÁCH A JEJICHPRODLOU®ENÍCHDiferen
iální forma � na jrY se nazývá �r-horizontální, jestli¾e pro ka¾dý �r-vertikální vektor � na jrY2 platí {�� = 0 (2.29)Vìta 3: (Poin
arého lemma pro �brované variety) 3 Buï U � Rn otevøená mno-¾ina, V � Rm otevøená koule se støedem O. Oznaème kanoni
ké souøadni
e naU � V (xi; y�). De�nujeme zobrazení � : [0; 1℄� U � V 7! U � V� �s; �xi; y��� = �xi; sy�� : (2.30)Pro ka¾dou k-formu (k � 1) na U � V uva¾ujeme pullba
k ���, 
o¾ je k-formana [0; 1℄� U � V . Existuje jednoznaèný rozklad k-formy ��� = ds ^ �0(s) + �0(s)takový, ¾e (k � 1)-forma �0(s) a k-forma �0(s) ji¾ neobsahují ds. De�nujemeI � = Z �0(s); (2.31)tedy integrujeme koe�
ienty formy �0(s) pøes s od 0 do 1. V lokální
h souøadni
í
h(xi) na U a (y�) na V s pøihlédnutím ke vztahùm��dxi = dxi��dy� = sdy� + y�dsdostaneme� = kXj=0 ��1:::�j ij+1:::ikdy�1 ^ : : : ^ dy�j ^ dxij+1 ^ : : : ^ dxik (2.32)I � = kXj=1 jXl=1 (�1)l�1 y�l �Z 10 ��1:::�j ij+1 :::ik Æ �sk�1ds� (2.33)dy�1 ^ : : : ^ dy�l�1 ^ dy�l+1 ^ : : : ^ dy�j ^ dxij+1 ^ : : : ^ dxik (2.34)Oznaème � : U � V 7! U kartézskou projek
i a{ : U 3 (xi) 7! (xi; 0; : : : ; 0| {z }m ) 2 U � Vnulový øez. Potom platí � = I d�+ dI �+ ��{��: (2.35)2�r-vertikální vektor � splòuje T�r � � = 0.3Pøevzato z [3℄ str. 3
17



2.3. DIFERENCIÁLNÍ FORMY NA FIBROVANÝCH VARIETÁCH A JEJICHPRODLOU®ENÍCHDùkaz pøed
hozího vztahu lze výpoètem v lokální
h souøadni
í
h. Z pøed
házejí-
ího tvrzení plyne, vlastní tvrzení. Jestli¾e platí d� = 0, potom existuje (k � 1)-forma � na U � V taková, ¾e platí� = d� + ��{��: (2.36)Zabývejme se studiem forem na varietì jrY . Buï nyní � diferen
iální k-formana jrY . Potom existuje právì jedna �r-horizontální k-forma h� na jr+1Y taková,¾e platí (jr
)� � = �jr+1
�� h� (2.37)pro v¹e
hny øezy 
 na Y . Z de�ni
e pullba
ku plyneh� �jr+1x 
� = � (jrx
) (2.38)pro k = 0 ah� �jr+1x 
� (�1; : : : ; �k) = � (jrx
) �Txjr
 � T�r+1 � �1; : : : ; Txjr
 � T�r+1 � �k� :(2.39)pro k > 0. V de�ni
í
h je mo¾no de�nièní obor forem jrY omezit a nahradit jejotevøenou podmno¾inou jrY . Zavedeme následují
í znaèení. Buï W � Y ote-vøená mno¾ina. Oznaème 
rkW (resp. 
rW) abelovskou grupu k-forem (resp.vnìj¹í algebru forem)4 na otevøené mno¾inì Wr � jrY . V¹em otevøeným mno-¾inám V � W � Y pøiøadíme kanoni
kou inkluzi �V;W : Vr 7! Wr. Svazek 
rk jede�nován jako 
rk = � ��V;W��� � 2 
rkW ;V � W	Obdobnì postupujeme pøi de�ni
i svazku 
r. Tato konstruk
e slou¾í k dosa¾enínezávislosti naW a konkrétním výbìru formy. V dal¹ím budeme vyu¾ívat znaèení
rk a 
rkW volnì, pokud nebude mo
i dojít k nedorozumìní.Zobrazení 
rk 3 � 7! h� 2 
r+1k se nazývá �-horizontaliza
e,krát
e horizonta-liza
e, pokud splòuje následují
í po¾adavky.Vìta 4: Horizontaliza
e 
r 3 � 7! h� 2 
r+1 je jednoznaènì urèené R-lineárnízobrazení za
hovávají
í vnìj¹í souèin, takové, ¾e pro ka¾dou funk
i f :Wr 7! R aka¾dý �brovaný souøadni
ový systém (V ;  ),  = (xi; y�), V � W platíhf = f Æ �r+1;r (2.40)h (df) = difdxi; (2.41)kde di znaèí úplnou deriva
i. K dùkazu postaèí urèit horizontaliza
i bázový
h 1-forem hdxi = dxi (2.42)hdy�j1:::jk = y�j1:::jkidxi (2.43)4Mno¾ina 
rkW spoleènì s opera
í sèítání forem tvoøí abelovskou grupu, mno¾ina 
rW spo-leènì s opera
emi sèítání forem a vnìj¹ího souèinu forem tvoøí algebru.
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2.4. ROZKLADY DIFERENCIÁLNÍCH FOREMa sporem dokázat jednoznaènost zobrazení h.Dùkaz linearity zobrazení h Buïte �; � 2 
rk diferen
iální formy,� = kXj=0 AJ1:::Jj�1:::�jij+1:::ikdy�1 ^ : : : ^ dy�j ^ dxij+1 ^ : : : ^ dxik� = kXj=0 BJ1:::Jj�1:::�j ij+1:::ikdy�1 ^ : : : ^ dy�j ^ dxij+1 ^ : : : ^ dxikjsou jeji
h souøadni
ová vyjádøení Potom s vyu¾itím vztahù (2.40), (2.41), (2.42), (2.43)a faktu, ¾e h za
hovává vnìj¹í souèin, zøejmì platíh (�+ �) = h(�) + h(�):Horizontaliza
i lze pokládat za mor�zmus vnìj¹í
h algeber lokálnì indukovanýhorizontaliza
í funk
í a jeji
h vnìj¹í
h deriva
í.2.4 Rozklady diferen
iální
h foremNadále platí oznaèení pøed
hozí
h sek
í. Horizontaliza
e h : Tjr+1Y 7! TjrY in-dukuje rozklad ka¾dé z grup 
rk následují
ím zpùsobem: Buïte � 2 
rk k-forma,�1; : : : ; �k vektory v bodì jr+1x 
 2 W r+1 � jr+1Y . Pro ka¾dé j = 1; : : : ; k prove-deme rozklad T�r+1;r � �j = h�j + p�j (2.44)a vyèíslíme pullba
k ��r+1;r�� � k-formy � na vektorový
h argumente
h �1; : : : ; �k:��r+1;r�� � �jr+1x 
� (�1; : : : ; �k) = � (jrx
) �T�r+1;r � �1; : : : ; T�r+1;r � �k� : (2.45)Úpravou tohoto výrazu lze ukázat, ¾e existuje jednoznaèný rozklad formy��r+1;r�� �tvaru ��r+1;r�� � = kXq=0 pq� = h�+ p�; (2.46)kde jsme oznaèili p0� = h� a p� =Pkq=1 pq�. Platí pøitompq� �jr+1x 
� (�1; : : : ; �k) = 1q! (k � q)!�j1:::jqjq+1:::jk� (jrx
) (2.47)�p�j1 ; : : : ; p�jq ; h�jq+1 ; : : : ; h�jk�
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2.4. ROZKLADY DIFERENCIÁLNÍCH FOREMk-forma pq� se nazývá q-kontaktní slo¾kou formy �. Zobrazení pq : 
r 7! 
r+1jsou lineární v následují
ím smyslu: Platí pq (�+ �) = pq� + pq� a pq (f�) =�f Æ �r+1;r� pq� pro ka¾dé �; � 2 
rk a f 2 
r0. Identi
ky platí, ¾e pro n+1 � k �dim jrY jsou p0� = 0... (2.48)pk�n�1� = 0Jak lze jednodu¹e ukázat, nejsou ji¾ zobrazení pq homomor�smy vnìj¹í algebryforem. Místo toho pro libovolné formy � 2 
rk a � 2 
rl platí následují
í pravidlopq (� ^ �) = qXj=0 pj� ^ pq�j�: (2.49)Naví
 platí pj� = 0 pro k < j a pj� = 0 pro l < j.k-formu � 2 
rk nazveme kontaktní, pokud h� = 0. Formu � nazveme q-kontaktní, jestli¾e ��r+1;r�� � = pq�, nebo ekvivalentnì pj� = 0 8j 6= q. Èísloq nazveme stupòem kontaktnosti formy �. Pro n + 1 � k � dim jrY má rozkladk-formy � 2 
rk tvar ��r+1;r�� � = pk�n� + pk�n+1� + : : : + pk�. Taková forma� 2 
rk je v¾dy kontaktní. Øekneme, ¾e � je silnì kontaktní, platí-li pk�n� = 0.Pøesvìdèíme se pøedev¹ím, ¾e pro bázové 1-formy platípdxi = 0 (2.50)pdy�j1:::jq = dy�j1:::jq � y�j1:::jqidxi � !�j1:::jq (2.51)Dále platí d!�j1:::jq = �!�j1:::jq i ^ dxi pro 0 � q � r � 2 (2.52)d!�j1:::jr�1 = �dy�j1:::jr�1i ^ dxipro q = r � 1:Buïte � diferen
iální forma na jrY , jr+1x 
 2 jr+1Y bod, � vektor v tomto bodì a� �-projektabilní vektorové pole na Y . Pak platí{�pq� �jr+1x 
� = pq�1{p�� �jr+1x 
�+ pq{h�� �jr+1x 
� (2.53)pq �(jr�)� �� = �jr+1��� pq� (2.54)pq (�jr��) = �jr+1�pq� (2.55)��r+2;r+1�� pqd� = pqdpq�1�+ pqdpq� (2.56)U¾itím vìty 3, vyjádøené vztahem (2.36), aplikované na �brovanou varietu (jrY ; �r;X )dostaneme pro formu � na jrY� = I d�+ dI �+ (�r Æ �r)� �; (2.57)
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2.5. LAGRANGEOVY STRUKTURY A LEPAGEÙV EKVIVALENTLAGRANGIÁNUkde �r : U 3 (xi) 7! (xi; 0; : : : ; 0| {z }m(n+rn ) ) 2 U � Vje nulový øez. V pøípadì kontaktní formy5 � zøejmì platí(�r)� � = 0Xa pro kontaktní formy � tedy platí� = I d�+ dI �: (2.58)2.5 Lagrangeovy struktury a Lepageùv ekvivalentlagrangiánuLagrangiánem na �brované varietì (Y ; �;X ) nazveme �r-horizontální n-formu �na jrY . Dvoji
i ((Y ; �;X ) ; �) nazýváme Lagrangeovou strukturou øádu r. Ve �b-rovaném souøadni
ovém systému (V ;  ),  = (xi; y�) má lagrangián � øádu rde�novaný na Vr tvar � = L!0; (2.59)kde !0 = dx1 ^ : : : ^ dxn: (2.60)Buïte W � Y otevøená mno¾ina a � 2 
rnW lagrangián øádu r na �brovanévarietì (Y ; �;X ). Dále buï O � � (W) kompaktní n-rozmìrná podvarieta s okra-jem (oznaèíme �O) variety X . Oznaème �O;W (�) mno¾inu hladký
h øezù variety(Y ; �;X ) na O. Potom � de�nuje funk
ionál�O;W (�) 3 
 7! �O (
) = ZO (jr
)� � 2 R (2.61)Tento funk
ionál nazýváme variaèní funk
ionál nebo funk
ionál ak
e aso
iovanýs lagrangiánem � na oblasti O.Hlavním pøedmìtem studia ve variaèním poètu je vy¹etøování 
hování funk
i-onálu �O : �O;W 7! R. Buïte � �-projektabilní vektorové pole na W � Y a �jeho �-projek
e, �t (resp. �0t) lokální jednoparametri
ká grupa transforma
í aso-
iovaná s � (resp. �). Ka¾dému øezu 
 2 �O;W pøiøadíme jeho varia
i indukovanouvektorovým polem � vztahem
t = �t Æ 
 Æ (�0t)�1 : (2.62)5v souøadni
ovém zápisu takové formy se nevyskytují souèty typuAi1:::ikdxi1 ^ : : : ^ dxik
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2.5. LAGRANGEOVY STRUKTURY A LEPAGEÙV EKVIVALENTLAGRANGIÁNUVaria
e øezu 
 je jednoparametri
kou soustavou øezù variety Y . Zobrazení t 7!
t,které nazýváme deforma
í øezu 
, je hladké. Zvolme nyní pevnì O, 
 a �. Tímzískáme reálnou funk
i jedné reálné promìnné de�novanou na okolí (��; �) � Rbodu 0. 6(��; �) 3 t 7! ��0t(O) (
t) = Z�0t(O) jr ��t Æ 
 Æ ��10t �� � 2 R (2.63)Upravujeme dále integrálZ�0t(O) jr ��t Æ 
 Æ ��10t �� � = Z�0t(O) ���10t �� jr
�jr��t� = ZO jr
�jr��t� (2.64)Na¹ím 
ílem je urèit sta
ionární øezy 
 funk
ionálu, tzv. extremály. Derivujemevzniklou funk
i podle parametru t v bodì t = 0 a získáme� ddt ZO jr
�jr��t��t=0 = ZO jr
� limt!0 jr��t�� �t = ZO jr
��jr�� (2.65)Vzniklý funk
ionál �O;W (�) 7! ZO jr
��jr�� 2 R (2.66)nazýváme první varia
í funk
ionálu ak
e �O vzhledem k vektorovému poli �. V¹im-nìme si koresponden
e � $ �jr��, pomo
í ní¾ je mo¾no de�novat vy¹¹í varia
efunk
ionálu �O. Øez 
 2 �O;W (�) je sta
ionárním øezem variaèního funk
ionálu�O vzhledem ke �, pokud platí (�jr��)O (
) = 0: (2.67)Vyjádøíme první varia
i funk
ionálu �O pro pøípad �-vertikálního vektorovéhopole � v lokální
h souøadni
í
h (V ;  ),  = (xi; y�).� = Ldx1 ^ : : : ^ dxn (2.68)� = �� ��y� (2.69)jr� = rXk=0 dj1 : : : djk�� ��y�j1:::jk (2.70)�jr�� = rXk=0 �L�y�j1:::jk dj1 : : : djk��dx1 ^ : : : ^ dxn (2.71)Øez 
 2 �O;W je extremálou lagrangiánu � na O právì tehdy, platí-liZO jr
��jr�� = 0: (2.72)6� > 0 volíme tak, aby de�nièní obory zobrazení 
t obsahovaly O.
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2.5. LAGRANGEOVY STRUKTURY A LEPAGEÙV EKVIVALENTLAGRANGIÁNUV dal¹ím zavedeme Lepageovy formy, potøebné k formula
i nutný
h a postaèu-jí
í
h podmínek pro extremály. Øekneme, ¾e forma � 2 
sn je Lepageova, pokud proka¾dé �s-vertikální, �s;0-projektabilní vektorové pole na jsY je forma h ({�d�) zá-vislá pouze na �s;0-projek
i vektorového pole �. Dále øekneme, ¾e Lepageova forma� je Lepageùv ekvivalent lagrangiánu �, pokud platí ��t;s+1�� h (�) = (�t;r)� �.Forma � 2 
sn je Lepageova tehdy a jen tehdy, má-li v ka¾dém �brovanémsouøadni
ovém systému (V ;  ),  = (xi; y�) tvar��s+1;s�� � = �+ d� + �; (2.73)kde � je kontaktní (n � 1)-forma a stupeò kontaktnosti � je � 2 a forma � másouøadni
ové vyjádøení� = f!0 + sXk=0 s�kXl=0 (�1)l dp1 : : : dpl �f�y�j1:::jkp1:::pli!!�j1:::jk ^ !i; (2.74)kde !i = {�=�xi!0 = (�1)i�1 dx1^: : :^dxi�1^dxi+1^: : :^dxn. Formu � nazývámehlavní slo¾kou Lepageovy formy � vzhledem k danému souøadni
ovému systému(slo¾ky obe
nì závisí na volbì souøadni
). Je-li � Lepageova forma, potom forma��s+1;s�� d� má souøadni
ové vyjádøení��s+1;s�� d� = E + F =  s+1Xl=0 (�1)l dp1 : : : dpl �f�y�p1:::pl!!� ^ !0 + F; (2.75)pøièem¾ stupeò kontaktnosti F je � 2. Lepageova forma � 2 
sn je Lepageovýmekvivalentem lagrangiánu � = Ldx1 ^ : : : ^ dxn tehdy a jen tehdy, lze-li hlavníslo¾ku � formy � vyjádøit jako� = L!0 + r�1Xk=0 r�1�kXl=0 (�1)l dp1 : : : dpl �L�y�j1:::jkp1:::pli!!�j1:::jk ^ !i: (2.76)Je-li � Lepageovým ekvivalentem lagrangiánu � = L!0 potomp1d� = E� (L)!� ^ !0; (2.77)kde E� (L) = rXl=0 (�1)l dp1 : : : dpl �L�y�p1:::pl : (2.78)Forma E� = p1d� pøíslu¹ná Lepageovu ekvivalentu � lagrangiánu � se nazýváEulerovou-Lagrangeovou formou aso
iovanou s lagrangiánem �. Výrazy E� (L)nazýváme Eulerovými-Lagrangeovými výrazy. Zobrazení 
rn 3 � 7! E� 2 
2rn+1se nazývá Eulerovým-Lagrangeovým zobrazením. V¹e
hny tøi vý¹e de�nované po-jmy jsou de�novány globálnì.
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2.5. LAGRANGEOVY STRUKTURY A LEPAGEÙV EKVIVALENTLAGRANGIÁNUPoznámka 1: Lepageùv ekvivalent � lagrangiánu � není v teorii pole urèen jed-noznaènì (na rozdíl od me
haniky). Eulerova-Lagrangeova forma je urèena jedno-znaènì jak v teorii pole, tak, samozøejmì, i v me
hani
e.Vra»me se nyní k úpravì výrazu pro první varia
i funk
ionálu(�jr��)O (
) = ZO jr
��jr��: (2.79)Vyjádøíme � pomo
í jeho Lepageova ekvivalentu ��jr�� = h{jr�d�+ hd{jr��: (2.80)Pro ka¾dý øez 
 na Y platíjr
��jr�� = js
�{jr�d�+ djs
�{jr��: (2.81)Tento výraz se nazývá první variaèní formule v in�nitezimálním tvaru. Integra
ía vyu¾itím Stokesovy vìty dostanemeZO jr
��jr�� = ZO js
�{jr�d�+ Z�O js
�{jr��: (2.82)Toto je první variaèní formule v integrálním tvaru.Dále se budeme vìnovat me
hani
e, tzn. pøípadu dimX = 1. V takovém pøí-padì zjednodu¹ujeme znaèení následují
ím zpùsobem. Buï (V ;  ),  = (t; y�)�brovaný souøadni
ový systém. Indukovaný souøadni
ový systém na jrY zapi-sujeme jako (Vr;  r),  r = (t; y�0 ; : : : ; y�r ). Kontaktní 1-formy zapisujeme !�k =dy�k � y�k+1dt a úplnou deriva
i znaèíme ddt . Vìnujme se funk
ionálu ak
e�O (
) = ZO jr
��: (2.83)S ka¾dou formou � 2 
r�11 je aso
iován lagrangián � 2 
r1;X pomo
í zobrazení� = h�. De�nujeme Lepageùv ekvivalent � øádu s formy �. Platí:��t;s+1�� h� = ��t;r�� h� (2.84)p1{�d� = 0 (2.85)pro ka¾dé �s;0-vertikální vektorové pole � na jsY . Lze ukázat, ¾e existuje právìjedna forma �. Naví
 s � 2r�1. Druhá podmínka je ekvivalentní tvrzení, ¾e formap1d� je �s+1;0-horizontální.Stejným postupem, jako je uvedeno vý¹e, odvodíme první variaèní formuli v in-�nitezimálním tvaru. Buï � �-projektabilní vektorové pole na Y .�jr�� = �js+1�h� = h�js�� = h{js�d�+ hd{js�� = {js+1�p1d�+hd{js��: (2.86)
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2.6. VARIAÈNÍ POSLOUPNOSTVe 2-formì E� = p1d� (2.87)vystupují
í v prvním sèítan
i první variaèní formule poznáme Eulerovu-Lagrangeovuformu. Stejnì lze získat také první variaèní formuli v integrálním tvaru. Ve �bro-vaném lokálním souøadni
ovém systému (V ;  ),  = (t; y�) dostaneme pro souøad-ni
ová vyjádøení � = Ldt: (2.88)� = Ldt+ r�1Xk=0P k� (L)!�k ; (2.89)kde P k� (L) = r�1�kXj=0 (�1)j djdtj �L�y�k+j+1 : (2.90)a E� = E� (L)!� ^ dt; (2.91)kde E� (L) = rXj=0 (�1)j djdtj �L�y�j : (2.92)2.6 Variaèní posloupnostNásledují
í dvì podkapitoly sledují pøedev¹ím prá
i [2℄. Zobrazení pq : 
rkW 7!
r+1k W de�novaná vztahem (2.47), která jsou mor�zmy abelovský
h grup, pøiro-zeným zpùsobem de�nují mor�zmy svazkù pq : 
rk 7! 
r+1k . Zobrazení znaèímestejnì, jeliko¾ nemù¾e dojít k nedorozumìní. Pro 1 � k � n de�nujeme
rk;
 = ker p0 = kerh (2.93)a pro n+ 1 � k � N , kde N = n+m� n+ rn �je dimenze jrY , de�nujeme 
rk;
 = ker pk�n: (2.94)Symbolem ker znaèíme jádro lineárního zobrazení. Expli
itní zápis forem �, kterénále¾ejí do 
rk;
W následuje � = �J�!�J (2.95)pro k = 1, kde �J� 2 
r0W a jJ j = r � 1.� = !�J ^ �J� + d!�I ^	I� (2.96)
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2.6. VARIAÈNÍ POSLOUPNOSTpro 2 � k � n, kde �J� 2 
rk�1W , jJ j � r � 1 a 	J� 2 
rk�2W , jI j = r � 1� = Xk�n+1�p+s Xp+2s�k !�1J1 ^ : : : ^ !�pJp ^ (2.97)^ d!�1I1 ^ : : : ^ d!�sIs ^ �J1:::JpI1:::Is�1:::�p�1:::�spro n+ 1 � k � N , kde � 2 
rk�p�2sW , jJj j � r � 1 pro 1 � j � p a jIij = r � 1pro 1 � i � s. Dùkazy uvedený
h tvrzení jsou v [3℄ str. 44-49.Oznaème nyní dk : 
rk 7! 
rk+17 mor�zmy svazkù de�nované zobrazením vnìj¹íderiva
e k-forem d : 
rkW 7! 
rk+1Wde�novaný
h naWr � jrY . Obraz svazku 
rk mor�zmem dk oznaèíme symboli
kyd
rk;
. De�nujeme svazky �rk = 
rk;
 (2.98)pro 1 � k � n a �rk = 
rk;
 + d
rk�1;
 (2.99)pro n + 1 � k � N . Na základì výrazu (2.95) zjistíme, ¾e 
rk;
 = f0g prok > M + 2(n� 1), kde M = m� n+ r � 1n �je poèet nezávislý
h 1-forem !�J , 0 � jJ j � r � 1 na jrY . Z toho dále vyplývá, ¾esvazky �rk pro k > M + 2(n� 1) + 1 jsou triviální; platí tedy �rk = f0g.De�nujeme rela
i ekvivalen
e pro �; � 2 
rk následovnì � � �, jestli¾e platí� = � + �, kde � 2 �rk. S odvoláním na [2℄ dostáváme následují
í komutativnídiagram svazkù, v nìm¾ horizontální zobrazení jsou pøirozené inkluze a pøirozenákvo
ientní zobrazení. Podrobnìji se budeme problematikou zaobírat v následují
íkapitole pro dimX = 1.

7V pøede¹lý
h a dal¹í
h podkapitolá
h byla takto oznaèena totální deriva
e, která v tétopodkapitole není u¾ívána, a proto nemù¾e dojít k nedorozumìní.
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2.6. VARIAÈNÍ POSLOUPNOSTVariaèní posloupnost | Diagram 10#R#
r0jd0 & E0#0 ! �r1 ! 
r1 ! 
r1=�r1 ! 0# d1 # d1 # E10 ! �r2 ! 
r2 ! 
r2=�r2 ! 0# d2 # d2 # E20 ! �r3 ! 
r3 ! 
r3=�r3 ! 0# d3 # d3 # E3... ... ...# dk�1 # dk�1 # Ek�10 ! �rk ! 
rk ! 
rk=�rk ! 0# dk # dk # Ek... ... ...# dP�1 # dP�1 # EP�10 ! �rP ! 
rP ! 
rP =�rP ! 0# dP # dP . EP0 ! 
rP+1jdP+1#...jdN�1#
rNjdN#0
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2.7. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVOZOBRAZENÍKvo
ientní posloupnost0 �! R �! 
r0 E0�! 
r1=�r1 E1�! 
r2=�r2 E2�! � � �E2�! � � � EP�1�! 
rP =�rP EP�! 
rP+1 EP+1�! 
rP+2 EP+2�! � � � EN�1�! 
rN EN�! 0 (2.100)de�novaná tímto diagramem se nazývá variaèní posloupnost øádu r na �brovanévarietì (Y ; �;X ).2.7 Eulerovo-Lagrangeovo a Helmholtzovo-SoninovozobrazeníVyu¾ijeme komutativního diagramu 1 z pøed
hozí podkapitoly ke konstruk
i Eulerova-Lagrangeova zobrazení En. Napøed vezmeme obe
nou formu � 2 
rn+1, a upravu-jeme 1-kontaktní èást pullba
kup1 ��s�1;r�� � = rXk=0Aj1:::jk� !�j1:::jk ^ !0; (2.101)kde !0 = dx1^ : : :^dxn a s � r je vhodnì zvolené èíslo, které bude urèeno pozdìji.Dále oznaèíme !j = (�1)j�1dx1 ^ : : : ^ dxj�1 ^ dxj+1 ^ : : : ^ dxna vyu¾ijeme vzor
e (2.50), podle kterého platí!�j1:::jk ^ !0 = �d�!�j1:::jk�1 ^ !jk� : (2.102)Formu (2.101) postupnì upravíme na tvarrPk=0�(�1)kdj1 : : : djkAj1:::jk� !� ^ !0 � d�Aj1:::jk� !�j1:::jk�1 ^ !jk�++�Aj1:::jk��y�0I0 !�0I0 ^ !�j1:::jk�1 ^ !jk++ k�1Pl=1(�1)l�1hd�djk�l+1 : : : djkAj1:::jk� !�j1:::�k�l�1 ^ !0��� ��y�lIl �djk�l+1 : : : djkAj1:::jk� �!�lIl ^ !�j1:::�k�l�1 ^ !k�li� (2.103)Na øádu s mù¾eme tedy s odvoláním na de�ni
i ekvivalen
e psátp1 ��s�1;r�� � � rXk=0(�1)kdj1 : : : djkAj1:::jk� !� ^ !0 (2.104)Zajímá nás situa
e, kdy � = d�, kde� = L!0 (2.105)
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2.7. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVOZOBRAZENÍje lagrangián. Potom platí, ¾ep1d� = �L�y�j1:::jk !�j1:::jk ^ !0 (2.106)a p1 ��s�1;r�� d� � rXk=0(�1)kdj1 : : : djk �L�y�j1:::jk !� ^ !0: (2.107)Zbývá urèit øád s variaèní posloupnosti. Z de�ni
e úplné deriva
e je zøejmé, ¾ezvedá øád funk
e o jednièku. Nejvy¹¹í s pøipadají
í v úvahu je zøejmì s = 2r. Tímje souøadni
ová reprezenta
e Eulerova-Lagrangeova zobrazení zkonstruována.V dal¹ím de�nujeme Helmholtzovo-Soninovo zobrazení pøíslu¹né formì � =��!� ^ !0 de�nované na øádu s. Nejdøíve se zabývejme pøípadem s = 1.d� � 12 � ����y� � ����y��!�^!�^!0+12 ����y�k !�k^!�^!0� 12 ����y�k !�^!�k^!0 (2.108)Poslední sumand dále upravujeme. Vyu¾ijeme vztahud (f!� ^ !� ^ !k) = df ^ !� ^ !� ^ !k � f!� ^ !�k ^ !0 � f!� ^ !�k ^ !0 (2.109)Z tohoto vztahu dále plyne, ¾ef!� ^ !�k ^ !0 � �f!� ^ !�k ^ !0 � dkf!� ^ !� ^ !0 (2.110)pro ka¾dou funk
i f de�novanou na j1Y . Polo¾íme f = � 12 ����y�k . Koneèný výsledekdostaneme ve tvarud� � 12 �� ����y� � ����y��� ����y�k �!� ^ !� ^ !0 + 12 �����y�k + ����y�k �!�k ^ !� ^ !0:(2.111)Pøedpokládejme, ¾e platí obe
nìd� � 12 sXi=0 " ����y�j1:::ji � (�1)i ����y�j1:::ji� (2.112)� sXk=i+1 (�1)k � ki � dji+1 : : : djk ����y�j1:::jk #!�j1:::ji ^ !� ^ !0Doká¾eme vztah úplnou induk
í vzhledem k s. Je tedy potøeba upravovat výraz����y�j1:::js+1 !�j1:::js+1 ^ !� ^ !0; (2.113)který rozdìlíme na poloviny jako pro pøípad s = 1. Opìt jako v pøípadì s = 1budeme upravovat výraz typuf!�js+1:::js�l+2 ^ !�j1:::js�l+1 ^ !0 � �f!�js+1:::js�l+1 ^ !�j1:::js�l ^ !0 �� djs�l+1f!�js+1:::js�l+2 ^ !�j1:::js�l ^ !0 (2.114)
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2.7. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVOZOBRAZENÍFunk
e f zastupují výrazy �12 ����y�j1:::js+1pro l = 0. Je ji¾ vidìt, ¾e po s-násobném zopakování úpravy, kdy rekurentnì po-u¾ijeme vzore
 (2.114), dostaneme právì 
hybìjí
í èleny ve formì (2.112). Tím jeproblém konstruk
e Helmholtzova-Soninova zobrazení uzavøen. Jak vyplývá z dia-gramu 1, musí se Helmholtzova-Soninova forma na formá
h � = ��!�^!0 vzniklý
hEulerovým-Lagrangeovým zobrazením z lagrangiánu � = L!0 anulovat.
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Kapitola 3Variaèní posloupnostv me
hani
e3.1 Souøadni
ová vyjádøení diferen
iální
h foremNe
h» (V ;  );  = (t; y�); 1 � � � m je souøadni
ový systém na �brované va-rietì Y , (U ; �);U = �(V); � = (t) aso
iovaný systém na bázi X a (Vr;  r);Vr =��r;0��1 (V),  r = (t; y�0 ; : : : ; y�r ) aso
iovaný �brovaný systém na jrY . Mìjme dálediferen
iální formu � 2 
rk. Její obe
né vyjádøení v bázi souøadni
ový
h 1-foremdy�k a dt je� = 1(k � 1)!Aj1:::jk�1�1:::�k�1dy�1j1 ^ : : :^ dy�k�1jk�1 ^ dt+ 1k!Bj1:::jk�1:::�kdy�1j1 ^ : : :^ dy�kjk ; (3.1)kde koe�
ienty Aj1:::jk�1�1:::�k�1 resp. Bj1:::jk�1:::�k jsou antisymetri
ké v multiindexe
h �jq�q�,kde 1 � q � k�1 resp. 1 � q � k. Existuje jednoznaèný rozklad formy ��r+1;r�� �na (k � 1)-kontaktní a k-kontaktní èást.��r+1;r�� � = pk�1�+ pk� (3.2)pk�1� = 1(k � 1)! �Aj1:::jk�1�1:::�k�1 +Bj1:::jk�1:::�ky�kjk+1�!�1j1 ^ : : : ^ !�k�1jk�1 ^ dt= P j1:::jk�1�1 :::�k�1!�1j1 ^ : : : ^ !�k�1jk�1 ^ dt (3.3)pk� = 1k!Bj1:::jk�1:::�k!�1j1 ^ : : : ^ !�kjk (3.4)kde !�k = dy�k � y�k+1dt znaèíme bázovou kontaktní 1-formu. Je zøejmé, ¾e koe�
i-enty P j1:::jk�1�1:::�k�1 jsou rovnì¾ antisymetri
ké ve v¹e
h multiindexe
h. Pøe¹li jsme tedy
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3.1. SOUØADNICOVÁ VYJÁDØENÍ DIFERENCIÁLNÍCH FOREMk bázi tvoøené 1-formami !�j , 0 � j � r a dt. V¹e
hny úvahy pro formu vyjádøenouv tomto tvaru je nutno provádìt na (r+1)-ním øádu. Je vhodné zavést je¹tì dal¹ívyjádøení, které je jistým kompromisem mezi pøede¹lými volbami bází, a spoèívána tom, ¾e souøadni
ové 1-formy dy�j nahradíme kontaktními 1-formami !�j , alepouze pro 0 � j � r � 1. Na r-tém øádu pone
háme bázovou 1-formu dy�r . Totovyjádøení formy � se zdá být z hlediska dal¹í aplika
e pøi výpoètu reprezentantùnejvýhodnìj¹í. V bázi forem (dt; !�j ; dy�r ), 0 � j � r � 1 lze k-formu � zapsatnásledovnì:� = 1(k � 1)! k�1Xp=0� k � 1p �Ar:::rjp+1:::jk�1�1:::�p�p+1:::�k�1dy�1r ^ : : : ^ dy�pr ^ !�p+1jp+1 ^ : : :: : : ^!�k�1jk�1 ^ dt+ (3.5)+ 1k! kXp=0� kp �Br:::rjp+1:::jk�1:::�p�p+1:::�kdy�1r ^ : : : ^ dy�pr ^ !�p+1jp+1 ^ : : : ^ !�kjk ;kde koe�
ienty Aj1:::jk�1�1:::�k�1 resp. Bj1:::jk�1:::�k jsou funk
emi v¾dy na r-tém øádu. Koe�
i-enty jsou antisymetri
ké jak v multiindexe
h � r�q �, 1 � q � p, kde 1 � p � k�1,resp. 1 � p � k, tak v multiindexe
h � jq�q �, p+1 � q � k�1 resp. p+1 � q � k,kde 0 � p � k� 1 resp. 0 � p � k. Pak ��r+1;r�� � = pk�1�+ pk�. Pro koe�
ienty(k � 1)-kontaktní slo¾ky k-formy � potom platí vztah:pk�1� = P j1:::jk�1�1:::�k�1!�1j1 ^ : : : ^ !�k�1jk�1 ^ dt (3.6)= 1(k � 1)! �Aj1:::jk�1�1:::�k�1 + Bj1:::jk�1r�1:::�k�1�ky�kr+1�asym !�1j1 ^ : : : ^ !�k�1jk�1 ^ dt;kde 0 � j1; : : : ; jk�1 � r a index asym znaèí antisymetriza
i ve zbývají
í
h mul-tiindexe
h, tj. � r�q� a �jt�t�, 0 � jt � r�1, 1 � q � p, p+1 � t � k. Pro k-kontaktníslo¾ku antisymetri
ké k-formy � potom platí vztah:pk� = 1k!Bj1:::jk�1:::�k!�1�1 ^ : : : ^ !�kjk (3.7)Porovnáním s (3.3) získáme vztahy mezi koe�
ienty obou vyjádøení:Ar:::rjp+1:::jk�1�1:::�p�p+1:::�k�1 = Ar:::rjp+1:::jk�1�1:::�p�p+1:::�k�1 +Br:::rjp+1:::jk�1:::�p�p+1:::�ky�kjk+1; (3.8)kde 0 � jp+1; : : : ; jk � r � 1 a 0 � p � k � 1.Br:::rjp+1:::jk�1:::�p�p+1:::�k = Br:::rjp+1:::jk�1:::�p�p+1:::�k ; (3.9)kde 0 � jp+1; : : : ; jk � r � 1 a 0 � p � k. Inverzní vztahy mezi mezi koe�
ientyzískáme vyøe¹ením rovni
 (3.8), (3.9).Br:::rjp+1:::jk�1:::�p�p+1:::�k = Br:::rjp+1:::jk�1:::�p�p+1:::�k (3.10)Ar:::rjp+1:::jk�1�1:::�p�p+1:::�k�1 = Ar:::rjp+1:::jk�1�1:::�p�p+1:::�k�1 � Br:::rjp+1:::jk�1:::�p�p+1:::�ky�kjk+1; (3.11)
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3.2. REPREZENTACE VARIAÈNÍ POSLOUPNOSTIObory hodnot indexù jsou uvedeny vý¹e.3.2 Reprezenta
e variaèní posloupnostiNyní de�nujeme tøídy forem na 
rk. K tomu zavedeme rela
i ekvivalen
e na 
rk.De�ni
e ekvivalen
e forem na 
rk Ne
h» �; � 2 
rk. Øíkáme, ¾e formy � a � jsouekvivalentní a pí¹eme � � �, právì kdy¾ rozdíl ��� 2 �rk, kde �rk = 
rk;
+d
rk�1;
je podgrupou abelovské grupy 
rk. Tedy slovy, je-li rozdíl forem � a � souètem k-kontaktní k-formy a vnìj¹í deriva
e (k�1)-kontaktní (k�1)-formy na r-tém øádu.�� � = � + d� � 2 
rk;
; � 2 
rk�1;
 (3.12)� = P j1:::jk�1:::�k!�1j1 ^ : : : ^ !�kjk ; (3.13)kde 0 � jq � r � 1, 1 � q � k.� = Qj1:::jk�1�1:::�k�1!�1j1 ^ : : : ^ !�k�1jk�1 ; (3.14)kde 0 � jq � r � 1, 1 � q � k � 1. Koe�
ienty P j1:::jk�1:::�k a Qj1:::jk�1�1:::�k�1 jsou úplnìantisymetri
ké v multiinedexe
h a jsou funk
emi na jrY .Faktorovou grupou grupy 
rk vzhledem k její (normální) podgrupì �rk oznaème
rk=�rk.Tøída generovaná formou �: [�℄ = f� 2 
rkj � � �gReprezentant [�℄: libovolná forma � 2 [�℄Faktoriza
e: F rk : 
rk 3 � 7! F rk (�) = [�℄ 2 
rk=�rkReprezenta
e faktorové grupy 
rk=�rk: Jedná se o ka¾dé zobrazení, které pøiøazujetøídì nìkterého jejího reprezentanta �rk : 
rk=�rk 3 [�℄ 7! (�)0 2 
rk. Je vidìt,¾e reprezenta
í faktorové grupy je nekoneènì mnoho. V¹e
hny reprezenta
e jsouinjektivní, je tedy mo¾ný pøe
hod od reprezentanta zpìt ke tøídì.
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3.2. REPREZENTACE VARIAÈNÍ POSLOUPNOSTIZobe
nìná de�ni
e ekvivalen
e forem na 
rkNe
h» � 2 
rk a � 2 
sk. Øekneme, ¾e � a � jsou ekvivalentní v zobe
nìném smyslu,jestli¾e existuje t � r; s tak, ¾e (�t;r)��� (�t;s)�� 2 �tk. Jistì platí, ¾e jsou-li � a �ekvivalentní, jsou ekvivalentní také v zobe
nìném smyslu. Opaèné tvrzení neplatí.Ne
h» v¹ak jsou � 2 
rk a � 2 
sk formy ekvivalentní v zobe
nìném smyslu ane
h» q 2 N je nejmen¹í takové èíslo, ¾e forma � je �r;q-projektabilní a forma �je �s;q-projektabilní. Pak formy (�r;q)� � a (�s;q)� � jsou ekvivalentní v obvyklémsmyslu.Volba vhodné reprezenta
e tøíd forem na 
rk=�rkPro dané r hledáme takovou reprezenta
i �tk, pøi ní¾ reprezentanti �tk ([(�t;r)��℄),kde � 2 
rk je libovolná forma, mají standardní fyzikální interpreta
i, tzn. repre-zentanti vnìj¹í
h deriva
í 0-forem �t1 ([(�t;r)�d�℄) jsou triviální lagrangiány, re-prezentanti vnìj¹í
h deriva
í 1-forem �t2 ([(�t;r)�d�℄) Eulerovy-Lagrangeovy formya reprezentanti vnìj¹í
h deriva
í 2-forem �t3 ([(�t;r)�d�℄) Helmholtzovy-Soninovyformy. Dále je po¾adováno globální zadání reprezentantù. Tím míníme následu-jí
í vlastnost: Buïte (U ;�) a (V ;	) dva souøadni
ové systémy na Y a (Us;�s)a (Vs;	s) s nimi aso
iované systémy na JsY . Po¾adujme, aby na Us \ Vs bylasouøadni
ová vyjádøení reprezentanta tøídy [�℄ získaná v obou systéme
h svázánaobvyklými transformaèními vztahy. Pøi s
hemati
kém oznaèení transforma
e sou-øadni
 T�!	 musí tedy platit:T�!	 ��tk �h��t;r�� �i�� = �tk �h��t;r�� T�!	 (�)i� : (3.15)Uvedeme dùle¾itou pomù
ku pøi hledání reprezentantù. K tomu uva¾me následují
ídiagram, slou¾í
í k de�ni
i kvo
ientního zobrazení Qr;r+1k :
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3.2. REPREZENTACE VARIAÈNÍ POSLOUPNOSTIKvo
ientní zobrazení | Diagram 10 0# #�rk (�r+1;r)��! �r+1kj j{rk {r+1k# #
rk (�r+1;r)��! 
r+1kj jF rk F r+1k# #
rk=�rk Qr;r+1k�! 
r+1k =�r+1k# #0 0kde zobrazení {rk, {r+1k jsou kanoni
ké injek
e a faktoriza
e F rk a F r+1k jsou zobra-zení de�novaná vý¹e. Kvo
ientní zobrazení de�nujeme podmínkou komuta
e vý¹euvedeného diagramu. Musí tedy platit:Qr;r+1k Æ F rk = F r+1k Æ ��r+1;r�� (3.16)V dal¹ím uvedeme dùle¾itou vìtu, která zaruèuje s
hùdnost postupu konstruk
ereprezentantù zvy¹ováním øádu formy �.Vìta 1: Kvo
ientní zobrazení Qr;r+1k : 
rk=�rk 7! 
r+1k =�r+1k je injektivní.Dùkaz: Dokázat injektivitu znamená dokázat, ¾e pro rùzné vzory dostaneme rùzné obrazynebo ekvivalentnì, jsou-li toto¾né dva libovolné obrazy, pak jsou toto¾né i jim pøíslu¹névzory. Proto¾e naví
 Qr;r+1k je lineární, staèí dokázatQr;r+1k ([�℄) = 0
r+1k =�r+1k ) [�℄ = 0
rk=�rk (3.17)Ne
h» platí pøedpoklad, tj. Qr;r+1k ([�℄) = 0
r+1k =�r+1k = �r+1k a zvolme � 2 [�℄ 2 
rk=�rklibovolnì. Forma (�r+1;r)�� je tedy �r+1;r-projektabilní. K dùkazu pravdivosti implika
etedy postaèuje ukázat, ¾e � 2 0
rk=�rk = �rk. Formu ��r+1;r�� � pøedpokládejme ve tvaru��r+1;r�� � = �0 + d�0 �0 2 
r+1k;
 ; �0 2 
r+1k�1;
 (3.18)Doká¾eme, ¾e formy �0 a �0 jsou �r+1;r-projektabilní. Platí, ¾ed�0 = d �(�r+1;r)��� = pkd�+ pk+1d�; (3.19)kde �0 = 1k!Aj1:::jk�1:::�k!�1j1 ^ : : : ^ !�kjk ; (3.20)
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3.2. REPREZENTACE VARIAÈNÍ POSLOUPNOSTIkde 0 � j1; : : : ; jk � r a Aj1:::jk�1:::�k 2 
r+10 . Z �r+1;r-projektability formy ��r+1;r�� � plynei �r+1;r-projektabilita formy d�0. Pøímým dosazením dostanemepkd�0 = (�r+2;r+1)�pkd� (3.21)a pk+1d�0 = (�r+2;r+1)�pk+1d�: (3.22)Z vyjádøení (3.20) plyne:pk+1d�0 = 1k!p1 �dAj1:::jk�1:::�k�^!�1j1 ^: : :^!�kjk = 1k! r+1Xl=0 �Aj1:::jk�1:::�k�y�l !�l ^!�1j1 ^: : :^!�kjk (3.23)pk+1d�0 je �r+2;r+1-projektabilní (dokon
e dekompozibilní na jr+1Y). Proto nesmí výraz(3.23) obsahovat èleny s !�r+1: �Aj1:::jk�1:::�k�y�r+1 = 0; (3.24)tzn., ¾e koe�
ienty Aj1:::jk�1:::jk jsou funk
emi na jrY. Nyní vyjádøeme formu d�0 v jinémtvaru: �0 = 1k!Aj1:::jk�1:::�k(dy�1j1 � y�1j1+1dt) ^ : : : ^ �dy�kjk � y�kjk+1dt� ; (3.25)z toho d�0 = 1k!dAj1:::jk�1:::�k ^ dy�1j1 ^ : : : ^ dy�kjk � 1(k � 1)! �dAj1:::jk�1:::�ky�kjk+1+ (3.26)+ Aj1:::jk�1:::�kdy�kjk+1� ^ dy�1j1 ^ : : : ^ dy�k�1jk�1 ^ dtVzhledem k (3.24) jsou èleny obsahují
í dAj1:::jk�1:::�k �r+1;r-projektabilní. Aby byla d�0�r+1;r projektabilní, musí tedy platit, ¾e Aj1:::jk�1r�1:::�k�1�k = 0. U¾itím úplné antisymetriekoe�
ientù Aj1:::jk�1:::�k pak dostávámeAj1:::jk�1:::�k = 0, js = r; (3.27)alespoò pro jeden index s, 1 � s � k. Forma �0 je tedy �r+1;r-projektabilní. Z linearityprojek
e �r+1;r automati
ky plyne projektabilita d�0. Stejná argumenta
e jako v pøípadìformy �0 pak vede k závìru, ¾e i forma �0 je �r+1;r-projektabilní. Celkovì tedy platí, ¾e� 2 �rk.Poznámka 1: Touto vìtou je samozøejmì zaruèena také injektivita kvo
ientní
hzobrazeníQr;tk : 
rk=�rk 7! 
tk=�tk, kde t > r, proto¾eQr;tk je kompozi
í injektivní
hzobrazení Qr;tk = Qt�1;t Æ � � � Æ Qr;r+1k . Kompozi
í injektivní
h zobrazení získámeopìt injektivní zobrazení.Injektivitou kvo
ientního zobrazení Qr;tk je zaruèena mo¾nost hledání reprezen-tanta na vy¹¹ím øádu pomo
í odèítání forem le¾í
í
h v �tk od dané formy, proto¾eje zaruèena existen
e inverzního zobrazení �Qr;tk ��1 de�novaného na mno¾inì tøídQr;tk (
rk=�rk). 36



3.2. REPREZENTACE VARIAÈNÍ POSLOUPNOSTIZobe
nìná reprezenta
e faktorové grupy 
rk=�rkZobe
nìnou reprezenta
í faktorové grupy 
rk=�rk nazveme ka¾dé zobrazení �r;tk :
rk=�rk 7! 
tk tvaru �r;tk = �tk Æ Qr;tk , kde �tk : 
tk=�tk 3 [�℄ 7! �0 2 
tk je jistáreprezenta
e faktorové grupy 
tk=�tk. Proto¾e �tk je injektivní a Qr;tk je také injek-tivní, je injektivní také jeji
h kompozi
e �r;tk , tak¾e je zaruèena mo¾nost rekon-struk
e tøídy z reprezentanta. Pro prakti
kou konstruk
i reprezentanta vyu¾ijemezobrazení F r;tk = �r;tk Æ F rk = �tk ÆQr;tk Æ F rk = �tk Æ F tk Æ ��t;r�� : (3.28)De�nièní obory a obory hodnot v¹e
h zobrazení jsou patrny z Diagramu 20 0# #�rk (�t;r)��! �tkj j{rk {tk# #
rk (�t;r)��! 
tkj jF rk �r;tk F tk �tk# #
rk=�rk Qr;tk�! 
tk=�tk# #0 0Zobrazení provedená pøeru¹ovanými èarami s ostatními nekomutují. Samozøejmì,¾e konkrétní tvar F r;tk i �r;tk závisí na výbìru �tk.
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMReprezenta
e variaèní posloupnostiUva¾me následují
í dva sloup
e diagramu0 0# #� � � dk�1! �rk dk! �rk+1 dk+1! � � �# #� � � dk�1! 
rk dk! 
rk+1 dk+1! � � �j jF rk F rk+1# #� � � Ek�1! 
rk=�rk Ek! 
rk+1=�rk Ek+1! � � �# #0 0a de�nujme posloupnost zobrazení Erk : 
rk=�rk 7! 
rk+1=�rk+1 po¾adavkem, abydiagramy komutovaly. Následují
í rovni
e slou¾í tedy jako de�ni
e prvkù posloup-nosti zobrazení. Erk Æ F rk = F rk+1 Æ dk (3.29)Strukturu variaèní posloupnosti pøeneseme na reprezentanty tøíd forem, kteøí bylide�nováni vý¹e. Uva¾me následují
í diagram:� � � Ek�1! 
rk=�rk Ek! 
rk+1=�rk+1 Ek+1! � � �j j�r;tk �r;tk+1# #� � � Er;tk�1! 
tk Er;tk! 
tk+1 Er;tk+1! � � �Reprezenta
e jednotlivý
h zobrazení variaèní posloupnosti Er;tk aso
iovaná s re-prezenta
í faktorový
h grup �r;tk : 
rk=�rk 7! 
tk, kde 1 � k � m(r + 1) + 1(m = dimY � 1) je opìt de�nována po¾adavkem na komuta
i pøíslu¹ného dia-gramu: Er;tk Æ �r;tk = �r;tk+1 ÆErk (3.30)3.3 Konstruk
e reprezentantù tøíd diferen
iální
hforemV me
hani
e mají fyzikální význam zøejmì pouze první tøi sloup
e variaèní po-sloupnosti, a proto je tøeba jim vìnovat zvý¹enou pozornost. V dal¹ím se budeme
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMpodrobnì zabývat konstruk
í reprezentantù tøíd 1, 2 a 3-forem a dále uká¾eme po-stup pøi rekonstruk
i tøídy pøíslu¹né reprezentantovi. V této podkapitole je vyu¾itonìkterý
h výsledkù z prá
e [11℄.Konstruk
e reprezentanta pro tøídu 1-forem 
r1=�r1Ne
h» � 2 
r1 je 1-forma. 1-formu � rozlo¾íme na horizontální a kontaktní èást(�r+1;r)�� = h�+ p1�; (3.31)pøièem¾ p1� 2 
r+1
;1 = �r+11 .Podle zobe
nìné de�ni
e ekvivalen
e z pøed
hozíkapitoly platí � � h�: (3.32)De�nujeme tedy zobrazeníF r1 : 
r1 3 � 7! �0 � F r1 (�) = h� 2 
r+11 : (3.33)Musí platit následují
í tvrzení: �0 = 0, � 2 �r1; (3.34)tzn., ¾e podgrupa �r1 je jádrem zobrazení F r1 . Dùkaz tohoto tvrzení plyne z vlast-ností horizontaliza
e h (kapitola 2.3.).Dále je tøeba prakti
ky provést rekonstruk
i tøídy. Teoreti
ká proveditelnost tohotozámìru byla prokázána vý¹e. Pøedpokládejme formu � ve tvaru� = A dt+ r�1Xj=1Bj�!�j +Br�dy�r ; (3.35)kde A;Bj� 2 
r0 0 � j � r. Po provedení horizontaliza
eh� = �A+Br�y�r+1� dt: (3.36)Obe
ný reprezentant 1-formy na 
r1 je horizontální 1-forma na 
r+11 , její¾ koe�
ientje lineární funk
í promìnné y�r+1. Ka¾dá forma tvaru�0 = �A+ Br+1� y�r+1� dt; (3.37)kde A;Br+1� 2 
r+10 , je tedy reprezentantem tøídy forem[�℄ = Adt+ Br+1� dy�r +�r1: (3.38)Tím je problém konstruk
e reprezentanta tøídy na 
r1=�r1 vyøe¹en.
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMKonstruk
e reprezentanta pro tøídu 2-forem 
r2=�r2Vezmìme obe
nou 2-formu � 2 
r2.� = r�1Xj=0Aj�!�j ^dt+Ar�dy�r ^dt+12 r�1Xj;k=0Bjk��!�j ^!�k+r�1Xj=0Bjr��!�j ^dy�r+12Brr��dy�r ^dy�r ;(3.39)kde Bjk�� = �Bkj�� , pro 0 � j; k � r. Pøi konstruk
i reprezentanta �0 se neuplatníjejí 2-kontaktní èást. Pøesnìji(�r+1;r)�� = p1�+ 2
r2;
z}|{p2� ) � � p1� (3.40)Vyjádøení 1-kontaktní èásti formy �p1� = rXj=0 P j�!�j ^ dt; (3.41)kde P j� = Aj� +Bjr��y�r+1 (3.42)Hledejme nyní formu � 2 
s1;
 tak, aby forma (�s;r+1)�p1� � d� splòovala vý¹euvedené po¾adavky kladené na reprezentanta. Souøadni
ovì vyjádøíme formu �� = s�1Xj=0Qj�!�j ; (3.43)kde Q�j 2 
s0, a její vnìj¹í deriva
id� = s�1Xj=0 d �Qj�!�j � (3.44)(�s+1;s)�d� = � s�1Xj=0�dQj�dt !�j ^ dt+Qj�!�j+1 ^ dt�+ p2d�; (3.45)proto¾e platí, ¾e (�s+1;s)�d!�j = �!�j+1 ^ dt (3.46)Reprezentanta �0 budeme hledat ve tvaru�0 = (�s+1;r+1)�p1�� p1d�: (3.47)
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMPo rozepsání do souøadni
ového vyjádøení dostaneme�0 = �P 0� + dQ0�dt �!�0 ^ dt+ rXj=1�P j� + dQj�dt +Qj�1� �!�j ^ dt+ (3.48)+ s�1Xj=r+1�dQj�dt +Qj�1� �!�j ^ dt+Qs�1� !�s ^ dt:Nyní budeme postupnì uplatòovat podmínky, je¾ musí reprezentant splòovat, aomezovat svobodu volby koe�
ientù Qj�, kde 0 � j � s� 1, tak dlouho, a¾ budouurèeny jednoznaènì pomo
í P j� , kde 0 � j � r. Reprezentant formy � 2 �r2 musíbýt identi
ky nulový. Z toho po dosazení vyplývají rovni
eQs�1� = 0; dQj�dt +Qj�1� = 0; r + 1 � j � s� 1: (3.49)Odtud je vidìt, ¾e koe�
ienty Qj� se tedy budou identi
ky rovnat nule pror � j � s� 1:Obe
nou formu � tedy budeme reprezentovat ve tvaru�0 = �P 0� + dQ0�dt �!�0 ^ dt+ r�1Xj=1�P j� + dQj�dt +Qj�1� �!�j ^ dt+ (3.50)+ �P r� +Qr�1� �!�r ^ dt:Aby tato forma mìla tvar Eulerovy-Lagrangeovy formy, musí být v¹e
hny koe�
i-enty u bázový
h forem rovny nule a¾ na koe�
ient u !�0 ^dt. To vede k následují
ímrovni
ím: P r� +Qr�1� = 0 (3.51)P j� + dQj�dt +Qj�1� = 0 (3.52)1 � j � r � 1Tyto rovni
e mají øe¹eníQi� = r�i�1Xk=0 (�1)k+1 dkP i+k+1�dtk 0 � i � r � 1: (3.53)Mù¾eme tedy vyjádøit koe�
ient Q0�. Pro výsledný tvar reprezentanta dostaneme�0 = �P 0� + dQ0�dt �!�0 ^ dt =  rXk=0(�1)k dkP k�dtk !!�0 ^ dt: (3.54)
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMNyní doká¾eme, ¾e skuteènì platí �0 = 0 , � 2 �rk. Staèí dokázat implika
izleva doprava. Opaènou èást tvrzení doká¾eme triviálnì dosazením. Pøedpoklá-dejme tedy, ¾e pro jistou 2-formu � 2 
r2 platí, ¾e �0 � 0. Potom pro koe�
ientyformy p1� = rXj=0 P j�!�j ^ dt (3.55)musí platit následují
í rovnost rXl=0(�1)l dlP l�dtl = 0: (3.56)Pøitom P j� 2 
r+10 . Z pøede¹lé rovni
e vyjádøíme P 0�P 0� = � ddt rXl=1(�1)l dl�1P l�dtl�1 : (3.57)Je zøejmé, ¾e výraz urèený v pøed
hozím vztahu sumou za úplnou deriva
í je funk
ína 
r0. Nyní postupnì dosazujeme:(�r+1;r)�� = p1�+ p2� (3.58)= rXj=1 P j�!�j ^ dt� ddt  rXl=1(�1)l dl�1P l�dtl�1 !!�0 ^ dt+ p2� = (3.59)= rXj=1 P j�!�j ^ dt+ (�r+1;r)�d rXl=1(�1)l dl�1P l�dtl�1 !�0!+ (3.60)+ rXk=0 ��y�k  rXl=1(�1)l dl�1P l�dtl�1 !!�0 ^ !�k + rXl=1(�1)l dl�1P l�dtl�1 !�1 ^ dt+ p2�:U prvního a pøedposledního èlene se první sèítan
e v sumá
h vyru¹í a je mo¾noopìt vytknout jednu úplnou deriva
i a vzniklý výraz opìt upravit na vnìj¹í deriva
i1-formy. Tímto postupem dostaneme po (r � 1) kro
í
h(�r+1;r)�� = � rXs=1(�1)s���r+1;r�� d rXl=s (�1)l dl�sP l�dtl�s| {z }2
r0 !�s�1++ ��y�k �(�1)l dl�sP l�dtl�s !�s�1�!�s�1 ^ !�k�+ p2�: (3.61)Ka¾dému kroku odpovídá jedna hodnota sèíta
ího indexu s. Výsledný výraz mánásledují
í strukturu (�r+1;r)�� = (�r+1;r)�d�1 + �2; (3.62)kde �1 2 
r1;
 a �2 2 
r+12;
 . Z toho plyne, ¾e také �2 je �r+1;r projektabilní podlevìty 1 uvedené v této kapitole. Tím bylo dokázáno, ¾e opravdu � 2 �r2.
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMProblém rekonstruk
e tøídy [�℄ 2 
r2=�r2 pøi znalosti reprezentanta �0.Nyní øe¹íme následují
í problém: Ne
h» �0 = F�!�0 ^ dt 2 
s2, kde s � 2r + 1.Stanovíme podmínky nutné a postaèují
í, kladené na funk
e F� 2 
s2, aby forma�0 byla reprezentantem jisté tøídy forem [�℄ 2 
r2=�r2 a urèíme tuto tøídu nazákladì znalosti funk
í F� . Formu � 2 
r2 pøedpokládáme ve tvaru� = r�1Xj=0Aj�!�j ^dt+Ar�y�r^dt+12 r�1Xj;k=0Bjk��!�j ^!�k+r�1Xj=0Bjr��!�j ^dy�r+12Brr��dy�r ^dy�r(3.63)a obvyklými antisymetriemi koe�
ientù. Její 1-kontaktní èást na (r+1)-ním øádudostaneme jako p1� = rXj=0 �Aj� +Bjr��y�r+1�!�j ^ dt: (3.64)Aby forma �0 = F�!�0 ^ dt; (3.65)byla reprezentantem tøídy [�℄, musí platitF� = rXj=0(�1)j djdtj �Aj� +Bjr��y�r+1� : (3.66)Jak Aj� , tak Bjk�� jsou funk
emi na 
r0. Provedením úplný
h deriva
í vyjádøímefunk
i F� jako polynom v promìnný
h y�l , kde r + 1 � l � s, s koe�
ienty z 
r0.Úplnou deriva
i zapí¹eme následují
ím zpùsobemdXdt = �X�t + r�1Xl=0 �X�y�l y�l+1 + �X�y�r y�r+1= d0Xdt + �X�y�r y�r+1; (3.67)kde d0dt je tzv. neúplná deriva
e na jrY . DostanemeF� = �� + �(r+1)�� y�r+1 + � � �+ �(2r+1)�� y�2r+1 + (3.68)+ r+1Xq=2 Xj1+:::+jq�r X1�j1;:::;jq�r 
j1:::jq��1:::�qy�1r+j1 : : : y�qr+jq ;Ukazuje se, ¾e k rekonstruk
i tøídy postaèují koe�
ienty �� a �(r+1+j)�� , kde 0 �j � r, tedy jinými slovy lineární èást polynomu (3.68). Ostatní (nelineární) èleny
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMpolynomu jsou vyjádøitelné pomo
í èlenù lineární
h. Tvar rekonstruované tøídy jenásledují
í:[�℄ = ��!�0 ^ dt+ r�1Xj=0Qjr��!�j ^ dy�r + 12Qrr��dy�r ^ dy�r + �r2; (3.69)kde �r2 probíhá mno¾inu �r2 a pro koe�
ienty Qjr�� , 0 � j � r, platíQjr�� = rXk=j � kj � (�1)k d0k�jdtk�j �(r+1+k)�� (3.70)Vztahy (3.69) a (3.70) provìøíme dosazením do výrazu pro výpoèet reprezentanta.F� = �� + rXj=0(�1)j djdtj �Qjr��y�r+1�| {z }G� (3.71)Dále upravujme G� .G� = rXj=0 jXk=0 rXl=j (�1)j(�1)l� jk �� lj �� dj�kdtj�k d0l�jdtl�j �(r+1+l)�� � y�r+1+k;(3.72)pøièem¾ pøi úpravì výrazu bylo pou¾ito vzor
e (dùkaz lze snadno provést napø.induk
í vzhledem k j) djdtj (X � Y ) = jXq=0� jq � dqXdtq dj�qYdtj�q : (3.73)V dal¹ím rozepí¹eme dj�kdtj�k následují
ím zpùsobemdqXdtq = d0qXdtq + ( dal¹í èleny obsahují
í promìnné y�r+1+j ) (3.74)Pro koe�
ienty G� lineární v y�r+1+j dostanemeG(lin.)� = rXj=0 jXk=0 rXl=j (�1)j(�1)l� jk �� lj �� d0j�kdtj�k d0l�jdtl�j �(r+1+l)�� � y�r+1+k;(3.75)
o¾ se po vyu¾ití vztahulXj=k(�1)j � jk �� lj � = � 0 l 6= k(�1)k l = k (3.76)
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMzjednodu¹í na tvar G(lin.)� = rXj=0 �(r+1+j)�� y�r+1+j ; (3.77)kde vzhledem k antisymetrii Qrr�� musíme po¾adovat �(2r+1)�� = ��(2r+1)�� . Vyjád-øení ostatní
h (nelineární
h) èlenù výrazuG� není z hlediska rekonstruk
e tøídy [�℄z reprezentanta �0 podstatné. Toto vyjádøení je ov¹em podstatné pro rozpoznáníreprezentanta z výrazù typu (3.68). Aby toti¾ forma F�!�0 ^dt byla rerezentantem,musí mít polynom (3.68) u vy¹¹í
h mo
nin y�r+1+j takové koe�
ienty, aby splòovalvztahy (3.70) a (3.69). Vyjádøíme obe
nì úplné deriva
e dqdtqX pomo
í neúplný
hderiva
í. Vzhledem k tomu, ¾e G� je polynomem v promìnný
h y�r+j , mù¾emezpìtnì obdr¾et koe�
ienty jeho èlenù s-tého øádu s-násobným derivovaním podlepromìnný
h y�r+j .�s��sr+js : : : ��1r+j1 �dlXdtl � = lXk1=0 k1Xk2=0 : : : ks�1Xks=0� lk1 �� k1k2 � : : : (3.78): : :� ks�1ks � dksdtks " �sX�y�sr+js+ks�ks�1 : : : ��2r+j2+k2�k1��1r+j1+k1�l#Mù¾eme provést suma
i1 pøes v¹e
hna kp = 0 : : : l, kde 1 � p � s. Pokud má býtvýraz koe�
ientem u èlenu øádu s, je nutno úplné deriva
e v tomto výrazu nahraditneúplnými deriva
emi. Aplikujeme nyní postup na vzore
 3.72. G� je vyjádøitelnépomo
í koe�
ientù �r+1+k�� , kde 0 � k � r, jeji
h s-tý
h par
iální
h deriva
í podlepromìnný
h y�j , kde 1 � j � r a 1 � s � r a dále pomo
í p-tý
h neúplný
hderiva
í vý¹e uvedený
h výrazù, kde 1 � p � r� 1. Postupujeme tedy následovnì:G� = rXj;k;q=0 (�1)j+k � kj �� jq � y�r+1+j�q dqdtq d0k�jdtk�j �(r+1+k)��| {z }? (3.79)Dále upravujeme èást výrazu oznaèenou ?. Pomo
í vý¹e nastínìného postupu vy-jádøíme úplné deriva
e? = rXs=0 Xj1:::js y�1r+j1 : : : y�sr+js qXk1;:::;ks=0� qk1 �� k1k2 � : : :� ks�1ks � � (3.80)� d0ksdtks �s�y�sr+js+ks�ks�1 : : : �y�1r+j1+k1�q d0k�jdtk�j �(r+1+k)��| {z }??1Zavádíme konven
i � ab � = 0 pro a < b u kombinaèní
h èísel.
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMV èásti výrazu oznaèeného ?? provedeme zámìnu par
iální
h a neúplný
h deriva
í2a koneènì dostaneme k�jXq1;:::;qs=0� k � jq1 �� q1q2 � : : :� qs�1qs � (3.81)d0qsdtqs �s�(r+1+k)���y�sr+js+ks+qs�ks�1�qs�1 : : : y�1r+j1+k1+q1�k+jTam, kde je toho tøeba, je nutno provést symetriza
i vzniklý
h koe�
ientù. Tím jeproblém rekonstruk
e tøídy uzavøen3. Byly jednoznaènì de�novány takové formy,které mohou být reprezentanty tøíd forem z 
r2=�r2. Reprezentanty jsou právìtakové formy, které mají polynomiální 
harakter v promìnný
h y�r+1+k, kde 0 �k � r. Koe�
ienty u absolutního èlene a èlenù lineární
h jsou libovolné, koe�
ientyu nelineární
h èlenù jsou vyjádøitelné pomo
í koe�
ientù èlenù lineární
h.Pro ilustra
i uvedeme výsledky pro r = 1; 2. Ve vzor
i (3.72) nahradíme úplnéderiva
e a pøímým výpoètem dostaneme pro r = 1:G� = �(2)�� y�2 + �(3)�� y�3 + "��(3)���y�1 #sym�� y�2y�2 ; (3.82)pøièem¾ koe�
ient �(3)�� = ��(3)�� . Obdobnì postupujeme pro r = 2 s výsledkemG� = �(3)�� y�3 + �(4)�� y�4 + �(5)�� y�5 + " ��y�2  �(4)�� + d0�(5)��dt !� ��(5)���y�1 #sym�� y�3 y�3+  2��(5)���y�2 + ��(5)���y�2 ! y�3 y�4 + " �2�(5)���y�2�y�2 # sym��sym�� y�3y�3y�3 ; (3.83)kde opìt �(5)�� = ��(5)�� . Analogi
ky je mo¾no postupovat pro r > 2.Konstruk
e reprezentanta pro tøídu 3-forem 
r3=�r3V dal¹ím postupu vy
házíme z nìkterý
h výsledkù prá
e [11℄. Ne
h» je nyní � 2 
r3.V souøadni
ovém zápisu z úvodní podkapitoly dostaneme pro 2-kontaktní kompo-nentu � p2� = 12 rXj;l=0�Ajl�� +Bjlr���y�r+1�!�j ^ !�l ^ dt; (3.84)2Pravidlo pro zámìnu je v tomto pøípadì identi
ké jako v pøípadì úplný
h deriva
í.3Pøed
hozí rekonstruk
i je mo¾no vyu¾ít pøi øe¹ení inverzního variaèního problému. NapøedHelmholtzovým-Soninovým zobrazením zjistíme, zda jsou rovni
e variaèní. Potom provedemerekonstruk
i tøídy. Víme, ¾e tato tøída vznikla jako tøída vnìj¹í deriva
e jisté formy, její¾ hori-zontaliza
í získáme lagrangián.
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMkde Ajl�� ; Bjlr��� 2 
r0. Pro zjednodu¹ení zápisu oznaèímep2� = P jl��!�j ^ !�l ^ dt; (3.85)kde P jl�� 2 
r+10 Reprezentanta �0 2 
s3 pøedpokládáme ve tvaru�0 = Hk��!�k ^ !�0 ^ dt: (3.86)Upravujme nyní jeden konkrétní èlen souètu (3.85)X = P jl��!�j ^ !�l ^ dt: (3.87)Pro l � 1 platí rovnost !�l ^ dt = �d!�l�1 (3.88)a tedy po dosazení X = �P jl��!�j ^ d!�l�1: (3.89)Dále vyjádøíme X pomo
í vnìj¹í
h deriva
íX = d �P jl��!�j ^ !�l�1�� dP jl��dt !�j ^ !�l�1 ^ dt� (3.90)� p1 �dP jl��� ^ !�j ^ !�l�1 � P jl��d!�j ^ !�l�1Vyu¾itím zobe
nìné de�ni
e ekvivalen
e forem � � �0 zjistíme, ¾e z hlediskadané faktoriza
e jsou nepodstatné 3-kontaktní 3-formy4 a dále vnìj¹í deriva
e 2-kontaktní
h 2-forem. Vyu¾itím vzor
e (3.90) mù¾eme tedy psátP jl��!�j ^ !�l ^ dt � ��P jl��dt !�j + P jl��!�j+1� ^ !�l�1 ^ dt (3.91)Tento postup aplikujeme na v¹e
hny èleny souètu (3.85) a dostaneme výslednì�0 = rXj;k=0 kXl=0(�1)k � kl � dk�ldtk�lP jk��!�j+l ^ !�k ^ dt: (3.92)Dal¹í úpravou tohoto výrazu, dospìjeme ke tvaru (3.86), kdeHk�� = 8>>>><>>>>: kPm=0 rPi=m(�1)i� im � di�mdti�mP (k�m)i�� pro 0 � k � rrPm=k�r rPi=m(�1)i� im � di�mdti�mP (k�m)i�� pro r + 1 � k � 2r (3.93)Èlen s k = 0 je obe
nì nutno antisymetrizovat.4Této skuteènosti ji¾ bylo vyu¾ito vý¹e uva¾ováním pouze 2-kontaktní èásti �.
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3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREMProblém rekonstruk
e tøídy [�℄ 2 
r3=�r3 pøi znalosti reprezentanta �0.Budeme postupovat ponìkud odli¹nì ne¾ pøi rekonstruk
i tøídy u 2-forem. V násle-dují
ím textu pou¾íváme (nezobe
nìnou) ekvivalen
i forem na jrY , kterou budemeznaèit �. Pøi rekonstruk
i tøídy budeme postupovat v nìkolika kro
í
h. Nejdøíveuká¾eme, ¾e ka¾dá obe
ná forma � 2 
r3� = 12Ajk��!�j ^ !�k ^ dt+Arj��dy�r ^ !�j ^ dt+ 12Arr��dy�r ^ dy�r ^ dt++ 13!Bjk l���!�j ^ !�k ^ !�l + 12Bjk r��� !�j ^ !�k ^ dy�r + 12Bjrr���!�j ^ dy�r ^ dy�r ++ 13!Brrr���dy�r ^ dy�r ^ dy�r ; (3.94)kde 0 � j; k; l � r � 1, je (nezobe
nìnì) ekvivalentní s formou tvaru� = Dj0��!�j ^ !�0 ^ dt+Drj��dy�r ^ !�j ^ dt+ F j�!�j ^ !�j+1 ^ dt++ F r�1� !�r�1 ^ dy�r ^ dt+ 12Ejk r��� !�j ^ !�k ^ dy�r ++ 12Ejrr���!�j ^ dy�r ^ dy�r + 13!Errr���dy�r ^ dy�r ^ dy�r ; (3.95)kde opìt 0 � j; k; l � r � 1 a koe�
ienty Dj0�� , Drj�� jsou rovny nule pro � = �,F j� = �F j+1� pro 0 � j � r� 2, Errr���, Ejrr��� a Ejkr���. V¹e
hny koe�
ienty ve formì� jsou vyjádøitelné pomo
í koe�
ientù Apq�� a Bpqs���, kde 0 � p; q; s � r a jsoufunk
emi na jrY . Obì formy mají tedy stejného reprezentanta (zkonstruovanéhov pøede¹lém odstav
i). Je zøejmé, ¾e je mo¾no z � odebrat jakoukoliv 3-kontaktníformu. Dále mù¾eme z � odebrat jakoukoliv formu typu12d r�1Xj;k=0Cjk��!�j ^ !�k ; (3.96)kde Cjk�� 2 
r0, tedy vnìj¹í deriva
i 2-kontaktní 2-formy. Tato vnìj¹í deriva
e má3-kontaktní èást (tuto nemusíme uva¾ovat), dále èást�Cjk���y�r dy�r ^ !�j ^ !�k ; (3.97)kterou zahrneme do èlenu Ejkr��� (proto ji také nemusíme uva¾ovat), a nakone
 èástrXj;k=0�d0Cjk��dt + C(j�1)k�� Cj(k�1)�� � (3.98)s konven
í Crj�� = 0, C(�1)j�� = 0 a Cj(�1)�� = 0 pro ka¾dé 0 � j � r. Vhodnou volboutì
hto Cjk�� do
ílíme zahrnutí forem s koe�
ienty Apq�� , které se nevyskytují ve formì48



3.3. KONSTRUKCE REPREZENTANTÙ TØÍD DIFERENCIÁLNÍCHFOREM�, do vnìj¹í deriva
e 2-kontaktní 2-formy. Pro � 6= � dostáváme po¾adovaný tvarformy volbouCp(r�1�q)�� = r�1Xi=0 q�iXj=0� qj � (�1)i+j d0jdtjA(p�i)(r�q+i+j)�� : (3.99)Pro � = � opìt mù¾eme zvolit Cjk�� tak, aby forma � � �. Vzhledem k linearitìzobrazení � 7! �0 a faktu, ¾e pro v¹e
hna � 2 �r3 platí � 7! �0 = 0
2r+13 , platí� � � () �0 = �0: (3.100)Tohoto faktu vyu¾ijeme pøi rekonstruk
i tøídy. Koe�
ienty reprezentanta �0 pøed-pokládáme ve tvaruHk�� = �k�� + �k(l)���y�r+1+l + (nelineární èleny) (3.101)podobnì jako v pøed
hozí rekonstruk
i5. Dále dosadíme do formule pro výpoèetreprezentanta, kde absolutní èleny �k�� dostaneme pouze tehdy, zamìníme-li úplnéderiva
e za neúplné. Je nutno odli¹it pøípady � = � a � 6= �. Zabývejme se napøedjednodu¹¹ím pøípadem � = �. Triviálním výpoètem zjistíme, ¾eF r�1� = 12(�1)r�2r�1�� : (3.102)Ostatní F j� pro 0 � j � r � 2 jsou ji¾ také urèeny vzhledem k antisymetrii forem:F j� = 12(�1)j+1�2r�1�� : (3.103)Dále se zabývejme pøípadem � 6= �. Koe�
ientyDj0�� = �j�� (3.104)pro 0 � j � r � 1 dostaneme opìt triviálnì. K získání Drj�� øe¹íme rovni
e�r�� = � rXm=0(�1)r � rm � d0r�mdtr�mD(k�m)r��...�k�� = � rXm=k�r(�1)r � rm � d0r�mdtr�mD(k�m)r��...�2r+1�� = (�1)rDrr�� : (3.105)5Fakt, ¾e pøi rekonstruk
i forem se vyu¾ívá jen lineární
h èlenù v y�r+1+j, souvisí s transfor-maèními vlastnostmi reprezentantù a vybraného zástup
e tøídy.
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3.4. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVOZOBRAZENÍ A JEJICH REPREZENTACERovni
e øe¹íme postupnì pro k = 2r + 1; 2r; : : : ; r a získámeDrj�� = rXk=j(�1)k � kj � d0k�jdtk�j �r+k�� (3.106)pro 0 � j � r. Zbývá urèit koe�
ienty Ejkr��� pro 0 � j; k � r. Zavedeme koe�
ienty
k(l)��� = �k(l)��� � Æk(l)��� (3.107)tak, ¾e 
k(l)��� závisí pouze na Ejkr��� a Æk(l)��� závisí pouze na F j� pro � = � neboDj0�� ; Djr�� pro � 6= �. Vzniklé rovni
e opìt øe¹íme a vyjádøíme
k(l)��� = kXm=0 rXi=m(�1)i� im �� i�ml � d0i�m�ldti�m�lE(k�m)ir��� (3.108)K urèení v¹e
h Ejkr���, kde 0 � j; k � r postaèí 
k(l)���, kde 0 � k � r.Epqr��� = r�qXj=0 jXi=0(�1)j+q � q + jj �� ji � d0j�idtj�i 
(p�i)(q+j)��� (3.109)Nakone
 zbývá je¹tì urèit koe�
ienty Æk(l)���. Pro � 6= � dostanemeÆ(r+j)(l)��� = r�j�lXm=0 � j + l �mj � ��r+j+l+m���y�r+1�m ; (3.110)kde 0 � j � r. Ostatní èleny Æk(l)��� jsou nulové. Pro � = � dostanemeÆk(l)��� = 12 kXm=0 k�2m+1Xp=0 �k �m+ 1m ��k � 2m+ 1p � d0pdtp ��2r�1���y�r+l�k+2m+p (3.111)Tím je rekonstruk
e tøídy [�℄ = [�℄ dokonèena. Pomo
í koe�
ientù �k�� , kde 0 �k � 2r vyjádøíme Dj0�� ; Drj�� ; F j� a pomo
né koe�
ienty Æk(l)���. Pomo
í koe�
ientù�k(l)��� a pomo
ný
h koe�
ientù Æk(l)��� vypoèteme Ejkr���. Tam, kde je tøeba, vzniklékoe�
ienty opìt symetrizujeme. Koe�
ienty u nelineární
h èlenù dostaneme opì-tovným dosazením vypoètený
h koe�
ientù formy (3.95) do (3.93) a vyèíslením.Nelineární èleny vyèteme z výsledku.3.4 Eulerovo-Lagrangeovo a Helmholtzovo-Soninovozobrazení a jeji
h reprezenta
eNe
h» � 2 
r1, [�℄ 2 
r1=�r1 s pøíslu¹ným souøadni
ovým vyjádøením� = A dt+ r�1Xj=0Bj�!�j +Br�dy�r : (3.112)
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3.4. EULEROVO-LAGRANGEOVO A HELMHOLTZOVO-SONINOVOZOBRAZENÍ A JEJICH REPREZENTACEZ pøede¹lé podkapitoly vyplývá, ¾e reprezentant tøídy forem [�℄ oznaèený �0 na-bývá tvaru �0 = �A +Br�y�r+1� dt = Pdt; (3.113)kde A;Br� 2 
r0 a P 2 
r+10 . Provedeme nyní vnìj¹í deriva
i formy �, a ke tøídì jíurèené |[d�℄| zkonstruujeme reprezentanta:d� = r�1Xj=0 �A�y�j !�j ^ dt+� �A�y�r � d0Br�dt � dy�r ^ dt+ (3.114)+ r�1Xk=0 �Br��y�k !�k ^ dy�r + �Br��y�r dy�r ^ dy�r + d0�r�1Xj=0Bj�!�j1Ap1d� � r�1Xj=0 �A�y�j + �Br��y�j y�r+1!!�j ^ dt+ (3.115)+ � �A�y�r � d0Br�dt +��Br��y�r � �Br��y�r � y�r+1�!�r ^ dt;a koneènì(d�)0 = �r�1Xj=0(�1)j djdtj  �A�y�j + �Br��y�j y�r+1!+ (�1)r drdtr � �A�y�r � (3.116)� d0Br�dt +��Br��y�r � �Br��y�r � y�r+1��!�0 ^ dtPak platíEr;2r+11 : 
r+11 3 (�)0 = A dt+Br�dy�r 7!7! �r�1Xj=0(�1)j djdtj  �A�y�j + �Br��y�j y�r+1!+ (�1)r drdtr � �A�y�r �� d0Br�dt +��Br��y�r � �Br��y�r � y�r+1��!�0 ^ dt = (d�)0 2 
2r+12 :Buï nyní � = � = Ldt, L 2 
r0 lagrangián øádu r. Potom Br� = 0 a platí, ¾ereprezentant (d�)0 2 
2r+12 je �2r+1;2r-projektabilní:(d�)0 = rXj=0(�1)j djdtj �L�y�j !�0 ^ dt: (3.117)Problém Helmholtzova-Soninova zobrazení byl ji¾ vyøe¹en pro teorii pole. Dal¹ívýsledky pro me
haniku jsou v prá
i [11℄. Vznikla-li� = ��!�0 ^ dt 2 
2r2 (3.118)
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3.5. TRIVIÁLNÍ LAGRANGIÁNY A VARIAÈNÍ ROVNICEEulerovým-Lagrangeovým zobrazením z lagrangiánu� = Ldt 2 
r1; (3.119)pak reprezentantem její vnìj¹í deriva
e je 0
4r+13 .3.5 Triviální lagrangiány a variaèní rovni
eBuï f 2 
r0 funk
e. Reprezentantem její vnìj¹í deriva
e je(df)0 = hdf = �d0fdt + �f�y�r y�r+1� dt: (3.120)Je tedy zøejmé, ¾e nutná a postaèují
í podmínka pro to, aby funk
e f 2 
r0 de�-novala triviální lagrangián øádu r jef 2 
r�10 : (3.121)Dále se budeme vìnovat variaèním rovni
ím. V pøede¹lém textu jsme ukázali (proteorii pole a tedy i pro me
haniku), ¾e rovni
e jsou variaèní právì tehdy, pokudse anulují jim pøíslu¹né Helmholtzovz-Soninovy výrazy (2.112), (1.53), které prozjednodu¹ené znaèení v me
hani
e nabývají tvaruHi�� = ����y�i � (�1)i ����y�i � rXk=i+1 (�1)k � ki � dk�1dtk�1 ����y�k : (3.122)
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Kapitola 4Variaèní posloupnost v teoriipoleV této kapitole jsou uvedeny aplika
e variaèní posloupnosti na teorii pole, kterénebyly uvedeny v kapitole 2. Jedná se pøedev¹ím o problém øádu u triviální
hlagrangiánù.4.1 Triviální lagrangiányV této kapitole znaèíme � (nezobe
nìnou) ekvivalen
i forem a dále u¾íváme zna-èení z kapitoly 2. Triviálním lagrangiánem v teorii pole opìt rozumíme takovouformu � 2 
rn, která identi
ky splòuje E� � 0, jí pøíslu¹né Eulerovy-Lagrangeovyrovni
e jsou tedy identi
ky splnìny. Zobrazení pøiøazují
í tøídì forem [�℄ jejíhoreprezentanta �0 je zøejmì opìt horizontaliza
eh : 
rn=�rn 3 [�℄ 7! �0 = h� 2 
r+1n : (4.1)V¹e
hny triviání lagrangiány dostaneme z po¾adavku komutativnosti diagramu 1z kapitoly 2. Platí tedy � = hd�; (4.2)kde � 2 
rn�1. Obe
nì platí, ¾e � 2 
r+1n . Naskýtá se otázka, kdy bude triviálnílagrangián � 2 
rn. Ne
h» je tedy � 2 
rn�1 libovolná (n� 1)-forma� � � = H i!i+n�1Xk=1BJ1:::Jk�1:::�kjk+1:::jn�1dy�1J1 ^ : : :^dy�kJk ^dxjk+1 ^ : : :^dxjn�1 ; (4.3)
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4.1. TRIVIÁLNÍ LAGRANGIÁNYkde jJlj = r pro 1 � l � n�1. Zbylá èást formy � je kontaktní a tudí¾ nepodstatná.Provedeme vnìj¹í deriva
i d�d� = dH i^!i+n�1Xk=1 dBJ1:::Jk�1:::�kjk+1:::jn�1^dy�1J1^: : :^dy�kJk^dxjk+1^: : :^dxjn�1 : (4.4)Vzhledem k vlastnostem horizontaliza
e h (vìta 4 v kapitole 2) platíhd� = L!0 =  diH i + 1n! (�1)n�1 n�1Xk=1 djnBJ1:::Jk�1:::�kjk+1:::jn�1y�1J1j1 : : : y�kJkjk�j1:::jn!!0:(4.5)V dal¹ím faktoriál zahrneme do koe�
ientùBJ1:::Jk�1:::�kjk+1:::jn�1 :Pro øe¹ení vytyèeného problému je nutno zobe
nit aparát neúplný
h deriva
í proteorii pole. Platí di = d0i + y�Ji ��y�J ; (4.6)kde jJ j = r pro neúplnou deriva
i na jrY . Dosazením (4.6) do (4.5) dostanemepolynom øádu n v promìnný
h y�I , kde jI j = r + 1. Aby triviální lagrangián � =hd� 2 
rn musí se v¹e
hny koe�
ienty polynomu kromì absolutního èlenu d0iH ianulovat.Pøíklad: Podrobnìji zpra
ujeme1 problém pro dimX = 2 = n. Koe�
ient Lu (4.5) nabývá tvaruL = d0iH i| {z }2
r0 +��Hj�y�J � d0kBJ� �jk� y�Jj � �BJ��y�K �jky�Jjy�Kk: (4.7)Aby lagrangián byl øádu r musí evidentnì platit rovni
e��BJ��y�K � �BK��y�J � y�J1y�K2 = 0 (4.8)a ��H1�y�J + d02BJ�� y�J1 +��H2�y�J � d01BJ�� y�J2 = 0: (4.9)Vìnujme se nejdøíve rovni
i (4.8). Poèet mo¾ností volby souèinu y�J1y�K2 je [m(r+1)℄2. Koe�
ienty pro které platí, ¾e K = J a zároveò � = � se anulují automati
ky(takový
h je m(r + 1) koe�
ientù).1Pøíklad je zpra
ován také v [12℄
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4.1. TRIVIÁLNÍ LAGRANGIÁNYV ostatní
h pøípade
h rozli¹ujeme dvì mo¾nosti:� (J1) = (K2)� (J1) 6= (K2).Vìnujme se nejdøíve prvnímu pøípadu. De�nujeme kJk = j1 + : : : jr pro J =(j1 : : : jr). Pro první pøípad platí kKk = kJk� 1. Mo¾ností realiza
e takové shodyje r. Celkovì v takovém pøípadì dostaneme r(m2 �m) rovni
, kde � 6= � typu��BJ��y�K � �BK��y�J �+��BJ��y�K � �BK��y�J � = 0: (4.10)Vìnujme se nyní pøípadu druhému. Z nìho plynou rovni
e��BJ��y�K � �BK��y�J � = 0: (4.11)Tì
hto rovni
 je po
hopitelnì doplòkový poèet a tom(r+1)[m(r+1)�1℄. Fakti
kýpoèet rovni
 je polovièní, proto¾e zámìna � $ � vede k ekvivalentní rovni
i. Jsou-li splnìny rovni
e (4.11), jsou identi
ky splnìny také rovni
e (4:10). Rovni
e (4.11)jsou vlastnì podmínky integrability pro BJ� . Musí tedy existovat funk
e C 2 
r0taková, ¾e BJ� = �C�y�J : (4.12)Tímto zpùsobem identi
ky splníme sadu rovni
 (4.8). Vìnujme se nyní zbývají
ísadì rovni
 (4.9). Z tì
h po dosazení získáme��H1�y�J + d02 �C�y�J � y�J1 +��H2�y�J � d01 �C�y�J � y�J2 = 0: (4.13)Opìt je nutno anulovat nezávislé koe�
ienty u y�J1 a y�J2. V rm pøípade
h budou(J1) a (J2) udávat stejné multiindexy a dostaneme rovni
e�H1�y�J + d02 �C�y�J + �H2�y�K � d01 �C�y�K = 0; (4.14)kde kKk = kJk�1. Ve zbylý
h 2m pøípade
h J = (1 : : : 1),K = (2 : : : 2) dostanemeoddìlené rovni
e �H1�y�J + d02 �C�y�J = 0 (4.15)�H2�y�K � d01 �C�y�K = 0 (4.16)
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4.1. TRIVIÁLNÍ LAGRANGIÁNYBudeme potøebovat vzor
e pro zámìnu neúplný
h a par
iální
h deriva
í. Zavedemevýhodnìj¹í znaèení indexù. Ne
h»Jq = 0�1 : : : 1| {z }q 2 : : : 2| {z }r�q 1Apro multiindexy délky jJq j = r aLq = 0�1 : : : 1| {z }q 2 : : : 2| {z }r�1�q1Apro multiindexy délky jLqj = r � 1. S tímto znaèením dostanu pro zámìnu par
i-ální
h deriva
í vzor
e ��y�Jq d02C = d02 + �C�y�Jq �C�y�Lq (4.17)��y�Jq d01C = d01 + �C�y�Jq �C�y�Lq�1 (4.18)V pøípade
h q = r pro (4.17) a q = 0 pro (4.18) jsou neúplné a r-té par
iálníderiva
e zámìnné. Zavedeme nová oznaèení F 1 = H1 + d02C a F 2 = H2 � d01C.S tímto znaèením dostanu pro nové neznámé F 1; F 2 2 
r0 rovni
e�F 2�y�J0 = 0�F 1�y�J0 + �F 2�y�J1 = 0�F 1�y�J1 + �F 2�y�J2 = 0... ...�F 1�y�Jq + �F 2�y�Jq+1 = 0... ...�F 1�y�Jr�1 + �F 2�y�Jr = 0�F 1�y�Jr + = 0
(4.19)

Z první rovni
e vyplývá nezávislost F 2 na y�J0 , z poslední rovni
e zase nezávislostF 1 na y�Jr . V dal¹ím budeme oznaèovat funk
e na jr�1Y kaligra�
kým písmem.Kdy¾ uvá¾íme zbylé rovni
e, pak z ni
h plyne, ¾e�F 1�y�J0 = 0 ) ��y�Jq �F 1�y�J0 = 0 (4.20)
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4.1. TRIVIÁLNÍ LAGRANGIÁNYpro 0 � q � r. Analogi
ky postupujeme pro F 2. Celkovì tedy platíF 1 = F1;0� y�J0 + F 1℄0;r[ (4.21)a F 2 = F2;r� y�Jr + F 2℄0;r[: (4.22)Indexem ℄0; r[ oznaèujeme nezávislost na y�J0 a y�Jr . Rovni
e tedy pøejdou na tvar0 = 0F1;0� + �F 2℄0;r[�y�J1 = 0�F 1℄0;r[�y�J1 + �F 2℄0;r[�y�J2 = 0�F 1℄0;r[�y�J2 + �F 2℄0;r[�y�J3 = 0... ...�F 1℄0;r[�y�Jq + �F 2℄0;r[�y�Jq+1 = 0... ...�F 1℄0;r[�y�Jr�2 + �F 2℄0;r[�y�Jr�1 = 0�F 1℄0;r[�y�Jr + F1;r� = 00 = 0
(4.23)

Je ji¾ vidìt jak budeme postupovat dál. V dal¹ím kroku dostaneme øe¹ení pro F 1℄0;r[a F 2℄0;r[ F 1℄0;r[ = �F1;r� y�Jr�1 + F 1℄0(r�1)r[ (4.24)a F 2℄0;r[ = �F1;0� y�J1 + F 2℄01r[: (4.25)Koneèný výsledek získáme ve tvaruF 1 = p�1Xq=0F1;r�q� y�Jq � r�1Xg=pF2;q� y�Jq + G1 (4.26)a F 2 = � pXq=1F1;r�q� y�Jq + rXg=p+1F2;q� y�Jq + G2; (4.27)
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4.1. TRIVIÁLNÍ LAGRANGIÁNYkde p = r=2 pro r sudé a p = (r+1)=2 pro r li
hé. Lagrangeovu funk
i dostanemejakoL = d01H1 + d02H2 = d01 �H1 + d02C�+ d02 �H2 � d01C� = d01F 1 + d02F 2; (4.28)proto¾e d01d02 = d02d01. Provedením neúplný
h deriva
í získáme výraz s následují
í| srovnej s (4.7) | strukturou, jakou musí mít ka¾dý triviální lagrangián pron = 2 a r libovolné, L = d1H1 + d2H2 + �dkBJ� � �jky�Jj ; (4.29)kde H1; H2; BJ� 2 
r�10 a jJ j = r � 1. Tento závìr platí pro libovolný øád r. Tímje pøíklad vyøe¹en.
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