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Exponenciala a logaritmus
Michael Krbek

1. Mocniny, odmocniny a jejich zobecnéni. Mocninu reélného ¢isla a
s mocnitelem (exponentem) n, ktery je pfirozenym ¢islem, definujeme

a" =g.a..... aQ. (1)
N——

n—krat

Cislo a tedy pouze n-krat vynasobime samo sebou, napf.

2\* 2222 2222 16
3 3333 3333 81

Zde je vhodné misto upozornit na pravidla, tykajici se uzavorkovani vyrazi
obsahujicich mocniny. Mocnina se vzdy tyka pouze vyrazu, ktery se vyskytuje
bezprostiedné pred ni, napft.

—2'=—(2222)=-16 # (-2)'=(-2).(-2).(-2).(-2) = 16.

Proa € R am,n € N plati

m\n __ .mmn __ n\m
(@™)" =a™" = (a") (3)
Dtikaz: leva strana je
a.a..... a.a.a.. ... a..... a.a..... a
—_—— Y—— ——
m—Kkrat m—Kkrat m—Kkrat
n—Kkrat

Celkem se tedy jedna o m.n nasobeni, druha rovnost je tim padem zfejma
(pouze prohodime m a n). B

Pro zaporné celociselné mocnitele lze pro a # 0 dodefinovat
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tak, Ze stale plati jak (2] tak i (3]).
Pro a > 0 budeme v dalsim definovat mocniny s racionalnim mocnitelem, tj.

pfi¢emz budeme pozadovat, aby stale platilo ([2) i [@B]). S vyuzitim vlastnosti
@) se staci omezit na vyrazy typu a%, n € N rovnéz oznacovanym jako

{/a, nazyvanym n-t4 odmocnina. Funkce x — {/x je inverzni funkeci k funkci
mocninné x — x™, této skutecnosti se obvykle vyuziva pfi jejim vypoctu.

Priklady:

(1) Umocnéte ¢isla a upravte

(2) Najdéte piiklad posloupnosti racionalnich ¢isel, ktera se blizi k néja-
kému realnému ¢islu, které neni racionalni.

(3) Krystal roste tak, ze kazdym rokem méa pfesné 1.22-krat vétsi objem.
Dne 12.2.1997 byl objem krystalu 154.8 mm?3. Jaky objem m4 krystal
dnes?

(4) Jak se zméni vysledky v pfedchozim piikladu, pokud zménime poca-
teéni objem krystalu o £0.1 mm3? A co kdyZ zménime roc¢ni nariist
krystalu o £0.017

2. Exponencialni funkce. Kazdé redlné ¢islo z € R lze presnéji a pres-
néji vyjadrovat pomoci ¢isel racionalnich.
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Pokud nyni chceme pro a > 0 redlné definovat re-
alnou mocninu, mizeme tak ucinit pomoci stale
1.5 = se zpfesnujici posloupnosti racionalnich mocni-
teld. Vyuzivame zde pifimo defini¢ni vlastnosti
realnych cisel, ktera jsou definovana jako limity
0.5 posloupnosti ¢isel racionalnich. Pro realné a > 0
0 tedy muzeme definovat funkci x — a® s definic-
1 _(').5 (') 0!5 1 nim oborem R a oborem hodnot (0,00), které
fikdAme exponencialni funkce se zakladem a. Po
levé strané je nacrtnut typicky graf takové funkce (je zvoleno a = 2). Naproti
tomu pro 0 < a < 1 jde o klesajici funkci, pro a = 1 jde zfejmé o konstantni
funkci 1.

2

1 -

Zékladni vlastnosti exponencialni funkce jsou:

(a) Graf exponencialni funkce x — a® vzdy prochézi bodem (0, 1).
(b) Pro vSechna a > 0 jeia® > 0.
(c) Plati-li a® = a¥, pak = =y.
Vénujme se nyni piirtistku exponencialni funkce = — a® a smérnici secny

k jejimu grafu. Oznacme (x,a®) a (x + h,a**") body na grafu této funkce;
potom smérnice se¢ny prochazejici témito body je

am—i—h_ax ah—l
k(x,h) = =a” . 4
(z,h) tth—=z ©  h )
D4 se ukézat, ze pro h — 0 se zlomek
a" —1
h

blizi konstanté nezavislé na h, jak je vidét z tabulky nize pro zaklad a = 2.

h ‘1.000000 0.100000 0.010000 0.001000

(2" —1)/h | 1.000000 0.717735 0.695555 0.693 387
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Vysledna hodnota k(x,h — 0) (tzv. limita) je smérnici teény v bodé =.

. , h__ , v, .
Hodnota a, pro kterou je vyraz L — 1 se nazjyva Eulerovo &slo e, jeho

hodnota je

e = 2.718 281 828 459 045 235 360 287471 353. . .

Podivejme se opét na tabulku

Zéklad a | 25 26 27 28 29 3.0

(a" —1)/hproh — 00916 0955 0.993 1.030 1.065 1.099

Funkce z — e” ma tedy nasledujici vlastnost: smérnice tecny zkonstruované
v kazdém jejim bodé je rovna funkéni hodnoté v tomtéz bodé. Této expo-
nencialni funkci fikdme pfirozena exponencialni funkce.

Priklady:
(5) Nacrtnéte graf funkei z — a” a z — ()", a > 0.

(6) Reste rovnice
32:0—1 — 81:0’ 42:0—3 — 2561‘—1‘

3. Logaritmy. Logaritmy jsou inverznimi funkcemi k funkcim exponenci-
alnim. Znacime

log,z =y pravé kdyz o=z, a>0.

Logaritmus z se zédkladem e znac¢ime obvykle Inx a nazyvame jej pfirozeny
logaritmus. Zakladni vlastnosti logaritmt vyplyvaji z vlastnosti exponenci-
alnich funkci:

(a) log, a =1 je diisledkem a' = q,

(b) log, 1 =0 je dtisledkem a° =1,

()

(d) alog,a” = x jsou dusledkem skute¢nosti, ze x — a® a = — log, x jsou
inverzni funkce,

alo8a T —
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(e) log,(xy) = log, = + log, y je disledkem a**¥ = a®a?,
(f) log ga s = log, x — log, y je dusledkem a®*~¥ = a*/a?,

)
)

g) log, ¥ = ylog, = plyne z (a¥)” = a™
)

(
(h) a plati log, = = log, y pravé kdyz x = y; disledek existence inverze.

Graf logaritmické funkce z — log,z o zdkladu a = 2,5,10 je uveden na
obrazku nize

I
w
e

Priklady:
(7) Nadrtnéte graf funkei z — log, x a  — log1 x, a > 0.
(8) Reste exponencialni rovnice pro nezndmou
57 =7, 414 2=1 €e*r—4"+3=0.

(9) Reste logaritmické rovnice pro nezndmou x

2
log, = =8, 33z =7, In(r—3)+n(r+2)=In(z—2),
e’ +e”

logy(z — 2) +logy(z +2) = 2, 5

=Y
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(10) Reste exponencialni nerovnice

9% — 3" 12 >0,

ge”~1 _ 5) <3, 4% _24% <.

(11) Reste logaritmické nerovnice

Inzx—In(z+1)>0, |3—1logy| <2, Inz+In(x+1)>In(2z).

(12) Urcete defini¢ni obor vyrazi

1 2 —2x+1 2 r41
n—— "~ e ev—1,
2c+1 ’

4. Prirozeny logaritmus. Nechf smérnice teény ke grafu funkce f v bodé
(z, f(x)) je k. Potom smérnice tecny ke grafu inverzni funkce f~! v odpovida-
jicim bodé (f(x),x) je 1/k. Pro pfirozenou exponencialni funkci je smérnice
ke grafu rovna funkéni hodnoté v daném bodé. V bodé (e”, x) je tedy smérnice
rovna e~ *, oznacime-li tedy e* = ¢, dostavame, Ze smérnice v bodé (¢,Int)
je rovna 1/t. Inverzni operaci k vypoc¢tu smérnic ke grafim funkei se uka-
zuje byt urceni plochy uzaviené mezi grafem funkce a soufadnicovou osou
reprezentujici defini¢ni obor. Tyto tvahy jsou predmétem studia v diferen-
cidlnim (smérnice) a integralnim (plochy) poctu. S uvazenim dfive fe¢eného
lze pfirozeny logaritmus In¢ definovat i jinak, a to jako plochu obrazce ome-
zeného v souradnicové roviné pfimkami x = 1, x = t, y = 0 a grafem funkce
x +— 1/x. Hodnotu bereme kladnou, je-li ¢ > 1, zdpornou pro 0 < ¢ < 1. Na
nize uvedeném obrazku je situace zndzornéna pro t = 0.1 (pozor, na osach
jsou ruzné métitka).
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