Zaklady geometrie v roviné a prostoru
Michael Krbek

1. Vektory. Béhem néasledujiciho semestru se seznamite s nalezité abstraktni
definici vektoru, zde si pouze ukazeme, co se rozumi pod pojmem volny vek-
tor v euklidovském prostoru (déle jen volny vektor). Mé&me dva body A, B;

volnym vektorem E rozumime orientovanou tsecku s pocatecnim bodem A
a koncovym bodem B s tim, Ze orientovanou tsecku AB povazujeme za ekvi-
valentni orientované tsecce C'D, pokud jednu prevedeme na druhou pomoci
posunuti. TTidu ekvivalence téchto tsecek znacme v.

D
B



Pro pocitani s vektory je velmi vyhodné popsat je v néjakém ortonormalnim
soufadnicovém systému Ozyz, kde 0 je pocatek soustavy soutradnic a z, y, 2
jsou navzajem kolmé soutadnicové osy se stejnymi méfitky. Pro tento ucel je
vhodné za pocatecni bod vsech vektort vzit pocatek soustavy soutradnic 0 a
vektory potom muzeme ztotoznit s jejich koncovymi body.

Y

v = (4,3)




V dané kartézské souradné soustavé mizeme tedy vektor v v prostoru zadat
pomoci usporadané trojice ¢isel (x,y, z), kterou nazyvame souradnice vektoru
v. V jiné vztazné soustavé O'z'y’' 2 odpovida tomuto vektoru obecné jiné trojice
cisel (o), 2').



2. Zakladni operace s vektory.

Nasobeni vektoru ¢&islem. Cislu o a vektoru v pififadime vektor av, v sou-
fadnicovém vyjadieni mame

(a, (z,y,2)) = (ax, ay, az).




Sc¢itani vektoru. Dvojici vektorti u a v prifadime vektor u + v, v soufadni-
covém vyjadieni mame

((z,y,2), (¢, 2) = ( + 2"y + ¢ 2+ 2).
A V = (1, 3)
u+v=_(3,4)




Skalarni soucin. Dvojici vektori u a v pfifadime ¢islo (u,v) = u-v, v
soufadnicovém vyjadieni mame

(z,y,2), ("9, 7)) — 2’ + yy' + 22"

Pomoci skalarniho souc¢inu miizeme definovat velikost vektoru v jako

VIl = v A{v,v),

v souradnicovém vyjadieni mame pro velikost vektoru

(#,y,2) = Va2 +y? + 22

Toto tvrzeni je obsahem Pythagorovy véty.

Pomoci skalarniho souc¢inu mtzeme spocist tihel, ktery sviraji dva vektory

u a v jako

)
€08 £(4, V) = Il

v soutadnicovém vyjadieni

/ / /
cos £((x,y,2), (2',y,2')) = LYY ¥ 22
\/x2 T y2 T 22\/x’2 T y/z 42



cos£(u,v) = 2.(-1) 412

VI, /(—1)2 422

f

Jak je ziejmé ze vzorce i obrazku, rozumime v tomto piipadé tthlem

mezi vektory u a v jejich neorientovany thel. Vsechny doposud uvedené
operace davaly dobry smysl i v roviné.



Vektorovy soucin. Dvojici vektorii u a v pritadime vektor u x v, v souradni-
covém vyjadieni mame

(z,y,2), (@, y,2") = (yz' — 2y, za" — 22 2y — y2').

Geometricky vyznam vektorového soucinu: vektor uxv je kolmy na kazdy
z vektorti u i v a to tak, Ze usporadana trojice (u, v, u x v) tvori pravoto-
¢ivy soufadny systém. Velikost vektoru u x v je rovna plose rovnobéznika

urc¢eného vektory u a v.



A V:(].,B,O)




Smiseny soucin. Trojici vektorti u, v a w v prostoru pfifadi orientovany
objem rovnobéznosténu jehoz hrany tvori vektory u, v a w, tedy

(u,v,w) = (u x v,w),

v souradnicich mame

r Yy Z
((x7 y7 Z)? (x,7 y’? Z’)? (x”7 y”? Z”)) '_> det x/ y/ Z/ =
x// yl/ Z”

I 1" s/

=xYyz +yzx

/.1 /1,1 I 1" I/
+zry —xzYy —yrz —zyx

(Néktera) pravidla pro pocitani s vektorovym soucinem.
[ux v|[* = [uf?[v]* - (u,v)*
(UuxVv)Xw#ux (vxw)
uxXv=-vxu
(Néktera) pravidla pro pocitani se smiSenym soucinem.

(uxv,w)=(vxwu =(wxuv)=

=—(vxuw)=—(uxw,v)=—(wXxv,u



3. Geometrie primek v roviné. Existuji v zdsadé dva zpusoby, jak de-
finovat pfimku v roviné. Prvni zptsob po vzoru Euklida bere primku jako
primitivni objekt, ktery spliuje jisté axiomy. Tuto moznost nebudeme dale
rozvadét. Druhy zptisob po vzoru Descarta definuje primku v kartézské roviné
Ozy jako objekt splitujici linearni rovnici

ar+by+c=0

pro jista dana a, b, c € R, fikdme, Ze se jedna o implicitni rovnici primky.

Obrazek na dalsi strané zobrazuje nékolik (¢asti) ptimek a jejich rovnice. Po-
vSimneéte si, ze jedné primce miize odpovidat mnoho linearnich rovnic, vsechny
tyto rovnice jsou si navzajem ekvivalentni, tj. jednu z druhé dostaneme vyna-
sobenim nenulovym c¢islem.

Déle si povSimnéme (viz animace dale), Ze vektor o soutadnicich (a,b) je vzdy
kolmy na pfimku danou rovnici ax + by 4+ ¢ = 0. Vektor (—b,a) je tedy vzdy
rovnobézny s touto primkou, jelikoz jejich skalarni soucin je

{(a,b),(=b,a)) = a.(=b) + b.a = 0.



r—4=0

r—2y—1=0

r+y+2=0
—2r—2y—4=0



0z +1y+0=0

v



Dalsi moznosti jak zadat ptimku v roviné je tzv. parametrické vyjadieni primky.
Nejcast€ji se vyuziva tzv. afinni parametrizace ptimky

x=at+¢§

teR,
y = Bt+mn,

kde t je redlny parametr.

Tento zplisob vyjadieni urcuje, jak se kiivka vykresluje. Pokud bychom pova-
zovali parametr ¢t za Cas a chtéli popsat pohyb néjakého bodového objektu na
pfimce v roviné, udélali bychom to pravé timto zptsobem.

Spoc¢téme nyni néjakou afinni parametrizaci primky p urcené rovnici z—2y—1 =
0. Dosadme do rovnice piimky p
(at+&) —2(Bt+n)—1=0
(a—28)t+(€—2m—1) =0

Aby mnohoc¢len v proménné ¢ byl nulovy, musi byt nulové vSechny jeho koefi-
cienty, pricemz pozadujeme « a [ nebyly zaroven nulové.



Mutzeme tedy zvolit napf. « =2, f =1,¢ =1 an = 0. Bod (£,7) — v nasem
ptipadé (1,0) — je libovolny bod lezici na ptimce p. OvSem dvojice (a, 5) — v
nasem pripadé (2, 1) — neurcuje bod v roving, ale smér pohybu bodu po piimce
a vzdalenost, kterou bod urazi po pfimce pfi jejim vykreslovani za zménu
parametru ¢ o jednicku.

Jedna moznéa afinni parametrizace piimky p je tedy

r=2t+1

) teR,

jind moznost je napf.
r=4t—1
y=2t-—1,

Situace je znazornéna na animaci dale.






Pokud z parametrického vyjadieni piimky chceme ziskat implicitni vyjadien,
jednoduse vylouc¢ime parametr t. Z druhé rovnice dostaneme

y=2t—-1

2t=y+1

4t = 2y + 2,
coz dosadime do rovnice prvni

r—4t+1=0

r—2y—24+1=0
xr—2y—1=0.



Priklady:

(1) Urcete afinni parametrické a implicitni vyjadieni pfimek na obrazcich

(2) V predchozich obréazcich urcéete takovou afinni parametrizaci pfimek, ze
bodu A odpovida hodnota parametru ¢t = 0 a bodu B hodnota parametru
t=1.

(3) Urcete tihel, jez svird pfimka dana svou afinni parametrizaci (resp. im-
plicitné) s osou x.



4. Kuzelosecky.

@ @ ®

1 — Parabola 2 — Elipsa, kruznice 3 — Hyperbola



5. Parabola.




Parabolu P lze rovnéz definovat jako mnozinu bodti, jez maji stejnou vzdale-
nost od dané primky d a bodu F', ktery nelezi na pfimce d. Pfimku d nazyvame
ridici primka a bod F' ohnisko.

Bud p > 0. Zvolme souradny systém Ozy v roviné tak, ze F' = (0, p) a implicitni
rovnice fidici pfimky d: y = —p. Potom musi platit
y+p=va*+(y—p?
2 2 _ .2, 2 2
Yy 2y +pt =2t +yt = 2py +p
dpy = z?
P = {(z,y)l4py = 2*}.

Te¢nu k parabole P v bodé Z = (z,2?/4p) ziskdme nasledovné: tato piimka
musi prochazet bodem Z a pritom nesmi parabolu jinde protinat. Soustava
rovnic
ar +y+c=0
dpy —2* =0
musi mit pravé jedno feseni a navic primka ax + y + ¢ = 0 musi prochéazet
bodem Z. Pro rovnici teény celkem dostaneme —2zx + y + 2% = 0.



6. Elipsa.




Elipsu lze definovat jako mnozinu bodi Z = (z,vy), soucet jejichz vzdalenosti
od dvou danych bodu Fi a F5 je konstantni. Tedy

IR ZI|+ | 22| = 2a.

Body Fi a F, se nazyvaji ohniska elipsy. Zvolme soufadnicovy systém tak, ze
Fy = (—f,0) a Fy = (f,0), kde f? = a® — b%, a je hlavni poloosa elipsy, b je
vedlejsi poloosa elipsy. Potom pro body Z elipsy musi platit

VE+ )2+ + /(- )2 +y2=2a
2+t + P =20 = —/[(x + )2+ 2@ — )2+ 37

1.2 y2
St 1=0

Jedno z moznych parametrickych vyjadieni elipsy je
x=acos&, y=bsing,

kde ¢ € [0,27). Pokud Fy = F,, potom f = 0, a = b a dostavame kruznici o
poloméru a.



7. Hyperbola.




Hyperbolu lze definovat jako mnozinu bodt Z = (z,y), u nichz absolutni
hodnota rozdilu vzdalenosti od dvou danych bodu F; a F5 je konstantni. Tedy

IIIE2Z]| = |2 ][] = 2a.

Body F} a F5 se nazyvaji ohniska hyperboly. Zvolme soufadnicovy systém tak,
7e Fi = (—f,0) a Fy = (f,0), kde f% = a® + b%, a je hlavni poloosa hyperboly,
2a je vzdalenost vrcholl, b je vedlejsi poloosa hyperboly, b je svisla vzdalenost
od vrcholu k blizsi asymptoté hyperboly. Potom pro body Z hyperboly musi
platit

Vet P+ == P+

2+t + =207 = [+ )+ 2@ - )2+ v
x—2—y—2—1:0.

a2  b?

= 2a

Jedno z moznych parametrickych vyjadieni hyperboly je
x = dacosh¢, y =bsinh¢,

kde £ € [—00,00). Pokud a = b a dostavame tzv. rovnoosou hyperbolu.
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