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1. Zobecnéné vlastni vektory. V dalsim budeme uvazovat linearni operatory a: V — V|
kde V' je vektorovy prostor dimenze n nad télesem C. Zatim jsme se zabyvali vétsinou tzv.
diagonalizovatelnymi linedrnimi operatory, tj. operatory «, které maji bazi slozenou z vlastnich
vektort. Ne vSechny linearni operatory jsou ovsem diagonalizovatelné.

Priklad 1. Vezméme a: C* — C3, jehoz matice A ve standardni bazi je ddna

0 0 0
A=12 0 -1
-1 0 1
Charakteristicky polynom této matice (a tedy i operatoru «) je
-2 0 0
2 =X =1 |=(1-2)\
-1 0 1-2AX

Cislo A = 0 je tedy dvojnasobnym a A = 1 je jednoduchym kofenem charakteristického poly-
nomu. Spoc¢téme vlastni vektory w pfislusné vlastni hodnoté A\ =1,

-2 0 0 ul -1 0 0 ul 1 00 ul 0
/N — | w? | = 2 -1 -1 wl=10 11 u? 0],
-1 0 1=\ u? -1 0 0 u? 000 ud 0

je tedy u! = 0 a u? + u3 = 0. Vlastni vektory piislugné k vlastni hodnoté \ = 1 tvoii jednoroz-
mérny podprostor generovany napi. vektorem u, jehoz slozky v standardni bézi jsou (0,1, —1)*
(mtizeme také psat u = (0,1, —1)").

Spoc¢téme nyni vlastni vektory ptislusné vlastni hodnoté A = 0.

-A 0 0 vl 0 0 0 vl 1 00 vl 0
2 -\ -1 vl=12 0 -1 vl =(0 0 1 v? 0],
-1 0 1-=X) \* -1 0 0 v3 00 0/ \? 0

je tedy v! = 0 a v® = 0. Vlastni vektory piislusné k dvojndsobné vlastni hodnoté A = 0 tvofi
jednorozmérny podprostor generovany napi. vektorem v = (0, 1,0)".

Dimenze vektorového prostoru, na kterém o ptisobi, je ovSem 3, potifebujeme tedy jesté jeden
bazovy vektor w takovy, ze systém (u, v, w) je linedrné nezavisly. Kde nastal problém? Ptestoze
A = 0 je dvojnasobnym kofenem charakteristického polynomu, je dimenze podprostoru vlastnich
vektorti prislusnych k vlastni hodnoté A = 0 pouze 1. Musime tedy najit néjaky vektor w
vztahujici se k vlastni hodnoté A = 0 (nebude to ale vlastni vektor), ktery spole¢né s vektory
u a v tvori linedrné nezavisly systém.

Napad: Zkusme pro A = 0 fesit soustavu (A — X\.1)*w = 0. Tato soustava musi mit nenulova
feSeni, protoZe hodnost matice rank(A — \.1) < 3 a tedy i hodnost rank[(A — \.1)?] < 3.

2 0 0 \?*/uw 0 0 0\° /uw 0 0 0\ /w 0

2 -2 -1 wl=[2 0 -1 wl =11 0 -1 w?] =10
-1 0 1-AX w3 -1 0 1 w? -1 0 1 w? 0
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plati tedy w! = w® = 0 a podprostor téchto vektortt je dvojrozmérny, generovany napiiklad
vektory (0,1,0)" a (1,0,1)". Tento podprostor je vétsi nez podprostor vlastnich vektort pfi-
slusnych vlastni hodnoté A = 0. Jak vidime, patii sem kazdy vlastni vektor v pfislusny vlastni
hodnoté A = 0. Plati-li totiz (A — A\.1)v = 0, plati také (A — A\.1)?v = 0. Musime tedy vybrat
takovy vektor w, ktery zaroven neni vlastnim vektorem prislusnym k A = 0 ani k A = 1, napft.
w = (1,0,1)". Vektory (u,v,w) potom tvori linedrné nezavisly systém. Piejdéme nyni k bézi
tvofené témito vektory, matice prechodu k této bézi je S = (u,v,w). Lineadrni operator « je
v této bazi dan matici

1 0 —1 0 0 0 0 01 100
ST1AS = -1 1 1 2 0 —1 1 1 0]=(001]=J
1 0 0 -1 0 1 -1 0 1 000

Jedné se v tomto smyslu o nejjednodussi bazi, v niz mizeme operator o vyjadrit.

Uvahy z tvodniho piikladu nas motivuji k definici: Vektor v € V nazveme zobecnéniym
vlastnim wvektorem operatoru « prislusnym k vlastni hodnoté A\, pokud existuje k € N
takové, Ze (o — A.1)kv = 0, k-tou mocninou operatoru zde pfitom rozumime jeho k-ndsobnou
postupnou aplikaci. Pro £ = 1 dostavame definici vlastniho vektoru.

Ukazuje se tedy nutné studovat vlastnosti mocnin operatoru f: V — V. Ziejmé to budeme
potfebovat pro f = a — A.1.

Lemma 2. Bud k prirozené cislo takové, Ze plati ker 3¥+1 = ker B*. Potom

{0} =ker B° Cker ' C --- Cker ¥ =ker F*! =ker gF™2 = ... .

Drikaz. Necht jsou splnény piedpoklady lemmatu. Chceme ukazat, ze ker 57+ = ker *+¢ pro
véechna piirozend (. v € ker ¥+ znamena 5¥+v = 0. Pokud v = 0 je i BB+ v = gty =
0 a tedy v € ker BT+, Naopak predpokladejme, Ze v € ker BFTHHL tj. 0 = pFHitly = ph+lghy,
Z toho plyne, ze ‘% € ker B! a z piedpokladu lemmatu ‘v € ker 3%, z toho ale plyne
v € ker S+, [ |

MiiZeme si nyni poloZit otédzku, zda vzdy existuje takové k, ze plati ker 3% = ker 5*+1. Odpovéd
na otazku dava nasledujici lemma, které tika, ze v nejhorsim pfipadé k£ = n = dim V. Tento
pripad skute¢né miize nastat.

Priklad 3. Vezméme za [: C" — C" operator, jehoz matice B ve standardni bazi je

0O 1 O 0
0o . . 0
B=1: :
0 0 1
0 0
Spoc¢téme nyni B* pro k € {1,...,n} a urceme vzdy patficna jadra ker B*. Jadro ker B je

generovano prvinim vektorem standardni baze. Vys§i mocniny matice B maji jednicky vzdy
posunuty o jednu pozici nad diagonilou a proto B"* = 0 pro £ > 0. Jadro B* je tedy vzdy
generovano prvinimi k vektory standardni baze. Ve chvili, kdy k£ doséhne hodnoty n = dim V/,
je jiz generovan cely V' a proto jadra nemohou déle nartstat.
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Nyni ziskany vhled dokazeme.

Lemma 4. Budn = dim V. Pak plati " = "+ pro ¢ € N.

Diikaz. S ohledem na lemma [ staci dokdzat 8" = B"*!. Budeme dokazovat sporem. Proto
predpokladejme, Ze lemma neplati a

0=ker3° C ker 8* C --- C ker 8" C ker "1,

kde kazda dalsi podmnozina je ostie vétsi nez predchozi. V kazdém kroku musi tedy dimenze
dim ker % vzriist nejméné o jednicku. Je tedy dimker 57*! > n + 1. Dimenze libovolného
podprostoru V' ale nemiize byt vétsi nez n = dim V' a toto je spor. |

Pfimym dusledkem predchoziho lemmatud]je nasledujici véta charakterizujici zobecnéné vlastni
vektory.

Véta 5. Zobecnéne vlastni vektory operatoru o prislusné vlastni hodnoté \ tvori podprostor
ker(a — A.1)".

Dikaz. Necht v € ker(aw — A.1)". Potom v je podle definice zobecnénym vlastnim vektorem
prislusnym vlastni hodnoté \. Naopak necht v je zobecnénym vlastnim vektorem k vlastni
hodnoté A. Potom podle definice existuje k tak, Ze v € ker(a — A.1)*. Vzhledem k platnosti

lemmatu @ pro 8 = a — \.1 je k < n a kviili lemma [ je ker(a — \.1)* C ker(a — X\.1)™. [
Operator v: V —V nazveme nilpotentnim , existuje-li k € N tak, ze v* = 0. Piikladem

nilpotentniho operatoru je operator  z prikladu [3l

Véta 6. Bud v: V —V nilpotentni operdtor a n = dim'V'. Potom v™ = 0.

Diikaz. Protoze v je nilpotentni, je kazdy vektor v € V' zobecnénym vlastnim vektorem prislus-
nym vlastni hodnoté A = 0. Nase tvrzeni je nyni disledkem véty |

Vyporadali jsme se s jadry mocnin operatorii, nyni nastal ¢as vénovat se jejich obrazim. Bud
k>0afB:V—V linedrni operator. Pokud w € im 8**! pak z definice existuje v tak, Ze

w = By = BFpv € im .

Plati tedy
V=imp Dimp' D ---DimpBF DimpF+12---.

Vyse uvedena posloupnost se opét po n = dim V' krocich stabilizuje.
Lemma 7. Plat/ im 8" = im 8" = im "2 = .. ..
Dikaz. Vezméme m > n. Potom
dimim g™ = dim V — dim ker 8™ = n — dim ker " = dimim "

s vyuzitim lemmatu 4 a z toho jiz plyne, Ze im 4" = im 8"+ pro ¢ € N. [ |
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2. Hamilton-Cayleyho véta a rozklad operatoru. Pfipomenme, Ze pro kazdy operator
« umime nalézt takovou bazi, zZe jeho matice v ni je horni trojihelnikova.

Priklad 8. Vezméme operator o z prikladu [Il. Pro operator nad C jsem vzdy schopni nalézt
alespon jednu vlastni hodnotu a ji prislusny vlastni vektor. Vezméme napt. vlastni vektor
(0,1,—1)" ptislusny vlastni hodnoté A = 1 a dopliime ho na bazi v C3. Ozna¢me P né&jakou
matici pfechodu k této nové bazi, P~1AP je matice operatoru a v této nové bazi

0 —1 11
1 01

o O O

10
01|, P'l=
00

O = O
_ o O

—1

Dalsi tpravy jiz stac¢i provadét s operatorem B pusobicim na libovolném doplinku jednorozmeér-
ného podprostoru generovaného vlastnim vektorem (0,1, —1)°.

o= (0 0)

ktery na horni trojihelnikovou matici Q~!BQ pievedeme matici

(). oma (b))

Uvazme nyni matici pfechodu

1 0 1 00 0 10 0 1
(0 Q) P=10 01 1 01)={(-120
010 -1 0 0 1 0

—_ o O

k béazi (f1, fo, f3). V této bazi je «a reprezentovan horni trojihelnikovou matici

T =

OO =
O O O

1
1
0

Véta 9 (Hamilton-Cayleyho). Bud p(\) charakteristicky polynom operdtoru «. Potom plati
p(a) =0.

Diikaz. Necht (f1,..., fn) je baze, ve které mé « horni trojihelnikovou matici 7. Na diagondle
matice jsou zjevné vlastni hodnoty operatoru a. Ozna¢me je odshora Aq, ..., A, (je mozné, zZe
Ai = Aj ipro i # j). Potfebujeme ukazat, ze p(T') f; = 0 pro vSechna j € {1,...,n}. Vzhledem
k tomu, ze T je trojuhelnikova, je i p(T") trojihelnikova. Rozlozme charakteristicky polynom
matice p(T') = (T — \,.1) ... (T'— A\;.1). Stadi tedy dokézat (T — A;.1) ... (T — A\.1)f; = 0 pro
Jj €{1,...,n}. Zjevné plati

A2 — A\ 0
(T—)ql)flz . . :0
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V dalsim kroku uvazme (7' — A\y.1)(T — A;.1) pusobici na prvni dva bazové vektory fi a fo.

)\1—)\2 * 0 *

1
0 Ay — A1 0

0
1

0 An — A 0 An — M1 0 0

Kdyz vezmeme soucin trojihelnikovych matic (I'—A\;.1) ... (7T—A;.1) bude mit prvni aplikovana
matice 0 v prvnim fadku, druhd v druhém atd. a j-t4 v j-tém radku na diagonale a v jejich
soucin bude 0 v prvnich j-tfadcich, coz plati pro kazdé j. Tim je tvrzeni dokazéano. |

Nyni se zabyvejme libovolnym polynomem ¢ z operatoru «.

Lemma 10. ker ¢(«) je invariantnim podprostorem c.

Diikaz. Necht v € kerqg(a), tj. g(a)v = 0. Potom ale ¢(a)av = ag(a)v = «a(0) = 0, tj.
av € ker ¢(a). [

Nyni jsme jiz schopni dokazat vétu o struktufe linearnich operatort.

Véta 11. Bud V wvektorovy prostor nad télesem C dimenze n, a: V—V a Ay, ..., \, vSechny
ruzné vlastni hodnoty o a Uy, ..., U, jim prislusné podprostory zobecnenych vlastnich vektorii.
Potom plati

(1) V=U,&---aU,
2) kazdy U; je invariantnim podprostorem o,
j

(3) kazdé (o — )\j.l)|Uj je nilpotentny.

Dikaz. (2) je disledkem lemmatu [I0 pro polynom ¢(z) = (z — A;)", (3) je piimym disledkem
definic. Abychom ukéazali (1), uvédomme si, zZe dim U; je rovna poctu vyskytd vlastni hodnoty
na diagonale pfislusné trojihelnikové matice. Je tedy ziejmé, ze dim V' = dim U, +- - - +dim U,..
Bud nyni U = U; +- - -+ U,.. Potom je U invariantnim podprostorem «. MiiZzeme tedy definovat
B: U —U jako restrikci o na U.  méa ale stejné vlastni hodnoty, a jelikoz v U lezi vSechny
zobecnéné vlastni vektory, ma i stejné zobecnéné vlastni vektory a je tedy dimU = dim V.
Jelikoz je U podprostorem V', je tedy U = V. |

Nyni se musime zabyvat strukturou nilpotentnich operatort. Za¢neme definici. Podprostor U C
V' se nazyva cyklickym vzhledem k §: V — V| existuje-li jeho baze (eq,...,e,) takova, ze
Ble1) = ea, B(ea) = es, ..., f(e,) =0, schematicky to lze napsat

Er ﬁerfl o €r—2 b0 €2 o €1 o 0,

baze (e1,...,e,) se v takovém pripadé nazyva Jordanovou bazi.

Véta 12. Bud v: V —V nilpotentni operdtor. Potom existuji cyklické podprostory Uy, ..., U,
tak, Ze V=U; ®--- D U,.
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Drikaz. Oznacme k stupeni nilpotence operatoru v, tj nejmensi takové k, ze v* = 0, ale ¥~ £ 0.
Je tedy ker vt £ V.

1

(a) Zvolime libovolné béazi v ker v*~1 a doplnime ji na bazi ve V = ker v* néjakymi vektory
k

e1,...,ep. Vektory vF ey, ... vF te, tvoiil potom bézi v im gF~ 1t
(b) Zvolime libovolné bazi v ker v¥~2 a doplnime ji vektory vey, ..., vey, . Vznikly systém je

linedrné nezavisly (linedrni zavislost znamena, ze by existovala a;v(ey)+- - -+ay, v(es, € ker vF~2,
Z toho ale ziskdme spor s (a)) a doplnime ho na bazi v ker v*~! né&jakymi vektory es, 41, . ., €.

(c) Zvolime libovolné béazi v ker =3 a doplnime ji vektory v2ey,...,v%e,, vey i1, ..., Ve,
Vznikly systém je opét linearné nezavisly. Systém doplnime na bazi v ker v¥~2 né&jakymi vektory
€lo+1y -5 C€lg-

Podobnych krokii provedeme k, kdy v poslednim kroku bereme ker 1° = ker 1 = {0} a celkové
ziskdame bazi

€1y .,6€0,
VEl,..., V€, €041, --,C1y
2 2
Ve, ..., V€, Vepi41y-+-y V€I, Epyt1y ..., Eps

v prostoru V. Podprostory

[er, ver, VPer, .. ], ..., e, veo, Ve, .. ]

2 2
(€0, 11, V€p 11,V €041y -]y ey [€ryy Very, VoL, . . ]

jsou cyklické. Tim je tvrzeni dokazano. |

Schematicky mtizeme situaci znazornit pomoci diagramu:

€1 e 6(1
v v
Y ° €r1+1 €0y
Y Y ° ) 6g2+1 643
° ° ° ° ° °

Ziejmé kazdy blok (o — )‘j'l)|Uj
novu béazi. Bloky jsou urceny jednoznacné az na jejich potadi. Cyklické podprostory jsou rovnéz
urceny jednoznac¢né az na potradi. Ukazali jsme, ze pro kazdy operator lze najit takovouto béazi.

z véty [11] je nilpotentni a lze k nému tedy zkonstruovat Jorda-



	Zobecnìné vlastní vektory
	Hamilton-Cayleyho vìta a rozklad operátoru

