Kombinatorika

Michael Krbek

1. Zakladni pojmy. Kombinatorika pracuje se spocitatelnymi (tedy ob-
vykle koneénymi) strukturami a patii kvali tomu mezi nejstarsi oblasti ma-
tematiky. Je tézké podat presny vycet toho, ¢im se kombinatorika zabyva,
uvedeme si pro zacatek par prikladu, které nam pomuze kombinatorika Tesit.



Ve volném case si studentka muzZe zvolit, Ze bud vypracuje doméci tikol
z jednoho ze ti{ predméti, nebo pujde do kina na jeden z péti filmu, které
se hraji. Z kolika moznosti si muze vybrat?

Pavel ma doma tii kosile, ¢tvery kalhoty a dva pary bot. Kolika ruznymi
zpusoby muze své obleceni zkombinovat?

Kolik moznych vysledku daji tii po sobé nasledujici hody (Sestistrannou)
kostkou?

DNA m4 piiblizné 3 x 10° zakladnich parti aminokyselin. Kolik moznych
genomu lze tedy vytvorit?

Kolik SPZ existuje s tfemi pismeny nasledovanymi ctvetici ¢isel?
Kolik slov existuje s méné nez péti pismeny?

Do batohu je vhozeno devét knih. Kolika zptusoby lze pét z nich ulozit na
policku?

Na policce je devét knih. Kolika zpusoby lze pét z nich hodit do batohu?



(9) Kolik existuje (i nesmyslnych) palindromu délky n?

(10) Kolik je moznych vysledku ve hie Sportka? Tahd se Sest cisel z 49 a
nezalezi na potadi.



2. Permutace. Jednim ze zcela zakladnich kombinatorickych pojmu je po-
jem permutace. Matematicka definice nasleduje. Méjme n-prvkovou mnozinu
M, bez Gjmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze M = {1,2,3,...,n}.
Uvazujme vSechna prosté (injektivni) zobrazeni mnoziny M na (tj. surjektivni)
sebe samu. Kazdé takové zobrazeni (bijekce) nazveme permutaci mnoziny M.

Intuitivni vyznam permutace je ”pteskladani”n-tice objektu. Piiklady vyuziti
permutaci néasleduji.

(1) Méjme za sebou polozeny ¢tyti kulicky — Cervenou, zelenou, modrou a
bilou. Kolika zpusoby je mozno sefadit? Mnozinu M v tomto piikladé
reprezentuje mnozina ¢tyt barevnych kulicek. Tedy napt. prvek 1 repre-
zentuje cervenou kulicku, 2 zelenou, 3 modrou a 4 bilou. Libovolné jiné
poradi kulicek ziskame pomoci permutaci.
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(2) Michani balicku karet, zde mnozinu M reprezentuje pravé balicek karet.
Kazdé zamichani balicku reprezentuje néjakou permutaci balicku.

Tento druhy piiklad dobfe ilustruje jednu ze zakladnich vlastnosti permutaci,
tou je moznost permutace skladat, tedy vlastné zamichat balicek vicekrat po
sobé. Z matematického hlediska se jedna o prostou kompozici zobrazeni.

Jesté jsme si neukazali, kolik takovych permutaci celkem je. K tomu se nejlépe
da prijit rekurzi. Pocet permutaci prdazdné mnoziny je z definice dan jako
Py = 1. Pocet permutaci jednoprvkové a dvouprvkové mnoziny téz jednoduse
zjistime jako P, = 1 a P, = 2. Predpokladejme, Ze zndme pocet permutaci
(n — 1)-prvkové mnoziny, ozna¢me jej P,_;. Potom pokud ptiddme jesté jeden
prvek a dostaneme n-prvkovou mnozinu, muzeme zvolit potadi tohoto jednoho
dalstho prvku pro kazdé potradi (n — 1)-prvkové mnoziny pied 1. jejim prvkem,
2. jejim prvkem, ..., (n—1). jejim prvkem a konecné i za (n—1). jejim prvkem.
Tedy celkem mame P, = nP,_;. Této rekurentni definici vyhovuje faktorial,
tj.
P,=nl=nn-1)(n-2)---3-2-1.



3. Variace (bez opakovani). Zobecnénim pojmu permutace ziskdme tzv.
k-¢lenné variace bez opakovani z n-prvkové mnoziny. Pro jejich pocet P do-
staneme

Pl'=nn—-1)...(n—k+1).

4. Variace (s opakovanim). Jiny nézev je usporadand k-tice z n-prvkové
mnoziny. Jejich pocet je



5. Kombinace. Problematiku kombinaci uvedme piikladem. Pfedstavme
si, ze se pohybujeme ve mésté s presné Ctvercovou siti bloku budov a ulic a
z vychozi pozice se chceme dostat o 5 bloki na vychod a o 5 bloku na jih.
Kolik je ruznych takovych nejkratsich cest?

Pro lepsi pochopeni je nize zakresleno nékolik ndhodnych cest tohoto typu.
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Jisté si kazdy jiz v§iml, Ze pocty cest vytvari tzv. Pascaluv trojuhelnik
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Zkusme jesté odvodit zakladni vlastnosti ¢isel, jez tyto tzv. binomické koefici-
enty musi spliovat. Musi platit

(5)=()-

Pro¢? Pokud cilové misto je o libovolny pocet mist pouze na vychod, nebo
pouze na jih, je jen jedna cesta, kterd je nejkratsi. Déle plati

Pro¢? V celé tvaze lze prohodit slova jih a vychod a nic se nemuze zménit. Na

zaver musi platit
n\ (n-—1 n n—1
k) k k—1)

Pro¢? Do kazdého bodu v siti blokui a ulic se d4 piijit bud shora nebo zleva.
Pocet zpusobu jak do tohoto bodu dojit je dan souc¢tem poctu zpusobu, jak
dojit do bodu nad danym bodem a poc¢tu zpusobu, jak dojit do bodu nalevo
od puvodniho bodu.



Déle lze jiz velice jednoduse ukazat, ze aby platily pfedchozi t¥i vzorce, musi

byt
n\ n!
k) kl(n—k)

Existuji jesté jiné interpretace binomickych koeficientu, mezi nejbéznéjsi patii,
~ ~ 7 n ~ . ~ s ~. ’ v .

zZe ¢islo ( k) urcuje pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny. To jed-
noduse souvisi s vyse uvedenym. Rovnéz k explicitnimu vzorci pro kombinacéni
¢isla se da dojit jednoduchou tvahou pres variace a permutace.



6. Dalsi soucasti kombinatoriky.

— v8e, o ¢em jsme doted mluvili, byla tzv. enumerativni kombinatorika. Do
ni ale dale patii napt. multimnoziny, Fibonacciho ¢isla, ...

— matematickd analyza v kombinatorice (Fibonacciho ¢isla, . . .)
— teorie grafu (Good Will Hunting, .. .)

— geometrickd kombinatorika: “Na kolik ¢asti rozdéli rovinu n ptimek v obecné
poloze?”, ...

— teorie rozkladu: “Kolika zpusoby lze napsat prirozené ¢islo n jako soucet
mensich ptirozenych ¢isel?”, ...
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