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Michael Krbek

1. Motivace pro zavedeni komplexnich ¢isel. Urcujicim divodem pro
studium komplexnich &sel byl algoritmus pro feseni kubické rovnice Axz3 +
Bz?+ Cx+ D = 0 pochézejici od Scipiona del Ferro a Tartaglii publikovany
Gerolamem Cardanem v roce 1545. Zde v nékterych pripadech v mezivypo-
¢tech vznikala cisla typu

a4+ bv—1,

pfi¢emz a i b jsou realna ¢&isla a i = /—1 je ¢islo, které realné byt nemdize.
Realnym nasobkim tohoto ¢isla i se zacalo fikat ¢isla imaginarni vzhledem
k tomu, ze zddnlivé neméla zadny vyznam. Pozdéji se vSak ukézalo, ze z ma-
tematického hlediska se jedné o velmi silny vypocetni nastroj, a jesté pozdéji
se ukézalo, ze hraji nezastupitelnou roli v popisu fyzikalnich jevli na kvantové
urovni. V dalsim odstavci kratce naznacime postup, jakym ke komplexnim
¢islim dospéli jejich puvodni objevitelé a po této kratké vsuvce jiz budeme
pokracovat v budovani teorie komplexnich ¢isel axiomaticky.

2. Cardanovy vzorce. Zajimejme se o feseni kubické rovnice
2® 4+ azx® +br +c= 0. (1)

Koeficient u 2% 1ze bez Gijmy na obecnosti polozit roven 1, je totiz vzdy rtizny
od nuly (jinak by rovnice byla nejvyse kvadratickd), a proto jim muZzeme
celou rovnici vydélit. Dale v ([{l) provedeme substituci = = t — a/3, jejimz
vysledkem je tvar

2 +pr+q=0, (2)
kde

_b_a_2 B +2(L3—9ab

p=0m75g, 47°¢ 27

Déle v ([2) provedeme substituci t = u + v, dostavame

u® 4+ v* + (B3uv +p)(u+v) +¢=0. (3)

! Tento odstavec je zafazen pro zajimavost a neni nezbytny pro pochopeni dalsiho textu.
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Vsimnéme si, ze pokud polozime 3uv + p = 0, druhy séitanec v ([3) vymizi a
ziskame soustavu rovnic

W +vP+qg=0, 3uv+p=0. (4)

3 a za druhy séitanec poté dosadime

Prvni rovnici soustavy (@) vynasobime u
z rovnice druhé. Celkem mame

6 3 P’
N 5)
T 9

coz je kvadratickd rovnice pro u?, jeji feSeni zname. Jsou to

3 q @ p?
= —= 4/ =+ = 6
U 9 1 + o7 ( )

Uplné stejné vyfesime pro v3, tj. prvni rovnici (@) vynasobime v* a za druhy

sCitanec dosadime z druhé rovnice, z niz rovnéz plyne, Ze existuji pouze tii
ruzné dvojice t = u+wv, tj. tfi feSeni rovnice ([2)) a tedy i ({l). Zajimavy pfipad
nastane, pokud vyraz
¢ 7
d=—+ =, 7
4 27 (M)

zvany diskriminant kubické rovnice, v rovnici (6]) je zdporny. Rekli bychom,
ze u® a v® v tomto piipadé neexistuje, poc¢itdme-li oviem formélné déle,
dostaneme v tomto pfipadé tii redlna feseni kubické rovnice ().

Priklad: Vezméme pro jednoduchost kubickou rovnici, u které jiz predem
zname jeji kofeny, (x + 1)(z — 1)(z 4 2) = 0, po roznasobeni

22+ 22— —-2=0.

Po eliminaci kvadratického ¢lene substituci z = ¢ — 2/3 dostavame

7 20
th——t— = =0.
3 27
Pro diskriminant kvadratickych rovnic v u3 a v® dostaneme
202 7\3
(—%) . (—3) _ 1
4 27 3

Pro u? a v® dostavame
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coz je zvlastni, jelikoz v/—1 neni rovna zadnému realnému ¢islu. Pokud ovsem
s témito Cisly budeme dale formalné pocitat, ziskame nakonec

pedo 14
37373

ze{l,-1,-2}

a po zpétné substituci

v souhlasu s tim co jsme ocekavali. Vidime tedy, Ze k ziskani vSech tii feseni
této kubické rovnice musime pracovat s Cisly, jez redlna nejsou.

3. Algebra komplexnich ¢isel. Uvazme mnozinu vsech usporadanych
dvojic redlnych ¢&isel (x,y) € R2, z historickych i jinych diivodd takovou
dvojici oznacujeme z = x + yi a nazyvame ji komplexnim cislem v tzv.
algebraickém tvaru. x = Rz nazyvame redlnou cdsti komplexniho ¢isla z,
y = Sz nazyvame jeho imagindrni casti.

S komplexnimi ¢isly mtzeme provadét algebraické operace podobné jako
s Cisly redlnymi. Opacné komplexni ¢islo ke komplexnimu ¢islu z = x + yi je
—z = —x — yi. S¢itani komplexnich ¢isel je definovano po slozkach: vezméme
dvé libovolna komplexni ¢isla z1, 29, 21 = 21 + 11, 20 = 9+ yoi. Potom jejich
soucet je definovan jako

21+ 2 = (21 + 22) + (Y1 + y2)i. (8)

Rozdil dvou komplexnich ¢isel ziskame jako z; — 29 = 21 + (—22). Komplexni
nulu piseme jako 0 (nikoli 0 + 0i), obecnéji potom, je-li redlnd ¢ast kom-
plexniho ¢isla nulova, piSeme jej jako yi a nazyvame ryze imagindrnim, je-li
naopak imaginarni ¢ast nulova, piSeme pouze x a nazyvame jej ryze redlnym.

Dalsi dtlezita operace s komplexnim d¢islem je komplexni sdruZeni, Z = x —
yi. Umoznuje definovat absolutni hodnotu komplexniho ¢isla |z| = 2z =
/2% + y? a pro nenulové komplexni ¢islo inverzni komplexni ¢islo

Nasobek komplexnich ¢isel 21, z5 definujeme jako

2129 = (102 — Y1Y2) + (T1y2 + T2y1)i. (10)
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Vsimnéme si, ze se symbolem i se pfi nasobeni operuje jako s vyrazem, pro
ktery plati i = —1. V tom také tkvi vyznam pouzitého oznaceni pro kom-
plexni ¢isla. Déleni komplexnich ¢isel definujeme jako z1/z0 = 2125 1 Neut-
ralnim prvkem vii¢i nasobeni je z = 1.

Lze jednoduse ukézat dosazenim, ze takto definované operace sc¢itani a na-
sobeni jsou komutativni, asociativni a spliuji obvyklé distributivni zakony,
t].

21+ 29 =20 + 21 2129 = 2921 (11)
(214 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (2129)23 = 21(2223) (12)
(Zl + 2’2)23 = 2123 + 2923 21(2’2 + 23) = 2129 + 21%3. (13)

Mnozinu dvojic redlnych cisel vybavenou vyse definovanymi operacemi na-
zyvame telesem komplexnich c¢isel a znacime ji C.

Priklady:

(1) Spoctéte

2—-1 2-3i

241’ (d) 14 3i

(a) (1 =21)(2+1), (b) (2+3i)(5b—2i), (c)

(2) Reste rovnice

(a) 3—i)z=1, (b) (2-3i)z =1+, (c)2*=—i, (c)2*+2+1=0.

(3) Reste soustavy rovnic

(a) I1+i)z+(2-1)w=1 (b) (1 —i)z+ (-14+2)w=1+1
iz+(1-2)w=1-1i (1+i)z+ (14 2)w=i

4. Geometricka interpretace komplexnich ¢isel. Geometricky si lze
komplexni ¢isla predstavit jako body v kartézské roviné, kde jedna soutadnice
(obvykle vodorovna) urc¢uje realnou ¢ast komplexniho ¢isla, druha souradnice
(obvykle svisld) jeho imaginarni ¢ast. Této roviné fikdme Gaussova nebo Ar-
gandova. Na prvnim obrazku je zndzornén geometricky vyznam komplexniho
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sdruzeni, jedné se o zrcadleni vzhledem k ose Rz. Absolutni hodnota kom-
plexniho ¢isla z je rovna euklidovské vzdalenosti bodu z od poc¢atku soustavy
soufadnic, zfejmé je |z| = |Z|. Na druhém obréazku je osvétlen geometricky
vyznam sc¢itani dvou komplexnich ¢isel, na tfetim geometricky vyznam na-
sobeni, zde podotknéme, ze modry trojuhelnik 01z; a cerveny trojuhelnik
022(2129) jsou si podobné, tento vysledek se plné objasni v pfistim odstavci.

h

Z1%2

v

Rz

Priklady:

(1) Nakreslete v komplexni roviné graf funkce R >t +—t —it +1 € Z.

(2) V Gaussové roviné je zadéan trojuhelnik z;2,23. Ukazte, Ze téZnice troj-
thelnika se protinaji v jediném bodé, t€zisti ¢; urcete také toto téziste.
Ukazte rovnéz, ze téznice se protinaji ve dvou tfetinach svych délek
meéfenych od patfi¢ného vrcholu trojihelnika.

5. Goniometricky a exponencialni tvar komplexniho cisla. Je-li
komplexni ¢islo z = x + yi rtizné od nuly, potom kazdé realné cislo ¢, které
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vyhovuje vztahtim

T Rz . Sz
COSp = —— = —, smgb:L:—

Vaz+y? o |7 Vaz+y? o |7
nazveme hodnotou argumentu komplexniho ¢isla z. Kazdé komplexni cislo

mé nekoneéné mnoho hodnot argumentu. Opravdu, je-li ® = Argz € (—m, 7]
jedna hodnota argumentu (této hodnoté fikdme hlavni hodnota), potom i

: (14)

p=argz =P+ 271k, keZ

je hodnotou argumentu. Geometricky vyznam hodnoty argumentu komplex-
niho ¢isla z je dan thlem, ktery svira spojnice pocatku Gaussovy roviny a
bodu odpovidajiciho komplexnimu ¢islu z s kladnou poloosou Rz.

>

y
Sz z

Kazdé komplexni ¢islo z = x+yi 1ze tedy psat ve tvaru z = |z|(cos ¢p+isin ¢).
Tomuto tvaru fikdme goniometricky tvar komplexniho ¢isla, pricemz

ol =va2+y?,  ¢= atg%

Leonhard Fuler dokazal néasledujici rovnost
' = cos ¢ + isin ¢, (15)

kde e = 2.71828200918284200959. .. je tzv. Fulerovo cislo, zéklad priroze-
nych logaritmi, ¢ je libovolné realné c¢islo. Proto mizeme zapsat libovolné
komplexni ¢islo z rovnéz v tzv. exponencidlnim tvaru

¥ = |z] exp(i0). (16)

z =|zle
Nésobeni komplexnich ¢isel z1, 2o zapsanych v exponencialnim tvaru je ob-

zv1ast jednoduché, lze totiz vyuzit vlastnosti exponencidlni funkce. Je-li

21 = |Zl|ei¢17 Zo = ‘Zz‘eima
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potom

22 = |zl|ei¢1|z2|ei¢2 — \lezQ\ei(d’”d’Z) — |2122‘ei(¢>1+¢>2)

Z toho také okamzité plyne geometrické pravidlo pro nasobeni dvou kom-
plexnich ¢isel z predchoziho odstavce.

Priklady:

(1) Urcete exponencialni tvary néasledujicich komplexnich ¢&isel v algebraic-
kém tvaru

(a)1+1i, (b) —1+1i, (c)V3—i, (d) —i

(2) Urcete algebraické tvary nasledujicich komplexnich ¢isel v exponeciél-
nim tvaru

(a) 2exp (%) (b) dexp (-?) () exp(2nik), k € Z.

(3) Z platnosti Eulerovy rovnosti odvodte sou¢tové vzorce pro goniomet-
rické funkce, tj.
cos(a £ b) = cosacosb F sinasinb,

sin(a = b) = sinacosb £ cosasin b,

ta(a + b) tga £tgb
a =———
& 1Ftgatgh

6. Moivrova véta. Vlastnosti exponencialni funkce pro komplexni ¢isla
v exponencidlnim tvaru lze vyuzit k umocnovani komplexnich ¢isel. S vyuzi-
tim Eulerovy rovnosti totiz plati

(cosp +isin )" = [exp(ip)]” = exp(ing) = cos(ng) + isin(ngp).  (17)

Tomuto tvrzeni se fika Moivrova véta a uplatni se predevsim pii feseni jed-
noduchych polynomialnich rovnic typu

2=w, z,weC.
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Priklady:
(1) Umocnéte komplexni ¢isla
(a) 1+1)2% () (=1+1) (o) (V3=D®, (d) (1)

(2) Uzitim Moivrovy véty vyjadiete cos4¢ a sin 5¢ pomoci cos ¢ a sin ¢.

(3) Reste v C rovnice
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