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Lemma 1. Uzavreny podprostor kompaktniho topologického prostoru je kompaktni.

Dikaz. Necht Y C X je uzaviena a X kompaktni. Vezméme pokryti & mnozZiny
Y mnozinami otevienymi v X. Zkonstruujme z &2 pokryti 2 celého X pridanim
X\Y,tj. 2 =2U{X\Y}. X jekompaktni, proto lze z pokryti 2 vybrat kone¢né
podpokryti Z pokryvajici X. Pokud Z obsahuje X \ Y, vezmeme . = Z\{X \ Y},
jinak . = #Z. Podpokryti . je konecné a pokryva Y. [

Lemma 2. Kompaktni podprostor Hausdorffova prostoru je uzavieny.

Diikaz. Bud'Y kompaktni podprostor Hausdorffova prostoru X. Dokazeme, ze X\ Y
je oteviend. Bud z € X \Y. UkéZeme, Ze existuje oteviené okoli bodu z lezici v X'\ Y.
Pro kazdé y € Y lze vybrat disjunktni okoli U, bodu z a V,, bodu y. {V,|y € Y}
je pokryti Y otevienymi mnozinami a lze z néj podle predpokladu vybrat konecné
podpokryti {V,,,...,V,, }. Otevfena mnozina U = U,, N...NU,, je hledanym okolim
bodu z. |

Lemma 3. Jsou-li X aY kompakini, pak i X XY je kompaktni.

Diikaz. Prvni ¢ast: Bud z € X a N oteviend mnozina v X x Y obsahujici {z} xY C
X x Y. Dokazeme, ze existuje oteviené okoli W bodu z takové, ze N obsahuje
W xY. Pokryjme {z} X Y otevienymi mnozinami U x V' lezicimi v N. Ale {z} x Y
je kompaktni; muzeme tedy z tohoto pokryti vybrat koneéné podpokryti {U; X
Vi, ..., Uy xV, }. Zde piedpokladame, ze U; x V;NN # (). Uvazme W = UN...NU,.
Systém mnozin {U; x V;} ve skutecnosti pokryva W x Y. Uvazme bod (z,y) € W xY'.
Potom (z,y) € U; x V; pro néjaky index i, tj. y € Vi. Ale x € U; pro vSechna j a
tedy (z,y) € U; x V.

Druha ¢ast: Bud & oteviené pokryti X x Y a z € X. Pak {2z} x Y je kompaktni,
jelikoz je homeomorfni Y. Lze ji tedy pokryt koneénym podpokrytim {Ay,..., 4,,}
z P. Jejich sjednoceni N = A; U...U A, je mnozina obsahujici {z} x Y a podle
prvni ¢asti diikazu obsahuje N mnozinu W x Y, kde W je oteviené okoli z € X a
W x Y je pokryta koneénym systémem {Aj, ..., A, }.

Pro kazdé x € X lze zvolit W, tak, ze W, x Y je pokryta kone¢né mnoha prvky
P. Ale {W,|z € X} je pokryti X a kvili kompaktnosti X musi existovat koneéné
podpokryti {W1,...,Wy}. Kazdou z mnozin W; x Y lze pokryt konetné mnoha
mnozinami z 2, tedy i X x Y = |J, W; x Y lze pokrjt koneénym poétem mnozin z

P |

Véta 4. Bud X plné usporddany prostor, ve kterém kaZdd mnoZina md nejmensi
horni zdvoru. V topologii dané usporadanim je kazZdy (konecny) uzavieny interval
kompaktns.

Diikaz. Prvni ¢ast: Bud a < b a & pokryti [a, b] pomoci mnoZin otevienych v [a, b].
Chceme ukazat, ze v & existuje konecné podpokryti. Dokazme napted:

Necht = € [a,b). Pak existuje y > x € [a,b] tak, Ze interval (z,y) je
pokryt nejvyse dvéma mnozinami z &2.
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Existuje-li pro = prvek y, ktery po 2 bezprostfedné nasleduje, je [z, y| tvofen dvéma
body, takze ho lze pokryt nejvyse dvéma mnozinami z &.

Neexistuje-li prvek, ktery po = bezprostiedné nasleduje, vyberme A € &2 tak, ze
r € A, x # b. Mnozina A je otevienad a obsahuje tedy interval [z, c), kde ¢ € [a, b].
Vyberme nyni y € (z,¢). Interval [z, y] je nyni pokryt jedinou mnozinou A € £.

Druh4 ¢ast: Bud B mnozina vSech bodt y € (a, b] takovych, Ze interval [a,y] je po-
kryt kone¢né mnoha mnozinami z &?. Uplatnénim prvni ¢asti na xr = a ukazeme, ze
existuje alespon jedno takové y, mnozina B je tedy neprédzdna. Bud ¢ € B nejmensi
horni zévora B. Pak a < ¢ <b.

Tteti ¢ast: Ukazeme sporem, ze ¢ € B. Zvolme A € & tak, ze ¢ € A. A je oteviena
a obsahuje interval (d,c|, d € [a,b]. Pokud ¢ ¢ B, musi existovat e € (d,c), jinak
by totiz d bylo mensi horni zavorou nez c. Jelikoz e € B, lze [a, €] pokryt konecéné
mnoha mnozinami z & (necht je jich n). [e, | lezil pravé v jednom prvku A € &,
tim padem [a,c] = [a, €] U [e, ¢| 1ze rovnéZz pokryt koneéné mnoha mnozinami z &
(bude jich n 4+ 1). Tim dostavame ¢ € B a rozpor s predpokladem.

Ctvrta ¢ast: UkdZeme, ze ¢ = b. Piedpokladejme sporem, ze ¢ < b. Pouzijme ted
prvni ¢ast pro piipad = = ¢, zjistime, Ze existuje y > ¢ € |a,b] tak, zZe [c,y] lze
pokryt koneéné mnoha mnozinami z &?. Ve tieti casti jsme ukazali, pro ¢ € B lze
[a, ¢|] pokryt koneéné mnoha mnoZinami z 2. To znamené, ze y € B, coZ je spor s
predpokladem, Ze c¢ je horni zavora B. |

Diusledek 5. Budte a < b redlnd c¢isla. Potom uzavieny interval [a, b] je kompaktni.

Véta 6 (Kritérium kompaktnosti v R"). MnoZina A C R" je kompaktni tehdy a jen
tehdy, je-li uzavrend a omezend vzhledem k euklidovskée mterice d nebo manhattanskée
metrice p.

Diikaz. Omezenost staci ukazat vzhledem k p, jelikoz plati nerovnosti
p(z,y) < d(z,y) < vnp(z,y).

Smeér ”"=": Predpokladejme, ze A je kompaktni. Potom je A podle lemmat [I a
uzaviena. Uvazme systém otevienych kouli {B,(0,m)|m € N}, které pokryvaji
R™. Jejich konecné podpokryti pokryva A. Musi tedy existovat M € N takové,
ze A C B,(0.M). Pro libovolna z,y € A dostdvame z trojuhelnikové nerovnosti
plx,y) < 2M. A je tedy omezena.

Smér 7<". Necht A je uzaviena a omezend vzhledem k p. Predpokladejme tedy,
ze p(z,y) < N pro vSechna z,y € A. Zvolme z € A a ozname p(z,0) = b. Z
trojuhelnikové nerovnosti potom plyne p(x,0) < N +b pro vSechna = € A. Oznacme
P = N +b. Potom A C [P, P]", coz je kompaktni mnozina, podle disledku [{ a
opakovanym uzitim lemmatu [3l Vzhledem k platnosti lemmatu [l je A kompaktni.

|



