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Kapitola 1Teorie mati
Pro øadu matemati
ko-fyzikální
h dis
iplin i te
hni
ký
h oborù pøedsta-vují mati
e velmi úèinný matemati
ký aparát, který v mnoha pøípade
humo¾òuje vyjádøit veli
e prùhledným zpùsobem jinak formálnì kompliko-vané výpoèty. Ve vìt¹inì fyzikální
h dis
iplín je pou¾ití mati
ového poètunaprosto pøirozené, nebo» vyplývá z vektorové a tenzorové povahy fyzi-kální
h velièin.Teorie mati
 je souèástí prakti
ky ka¾dé základní uèebni
e algebry. V na-¹em textu bude slou¾it si
e jako nezastupitelný, pøe
e jen v¹ak pouze vý-konný aparát. Proto uvedeme jen ty nejdùle¾itìj¹í poznatky z teorie mati
,které budeme v dal¹ím potøebovat. Dùkazy provedeme ve zkrá
ené verziu záva¾ný
h tvrzení, v jednodu¹¹í
h pøípade
h budou pøene
hány ètenáøijako 
vièení. Také znaèení bude pøizpùsobeno aplika
ím teorie mati
 vefyzikální
h dis
iplíná
h.Budeme uva¾ovat o mati
í
h, jeji
h¾ prvky jsou reálná nebo komplexníèísla. mno¾inu v¹e
h reálný
h resp. komplexní
h èísel opatøenou v¹emiznámými algebrai
kými opera
emi oznaèíme R resp. C . Obe
nì mohoumohou být mati
e tvoøeny i prvky jiný
h mno¾in s patøiènou algebrai
koustrukturou. Jedná se napøíklad o mati
e polynomi
ké, jimi¾ se budemezabývat v druhé èásti této kapitoly.
A. Èíselné mati
e1.1 Opera
e s mati
emiMati
í A typu m=n nad reálnými resp. komplexními èísly nazýváme souborm:nreálný
h resp. komplexní
h èísel �ji , 1 � i � m, 1 � j � n, uspoøádaný
h do1



2 1.1. Opera
e s mati
emiøádkù a sloup
ù takto:A = 0BBB� �11 �21 : : : �n1�12 �22 : : : �n2... ... . . . ...�1m �2m : : : �nm 1CCCA �ji 2 R resp. CZnaèíme A = (�ji ). Index i resp. j se nazývá øádkovým resp. sloup
ovým inde-xem. Pro mati
e lze u¾ít i znaèení A = (�ij) resp. A = (�ij), kde prvý indexje øádkový, druhý sloup
ový. Poèítá se s nimi stejnì jako pøi oznaèení (�ji ).Je-li m 6= n, hovoøíme o mati
i obdélníkové, pro m = n jde o mati
i ètver
o-vou øádu n. (Teorie mati
 se zabývá i tzv. nekoneènými mati
emi, v ni
h¾ jsouøádky a sloup
e tvoøeny posloupnostmi, tj. i; j 2 f1; 2; : : :g ev. f: : : ;�1; 0; 1; : : :g.Problematikou takový
h mati
 se podrobnìji zabývat nebudeme.) Prvky �jj ,j 2 f1; 2; : : : ;min(m;n)g jsou diagonální prvky mati
e A, uspoøádaný soubor[�11; �22; : : : ; �kk℄, k = min(m;n), je hlavní diagonála mati
e. Mati
i 0 nazývámenulovou �ji = 0 pro v¹e
hna i, j, ètver
ová mati
e E øádu n se nazývá jednot-ková, je-li �ji = Æji (Krone
kerovo delta) pro v¹e
hna i; j 2 f1; 2; : : : ; ng. Mati
ea = (�ji ) a B = (�ji ) jsou si rovny právì tehdy, kdy¾ jsou stejného typu a platí�ji = �ji pro v¹e
hna i, j. Pí¹eme A = B. O diagonální mati
i hovoøíme, je-li�ji = 0 pro v¹e
hna i 6= j.Mati
e typu m=n má tzv. s
hodovitý tvar, je-li
A = 0BBBBBBBBBB�

0 : : : 0 �j11 : : : : : : �n10 : : : : : : 0 �j22 : : : : : : �n2... . . . ...0 : : : : : : 0 �j22 : : : �n20 : : : : : : 0... . . . ...0 : : : : : : 0
1CCCCCCCCCCA ;

kde 1 � k � n, 1 < j1 < j2 < � � � < jk � n, �jii 6= 0 pro i 2 f1; : : : ; kg. Nulovoumati
i pova¾ujeme rovnì¾ za s
hodovitou.Pøíklad 1: Z následují
í
h mati
 mají s
hodovitý tvar mati
e A, B, mati
e C,D s
hodovitý tvar nemají:A = 0� 1 0 4 20 0 5 60 0 0 01A; B = 0� 0 2 7 0 40 0 2 3 00 0 0 8 21A; C = 0� 1 2 40 3 50 1 21A; D = 0� 1021A :Pøíkladem s
hodovité mati
e je také mati
e diagonální.Pomìrnì dùle¾itým spe
iálním pøípadem s
hodovité mati
e je také tzv. ma-ti
e trojúhelníková, de�novaná vztahy �ji = 0 pro v¹e
hna i < j (tzv. dolní
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 3trojúhelníková mati
e) resp. i > j (horní trojúhelníková mati
e). Taková mati
emá nad resp. pod hlavní diagonálou pouze nulové prvky.Mati
í opaènou k mati
i A nazýváme mati
i s prvky ��ji a znaèíme ji �A.Ne
h» A = (�ji ) je mati
e typu m=n. Mati
i AT = (�ij), typu n=m, nazývámemati
í transponovanou k A. Zøejmì je (AT)T = A. Mati
i nazýváme syme-tri
kou resp antisymetri
kou, resp. samoadjungovanou, je=li AT = A, resp.AT = �A, resp. AT� = A. Hvìzdièka znaèí opera
i komplexní sdru¾enosti,konkrétnì AT� = (�ji �), je-li A = (�ji ), 1 � i � m, 1 � j � n. Je-li mati
eA tvoøena reálnými èísly, pojmy symetri
ká a samoadjungovaná mati
e splý-vají. Z de�ni
 dále plyne, ¾e diagonální prvky samoadjungované mati
e jsoureálné, diagonální prvky antisymetri
ké mati
e jsou nulové. Nutnou podmínkoupro to, aby mati
e mohla být symetri
ká, antisymetri
ká nebo samoadjugovanáje rovnost m = n.Dùle¾itými opera
emi s mati
emi je souèet mati
, násobení mati
e èíslem asouèin mati
: Souètem mati
 A = (�ji ), B = (�ji ) typu m=n rozumíme mati
iC = (
ji ) opìt typu m=n, pro ni¾ je 
ji = �ji + �ji pro v¹e
hny indexy i; j.Z de�ni
 a pravidel pro poèítání s reálnými a komplexními èísly vyplývajípravidla pro poèítání s mati
emi:Vìta 1.1 Pravidla pro souèet a �-násobek mati
. Pro libovolné mati
e A, B,C typu m=n a èísla �, � platí:(i) A+B = B+A komutativita(ii) A+ (B+C) = (A+B) +C aso
iativita(iii) A+ 0 = 0+A = A(iv) A+ (�A) = (�A) +A = 0(v) �(A+B) = �A+ �B distributivita(vi) (�+ �)A = �A+ �A distributivita(vii) �(�A) = (��)A aso
iativita(viii) 1A = A násobení jednièkou(ix) 0A = 0(x) �1A = �A(xi) (A+B)T = AT +BT(xii) (�A)T = �AT
(1.1)

Poznámka: Mno¾ina mati
 opatøená opera
í sèítání s vlastnostmi (i) a¾ (iv)má strukturu tzv. komutativní grupy, mno¾ina mati
 se sèítáním a násobenímèíslem s vlastnostmi (i) a¾ (viii) má strukturu tzv. vektorového prostoru. Otì
hto strukturá
h budeme podrobnì hovoøit v kapitole 2.Ne
h» A = (�ji ) je mati
e typu m=n a B = (�ji ) mati
e typu n=r. Souèinemmati
 A a B nazýváme mati
i C = (
ji ) typu m=r, pro kterou je 
ki = �ji�kj ,1 � i � m, 1 � j � n, 1 � k � r. Pí¹eme C = AB. Souèin mati
 neníobe
nì komutativní. Pøi obe
ném zadání èísel m, n, r nemusí být souèin BAani de�nován.Z de�ni
e souèinu mati
 plynou opìt pravidla pro násobení mati
 a kombi-nování souèinu se souètem a �-násobkem.



4 1.1. Opera
e s mati
emiVìta 1.2 Pravidla pro souèin mati
. Pro libovolné mati
e A, B, C vhodný
htypù a libovolné èíslo � platí:(i) (�A)B = �(AB)(ii) A(B+C) = AB+AC(iii) 0A = 0; A0 = 0(iv) EA = A; AE = A(v) A(BC) = (AB)C(vi) (AB)T = BTAT; (1.2)0 resp. E je nulová resp. jednotková mati
e vhodného typu.Pøíklad 2: Mati
e A a B jsou dány takto:A = 0� 1 2�1 00 �21A ; B = ��1 0 0 32 1 �1 0� : Pak AB = 0� 3 2 �2 31 0 0 �3�4 �2 2 01A ;souèin BA není de�nován.Cvièení 1.1(1) Jsou dány mati
eA1 = 0� 1 2 02 �4 10 1 3 1A A2 = 0BB� i 1 �i 1+i1 �1 0 ip2�i 0 3 01+i ip2 0 �i 1CCAA3 = 0� 1 i 1�i�i 0 21+i 2 3 1A A4 = � 0 8�6i8�6i 0 �A5 = � 1 2�2 1 � A6 = � 1 2 3 40 1 2 3 �B1 = 0� 0 1 �1�1 0 2�2 0 1 1A B2 = 0BB� 3 1�1 04 50 1 1CCAB3 = � 1 0 1 �1 � B4 = 0BB� 2045 1CCAB5 = 0� 8 4 0 2 10 0 0 3 20 0 0 0 1 1A B6 = 0� 1 0 0 00 3 0 03 4 2 0 1A



Kapitola 1. Teorie mati
 5(a) Urèete, které ze zadaný
h mati
 jsou symetri
ké, antisymetri
ké, samoad-jungované, které jsou ve s
hodovitém tvaru resp. trojúhelníkové.(b) Vypoètìte v¹e
hny de�nované souèty a souèiny mati
 Ai s mati
emi Bjnad R i C .(
) Vypi¹te hlavní diagonály v¹e
h mati
.(2) U¾itím de�ni
 doka¾te vlastnosti (i) a¾ (xii) souètu a �-násobku mati
 ve vìtì1.1.(3) U¾itím de�ni
 doka¾te vlastnosti souèinu mati
 (i) a¾ (vi) souètu a �-násobkumati
 ve vìtì 1.2.Návod: Pou¾ití de�ni
 uká¾eme na pøíkladì vlastnosti (ii). Ne
h» mati
e A jetypu m=p mati
e B, C typu p=n. Oznaème D = B+C. D je rovnì¾ typu p=n.Dále oznaème F = AD = A(B+C), F = ('ji ). Podle de�ni
e je AB = (�ki �jk),AC = (�ki 
jk), 'ji = �ki �jk = �ki (�jk + 
jk) = �ki �jk + �ki 
jk. Je tedy A(B+C) =((�ki �jk + �ki 
jk)) = AB +BC.(4) Ne
h» A je mati
e typu m=n, En jednotková mati
e typu n=n, Em jednotkovámati
e typu m=m. Vypoètìte souèiny AEn a EmA.(5) Ne
h» A je ètver
ová mati
e. Doka¾te:(a) Mati
e A +AT je symetri
ká a mati
e A �AT antisymetri
ká (nad R iC ).(b) Ka¾dou ètver
ovou mati
i lze zapsat jako souèet symetri
ké a antisymet-ri
ké mati
e.Návod:(a) Pou¾ijte vlastností 1.1 a uka¾te, ¾e (A+AT)T = A+AT, podobnì (A�AT)T = �(A�AT).(b) U¾ijte výsledku (a).(6) Zjistìte, zda platí toto tvrzení: Mati
e A je horní trojúhelníková mati
e právìtehdy, kdy¾ má s
hodovitý tvar. V kladném pøípadì tvrzení doka¾te, v zápornémpøípadì je opravte.1.2 Hodnost mati
e, Gaussova eliminaèní me-todaVelmi dùle¾itou 
harakteristikou ka¾dé mati
e je její hodnost. Aby
hom ji mohlide�novat, potøebujeme nìkolik dal¹í
h pojmù týkají
í
h se mati
e A.Ne
h» mati
e A je typu m=n, ne
h» fi1; : : : ; irg a fj1; : : : ; jsg, 1 � r � m,1 � s � n jsou posloupnosti vybrané z posloupností f1; 2; : : : ;mg a f1; 2; : : : ; ng,



6 1.2. Hodnost mati
e, Gaussova eliminaèní metodatj. 1 � i1 < i2 < � � � < ir � m, 1 � j1 < j2 < � � � < js � n. Mati
e typu r=stvaru 0BBB� �j1i1 �j2i1 : : : �jsi1�j1i2 �j2i2 : : : �jsi2... . . . ...�j1ir �j2ir : : : �jsir 1CCCAse nazývá submati
í mati
e A tvoøenou øádky s indexy i1; : : : ; ir a sloup
ij1; : : : ; js. Oznaème dále (�i) = (�1i ; : : : ; �ni ), 1 � i � m, i-tý øádek mati
eA, (�j) = (�j1; : : : ; �jm), 1 � j � n, j-tý sloupe
 mati
e A. Zøejmì je (�i)mati
e typu 1=n tzv. øádková mati
e a (�j) mati
e typu m=1 tzv. sloup
ovámati
e. Pro takové mati
e po
hpitelnì také platí v¹e
hna pravidla pro poèítánís mati
emi. Ne
h» 1 � i1 < : : : < ir � m. Lineární kombina
í øádkù mati
e A sindexy i1; : : : ; ip rozumíme øádkovou mati
i tvaru
1(�i1 ) + : : :+ 
r(�ir ) � 
k(�ik );kde 
1; : : : ; 
r 2 R resp. C jsou libovolná èísla. Øádky s indexy i1; : : : ; ir na-zýváme lineárnì závislé, existují-li èísla 
1; : : : ; 
r 2 R resp. C , z ni
h¾ alespoòjedno je nenulové, tak, øe platí
1(�i1 ) + : : :+ 
r(�ir ) = 0: (1.3)V opaèném pøípadì jsou øádky lineárnì nezávislé. Pojmy lineární kombina
e,lineární nezávislosti a závislosti lze analogi
ky de�novat i pro sloup
e.Pøedpokládejme, ¾e øádky s indexy i1; : : : ; ir jsou lineárnì závislé a nenulo-vým koe�
ientem v 1.3 je napø. 
p, 1 � p � r. Pak(�ip) = � 1
p �
1(�i1) + � � �+ 
p�1(�ip�1) + 
p+1(�ip+1)++ � � �+ 
r(�ir )℄ ;tj. ip-tý øádek mati
e A je lineární kombina
í ostatní
h. Elementárními úpra-vami mati
e A rozumíme následují
í opera
e:(i) vynásobení i-tého øádku (sloup
e) libovolným èíslem � 6= 0,(ii) pøiètení libovolného �-násobku j-tého øádku k i-tému øádku pro i 6= j,podobnì pro sloup
e. (Vysvìtlete podmínku i 6= j.)Elementární úpravy (i), (ii) je velmi u¾iteèné vyjádøit pomo
í mati
ového náso-bení. Ne
h» A je mati
e typu m=n. Oznaème
I(i)m (�) = 0BBBBBBBBBB�

1 . . . (i) 01 #(i) ! � 10 . . . 1
1CCCCCCCCCCA ;
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I(ij)m (�) = 0BBBBBBBBBBB�

1 (j). . . # 01 �  (i). . . 10 . . . 1
1CCCCCCCCCCCAètver
ové mati
e typu m=n. I(i)m (�) je diagonální mati
e, v ní¾ je i-tý prvekdiagonály roven � 6= 0, ostatní jsou rovny 1. I(ij)m (�) je horní trojúhelníkovámati
e, její¾ diagonální prvky jsou rovny 1, prvek v i-tém øádku a j-tém sloup
ije roven �, ostatní jsou nulové. Pøímým výpoètem se snadno pøesvìdèíme, ¾emati
eA, která prodìlala elementární úpravu (i) s øádkem resp. sloup
em, získátvar I(i)m (�)A resp. AI(i)n (�), zatím
o pøi øádkové resp. sloup
ové úpravì (ii)nabude tvaru I(ij)m (�)A resp. AI(ij)n (�). Mati
e I(i)m (�) resp. I(ij)m (�) se nazývajíelementární mati
e. Provedeme-li tedy s mati
í A koneèný poèet øádkový
h asloup
ový
h úprav, mù¾eme výslednou mati
i zapsat ve tvaru A0 = UAV, kdeU a V jsou souèinem koneèného poètu elementární
h mati
. O mati
í
h A, A0øíkáme, ¾e jsou ekvivalentní, A � A0, nebo» se lze snadno pøesvìdèit, ¾e taktode�novaná rela
e na mno¾inì mati
 je ekvivalen
í (viz 
vièení ). Koneènýmpoètem elementární
h úprav lze také provést výmìnu i-tého a j-tého øádkumati
e, resp. i-tého a j-tého sloup
e. Skuteènì, symbolizujeme-li mati
i A svyznaèením i-tého a j-tého øádku, mù¾eme psát pomo
í ekvivalen
í0BBBBBBB� ...i...j...

1CCCCCCCA � 0BBBBBBB� ...i+j...j...
1CCCCCCCA � 0BBBBBBB� ...i+j...j�(i+j)...

1CCCCCCCA � 0BBBBBBB� ...i+j...�i...
1CCCCCCCA � 0BBBBBBB� ...i+j+(�i):...�i...

1CCCCCCCA � 0BBBBBBB� ...j...�i...
1CCCCCCCA � 0BBBBBBB� ...j...i...

1CCCCCCCA :Vìta 1.3 Ka¾dou mati
i typu m=n lze koneèným poètem øádkový
h elementár-ní
h úprav pøevést na s
hodovitý tvar. (Ka¾dá mati
e typu m=n je tedy ekviva-lentní nìjaké s
hodovité mati
i tého¾ typu.)Dùkaz: Dùkaz tohoto tvrzení podává souèasnì prakti
ký návod na pøevedenímati
e na s
hodovitý tvar. Uvedený postup má název Gaussova eliminaèní me-toda. Ne
h» A je mati
e typu m=n. Vylouèíme triviální pøípad, kdy A = 0,nebo» nulová mati
e ji¾ je ve s
hodovitém tvaru. Mati
e A má tedy alespoòjeden nenulový prvek s nejni¾¹ím sloup
ovým indexem. Je-li takový
h prvkùví
e, vezmìme ten z ni
h, který má nejni¾¹í øádkový index. Nyní je ji¾ jedno-znaènì urèen tzv. klíèový prvek metody. Ne
h» se jedná o prvek �qp, 1 � p � m,



8 1.2. Hodnost mati
e, Gaussova eliminaèní metoda1 � q � n. Mati
e A má tedy tvar
A = 0BBBBBBBBBBB�

0 : : : 0 0 : : :... ... ... ... ...... ... 0 ... ...... ... �pq ... ...... ... ... ... ...0 : : : 0 ... : : :
1CCCCCCCCCCCAJe-li q = 1, blok nul vpøedu po
hopitelnì 
hybí. První elementární úprava spo-èívá ve výmìnì p-tého a prvého øádku, tj.A � 0BBBBBBBB� 0 : : : 0 �qp �q+1p : : : �np... ... �q2 �q+12 : : : �n2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :... ... �q1 �q+11 : : : �n1: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 �qm �q+1m : : : �nm

1CCCCCCCCAoznaème 0BBBBBBBB� 0 : : : 0 �q1 �q+11 : : : �n1... ... �q2 �q+12 : : : �n2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :... ... �qp �q+1p : : : �np: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 �qm �q+1m : : : �nm
1CCCCCCCCADal¹í úpravy: K i-tému øádku nové mati
e, 2 � i � m, pøièteme (��qi =�q1)-násobek prvého øádku. Po tì
hto úpravá
h získá mati
e tvar, v nìm¾ v¹e
hnyprvky q-tého sloup
e s výjimkou prvku v prvém øádku jsou nulové, tj.A � 0BBB� 0 : : : 0 �q1 �q+11 : : : �n1... ... 0 
q+12 : : : 
n2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 0 
q+1m : : : 
nm 1CCCA :Budeme-li nyní stejný postup aplikovat pouze na øádky s indexy 2 a¾ m, do-spìjeme ke tvaru, v nìm¾ jsou naví
 nulové prvky sloup
e s indexem (q + 1)s eventuální výjimkou prvkù v prvém a druhém øádku. Vzhledem ke koneè-nosti mati
e A dospìjeme po koneèném poètu øádkový
h elementární
h úpravke s
hodovitému tvaru. }



Kapitola 1. Teorie mati
 9Poznámka: Pøi volbì klíèového prvku u Gaussovy metody pova¾ujeme zazávazný index q. Není v¹ak nutno volit klíèový prvek tak, aby øádkový index pbyl pøi daném q minimální. Obvykle volíme p tak, aby pøi výpoètu nevznikalyslo¾ité zlamky. Díky této nejednoznaènosti pak ani s
hodovitý tvar mati
e Anení urèen jednoznaènì. V¹e
hny s
hodovité mati
e ekvivalentní mati
i A jsouv¹ak po
hopitelnì ekvivalentní i navzájem.Pøíklad 3: Za klíèový prvek pøi úpravì mati
e A volíme �12.A=0BB� 3 6 1 0 0�1 0 1 0 10 0 1 0 24 2 1 3 �11CCA;0BB� 3 6 1 0 0�1 0 1 0 10 0 1 0 24 2 1 3 �11CCA � 0BB��1 0 1 0 13 6 1 0 00 0 1 0 24 2 1 3 �11CCA �� 0BB��1 0 1 0 10 6 4 0 30 0 1 0 20 2 5 3 31CCA0BB��1 0 1 0 10 2 5 3 30 0 1 0 20 6 4 0 31CCA0BB��1 0 1 0 10 2 5 3 30 0 1 0 20 0 �11 �9 �61CCA �� 0BB��1 0 1 0 10 2 5 3 30 0 1 0 20 0 0 �9 161CCA = S (s
hodovitý tvar)Postup úprav: 1. výmìna prvého a druhého øádku, 2. pøiètení trojnásobku pr-vého øádku k druhému øádku, 3. výmìna druhého a ètvrtého øádku, 5. pøièteníjedená
tinásobku tøetího øádku ke ètvrtému.Uva¾ujme nyní o mati
i A z hlediska lineární závislosti resp. nezávislosti je-jí
h øádkù. Systém øádkù s indexy i1; i2; : : : ; ip nazveme maximálním lineárnìnezávislým systémem øádkù mati
e A, jestli¾e(i) systém (ai1 ); : : : ; (aip) je lineárnì nezávislý,(ii) systém (ai1); : : : ; (aip); (aip+1) je lineárnì závislý pro libovolný index ip+1 6=i1; i2; : : : ; ip, 1 � ip+1 � m.Èíslo p, tj. nejvy¹¹í mo¾ný poèet lineárnì nezávislý
h øádkù, udává tzv. hodnostmati
e A. Znaèíme p = hA. Zøejmì je hA � m. Ètver
ová mati
e øádu n, její¾hodnost je maximální, tj. hA = n, se nazývá regulární, je-li hA < n, jde omati
i singulární. Èíslo n� hA nazýváme u ètver
ové mati
e defektem.Poznámka: Poèet prvkù v¹e
h maximální
h lineárnì nezávislý
h systémùøádkù dané mati
e je stejný (viz 
vièení).Vìta 1.4 Elementárními úpravami se nemìní hodnost mati
e.Dùkaz: Tvrzení doká¾eme pro elementární úpravu (ií) jak se øádky, tak sesloup
i. Proto¾e se jedná a jedno z klíèový
h tvrzena teorie mati
, provedeme
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e, Gaussova eliminaèní metodadùkaz i za 
enu jisté zdlouhavosti velmi dùslednì. Pouze nìkteré jeho názorné atémìø triviální kroky postoupíme ètenáøi v rám
i 
vièení. Ne
h» hodnost mati
eA typum=n je p. Nejvìtáí poèet lineárnì nezávislý
h øádkù, které jsme s
hopni vmati
iA nalézt, je tedy p. Tento poèet se zøejmì nezmìní výmìnou øádkù. Pøed-pokládejme tedy pro jednodu
host znaèení, ¾e jsou øádky vymìnìny tak, abynezávislé øádky byly na prvý
h p pozi
í
h. Jsou tedy øádky (�1); : : : ; (�p) line-árnì nezávislé a ka¾dý dal¹í øádek mati
e je jeji
h lineární kombina
í. Proveïmenyní s mati
íA elementární øádkovou úpravu (ii), tj. k i-tému øádku pøièteme �-násobek j-tého øádku, i 6= j, � 6= 0. Rozli¹íme tyto mo¾nosti: 1 � i; j � p � m,1 � i � p < j � m, 1 � j � p < i � m, 1 � p < i; j � m. ®e se hodnost mati
enezmìní v pøípadì tøetí a ètvrté mo¾nosti, lze ukázat velmi snadno. Soustøeïmese proto na prvé dvì mo¾nosti.Ne
h» 1 � i; j � p � m. Mati
e A je ekvivalentní mati
i A0, v ní¾ i-tý øádekje tvaru (�i0) = (�i) + �(�j), ostatní øádky jsou nezmìnìny, tj. (�k0) = (�k)pro v¹e
hna k 2 f1; : : : ; i� 1; i+ 1; : : :mg. Uká¾eme, ¾e prvý
h p øádkù mati
eA0 je lineárnì nezávislý
h. Ne
h» 
1; : : : ; 
p jsou taková èísla, ¾e platí
1(�10) + � � �+ 
i(�i0) + � � �+ 
j(�j 0) + � � �+ 
p(�p0) = 0;tj. 
1(�1) + � � �+ 
i[(�i) + �(�j)℄ + � � �+ 
j(�j) + � � �+ 
p(�p) = 0:Odtud 
1(�1) + � � �+ 
i(�i) + � � �+ (�
i + 
j)(�j) + � � �+ 
p(�p) = 0;Z nezávislosti øádkù (�1); : : : ; (�p) pùvodní mati
e v¹ak plyne, ¾e v¹e
hny ko-e�
ienty poslední lineární kombina
e jsou nulové tj. 
1 = � � � = 
i = � � � =
j�1 = 
j+1 = � � � = 
p = 0 a �
i + 
j = 0. Zøejmì tedy 
j = 0. Øádky(�10); : : : ; (�p0) nové mati
e jsou tedy opìt lineárnì nezávislé. Ukázat, ¾e ka¾dýdal¹í øádek mati
e A0 je jeji
h lineární kombina
í, je opìt velmi snadné.Ne
há nyní 1 � i � p < j � m. Mati
e A0 má opìt i-tý øádek tvaru(�i0) = (�i)+�(�j), � 6= 0. (Vysvìtlete pøedpoklad � 6= 0.) Provìøme nezávislostresp. závislost prvý
h p øádkù nové mati
e. Polo¾me
1(�10) + � � �+ 
i(�i0) + � � �+ 
p(�p0) = 0:Tato lineární kombina
e neobsahuje j-tý øádek nové mati
e. Dosazením dosta-neme 
1(�10) + � � �+ 
i[(�i) + �(�j)℄ + � � �+ 
p(�p0) = 0
1(�1) + � � �+ 
i(�i) + � � �+ 
p(�p) + �
i(�j) = 0;j-tý øádek je v¹ak lineární kombina
í prvý
h p øádkù pùvodní mati
e, tj. (�j) =�1(�1) + � � �+ �p(�p). Opìt dosadíme a po úpravì dostaneme(
1 + �
i�1)(�1) + � � �+ (
i + �
i�i)(�i) + � � �+ (
p + �
i�p)(�p) = 0:Z nezávislosti øádkù (�1); : : : ; (�p) plyne
1 + �
i�1 = � � � = 
i + �
i�i = � � � = 
p + �
i�p = 0i-tá rovnost této soustavy 
i + �
i�i = 0 je splnìna ve dvou pøípade
h:
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 11(i) 
i = 0. Pak z ostatní
h rovností vyplývá nulovost v¹e
h koe�
ientù
1; : : : ; 
p , tj. nezávislost øádkù (�10); : : : ; (�p0). Opìt lze snadno dokázat,¾e ostatní øádky nové mati
e A0 budou jeji
h lineární kombina
í.(ii) 1+��i = 0) ��i = �1) �i 6= 0, tj. � = �1=�i. Ostatní rovnosti pakdávají obe
nì nenulové hodnoty èísel 
1; : : : ; 
p, nebo» 
k = ��
i�k =
i�k=�i pro 1 � k � p. Øádky nové mati
e tedy budou lineárnì zá-vislé. Uká¾eme v¹ak, ¾e v tomto pøípadì budou lineárnì nezávislì øádky(�10); : : : ; (�i�10); : : : ; (�i+10); : : : ; (�p0), (�j 0), které jsou ov¹em toto¾né søádky pùvodní mati
e s tými¾ indexy.Polo¾me
1(�10) + � � �+ 
i�1(�i�10) + 
i+1(�i+10) + 
p(�p0) + 
j(�j 0) = 0tj. 
1(�1) + � � �+ 
i�1(�i�1) + 
i+1(�i+1) + 
p(�p) + 
j(�j) = 0Je v¹ak (�j) = �1(�1) + � � �+ �i(�i) + � � �+ �p(�p);tj.(
1 + �1
j)(�1) + � � �+ (
i�1 + �i�1
j)(�i�1) + 
j�i(�i)++ (
i+1 + �i+1
j)(�i+1) + � � �+ (
p + �p
j)(�p) = 0:Z nezávislosti øádkù (�1); : : : ; (�p) opìt dostaneme
1 + �1
j = � � � = 
i�1 + �i�1
j = �i
j = 
i+1 + �i+1
j = 
p + �p
j = 0:Ponìvad¾ v¹ak pro mo¾nost (ii), kterou se právì zabýváme, je �i 6= 0 , musí být
j = 0. Z ostatní
h rovností pak plyne nulovost koe�
ientù 
k, k 2 f1; : : : ; i�1; i+1; : : : ; pg, 
o¾ dokazuje nezávislost øádkù mati
e A0. Opìt je tøeba ukázatzávislost ostatní
h øádkú mati
eA0 na øád
í
h (�10); : : : ; (�i�10); (�i+10); : : : (�p0):Ne
h» (�q 0) je libovolný øádek mati
eA0. Pro q = i je tvrzení ji¾ dokázáno. Ne
h»tedy q 6= i. Pak ov¹em (�q 0) = (�q) a platí tedy(�q 0) = (�q) = 
1(�1) + � � �+ 
i(�i) + � � �+ 
p(�p)(q-tý øádek pùvodní mati
e je lineární kombina
í prvý
h p øádkù pùvodní ma-ti
e.) Platí v¹ak (�k0) = (�k) pro k 2 f1; : : : ; i � 1; i + 1; : : : ; pg, zatím
o(�i0) = (�i) + �(�j) je lineární kombina
í øádkù(�10); : : : ; (�i�10); (�i+10); : : : ; (�p0); (�j 0);tj.(�i) = (�i0)� �(�j) = (�i0)� �(�j 0) = �1(�10) + � � �+ �i�1(�i�10)++ �i+1(�i+10) + � � �+ �p(�p0) + �j(�j 0)� �(�j 0)
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e, Gaussova eliminaèní metodaPak po úpravì(�q 0) = (
1 + �1
i)(�10) + � � �+ (
i�1 + �i�1
i)(�i�10)++ (
i+1 + �i+1
i)(�i+10) + � � �+ (
p + �p
i)(�p0) + 
i(�j � �)(�j 0):Zji¹»ujeme, ¾e øádek (�q 0) je skuteènì lineární kombina
í øádkù(�10); : : : ; (�i�10); (�i+10); : : : (�p0); (�j 0):Nyní doká¾eme tvrzení vìty 1.4 pro elementární úpravu (ii) se sloup
i. Opìtpøedpokládejme, ¾e maximální lineárnì nezávislý systém øádkù mati
e A jetvoøen prvými p øádky. Proveïme úpravu spoèívají
í v pøiètení �-násobku (� 6=0) j-tého sloup
e k i-tému sloup
i. Mati
e A0 tedy bude mít tvarA0 = A+ �M � A;kde mati
e �M je typu m=n, její i-tý sloupe
 je roven �-násobku j-tého sloup
emati
e A, ostatní prvky jsou nulové. Jednotlivé øádky mati
eM : (�k) = (0; :::; 0; �jk; 0; :::; 0); 1 � k � m;prvek �jk je na i-té pozi
i, tj. �ik = �ik. Opìt provìøme lineární závislost resp.nezávislost prvý
h p øádkù nové mati
e. Ne
h»
1(�10) + � � �+ 
k(�k 0) + � � �+ 
p(�p0) = 0tj. 
1(�1) + � � �+ 
p(�p) + �
1(�1) + � � �+ �
p(�p) = 0:Øádky mati
e M jsou násobky øádku (�) = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0), v nìm¾ jed-nièka je na i-té pozi
i. Pak
1(�1) + � � �+ 
p(�p) + �(
1�j1 + � � �+ 
p�jp)(�) = 0�(
1�j1 + � � �+ 
p�jp)(�) = �
1(�1)� � � � � 
p(�p):Levá strana rovnosti je øádkovámati
e tvoøená nulami s výjimkou i-tého sloup
e,v nìm¾ stojí prvek �(
1�j1+� � �+
p�jp). Pravá strana rovnosti je øádková mati
etvoøená prvky �
1(�1)� � � � � 
p(�p), 1 � k � n. Pro i 6= j je její j-tý sloupe
,tvoøený prvkem (
1�j1+ � � �+
p�jp) nulový. Pak ov¹em 
1(�1)+ � � �+
p(�p) = 0a vzhledem k nezávislosti (�1); : : : ; (�p) v pùvodní mati
i lze tuto rovnost spl-nit jen pro 
1 = � � � = 
p = 0. Odtud plyne i nezávislost øádkù (�10); : : : ; (�p0)mati
e A0. Dùkaz vìty 1.4 je ukonèen. }Bezprostøedním dùsledkem vìty 1.4 je dùle¾itá skuteènost, ¾e hodnost mati
eA je rovna hodnosti libovolné s
hodovité mati
e, která je s mati
í A ekviva-lentní. Aby
hom tedy urèili hodnost mati
e A, staèí ji pøevést na s
hodovitýtvar a samozøejmì umìt zjistit hodnost s
hodovité mati
e.
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 13Vìta 1.5 Hodnost s
hodovité mati
e je rovna poètu její
h nenulový
h øádku.Dùkaz: Ne
h» S = (�ji ) je s
hodovitá mati
e typu m=n, (�1); : : : ; (�p), 1 �p � m její nenulové øádky. (Skuteènost, ¾e hodnost nulové mati
e je nulová,je triviálním dùsledkem de�ni
e.) Pøedpokládejme, ¾e pro vhodnì zvolená èísla
1; : : : 
p je 
1(�1)+ � � � 
p(�p) = 0. Tato mati
ová rovni
e pøedstavuje n rovni
pro jednotlivé sloup
e. Rozepsáním dostaneme
1�11 + 
2�12 + � � � + 
p�1p = 0
1�21 + 
2�22 + � � � + 
p�2p = 0... ... ... ...
1�n1 + 
2�n2 + � � � + 
p�np = 0(Ve zkrá
ené sèíta
í symboli
e lze tuto soustavu zapsat ve tvaru 
k�jk = 0, prov¹e
hna j 2 f1; : : : ; ng, k 2 f1; : : : ; pg je sèíta
í index.Ponìvad¾ S je s
hodovitá mati
e, existuje index j1 tak, ¾e �11 = � � � =�j1�11 = 0, �j11 6= 0 a pak také �1i = � � � = sigmaj1i = 0 pro i 2 f2; : : : ;mg.j1-tá rovni
e soustavy pak má tvar 
1�j11 = 0, odkud 
1 = 0. Analogi
ky uká-¾eme, ¾e také 
2 = � � � = 
p = 0. Nezávislost øádkù (�1); : : : ; (�p) je dokázána.Øádky s indexy p+1; : : : ;m jsou pro p < m podle pøedpokladu nulové a ka¾dýa ni
h je tedy lineární kombina
í øádkù (�1); : : : ; (�p). Hodnost mati
e S jehS = p. }Pomo
í vìt 1.4 a 1.5 snadno uká¾ete následují
í jednodu
há tvrzení:(i) Hodnost mati
e A typu m=n se nezmìní vynásobením koneèným poètemelementární
h mati
 typu m=m zleva a koneèným poètem elementární
hmati
 typu n=n zprava.(ii) Pro libovolnou mati
i A typu m=n platí hA = hAT.(iii) Pro libovolnou mati
i A typu m=n platí hA � min(m;n).Vìta 1.6 Hodnost mati
e A typu m=n se nezmìní vynásobením libovolnou re-gulární mati
í øádu m zleva ani vynásobením libovolnou regulární mati
í øádun zprava.Dùkaz: Ne
h»Q je regulární mati
e øádu n. Pak hQ = n, tak¾e s
hodovitý tvarmati
eQ má v¹e
hny diagonální prvky nenulové. Po koneèném poètu øádkový
helementární
h úprav získá tedy mati
e Q následují
í s
hodovitý tvar:Q � Q0 = 0BBB� �11 0 : : : : : : �n1 00 �22 0 : : : �n2 0... . . . ...0 : : : 0 �nn 0 1CCCA ;
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e, Gaussova eliminaèní metodakde �ii 0 6= 0, i 2 f1; : : : ; ng. Volíme-li prvky �11 0; : : : ; �nn 0 postupnì za klíèovéprvky Gaussovy eliminaèní metody aplikované na øádky mati
e Q0 získáme pokoneèném poètù úprav diagonální mati
i. Je tedyQ � Q0 = 0B� �11 0 0. . .0 �nn 0 1CA � EmKe ka¾dé elementární úpravì ov¹em existuje elementární úprava þzpìtnáÿ, tzv.inverzní, která uvede mati
i do þpùvodního stavuÿ. Inverzní úprava k øádkovéelementární úpravì (i), tj. k vynásobení i-tého øádku nenulovým èíslem �, spo-èívá ve vynásobeni i-tého øádku èíslem 1=� a je tedy realizována elementárnímati
í I(i)m (1=�). Podobnì zjistíme, ¾e inverzní úprava k øádkové elementárníúpravì (ii) je realizována elementární mati
í I(ij)m (��). Toté¾ platí pro sloup-
ové úpravy. Libovolnou regulární mati
i Q øádu m lze tedy získat koneènýmpoètem elementární
h úprav jednotkové mati
e Em, tj. Q = UEmV = UV,kde U i V jsou souèiny koneèného poètu elementární
h mati
 øádu m. Tvrzenívìty 1.6 ji¾ nyní bezprostøednì plyne z vìty 1.4 resp. z jejího dùsledku (i). }Pøíklad 4: Stanovíme hodnost dané mati
e A a mati
i U, která je souèinemelementární
h mati
, takovou, ¾e UA = S je mati
e ve s
hodovitém tvaru.A = 0BBBB� 1 1 1 11 1 1 51 1 4 11 3 1 12 1 1 11CCCCA U1� 0BBBB� 1 1 1 10 0 0 40 0 3 00 2 0 01 0 0 01CCCCA U2� 0BBBB� 0 1 1 10 0 0 10 0 1 00 1 0 01 0 0 01CCCCA U3�
0BBBB� 0 0 0 00 0 0 10 0 1 00 1 0 01 0 0 01CCCCA U3� 0BBBB� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 10 0 0 01CCCCA U3� ;

kde hA = 4, U = U4U3U2U1, U1 = I(51)5 (�1)I(41)5 (�1)I(31)5 (�1)I(21)5 (�1),
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 15U2 = I(4)5 (1=2)I(3)5 (1=3)I(2)5 (1=4), U3 = I(14)5 (�1)I(13)5 (�1)I(12)5 (�1),U1 = 0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 0�1 0 0 0 11CCCCA0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 0�1 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 0�1 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA��0BBBB� 1 0 0 0 0�1 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA = 0BBBB� 1 0 0 0 0�1 1 0 0 0�1 0 1 0 0�1 0 0 1 0�1 0 0 0 11CCCCAU2 = 0BBBB� 1 0 0 0 00 1=2 0 0 00 0 1=3 0 00 0 0 1=4 00 0 0 0 11CCCCA U3 = 0BBBB� 1 �1 �1 �1 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCAU4 = 0BBBB� 0 0 0 0 10 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 01 0 0 0 01CCCCAVýpoèet mati
e U1 jsme pomo
í souèinu elementární
h mati
 provedli jen naukázku. V prakti
ký
h pøíklade
h po
hopitelnì nepostupujeme tak, ¾e by
homjednotlivé elementární mati
e vypisovali a násobili, ale vyu¾ijeme následují
í jed-nodu
hé úvahy: Platí U = UE, kde E je jednotková mati
e tého¾ øádu jako U.Ponìvad¾ je U souèinem elementární
h mati
, pøedstavuje souèin UE aplika
ijednotlivý
h elementární
h úprav, vyjádøený
h mati
í U, na jednotkovou mati
iE. Provádíme-li tedy tyté¾ øádkové úpravy jako s mati
í A typu m=n souèasnìs jednotkovou mati
í E øádu m, pøejde mati
e E v mati
i U v okam¾iku, kdyA nabude po¾adovaného s
hodovitého tvaru. Stejná úvaha platí i pro úpravysloup
ové. Aplikujme tuto úvahu na ná¹ pøíklad. Prvý sled elementární
h úprav,reprezentovaný mati
í U1, je(i) odeètení prvého øádku od druhého(ii) odeètení prvého øádku od tøetího(iii) odeètení prvého øádku od ètvrtého(iv) odeètení prvého øádku od pátého.provedeme-li tyto úpravy s jednotkovou mati
í E5, dostaneme skuteènì mati
iU1. (Pøesvìdète se o tom. Stejným zpùsobem jsme získali i mati
i U4, repre-zentují
í poslední sled elementární
h úprav, tj. výmìnu prvého øádku s pátýma druhého se ètvrtým.
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e, Gaussova eliminaèní metodaCvièení 1.2(1) Pøímým výpoètem provìøte, ¾e mati
e I(i)m (�), I(ij)m (�), I(i)n (�), I(ij)n (�) skuteènìrealizují pøíslu¹né elementátní úpravy mati
e A typu m=n.(2) V pøíkladu 3 najdìte mati
i U, která pøevádí mati
i A na s
hodovitý tvar S,tj. UA = S. Vyjádøete U také jako souèin elementární
h mati
.Výsledek: U = I(43)4 (11)I(42)4 (�3)E(24)4 I(21)4 (3)E(12)4 , kde E(ij)m znaèí mati
itypu m=m realizují
í výmìnu i-tého a j-tého øádku.U == 0BB� 0 1 0 00 4 0 10 0 1 00 �9 11 �31CCA(3) Proveïte dùkaz vìty 1.4 pro øádkové elementární úpravy v pøípade
h 1 � j �p < i � m a 1 < p � i; j � m. Projdìte dùkladnì dùkaz vìty 1.4 pro pøípady1 � i; j � p � m, 1 � i � p < j � m a dokonèete dùkazy jednodu
hý
h tvrzení,které byly v textu vyne
hány. Jedná se napø. o dùkaz závislosti libovolného zøádkù (�q 0) mati
e A0 na prvý
h p øád
í
h (�10); : : : ; (�p0) v pøípadì 1 � i; j �p � m.Návod: Pou¾ijte standardního postupu pro dùkaz lineární závislosti resp. ne-závislosti øádkù, který jsme v dùkazu vìty 1.4 uplatnili nìkolikrát.(4) Zapi¹te ve zkrá
ené sèíta
í symboli
e v¹e
hny vztahy v pøed
hozím odstav
i,které takový zápis umo¾òují.Návod: Napøíklad vztah 
1(�1)+ � � �+
p(�p) = 0 lze zapsat jako 
k(�k) = 0,sèíta
í index k 2 f; 1; : : : ; pg.Doka¾te dùsledky (i), (ii), (iii) vìt 1.4 a 1.5.Vypoètìte následují
í aouèiny elementární
h mati
:I(i)m (�)I(i)m (1=�); I(i)m (1=�)I(i)m (�); I(ij)m (�)I(ij)m (��); I(ij)m (��)I(ij)m (�):Výsledek: V¹e
hny souèiny jsou rovny Em.(5) Mati
e Ai a Bj z úlohy (1) Cvièení 1.1 i v¹e
hny jeji
h souèiny a souèty, kteréjsou de�novány, upravte na s
hodovitý tvar a urèete hodnost. Pomo
í dal¹í
helementární
h úprav pøeveïte s
hodovitý tvar mati
 na tvar, který má mimo di-agonálu pouze nulové prvky. Urèete mati
eU,V, které realizují sled pøíslu¹ný
høádkový
h a sloup
ový
h úprav.
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 17(a) Uka¾te, ¾e rela
e de�novaná na mno¾inì mati
 A(m=n) typu m=n tak, ¾eA � B , lze-li mati
i B získat z mati
e A koneèným poètem elementár-ní
h úprav, je rela
í ekvivalen
e.(b) Pomo
í pojmu hodnosti se pokuste 
harakterizovat tøídy rozkladu mno¾inyA(m=n) pøíslu¹ného této ekvivalen
i.Návod: V úloze (i) provìøte axiomy rela
e ekvivalen
e, tj. symetrii, re-
exivitu, tranzitivitu. V úloze (ii) doka¾te tvrzení: Mati
e A;B 2 A(m=n)jsou ekvivalentní právì tehdy, mají-li stejnou hodnost.(6) Mati
i E(ij)m resp. I(ij)n , která realizuje výmìnu i-tého a j-tého øádku resp.sloup
e v mati
i A typu m=n, vyjádøete jako souèin elementární
h mati
 (viztext pøed vìtou 1.3).Výsledek: E(ij)m = I(j)m (�1)I(ij)m (1)I(ji)m (�1)I(ij)m (1) pro øádkyE(ij)n = I(ji)n (1)I(ij)n (�1)I(ji)n (1)I(j)n (�1) pro sloup
e(7) Doka¾te, ¾e poèet prvkù maximálního lineárnì nezávislého systému øádkù ma-ti
e A typu m=n nezávisí na výbìru tohoto systému.Návod: Zvolte dva systémy øádkù (�i1); : : : ; (�ip), 1 � i1 < � � � < ip � m,(�j1); : : : ; (�jq ), 1 � j1 < � � � < jq � m, a pøedpokládejte napø. p < q. Jsou-lioba systémy maximálními lineárnì nezávislými systémy øádkù, musí být ka¾dýøádek jednoho z ni
h lineární kombina
í øádká druhého a naopak, vznikne spors de�ni
í maximálního lineárnì nezávislého systému.1.3 Ètver
ové mati
e: determinant, inverzní ma-ti
e, podobnost mati
V tomto odstav
i se budeme zabývat základnami 
harakteristikami ètver
ový
hmati
 a de�nujeme vztah tzv. podobnosti ètver
ový
h mati
, který je jedním zklíèový
h pojmù potøebný
h v kapitole 4.Nejprve v¹ak zavedeme dùle¾itý pomo
ný pojem, jím¾ je permuta
e mno¾inya shrneme základní vlastnosti permuta
í. Permuta
í libovolné koneèné mno¾inyM rozumíme libovolné prosté zobrazení mno¾inyM na sebe. Problematikou per-muta
í se nebudeme zabývat podrobnìji. Pro na¹e úèely postaèí, budeme-li zamno¾inuM pova¾ovat mno¾inu pøirozený
h èísel f1; : : : ; ng, která budou repre-zentovat øádkové resp. sloup
ové indexy mati
. Je zøejmé, ¾e ka¾dá uspoøádanán-ti
e [�1; : : : ; �n℄ navzájem rùzný
h prvkù mno¾iny M de�nuje permuta
i M ,poèet váe
h permuta
í mno¾iny M je tedy n!. Mno¾inu permuta
í mno¾iny Mznaèíme �n(M). Ne
h» [s℄ = [�1; : : : ; �n℄ 2 �n(M). Øíkáme, ¾e dvoji
e prvkù(�i; �j), i < j, tvoøí inverzi, je-li �i > �j . Permuta
i nazýváme li
hou resp.sudou, obsahuje-li li
hý resp. sudý poèet dvoji
 prvkù tvoøí
í
h inverzi. Je-li p
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ové mati
epoèet inverzí dané permuta
e [s℄, nazýváme èíslo (�1)p znaménkem permuta
e[s℄ a znaèíme p = sgn[s℄. Identi
ké zobrazení mno¾iny M na sebe pøedstavujetzv. identi
kou permuta
i [id℄. Slo¾ením dvou permuta
í [s1℄, [s2℄ ve smyslu sklá-dání zobrazení vzniká opìt permuta
e. Ve smyslu de�ni
e inverzního zobrazenade�nujeme také inverzní permuta
i [s�1℄ k permuta
i [s℄.Pøíklad 5:Ne
h»M = f1; 2; 3; 4; 5; 6g, [s1℄ = [2; 4; 6; 1; 5; 3℄, [s2℄ = [3; 1; 4; 2; 5; 6℄.Platí sgn[s1℄ = �1, nebo» [s1℄ obsahuje 7 inverzí: dvojka je pøed jednièkou ) 1inverze, ètyøka je pøed jednièkou a trojkou ) 2 inverze, ¹estka je pøed jedniè-kou, trojkou e pìtkou ) 3 inverze, pìtka je pøed trojkou) 1 inverze; 
elkem 7inverzí. Dále je sgn[s2℄ = �1. Obì permuta
e jsou tedy li
hé.Aby
hom na¹li kompozi
i [s℄ = [s2℄Æ[s1℄ resp. [s1℄Æ[s2℄, vyjádøíme permuta
etakto:[s1℄ � � 1; 2; 3; 4; 5; 62; 4; 6; 1; 5; 3 � [s2℄ � � 1; 2; 3; 4; 5; 63; 1; 4; 2; 5; 6 �Nyní þpøeskládámeÿ sloup
e druhého uspoøádání tak, aby se v prvém øádkuobjevila permuta
e [s1℄, tj.[s2℄! � 2; 4; 6; 1; 5; 31; 2; 6; 3; 5; 4 �Pak zøejmì [s2℄ Æ [s1℄ = [1; 2; 6; 3; 5; 4℄, sgn[s2℄ Æ [s1℄ = 1. Tento postup sku-teènì odpovídá skládání zobrazení: zobrazení [s1℄ pøiøazuje napøíklad prvku 4prvek 1, zobrazení [s2℄ pøiøazuje prvku 1 prvek 3. Slo¾ené zobrazení [s2℄ Æ [s1℄,vznikají
í postupnou aplika
í [s1℄ a [s2℄ v tomto poøadí, tedy pøiøazuje prvku4 prvek 3. Prvek 3 se tedy objeví na ètvrté pozi
i výsledné permuta
e. Ana-logi
ky dostaneme [s1℄ Æ [s2℄ = [6; 2; 1; 4; 5; 3℄. Nyní najdeme [s�1℄. Musí platit[s�11 ℄ Æ [s1℄ = [s1℄ Æ [s�11 ℄ = [id℄.[s1℄ � � 1; 2; 3; 4; 5; 62; 4; 6; 1; 5; 3 � [s�11 ℄ = � 1; 2; 3; 4; 5; 6�1; �2; �3; �4; �5; �6 �Pak[s1℄ Æ [s�11 ℄ � � 1; 2; 3; 4; 5; 6�2; �4; �6; �1; �5; �3 � [�2; �4; �6; �1; �5; �3℄ = [id℄a odtud [s�11 ℄ = [4; 1; 6; 2; 5; 3℄. Platí i [s�11 ℄ Æ [s1℄ = [id℄. Podobnì získáme[s�12 ℄ = [2; 4; 1; 3; 5; 6℄.Platí sgn[s℄ = sgn[s�1℄, sgn[s1℄ Æ [s2℄ = sgn[s1℄sgn[s2℄. Zamìníme-li v permuta
ilibovolné dva prvky, zmìní se její znaménko.Ne
h» A je ètver
ová mati
e øádu n. ÈíslodetA = X[s℄2�n(M) sgn[s℄��11 ��22 : : : ��nn (1.4)
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 19se nazývá determinantem mati
e A. Zapisujeme takédetA = �������� �11 � � � � � � �n1�12 � � � � � � �n2� � � � � � � � � � � ��1n � � � � � � �nn ��������Poznámka: Determinant lze vyjádøit i pomo
í zkrá
ené sèíta
í symboliky u¾i-tím pomo
ný
h velièin�1�12�2 ������n�n = 8<: 0 je-li pro nìkteré i; j�i = �j1 je-li [�1; : : : ; �n℄ sudá permuta
e�1 je-li [�1; : : : ; �n℄ li
há permuta
ePak detA = �1�12�2 ������n�n��11 ��22 : : : ��nn (1.5)(sèíta
í indexy jsou �1; : : : ; �n 2 f1; 2; : : : ; ng. Determinant mati
e je tedy tvo-øen souètem souèinù prvkù mati
e utvoøeným tak, ¾e ka¾dý sèítane
 obsahujeprávì jeden prvek z ka¾dého øádku a sloup
e. Následují
í vlastnosti determi-nantù jsou pøímým dùsledkem de�ni
e.Vìta 1.7 (Vlastnosti determinantù) Ne
h» A je ètver
ová mati
e øádu n. Pakplatí(i) Vynásobením i-tého øádku sloup
e mati
e A nenulovým èíslem � vzniknemati
e A0, pro ni¾ detA0 = � detA. Je tedy pro libovolné idet�I(i)n (�)A� = det �AI(i)n (�)� = � detA = det I(i)n (�) detAnebo» � = det I(i)n (�). Je-li nìkterý øádek sloupe
 mati
e A nulový, jedetA = 0.(ii) Pøiètením �-násobku j-tého øádku (sloup
e) mati
e A k i-tému øádku(sloup
i) se determinant nemìní, tj.det�I(ij)n (�)A� = det�AI(ij)n (�)� = detA = det I(ij)n (�) detAnebo» determinant mati
e I(ij)n (�) je 1.(iii) Výmìna dvou øádkù (sloup
ù) mati
e A mìní znaménko determi-nantu, tj.det�E(ij)n (�)A� = det �AE(ij)n (�)� = � detA = detE(ij)n (�) detAnebo» detE(ij)n (�) = �1. Jsou-li dva øádky sloup
e mati
e A stejné, jedetA = 0.
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ové mati
e(iv) Je-liQ regulární mati
e øádu n, pak detAQ == detQA = detQ detA.(v) Determinant s
hodovité a trojúhelníkové mati
e (horní i dolní) je rovensouèinu prvkù hlavní diagonály.(vi) Ne
h» B je mati
e øádu n. Platí detAB = detBA = (detA detB).(vii) detA = detAT.(viii) Mati
e A je regulární právì tehdy, je-li detA 6= 0.Dùkaz: Dùkazy vlastností (i), (ii), (v) je tøeba provést pøímo z de�ni
e. Tentovýpoèet bude souèástí Cvièení 1.3. Vlastnost (iii) je pøímým dùsledkem (i) a(ii) , nebo» E(ij)n = I(j)n (�1)I(ij)n (1)I(ji)n (�1)I(ij)n (1) ( viz úlohu (9) Cvièení 1.2a text pøed vìtou 1.3). Pomo
í dùkazu vìty 1.6, konkrétnì pomo
í skuteènosti,¾e libovolná regulární mati
e je souèinem elementární
h mati
, a vlastností (i)a¾ (iii) snadno provìøíme (iv). Rovnì¾ dùkazy (vii) a (viii) jsou jednodu
hé,pou¾ije se pøi ni
h opìt vlastností (i) a¾ (iii) a (v) . Soustøeïme se proto nadùkaz vlastnosti (vi). Ne
h» A, B jsou mati
e øádu n a DA, DB odpovídají
ídiagonální mati
e, které získáme koneèným poètem elementární
h úprav z mati
A, B. Inverzními úpravami lze z mati
 DA, DB obdr¾et zpìt mati
e A, B, tj.A = U1DAV1, B = U2DBV2, kde U1, V1, U2, V2 jsou koneèné souèinyelementární
h mati
. Podle pravidel (i) a¾ (iii) nebo pøímo podle (iv) jedetA = detU1 detDA detV1 ; detB = detU2 detDB detV2Vypoèteme nyní souèin mati
 A , B:AB = U1DAV1U2DBV2. (Proè na pravéstranì rovnosti nepí¹eme závorky?) Pak platídetAB = detU1 det(DAV1U2DB) detV2 opìt podle (iv).Zabývejme se nyní determinantem mati
e tvaru C = DM, kde D je diagonálnímati
e diagD = [�1; : : : ; �n℄, M = (�ji ) je libovolná mati
e øádu n. C = (
ji ),
ji = �i�ji tj. mati
e C má následují
í tvar:C = 0BB� �1�11 �1�21 � � � �1�n1�2�12 �2�22 � � � �2�n2� � � � � � � � � � � ��n�1n �n�2n � � � �n�nn1CCAPodle (i) pak detC = �1 : : : �n detM = (detD detM). Tento vztah platí ipro pøípad, ¾e nìkteré z èísel �i je nulové. Pro C0 = MD je opìt detC0 =detM detD (provìøte). Pou¾ijeme tì
hto závìrù pro výpoèet determinantu ma-ti
e (DAV1U2DBdet(DAV1U2DB) = detDA det(V1U2DB) == detDA det(V1U2) detDB = detDA detV1 detU2 detDB
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 21Poslední rovnost opìt vyplývá z (iv). Pro determinant souèinuAB tedy nakone
dostáváme: detAB = detDA detV1 detU2 detDB = detA detB (1.6)}Ve vìtì 1.7 jsme shrnuli v¹e
hny podstatné vlastnosti determinantù, postrá-dáme v¹ak doposud nìjaký vhodný zpùsob prakti
kého výpoètu determinantu,který by byl s
hùdnìj¹í ne¾ pøímé pou¾ití de�ni
e. Jednou z mo¾ností, která sedíky platnosti vìty 1.7 nabízí, je výpoèet determinantu s
hodovité nebo diago-nální mati
e, která vznikne z mati
e A elementárními úpravami. Nìkdy je v¹aku¾iteèné kombinovat elementární úpravy s metodou, která umo¾òuje nahraditvýpoèet determinantu øádu n výpoètem nìkolika determinantù øádu (n � 1).Jedná se o tzv. rozvoj determinantu podle vybraného øádku nebo sloup
e.K formula
i metody potøebujeme je¹tì nìkteré pojmy: Minorem (subdeter-minantem) k-tého øádu mati
e A pro 1 � k � n rozumíme determinant jejílibovolné submati
e k-tého øádu. Algebrai
kým doplòkem prvku �ji ètver
ovémati
e A øádu n nazýváme èíslo Aij = (�1)i+j detAij , kde Aij je submati
evzniklá z A vypu¹tìním i-tého øádku a j-tého sloup
e. Algebrai
ký doplnìkprvku je tedy dán minorem øádu (n� 1) mati
e A.Vìta 1.8 Ne
h» A = (�ji ) je mati
e øádu n. PlatídetA = �j1A1j = � � � = �jnAnj detA = �1iAi1 = � � � = �ni Ain (1.7)Výraz �j1A1j = �11A11 + �21A12 + � � � + �n1A1n vyjadøuje rozvoj determinantupodle prvého øádku, výraz �11A11 + �12A21 + � � � + �1nAn1 rozvoj podle prvéhosloup
e. Podobnì jsou de�novány rozvoje podle ostatní
h øádkù a sloup
ù.V¹e
hny rozvoje mají stejnou hodnotu, rovnou determinantu mati
e A.Dùkaz: Dùkaz vìty 1.8 lze provést pøímo z de�ni
e determinantu a bude pøed-mìtem Cvièení 1.3. }Poznámka: Pou¾ití rozvoje determinantu podle i-tého øádku (sloup
e) jevhodné hlavnì v pøípadì, ¾e tento øádek (sloupe
) obsahuje vìt¹í poèet nulový
hprvkù. Èasto se rozvoje pou¾ívá pro determinanty ètvrtého øádu v kombina
i stzv. Sarusovým pravidlem (viz Cvièení 1.3).Pøíklad 6: Vypoèteme determinant zadané mati
eA jednak pøevodem na s
ho-dovitý tvar elementárními úpravami, jednak rozvojem podle vhodnì zvolenéhoøádku nebo sloup
e.
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ové mati
eVýpoèet determinantu pomo
í elementární
h úprav: Pøí pou¾ívání ele-mentární
h úprav musíme dbát na to, ¾e þbeztrestnìÿ smíme provést pouze ele-mentární úpravu (ii), tj. pøiètení �-násobku j-tého øádku (sloup
e) k i-tému.Pøi ka¾dém pou¾ití výmìry øádkú (sloup
ù) je nutno vynásobit výsledek (�1) apøi ka¾dém pou¾ití elementární úpravy (i), tj. násobení øádku (sloup
e) èíslem� 6= 0, vynásobit výsledek 1=�,
A=0BBBB��4 1 2 �2 10 3 0 1 �50 4 0 5 52 �3 1 �3 1�1 �1 3 �1 01CCCCAV1�0BBBB��8 7 2 4 �10 3 0 1 �50 4 0 5 50 0 1 0 0�7 8 3 8 �31CCCCAU1�0BBBB��8 7 0 4 �10 3 0 1 �50 4 0 5 50 0 1 0 0�7 8 0 8 �31CCCCAU2�0BBBB��8 �5 0 0 190 3 0 �1 �50 �11 0 0 300 0 1 0 0�7 �16 0 0 371CCCCAV2�0BBBB��8 �5 0 0 190 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 0�7 �16 0 0 371CCCCAU3�0BBBB��8 �5 0 0 190 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 01 0 0 0 121CCCCAU4�0BBBB�0 �5 0 0 �770 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 01 0 0 0 �121CCCCAV3�0BBBB�0 �5 0 0 �770 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 01 0 0 0 01CCCCAU5�0BBBB�0 55 0 0 8470 0 0 1 00 �55 0 0 1500 0 1 0 01 0 0 0 01CCCCAU6� 0BBBB�0 0 0 0 9970 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 01 0 0 0 01CCCCA V4;U7� 0BBBB�1 0 0 0 00 �11 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 9971CCCCA

Poslední mati
e je v s
hodovitém tvaru, její determinant je roven èíslu �11 �997. Ke zmìnám determinantu do¹lo pøi elementární
h úpravá
h U2 (násobenídeterminantu èíslem �55), U6 (násobení determinantu èíslem 1=5) a pøi úpravìU7. (násobení determinantu èíslem �1 díky tøem sloup
ovým nebo øádkovýmvýmìnám). Je proto detA = �1=55� 5� (�1)� (�11� 997) = �997.
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 23Výpoèet determinantu rozvojem napøíklad podle druhého øádku:detA = 3det0BB��4 2 �2 10 0 5 52 1 �3 1�1 3 �1 01CCA+ det0BB��4 1 2 10 4 0 52 �3 1 1�1 �1 3 01CCA��(�5) det0BB��4 1 2 �20 4 0 52 �3 1 �3�1 �1 3 �11CCAdet0BB��4 2 �2 10 0 5 52 1 �3 1�1 3 �1 01CCA = �5 det0��4 2 12 1 1�1 3 01A+ 5det0��4 2 �22 1 �3�1 3 �11A = �265det0BB��4 1 2 10 4 0 52 �3 1 1�1 �1 3 01CCA = 4det0��4 2 12 1 1�1 3 01A+ 5det0��4 1 22 �3 1�1 �1 31A = 143det0BB��4 1 2 �20 4 0 52 �3 1 �3�1 �1 3 �11CCA = 4det0��4 2 �22 1 �3�1 3 �11A+ 5det0��4 1 22 �3 1�1 �1 31A = �69detA = 3� (�265) + 143 + 5� (�69) = �795 + 143� 345 = �997Výpoèet determinantu kombina
í elementární
h úprav s rozvojem:Po provedení úprav daný
h mati
emi V1, U1, U2 provedeme rozvoj podle ètvr-tého øádku a dále rozvoj podle druhého øádku:detA = (�1) det0BB��8 �5 0 190 0 1 00 �11 0 301 0 0 �121CCA = det0��8 �5 190 �11 301 0 �121A = �997Mati
e Ui a Vj , pomo
í který
h jsme v tomto pøíkladu realizovali elementárníúpravy, jsou uvedeny v úloze (5) Cvièení 1.3. Souèástí Cvièení 1.3 je rovnì¾odvození Sarusova pravidla pro výpoèet determinantu mati
e tøetího øádu.Zobe
nìním vìty o rozvoji determinantu podle øádku (sloup
e) je tzv. Lapla-
eova metoda rozvoje determinantu podle nìkolika øádkù nebo sloup
ù, kteráse s výhodou uplatní v pøípadì ¾e mati
e obsahuje nulové bloky.Vìta 1.9 (Lapla
eova vìta o rozvoji determinantu podle k-ti
e øádkù nebo sloup
ù)Ne
h» A = (�ji ) je ètver
ová mati
e n-tého øádu a 1 � i1 < i2 < � � � < ik � n
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ové mati
eresp. 1 � j1 < j2 < � � � < jk � n øádkové resp. sloup
ové indexy. PlatídetA = X1�j1<j2<���<jk�n det0��j1i1 � � � �jki1� � � � � � � � ��j1ik � � � �jkik 1AAi1:::ikj1:::jk (1.8)detA = X1�i1<i2<���<ik�n det0��j1i1 � � � �jki1� � � � � � � � ��j1ik � � � �jkik 1AAi1:::ikj1:::jk (1.9)kde Ai1:::ikj1:::jk je tzv. algebrai
ký doplnìk subdeterminantudet0��j1i1 � � � �jki1� � � � � � � � ��j1ik � � � �jkik 1Ade�novaný jako determinant vypoètený ze zbývají
í
h øádkù a sloup
ú mati
e Avynásobený èíslem �1 umo
nìným na souèet zbývají
í
h øádkový
h a sloup
o-vý
h indexù.Ne
h» A je mati
e øádu n. Mati
i B, pro kterou je AB = BA = E nazývámemati
í inverzní k mati
i A, znaèíme ji symbolem A�1, Shrneme nyní dùle¾itévlastnosti inverzní
h mati
.Vìta 1.10 Vlastnosti inverzní
h mati
 Pro ètver
ové mati
e øádu n platí:(i) Pokud mati
e A�1 existuje, je urèena jednoznaènì. (1.10)(ii) (A�1)�1 = A: (1.11)(iii) (AB)�1 = B�1A�1: (1.12)(iv) detA�1 = (detA)�1 (1.13)(v) A�1 existuje právì tehdy, kdy¾ A je regulární. (1.14)(vi) Platí-li pro mati
e A;BAB = E; pak A = B�1;B = A�1: (1.15)Dùkaz: Dùkazy tì
hto tvrzení jsou velmi jednodu
hé a vy¾adují pouze pou¾itípravidel pro souèin mati
. Budou souèástí Cvièení 1.3. }
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 25Vzniká opìt problém prakti
kého výpoètu inverzní mati
e. Ne
h» A je re-gulární mati
e øádu n. Existen
e inverzní mati
e je zaruèena vlastností (v) vevìtì 1.10. Jedna z metod výpoètu je opìt zalo¾ena na pou¾ití elementární
húprav. Mati
i A pøevedeme elementárními úpravami na horní trojúhelníkovýtvar. Vzhledem k regulárnosti mati
e a vlastnosti (v) ve vìtì 1.7 jsou v¹e
hnydiagonální prvky tohoto tvaru nenulové. Dal¹í elementární úpravy zajistí, abyv¹e
hny prvky v diagonále byly rovny jedné. Je mo¾né zajistit, aby tyto úpravybyly øádkové, Nyní mù¾eme opìt pomo
í øádkový
h elementární
h úprav vynu-lovat zbylé nediagonální prvky. Konkrétnì
A � A0 = 0BBBBBB�1 �210 : : : : : : �n1 00 1 �320 : : : �n2 0... . . . . . . . . . ...... . . . . . . �nn�100 : : : : : : 0 1

1CCCCCCA � 0BBBBBB�1 �210 : : : �n�11 0 00 1 : : : �n�12 0 0... . . . . . . ... ...... . . . 1 00 : : : : : : 0 1
1CCCCCCA

Provedli jsme postupnì odeètení �n01 -násobku posledního øádku od prvého, �n02 -násobku posledního øádku od øádku druhého, atd. Podobnì pokraèujeme s ostat-ními øádky a nulujeme postupnì jednotlivé sloup
e mati
e A0. Lze tedy psátUA = E, kde U je koneèrný souèin elementární
h mati
. U¾itím vlastnosti (vi)ve vìtì 1.10 zji¹»ujeme, ¾e U = A�1. Je v¹ak U = UE , tak¾e mati
i A�1dostaneme z mati
e E tými¾ elementárními úpravami, které vedly k pøevodumati
e A na jednotkový diagonální tvar. Prakti
ky postupujeme tak, ¾e úpravymati
 A, E provádíme soubì¾nì.
Pøíklad 7: K zadané mati
i A vypoèteme mati
i A�1.

A = 0BBBB�1 1 1 1 01 1 1 5 01 1 4 1 01 3 1 1 02 1 1 1 11CCCCA Pak A�1 = 0BBBB� 1CCCCA
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ové mati
eBudeme provádìt soubì¾né elementární úpravy mati
 A a E0BBBB�1 1 1 1 01 1 1 5 01 1 4 1 01 3 1 1 02 1 1 1 1 ���������� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA � 0BBBB�1 1 1 1 00 0 0 4 00 0 3 0 00 2 0 0 01 0 0 0 1 ���������� 1 0 0 0 0�1 1 0 0 0�1 0 1 0 0�1 0 0 1 0�1 0 0 0 11CCCCA ��0BBBB�1 1 1 1 00 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 01 0 0 0 1 ���������� 1 0 0 0 0� 14 14 0 0 0� 13 0 13 0 0� 12 0 0 12 0�1 0 0 0 11CCCCA � 0BBBB�1 0 0 0 00 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 01 0 0 0 1 ���������� 2512 � 14 � 13 � 12 0� 14 14 0 0 0� 13 0 13 0 0� 12 0 0 12 0�1 0 0 0 11CCCCA ��0BBBB�1 0 0 0 00 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 00 0 0 0 1 ���������� 2512 � 14 � 13 � 12 0� 14 14 0 0 0� 13 0 13 0 0� 12 0 0 12 0� 3712 14 13 12 11CCCCA � 0BBBB�1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1 ���������� 2512 � 14 � 13 � 12 0� 12 0 0 12 0� 13 0 13 0 0� 14 14 0 0 0� 3712 14 13 12 11CCCCATìmito úpravami je mati
e A (vlevo) pøevedena na jednotkový diagonální tvara mati
e A (vpravo) na inverzní mati
i k mati
i A.Jiná metoda výpoètu inverzní mati
e spoèívá v platnosti vìty o rozvoji vìta1.8. Utvoøme mati
i B z algebrai
ký
h doplòkù mati
e A takto: B = (�ji ) =(Aj) , tj. prvek mati
e B je algebrai
kým doplòkem prvku �ij mati
e A. Mati
e Bse nazývá mati
í adjungovanou k A, znaèíme ji B = adjA. Pøímým výpoètem au¾itím vìty 1.8 se snadno pøesvìdèíme, ¾e souèin AB je roven diagonální mati
i,její¾ diagonální prvky jsou rovny detA. Tento výpoèet bude souèástí Cvièení1.3. Oznaèíme-li tedy C = adjA= detA, dostáváme AC = E. Podle tvrzení (vi)vìty 1.10 je zøejmé, ¾e C = A�1, tak¾e platíA�1 = 1detAadjA: (1.16)Tento vztah pr
 výpoèet prvkù inverzní mati
e je u¾iteèný zejména pro mati
eni¾¹í
h øádù n � 4. U mati
 vy¹¹í
h øádù jsou výpoèty algebrai
ký
h doplòkuzdlouhavé a je výhodnìj¹í pou¾ít soubì¾ný
h elementární
h úprav mati
 A a E.Na závìr odstav
e zavedeme pojem podobnosti mati
. Ètver
ové mati
e A,B øádu n nazýváme podobnými, jestli¾e existuje regulární mati
e Q taková, ¾eplatí B = QAQ�1. Øíkáme, ¾e mati
e B je podobná mati
i A. Po
hopitelnì jetaké mati
e A podobná mati
i B, nebo» A = Q�1BQ = Q�1B(Q�1)�1, kdeQ�1 je regulární mati
e. Vztah mezi podobnými mati
emi nazýváme podob-nostní transforma
í. Z vìty 1.6 a vìty o determinantu souèinu mati
 (vìta 1.7,vlastnost (vi)) vyplývá dùle¾itá vlastnost podobnostní transforma
e:Vìta 1.11 Podobnostní transforma
e nemìní hodnost ani determinant mati
e.(Podobné mati
e mají stejnou hodnost a stejnou hodnotu determinantu.)
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 27Nalezení kritéria podobnosti mati
 (podmínky nutné a postaèují
í pro to, abymati
e A, B byly podobné), které by umo¾nilo zjistit, zda zadané èíselné mati
eA, B jsou podobné èi nikoliv, je problém, vyboèují
í a rám
e teorie èíselný
hmati
 a bude proto øe¹en a¾ v dal¹í
h odstav
í
h.Poznámka: Vztah podobnosti mati
 je rela
í ekvivalen
e na mno¾inì ètver
o-vý
h mati
 øádu n. (Doka¾te.)Cvièení 1.3(1) Pomo
í de�ni
e determinantu doka¾te vlastnosti (i),(ii), (v) a (vii) ve vìtì 1.7.Návod: Zpùsob vedení dùkazù vlastností determinantù pøímým výpoètem zde�ni
e uká¾eme na pøíkladì vlastnosti (ii) ve vìtì 1.7. Uva¾me mati
i A = (�ji )øádu n. Podle de�ni
e jedetA = �1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kii : : : �kjj : : : �knn, k1; : : : ; kn jsou sèíta
í indexy. Proveïme s mati
í A elementární úpravu spo-èívají
í v pøiètení �-násobku j-tého øádku k i-tému. Vznikne mati
e A0, kteráse od mati
e A li¹í i-tým øádkem: �k0i = �ki + ��kj pro k 2 f1; : : : ; ng. Jejídeterminant jedetA0 =�1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k101 : : : �ki0i : : : �kj 0j : : : �kn0n=�1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : (�kii + ��kij ) : : : �kjj : : : �knn=�1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kii : : : �kjj : : : �knn ++ ��1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kij : : : �kjj : : : �knn=detA+ ��1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kij : : : �kjj : : : �knnVýraz ��1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kij : : : �kjj : : : �knn o který se li¹í determinant ma-ti
e A0 od determinantu mati
e A, je ov¹em roven nule, nebo» je souètem pøesv¹e
hny permuta
e indexù 1 a¾ n, a s ka¾dým souèinem tvaru ��k11 : : : �kij : : : �kjj ,obsahuje i souèin ��k11 : : : �kjj : : : �kij , vzniklý zámìnou indexù ki a kj . Zámìnouindexù se v¹ak mìní parita permuta
e, tak¾e uvedené souèiny jsou ve výrazuzastoupeny s opaènými znaménky �1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn = ��1:::i:::j:::nk1:::kj :::ki:::kn .(2) Proveïte dùkazy vlastností determinantu (iv) a (viii) ve vìtì 1.10.Návod: Pøi dùkazu vlastnosti (iv) vyu¾ijte skuteènosti, ¾e libovolnou regulárnímati
i lze zapsat jako souèin koneèného poètu elementární
h mati
. Vlastnost(viii) doká¾ete snadno, uvìdomíte-li si, jak vypadá s
hodovitý tvar regulárnímati
e a vyu¾ijete-li vlastnosti (v).
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ové mati
e(3) Urèete poèet v¹e
h minorù k-tého øádu mati
e A øádu n, 1 � k � n.Výsledek: Poèet minorù k-tého øádu mati
e A je �nk�2.(4) Doka¾te vìtu 1.8 o rozvoji determinantu podle øádku (sloup
e).Návod: Dùkaz proveïte pro pøípad rozvoje podle prvého øádku pøímým výpo-ètem z de�ni
e determinantu:detA = �12:::nk1k2:::kn�k11 : : : �k22 : : : �knnVytknìte postupnì �11; �21; : : : ; �n1 z tì
h èlenù souètu vyjadøují
ího determinant,které daný prvek obsahují, tj.detA =�11�12:::n1:::k2:::kn�k22 : : : �knn + �21�12:::n2k1k3:::kn�k12 : : : �k33 : : : �knn + : : :: : :+ �n1 �12:::nnk1:::kn�1�k12 : : : �kn�1n :[k2; : : : ; kn℄ pøedstavuje permuta
e indexù f2; : : : ; ng, [k1; k3; : : : ; kn℄ permuta
eindexù f1; 3; : : : ; ng, atd., [k1; : : : ; kn�1℄ permuta
e indexù f1; 2; : : : ; n� 1g. Nazákladì de�ni
e èísel �1:::nk1:::kn uka¾te, ¾e j-tý z výrazù v závorká
h, tj.�12:::njkj�1kj+1:::kn�k12 : : : �kj�1j �kj+1j+1 : : : �knnje (�1)j�1-násobkem subdeterminantu mati
e A, který vznikne vyne
hánímprvého øádku a j-tého sloup
e. Pro rozvoj podle prvého øádku tedy tvrzeníplatí, nebo» je (�1)j�1 = (�1)j+1. Rozvoj podle libovolného i-tého øádku lzepøevést na rozvoj podle øádku prvého zámìnou i-tého a prvého øádku. Jakýmkoe�
ientem je pøitom tøeba vynásobit výsledek? Doveïte úvahu do kon
e.(5) V pøíkladu 6 vypi¹te v¹e
hny mati
e, které odpovídají jednotlivým sledùm ele-mentární
h úprav, tj.U1; : : : ;U7,V1; : : : ;V4 a výsledné mati
eU = U7U6U5U4U3U22U1,V = V1V2V3V4, které pøevádìjí mati
i A na diagonální tvar DA vztahemUAV = DA. Mati
i U získáte tak, ¾e s jednotkovou mati
í provedete sledv¹e
h øádkový
h úptav, které byly provádìny s mati
í A. Provedením v¹e
húprav sloup
ový
h s mati
í E získáte analogi
ky mati
i V.
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 29Výsledek:U1 = 0BBBB�1 0 0 �2 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 �3 11CCCCA U2 = 0BBBB�1 �4 0 0 00 1 0 0 00 �5 1 0 00 0 0 1 00 1� 8 0 0 11CCCCAU3 = 0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 0�1 0 �1 0 11CCCCA U4 = 0BBBB�1 0 0 0 80 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCAU5 = 0BBBB��11 0 0 0 00 1 0 0 00 0 5 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA U6 = 0BBBB�1 0 1 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCAU7 = 0BBBB�0 0 0 0 10 0 1 0 00 0 0 1 00 1 0 0 01 0 0 0 01CCCCA U = 0BBBB��1 1 �1 �1 10 �5 1 0 00 0 0 1 00 1 0 0 077 �19 93 110 �881CCCCAV1 = 0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 0�2 3 1 3 �10 0 0 1 00 0 0 0 1 1CCCCA V2 = 0BBBB�1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 �3 0 1 50 0 0 0 11CCCCAV3 = 0BBBB�1 0 0 0 120 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA V4 = 0BBBB�1 0 0 0 00 1 0 0 30=110 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1 1CCCCAV = 0BBBB� 1 0 0 0 120 1 0 0 30=11�2 �6 1 3 �70=110 �3 0 1 �35=110 0 0 0 1 1CCCCA(6) Doka¾te platnost vlastností inverzní mati
e, shrnutý
h ve vìtì 1.10.Návod: Vyjdìte v¾dy z de�ni
e inverzní mati
e a násobením de�nièního vztahuvhodnou mati
í zleva resp. zprava doka¾te danou vlastnost. Postup uká¾eme napøíkladì vlastností (i), (iii).
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ové mati
e(i) Ne
h» B, C jsou dvì mati
e inverzní k mati
i A. Pak AB = E, AC = E,BA = E, CA = E. Násobme napøíklad prvou rovnost mati
í C zleva:CAB = C. Je v¹ak CA = E a tedy EB = C , odkud B = C.(iii) Oznaème C inverzní mati
i k souèinu AB. Pak platí CAB = E. Náso-bením zprava mati
í B�1 dostaneme CA = B�1. Dal¹ím vynásobenímzprava tentokrát mati
í A máme C = B�1A�1. Formulujte pøedpoklady,za který
h pøed
hozí úpravy mù¾eme dìlat.(7) K zadaným mati
ím vypoètìte mati
e inverzní.(a) A je mati
e z pøíkladu 6. Mù¾ete vyu¾ít výsledkù úlohy (5) Cvièení 1.3?Zdùvodnìte.(b) 0BB� 3 �1 0 0�1 3 0 00 0 i 10 0 �1 �i1CCA(
) 0�1 �i 0i 1 2i0 �2i 31A(d) A je mati
e z pøíkladu 7. Výpoèet A�1 proveïte pomo
í adjungovanémati
e.Výsledek: (a) V pøíkladu 6 je vypoèten diágonální tvar mati
e A, oznaèenýDA a v úloze (5) Cvièení 1.3 mati
e U, V, pro které DA = UAV. Vypoètìteodtud A�1 násobením rovnosti vhodnými mati
emi zleva a zprava.(b) 0BB�3=8 1=8 0 01=8 3=8 0 00 0 �i=2 �1=20 0 1=2 i=2 1CCA (
) 14 0� 1 �3i �23i �3 2i�2 2i 0 1A(8) Doka¾te následují
í tvrzení: Hodnost mati
e A typu m=n je dána nejvy¹¹ímøádem minorù, z ni
h¾ alespoò jeden je nenulový. Existuje-li tedy alespoò jedenminor p-tého øádu rùzný od nuly, zatím
o v¹e
hny minory øádu (p + 1) jsounulové, je hodnost mati
e rovna p.(9) Pøímým pou¾itím vztahu 1.8 doka¾te, ¾e inverzní mati
í k (regulární) dolní resp.horní trojúhelníkové mati
i je opìt dolní resp. horní trojúhelníková mati
e.(10) Z de�ni
e odvoïte vztah pro výpoèet determinantu mati
e tøetího øádu a uka¾te,¾e vyhovuje následují
ímu s
hematu výpoètu (Sarusovo pravidlo):detA = �11�22�33 + �12�23�31 + �13�21�32 � �31�22�13 � �32�23�11 � �33�21�12
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 31�11
?

?

�21 �31�12
?

?

�22
?

?

�32�13
?

?

�23
?

?

�33�11 �21
?

?

�31�12 �22 �321.4 Pøíklady mati
 se spe
iálními vlastnostmi:unitární a samoadjungované mati
eSamoadjungovanou mati
i jsme de�novali ji¾ v odstav
i 1.1 vztahem A = AT�.Ètver
ovou mati
i A nazveme unitární, platí-li A�1 = AT�. Je zøejmé, ¾e uni-tárními mohou být pouze mati
e regulární. Uva¾ujeme-li o mno¾inì mati
 nadR , pøejde de�nièní rovnost na tvar A�1 = AT a hovoøíme o mati
i ortogonální.Samoadjungovaná unitární mati
e resp. symetri
ká ortogonální mati
e je rovnasvé mati
i inverzní. Zkoumejme nyní vlastnosti unitární
h mati
:(i) Platí detA�1 = detAT� = (detAT)� = (detA)�. (V pøípadì mati
eortogonální je detA�1 = detA.) Souèasnì v¹ak detA�1 = (detA)�1, odkud(detA)� detA = 1. Determinant unitární mati
e je tedy komplexní èíslo s mo-dulem rovným èíslu 1, nad R dokon
e detA = �1.(ii) Platí AA�1 = E, odtud pro unitární mati
i AAT� = E. Pro jednotlivéprvky pak dostáváme �ki �k�j = Æij . Podobnì ze vztahu AT�A = E dostaneme�i�k �jk = Æij . Jsou-li naopak splnìny tyto vztahy, tj. AAT� = E, AT�A = E, jepodle (vi) ve vìtì 1.10 AT� = A�1. Vztahy�ki �k�j = Æij �i�k �jk = Æij 1 � i; j � n (1.17)nazýváme rela
emi ortogonality a mù¾eme pomo
í ni
h snadno provìøit unitár-nost mati
e A. Nad R dostaneme odpovídají
í tvar rela
í ortogonality vypu¹tì-ním opera
e �.Pøíklad 8:B = 0�1=p2 i=p2 0i=p2 1=p2 00 0 11AA = 0BB� 1=p2 1=p2 0 01=p6 1=p6 p2=3 0�1=p12 1=p12 1=p12 p3=21=2 �1=2 �1=2 �1=21CCAC = 0BB� 1=p3 1=p3 0 i=p31=p3 0 �i=p3 �i=p30 1=p3 i=p3 �i=p3�i=p3 i=p3 1=p3 0 1CCAMati
e A je nad R mati
í ortogonální, nad C mati
í unitární. Mati
e B a Cjsou unitární. Provìøte tuto skuteènost a zapi¹te odpovídají
í mati
e inverzní.
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(iii) Ne
h» unitární mati
eA realizuje lineární transforma
i souboru promìn-ný
h (x1; : : : ; xn) k promìnným (y1; : : : ; yn), xi; yi 2 C , i 2 f1; : : : ; ng. Takovátransforma
e má tvaryi = xj�ij ; i 2 f1; : : : ; ng ) (y) = (x)APo rozepsání y1 = x1�11 + x2�12 + � � �+ xn�1ny2 = x1�21 + x2�22 + � � �+ xn�2n... = ...yn = x1�n1 + x2�n2 + � � �+ xn�nnPoèítejme výraz yiyi� sèíta
í index je i. Tento výraz mù¾eme vyjádøit v mati-
ovém zápisu jako (y)(y)T�.(y)(y)T� = (x)A((x)A)T� = (x)AAT�(x)T� = (x)E(x)T�tedy Pni=1 jyij2 = yiyi� = xixi� = Pni=1 jxij2. Unitární transtorma
e tedy za-
hovává souèet ètver
ù modulù promìnný
h. Geometri
ký význam této vlast-nosti se ozøejmí v kapitole 4.
B. Polynomi
ké mati
e (�-mati
e)V odstav
i 1.3 jsme pone
hali otevøenou otázku kritéria podobnosti èísel-ný
h mati
. Její vyøe¹ení zasahuje do oblasti teorie tzv. polynomi
ký
h mati
,tj. takový
h, jeji
h¾ prvky nejsou èísla, nýbr¾ polynomy jedné promìnné �. Vnásledují
ím textu se budeme teorií polynomi
ký
h mati
 zabývat s 
ílem for-mulovat ono kritérium podobnosti. Úvahy se týkají mati
 ètver
ový
h.1.5 Ekvivalen
e �-mati
Ne
h» R[�℄, resp. C [�℄, je mno¾ina polynomù jedné promìnné � libovolného ko-neèného stupnì s reálnými resp. komplexními koe�
ienty s opera
emi sèítánípolynomù, násobení polynomu èíslem a násobení polynomù, de�novanými zná-mým zpùsobem. Mno¾iny R[�℄, C [� opatøené uvedenými opera
emi mají struk-turu tzv. komutativního okruhu (viz kapitola 2).Polynomi
kou mati
í A(�) øádu n nad R resp. C rozumíme ètver
ovou ma-ti
i, její¾ prvky jsou polynomy z R[�℄ resp. C [�℄. Hovoøíme té¾ o �-mati
i.A(�) = 0B��11(�) : : : �n1 (�)... ...�1n(�) : : : �nn(�)1CA �ji (�) 2 R[�℄; C [�℄:
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 33Vzhledem k uvedené algebrai
ké struktuøe mno¾in R[�℄, C [�℄ lze de�novat sou-èet, �(�)-násobek a souèin �-mati
 stejným zpùsobem jako u mati
 èíselný
h�(�) 2 R[�℄; C [�℄ se za
hováním v¹e
h vlastností tì
hto opera
í, popsaný
hvztahy (1.1) a (1.2). Rovnì¾ determinant a minory polynomi
ké mati
e jsoude�novány normálnì stejnì jako u mati
 èíselný
h. Vzhledem k tomu zùstávajív platnosti vìty o rozvojí
h (vìta 1.8 a vìta 1.9).Elementárními úpravami polynomi
ké mati
e rozumíme:(i) vynásobení i-tého øádku (sloup
e) èíslem � 2 R; C rùzným od nuly (Pozor:násobení øádku polynomem není elementární úprava),(ii) pøiètení j-tého øádku (sloup
e) vynásobeného polynomem �(�) 2 R[�℄; C [�℄k i-tému øádku (sloup
i).Elementární mati
e, odpovídají
í tìmto úpravám, mají tvar
I(i)n (�) = 0BBBBBBBBBB�

1 . . . (i) 01 #(i) ! � 10 . . . 1
1CCCCCCCCCCA ;

I(ij)m (�(�)) = 0BBBBBBBBBBB�
1 (j). . . # 01 �(�)  (i). . . 10 . . . 1

1CCCCCCCCCCCAa za
hází se s nimi opìt stejnì jako u èíeelný
h mati
, zpìtné (inverzní) úpravyjsou opìt elementárními úpravami a snadno by
hom jistì zapsali tvar odpoví-dají
í
h elementární
h mati
. Mati
e A(�), B(�) nazýváme ekvivalentními aznaèíme A(�) � B(�), lze-li pøevést jednu v druhou koneèným poètem elemen-tární
h úprav, tj. vyjádøit napø. B(�) ve tvaru B(�) = U(�)A(�)V(�), kdeU(�), V(�) jsou koneèné souèiny elementární
h mati
.Uvedená rela
e � je skuteènì ekvivalen
í na mno¾inì A(�)(n=n) polynomi
-ký
h mati
 øádu n. Èíselné mati
e øádu n bylo mo¾né pøevést elementárnímiúpravami na diagonální tvar D, a to dokon
e takový, ¾e diagonální prvky bylyrovny buï 1 nebo 0, tj. diagD = [1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0℄. Øíkejme takovému tvarukanoni
ký. Kanoni
ký tvar lze pova¾ovat za þnejjednodu¹¹íÿ tvar v¹e
h ekvi-valentní
h mati
, tj. za jakéhosi reprezentanta 
elé tøídy ekvivalentní
h mati
.
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Nabízí se otázka, zda podobného reprezentanta mají i ekvivalentní �-mati
e.Pro¹etøete nejprve mo¾nost úpravy mati
e A(�) na diagonální tvar, tj. mati
i,jejími¾ diagonálními prvky jsou polynomy a nediagonální prvky jsou vesmìsnulové. Uva¾me tøídu v¹e
h mati
 ekvivalentní
h dané mati
i A(�). Vylouèímetriviální pøípad, kdy A(�) je nulová mati
e a je tedy jediným reprezentantempøíslu¹né tøídy ekvivalen
e. (Nulovou mati
i pova¾ujeme za mati
i v kanoni
-kém tvaru.) Oznaème jakoB(�) kteroukoliv z tì
h mati
 dané tøídy ekvivalen
e,které mají v prvém øádku a prvém sloup
i nenulový polynom nejni¾¹ího stupnì,jaký se v mati
í
h dané tøídy vùbe
 vyskytuje a který má u nejvy¹¹í mo
ninypromìnné � koe�
ient 1. (Zdùvodnìní existen
e takové mati
e viz Cvièení 1.5.)Mati
e B(�) má tedy tvarB(�) = 0BBB�e1(�) �21(�) : : : �n1 (�)�12(�) �22(�) : : : �n2 (�)... ...�1n(�) �2n(�) : : : �nn(�)1CCCAUká¾eme, ¾e v¹e
hny prvky prvého øádku i prvého sloup
e jsou dìlitelné po-lynomem e1(�). Vyjádøíme napø. �j1(�) ve tvaru �j1(�) = e1(�)�(�) + (�), kde�(�) je èásteèný podíl a  (�) zbytek po dìlení; platí deg (�) < dege1(�). Dáleprovedeme s mati
í B(�) elementární úpravu spoèívají
í v odeètení násobkuprvého sloup
e od j-tého:B(�) =0BBB�e1(�) : : : e1(�)�(�) +  (�) : : : �n1 (�)�12(�) : : : �j2(�) : : : �n2 (�)... ...�1n(�) : : : �jn(�) : : : �nn(�)1CCCA �� 0BBB�e1(�) : : :  (�) : : : �n1 (�)�12(�) : : : �j2(�)� e1(�)�(�) : : : �n2 (�)... ...�1n(�) : : : �jn(�)� e1(�)�(�) : : : �nn(�)1CCCAVzhledem k tomu, ¾e stupeò zbytku  (�) je men¹í ne¾ stupeò dìlitele e1(�),je tvar poslední mati
e v rozporu s volbou mati
e B(�) s výjimkou pøípadu,kdy  (�) = 0. Polynom �j1(�) je tedy beze zbytku dìlitelný polynomem e1(�).Stejnì se úvaha provede pro prvky prvého sloup
e �1i (�). Mati
i B(�) lze pakvhodnými elementárními úpravami pøevést na tvarB(�) =0BBB�e1(�) 0 0 : : : 00 �202 (�) �302 (�) : : : �n02 (�)... ...0 �20n (�) �30n (�) : : : �n0n (�)1CCCA = = 0BBB�e1(�) 0 : : : 00... B0(�)0 1CCCAJe-li B0(�) nulová mati
e, je úprava hotova. V opaèném pøípadì lze tyté¾úvahy aplikovat na mati
i B0(�) øádu (n � 1) a postupnì tak pøevést mati
i
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 35B(�) na tvarB(�) � D(�) = 0BBBBBBBB�e1(�) e2(�) 0. . .0 ep(�) . . . en(�)
1CCCCCCCCA ; p � n:v jeho¾ diagonále jsou polynomy s vedou
ím koe�
ientem (tj. koe�
ientem unejvy¹¹í mo
niny promìnné �) rovným 1. Poslední nenulový z ni
h je oznaèenep(�), p � n. Vyjádøíme nyní napøíklad e2(�) ve tvaru e2(�) = e1(�)�(�) + (�), deg (�) < dege1(�) a provedeme následují
í elementární úpravy: Nejprvepøièteme prvý øádek k druhému a poté odeèteme �(�)-násobek prvého sloup
eod druhého.B)�) � 0BBBBB�e1(�) 0 0 : : : 00 e1(�)�(�) +  (�) 0 : : : 00 0 e3(�) : : : 0... ...0 0 : : : 0 en(�)
1CCCCCA �� 0BBBBB�e1(�) �e1(�)�(�) 0 : : : 0e1(�)  (�) 0 : : : 00 0 e3(�) : : : 0... ...0 0 : : : 0 en(�)

1CCCCCAS výjimkou pøípadu, kdy  (lambda) = 0, se opìt dostáváme do sporu s vol-bou mati
e B(�). Polynom e2(�) je tedy dìlitelný polynomem e1(�). Úvahu lzepo
hopitelnì zobe
nit na dal¹í èleny diagonály mati
e D(�).Popsaný postup elementární
h úprav tedy zaruèuje mo¾nost pøevést mati
iA(�) na tzv. kanoni
kou mati
i D(�) následujé
é
h vlastností(i) Mati
e D(�) je diagonální, diagD(�) = [e1(�); : : : ; ep(�); 0; : : : ; 0℄, p � n.(ii) Polynom ei+1(�) je dìlitelný polynomem ei(�) pro i 2 f1; : : : ; p� 1g.(iii) Vedou
í koe�
ient ka¾dého z polynomù ei(�) pro i 2 f1; : : : ; pg je roven 1.Ka¾dá tøída ekvivalentní
h �-mati
 tedy obsahuje alespoò jednu kanoni
koumati
i. Zbývá vyøe¹it otázku jednoznaènosti. Pøedpokládejme, ¾e v dané tøídìekvivalen
e, urèené mati
í A(�), jsou dvì mati
e D1(�) a D2(�), pro nì¾ ozna-èíme diagD1(�) = [e1(�); : : : ; ep(�); 0; : : : ; 0℄ a diagD2(�) = [f1(�); : : : ; fq(�); 0; : : : ; 0℄.Zøejmì je D1(�) � D2(�), tak¾e existují mati
e U(�), V(�) vyjádøené jako ko-neèné souèiny elementární
h mati
 takové, ¾e D1(�) = U(�)D2(�)V(�). Pøe-dev¹ím je jasné, ¾e p = q (zdùvodnìte). Úpravy pøi pøevodu mati
e D2(�) na
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tvar D1(�) jsou tedy provádìny s prvými p øádky a sloup
i. Dùkaz tedy staèíprovést pro mati
e øádu p, pro nì¾ ei(�) 6= 0 pro i 2 f1; : : : ; pg, induk
í vzhle-dem k p. Pro p = 1 vyplývá z ekvivalen
e (e1(�)) � (f1(�)) okam¾itì rovnoste1(�) = f1(�) vzhledem k vlastnosti (iii) kanoni
ký
h mati
. Pøedpokládejmerovnost D1(�) = D2(�) pro (p� 1) (indukèní pøedpoklad). Pro p pak platíD1(�) = 0BBBBB�e1(�) . . . 0ep�1(�)0 ep(�)
1CCCCCA � 0BBBBB�e1(�) . . . 0ep�1(�)0 fp(�)

1CCCCCA = D2(�)a ze vztahuD1(�) = U(�)D2(�)V(�) vyplývá detD1 = detU detD2 detV. Po-nìvad¾ determinanty mati
U(�) ,V(�) jsou èíselné a nenulové, máme e1(�) : : : ep�1(�)ep(�) =�e1(�) : : : ep�1(�)fp(�) ) ep(�) = �fp(�). Polynomy e)p(�) a fp(�) v¹ak majístéjný vedou
í koe�
ient, tak¾e � = 1 a ep(�) = fp(�). Na základì dosavadní
húvah mù¾eme vyslovit následují
í tvrzení:Vìta 1.12 Ka¾dá �-mati
e je ekvivalentní právì jedné kanoni
ké mati
i.Polynomy e1(�); e2(�); : : : ; en(�) jsou 
harakteristi
ké pro danou tøídu ekvi-valentní
h �-mati
 a nazýváme je invariantními faktory dané tøídy ekvivalen
e.Èíslo p, pro nì¾ ep(�) 6= 0, ep+1(�) = : : : = en(�) = 0, nazývámé hodnostímoti
e, resp. hodností dané tøídy ekvivalentní
h mati
.Uvedeme je¹tè jinou metodu výpoètu invariantní
h faktorù, která je ve srov-nání s metodou elementární
h úprav velmi úèinná zejména pro mati
e ni¾¹í
høádù (n � 4) a v pøípade
h, kdy mati
e obsahuje vìt¹í mno¾ství nulový
h prvkù.Je zalo¾ena na výpoète
h minorù mati
e A(�).Vìta 1.13 Ne
h» A(�) je mati
e øádu n a hodnosti p � n. Pro 1 � k � noznaème jako dk(�) nejvìt¹ího spoleèného dìlitele v¹e
h minorù k-tého øádumati
e A(�), jeho¾ vedou
í koe�
ient je 1. Soubor polynomù d1(�); : : : ; dp(�)je mati
i A(�) urèen jednoznaènì, jinak klademe dp+1(�) = : : : = dn(�) = 0.Polynomy dk(�) se nemìní elementárními úpravami mati
e A(�).Dùkaz: Dùkaz tohoto tvrzení je zalo¾en na 
hování determinantù mati
 pøielementární
h úpravá
h a bude proveden v rám
i Cvièení 1.5. Z vìty 1.13 vy-plývá, ¾e kanoni
ká mati
e dané tøídy ekvivalen
e má stejný systém polynomùd1(�); : : : ; dn(�) jako v¹e
hny mati
e nále¾ejí
í dané tøídì. U kanoni
ké ma-ti
e v¹ak lze d1(�); : : : ; dn(�) snadno urèit. Ne
h» D(�) je kanoni
ká mati
e,diagD(�) = [e1(�); : : : ; ep(�); 0; : : : ; 0℄. Pak d1(�) = e1(�), d2(�) = e1(�)e2(�),: : :, dp(�) = e1(�)e2(�) : : : ep(�), dp+1(�) = : : : = dn(�) = 0. Odtud je zøejmýzpùsob výpoètu invariantní
h faktorù dané mati
e A(�)e1(�) = d1(�); ei(�) = di(�)di�1(�) 2 � i � p; ep+1(�) = : : : en(�) = 0;kde d1(�); : : : ; dn(�) je soubor nejvìt¹í
h spoleèný
h dìlitelù minorù prvého a¾n-tého øádu mati
eA(�). Vìt¹inou je vhodné obì metody výpoètu invariantní
h
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 37faktorù kombinovat tak, ¾e pomo
í elementární
h úprav mati
i A(�) 
o nejví
ezjednodu¹íme a pak zji¹»ujeme systém d1(�); : : : ; dn(�). }Pøíklad 9: Mati
e A(�) tøetího øádu je zadána takto:A(�) = 0�2�2 � 12�+ 16 2� � 2�2 � 12�+ 170 3� � 0�2 � 6�+ 7 2� � �2 � 6�+ 8 1ANajdeme její kanoni
ký tvar obìma metodami.(a) Elementární úpravy:A(�) = 0�2�2 � 12�+ 16 2� � 2�2 � 12�+ 170 3� � 0�2 � 6�+ 7 2� � �2 � 6�+ 8 1A U1(�)�U1(�)� 0� 2 �(2� �) 10 3� � 0�2 � 6�+ 7 2� � �2 � 6�+ 81A U2(�)�U2(�)� 0� 2 �(2� �) 10 3� � 0�2 � 6�+ 9 2� � �2 � 6�+ 91A V1(�)�V1(�)� 0�1 �2 + � 10 3� � 00 0 (�� 3)21A V2(�)� 0�1 0 00 �� 3 00 0 (�� 3)21A = D(�)(b) Výpoèet systému d1(�); : : : ; dn(�): Mati
eA(�) obsahuje nesoudìlné minoryprvého øádu (2��) a (3��). Proto je d1(�) = 1. Vypoèteme-li v¹e
hny minorydruhého øádu (proveïte), zjistíme, ¾e d2(�) = ��3; d3(�) je determinant mati
eA(�) vydìlený vedou
ím koe�
ientem, tj. d33(�) = (� � 3)3. Odtud e1(�) =d1(�) = 1, e2(�) = ��3, e3(�) = (��3)2, 
o¾ souhlasí s výpoètem kanoni
kéhotvaru mati
e A(�) elementárními úpravami.Cvièení 1.4(1) Zapi¹te tvar elementární
h mati
 pro sloup
ové elementární úpravy. Pomo
ídané mati
e A(�) a elementární
h mati
 zapi¹te mati
i B(�) po provedenéelementární úpravì.(2) Pro konstruk
i kanoni
kého tvaru mati
e A(�) jsme zvolili takovou mati
i B(�)z dané tøídy ekvivalen
e urèené mati
í A(�), v jejím¾ prvém øádku a sloup
ibyl nenulový polynom e1(�) nejni¾¹ího mo¾ného stupnì. Uka¾te, ¾e zatím
o pøivýbìru mati
e B(�) je pøípustná jistá libovùle, je samotný polynom e1(�) urèenjednoznaènì.Návod: Vyjdìte z pøedpokladu, ¾e existuje polynom f1(�) tého¾ stupnì jakoet(�), který se vyskytuje (i) ve zvolené mati
i B(�), (ii) v jiné mati
i C(�)nále¾ejí
í té¾e tøídì ekvivalen
e, tj. C(�) � B(�). Uka¾te, ¾e e1(�) = f1(�).Tvrzení úlohy (2) lze ov¹em také pova¾ovat za triviální dùsledek vìty 1.12.
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(3) Doka¾te vìtu 1.13.Návod: OznaèteA(�) pùvodní mati
i,A0(�) mati
i získanou zA(�) napøíkladpøiètením �(�)-násobku j-tého øádku k i-tému, i 6= j, dk(�) resp. d0k(�) ne
h» jenejvìt¹í spoleèný dìlitel minorù k-tého øádu mati
e A(�) resp. A0(�). Rozli¹tetyto mo¾nosti pøi výpoètu minorùM(�),M 0(�) de�novaný
h øádkovými indexyi1; : : : ; ik a sloup
ovými indexy j1; : : : ; jk:(i) existují p; q 2 f1; : : : ; kg tak, ¾e i = ip , j = iq, tj. vybraný minor obsahujeprvky i-tého i j-tého øádku. Jaký je vztah mezi M(�) a M 0(�)?(ii) i 62 fi1; : : : ; ikg; opìt urèete vztah mezi M(�) a M 0(�).(iii) j 62 fi1; : : : ; ikg, i 2 fi1; : : : ; ikg, tak¾e minor obsahuje prvky i-tého øádku,nikoliv v¹ak prvky øádku j-tého.
M = det0BBBBBB��j1i1 : : : �jki1... ...�j1i : : : �jki... ...�j1ik : : : �jkik

1CCCCCCA
M 0 = det0BBBBBBB� �j1i1 : : : �jki1... ...�j1i + �(�)�j1j : : : �jki + �(�)�jkj... ...�j1ik : : : �jkik

1CCCCCCCAPodle vìty o rozvoji determinantu dostaneme rozvojam minoru M 0(�) podlei-tého øádku vztah M 0(�) =M(�) + �(�)N(�);kde N(�) je minorem mati
e A(�), který se od minoru M(�) li¹í tím, ¾e na i-tépozi
i obsahuje prvky j-tého øádku:M 0 = det0BBBBBB��j1i1 : : : �jki1... ...�j1i : : : �jki... ...�j1ik : : : �jkik
1CCCCCCA+ �(�) det0BBBBBBB��j1i1 : : : �jki1... ...�j1j : : : �jkj... ...�j1ik : : : �jkik

1CCCCCCCA =M + �NUka¾te, ¾e z rovnosti M 0(�) = �(�)N(�) +M(�) vyplývá, ¾e dk(�) je dìlitelemminoruM 0(�). Zdùvodnìte fakt, ¾e také d0k(�) je dìlitelem minoruM(�). Jakýmzpùsobem vyvodíte z tì
hto skuteèností rovnost dk(�) = d0k(�)?
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 39(4) V pøíkladu 9 vypi¹te jednotlivé sledy elementární
h úprav a odpovídají
í mati
eU11(�), U2(�) a V1(�), V2(�) a provìøte, ¾e D(�) = U(�)A(�)V(�).Výsledek:(i) odeètení dvojnásobku tøetího øádku od prvého(ii) pøiètení prvého øádku k tøetímu(iii) odeètení tøetího sloup
e od prvého(iv) odeètení prvého sloup
e od tøetího a pøiètení (2��)-násobku prvého sloup
ek druhému.Úpravám (i) a¾ (iv) odpovídají tyto mati
e:U1(�) = 0�1 0 �20 1 00 0 1 1A U2(�) = 0�1 0 00 1 01 0 01AV1(�) = 0� 1 0 00 1 0�1 0 11A V2(�) = 0�1 2� � �10 1 00 0 1 1AU2(�)U1(�) = 0�1 0 �20 1 00 0 �11A V1(�)V2(�) = 0� 1 2� � �10 1 0�1 �� 2 2 1A(5) Urèete kanoni
ké tvary následují
í
h polynomi
ký
h mati
 obìma metodami,tj. pomo
í elementární
h úprav i výpoètem systému d(�); : : : ; dn(�).A1(�) = � �2 � � 2�2�2 + 5� 3��A2(�) = 0�3�2 � 2�+ 1 2�2 + �� 1 3�3 + 2�2 � 2�� 12�3 � 2� �2 � 1 2�3 + �2 � 2�� 15�3 � 4�+ 1 3�2 + �� 2 5�3 + 3�2 � 4�� 21AA3(�) = 0BB�1� � 2 3 40 1� � 2 30 0 1� � 20 0 0 1� �1CCAA4(�) = 0BB��16� � �17 87 �1088 9� � �42 54�3 �3 16� � �18�1 �1 6 8� �1CCA
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e, kritérium ekvivalen
e �-mati
Výsledek: D1(�) = �� 00 �(�2 � 10�� 3)�D2(�) = 0��+ 1 0 00 (�+ 1)(�� 1) 00 0 01AD3(�) = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 1 01 0 0 (� � 1)41CCAD4(�) = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 �� 1 00 0 0 (�� 1)2(� + 2)1CCA(6) Doka¾te, ¾e determinanty polynomi
ký
h mati
 se øídí pravidly (i) a¾ (vii),formulovanými ve vìtì 1.7. pro mati
e èíselné. Uka¾te také, ¾e determinant senemìní pøiètením �(�)-násobku j-tého øádku (sloup
e) k i-tému.Návod: Dùkaz vlastností (i), (ii), (v), (vii) vyplývá pøímo z de�ni
e deter-minantu, pøitom formula
i vlastnosti (ii) lze zobe
nit tak, ¾e místo �-násobkuj-tého øádku (sloup
e) pøièítáme k i-tému øádku (sloup
i) �(�)-násobek j-téhoøádku (sloup
e). Vlastnost (iii) je dùsledkem (i); (ii) a (iv) vyplývá z (i) a¾ (iii)s uvá¾ením skuteènosti, ¾e èíselná regulární mati
e je souèinem elementární
hèíselný
h mati
. Uka¾te, ¾e vlastnost (iv) lze zobe
nit na pøípad, kdy Q je sou-èinem elementární
h polynomi
ký
h mati
. Dùkaz vlastnosti (vi) je soubì¾ný sdùkazem ve vìtì 1.7.1.6 Unimodulární mati
e, kritérium ekvivalen
e�-mati
Polynomi
kou mati
i nazveme unimodulární, je-li ekvivalentní jednotkové ma-ti
i, tj. jsou-li v¹e
hny její invariantní faktory rovny 1. Typi
kým pøíklademunimodulární
h mati
 jsou mati
e elementární. Z de�ni
e vyplývají následují
ívlastnosti unimodulární
h mati
.Vìta 1.14 Vlastnosti unimodulární
h mati
.(i) Mati
e U(�) je unimodulární právì tehdy, je-li jejím determinantem ne-nulové èíslo Æ 2 R resp. C .(ii) Libovolná regulární èíselná mati
e je unimodulární.(iii) Souèin unimodulární
h mati
 je unimodulární mati
e.
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 41(iv) Mati
e U(�) je unimodulární právì tehdy, jestli¾e existuje polynomi
kámati
e V (�) taková, ¾e platí U(�)V(�) = V(�)U(�) = E. Mati
e V(�)je pak rovnì¾ unimodulární a nazýváme ji inverzní mati
í k U(�). ZnaèímeV(�) = U�1(�).(v) Mati
e U(�) je unimodulární právì tehdy, je-li mo¾né ji vyjádøit jakosouèin koneèného poètu elementární
h �-mati
.Díky vlastnosti (v) ve vìtì 1.14 mù¾eme nyní pøeformulovat kritérium ekviva-len
e �-mati
 takto:Vìta 1.15 Kritérium ekvivalen
e h -mati
. Polynomi
ké mati
e A(�) a B(�)jsou ekvivalentní právì tehdy, kdy¾ existují unimodulární mati
e U(�) a V(�)takové, ¾e platí B(�) = U(�)A(�)V(�).Cvièení 1.5(1) Doka¾te vlastnosti unimodulární
h mati
 ve vìtì 1.14.Návod: Pøi dùkazu vlastnosti (i) vyjdìte ze skuteènosti, ¾e invariantní fak-tory unimodulární mati
e U(�) musí být stejné jako invariantní faktory jed-notkové mati
e. V pøípadì vlastnosti (iii) u¾ijte vztahu pro determinant sou-èinu mati
. Postup pøi dùkazu vlastnosti (iv): Za pøedpokladu existen
e �-mati
e U�1(�) s vlastností U(�)U�1(�) = U�1(�)U(�) = E vyplývá uni-modulárnost mati
e U(�) z pravidla pro determinant souèinu mati
 (ze vztahudetU(�) detU�1(�) = detE je zøejmé, ¾e determinanty mati
 U(�) a U�1(�)jsou polynomy stupnì nula). Vyjdeme-li naopak z pøedpokladu, ¾e U(�) je uni-modulární, mù¾eme ji pøevést na jednotkovou mati
i pouze øádkovými resp.pouze sloup
ovými elementárními úpravami. Existují tedy koneèné souèiny ele-mentární
h mati
 V(�) a W(�) takové, ¾e E = V(�)U(�) = U(�)W(�). Staèíu¾ jen ukázat, ¾eV(�) =W(�). Vlastnost (v) je zøejmá z ekvivalen
eU(�) � E.(2) Doka¾te vìtu 1.15: Dùkaz vyplývá bezprostøednì z de�ni
e ekvivalen
e mati
 avlastností unimodulární
h mati
.(3) Provìøte, zda zadané mati
e jsou unimodulární, v kladném pøípadì urèete od-povídají
í mati
i inverzní a mati
e U(�), V(�), které danou mati
i pøevádìjína kanoni
ký tvar. Poznámka: U(�) a V(�) nejsou po
hopitelnì urèeny jedno-znaènì. A1 = � � �3 + 5�2 � �� 4 �4 � �3 � 4�2 + 5�� 5�A2 = ��2 + i� �i�3 + (1 + 2i)�2 � 2�+ 11 �i�+ 2i �Výsledek: Ve výsled
í
h je uveden determinant mati
e A, u unimodulární
hmati
 mati
e inverzní a pøíklad mo¾né volby mati
 U(�) a V(�), pro nì¾ je
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ové polynomyE = U(�)A(�)V(�).detA1 = 20A�11 = 120 ��4 � �3 � 4�2 + 5�� 5 ��3 � 5��2 + �+ 4 � �U(�) = � 14 (�� 1) � 14120 (��2 + �+ 4) 120��V(�) = �1 ��20 1 �detA2 = �1A�12 = � i�� 2i 1�i�3 + (1 + 2i)�2 � 2i+ 1 ��2 � i��U = �1 �0 17�V = �1 ��2 � 20 1 �1.7 Mati
ové polynomyPolynomi
ké mati
e lze zapisovat je¹tì jiným zpùsobem, èasto velmi u¾iteènýmzejména pøi prakti
ký
h výpoète
h i pøi nìkterý
h dùkaze
h. Jedná se o zápisve tvaru tzv. mati
ový
h polynomù: Ne
h» Ak 6= 0, Ak�1; : : : ;A0 jsou èíselnémati
e øádu n nad R resp. C a � je promìnná. Mati
iA(�) = Ak�k +Ak�1�k�1 + : : :+AOnazýváme mati
ovým polynomem øádu n nad R resp. C , èíslo k je stupeò po-lynomu. Ka¾dou �-mati
i lze zapsat ve tvaru mati
ového polynomu a naopak,ka¾dý mati
ový polynom de�nuje �-mati
i. Vztah je vzájemnì jednoznaèný.Pøíklad 10:A(�) = 0�8i�3 + 3� �2�2 + 2�� i 03 ��3 + 3�2 + 12 4� �i�2 � 4� �3 + �2 + i�1A= 0�8i 0 00 �1 00 0 11A�3 +0�0 �2 00 3 00 i 11A�2 +0�3 2 00 0 01 �4 i1A�+0�0 �i 03 12 40 0 01AVìt¹ina pravidel pro poèítání s polynomy se pøená¹í i na polynomy mati
ové. Vy-plývá to z algebrai
ké struktury mno¾iny polynomù a mno¾iny polynomi
ký
hmati
 (viz kapitola 2). Výjímku tvoøí nekomutativnost násobení mati
ový
hpolynomù a skuteènost, ¾e pro mati
ové polynomy z rovnosti A(�)B(�) = 0nevyplývá, ¾e A(�) = 0 nebo B(�) = 0. Pro mati
ové polynomy je de�novánai opera
e dìlení: Ne
h» A(�) = A+ k�k + : : :+A0, B(�) = Bm�m + : : :+B0
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 43jsou mati
ové polynomy nad R resp. C øádu n , k = degA(�), m = degB(�).Ne
h» Bm je regulární mati
e. Pak nad R resp. C existují jednoznaènì �-mati
eQP(�), QL(�), RP(�), RL(�) s vlastnostmiA(�) = QP(�)B(�) +RP(�) degRP(�) < degB(�)A(�) = B(�)QL(�) +RL(�) degRL(�) < degB(�) (1.18)Mati
e QP(�) resp. QL(�) nazýváme pravým resp. levým èásteèným podílem amati
e RP(�) resp. RL(�) pravým resp. levým zbytkem pøi dìlení mati
e A(�)mati
í B(�). Pøímý výpoèet podílù a zbytkù pøi dìlení mati
e A(�) mati
íB(�) je pomìrnì pra
ný. Je-li v¹ak B(�) polynom stupnì 1, pak pro zbytekRP(�) resp.RL(�) mù¾eme získat expli
itní vyjádøení pøímo pomo
í mati
ový
hkoe�
ientù Ai, Bj , 0 � i � k, 0 � jle1 mati
 A(�), B(�) velmi jednodu
hýma elegantním zpùsobem: Mìjme �-mati
i A(�) = Ak�k + : : :+A0 nad R resp.C a èíselnou mati
i C tého¾ øádu n. Pak jsou de�novány výrazy AL(C) =CkAk+Ck�1Ak�1+ : : :+CA1+A0 resp. AP(C) = AkCk+Ak�1Ck�1+ : : :+AC+A0, které jsou èíselnými mati
emi øádu n. Nazýváme je levou resp. pravouhodnotou �-mati
e A(�) v (mati
ovém) argumentu C. Obe
nì je po
hopitelnìAP(C) 6= AL(C). Zapi¹me nyní vztahy (1.9) pro pøípad, ¾e degB(�) = 1, tj.B(�) = B1�+B0, B je regulární mati
e:A(�) = QP(�)(B1�+B0) +RP(�) degRP(�) = 0 _RP(�) = 0A(�) = (B1�+B0)QL(�)(B1�+B0) +RL(�) degRL(�) = 0 _RL(�) = 0Pøímým dosazením do tì
hto vztahù, v ni
h¾ ov¹em také QP(�) a QL(�) zapí-¹eme ve tvaru mati
ový
h polynomù, se pøesvìdèíme, ¾eRP = AP(�B�11 B0); RLAL(�B0B�11 ): (1.19)Cvièení 1.6(1) Sestavte libovolné polynomi
ké mati
e nad R resp. C zapi¹te je ve tvaru ma-ti
ový
h polynomù. Naopak libovolnì zvolené mati
ové polynomy vyjádøete vetvaru polynomi
ký
h mati
.(2) Formulujte v¹e
hna známá pravidla pro poèítání s polynomy a provìøte jeji
hplatnost pro pøípad polynomù mati
ový
h.(3) Volbou vhodného pøíkladu uka¾te, ¾e z rovnosti A(�)B(�) = 0 pro �-mati
enevyplývá nutnì závìr A(�) = 0 nebo B(�) = 0. Jaké závìry o mati
í
h A(�),B(�) lze na základì této rovnosti uèinit?(4) Doka¾te platnost vztahù (1.9).Návod: Vezmìte v úvahu napøíklad vztah pro podíl zpravaA(�) = QP(�)B(�)+RP(�). Vyjádøete v¹e
hny �-mati
e ve tvaru mati
ový
h polynomù, tj. A(�) =Ak�k + : : :+A0 B(�) = Bm�m + : : :+B0, Bm je regulární, QP(�) = Qs�s +
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ové polynomy: : :+Q0, Qs 6= 0, RP(�) = Rl�l + : : :+R0, Rl 6= 0, l < m a vypoètìte pravoustranu rovnosti:QP(�)B(�)+RP(�) = (Qs�s+: : :+Q0)(Bm�m+: : :+B0)+Rl�l+: : :+R0 == (QsBm)�s+m+(QsBm�1Qs�1Bm)�s+m�1+: : :+(Q1B0+Q0B1)�+Q0B0++Rl�l + : : :+R0Uspoøádejte podle mo
nin promìnné �. Porovnáním koe�
ientù mati
ový
h po-lynomù A(�) a QP(�)B(�) + rgP (�) odvoïte expli
itní výrazy pro koe�
ientypolynomù QP(�) a RP(�). Uka¾te, ¾e k = s+m.Výsledek: Pro k < m je QP(�) = 0 a RP(�) = A(�). Pro k � m:Qk�m = AkB�1m ;Qk�m�1 = (Ak�1 �Qk�mBm�1)B�1mQk�m�2 = (Ak�2 �Qk�m�1Bm�1 �Qk�mBm�2)B�1m...Q0 = (Ak�m �Q1Bm�1 �Q2Bm�2 � : : :�Qm�1B1 �QmB0)M�1m ;R0 = A0 �Q0B0R1 = A1 �Q1B0 �Q0B1...Rm�1 = Am�1 �Qm�1B0 �Qm�2B1 � : : :�Q0Bm�1Tímto postupem je dokázána existen
e i jednoznaènost pravého podílu a zbytkupo dìlení mati
e A(�) mati
í B(�). Samotnou jednoznaènost lze dokázat velmijednodu¹e také takto: Pøedpokládejte, ¾e existují �-mati
eQP(�),RP(�),Q0P(�),R0P(�) tak, ¾e A(�) = QP(�)B(�) +RP(�) A(�) = Q0P(�)B(�) +R0P(�) Ode-ètìte obì rovnosti a na základì vztahu stupnì dìlitele a zbytku uka¾te, ¾e mati
eQP(�) �Q0P(�) a RP(�)�RP(�) jsou nulové.(5) Ne
h» A(�) je �-mati
e, C libovolná èíselná mati
e øádu n nad R nebo C .Formulujte postaèují
í podmínku pro to, aby AP(C) = AL(C).(6) Pøímým výpoètem, naznaèeným v textu, doka¾te platnost vztahù (1.10). Vy-jádøete RP a RL expli
itnì pro pøípad, ¾e B(�) = �E � C, tj. ve vztazí
h(1.10) je B1 = E, B0 = C. A(�) pøedpokládejte ve tvaru mati
ového polynomuA(�) = Ak�k + : : : + A0. Provìøte, zda vztahy pro RPP , RL, získané jakoAP(C), AL(C) souhlasí s rekurentními vzor
i, které jsme obdr¾eli v úloze (4).Výsledek: RP = AP(C) = A0 +A1C+ : : :+AkCkRL = AL(C) = A0 +CA1 + : : :+CkAk:
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 45(7) Doka¾te následují
í tvrzení (Cayleyova-Hamiltonova vìta): Ne
h» A je èíselnámeti
e øádu n. Zøejmì det(A��E) je (obyèejný) polynom stupnì n, tj. f(�) =det(A � �E) = (�)n�n + �n�1�n�1 + �1� + �0. Platí f(A) = (�1)nAn +�n�1An�1 + : : :+ �1A+ �0E.Návod: Vyu¾ijte vztahu (A � �E)�1 = adj(A � �E)=f(�), nebo rozkladupolynomu f(�) na koøenové èinitele.
C. Jordanùv normální tvar mati
e1.8 Základní vìta o podobnosti mati
V pøed
hozí
h odstav
í
h jsme pøipravili materiál pro to, aby
hom nyní mohliformulovat kritérium podobnosti èíselný
h mati
. Zaveïme je¹tì mìkolik pojmù:Ne
h» A je èíselná mati
e øádu n nad R nebo C . Mati
e A� �E se nazývá
harakteristi
kou mati
í mati
e A, det(A� �E) 
harakteristi
kým polynomemmati
e A a koøeny 
harakteristi
kého polynomu 
harakteristi
kými koøeny ma-ti
eA. Ponìvad¾ det(A��E) je polynom n-tého stupnì, pøíslu¹í ka¾dé mati
iAn 
harakteristi
ký
h koøenù (vèetnì jeji
h násobnosti). Tyto koøeny jsou obe
nìkomplexní i v pøípadì mati
e nad R. V¹imnìme si 
harakteristi
ký
h koøenùpodobný
h mati
. Pøedpokládejme, ¾e mati
e A, B øádu n jsou vázány podob-nostní transforma
í B = QAQ�1, kde Q je regulární mati
e. Pakdet(B� �E) = det(QAQ�1 � �E) = det(QAQ�1 �QEQ�1) =det(Q(A� �E)Q�1 = detQ det(A� �E) detQ�1 = det(A� �E):Ze získané rovnosti 
harakteristi
ký
h polynomù podobný
h mati
 vyplývá ná-sledují
í tvrzení.Vìta 1.16 Podobné mati
e mají stejný 
harakteristi
ký polynom a stejný sou-bor 
harakteristi
ký
h koøenù.Rovnost 
harakteristi
ký
h polynomù mati
 A, B je nutnou podmínkou a tedyjakýmsi prvním þindikátoremÿ jeji
h pøípadné podobnosti. Není v¹ak kritériempodobnosti. To je formulováno v následují
í vìtì, její¾ dùkaz podává souèasnìprakti
ký návod, jak nalézt odpovídají
í podobnostní transforma
i.Vìta 1.17 Mati
e A, B nad R resp. C jsou podobné právì tehdy, jsou-li jeji
h
harakteristi
ké mati
e ekvivalentní.Dùkaz: Pøedpokládejme nejprve, ¾e mati
e A, B jsou podobné, tj. B =QAQ�1,Q je regulární mati
e. PakB��E = QAQ�1��E = Q(A��E)Q�1.Podle vìty 1.15 je B� �E � A� �E, nebo» mati
e Q je unimodulární.
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(ii) Ne
h» B � �E � A � �E. Pak existují unimodulární mati
e U(�) a V(�)takové, ¾e B��E = U(�)(A��E)V(�) a mati
e Q1(�), R1(�), Q2(�), R2(�)takové, ¾e platí U(�) = (B� �E)Q1(�) +R1(�)V(�) = Q2(�)(B � �E) +R2(�)R1(�) a R2(�) jsou mati
ové polynomy stupnì ni¾¹ího ne¾ 1, tj. èíselné mati
e.Výraz R1(A� �E)R2 je proto mati
ovým polynomem stupnì nejvý¹e prvého.Úpravou dostanemeR1(A� �E) = [U(�) � (B� �E)Q1(�)℄(A � �E)[V(�) �Q2(�)(B � �E)℄(B��E)� (B��E)Q1(�)U�1(�)(B��E)� (B��E)V�1(�)Q2(�)(B��E)++ (B� �E)Q1(�)(A � �E)Q2(�)(B� �E) == (B� �E)[E�Q1(�)U�1(�) +V�1(�)Q2(�) �Q1(�)(A � �E)Q2(�)℄:Vzhledem k tomu, ¾e i pravá strana rovnosti musí být mati
ovým polynomemstupnì nejvý¹e 1, je mati
ový výraz v kulaté závor
e nulový. Pak R1(A ��E)R2 = B � �E a srovnáním koe�
ientù dostaneme R1AR2 = B, R1R2 =E. Odtud R2 = R�11 a B = R1AR�11 . Mati
e A, B jsou tedy podobné.Pøedpokládáme-li U(�) a V(�) ve tvaru U(�) = Uk�k + : : : + U1� + U0,V(�) = Vm�m + : : : + V1� + V0, pak podle výsledku úlohy (6) Cvièení 1.7dostaneme R1 = UL(B) = U0 +BU1 + : : :+BkUkR2 = VP(B) = V0 +V1B+ : : :+VmBm: }Pøíklad 11: Jsou dány následují
í mati
e 2. øádu:A = ��2 10 3� ; B = ��10 �426 11:�Tyto mati
e jsou podobné, nebo» jeji
h 
harakteristi
ké mati
e A��E, B��Emají stejný kanoni
ký tvar D(�), diagD(�) = [1; �2 � � � 6℄. Snadno se otom pøesvìdèíme výpoètem invariantní
h faktorù. Pøevedeme mati
e A� �E aB� �E na kanoni
ký tvar vhodnými elementárními úpravami, napøíklad��2� � 10 3� �� V1� � 0 1(3� �)(� + 2) 3� �� U1� � 0 1(3� �)(� + 2) 0� V2�V2� �1 0) �2 � �� 6�U1 = � 1 0(� � 3) 1� ; V1V2 = �0 �11 ��� 2�
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 47��10� � �426 11� �� U01� � �10� � �414 (�2 � �� 6) 0 � V01� � �40� 4� �4�2 � �� 6 0 � V02�V02� � 0 �4�2 � �� 6 0 � V03� �1 00 �2 � �� 6�U01 = � 1 014 (11� �) 1� ; V01V02V03 = � 0 4� 14 ��� 10�D(�) = U1(A� �E)V1V2; D(�) = U01(B� �E)V01V02V03:OdtudB��E = U(�)(A��E)V,U(�) = U0�11 U1,V(�) = V1V2(V01V02V03)�1.U(�) = � 1 014 (5�� 23) 1� = � 0 05=4 0��+ � 1 0�23=4 1�V(�) = � � 14 0� 14 (5�+ 42) �4� = � 0 0�5=4 0��+� �1=4 0�21=4 �4�R1 = � 1 0�23=4 1�+��10 �426 11�� 0 05=4 0� = ��4 08 1�R2 = � �1=4 0�21=2 �4�+� 0 0�5=4 0���10 �426 11� = ��1=4 02 1�Mati
e R1, R2 realizují mo¾nou podobnostní transforma
i mezi mati
emi Aa B. Podobnostní transforma
e není urèena jednoznaènì. Jinou me¾nost pøed-stavují také napøíklad mati
eR01 = � 1 �1�2 3 � ; R02 = �3 12 1� :Cvièení 1.7(1) Urèete 
harakteristi
ké koøeny mati
 A�1, A2, f(A) , kde f(x) je polynomstupnì m, jsou-li dány 
harakteristi
ké koøeny mati
e A øádu n.Výsledek: Jsou-li �1; : : : ; �r 
harakteristi
ké koøeny mati
e A vèetnì násob-nosti, jsou ��11 ; : : : ; ��1r resp. �21; : : : ; �2r resp. f(�1); : : : ; f(�r) 
harakteristi
kékoøeny mati
e A�1 resp. A2 resp. f(A), vèetnì násobnosti.1.9 Jordanùv normální tvar mati
eV úvahá
h o podobný
h mati
í
h se nyní naskýtá pøirozená otázka, zda takétøída podobný
h mati
 je 
harakterizována nìjakým zvlá¹tì jednodu
hým re-prezentantem, podobnì jako jsou ekvivalentní �-mati
e zastoupeny kanoni
kýmtvarem. Ukazuje se, ¾e nad C takový reprezentant v¾dy existuje. Není obe
nìdiagonální, má v¹ak spe
iální tvar tzv. Jordanovy mati
e, její¾ nenulové prvkyjsou rozlo¾eny v blo
í
h podél hlavní diagonály, ostatní prvky jsou nulové. Za-vedeme nejprve pojem Jordanovy mati
e.
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eJordanovou submati
í Ji øádu ki pøíslu¹nou èíslu �i 2 R resp. C rozumímemati
i tvaru Ji = 0BBBB��i 1 0�i . . .. . . 10 �i1CCCCAJordanova mati
e J je tvoøena Jordanovými submati
emi rozlo¾enými podélhlavní diagonály, ostatní prvky jsou nulové.J = 0BBB�J1 0J2... . . .0 Js1CCCA ; b k1 + : : :+ ks = n:Ne
h» A je ètver
ová mati
e øádu n nad R nebo C , Jordanovu mati
i J nazvemeJordanovým normálním tvarem èíselné mati
e A, jsou-li mati
e A a J podobné.Podle základní vìty o podobnosti mati
 to znamená, ¾e mati
e A��E a J��Ejsou ekvivalentní, mají tedy stejný kanoni
ký tvar. Zabývejme se proto kanoni
-kým tvarem Jordanovy mati
e. Ne
h» nejprve Ji je jedna ze submati
, tvoøí
í
hJordanovu mati
i. PakJi = 0BBBB��i � � 1 0�i � � . . .. . . 10 �i � �1CCCCA :Vzhledem k tomu, ¾e det(Ji��E) = (�i��)ki a algebrai
ký doplnìk prvku le-¾í
ího v posledním øádku a prvém sloup
i je (�1)n+1, mù¾eme snadno urèit nej-vìt¹í spoleèné dìlitele minorù v¹e
h øádù a tedy i invariantní faktory, vytváøejí
íkanoni
ký tvar mati
e Ji��E : d1(�) = : : : = dki�1(�) = 1, dki(�) = (�i��)ki ,e1(�) = : : : = eki�1(�) = 1, eki(�) = (�i � �)ki .Ji = 0BBBBB�1 01 . . . 10 (�� �i)ki
1CCCCCA :Elementární úpravy 
harakteristi
ké mati
e Jordanovy mati
e lze provádìttak, aby postupnì v¹e
hny submati
e Ji��E pøe¹ly na kanoni
ký tvar. Oznaème�; : : : ; �r navzájem rùzné diagonální prvky mati
e J, jim¾ pøíslu¹í jednotlivésubmati
e. Poèty Jordanový
h submati
 pøíslu¹ný
h èíslùm �i, i 2 f1; : : : ; rgoznaème q1; : : : ; qr. Indexování hodnot �i, i 2 f1; : : : ; rg mù¾e být zvoleno tak,aby q1 � : : : � qr. Øády submati
 pøíslu¹ný
h èíslu �i oznaème kil; : : : ; kiq ,
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 49pøièem¾ lze opìt volit ki1 � : : : � kiq . Zøejmì platí P kij = n, symbol P znaèísouèet pøes indexy j 2 f1; : : : ; qig a i 2 f1; : : : ; rg. Mati
e J � �E tedy získáelementárními úpravami, pøi ni
h¾ v¹e
hny submati
e pøejdou na kanoni
kýtvar, následují
í podobu:0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 . . . 1 (�� �i)k1 01 . . . 1 (�� �i)k2 . . . 1 . . . 10 (�� �i)kr

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAZ tohoto tvaru mati
e J� �E u¾ snadno urèíme invariantní faktory:en(�) = (�� �1)k11(�� �2)k21 : : : (�� �1r)kr1en�1(�) = (�� �1)k12(�� �2)k22 : : : (�� �1r)kr2...en�j+1(�) = (�� �1)k1j (�� �2)k2j : : : (�� �1r)krj...Pokud ji¾ je v nìkterém z èinitelù j > qi, klademe kij = 0en�j+1(�) = rYi=1(� � �i)kij ; j 2 f1; : : : ; ng (1.20)Výrazy (���1)k1j ; : : : ; (���r)krj se nazývají elementárními dìliteli polynomuen�j+1(�). Pro zadanou Jordanovu mati
i J tedy mù¾eme okam¾itì psát inva-riantní faktory její 
harakteristi
ké mati
e, ani¾ by
hom provádìli elementárníúpravy.Pøíklad 12: Pro zadanou Jordanovu mati
i urèíme kanoni
ký tvar její mati
e
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e
harakteristi
ké. 0BBBBBBBBBBBBBBBB�
3 1 0 00 3 1 00 0 3 10 0 0 3 1 1 10 1 3 1 00 3 10 0 3 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCA�1 = 3; q1 = 3; k11 = 4; k12 = 3; k13 = 1�2 = 1; q2 = 2; k21 = 2; k22 = 1:Elementární dìlitelé: (�� 3)4 (�� 3)3 (�� 3)(�� 1)2 (�� 1)Invariantní faktory:e1(�) = : : : = e8(�) = 1; e9(�) = (�� 3); e10(�) = (��)3(�� 1)e11(�) = (�� 3)4(�� 1)2:0BBBBBBBBB�
1 1 . . . 1 (�� 3) (�� 3)3(�� 1) (�� 3)4(� � 1)2

1CCCCCCCCCAPøíklad 13: Je-li zadán kanoni
ký tvar 
harakteristi
ké mati
e J��E, snadnourèíme pøíslu¹nou mati
i Jordanovu:0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 (� � 2)(�� 2)(�� 5)5 (�� 2)3(� � 5)2

1CCCCCCCCCCCCA
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 51Elementární dìlitelé: (� � 2)3 (� � 2) (�� 2)(� � 5)2 (�� 5)2Odtud je zøejmé, ¾e odpovídají
í Jordanova mati
e J obsahuje tøi submati
epøíslu¹né èíslu �1 = 2, z ni
h¾ jedna je tøetího a dvì prvého øádu, a dvì submati
edruhého øádu pøíslu¹né èíslu �2 = 5, tj.0BBBBBBBBBBBB�
2 1 00 2 10 0 2 2 2 5 11 5 5 11 5

1CCCCCCCCCCCCAPoznámka: Je zøejmé, ¾e zadáním invariantní
h faktorù mati
e J � �E jsouurèeny jednoznaènì poèty a øády jednotlivý
h submati
 mati
e J, nikoliv v¹akjeji
h poøadí pøi uspoøádání podél hlavní diagonály. Tato nejednoznaènost v¹aknení podstatná, nebol Jordanovy mati
e, které se navzájem li¹í pouze uspoøá-dáním submati
 podél hlavní diagonály, jsou podobné (jeji
h 
harakteristi
kémati
e mají stejný kanoni
ký tvar). Platí po
hopitelnì i obrá
ené tvrzení, tj. ¾epodobné Jordanovy mati
e se li¹í nejvý¹e uspoøádáním submati
 podél hlavnídiagonály. Z uvedený
h úvah vyplývá, ¾e diagonální mati
e jsou podobné právìtehdy, li¹í-li se nejvý¹e uspoøádáním prvkù v diagonále. Ka¾dá diagonální mati
eje toti¾ Jordanovou mati
í tvoøenou submati
emi prvého øádu.Zbývá je¹tì vyøe¹it otázku existen
e Jordanovy mati
e podobné zadané mati
iA nad R resp. C , tj. otázku pøeveditelnosti (redukovatelnosti) mati
e A naJordanùv normální tvar. Odpovìï vyplývá z pøed
házejí
í
h úvah o kanoni
kémtvaru Jordanový
h mati
:Vìta 1.18 Mati
e A nad R resp. C mù¾e být pøevedena podobnostní transfor-ma
í na Jordanùv normální tvar právì tehdy, kdy¾ v¹e
hny její 
harakteristi
kékoøeny jsou prvky R resp. C .Dùkaz: Ne
h» P pøedstavuje oznaèení pro R nebo C .(i) Pøedpokládejme nejprve, ¾e ètver
ová mati
e A nad P je podobná nìjakéJordanovì mati
i J, de�nované po
hopitelnì rovnì¾ nad P. Charakteristi
kýmikoøeny mati
e jsou její diagonální prvky, které také nále¾ejí P. Podobné mati
ev¹ak mají podle vìty 1.16 stejný soubor 
harakteristi
ký
h koøenù. Charakte-risti
ké koøeny mati
e A jsou tedy prvky pole P.(ii) V druhé èásti dùkazu vyjdìme naopak z pøedpokladu, ¾e mati
e A, de�no-vaná nad P, má 
harakteristi
ké koøeny rovnì¾ z P. Oznaème D(�) kanoni
kýtvar mati
e A � �E. V¹e
hny invariantní faktory mati
e A � �E jsou nad P
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erozlo¾itelné na koøenové èinitele, tj.en�j+1(�) = rYi=1(�� �i)kij ; �i 2 PD(�) je tedy souèasnì kanoni
kým tvarem 
harakteristi
ké mati
e J� �E jistéJordanovy mati
e J, která je podle základní vìty o podobnosti mati
 podobnávý
hozí mati
i A aje urèena jednoznaènì a¾ na uspoøádání Jordanový
h sub-mati
 podél hlavní diagonály. }Z tvrzení 1,18 je zøejmé, ¾e mati
i A s prvky z pole C lze v¾dy redukovat naJordanùv normální tvar.Velmi jednodu
hým, av¹ak v prakti
ký
h pøíklade
h dùle¾itým, dúsledkemvìty 1.18 je její spe
iální pøípad, týkají
í se reduk
e mati
e A na diagonálnítvar:Vìta 1.19 Mati
i A øádu n s prvky z pole R resp. C lze podobnostní trans-forma
í pøevést na diagonální tvar právì tehdy, kdy¾ vìe
hny koøeny posledníhoinvariantního faktoru en(�) její 
harakteristi
ké mati
e jsou jednonásobné a jsouprvky pole R resp. C .Dùkaz: Dùkaz tohoto tvrzení dostáváme jako samozøejmý dùsledek pøed
háze-jí
í
h úvah, uvìdomíme-li si, ¾e diagonální mati
e je spe
iálním pøípadem mati
eJordanovy, její¾ v¹e
hny submati
e jsou pouze prvého øádu. }0 mo¾nosti pøevodu dané mati
e A na diagonální tvar podobnostní transfor-ma
í tedy rozhodují invariantní faktory 
harakteristi
ké mati
e. Bylo by v¹akjistì u¾iteèné mít k dispozi
i kritérium, které by umo¾nilo rozpoznat diagonalizo-vatelnou mati
i bez nutnosti výpoètu invariantní
h faktorú její 
herakteristi
kémati
e, tj. pouze na základì vlastností mati
e, A samotné. Takové kritériummù¾eme formulovat tehdy, omezíme-li tøídu pøípustný
h podobnostní
h trans-forma
í pouze na transforma
e s unitární mati
í Q.Vìta 1.20 Mati
e A øádu n nad C mù¾e být pøevedena na diagonální tvar po-dobnostní transforma
í s unitární mati
í práva tehdy, platí-li AAT� = AT�A.Poznámka: Mati
e A s vlastností AAT� = AT�A se nazývá normální mati
e.Dùkaz: Proveïme nejprve nìkolik pøípravný
h úvah. Mati
e A je zadána nadC , proto ji lze podle vìty 1.18 redukovat na Jordanùv normální tvar podob-nostní transforma
í; J = QAQ�1. Jordanùv tvar je a¾ na uspoøádání submati
urèen jednoznaènì, zatím
o podobnostní
h transforma
í mù¾e být obe
nì 
elámno¾ina. Pøedpokládejme, ¾e nìkterá z podobnostní
h transforma
í je repre-zentována unitární mati
í U, tj. UT� = U�1. Poèítejme rozdílJJT��JT�J = UAU�1(UAU�1)T��(UAU�1)T�UAU�1 = U(AAT� = AT�A)U�1
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 53Je vidìt, ¾e v pøípadì normální mati
e A je také jejím Jordanovým tvaremnormální mati
e a naopak. Zbývá tedy dokázat, ¾e Jordanova mati
e je normálníprávì tehdy, jsou-li její submati
e prvého øádu. Pøedpokládejme, ¾e Jordanovamati
e je tvoøena submati
emi J1; : : : ;Js a oznaème H = JJT� � JT�J. PakH =  J1J1T� � J1T�J1 . . . JsJsT� � JsT�Js!a H = 0 právì tehdy, kdy¾ JkJkT��JkT�Jk pro k 2 f1; : : : ; sg. Je-li Jk prvéhoøádu, pak zøejmì Jk = (�k) a JkJkT� � JkT�Jk = 0. Pro vy¹¹í øád dostávámeJkJkT� = 0BBB��k��k + 1 ��k�k �k��k + 1 ��k . . . �k��k1CCCAJkT�Jk = 0BBB���k�k ��k�k ��k�k + 1 ��k . . . ��k�k + 11CCCAZ výpoètu vyplývá, ¾eJkJkT� � JkT�Jk = 0, �k��k+1 � ��k�k :Tato rovnost v¹ak nenastane pro ¾ádnou hodnotu �k . Jordanova submati
e Jkje tedy normální mati
i právì tehdy, kdy¾ je prvého øádu. }Stranou prozatím pone
háváme problém vymezení tøídy podobnostní
h trans-forma
í, které pøevádìjí danou mati
i A na její Jordanùv normální tvar. K tétootáz
e se vrátíme v kapitole 4., v ní¾ pojem podobnostní transforma
e mati
získá velmi názorný geometri
ký význam.Cvièení 1.8(1) Pøeveïte 
harakteristi
kou mati
i Jordanovy submati
e na kanoni
ký tvar po-mo
í elementární
h úprav.(2) Uka¾te, ¾e kanoni
kým tvarem mati
e A(�) druhého øádu, pro ni¾ �11(�) =�1(�), �22(�) = �2(�), �21(�) = �12(�) = 0, kde �1(�) a �2(�) jsou nesoudìlnépolynomy, je mati
e D(�), pro ni¾ diagD(�) = [1; �1(�)�2(�)℄. Jak bude vypa-dat kanoni
ký tvar, je-li nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem polynomù �1(�) a �2(�)polynom d(�)?Návod: Vypoètìte nejvìt¹í spoleèné dìlitele minorù prvého i druhého øádu apomo
í ni
h urèete invariantní faktory.
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e(3) Urèete Jordanùv normální tvar následují
í
h mati
:0BB�1 2 3 40 1 2 30 0 1 20 0 0 11CCA ;0BB��16 �17 87 �1088 9 �42 54�3 �3 16 �18�1 �1 6 �8 1CCA ;0BB�3 �1 0 01 1 0 00 0 3 �10 0 1 1 1CCA ;0BB� 7 1 �1 1�1 9 �1 11 �1 9 �11 �1 1 7 1CCA ;0��1 1 1�5 21 176 �26 �211A ;0� 8 30 �14�6 �19 9�6 �23 11 1A ;0� 4 5 �2�2 �2 1�1 �1 1 1A ;0� 3 7 �3�2 �5 2�4 �10 3 1A ;0� 1 1 �1�3 �3 3�2 �2 2 1A ;0��4 2 10�4 3 7�4 1 71A ;0�13 16 16�5 �7 �6�6 �8 �71A ;0� 0 3 3�1 8 62 �14 �101A :Výsledek:0BB�1 1 0 00 1 1 00 0 1 10 0 0 11CCA ;0BB�1 1 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 �21CCA ;0BB�2 1 0 00 2 0 00 0 2 10 0 0 21CCA ;0BB�8 0 0 00 8 0 00 0 8 10 0 0 81CCA ;0��1 0 00 0 10 0 01A ;0�0 1 00 0 10 0 01A ;0�1 1 00 1 10 0 11A ;0�1 0 00 i 00 0 �i1A ;0�0 1 00 0 00 0 01A ;0�2 1 00 2 10 0 21A ;0��3 0 00 1 10 0 11A ;0��1 1 00 �1 10 0 01A :(4) Ne
h» �1; : : : ; �r jsou 
harakteristi
ké koøeny mati
eA s násobnostmi k1; : : : ; kr,Doka¾te, ¾e mati
e Ak má právì 
harakteristi
ké koøeny �k1 ; : : : ; �kr s násob-nostmi rovnì¾ k1; : : : ; kr.Návod: Nejprve doka¾te, ¾e mati
eAk je podobná mati
i Jk kde J je Jordanùvnormální tvar mati
eA. Pøímým výpoètem uka¾te, ¾e Jk je horní trojúhelníkovámati
e a urèete tvar prvkù v její diagonále. Nakone
 zapi¹te 
hatakteriati
kýpolynom mati
e Jk jako souèin prvkù v diagonále mati
e Jk. Z jeho tvaru ji¾vyplývá ¾ádaný výsledek.



Kapitola 2Soustavy lineární
h rovni
Øada úloh nejen z oblasti lineární a multilineární algebry, ale i z jiný
hmatemati
ký
h, fyzikální
h nebo te
hni
ký
h oborù, vede k problému na-lezení v¹e
h øe¹ení soustavy k lineární
h algebrai
ký
h rovni
 o n nezná-mý
h. Tímto problémem se budeme nyní zabývat. Úvahy budeme prová-dìt nad polem reálný
h nebo komplexní
h èísel.2.1 Soustavy lineární
h rovni
, ekvivalentní sou-stavyNe
h» k; n jsou pøirozená èísla. Soustavou k lineární
h algebrai
ký
h rovni
 o nneznámý
h rozumíme soubor rovni
 tvaru�11x1 + �12x2 + : : : + �1nxn = �1�21x1 + �22x2 + : : : + �2nxn = �2... ... ... = ...�k1x1 + �k2x2 + : : : + �knxn = �k (2.1)kde �ji ; �j 2 P pro i 2 f1; : : : ; ng, j 2 f1; : : : ; kg, (x) = (x1; : : : ; xn) je souborneznámý
h, mati
e koe�
ientùAT = 0B� a11 a12 � � � a1n... ... ...ak1 ak2 � � � akn 1CA BT = 0B� a11 a12 � � � a1n �1... ... ... ...ak1 ak2 � � � akn �k 1CApøedstavují tzv. mati
i soustavy a roz¹íøenou mati
i soustavy. (Mati
e BT jezískána þroz¹íøenímÿ mati
eAT o sloupe
 pravý
h stran rovni
 soustavy (�)T =(�1; : : : ; �n)T. Mati
ový zápis rovni
 2.1 je následují
í:(x)A = (�) nebo xi�ji = �j (2.2)55



56 2.1. Soustavy lineární
h rovni
, ekvivalentní soustavykde levá strana je lineární kombina
í øádkù (�i) = (�1i ; : : : ; �ki ) mati
e A s ko-e�
ienty xi.Uspoøádaná n-ti
e (�) = (�1; : : : ; �n) 2 P� : : :� P se nazývá øe¹ením sou-stavy 2.1, jsou-li po dosazení xi = �i, i 2 f1; : : : ; ng splnìny v¹e
hny rovni
esoustavy. Souberem øe¹ení soustavy rozumíme mno¾inu v¹e
h její
h øe¹ení. Sou-stava 2.1, pro kterou je �j = 0 pro v¹e
hna j 2 f1; : : : ; kg, se nazývá homogenní,v opaèném pøípadì nehomogenní.Ne
h» (x)A = (�), (x)A0 = (�0) jsou dvì soustavy s neprázdným souboremøe¹ení (tzv. øe¹itelné soustavy). Øíkáme, ¾e tyto soustavy jsou ekvivalentní, mají-li stejný soubor øe¹ení (ka¾dé øe¹ení soustavy (x)A = (�) je i øe¹ením soustavy(x)A0 = (�0) a naopak). Prakti
ký problém nalezení v¹e
h øe¹ení dané sou-stavy se velmi èasto pøevádí na problém nalezení v¹e
h øe¹ení vhodné soustavyekvivalentní, která mù¾e mít mnohem jednodu¹¹í tvar.Pøíklad 1: Ekvivalentní soustavy musí mít po
hopitelnì stejný poèet nezná-mý
h, poètem rovni
 se v¹ak mohou li¹it. Napøíklad soustavyx1 + 2x2 � x3 = 1 a 2x1 + 4x2 � 2x3 = 24x2 + 8x2 � 4x3 = 4jsou soustavami ekvivalentními.Vìta 2.1 Ne
h» (x)A = (�), (x)A0 = (�0) jsou soustavy o n neznámý
hs neprázdným souborem øe¹ení. Jestli¾e existuje regulární mati
e Q taková, ¾eB0T = QBT, kde BT a B0T jsou roz¹íøené mati
e soustav, pak jsou soustavyekvivalentní.Dùkaz: Ne
h» (�) je libovolné øe¹ení soustavy (x)A = (�), tj. (�)A = (�).Pro libovolnou mati
i Q pak platí (�)AQT = (�)QT. Je-li Q taková mati
e,pro kterou je B0T = QBT podle pøedpokladu vìty, je B0 = BQT a tedy iA0 = AQT, (�0) = (�)QT a n-ti
e (�) je tedy øe¹ení soustavy (x)A0 = (�0).Ne
h» naopak (�0) je øe¹ením soustavy (x)A0 = (�0). Pak (�0)A0 = (�0) a po vy-násobení mati
í Q�1T zprava dostáváme (�0)A0Q�1T = (�0)Q�1T. Vzhledemk pøedpokladu vìty je B0T = QBT, tj. B = (Q�1B0T)T = B0Q�1T. Odtudpak A = A0Q�1T a (�) = (�0)Q�1T, tak¾e n-ti
e (�0) je øe¹ením soustavy(x)A = (�). Soustavy jsou tedy ekvivalentní. }Z vìty 2.1 vyplývají tyto dùsledky:(i) Neh
» (x)A = (�), (x)A0 = (�0) jsou øe¹itelné soustavy. Ne
h» jeji
h roz¹í-øené mati
e BT a B0T jsou ekvivalentní z hlediska de�ni
e v odstav
i 1.2,tj. mati
e B0 lze získat z mati
e B koneèným poètem øádkový
h elemen-tární
h úprav. Pak soustavy (x)A = (�), (x)A0 = (�0) jsou ekvivalentní.(ii) Ka¾dá øe¹itelná soustava je ekvivalentní alespoò jedné soustavì s roz¹íøe-nou mati
í ve s
hodovitém tvaru.
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 57Cvièení 2.1(1) Doka¾te dùsledky (i) a (ii) vìty 2.1.Návod: Vyu¾ijte skuteènosti, ¾e koneèný poèet øádkový
h elementární
h úpravmati
e lze realizovat vynásobením mati
e zleva jistou regulární mati
í, která jesouèinem elementární
h mati
 (viz odstave
 1.2). Dále vyu¾ijte vìty 1.3 a vìty2.1.(2) Ne
h» (x)A = (�) je soustava n rovni
 o n neznámý
h, jají¾ mati
e AT jeregulární.(Taková soustava se nazývá kramerovská.) Doka¾te, ¾e tato soustavamá právì jedno øe¹ení a ¾e toto øe¹ení má tvar(�) = 1detA (detB1; : : : ; detBn);kde mati
eBiT vznikne nahrazením sloup
e (�i) v mati
iAT sloup
em pravý
hstran soustavy (�).Návod: Zmati
ové rovni
e (x)A = (�) vyjádøete mati
i (x) typu 1=n expli
itnìvynásobením mati
í A�1 zprava. Dále vyu¾ijte vztahù 1.8 a 1.5.(3) Urèete øe¹ení následují
í
h kramerovský
h soustav:(i) 3x1 + 2x2 + x3 = 54x2 + 5x3 = 2x1 + 3x2 = 0 (ii) x1 + 3x2 � x3 = 42x1 + x2 = 4x1 � x2 + 2x3 = 5(iii) x1 + 3x2 = 42x1 + x3 = 0�x1 + 2x2 + x3 = � (iv)4x1 + x2 � x3 = �1� x2 + x3 = �22x1 + 3x2 � 2x3 = �3(�) = (0; 0; 0); (3; 5;�1);(2;�10; 24)Výsledek: (i) ( 6939 ;� 2339 ; 3439 ) (ii) (1; 2; 3) (iii) (�3�+811 ; �+1211 ; 6��1611 )(iv) (0; 0; 0); (2; 5; 10); (�2; 8;�2)2.2 Frobeniova vìtaProblém existen
e a jednoznaènosti øe¹ení soustavy lineární
h rovni
 velmi úz
esouvisí s hodností mati
e a roz¹íøené mati
e soustavy.



58 2.2. Frobeniova vìtaVìta 2.2 Frobeniova vìta. Soustava k rovni
 o n neznámý
h má øe¹ení právìtehdy, je-li hodnost její mati
e AT rovna hodnosti mati
e roz¹íøené BT, tj.h(AT) = h(BT).Dùkaz: Z dùsledku (i) vìt 1.4 a 1.5 vyplývá, ¾e hodnost mati
e je rovnanejvy¹¹ímu mo¾nému poètu její
h lineárnì nezávislý
h sloup
ù, tj. h(AT) =h(A), h(BT) = h(B).(i) Pøedpokládejme, ¾e soustava (x)A = (�) má øe¹ení, tj. ¾e existuje n-ti
e(�) = (�1; : : : ; �n) taková, ¾e platí (�)A = (�). Poslední sloupe
 (�) roz¹íøenémati
e soustavy je tedy lineární kombina
í sloup
ù pøed
hozí
h, koe�
ienty li-neární kombina
e jsou èísla �i. Je proto zøejmé, ¾e h(AT) = h(BT).(ii) Ne
h» naopak platí h(AT) = h(BT), hodnost obou mati
 je tedy urèenanejvy¹¹ím poètem lineárnì nezávislý
h sloup
ù mati
e AT. Poslední sloupe
(�) mati
e BT musí proto být lineární kombina
í sloup
ù mati
e AT, tj. musíexistovat èísla �1; : : : ; �n tak, ¾e platí�1(�1) + �2(�2) + : : :+ �n(�n) = (�);n-ti
e (�) = (�1; : : : ; �n) je øe¹ením soustavy. }Bezprostøedním dùsledkem Frobeniovy vìty je skuteènost, ¾e libovolná homo-genní soustava lineární
h rovni
 má neprázdný soubor øe¹ení (je v¾dy øe¹itelná),nebo» poslední sloupe
 roz¹íøené mati
e je nulový. Øe¹ením ka¾dé homogennísoustavy je nulová n-ti
e (�1; : : : ; �n) = (0; : : : ; 0), která pøedstavuje tzv. trivi-ální øe¹ení.Pøedpokládejme, ¾e (x)A = (�) je øe¹itelná soustava, tj. h(AT) = h(BT) =h (platí h � min (k; n)). Podle dùsledku (ii) vìty 2.1 existuje ekvivalentní sou-stava (x)A0 = (�0), její¾ roz¹íøená mati
e je ve s
hodovitém tvaru. Pøedpoklá-dejme, ¾e neznámé jsou èíslovány tak, ¾e lineárnì nezávislé jsou prvé sloup
e(�1); : : : ; (�h). Pak
B0T = 0BBBBBBBBBBB�

�110 �120 � � � �1h0 �1h+10 � � � �1n0 �100 �220 � � � �2h0 �2h+10 � � � �2n0 �20... ... ... ... ... ...0 0 � � � �hh0 �hh+10 � � � �hn0 �h00 0 � � � � � � � � � � � � 0 0... ... ... ...0 0 � � � � � � � � � � � � 0 0
1CCCCCCCCCCCAaii0 6= 0 pro i 2 f1; : : : ; kg. Odpovídají
í soustava rovni
 má tvar�110x1 + �120x2 + : : : + �1h0xh + �1h+10xh+1 + : : : + �1n0xn = �10�220x2 + : : : + �2h0xh + �2h+10xh+1 + : : : + �2n0xn = �20. . . ... ... ... ...�hh0xh + �hh+10xh+1 + : : : + �hn0xn = �h0(2.3)



Kapitola 2. Soustavy lineární
h rovni
 59Øe¹ením této soustavy je ka¾dá n-ti
e (�1; : : : ; �n), pro kterou jsou hodnoty�1; : : : ; �h dány vztahy�h = �h0��hh+10�h+1�:::��hn0�n�hh0�h�1 = �h�10��h�1h 0�h��h�1h+1 0�h+1�:::��h�1n 0�n�h�1h�10...�1 = �10��120�2�:::��1h0�h��1h+10�h+1�:::��1n0�n�110 (2.4)
a hodnoty �h+1; : : : ; �n jsou libovolné. Postupným dosazováním za �h; �h�1; : : : ; �1dostaneme �1 = 
1 � 
1h+1�h+1 � : : :� 
1n�n...�h = 
h � 
hh+1�h+1 � : : :� 
hn�n
i; 
ih+1; : : : ; 
in 2 P pro i 2 f1; : : : ; hg. V¹e
hna øe¹ení vý
hozí soustavy jsou
harakterizována pøedpisem(
1 � nXi=h+1 
1i �i; 
2 � nXi=h+1 
2i �i; : : : ; 
h � nXi=h+1 
hi �i; �h+1; : : : ; �n) (2.5)kde �h+1; : : : ; �n jsou libovolné hodnoty tzv. volný
h neznámý
h a koe�
ienty
i; 
ih+1; : : : ; 
in, i 2 f1; : : : ; hg jsou jednoznaènì urèeny roz¹íøenou mati
í sou-stavy resp. jejím s
hodovitým tvarem. Vý¹e uvedený postup pøedstavuje i prak-ti
ký návod na nalezení øe¹ení soustavy.Vìta 2.3 Ne
h» (x)A = (�) je soustava k rovni
 o n neznámý
h. Soustava máprávì jedno øe¹ení právì tehdy, kdy¾ h(A) = h(B) = n. Soustava má nekoneènìmnoho øe¹ení právì tehdy, kdy¾ h(A) = h(B) < min (k; n). Soustava nemá¾ádné øe¹ení právì tehdy, kdy¾ h(B) = h(A) + 1.Dùkaz: Dùkaz vìty 2.3 vyplývá bezprostøednì z vìty 2.2 a vztahù 2.4 a 2.5.}Pøíklad 2: Øe¹me soustavu rovni
x1 + 2x2 � x3 + x4 � 5x5 = 0�2x1 � 4x2 + 2x3 + 4x4 + 4x5 = �6�x1 � 2x2 + x3 + 5x4 � x5 = �6BT = 0� 1 2 �1 1 �5 0�2 �4 2 4 4 �6�1 �2 1 5 �1 �6 1A � 0� 1 2 �1 1 �5 00 0 0 6 �6 �60 0 0 6 �6 �6 1A �



60 2.2. Frobeniova vìta� 0� 1 2 �1 1 �5 00 0 0 1 �1 �10 0 0 0 0 0 1ATedy platí h(AT) = h(BT) = 2. Soustava má øe¹ení, která jsou 
harakterizo-vána libovolnou volbou tøí volný
h neznámý
h. Pro vyjádøení zbývají
í
h ne-známý
h v¹ak nelze pou¾ít pøímo vztahù 2.4, nebo» v na¹em pøípadì nejsouprvé dva sloup
e (�1); (�2) mati
e AT nezávislé. Je tedy nutno buï pøeèíslovatneznámé nebo volné neznámé volit jinak ne¾ jako �h+1; : : : ; �n. Realizujemedruhou mo¾nost a za volné neznámé oznaèíme �5; �2; �3. Pak �4 = �1 + �5,�1 = 1� 2�2 + �3 + 4�5. Øe¹ení mají tedy tvar(�) = (1� 2�2 + �3 + 4�5; �2; �3; 1� �5; �5); �2; �3; �5 2 RCvièení 2.2(1) Pøedpokládejte, ¾e (x)A = (�) je øe¹itelná soustava k rovni
 o n neznámý
h.Vyjádøete koe�
ienty 
i; 
ij ; i 2 f1; : : : ; hg; j 2 fh + 1; : : : ; ng ve vztazí
h 2.5expli
itnì pomo
í prvkù s
hodovitého tvaru roz¹íøené mati
e soustavy.Návod: Ze vztahù 2.3 vyplývá�110x1 + �120x2 + : : : + �1h0xh = �10 � �1i 0xi�220x2 + : : : + �2h0xh = �20 � �2i 0xi. . . ... ...�hh0xh = �h0 � �hi 0xii 2 fh+ 1; : : : ; ng. Pro urèitou volbu volný
h neznámý
h (�h+1; : : : ; �n) dostá-váme pro (x1; : : : ; xh) soustavu rovni
 (x)Ah = (#), kde (#) = (#1; : : : ; #h) =((�j 0 � �ji 0xi)), AhT = (�jl 0), l; j 2 f1; : : : ; hg, �jl 0 = 0 pro l > j. Vzhledemk tomu, ¾e mati
e AhT je regulární, vyu¾ijte pro dal¹í výpoèet napøíklad vztahùpro øe¹ení kramerovský
h soustav (Cvièení 2.1, úloha (2)). Pro prakti
ký výpo-èet mù¾e být u¾iteèný i vztah (�1; : : : ; �h) = (#)Ah�1.(2) Proveïte podrobnì dùkaz vìty 2.3.Návod: Pro pøípad h(A) = h(B) si uvìdomte souvislost mezi poètem volný
hneznámý
h a mohutností souboru øe¹ení (podstatné je, zda je poèet volný
hneznámý
h nulový nebo nenulový). Dále uveïte v souvislost poèet volný
h ne-známý
h a hodnost mati
 A, B. Pro h(A) 6= h(B) si uvìdomte, ¾e ¾ádný jinýpøípad, ne¾ h(B) = h(A) + 1 nemù¾e nastat. Zdùvodnìní neexisten
e øe¹eníplyne pøímo z Frobeniovy vìty.(3) Ne
h» (x)A = (0) je homogenní soustava k rovni
 o n neznámý
h. Stanovtepodmínku nutnou a postaèují
í k tomu, aby soustava mìla i jiné øe¹ení ne¾triviální. Jaký tvar má tato podmínka pro k = n?
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 61Návod: Vyu¾ijte vìty 2.3.(4) Urèete v¹e
hna øe¹ení následují
í
h soustav rovni
. Pou¾ijte úpravy mati
eBT na s
hodovitý tvar.(i) 3x + y = �12x + y = 2(iii) x1 + x2 + 2x3 = �12x1 � x2 + 2x3 = �44x1 + x2 + 4x3 = �2(v)2x1 + x2 � 4x3 = 03x1 + 5x2 � 7x3 = 04x1 � 5x2 � 6x3 = 07x1 � 13x3 = 0

(ii) �2x + y = 2�4x � 2y = �4(iv) x1 + 2x2 + 3x3 = 42x1 + x2 � x3 = 33x1 + 3x2 + 2x3 = 10(vi)x1 + x2 + x3 + x4 = 0x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0x1 + 3x2 + 6x3 + 10x4 = 0x1 + 4x2 + 10x3 + 20x4 = 0Výsledek: (i) (-3,8) (ii) (�; 2 + 2�); � 2 R (iii) (1,2,-2) (iv) nemá øe¹ení(v) (0,0,0) (vi) (0,0,0,0)(5) Ne
h» Rn je vektorový prostor uspoøádaný
h reálný
h n-ti
, a1; : : : ; ak 2 Rnjsou vektory (n-ti
e), ai = (�i) = (�1i ; : : : ; �ni ), i 2 f1; : : : ; kg. Formulujtepodmínku nutnou a postaèují
í pro to, aby vektory a1; : : : ; ak byly lineárnìzávislé. Jaký tvar má tato podmínka pro k = n?Návod: Vektory a1; : : : ; ak jsou lineárnì závislé právì tehdy, kdy¾ existují èísla�1; : : : ; �k tak, ¾e alespoò jedno z ni
h je rùzné od nuly a platí �1a1+: : :+�kak =o. Rozepi¹te tuto vektorovou rovni
i do slo¾ek. Získáte tím homogenní soustavun rovni
 o k neznámý
h �1; : : : ; �k. Podmínka nutná a postaèují
í pro lineárnízávislost vektorù a1; : : : ; ak je tedy toto¾ná s podmínkou nutnou a postaèují
ípro to, aby daná homogenní soutava mìla netriviální øe¹ení.(6) Ne
h» V3 je vektorový prostor volný
h vektorù z úlohy (7) Cvièení 2.3.Pøedpokádejte, ¾e vektory jsou urèeny svými souøadni
emi v a�nní soustavì(0;x; y; z) a zapi¹te podmínku nutnou a postaèují
í pro to, aby nenulové vek-tory a;b; 
 byly komplanární, tj. rovnobì¾né s tou¾ rovinou.Návod: Uveïte do souvislosti komplanárnost tøí vektorù a jeji
h lineární zá-vislost a vyu¾ijte výsledku úlohy (5).Výsledek: Vektory a;b; 
 2 V3 jsou komplanární právì tehdy, je-li determi-nant mati
e tøetího øádu, utvoøené z jeji
h souøadni
, roven nule.
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2.3 Prostor øe¹ení soustav lineární
h rovni
V tomto odstav
i formulujeme tvrzení, která umo¾ní naprosto obe
nì 
harak-terizovat v¹e
hna øe¹ení soustavy lineární
h rovni
.Ne
h» (x)A = (0) je homogenní soustava k rovni
 o n neznámý
h. Ka¾déøe¹ení (�1; : : : ; �n) této soustavy lze 
hápat jako prvek vektorového prostoru Vnuspoøádaný
h n-ti
 nad P (úloha (4) Cvièení 2.3). Oznaème S = f(�) 2 Vnj(�)je øe¹ením soustavy (x)A = (0)g. S je tedy mno¾ina v¹e
h øe¹ení dané soustavy.Zøejmì (0) 2 S (viz odstave
 2.2). Pøímým dosazením se pøesvìdèíme, ¾e prolibovolné (�1); (�2) 2 S je i (�1) + (�2) 2 S a �(�1) 2 S pro libovolné � 2 P:(�1)A = (0); (�2)A = (0) ) ((�1) + (�2))A = (�1)A+ (�2)A = (0);(�(�1))A = �(�1)A = (0):Odtud vyplývá, ¾e mno¾ina S v¹e
h øe¹ení dané homogenní soustavy má struk-turu vektorového prostoru vzhledem k opera
ím sèítání n-ti
 a násobení n-ti
eskalárem. Stanovíme je¹tì dimenzi prostoru S. Ne
h» h = h(A, (h � min(k; n)).Pøedpokládejme, ¾e neznámé jsou oèíslovány tak, ¾e prvý
h h sloup
ù mati
eA je lineárnì nezávislý
h. Øe¹ení soustavy má pak tvar 2.5, v nìm¾ je tøebadosadit 
1 = : : : = 
h = 0.(�) = (�
1i �i;�
2i �i; : : : ;�
hi �i; �h+1; : : : ; �n); i 2 fh+ 1; : : : ; ng; (2.6)kde �h+1; : : : ; �n jsou volné neznámé. Pro danou volbu volný
h neznámý
h jsouji¾ neznámé (�1; : : : ; �h) urèeny jednoznaènì. Jakoukoliv volbu volný
h nezná-mý
h �h+1; : : : ; �n lze vyjádøit ve tvaru lineární kombina
e(�h+1; : : : ; �n) = �h+1(1; 0; : : : ; 0) + �h+2(0; 1; 0; : : : ; 0) + : : :+ �n(0; : : : ; 0; 1):V¹e
hny uspoøádané (n � h)-ti
e (�h+1; : : : ; �n) tedy tvoøí vektorový prostordimenze (n � h). Prostor S má tedy rovnì¾ dimenzi (n � h). Získané výsledkyshrnuje následují
í vìta:Vìta 2.4 V¹e
hna øe¹ení homogenní soustavy k rovni
 o n neznámý
h tvoøí(n� h)-rozmìrný vektorový podprostor prostoru n-ti
 s opera
emi souètu n-ti
a násobení n-ti
e skalárem.Vztah 2.6 pøedstavuje tzv. obe
né øe¹ení homogenní soustavy.Poznámka: Báze prostoru S je tvoøena napøíklad n-ti
emi(�
1h+1; �
2h+1; : : : ; �
nh+1; 1; 0; 0; : : : ; 0)(�
1h+2; �
2h+2; : : : ; �
nh+2; 0; 1; 0; : : : ; 0)... ... ... ... ...( � 
1n; �
2n; : : : ; �
nn ; 0; : : : : : : : : : ; 1)
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h» (�1); (�2) jsoudvì rùzná øe¹ení této soustavy, tj. (�1)A = (�), (�2)A = (�). Odtud pak((�1) � (�2))A = (0). n-ti
e (�1) � (�2) je tedy øe¹ením tzv. homogenizovanésoustavy (x)A = (0). Ka¾dé øe¹ení nehomeogenní soustavy rovni
 je tedy tvaru(�) = (�p) + (�0), kde (�0) je obe
né øe¹ení homogenizované soustavy a (�p)je libovolné øe¹ení soustavy nehomogenní | tzv. partikulární øe¹ení. Pøedpisem(�) = (�p) + (�0) je urèeno obe
né øe¹ení nehomogenní soustavy (tj. v¹e
hnamo¾ná øe¹ení dané nehomogenní soustavy).Cvièení 2.3(1) Øe¹te soustavy rovni
(i) x2 + 3x3 � x4 = 3x1 + 3x2 � x3 + 2x4 = 5�2x1 � 5x2 + 2x3 + x4 = �4�x1 � x2 + 4x3 + 2x4 = 4(ii) 7x1 � 4x2 + 9x3 + 2x4 + 2x5 = 05x1 + 8x2 + 7x3 � 4x4 + 2x5 = 03x1 � 8x2 + 5x3 + 4x4 + 2x5 = 07x1 � 2x2 + 2x3 + x4 � 5x5 = 0Výsledek:(i) (�) = (�14 + 15�4; 6� 5�4;�1 + 2�4; �4)(ii) (�) = (�1; �2;��1; 2�2; �1)(2) Øe¹ení soustavy rovni
 z úlohy (1i) vyjádøete jako souèet obe
ného øe¹ení ho-mogenizované soustavy a partikulárního øe¹ení nehomogenní soustavy.Výsledek: (�) = (�14; 6;�1; 0) + (15�4;�5�4; 2�4; �4)2.4 Pøíklady soustav lineární
h rovni
 v geome-tri
ký
h aplika
í
hNutnost øe¹ení soustav lineární
h rovni
 vyvstává napøíklad pøi studiu lineár-ní
h geometri
ký
h útvarù v euklidovském prostoru. Budeme se zabývat line-árními útvary v R3 , tj. rovinami a pøímkami. Rovni
e útvarù budeme vyjadøo-vat v obe
né a�nní soustavì souøadni
 (0;x; y; z). Spe
iálním pøípadem a�nnísoustavy je soustava kartézská, v ní¾ je tøeba øe¹it úlohy vy¾adují
í výpoèetvzdáleností nebo úhlù.Pøímka p v R3 je urèena bodem A = (xA; yA; zA) a nenulovým smìrovýmvektorem a = (�1; �2; �3). (Vektory zde 
hápeme ve smyslu úlohy (7) Cvièení
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h2.3.). Rovina % je urèena bodem B = (xB ; yB ; zB) a nekolineárními smìrovýmivektory b = (�1; �2; �3), 
 = (
1; 
2; 
3). Pøímka p je v souøadni
ové soustavì(0;x; y; z) zadána parametri
kými rovni
emi pøímky takto:p = fX = (x; y; z) 2 R3 jx = xA + �1t; y = yA + �2t; z = zA + �3t; t 2 Rgt je parametr bodu X na pøím
e p. Rovina % je zadána parametri
kými rovni
emiroviny takto:% = fX = (x; y; z) 2 R3 jx = xB + �1r + 
1s; y = yB + �2r + 
2s;z = zB + �3r + 
3s; r; s 2 Rgr; s jsou parametry bodu X v rovinì %. Èasto pou¾íváme symboli
kého zápisup : X = A+ at ; % : X = B + br + 
s (2.7)Soustavu parametri
ký
h rovni
 roviny pøepi¹me do tvaru�1r + 
1s = x� xB ; �2r + 
2s = y � yB ; �3r + 
3s = z � zBJedná se o soustavu tøí rovni
, kterou pro daný bod X 2 % mù¾eme 
hápat jakosoustavu o dvou neznámý
h r; s. Nutnou a postaèují
í podmínkou její øe¹itelnostije podmínka h0� �1 
1�2 
2�3 
3 1A = h0� �1 
1 x� xB�2 
2 y � yB�3 
3 z � zB 1A :Ponìvad¾ jsou vektory b; 
 nekolineární tj. lineárnì nezávislé, je hodnost ma-ti
e soustavy automati
ky rovna dvìma a podmínka øe¹itelnosti je tedy dánavztahem det0� �1 
1 x� xB�2 
2 y � yB�3 
3 z � zB 1A = 0;který geometri
ky znamená komplanaritu vektorù [B;X ℄; 
;b. Odtud dostá-váme obe
nou rovni
i roviny, která ji¾ neobsahuje parametry:% = fX = (x; y; z) 2 R3 j�x + �y + 
z + Æ = 0gkde � = det� �2 
2�3 
3 � ; � = det� �3 
3�1 
1 � ; 
 = det� �1 
1�2 
2 � ;Æ = det0� �1 
1 �xB�2 
2 �yB�3 
3 �zB 1A (2.8)Vzhledem k tomu, ¾e hodnost mati
e tvoøené souøadni
emi vektorù b; 
 je rovnadvìma, je alespoò jedno z èísel �; �; 
 rùzné od nuly. Oznaème levou stranurovni
e roviny symbolem A(X).
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 �1t = x � xA, �2t = y � yB , �3t = z � zA,kterou dostaneme pro neznámou t z parametri
ký
h rovni
 pøímky, je zaruèenapodmínkou h0� �1�2�3 1A = h0� �1 x� xA�2 y � yA�3 z � zA 1A = 1tedy ��2x+ �1y + (�2xA � �1yA) = 0��3y + �2z + (�3yA � �2zA) = 0��3x+ �1z + (�3xA � �1zA) = 0Tyto rovni
e jsou závislé. Vzhledem k tomu, ¾e vektor a je nenulový, je alespoòjedno z èísel �1; �2; �3 nenulové a alespoò dvì z tì
hto rovni
 jsou rovni
emi ne-rovnobì¾ný
h rovin. Pøímka p je prùseèni
í tì
ho rovin. Pøímku lze tedy zadávatsoustavou obe
ný
h rovni
 pøímky ve tvarup = fX 2 R3 ; X = (x; y; z)j�x+�y+
z+Æ = 0; �0x+�0y+
0z+Æ0 = 0g; (2.9)kde h� � � 
�0 �0 
0 � = 2: Zdùvodnìte:Pøíklad 3: A = (0; 1; 1), b = (0; 2; 1), 
 = (3; 0;�1). Rovina % urèená bodemA a vektory b; 
 má parametri
ké rovni
e x = 3s, y = 1 + 2r, z = 1 + r � s aobe
nou rovni
idet0� 0 3 x2 0 y � 11 �1 z � 1 1A = 0 ; tj: � 2x+ 3y � 6z + 3 = 0:Pøímka p urèená bodem A a vektorem b má parametri
ké rovni
e x = 0, y =1 + 2t, z = 1 + t a soustavu obe
ný
h rovni
 napøíklad x = 0, y � 2z + 1 = 0.Podle zadání by pøímka p mìla le¾et v rovinì %. Jak se o tom pøesvìdèíte?Pøíklad 4: Ne
h» % je rovina o rovni
i �x+�y+ 
z + Æ = 0 a a = (�1; �2; �3)vektor; stanovíme podmínku nutnou a postaèují
í pro to, aby vektor a byl rov-nobì¾ný s rovinou %. Pro vektor a platí ak% právì tehdy, kdy¾ existují bodyA;X 2 % takové, ¾e (x � xA; y � yA; z � zA) = (�1; �2; �3). Pro tyto body jeov¹em splnìna rovni
e roviny %, tj. �xA+�yA+
zA+Æ = 0, �x+�y+
z +Æ = 0.Odeètením dostáváme ��1 + ��2 + 
�3 = 0. Vektor a je tedy rovnobì¾ný s ro-vinou právì tehdy, platí-li ��1 + ��2 + 
�3 = 0.Pøíklad 5: Vzájemná poloha tøí rovin. Jsou dány roviny%1 : �1x+ �1y + 
1z + Æ1 = 0%2 : �2x+ �2y + 
2z + Æ2 = 0%3 : �3x+ �3y + 
3z + Æ3 = 0
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hVzájemná poloha tì
hto tøí rovin je z algebrai
kého hlediska urèena øe¹enímsoustavy tøí rovni
 o neznámý
h x; y; z (hledají se spoleèné body rovin %1; %2; %3).Z geometri
kého hlediska pøipadají v úvahu tyto mo¾nosti vzájemné polohy:(i) Roviny mají spoleènýprávì jeden bod, de�nujítzv. trs rovin prvního druhu.Spoleèný bod je vr
holemtrsu.
��������� ���%1 %2%3 Vq

(ii) Roviny mají spoleènou pøímku ade�nují svazek rovin prvního druhu.Spoleèná pøímka se nazývá osousvazku.
��� �������

�
��

���JJJJJJ�� �� ����
�� ��osa%1 %2 %3

(iii) Roviny nemají spoleèný ¾ádný bod, mají v¹ak spoleèný právì jedensmìr, tj. existuje vektor u = (#1; #2; #3) rovnobì¾ný s ka¾dou z rovin%1; %2; %3 a ¾ádný vektor nekolineární s vektorem u ji¾ není rovnobì¾nýse v¹emi rovinami %1; %2; %3 souèasnì. Roviny %1; %2; %3 de�nují trs rovindruhého druhu.
����






���� ��JJJJJJJ�� �� ���������� �� �� �����������������%2%1 %3 u
(iv) Roviny nemají spoleèný¾ádný bod a jsou rovnobì¾né,de�nují svazek rovin druhéhodruhu. �� ��������������� %1%2%3(v) Roviny jsou toto¾né. ��� ���%1 � %2 � %3
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kého hlediska. Soustava rovni
, urèu-jí
í spoleèné body rovin, je nehomogenní soustava s mati
íBT = 0� �1 �1 
1 Æ1�2 �2 
1 Æ2�3 �3 
3 Æ3 1A = 0� Æ1AT Æ2Æ3 1ASoustava rovni
 urèují
í spoleèné smìry (viz. pøíklad 2.4) je homogenní a jejímati
e je AT.(i) Nehomogenní soustava má právì jedno øe¹ení právì tehdy, je-li h(AT) =h(BT) = 3, tj. detA 6= 0.(ii) Nehomogenní soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení, odpovídají
í
h bo-dùm pøímky. Pøíslu¹ná homogenizovaná soustava má jednorozmìrný pro-stor øe¹ení, urèený smìrovým vektorem této pøímky. Je tedy h(AT) =h(BT) = 2.(iii) Homogenní soustavá má jednorozmìrný prostor øe¹ení, tj. h(AT) = 2,nehomogenní soustava øe¹ení nemá, tj. h(BT) = 3.(iv) Nehomogenní soustava nemá øe¹ení, odpovídají
í soustava homogennímá dvojrozmìrný prostor øe¹ení. Je tedy h(AT) = 1, h(BT) = 2.(v) Nehomogenní soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení, odpovídají
í bo-dùm roviny. Pøíslu¹ná soustava homogenní má dvojrozmìrný prostor øe-¹ení. Platí h(AT) = h(BT) = 1.Shrnutí: vzájemná poloha rovin h(AT) h(BT)trs rovin prvního druhu 3 3svazek rovin prvního druhu 2 2trs rovin druhého druhu 2 3svazek rovin druhého druhu 1 2toto¾né roviny 1 1Ne
h» napøíklad %1 : 5x � 2y + 4 = 0%2 : 3x + z � 5 = 0%2 : 8x � 2y + z + 7 = 0BT = 0� 5 �2 0 43 0 1 �58 �2 1 7 1A � 0� 5 �2 0 43 0 1 �50 0 0 8 1Ah(A)T = 2, h(B)T = 3. Roviny tvoøí trs druhého druhu, spoleèný smìr je øe¹e-ním homogenní soustavy rovni
 5x� 2y = 0, 3x+ z = 0, tedy u = (2t; 5t;�6t),t 2 R.
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hPøíklad 6: Vzájemná poloha dvou pøímek. Jsou dány pøímkyp : %1 : �1x+ �1y + 
1z + Æ1 = 0%2 : �2x+ �2y + 
2z + Æ2 = 0 h� �1 �1 
1�2 �2 
2 � = 2q : %3 : �3x+ �3y + 
3z + Æ3 = 0%4 : �4x+ �4y + 
4z + Æ4 = 0 h� �3 �3 
3�4 �4 
4 � = 2Vzájemná poloha dvou pøímek je dána vzájemnou polohou ètyø rovin. Z ge-ometri
kého hlediska mohou nastat tyto mo¾nosti:(i) Pøímky p; q jsou mimobì¾né.(ii) Pøímky p; q jsou rùznobì¾né.(iii) Pøímky p; q jsou rovnobì¾né.(iv) Pøímky p; q jsou toto¾né.Z algebrai
kého hlediska jde o soustavu ètyø rovni
 pro tøi neznámé x; y; z, její¾mati
e je BT = 0BB� �1 �1 
1 Æ1�2 �2 
1 Æ2�3 �3 
3 Æ3�4 �4 
4 Æ4 1CCA = 0BB� Æ1AT Æ2Æ3Æ4 1CCAMati
e odpovídají
í homogenní soustavy je AT.(i) Nehomogenní soustava nemá øe¹ení, nebo» roviny %1, %2; %3; %4 nemají¾ádný spoleèný bod. Roviny nemají ani ¾ádný spoleèný smìr, tak¾e ho-mogenizovaná soustava nemá jiné øe¹ení ne¾ triviální. Je tedy h(AT) = 3,h(BT) = 4.(ii) Nehomogenní soustava má právì jedno øe¹ení, urèují
í prùseèík pøímek,tj. h(AT) = h(BT) = 3.(iii) Roviny %1, %2; %3; %4 nemají ¾ádný spoleèný bod, tak¾e nehomogennísoustava nemá øe¹ení. Mají v¹ak spoleèný smìr, shodný se smìrem rov-nobì¾ek p; q, tak¾e odpovídají
í homogenní soustava má jednorozmìrnýprostor øe¹ení. Je tedy h(AT) = 2, h(BT) = 3.(iv) Nehomogenní soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení, odpovídají
í
hbodùm pøímky. Pøíslu¹ná homogenní soustava má jednorozmìrný prostorøe¹ení, urèený smìrovým vektorem této pøímky. Je tedy h(AT) = h(BT) =2.
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 69Shrnutí: vzájemná poloha rovin h(AT) h(BT)mimobì¾né pøímky 3 4rùznobì¾né pøímky 3 3rovnobì¾né pøímky 2 3toto¾né pøímky 2 2Ne
h» napøíkladp : x+ z � 1 = 0; x� 2y + 3 = 0q : 3x+ y � z + 13 = 0; y + 2z � 8 = 0BT = 0BB� 1 0 1 �11 �2 0 33 1 �1 130 1 2 �8 1CCA � 0BB� 1 0 1 �10 �2 �1 40 1 �4 160 1 2 �8 1CCA �� 0BB� 1 0 1 �10 1 2 �80 0 3 �120 0 �6 24 1CCA � 0BB� 1 0 1 �10 1 2 �80 0 3 �120 0 0 0 1CCAh(AT) = 3, h(BT) = 3, pøímky p; q jsou tedy rùznobì¾ky. Jeji
h prùseèík jedán øe¹ením odpovídají
í soustavy rovni
. Mati
e vzniklá úpravou mati
e BTna s
hodovitý tvar je mati
í ekvivalentní soustavy, jejím¾ øe¹ením je troji
eP = (3; 0;�4). Touto troji
í jsou urèeny souøadni
e prùseèíku pøímek p; q.Pøi øe¹ení pøíkladù o vzájemné poloze rovin a pøímek jsme pou¾ili vìt 2.2,2.3 a 2.4.Nyní budeme 
harakterizovat svazky a trsy rovin. Svazkem rovin prvníhodruhu rozumíme mno¾inu v¹e
h takový
h rovin v R3 , které mají spoleènou právìjednu pøímku p, zvanou osa svazku. Svazek rovin prvního druhu je tedy zadánsvou osou p, resp. libovolnými dvìma rovinami svazku.Vìta 2.5 Rovina % o rovni
i A(X) = �x + �y + 
z + Æ = 0 patøí do svazkuS1(%1; %2) rovin prvního druhu urèeného rovinami %1; %2 o rovni
í
h A1(X) =�1x+ �1y+ 
1z + Æ1 = 0, A2(X) = �2x+ �2y+ 
2z+ Æ2 = 0 právì tehdy, kdy¾existují èísla �1; �2 z ni
h¾ alespoò jedno je rùzné od nuly, taková, ¾e platíA(X) = �1A1(X) + �2A2(X) tj:� = �1�1 + �2�2; � = �1�1 + �2�2; 
 = �1
1 + �2
2; Æ = �1Æ1 + �2Æ2:Dùkaz: Ne
h» roviny %1; %2 urèují svazek rovin prvního druhu. Pak hodnostmati
e typu 2=4 tvoøené koe�
ienty �i; �i; 
i; Æi, i 2 f1; 2g je stejná jako hodnost
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hmati
e typu 2=3 tvoøené pouze koe�
ienty �i; �i; 
i a je rovna dvìma. Nalezeníspoleèný
h bodù rovin %1; %2; %3 je ekvivalentní øe¹ení soustavy rovni
 o mati
iBT = 0� �1 �1 
1 Æ1�2 �2 
1 Æ2� � 
 Æ 1A = 0� Æ1AT Æ2Æ 1AØe¹ení této soustavy vytváøejí pøímku právì tehdy, je-li h(AT) = h(BT) = 2, tj.je-li tøetí øádek mati
e BT lineární kombina
í prvý
h dvou øádkù. Koe�
ientylineární kombina
e oznaème �1; �2. Po¾adavek, aby alespoò jeden z tì
hto koe�-
ientù byl rùzný od nuly, vyplývá z toho, ¾e v opaèném pøípadì by
hom dostali� = � = Æ = 
 = 0, 
o¾ by bylo ve sporu se skuteèností, ¾e �x+�y+
z+ Æ = 0je rovni
í roviny. }Svazkem rovin druhého druhu rozumíme mno¾inu v¹e
h takový
h rovin, v R3 ,které jsou rovnobì¾né se zadanou rovinou %1.Vìta 2.6 Rovina % o rovni
i A(X) = �x + �y + 
z + Æ = 0 patøí do svazkuS2(%1) rovin druhého druhu urèeného rovinou %1 o rovni
i A1(X) = �1x +�1y + 
1z + Æ1 = 0 právì tehdy, kdy¾ existuje èíslo �1 6= 0 takové, ¾e � = �1�1,� = �1�1, 
 = �1
1.Dùkaz: Viz. Cvièení 2.4. }Trsem rovin prvního druhu nazýváme mno¾inu v¹e
h takový
h rovin v R3 , kterémají spoleèný právì jeden bod, zvaný vr
hol trsu. Trs prvního druhu je zadánbuï svým vr
holem nebo tøemi rovinami %1; %2; %3 vyhovují
ími pøípadu (i) z pøí-kladu 2.4.Vìta 2.7 Rovina % o rovni
i A(X) = �x + �y + 
z + Æ = 0 patøí do trsuT1(%1; %2; %3) rovin prvního druhu urèeného rovinami %1; %2; %3 o rovni
í
h A1(X) =�1x + �1y + 
1z + Æ1 = 0, A2(X) = �2x + �2y + 
2z + Æ2 = 0, A3(X) =�3x + �3y + 
3z + Æ3 = 0, právì tehdy, kdy¾ existují èísla �1; �2; �3 z ni
h¾alespoò jedno je rùzné od nuly, taková, ¾e platíA(X) = �1A1(X) + �2A2(X) + �3A3(X) tj:� = �1�1 + �2�2 + �3�3; � = �1�1 + �2�2 + �3�3;
 = �1
1 + �2
2 + �3
3; Æ = �1Æ1 + �2Æ2 + �3Æ3:Dùkaz: Vzhledem k pøedpokladu, ¾e %1; %2; %3 tvoøí trs rovin prvního druhu,platí h0� �1 �1 
1�2 �2 
1�3 �3 
3 1A = h0� �1 �1 
1 Æ1�2 �2 
1 Æ2�3 �3 
3 Æ3 1A = 3
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 71% 2 T1(%1; %2; %3) právì tehdy, kdy¾ soustava rovni
, tvoøená rovni
emi rovin%1; %2; %3; % má právì jedno øe¹ení, urèují
í vr
hol trsu. Podmínkou nutnou apostaèují
í pro to jeh0BB� �1 �1 
1�2 �2 
1�3 �3 
3� � 
 1CCA = h0BB� �1 �1 
1 Æ1�2 �2 
1 Æ2�3 �3 
3 Æ3� � 
 Æ 1CCA = 3Ètvrtý øádek mati
e tvoøené koe�
ienty v¹e
h ètyø rovin, tedy je lineární kom-bina
í prvý
h tøí øádkù. Po¾adavek, aby alespoò jeden z koe�
ientù �1; �2; �3lineární kombina
e byl nenulový, vyplývá opìt ze skuteènosti, ¾e èísla �; �; 
; Æurèují rovni
i roviny. }Trsem rovin druhého druhu nazýváme mno¾inu v¹e
h rovin v R3 , které majíspoleèný právì jeden smìr a ¾ádný bod. Trs rovin druhého druhu je zadánnapøíklad tøemi rovinami, které nemají spoleèný ¾ádný bod, mají v¹ak spoleènýprávì jeden smìr (pøípad (iii) v pøíkladu 2.4).Vìta 2.8 Rovina % o rovni
i A(X) = �x + �y + 
z + Æ = 0 patøí do trsuT2(%1; %2; %3) rovin druhého druhu urèeného rovinami %1; %2; %3 o rovni
í
h A1(X) =�1x + �1y + 
1z + Æ1 = 0, A2(X) = �2x + �2y + 
2z + Æ2 = 0, A3(X) =�3x+�3y+ 
3z+ Æ3 = 0, právì tehdy, kdy¾ existují èísla �1; �2; �3 která nejsouøe¹ením soustavy rovni
 �1�1 + �2�2 + �3�3 = 0, �1�1 + �2�2 + �3�3 = 0,�1
1 + �2
2 + �3
3 = 0, taková, ¾e platíA(X) = �1A1(X) + �2A2(X) + �3A3(X) tj:� = �1�1 + �2�2 + �3�3; � = �1�1 + �2�2 + �3�3;
 = �1
1 + �2
2 + �3
3; Æ = �1Æ1 + �2Æ2 + �3Æ3:Dùkaz: Roviny %1; %2; %3 tvoøí trs druhého druhu, tak¾e podle výsledku pøí-kladu 2.4 je h0� �1 �1 
1�2 �2 
1�3 �3 
3 1A = 2 h0� �1 �1 
1 Æ1�2 �2 
1 Æ2�3 �3 
3 Æ3 1A = 3% 2 T2(%1; %2; %3) právì tehdy, kdy¾ smìr spoleèný rovinám %1; %2; %3 je rovno-bì¾ný i s rovinou %, tj.h0BB� �1 �1 
1�2 �2 
1�3 �3 
3� � 
 1CCA = 2 h0BB� �1 �1 
1 Æ1�2 �2 
1 Æ2�3 �3 
3 Æ3� � 
 Æ 1CCA = 3Poslední øádek roz¹íøené mati
e je tedy lineární kombina
í prvý
h tøe
h øádkù.Koe�
ienty �1; �2; �3 urèují
í tuto lineární kombina
i, nesmìjí být øe¹ením sou-stavy rovni
 �1�1+�2�2+�3�3 = 0, �1�1+�2�2+�3�3 = 0, �1
1+�2
2+�3
3 =0 proto, ¾e levé strany tì
hto rovni
 mají být koe�
ienty v rovni
i roviny %.
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í
h}Pøíklad 7: Urèete rovni
i roviny, která pro
hází pøímkou pf(x; y; z) 2 R3 j2x�z = 0; x + y � z + 5 = 0g a je rovnobì¾ná s pøímkou q = f(x; y; z) 2 R3 jx =7t; y = 2 � t; z = �1 + 4t; t 2 Rg. Pøímka p je osou svazku prvního druhuurèeného rovinami %1 : A1(X) = 2x � z = 0, %2 : A2(X) = x + y � z + 5 = 0.Hledaná rovina % má pøímkou p pro
házet, musí tedy nále¾et do svazku. Levoustranu rovni
e roviny % hledáme podle vìty 2.5 ve tvaruA(X) = �1A1(X) + �2A2(X) = �1(2x� z) + �2(x+ y � z + 5)A(X) = x(2�1 + �2) + y�2 � z(�1 + �2) + 5�2Proto % : (2�1 + �2)x+ �2y � (�1 + �2)z + 5�2 = 0Poslední rovni
e 
harakterizuje v¹e
hny mo¾né roviny nále¾ejí
í danému svazku.Má-li v¹ak být rovina % rovnobì¾ná s pøímkou q, musí smìrový vektér tétopøímky a = (7;�1; 4) splòovat rovni
i roviny % bez absolutního èlenu:ak% ) (2�1 + �2) � 7 + �2(�1) + (�1 + �2) � 4 = 0) 10�1 + 2�2 = 0Volbou �1 = 1, �2 = �5 získáme rovni
i roviny %:% : �3x� 5y + 4z � 25 = 0Pøíklad 8: Bodem M = (2; 3; 1) veïte pøímku, která je pøíèkou mimobì¾ný
hpøímek pf(x; y; z) 2 R3 jx+y = 0; x�y+z+4 = 0g, qf(x; y; z) 2 R3 jx+3y�1 =0; y + z � 2 = 0g. Nejprve provìøíme mimobì¾nost:0BB� 1 1 0 01 �1 1 41 3 0 �10 1 1 �2 1CCA � 0BB� 1 1 0 00 �2 1 40 2 0 �10 1 1 �2 1CCA � 0BB� 1 1 0 00 2 0 �10 0 1 30 0 2 �3 1CCA �� 0BB� 1 1 0 00 2 0 �10 0 1 30 0 0 3 1CCAh(AT) = 3, h(BT) = 4, pøímky p; q jsou tedy mimobì¾né (viz. pøíklad 2.4).Pøíèkou mimobì¾ný
h pøímek p; q rozumíme ka¾dou takovou pøímku r, kteráje rùznobì¾ná jak s pøímkou p, tak s pøímkou q. Pøíèkou mimobì¾ek je tedyka¾dá taková pøímka, která je prùseèni
í rovin %1; %2 z ni
h¾ %1 nále¾í do svazkuurèeného osou p a %2 do svazku urèeného osou q (jedná se o svazky rovin prvníhoduhu). Souèasnì má na hledané pøíè
e r le¾et daný bod M . Musí tedy býtM 2 %1, M 2 %2.%1 : A1(x) = �1(x+ y) + �2(x � y + z + 4) = 0
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 73M 2 %1 ) 5�1 + 4� = 0; �1 = 4; �2 = �5%2 : A2(x) = �01(x + 3y � 1) + �02(y + z � 2) = 0;M 2 %2 ) 10�01 + 2� = 00; �01 = 1; �02 = �5%1 : �z + 9y � 5z � 20 = 0; %2 : x� 2y � 5z + 9 = 0r = f(x; y; z) 2 R3 j � z + 9y � 5z � 20 = 0; x� 2y � 5z + 9 = 0gCvièení 2.4(1) Doka¾te vìtu 2.6.Návod: Uvìdomte si, ¾e roviny %1 : �1x + �1y + 
1z + Æ1 = 0, % : �x + �y +
z + Æ = 0 jsou rovnobì¾né právì tehdy, kdy¾ soustava homogenní
h rovni
�1x+�1y+ 
1z+ Æ1 = 0, �x+�y+ 
z+ Æ = 0 má dvojrozmìrný prostor øe¹enía pou¾ijte vìty 2.4.(2) Vysvìtlete, proè ve vìtì 2.7, týkají
í se trsu prvního druhu, staèí u èísel �1; �2; �3po¾adovat, aby alespoò jedno z ni
h bylo rùzné od nuly, zatím
o ve vìtì 2.8o trsu druhého druhu je nutno po¾adovat, aby tato èísla nebyla øe¹ením jistésoutavy rovni
. V obou pøípade
h je pøitom úèel tohoto po¾adavku stejný |aby výrazem A(X) = �1A1(X) + �2A2(X) + �3A3(X) byla urèena levá stranarovni
e roviny.Návod: Na základì hodnosti mati
e homogenní soustavy rovni
 �1�1+�2�2+�3�3 = 0, �1�1 + �2�2 + �3�3 = 0, �1
1 + �2
2 + �3
3 = 0 v pøípadì vìty 2.7a 2.8 
harakterizujte mno¾inu øe¹ení této soustavy v ka¾dém z obou pøípadù.Vysvìtlení rozdílu mezi formula
í týkají
í se koe�
ientù �1; �2; �3 ve vìtì 2.7vyplývá z tohoto rozboru.(3) Charakterizujte vzájemnou polohu pøímky a roviny.Návod: Pøeveïte úlohu na problém vzájemné polohy tøí rovin.(4) Ve svazku rovin urèeném rovinami %1 : x+2y� 3z� 6 = 0, %2 : 2y+5z� 4 = 0najdìte rovinu, která je rovnobì¾ná s pøímkou pf(x; y; z) 2 R3 jx+2y = 0; 3x+z + 1 = 0g.Výsledek: % : 16x+ 50y � 3z � 132 = 0(5) Rozhodnìte o vzájemné poloze pøímky a roviny:(i) % : 5x� z � 4 = 0, p : 3x+ 5y � 7z + 16 = 0; 2x� y + z � 6 = 0(ii) % : y + 4z + 17 = 0, p : 2x+ 3y + 6z � 10 = 0; x+ y + z + 5 = 0Výsledek: (i) rùznobì¾né, prùseèík (2; 4; 6) (ii) rovnobì¾né
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h(6) Rozhodnìte o vzájemné poloze troji
e rovin(i) %1 : 2x� 4y + 5z � 21 = 0, %2 : x� 3z + 18 = 0, %3 : 6x+ y + z � 30 = 0(ii) %1 : 2x+ y � z + 3 = 0, %2 : 3x� z = 0, %3 : 3y + 2z = 0Výsledek: (i) rùznobì¾né, P = (3; 5; 7), (ii) rùznobì¾né P = (1;�2; 3).(7) Rozhodnìte o vzájemné poloze dvoji
e pøímek:(i) p : x+ y + z � 1 = 0; 2x+ 3y + 6z � 6 = 0q : y + 4z = 0; 3x+ 4y + 7z = 0(ii) p : x = �1 + 3t; y = �3� 2t; z = 2� tq : x = 2 + 2t; y = �1 + 3t; z = 1� 5tVýsledek: (i) rovnobì¾ky, spoleèný smìr u = (3;�4; 1), (ii) mimobì¾ky(8) Urèete rovni
i roviny %, která patøí do svazku urèeného rovinami %1 : 2x�3y+z�3 = 0, %2 : x+3y+2z+1 = 0 a pro
hází prùseèíkem rovin �1 : 2x+y�z+3 = 0,�2 : 3x� z = 0, �3 : 3y + 2z = 0.Výsledek: % : 2x+ 15y + 7z + 7 = 0(9) Urèete rovni
i roviny %, která pro
hází prùseèíkem rovin %1 : 2x+ y� z� 2 = 0,%2 : x � 3y + z + 1 = 0, %3 : x + y + z � 3 = 0 a je rovnobì¾ná s rovinou� : x+ y + 2z = 0.Výsledek: % : x+ y + 2z + 9 = 0(10) Zjistìte, zda roviny %1 : 5x�z+3 = 0, %2 : 2x�y�4z+5 = 0, %3 : 3y+2z�1 = 0,%4 : 3x+ 4y + 5z � 3 = 0 patøí do tého¾ trsu.Výsledek: Roviny patøí do tého¾ trsu. Jeho vr
holem je bod V = ( 2011 ; 2511 ; �1311 ).(11) Urèete pøíèku mimobì¾ek p : x = 1 + t; y = 2t; z = 3 � t, q : x = 5 + 3t0; y =�2+2t0; z = 1+ t0, která le¾í v rovinì % : x = 1+ r; y = �6+2r+3s; z = 2� s.Výsledek: x = �16 + 10t; y = �16 + 11t; z = 6 + 3t



Kapitola 3Lineární transforma
e(operátory) na vektorový
hprostore
hVektorový prostor je algebrai
kou strukturou, s ní¾ se ve fyzikální
h apli-ka
í
h setkáváme takøka na ka¾dém kroku: od aplika
í z
ela pøirozený
ha jednodu
hý
h, vyplývají
í
h ze skuteènosti, ¾e øada fyzikální
h velièinmá pøímo vektorový 
harakter a je tedy tøeba a nimi jako a vektory poèí-tat, k aplika
ím, které ji¾ nejsou tak z
ela triviální - objevuji se napøíkladv kvantové me
hani
e, kde je stav soustavy, její¾ 
hování sledujeme, po-psán prvkem urèitého vektorového prostoru, zatím
o mìøitelné fyzikálnívelièiny mají z matemati
kého hlediska 
harakter lineární
h transforma
íneboli operátorù ve vektorovém prostoru stavù. Lineární transforma
evektorového prostoru U do vektorového prostoru U je homomorfní zob-razení U ! U. Významné fyzikální aplika
e v øadì oblastí má problémvlastní
h hodnot lineární
h transforma
í vektorového prostoru U do sebe.Tento problém je formulován jako úloha o nalezení v¹e
h takový
h vek-torù a prostoru U, jim¾ je danou lineární transforma
í ' : U! U pøiøazenkolineární vektor ' (a), tak¾e platí ' (a) = �a. Èíslo � 2 R nebo � 2 C senazývá vlastní hodnota pøíslu¹ná vlastnímu vektoru a. K vyøe¹ení tohotoproblému bude smìøovat pøevá¾ná èást úvah této kapitoly 1.
1V této kapitole se budeme pøevá¾nì zabývat pouze koneènými systémy vektorù. Systémùnekoneèný
h (spoèetný
h i nespoèetný
h) si krát
e v¹imneme v odstav
i75
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A. Vlastnosti vektorový
h prostorù3.1 Báze a dimenze vektorového prostoru, re-prezenta
e vektoru v bázi, pøe
hod mezi bá-zemiNe
h» U je vektorový prostor nad C resp. R (spoleèné oznaèení P), a a1; : : : ; ak 2U systém vektorù. Pøipomeòme, ¾e lineární kombina
í vektorù a1; : : : ; ak jsme vodstav
i 2.3 nazvali vektor b pro který je b = 
iai; 
i 2 P; i 2 f1; : : : ; kg. Systémvektorù a1; : : : ; ak je lineárnì závislý, jestli¾e existují èísla 
1; : : : ; 
k 2 P, z ni
h¾alespoò jedno je nenulové, taková, ¾e platí 
1a1 + 
2a2 + : : : + 
kak = 0. Vopaèném pøípadì je systém lineárnì nezávislý.Pøedpokládejme, ¾e (e1; : : : ; en) je koneènì1 lineárnì nezávislý systém vek-toru ve U takový, ¾e pøidáním libovolného vektoru a 2 U vzniká ji¾ systémlineárnì závislý. V takovém pøípadì jsme v odstav
i 2.3 hovoøili o (e1; : : : ; en)jako o tzv. maximálním lineárnì nezávislém systému vektorù neboli bázi vevektorovém prostoru U. Vyvstává po
hopitelnì otázka vzájemného vztahu mezirùznými bázemi prostoru U. Formulujeme nyní 
elkem pøirozené, pøe
e v¹akvelmi záva¾né, tvrzení, týkají
í se poètu prvku báze. Jeho dùkaz (pro pøípadkoneèné báze) je pomìrnì jednodu
hý a bude pøedmìtem Cvièeni 4.1.Vìta 3.1 Ne
h» (koneèný) systém vektoru (e1; : : : ; en) je bází vektorového pro-storu U. Pak ka¾dá báze prostoru U má stejný poèet n prvkù, zvaný dimenze(rozmìr) vektorového prostoru U. Izomorfní vektorové prostory mají stejnou di-menzi.Tvrzení lze zobe
nit i na pøípad tzv. nekoneènìrozmìrný
h, vektorový
h pro-storu, jeji
h¾ báze mají nekoneèný poèet prvku. Této problematiky si v¹imnemev odstav
i 4.6, následují
í úvary se budov týkat výhradnì prostoru koneèné di-menze, tj. takový
h, jeji
h¾ báze mají koneèný poèet prvku. Vektorový prostordimenze n budeme oznaèovat Un, pí¹eme dimUn = n. Ne
h» (e1; : : : ; en) je bázeve Un. Pak libovolný vektor a 2 Un lze vyjádøit jako lineární kombina
i vektorubáze a = �iei = �1e1 + : : : + �nen; �i 2 P, nebo» systém (a; e1; : : : ; en) je ji¾lineárnì závislý. Èísla ��1; : : : ; �n� jsou urèena jednoznaènì a reprezentuji vek-tor a v bázi (e1; : : : ; en). Nazývají se slo¾kami nebo souøadni
emi vektoru a vdané bázi, vektory �1e1; : : : ; �nen jsou prùmìty (projek
e) vektoru a do smìrùvektorù báze.Ka¾dý vektor je tedy ve zvolené bázi reprezentován øádkovou mati
i (�) =��1; : : : ; �n�, tvoøenou slo¾kami vektoru. Je zøejmé, ¾e tentý¾ vektor má v rùz-ný
h bází
h obe
nì rùzné slo¾ky, nemá proto smysl uvádìt hodnoty slo¾ek bez
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e 77údaje o bázi. Jestli¾e øádkové mati
e (�), (�0) reprezentují vektor a v bází
h(e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n), vzniká otázka, jakým zpùsobem lze vypoèítat prvkymati
e (�0) pomo
í prvku mati
e (�) a naopak. K tomu je ov¹em tøeba znátvztah mezi bázemi(e1; : : : ; en) a (e01; : : : ; e0n).Vìta 3.2 Ne
h» (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n) jsou báze ve vektorovém prostoru Un.Pak existuje regulární mati
e T = �� ji � øádu n taková, ¾e e0i = � ji ej pro v¹e
hnai 2 f1; : : : ; ng.Dùkaz: Ka¾dý z vektorù e0i je lineární kombina
í báze (e1; : : : ; en), tj. e0i =� ji ej . Oznaème T = �� ji � ètver
ovou mati
i koe�
ientu v¹e
h rovni
 pro e0i.Vektory ej jsou naopak lineárními kombina
emi báze (e01; : : : ; e0n), tj. ej = �kj e0k.S = ��kj � je opìt ètver
ová mati
e z koe�
ientu; platí e0i = � ji ej = � ji �kj e0k =(TS)ki e0k; ei = �ji e0j = �ji �kj ek = (ST )ki e0k Z uvedený
h vztahù je zøejmé, ¾e(TS)ki = Æki ; (ST )ki = Æki , tak¾e TS = ST = E. Znamená to, ¾e mati
e T a Sjsou navzájem inverzní a jsou tedy automati
ky také regulární. }Mati
e T resp. S se nazývají mati
emi pøe
hodu od báze (e1; : : : ; en) k bázi(e01; : : : ; e0n) resp. od báze (e01; : : : ; e0n) k bázi (e1; : : : ; en). Aby
hom snadno zjis-tili vztah mezi slo¾kami vektoru a v rùzný
h bází
h, pøejdìme k zjednodu¹enémuvyjádøení transformaèní
h vztahu mezi vektory (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n) pomo
imati
ové symboliky. Symbolem (e) oznaème "sloup
ovou mati
i" tvoøenou vek-tory e1; : : : ; en, (e0) bude oznaèovat sloupe
 vektorù e01; : : : ; e0n.Vztahy e0i = � ji ej pro i 2 f1; : : : ; ng lze zøejmé formálnì zapsat ve tvaru(e0) = T (e) a analogi
ky (e) = S (e0) Dále pak pro vektor a 2 Un mù¾eme psáta = �iei = �0je0j ;tj. a = (�) (e) = (�0) (e0). Odtud dostáváme(�) (e) = (�0) (e0) = (�0)T (e) ) (�) = (�0)T; (�0) = (�)T�1 = (�)STransformaèní vztahy mezi slo¾kami vektoru a v rùzný
h bází
h mají tedy tvar(�) = (�0)T�i = �0j� ij i 2 f1; : : : ; ng(�0) = (�)T�1�0i = �j�ij i 2 f1; : : : ; ngZvolme ve Un báze (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n), mati
i pøe
hodu oznaème opìtT = �� ji �, i; j 2 f1; : : : ; ng. Zvolené báze se nazývají ekvivalentními, je-lidetT > 0. Takto de�novaná rela
e na mno¾inì bází prostoru Unje skuteènìekvivalen
í. Odpovídají
í rozklad obsahuje dvì tøídy. Ka¾dá tøída ekvivalent-ní
h bází se nazývá orienta
e vektorového prostoru Un. Orienta
i, která obsa-huje bázi (e1; : : : ; en) znaèíme [e1; : : : ; en℄. Hovoøíme o orienta
i indukované bází(e1; : : : ; en).



78 3.1. Báze a dimenzeCvièení 3.1(1) Ne
h» (e1; : : : ; en) je báze prostoru U, a 2 U libovolný vektor. Uka¾te, ¾e vektora je lineární kombina
í vektorù báze, tj. a = �1e1 + : : :+ �nen = �iei; �i 2 PNávod: Vyjdìte ze skuteènosti, ¾e vektory (a; e1; : : : ; en) jsou lineárnì závislé,tj. v lineární kombina
i tvaru 
a+ 
1e1+ : : :+ 
nen = oje alespoò jedno z èísel
; 
1; : : : ; 
n nenulové. Sporem uka¾te, ¾e 
 6= 0 a vyjádøete vektor a pomo
íe1; : : : ; en expli
itnì. Sporem uka¾te, ¾e èísla �1; : : : ; �n jsou dána jednoznaènì.(2) Doka¾te následují
í tvrzení:(a) Ne
h» (a1; : : : ; ak) je systém vektorù ve vektorovém prostoru U. Obsahuje-litento systém nulový vektor, pak je lineárnì závislý.(b) Ne
h» (a1; : : : ; ak) je lineárnì závislý systém vektorù ve U, b1; : : : ; bm 2 Ulibovolné vektory. Pak systém (a1; : : : ; ak; b1; : : : ; bm) je lineárnì závislý.(3) Doka¾te, ¾e v¹e
hny báze vektorového prostoru koneèné dimenze mají stejnýpoèet prvkù (prvé tvrzení vìty 4.1). Pøesnìji: Ne
h» (e1; : : : ; en) je maximálnílineárnì nezávislý systém vektorù ve vektorovém prostoru U. Pak ka¾dý maxi-mální lineárnì nezávislý systém vektorù ve U má právì n prvkù.Návod: Oznaème (e1; : : : ; en) libovolnou bázi prostoru U a (b1; : : : ; bk) libo-volný lineárnì nezávislý systém vektorù ve U. Ka¾dý z vektorù bj ; j 2 f1; : : : ; kglze vyjádøit jako lineární kombina
i báze (e1; : : : ; en), tj. bj = �ijei, kde �ij jei-tá slo¾ka j-tého vektoru. Z nezávislosti vektorù b1; : : : ; bk nutnì vyplývá, ¾e
1b1 + : : : + 
kbk = o , 
1 = : : : = 
k = 0. Do rovni
e 
jbj = o dosaïmeza bj = �ijei. Na základì lineární nezávislosti vektorù e1; : : : ; en lze ji¾ snadnoukázat ¾e 
1�i1 + : : : + 
k�ik = o pro v¹e
hna i 2 f1; : : : ; ng, 
o¾ je homogennísoustava n rovni
 pro k neznámý
h 
1; : : : ; 
k, o ní¾ ov¹em pøedem víme, ¾e mápouze triviální øe¹ení 
1 = : : : = 
k = 0. U¾itím výsledkù z kapitoly 3 uka¾te,¾e k � n. Budeme-li o vektore
h b1; : : : ; bk uva¾ovat jako o bázi, získáme analo-gi
kým postupem nerovnost k � n. Spojením obou výsledù dostáváme k = n.(4) Doka¾te, ¾e koneènìrozmìrné izomorfní vektorové prostory U a U0 nad P majístejnou dimenzi.Návod: Oznaème ' : U! U0 izomor�smus prostoru U a U0 a ' (e1) ; : : : ; ' (en) 2U0 obrazy libovolnì zvolené báze (e1; : : : ; en) prostoru U. U¾itím vlastností izo-mor�smu uka¾te, ¾e rovnost 
1' (e1)+: : :+
n' (en) = o je splnìna právì tehdy,kdy¾ 
1 = : : : = 
k = 0, tj. ¾e systém vektorù (' (e1) ; : : : ; ' (en)) je lineárnìnezávislý. Dále uka¾te, ¾e libovolný vektor a0 2 U0 je lineární kombina
í vektorù' (e1) ; : : : ; ' (en). Vyu¾ijte pøitom skuteènosti, ¾e ka¾dý vektor a0 2 U0 má svùjvzor a 2 U, pro který a0 = ' (a). Uva¾te, ¾e vektor a je lineární kombina
í báze(e1; : : : ; en), dosaïte za a = �iei do rovnosti a0 = ' (a) a opìt vyu¾ijte vlast-ností izomor�smu. Z uvedený
h úvah vyplývá, ¾e (' (e1) ; : : : ; ' (en)) je báze veU0, tak¾e dimU0 = n.
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e 79(5) Ne
h» Pn = P�P�: : :�P je mno¾ina uspoøádaný
h n-ti
 tvaru ��1; : : : ; �n� ; �i 2P. De�nujme opera
e sèítání n-ti
 a násobení n-ti
e skalárem � 2 P obvyklýmzpùsobem, tj. ��1; : : : ; �n�+��1; : : : ; �n� = ��1 + �1; : : : ; �n + �n�, � ��1; : : : ; �n� =���1; : : : ; ��n�. Uka¾te, ¾e Pn s uvedenými opera
emi je vektorovým prostoremdimenze n nad P.(6) Uka¾te, ¾e libovolný vektorový prostor U nad P dimenze n je izomorfní s Pn. Dáleuka¾te, ¾e v¹e
hny vektorové prostory té¾e (koneèné) dimenze jsou izomorfní.Návod: Naleznìte konkrétní izomor�smus prostora U a Pn.(7) Ne
h» vektory a; b 2 Un jsou v bázi (e1; : : : ; en) reprezentovány slo¾kami ��1; : : : ; �n� ; ��1; : : : ; �n�.Odvoïte vztahy pro slo¾ky vektorù a+ b; �a; � 2 P v té¾e bázi.(8) (a) Ne
h» (e1; : : : ; en)T = (e) ; (e01; : : : ; e0n)T = (e0) ; (e001 ; : : : ; e00n)T = (e00) jsoubáze ve Un, mati
e pøe
hodu od (e) k (e0) je T1, mati
e pøe
hodu od (e0) k(e00) je T2. Odvoïte transformaèní vztah, mezi slo¾kami (�), (�00) vektorua (U v bází
h (e), (e00).(b) Ve vektorovém prostoru U3 jsou dány báze (e), (e0), (e00) takto: e01 =(1; 3; 0) ; e02 = (0; 1; 1) ; e03 = (0;�3;�1), e001 = (1; 0; 3) ; e002 = (0; 1; 1) ; e003 =(1;�1; 0) vzhledem k bázi (e). Vektor a má vzhledem k bázi (e0) slo¾ky (3,17, 9). Urèete jeho slo¾ky vzhledem k bázi (e00). Vektor b má vzhledem kbázi (e00) slo¾ky (1, 1, -1) . Urèete jeho slo¾ky vzhledem k bázi (e0).Výsledek: (�) = (�00)T2T1; (�00) = (�)T�11 T�12 = (�)S1S2 = (�) (T2T1)�1(e)T (e00)T1 = 0� 1 3 00 1 10 �3 �1 1AT = 0� 1 0 30 1 11 �1 0 1AT2 = TT�11 = 0� 1 6 30 1 01 2 2 1AS2 = 0� �2 6 30 1 01 �4 �1 1A (�00) = (�0)S2 = (3;�1; 0)(�0) = (�00)T2 = (0; 5; 1)(9) Ne
h» vektory b1; : : : ; bk 2 U jsou v bázi (e1; : : : ; en) representovány slo¾kamibi = (�i) = ��1i ; : : : ; �ni �. Doka¾te, ¾e vektory b1; : : : ; bk jsou lineárnì nezávisléprávì tehdy, kdy¾ hodnost mati
e B = ��ji � ; i 2 f1; : : : ; kg ; j 2 f1; : : : ; ng, jek.(10) Najdìte tøi libovolné báze ve Un. Konkretizujte pro n = 1; 2; 3; 4; 5.(11) Ne
h» Pn+1 je mno¾ina v¹e
h polynomù jedné promìnné stupnì nejvý¹e n skoe�
ienty z pole P. Sèítání polynomù a násobení polynomu èíslem de�nujemeobvyklým zpùsobem (viz úloha (5) Cvièení 2.3). Podle výsledku úlohy (5) Cvi-èeni 2.3 je Pn+1 vektorovým prostorem nad P pro P = R. Doka¾te, ¾e Pn+1je vektorovým prostorem nad P i pro P = C a stanovte jeho dimenzi. Najdìtelibovolnou bázi vektorového prostoru



80 3.2. Podprostory vektorový
h prostorùVýsledek: dimPn+1 = n+ 1, bázi je napøíklad systém �1; x; x2; : : : ; xn�.(12) Uka¾te, ¾e mno¾ina A (m/n) obdélníkový
h mati
 typu m/n nad P s opera
isèítání mati
 a násobeni mati
e skalárem, de�novanými vztahy (1.1) je vekto-rovým prostorem nad P. Urèete jeho dimenzi a libovolnou bázi.Výsledek: dimA (m/n) = m�n, bází je napøíklad systémmati
e1 = A1;1; : : : ; en =A1;n; en+1 = A2;1; : : : ; e2n = A2;n; : : : ; ekn+p = Ak+1;p = : : : = emn = Am;n,kde Ai;j je mati
e, která má na i-té øádkové a j-té sloup
ové pozi
i èíslo 1,ostatní její prvky jsou nulové. Libovolná mati
e A 2 A (m/n) ; A = ��ji�, je li-neární kombina
i mati
 Ai;j ; i 2 f1; : : : ;mg ; j 2 f1; : : : ; ng, koe�
ienty lineárníkombina
e jsou �ji .(13) Zjistìte, zda mno¾ina ètver
ový
h mati
 A (n/n) nad P s opera
í mati
ovéhonásobení a opera
í násobení mati
e skalárem je vektorovým prostorem.(14) Ne
h» (e1; : : : ; en) ; (e01; : : : ; e0n) jsou báze ve Un, mati
e pøe
hodu od (e) k (e0) jeT, (b1; : : : ; bk)je systém vektorù ve Un. V bázi (e) je ka¾dý, z vektorù bi reprezen-tován slo¾kami ��ji � ; i; j 2 f1; : : : ; ng, 
elý systém je tedy reprezentován mati
íB = ��ji � typu k/n. V bázi (e0) oznaèíme pøíslu¹nou mati
i jako B0 = ��0ji�.Najdìte vztah mezi mati
emi B a B0 a vztah mezi jeji
h hodnostmi.Výsledek: B0 = BT�1; h (B0) = h (B).(15) Ne
h» (b1; : : : ; bk) je lineárnì nezávislý systém vektorù ve Un, k < n. Pak existujivektory b1; : : : ; bn tak, ¾e (b1; : : : ; bn) je báze ve Un. Doka¾te.(16) Doka¾te, ¾e rela
e, de�nují
í ekvivalentní báze ve Un je skuteènì rela
í ekviva-len
e. Zjistìte, jaká podmínka platí pro mati
i pøe
hodu T od báze (e1; : : : ; en)k bázi (e01; : : : ; e0n), nále¾í-li tyto báze rùzným orienta
ím vektorového prostoruUn.Návod: Provìøte re
exivitu, symetrii a tranzitivitu de�nované rela
e. PlatídetT < 0.3.2 Podprostory vektorový
h prostorùVektorovým podprostorem vektorového prostoru Un nad nazveme ka¾dou pod-mno¾inu L � Un prostoru Un , která má vzhledem k opera
ím sèítání vektorù anásobení vektoru skalárem, de�novaným na Un, strukturu vektorového prostoru.Podmno¾ina L � Un vektorového prostoru Un je jeho vektorovým podprostoremprávì tehdy, kdy¾ L s ka¾dými dvìma vektory a; b 2 L obsahuje i jeji
h libo-volnou lineární kombina
i 
 = �a + �b; �; � 2 P. Nejjednodu¹¹ími podprostory
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e 81jsou tzv. triviální podprostory, tj. Un � Un; fog � Un. Podprostory libovolné di-menze k; 0 � k � n mù¾eme získat pomo
í systému lineárnì nezávislý
h vektorùb1; : : : ; bk takto:Lk = [[b1; : : : ; bk℄℄ = � b 2 Un b = �1b1 + : : :+ �kbk; �i 2 P 	 :Snadno se uká¾e, ¾e Lk je skuteènì podprostorem ve Un a dimLk = k (vizCvièeni 4.2).Jsou-li vektory b1; : : : ; bk lineárnì závislé, lze vý¹e uvedeným zpùsobem opìtde�novat podprostor vektorového prostoru Un, jeho dimenze v¹ak bude ni¾¹íne¾ k a bude rovna nejvy¹¹ímu poètu lineárnì nezávislý
h vektorù v systému(b1; : : : ; bk). Lk se nezývá vektorovým podprostorem generovaným systémem(b1; : : : ; bk) nebo lineárním obalem systému (b1; : : : ; bk). Naopak, je-li L � Unlibovolný podprostor ve Un dimenze k � n, lze najít systém vektorù (b1; : : : ; bk),který generuje podprostor L, tj. L = [[b1; : : : ; bk℄℄. Takovým systémem je ka¾dábáze prostoru L. Uva¾ujme nyní o vektorovém podprostoru L � Un generovanémsystémem vektorù (b1; : : : ; bm), který nemusí být obe
nì lineárnì nezávislý. Jakzjistíme dimenzi prostoru L? V prakti
ký
h pøíklade
h je ka¾dý vektor zadánpomo
i svý
h slo¾ek v jisté bázi (e1; : : : ; en) vektorového prostoru Un. Systém(b1; : : : ; bm) bude tedy v této bázi zadán mati
í B = ��ji � typu m/n, kde bi =��ji � pro i 2 f1; : : : ;mg ; j 2 f1; : : : ; ng. Hodnost mati
e B se pøitom nezmìní,pøejdeme-li od báze (e1; : : : ; en) k jiné bázi (e01; : : : ; e0n) prostoru Un. (viz úlohaP14, Cvièení 4.1). Dimenze podprostoru L je dána maximálním poètem lineárnìnezávislý
h vektorù systému (b1; : : : ; bm) a je tedy rovna hodnosti mati
e B.Pøedpokládejme, ¾e L1 a L2 jsou vektorové podprostory prostoru Un, potommno¾inu L = L1+L2 = fb 2 Unjb = b1 + b2; b1 2 L1; b2 2 L2g nazveme souètempodprostorù L1 a L2, mno¾inuL0 = [[L1 [ L2℄℄=��kbk + �jaj jk 2 f1; : : : ; rg; j 2 f1; : : : ; sg; (b1; : : : ; br);resp. (a1; : : : ; as) je libovolná báze v L1 resp. L2	 :nazýváme lineárním obalem sjedno
ení L1 [ L2. [[L1 [ L2℄℄ je mno¾ina v¹e
hlineární
h kombina
e vektorù z L1 a L2. Ve Cvièení 4.2 uká¾eme, ¾e pojemsouètu podprostorù L1 a L2 a pojem lineárního obalu jeji
h sjedno
ení splývají,tj. L1 + L2 = L1 [ L2.Poznámka: De�ni
i souètu vektorový
h podprostorù prostoru Un i de�ni
i li-neárního obalu sjedno
ení lze roz¹íøit na libovolný poèet k vektorový
h podpro-storù L1;L2; : : : ;Lk.Vìta 3.3 Ne
h» L je vektorovým podprostorem dimenze k ve Un. Pak existujevektorový podprostor L0 � Un dimenze (n� k) takový, ¾e L\L0 = fog ;L+L0 =Un. Naopak jestli¾e pro podprostory L;L0 � Un platí L\L0 = fog ;L+L0 = Un,je dimL+dimL0 = n. Podprostor L0 se nazývá doplòkem podprostoru L ve Un.



82 3.2. Podprostory vektorový
h prostorùDùkaz:(i) Prvou èást tvrzení doká¾eme tak, ¾e podprostor L0 uvedený
h vlastnostízkonstruujeme. Ne
h» L � Un je podprostorem ve Un, dimL = k. Zvolmelibovolnou bázi (e1; : : : ; ek) v L0. Podle výsledku úlohy P15 Cvièení 4.1existuje soubor vektorù (ek+1; : : : ; en) takový
h, ¾e (e1; : : : ; en) je bázíve Un. Oznaème L0 = [[ek+1; : : : ; en℄℄. Z nezávislosti generují
í
h vektorùvyplývá, ¾e dimL0 = (n� k). Ne
h» b 2 Un je libovolný vektor. Platí b =�1e1+: : :+�kek+�k+1ek+1+: : :+�nen, vektor b je tedy souètem vektorùb1 = �1e1 + : : : + �kek 2 L a b2 = �k+1ek+1 + : : : + �nen 2 L0. Odtudvyplývá, ¾e Un je souètem podprostorù L a L0, tj. L+L0 = Un. Ne
h» dále
 2 L \ L0. Pak 
 2 L a 
 2 L0, tj. 
 = 
1e1 + : : : + 
kek = 
k+1ek+1 +: : : + 
nen odkud 
1e1 + : : : + 
kek ��
k+1� ek+1 + : : : + (�
n) en = o.Vzhledem k lineární nezávislosti vektorù e1; : : : ; en tvoøí
í bázi, musí být
i = 0 pro v¹e
hna i 2 f1; : : : ; ng, tak¾e je 
 = o. Je proto L \ L0 = fog.(ii) Ne
h» pro podprostory L;L0 � Un platí L \ L0 = fog ;L + L0 = Un.Báze v L0 a L0 oznaème (e1; : : : ; ek) a (ek+1; : : : ; er). Vzhledem k tomu,¾e L \ L0 = fog, je systém (e1; : : : ; er) lineárnì nezávislý. Ponìvad¾ jeL+ L0 = Un, je (e1; : : : ; er) bází ve Un, tj. r = n. (Podrobnìji viz Cvièení4.2.) }Vìta 3.4 Ne
h» L1 a L2 jsou podprostory vektorového prostoru Un nad P. Mno-¾iny L1 + L2 = [[L1 [ L2℄℄ a L1 \ L2 s opera
emi sèítání vektorù na násobenívektoru skalárem (pøenesenými - indukovanými z Un) jsou vektorovými podpro-story ve Un a platí dim (L1 + L2) = dimL1 + dimL2 � dim (L1 \ L2)Dùkaz: Provìøení struktury vektorového prostoru u mno¾in L1 +L2, L1 \ L2,[[L1 [ L2℄℄ je veli
e jednodu
hé a bude provedeno v rám
i Cvièení 4.2. Soustøe-díme se proto na dùkaz vztahu pro dimenze podprostorù L1+L2, L1\L2, L1;L2.Oznaème, r = dimL1; s = dimL2;m = dim (L1 + L2) ; k = dim (L1 \ L2)Vzhledem k tomu, ¾e L = L1 \ L2 � L1, je L1 \ L2 vektorovým podprostoremprostoru L1. Podle vìty existuje podprostor L0 dimenze dimL0 = (r � k)takový,¾e L+L0 = L1, L\L0 = fog. Analogi
ky je mo¾né usoudit, ¾e existuje podprostorL00 prostoru L2 dimenze dimL00 = (s� k), pro který L+L00 = L2;L\L00 = fog.Souèet podprostorù L1;L2 lze vyjádøit takto: L1 + L2 = L+ L0 + L00Skuteènì, je-li vektor a 2 L1+L2 pak a = a1+a2, kde a1 2 L1; a2 2 L2. Déleje a1 = 
+a0; 
 2 L; a0 2 L0 a a2 = b+a00; b 2 L; a00 2 L00. Pak a = (
+ b)+a0+a00,kde 
 + b 2 L; a0 2 L0; a00 2 L00, tak¾e a 2 L + L0 + L00. Jestli¾e je naopaka 2 L + L0 + L00, je tvaru a = b + a0 + a00 kde b 2 L; a0 2 L0; a00 2 L00, tj.b + a0 2 L1; a00 2 L2. Odtud a 2 L1 + L2. Uká¾eme, ¾e platí L1 \ L2 = fog:Ne
h» a 2 L0\L00. Ponìvad¾ je L1 = L+L0 a L2 = L+L00, je také a 2 L1; a 2 L2,odkud a 2 L1 \ L2 = L. Vzhledem k tomu, ¾e L \ L0 = L \ L00 = fog, musí býta = o. Vyjádøili jsme tedy prostor L1 + L2 jako souèet prostorù L+ L0 + L00, zni
h¾ ka¾dé dva Mají spoleèný pouze nulový vektor. Jednodu
hým zobe
nìním
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e 83vìty dostáváme vztah m = dim (L1 + L2) = dimL + dimL0 + dimL00 = k +(r � k) + (s� k) = dimL1 + dimL2 + dimL }Pøíklad 1: Uva¾me vektorový prostor Pn (x) v¹e
h polynomù jedné promìnnéx stupnì nejvý¹e (n� 1) s koe�
ienty z pole P (P = R nebo P = C ) (vizúloha P11 Cvièení 4.1) . Je dimPn (x) = n, bází je napøíklad systém poly-nomy �1; x; x2; : : : ; xn�1�. Oznaème L podprostor polynomù promìnné x nej-vý¹e stupnì (k � 1), kde k � n. dimL = k, L = ��1; x; : : : ; xk�1��. DoplòkemL v Pn (x) je podprostor L0 = ��xk; : : : ; xn�1��, tj. podprostor v¹e
h polynomùtvaru P (x) = �kxk + : : :+ �n�1xn�1; �k; : : : ; �n�1 2 P; dimL0 = (n� k).Pøíklad 2: Ve U6 jsou dány podprostory L1;L2L1 = [[(2; 1; 1; 0; 0; 1) ; (2; 2; 1; 1; 0; 0) ; (2;�1; 1;�2; 0; 3)℄℄ ;L2 = [[(0; 1; 0; 1; 0;�1) ; (4; 2; 2; 0; 0; 2) ; (1; 1; 0; 2; 1; 0)℄℄Najdeme dimenzi a bázi jeji
h souètu a prùniku a urèíme jeji
h doplòky veU6. Oznaème L1 + L2 = L, L1 \ L2 = L0.dimL1 = h0�2 1 1 0 0 12 2 1 1 0 02 �1 1 �2 0 31A=h0� 2 1 1 0 0 12 2 1 1 0 0�4 �4 �2 �2 0 01A = 2L1 = [[(2; 1; 1; 0; 0; 1) ; (2; 2; 1; 1; 0; 0)℄℄dimL2 = h0�0 1 0 1 0 �14 2 2 0 0 21 1 0 2 1 0 1A = h0�0 1 0 1 0 �12 2 1 1 0 01 1 0 2 1 01A = 3L2 = [[(0; 1; 0; 1; 0;�1) ; (2; 2; 1; 1; 0; 0) ; (1; 1; 0; 2; 1; 0)℄℄dimL = h0BBBBBB�2 1 1 0 0 12 2 1 1 0 02 �1 1 �2 0 30 1 0 1 0 �14 2 2 0 0 21 1 0 2 1 0
1CCCCCCA = h0BBBBBB� 2 1 1 0 0 12 2 1 1 0 0�4 �4 �2 �2 0 02 2 1 1 0 02 1 1 0 0 11 1 0 2 1 0

1CCCCCCA = 3dimL0 = dimL1 + dimL2 � dimL = 2 + 3� 3 = 2Báze v L1 je tvoøena napøíklada1 = (2; 1; 1; 0; 0; 1) ; a2 = (2; 2; 1; 1; 0; 0) ;báze v L2 vektoryb1 = (0; 1; 0; 1; 0;�1) ; b2 = (2; 2; 1; 1; 0; 0) ; b3 = (1; 1; 0; 2; 1; 0) :



84 3.2. Podprostory vektorový
h prostorùJe tedy a2 = b2; a1 = b2 � b1, , tak¾e L1 je podprostorem v L2. Pak L0 =L1 \L2 = L1 a bází v L0 jsou rovnì¾ vektorya1; a2. L = L1+L2 = L2, bázi v Ltvoøí vektory b1; b2; b3, Oznaèíme-li L0 resp. L00 doplnìk L1 resp. L2 ve U6, pakdimL0 = 4,L0 = [[(0; 0; 0; 1; 0; 0) ; (0; 0; 0; 1; 1; 0) ; (0; 0; 0; 1; 0; 1) ; (1; 1; 0; 2; 1; 0)℄℄dimL00 = 3, L00 = [[(0; 0; 0; 1; 0; 0) ; (0; 0; 0; 1; 1; 0) ; (0; 0; 0; 1; 0; 1)℄℄ :



Kapitola 4Lineární transforma
e
A. Geometri
ké aplika
eVyøe¹ením problému diagonaliza
e symetri
ký
h mati
, tj. problému na-lezení diagonální reprezenta
e symetri
ký
h lineární
h transforma
í v En ,získáváme velmi úèinný aparát pro klasi�ka
i plo
h 2. stupnì v R3 (tzv.kvadrik) a køivek 2. stupnì v R2 (ku¾eloseèek). Pro typ tì
hto plo
h akøivek je toti¾ rozhodují
í kvadrati
ká èást jeji
h kartézské rovni
e, ji¾lze v dané bázi jednoznaènì reprezentovat symetri
kou mati
í. Nalezeníodpovídají
í diagonální reprezenta
e je ekvivalentní urèení takové orto-normální báze v R3 resp. R2 , v ní¾ má kvadrika resp. ku¾eloseèka zvlá¹tìjednodu
hý (kanoni
ký) tvar.4.1 Kanoni
ký tvar kvadrati
ký
h forem na UnNe
h» Un je unitární prostor, ' 2 (Un ;Un) samoadjungovaná transforma
e(vzhledem ke zvolenému skalárnímu souèinu), tj. pro libovolné vektory a;b 2 Unplatí ('(a);b) = (a; '(b)). V ortonormální bázi (e1; : : : ; en) je tato rovnostvyjádøena ve tvaru (�)A(�)T� = (�)AT�(�)T�, kde (�), (�) jsou n-ti
e slo¾ekvektorù a;b v dané bázi, A = AT� je mati
e samoadjungované transforma
e' v té¾e bázi. Kvadrati
kou formou na Un, pøíslu¹nou dané samoadjungovanétransforma
i ' rozumíme zobrazení� : Un 3 a! �(a) = ('(a); a) 2 CKvadrati
kou formu lze 
hápat jako funk
i n promìnný
h, jimi¾ jsou slo¾ky(�1; : : : ; �n) vektoru a 2 Un vzhledem k urèité bázi (e1; : : : ; en) v Un . Je-li Gmati
e skalárního souèinu v dané bázi, pak podle (4.3) platí�(a) = (�)AG(�)T� (4.1)85



86 4.1. Kanoni
ký tvar kvadrati
ký
h forem na Una po rozepsání �(a) = nXi;k;j=1�ki gkj�i�j� (4.2)s pou¾itím obvyklého oznaèení pro prvky mati
 A, G a slo¾ky vektoru a. Mati
iK = AG nazýváme mati
í kvadrati
ké formy v dané bázi. Zjednodu¹ení zápisudosáhneme volbou ortonormální báze, v ní¾ G = E a A = AT�. Pak�(a) = (�)A(�)T� = nXi;j=1�ji�i�j� (4.3)nebo �(a) = nXi=1 �iij�ij2 + nXi;j=1;i<j 2<(�ji�i�j�) (4.4)s vyu¾itím samoadjungovanosti mati
e A. Z 4.4 vyplývá, ¾e kvadrati
ká formajako¾to funk
e promìnný
h (�1; : : : ; �n) nabývá výhradnì reálný
h hodnot.Ne
h» (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n) jsou dvì rùzné báze, T ne
h» je mati
e pøe-
hodu od první z ni
h ke druhé. Podle vztahu 4.1 dostaneme:�(a) = (�)AG(�)T� = (�0)TAG((�0)T)T� = (�0)TAGTT�(�0)T�:V bázi (e1; : : : ; en) má tedy kvadrati
ká forma � mati
iK0 = TAGTT� = TKTT�: (4.5)Ve spe
iálním pøípadì, kdy obì báze jsou ortonormální, je mati
e pøe
hoduunitární, tj. TT� = T�1 a vztah 4.5 lze psát ve tvaruK0 = A0 = TATT� = TAT�1;A0 = TAT�1: (4.6)Z dùkazu vìty (4.20) vyplývá, ¾e pro ka¾dou samoadjungovanou mati
i A lzepodobnostní transforma
i s unitární mati
í volit tak, aby A0 = TAT�1 bylamati
í diagonální. Diagonální prvky mati
e A0 jsou vlastními hodnotami trans-forma
e ' a báze (e01; : : : ; e0n) je tvoøena vlastními vektory transforma
e ' (vìty(4.13), (4.20)). Získaný závìr mù¾eme shrnout v následují
ím teorému:Vìta 4.1 Ne
h» � je kvadrati
ká forma na Un . Existuje ortonormální báze(e1; : : : ; en) v Un taková, ¾e v ní má forma � tvar�(a) = �1j�1j2 + �nj�2j2 + : : :+ �nj�nj2: (4.7)Zápis 4.7 pøedstavuje tzv. kanoni
ký tvar kvadrati
ké formy.Poznámka: Kvadrati
ké formy se obvykle zadávají v ortonormální bázi buïzadáním pøíslu¹né samoadjungované mati
e A, nebo (
o¾ je èastìj¹í pøípad)



Kapitola 4. Lineární transforma
e 87pøímo zápisem 4.3, z neho¾ lze mati
i A urèit. Tuto úmluvu budeme v dal¹í
hkapitolá
h rovnì¾ dodr¾ovat.V pøípadì kvadrati
ký
h forem na euklidovském prostoru En (resp. Rn ),který vede k významným geometri
kým aplika
ím v R3 a R2 , mívá zadání formy� obvykle tvar �(a) = nXi;j=1;i<j 
ijxixj : (4.8)Pak pro mati
i A (symetri
kou) platí �ii = 
ii pro i 2 f1; : : : ; ng, �ij = �ji =12
ij pro i; j 2 f1; : : : ; ng; i < j. Namísto oznaèení a = (�1; : : : ; �n) zde �gu-rují kartézské slo¾ky vektoru a, je¾ jsou obvykle oznaèovány (x1; : : : ; xn), pøíp.(y1; : : : ; yn), v R3 resp. R2 pak (x; y; x) resp. (x; y).Pøíklad 1: Kvadrati
ká forma v R3 zadaná vztahem �(a) = �(x; y; z) = x2 �5xy + 6xz � 7z2 + 8yz (v ortonormální, tj. standardní bázi v R3 ) má mati
iA = 0� 1 � 52 3� 52 0 43 4 �7 1A :Pøíklad 2: Kvadrati
ká forma �(a) = �(x1; x2; x3; x4) v R4 je zadána takto:�(x1; x2; x3; x4) = 2x1x2 + 2x1x3 � 2x1x4 � 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4:Její mati
e A = 0BB� 0 1 1 �11 0 �1 11 �1 0 1�1 1 1 0 1CCAreprezentuje v dané ortonormální bázi symetri
kou lineární transforma
i ', je-jí¾ vlastní hodnoty, urèené rovni
í det(A � �E) = 0, jsou �1 = �2 = �3 = 1,�4 = �3. Ortonormální bází tvoøenou vlastními vektory této transforma
e jenapøíklad systém vektorù e01 = ( 1p2 ; 1p2 ; 0; 0), e02 = ( 1p6 ;� 1p6 ;q 23 ; 0), e03 =(� 12p3 ; 12p3 ; 12p3 ; p32 ), e04 = ( 12 ;� 12 ;� 12 ; 12 ). Slo¾ky vektorù e01; : : : ; e04 jsou za-dány v pùvodní ortonormální bázi (e1; e2; e3; e4). Kanoni
ký tvar kvadrati
kéformy je: �(a) = �(y1; y2; y3; y4) = (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 � 3(y4)2;kde (y1; y2; y3; y4) = (x1; x2; x3; x4) �T�1 = (x1; x2; x3; x4) �TT;



88 4.1. Kanoni
ký tvar kvadrati
ký
h forem na Untj. y1 = 1p2x1 + 1p2x2;y2 = 1p6x1 � 1p6x2 +r23x3;y3 = � 12p3x1 + 12p3x2 + 12p3x3 + p32 x4;y4 = 12x1 � 12x2 � 12x3 + 12x4:Na základì hodnot �1; : : : ; �n, urèují
í
h kanoni
ký tvar 4.7 kvadrati
ké formy,de�nujeme její dal¹í 
harakteristiky. Z vìty (4.21) vyplývá, ¾e hodnoty �1; : : : ; �njsou reálné. Hodností kvadrati
ké formy � nazveme èíslo h = h(A), udávají
íhodnost její mati
e (v libovolné bázi). Oznaème k poèet kladný
h a z po-èet záporný
h 
harakteristi
ký
h koøenù z mno¾iny f�1; : : : ; �ng (vèetnì ná-sobnosti). Rozdíl s = k � z nazýváme signaturou kvadrati
ké formy �. Je-lis = n = dimUn , nazýváme kvadrati
kou formu pozitivnì de�nitní. (Platí proni zøejmì k = h = n, z = 0.) Forma se nazývá negativnì de�nitní pro s = �n(k = 0, z = n = h), pozitivnì semide�nitní pro s = h < n (k = h < n,z = 0), negativnì semide�nitní pro s� h > �n (k = 0, z = h < n) a inde�nitnípro jsj < h. Klasi�ka
e kvadrati
ký
h forem podle pøed
hozí de�ni
e souvisíbezprostøednì s vlastnostmi mno¾iny hodnot, ji
h¾ mohou kvadrati
ké formynabývat.Vìta 4.2 Kvadrati
ká forma � na Un je pozitivnì resp. negativnì de�nitníprávì tehdy, kdy¾ pro ka¾dý vektor a = (�1; : : : ; �n) 2 Un je �(a) � 0 resp.�(a) � 0, pøièem¾ rovnost �(a) = 0 nastává právì tehdy, je-li a = o. Forma �je pozitivnì resp. negativnì semide�nitní právì tehdy, kdy¾ pro libovoný vektora 2 Un platí �(a) � 0 resp. �(a) � 0, pøièem¾ rovnost �(a) = 0 nastane i v ji-ný
h pøípade
h ne¾ pro a = o. Forma � je inde�nitní právì tehdy, kdy¾ nabýváhodnot kladný
h, záporný
h i nulový
h.Dùkaz: Dùkaz plyne bezprostøednì z kanoni
kého tvaru 4.7 kvadrati
ké formy.}Cvièení 4.1(1) Proveïte dùkaz vìty 4.2 zvlá¹» pro ka¾dý z pìti typù kvadrati
ký
h forem.Pro¹etøete zvlá¹» pøípady, kdy �(a) = 0. Doka¾te, ¾e pro semide�nitní formu� je �(a) = 0 , a 2 N('), kde ' je samoadjungovaná transforma
e pøíslu¹náformì �.Návod: Vyjdìte z kanoni
kého tvaru kvadrati
ké formy 4.7: �(a) = �1j�1j2 +: : :+�nj�nj2 a uvìdomte si, ¾e j�ij2 � 0, pøièem¾ rovnost nastane právì pro �i =0. Pro semide�nitní formy o hodnosti h < n urèete tvar v¹e
h n-ti
 (�1; : : : �n),



Kapitola 4. Lineární transforma
e 89pro nì¾ je �(a) = 0. Uka¾te, ¾e pro ka¾dou takovou n-ti
i je (�)D = 0, kdeD = (�iÆji ), i; j 2 f1; : : : ; ng je mati
e kvadrati
ké formy v diagonálním tvaru.Je tedy '(a) = o, tj. a 2 N('). Za pøedpokladu a 2 N(') vyplývá rovnost�(a) = 0 automati
ky z de�ni
e kvadrati
ké formy jako¾to skalárního souèinu('(a); a).(2) Pro samoadjungované transforma
e zadané v úloze (10) 
vièení (4.15) zapi¹teodpovídají
í souøadni
ové vyjádøení kvadrati
ký
h forem a urèete kanoni
kýtvar, hodnost a signaturu tì
hto forem. Proveïte jeji
h klasi�ka
i z hlediskavztahu signatury a hodnosti.Výsledek:a) �(a) = �1�1� + i�1��2 � i�1�2� � �2�2�KT : �(a) = 2�02�02�; n = 2; h = 1; s = 1Forma je pozitivnì semide�nitní.b) �(a) = �1�1� � i�1�3� + �2�2� + i�3�1� + �3�3�KT : �(a) = �02�02� + 2�03�03�; n = 3; h = 2; s = 2Forma je pozitivnì semide�nitní.
) �(a) = 9�1�1� � 2�1�2� � 2�1��2 + 6�2�2�KT : �(a) = 5�01�01� + 10�02�02�; n = 2; h = 2; s = 2Forma je pozitivnì de�nitní.d) �(a) = �1�1� + �1�2� + 3�1�3� + �1��2 + 5�2�2� ++�2�3� + 3�3�1� + �2�3� + �3�3�KT : �(a) = �2�01�01� + 3�02�02� + 6�03�03�; n = 3; h = 3; s = 1Forma je inde�nitní.e) �(a) = �1�2� + �1��2 + i�3�4� � i�3��4KT : �(a) = �01�01� + �02�02� +��03�03� � �04�04�; n = 4; h = 4; s = 0Forma je inde�nitní.f) �(a) = �1�2� + �1�3� � �1�4� + �2�1� � �2�3� + �2�4� ++�3�1� � �3�2� + �3�4� � �4�1� + �4�2� + �4�3�KT : �(a) = �01�01� + �02�02� ++�03�03� � 3�04�04�; n = 4; h = 4; s = 2



90 4.1. Kanoni
ký tvar kvadrati
ký
h forem na UnForma je inde�nitní.g) �(a) = �1�1� � �1�2� � �2�1� + �2�2� ���3�3� + �3�4� + �4�3� � �4�4�KT : �(a) = �2�03�03� + 2�04�04�; n = 4; h = 2; s = 0Forma je inde�nitní.h) �(a) = 4�1�3� + �1�4� + �2�3� + 4�2�4� ++4�3�1� + �3�2� + 2�4�1� + 4�4�2�KT : �(a) = 5�01�01� � 5�02�02� + 3�03�03� � 3�04�04�; n = 4; h = 4; s = 0Forma je inde�nitní.i) �(a) = �1�2� + �2�1� + �3�4� + �4�3�KT : �(a) = �01�01� + �02�02� � �03�03� � �04�04�; n = 4; h = 4; s = 0Forma je inde�nitní.j) �(a) = �1�1� + �1�2� � �1�4� + �2�1� + �2�2� � �2�3� ���3�2� + �3�3� + �3�4� � �4�1� + �4�3� + �4�4�KT : �(a) = �01�01� + �02�02� � �03�03� + 3�04�04�; n = 4; h = 4; s = 2Forma je inde�nitní.k) �(a) = 2�1�1� � 2�1�2� � 2�2�1� + �2�2� � 2�2�3� � 2�3�2�KT : �(a) = �01�01� � 2�02�02� + 4�03�03�; n = 3; h = 3; s = 1Forma je inde�nitní.l) �(a) = �1�1� � 2�1�2� � 2�2�1� + 2�2�2� ��2�2�3� � 2�3�2� + 3�3�3�KT : �(a) = ��01�01� + 2�02�02� + 5�03�03�; n = 3; h = 3; s = 1Forma je inde�nitní.m) �(a) = 2�1�1� � 2�1�2� + �1�4� � 2�2�1� + 2�2�2� + �2�3� ++�3�2� + 2�3�3� � 2�3�4� + �4�1� � 2�4�3� + 2�4�4�KT : �(a) = �01�01� � �02�02� + 5�03�03� + 3�04�04�; n = 4; h = 4; s = 2



Kapitola 4. Lineární transforma
e 91Forma je inde�nitní.n) �(a) = 3�1�1� + 2�1�2� + 2�2�1� + 4�2�2� ��2�2�3� � 2�3�2� + 5�3�3�KT : �(a) = �01�01� + 4�02�02� + 7�03�03�; n = 3; h = 3; s = 3Forma je pozitivnì de�nitní.o) �(a) = 5�1�1� � 2�1�2� � 2�1�3� � 2�2�1� ++6�2�2� � 2�3�1� + 4�3�3�KT : �(a) = 2�01�01� + 5�02�02� + 8�03�03�; n = 3; h = 3; s = 3Forma je pozitivnì de�nitní.p) �(a) = �1�1� � 2�1�2� + 2�1�3� � 2�2�1� � 2�2�2� ++4�2�3� + 2�3�1� + 4�3�2� � 2�3�3�KT : �(a) = 2�01�01� + 2�02�02� � 7�03�03�; n = 3; h = 3; s = 1Forma je inde�nitní.(3) Ne
h» �, � jsou kvadrati
ké formy na Un a ne
h» forma � je pozitivnì de�nitní.Uka¾te, ¾e existuje báze (e1; : : : ; en) v Un taková, ¾e v ní obì zadané formy majíkanoni
ký tvar. (Báze (e01; : : : ; e0n) nemusí být nutnì ortonormální.)Návod: Je-li � pozitivnì de�nitní kvadrati
ká forma, pak existuje taková or-tonormální báze (e1; : : : ; en), ¾e v ní platí �(a) = �1j�1j2 + : : : + �nj�nj2, kde�1; : : : ; �n > 0. V této bázi má kvadrati
ká forma � tvar �(a) = (�)A(�)T�, kdeA je samoadjungovaná mati
e. Zvolte nyní bázi (e001 ; : : : ; e00n) tak, aby v ní forma� byla dána zápisem �(a) = j�001 j2 + : : : + j�00nj2. Jaká je odpovídají
í mati
epøe
hodu T? Uka¾te, ¾e v bázi (e001 ; : : : ; e00n) je mati
e A00 = TATT� formy �rovnì¾ samoadjungovaná. Existuje tedy unitární mati
e Q taková, ¾e QA00QT�je diagonální mati
e, tak¾e v bázi (e01; : : : ; e0n), pro ni¾ e0i =Pnj=1 qji e00j má forma� kanoni
ký tvar. Urèete mati
i formy � v bázi (e01; : : : ; e0n) a zjistíte, ¾e � jev uvedené bázi rovnì¾ v kanoni
kém tvaru.4.2 Klasi�ka
e kvadrik a ku¾eloseèekVýsledky získané v odstav
i 4.1 pro kvadrati
ké formy na Un nyní aplikujemena pøípad euklidový
h prostorù R3 a R2 a vyu¾ijeme ji
h pøi klasi�ka
i plo
h akøivek druhého supnì (tzv. kvadrik a ku¾eloseèek). Budeme pra
ovat výhradnìv ortonormální
h bází
h v R2 a R3 (v tzv. kartézský
h soustavá
h souøadni




92 4.2. Klasi�ka
e kvadrik a ku¾eloseèek(P ; e1; e2; e3) zadaný
h poèátkem P a ortonormální bází (e1; e2; e3)). Skalárnísouèin v R2 a R3 je zaveden v souhlasu s euklidovskou geometrií, tj. (a;b) =jajjbj 
os � (a;b) pro libovolné vektory a, b.Mno¾ina K v¹e
h bodù X v R3 resp. (R2 ), jeji
h¾ kartézské (té¾ standardní)souøadni
e x; y; z resp. (x; y) vyhovují rovni
ik(X) = k(x; y; z) = �11x2 + 2�21xy + 2�31xz + �22y2 + 2�32yz++�33z2 + �2x+ �2y + �3z + 
 = 0 (4.9)resp: k(X) = k(x; y) = �11x2 + 2�21xy�22y2 + �1x+ �2y + 
 = 0V ní¾ alespoò jedno z èísel �ji 6= 0, se nazývá kvadrika resp. ku¾eloseèka.Poznámka: Rovni
e 4.9 mohou zahrnovat i tzv. degenerované pøípady, napøí-klad v R2 : x2 = 0 (rovni
e osy y), x2+y2 = 0 (této rovni
i vyhovuje jen poøáteksoustavy souøadni
, x2 + y2 + 1 = 0 (této rovni
i nevyhovuje ¾ádný bod v R2 ).Chápejme nyní souøadni
e (�) = (x; y; z) resp. (x; y) jako slo¾ky vektoru a =X�P , a 2 R3 resp. R2 (pøièem¾ prostor R3 resp. R2 je pevnì umístìn v poèátkusoustavy souøadni
 P ). Dal¹í úvahy povedeme pro kvadriku. Rovni
i kvadriky4.9 pøepí¹eme takto:k(x; y; z) = k(a) = (�)A(�)T + (�)B+ 
 = �(a) + �(a) + 
 = 0 (4.10)V tomto vztahu je � kvadrati
ká forma na R3 , reprezentovaná v dané standardníbázi symetri
kou mati
í A = (�ji ), i; j 2 f1; 2; 3g, � je lineární forma na R3 ,reprezentovaná mati
í B = (�j), j 2 f1; 2; 3g.Poznámka: Lineární formou na vektorovém prostoru Vn rozumíme zobrazení� : Vn 3 a ! �(a) 2 C resp. (R) s vlastnostmi �(a + b) = �(a) + �(b),�(�a) = ��(a) pro libovolné vektory a;b 2 Vn a libovolné èíslo � 2 C resp.R. V na¹em pøípadì je Vn = R3 . Ve zvolené bázi (e1; : : : ; en) ve Vn je a =Pni=1 �iei a �(a) = Pni=1 �i�(ei) = Pni=1 �i�i = (�)(�), kde (�) je sloup
ovámati
e reprezentují
í lineární formu v dané bázi. Podrobnìji viz odstave
 (5.1)Aby
hom získali názornou geometri
kou pøedstavu o tom, jak vypadá plo
hav R3 (resp. køivka v R2 ) reprezentovaná rovni
í 4.10, potøebujeme najít tako-vou ortonormální bázi v R3 (resp. R2 ), v ní¾ má levá strana rovni
e 4.10 
onejjednodu¹¹í tvar. Výrazné zjednodu¹ení nabízí vìta 4.7, podle ní¾ existujev R3 taková ortonormální báze (e01; e02; e03), ¾e v ní má kvadrati
ká forma � ka-noni
ký tvar. V kartézské soustavì souøadni
 (P ; e01; e02; e03), spojené s bodemP , má tedy rovni
e kvadriky tzv. seminormální tvar�1x02 + �2y02 + �3z02 + �01x0 + �02y0 + �03z0 + 
 = 0 (4.11)Skuteènì, je-li T mati
e pøe
hodu od pùvodní báze (e1; e2; e3 k bázi (e01; e02; e03),pak k(a) = (�0)TATT(�0)T + (�0)TB+ 
;
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e 93kde TATT = 0� �1 0 00 �2 00 0 �3 1A a B0 = TB = 0� �01�02�02 1A :Dal¹í zjednodu¹ení rovni
e 4.11 se mù¾e týkat ji¾ jen lineární formy s abso-lutním èlenem. Pøipadají tedy v úvahu pouze takové transforma
e soustavysouøadni
, které pone
hávají kvadrati
kou formu � v kanoni
ké tvaru, tj. mìnípouze poèátek soustavy souøadni
 pøi za
hování vektorù báze. Tìmito transfor-ma
emi jsou transla
e (posunutí). Pøe
hod od soustavy souøadni
 (P ; e01; e02; e03)k (P 0; e01; e02; e03) je algebrai
ky popsán rovni
emia = t+ b;kde a = X � P = (�0) = (X 0; Y 0; Z 0), b = X � P 0 = (�00) = (X 00; Y 00; Z 00),t = P 0 � P = (x0; y0; z0) = (�0).V¹imnìme si nyní obe
nì transformaèní
h vlastností kvadrati
ké a lineárníformy pøi transla
i. Vyu¾ijeme toho, ¾e de�ni
e kvadrati
ké formy svazuje tutoformu s urèitou symetri
kou lineární transforma
í v R3 :�(a) = ('(a); a) = ('(t + b); t+ b) = ('(b); b) + ('(t); t) + 2('(b); t)�(a) = �(t+ b) = �(t) + �(b)�(a) = (�0)A0(�0)T = (�00)A0(�00)T + (�0)A0(�0)T + 2(�00)A0(�0)T == (�00)A0(�00)T + (�00)2A0(�0)T + (�0)A0(�0)T�(a) = (�0)B0 = (�00)B0 + (�0)B0Jestli¾e je troji
e souøadni
 (�00) = (X 00; Y 00; Z 00) pova¾ována za promìnné atroji
e (�0), zadávají
í translaèní vektor t, za konstanty, pak vidíme, ¾e pøitransla
i pøejde kvadrati
ká forma v souèet kvadrati
ké formy, lineární formy aèísla, zatím
o lineární forma v souèet lineární formy a èísla.Levá strana rovni
e kvadriky bude mít tedy v souøadni
ové soustavì (P 0; e01; e02; e03)tvark(X) = (�00)A0(�00)T + (�00)[B0 + 2A0(�0)T℄ + [4(�0)B0 + (�0)A0(�0)T℄ == �(b) + �0(b) + 
0 (4.12)Tento vztah platí obe
nì. Je-li v¹ak vý
hozím tvarem tvar seminormální, pakkvadrati
ká forma � je reprezentována mati
íD = A0 = TATT = 0� �1 0 00 �2 00 0 �3 1A = (�iÆij); i; j = f1; 2; 3g:Pro lineární formu �0 je �0(b) = �(b) + 2('(b); t) a forma �0 je reprezentovánamati
íB00 = B0 + 2A0(�0)T = TB+ 2TATT(�0)T = TB+ 20� �1x0�2y0�3z0 1A :
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e kvadrik a ku¾eloseèekÈíslo 
0 =p
 + (�0)B0 + (�0)A0(�0)T = 
 + (�0)TB+ �1x20 + �2y20 + �3z20 .Podle 4.11 je 
0 = k(t). Rovni
i kvadriky po transla
i tedy zapí¹eme jakok(X) = (�00)D(�00)T + (�00)[TB+ 2D(�0)T℄ ++[
 + (�0TB+ (�0)D(�0)T℄ = 0k(X) = �1x002 + �2y002 + �3z002 + (�01 + 2�1x0)x00 ++(�02 + 2�2y0)y00 + (�03 + 2�3z0)z00 + k(P 0) = 0 (4.13)Rozborem tohoto vztahu nyní zjistíme, jak je nutno transla
i t = (x0; y0; z0) vo-lit, aby vedla k dal¹ímu zjednodu¹ení rovni
e kvadriky. Výsledky souvisí s hod-ností formy �.(i) Ne
h» h = 3, tj. �1; �2; �3 6= 0: Pak mati
e D je regulární a v rovni
i 4.13lze volbou (�0)T = �12D�1TB = �12D�1B0 (4.14)dosáhnout anulování lineární formy ve vztahu 4.13 a rovni
e kvadriky mápak v soustavì souøadni
 (P 0; e01; e02; e03) tvark(X) = (�00)D(�00)T + k(P 0) = 0tj: k(X) = �1x002 + �2y002 + �3z002 + � = 0; (4.15)kde � = 
��1x02��2y02��3z02. Expli
itní vyjádøení souøadni
 x0; y0; z0bodu P 0 v soustavì (P ; e01; e02; e03):x0 = � 12�1 3Xj=1 � j1�j = � �12�1 ; y0 = � 12�2 3Xj=1 � j2�j = � �22�2 ;z0 = � 12�3 3Xj=1 � j3�j = � �32�3 : (4.16)(ii) Ne
h» h = 2. Oèíslujeme hodnoty �1; �2; �3 tak, aby �1; �2 6= 0, �3 = 0.Pøedpokládejme, ¾e �03 =P3j=1 � j3�j 6= 0. Volbou x0; y0 podle vztahu 4.16dosáhneme vymizení lineární
h èlenù obsahují
í
h x-ovou a y-ovou sou-øadni
i bodu kvadriky, volbou z0 = 1P3j=1 �j3�j (
+�1x02+�2z02) = 1�03 (
+�1x02+�2y02) dosáhneme vymizení absolutního èlemu. pak v (P 0; e01; e02; e03)platí k(X) = �1x002 + �2y002 + �03z00 = 0: (4.17)(iii) Ne
h» �1; �2 6= 0, �3 = 0, �03 =P3j=1 � j3�j = 0. Polo¾íme opìt souøadni
ex0; y0 rovny výrazùm ve vztahu 4.16, z0 je libovolné. Pakk(X) = �1x002 + �2y002 + � = 0; (4.18)kde jsme oznaèili � = 
 � �1x02 � �2y02.
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e 95(iv) Ne
h» h = 1, �1 6= 0, �2 = �3 = 0, �03P3j=1 � j3�j 6= 0 nebo �02 =P3j=1 � j2�j 6= 0. Volíme x0 opìt podle vztahu 4.16. Rovni
e kvadriky pøe-jde na tvark(X) = �1x002 + �02y00 + �03z00 + (
 � �1x02 � �02y0 � �03z0) = 0:Je-li alespoò jedno z èísel �02; �03 rùzné od nuly, lze volit y0 nebo z0 tak, abyabsolutní èlen v rovni
i kvadriky byl nulový, tj. buï y0 = 1�02 (
 � �1x02 ��03z0), z0 libovolné, nebo z0 = 1�03 (
 � �1x02 � �02y0), y0 libovolné. Po tétoúpravì pøejde rovni
e kvadriky na tvark(X) = �1x002 + �02y00 + �03z00 = 0:Dále je mo¾né najít kartézskou soustavu souøadni
 (P 0; e01; e002 ; e003) tak,aby z rovni
e kvadriky vymizel buï èlen s y-ovou nebo èlen se z-ovousouøadni
í.Mati
e T0, která zaji¹»uje pøe
hod (P 0; e01; e02; e03) ! (P 0; e01; e002 ; e003), mátvar T0 = 0� 1 0 00 
os� sin�0 � sin� 
os� 1Aa kvadrika má v soustavì souøadni
 (P 0; e01; e002 ; e003) rovni
ik(X) = �2x0002 + y000(�02 
os�+ �03 sin�) + z000(��02 sin�+ �03 
os�) = 0:Vzhledem k tomu, ¾e alespoò jedno z èísel �02; �03 je nenulové, lze úhel �zvolit tak, aby jeden z koe�
ientù u y000; z000 byl roven nule. Je-li napøíklad��02 sin�+ �03 
os� = 0, pakk(X) = �2x0002 + �y000 = 0; (4.19)kde � = �02 
os�+ �03 sin� =q�022 + �032.(v) Ne
h» �1 6= 0, �2 = �3 = 0, �02 = �03 = 0. Pøi volbì x0 podle vztahu 4.16do
ílíme následují
ího tvaru rovni
e kvadrikyk(X) = �1x002 + � = 0; (4.20)kde � = 
 � �1x02.Diskuse vztahu 4.13 pro pøípad ku¾eloseèek je obdobná. Klasi�ka
i kvadrik aku¾eloseèek lze tedy v prvé fázi provádìt na základì následují
ího tvrzení, kterébezprostøednì vyplývá z vý¹e uvedeného rozboru.Vìta 4.3 Ne
h» K je kvadrika v R3 . Existuje taková kartézská soustava souøad-ni
 v R3 , ¾e v ní má rovni
e kvadriky K právì jeden z následují
í
h tvarù:
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e kvadrik a ku¾eloseèek(i) k(X) = �1x2 + �2y2 + �3z2 + � = 0; �1; �2; �3 6= 0, �1; �2; �3; � 2 R,(ii) k(X) = �1x2 + �2y2 + �z = 0; �1; �2; � 6= 0, �1; �2; � 2 R,(iii) k(X) = �1x2 + �2y2 + � = 0; �1; �2 6= 0, �1; �2; � 2 R,(iv) k(X) = �1x2 + �y = 0; �1; � 6= 0, �1; � 2 R,(v) k(X) = �1x2 + � = 0; �1 6= 0, �1; � 2 R.Ne
h» K je ku¾eloseèka v R2 . Existuje taková kartézská soustava souøadni
 v R2 ,¾e v ní má rovni
e ku¾eloseèky K právì jeden z následují
í
h tvarù:(i) k(X) = �1x2 + �2y2 + � = 0; �1; �2 6= 0, �1; �2; � 2 R,(ii) k(X) = �1x2 + �y = 0 �1; � 6= 0, �1; � 2 R,(iii) k(X) = �1x2 + � = 0 �1 6= 0, �1; � 2 R.Tvary ku¾eloseèek resp. kvadrik uvedené ve vìtì 4.3 nazýváme normálními tvaryrovni
 ku¾eloseèek resp. kvadrik.Pøíklad 3: Pro ku¾eloseèku K v R2 , zadanou rovni
í k(X) = 9x2�4xy+6y2+6x � 8y + 2 = 0 v kartézské soustavì souøadni
 (P ; e1; e2), urèíme soustavusouøadni
 (P 0; e01; e02), v ní¾ má rovni
e ku¾eloseèky normální tvar.V souhlasu s oznaèením v textu jeA = � 9 �2�2 6 � ; B = � 6�8 � ; 
 = 2:Vlastní hodnoty symetri
ké transforma
e ' reprezentované v dané bázi mati
íA jsou �1 = 10, �2 = 5, ortonormální báze tvoøená vlastními vektory této trans-forma
e je (e01; e02), kde e01 = (� 2p5 ; 1p5 ), e02 = ( 1p5 ; 2p5 ). Mati
e T pøe
hodu odbáze (e1; e2) k bázi (e01; e02) jeT =  � 2p5 1p51p5 2p5 ! :Pak B0 = TB =  � 20p5� 10p5 !, D = TATT = � 10 00 5 �. V soustavì souøadni
(P ; e01; e02) má ku¾eloseèka seminormální tvar10x02 + 5y02 � 20p5x0 � 10p5y0 + 2 = 0:Ponìvad¾ je �1; �2 6= 0, lze volit transla
i tak, aby nový poèátek soustavy sou-øadni P 0 mìl souøadni
e (�0) = (x0; y0) urèené vztahem� x0y0 � = �12D�1TB =  1p51p5 ! :
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e 97Pak � = 
 � �1x02 � �2y02 = �1, tak¾e normální tvar ku¾eloseèky je typu (i):10x002 + 5y002 � 1 = 0v soustavì souøadni
 (P 0; e01; e02), kde P 0 = ( 1p5 ; 1p5 ) �  � 2p5 1p51p5 2p5 !, e01 =(� 2p5 ; 1p5 ), e02 = ( 1p5 ; 2p5 ) (v¹e v bázi (P ; e1; e2)).DOPLNIT OBRAZEK SITUACE!Konkrétní tvar kvadriky nebo ku¾eloseèky se øídí hodnotami èísel �; b; �; �; 
vystupují
í
h v normálním tvaru a znaménky èísel �1; �2; �3.Vìta 4.4 Normální tvary kvadrik zahrnují tyto mo¾nosti:(i1) x2a2 + y2b2 + z2
2 + 1 = 0 imaginární elipsoid(i2) x2a2 + y2b2 + z2
2 � 1 = 0 reálný elipsoid(i3) x2a2 + y2b2 � z2
2 + 1 = 0 dvojdílný hyperboloid(i4) x2a2 + y2b2 � z2
2 � 1 = 0 jednodílný hyperboloid(i5) x2a2 + y2b2 + z2
2 = 0 imaginární ku¾el(i6) x2a2 + y2b2 � z2
2 = 0 reálný ku¾el(ii1) x2p + y2q � 2z = 0; p; q > 0 elipti
ký paraboloid(ii2) x2p � y2q � 2z = 0; p; q > 0 hyperboli
ký paraboloid(iii1) x2a2 + y2b2 + 1 = 0 imaginární elipti
ký vále
(iii2) x2a2 + y2b2 � 1 = 0 reálný elipti
ký vále
(iii3) x2a2 � y2b2 � 1 = 0 hyperboli
ký vále
(iii4) x2a2 + y2b2 = 0 imaginární dvoji
e rùznobì¾ný
h rovin(iii5) x2a2 � y2b2 = 0 reálná dvoji
e rùznobì¾ný
h rovin(iv1) x2 � 2py = 0; p > 0 paraboli
ký vále
(v1) x2 + a2 = 0 imaginární dvoji
e rovnobì¾ný
h rovin(v2) x2 � a2 = 0 reálná dvoji
e rovnobì¾ný
h rovin(v3) x2 = 0 dvojná rovinaNormální tvary ku¾eloseèky zahrnují tyto mo¾nosti:(i1) x2a2 + y2b2 + 1 = 0 imaginární elipsa(i2) x2a2 + y2b2 � 1 = 0 reálná elipsa(i3) x2a2 � y2b2 � 1 = 0 hyperbla(i4) x2a2 + y2b2 = 0 imaginární dvoji
e rùznobì¾ný
h pøímek(i5) x2a2 � y2b2 = 0 reálná dvoji
e rùznobì¾ný
h pøímek(ii1) x2p � 2y = 0; p > 0 parabola(iii1) x2 + a2 = 0 imaginární dvoji
e rovnobì¾ný
h pøímek(iii2) x2 � a2 = 0 reálná dvoji
e rovnobì¾ný
h pøímek(iii3) x2 = 0 dvojná pøímka
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e kvadrik a ku¾eloseèekDùkaz: Vìtu 4.4 snadno doká¾eme rozborem v¹e
h mo¾ností znamének èísel�1; �2; �3 a hodnot èísel �; �; �; �; �. }Poznámka: V¹imnìme si, ¾e název þimaginárníÿ pøíslu¹í tìm rovni
ím kvadriknebo ku¾eloseèek, jim¾ nevyhovuje ¾ádný bod v R3 nebo R2 .Poznámka: Snadno lze ukázat, ¾e øezy kvadrik souøadni
ovými rovinami neborovinami s nimi rovnobì¾nými jsou ku¾eloseèky. Z tvaru tì
hto øezù vyplývánázvosloví pro kvadriky.Poznámka: Názvosloví pro kvadriky uvedené ve vìtì 4.4 je si
e bì¾nì zavedené,správnì by se v¹ak mìlo napø. místo reálný elipsoid øíkat reálná elipsoidálnípro
ha apod., vzhledem k tomu, ¾e jde skuteènì o plo
hy v R3 , nikoli o tìlesa.DOPLNIT OBRÁZKY TÌLESCvièení 4.2(1) Proveïte podrobný rozbor vztahu 4.13 pro pøípad ku¾eloseèky v R2 a doka¾tetak vìtu 4.3 pro ku¾eloseèky.Návod: Sledujte rozbor provedený v textu pro pøípad kvadriky a aplikujte jejna pøípad ku¾eloseèky tak, ¾e vypustíte èleny obsahují
í z-ové souøadni
e.(2) Proveïte podrobnì dùkaz vìty 4.4 nejprve pro ku¾eloseèky, potom pro kvadriky.Zjistìte, jaké útvary jsou øezy kvadrik rovinami rovnobì¾nými se souøadni
o-vými rovinami.Návod: U ku¾eloseèek i kvadrik rozeberte v¹e
hny mo¾nosti znamének èísel�1, �2 (�1, �2, �3) i v¹e
hny mo¾nosti znamének �, �, �, (�, �, �, �, �) vèetnìmo¾nosti nulový
h hodnot pro nìkteré z ni
h. Za úèelem klasi�ka
e øezù kvadrikrovinami rovnobì¾nými s rovinami soustavy souøadni
 øe¹te rovni
e kvadrikspolu s rovni
emi x =kons. resp. y =konst., resp z =konst.(3) V následují
í
h pøípade
h najdìte kartézskou soustavu souøadni
, v ní¾ má kvad-rika nebo ku¾eloseèka normální tvar. Urèete, o jakou kvadriku nebo ku¾eloseèkuse jedná.a) 6xy + 8y2 � 12x� 26y + 11 = 0 v R2b) x2 + 2xy + y2 � 8x+ 4 = 0 v R2
) x2 + 5y2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz � 2x+ 6y + 2z = 0 v R3d) 4x2 + 2xy + 2xz � 2y2 + 5yz � 2z2 � 22x� 19y + 8z + 1 = 0 v R3e) x2 + 4xy + y2 + 2x+ 1 = 0 v R2
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e 99f) 2x2 + 5xy � 3y2 + x+ 10y � 3 = 0 v R2g) 4x2 + y2 � 4z2 � 8x+ 4y + 24z � 32 = 0 v R3h) 6x2 � 4xy � 4xz + 7y2 + 5z2 � 36 = 0 v R3i) 2x2 + 2xy + 2y2 � 5z2 � 2x� 4y � 4z + 2 = 0 v R3j) x2 + 4xy � 10xz � 2y2 + 4yz + z2 + 2x+ 4y � 10z � 1 = 0 v R3k) x2 + 2xy + 6xz + 5y2 + 2yz + z2 � 2x+ 6y + 2z = 0 v R3l) x2 + 2xy + y2 + 1 = 0 v R2m) 2x2 � 3xy � 2y2 + x+ 3y � 1 = 0 v R3n) 4x2 + 4xy + y2 + 2x+ y � 2 = 0 v R2Výsledek:a) 9x2 � y2 � 9 = 0) x2 � y23 � 1 = 0, hyperbolae01 = ( 1p10 ; 3p10 ), e02 = (� 3p10 ; 1p10 ), P 0 = (2;�1) v (P ; e1; e2)b) x2 + 2p2y = 0, parabolae01 = ( 1p2 ; 1p2 ), e02 = (� 1p2 ;+ 1p2 ), P 0 = (1; 1) v (P ; e1; e2)
) 3x2 + 6y2 � 2z2 + 1 = 0, jednodílný hyperboloide01 = ( 1p3 ;� 1p3 ; 1p3 ), e02 = ( 1p6 ; 2p6 ; 1p6 ), e03 = (� 1p2 ; 0; 1p2 ), P 0 = ( 13 ; 23 ;� 23 )v (P ; e1; e2; e3)d) x2 � y2 � 2 = 0, hyperboli
ký vále
e01 = ( 43p2 ; 13p2 ; 13p2 ) e02 = (0; 1p2 ;� 1p2 ), e03 = (� 13 ; 23 ; 23 ), P 0 = ( 229 ; 89 ; 199 )v (P ; e1; e2; e3)e) 9x2 � 3y2 + 4 = 0, hyperbolae01 = ( 1p2 ; 1p2 ), e02 = (� 1p2 ; 1p2 ), P 0 = ( 13 ;� 23 ) v (P ; e1; e2)f) (5p2� 1)x2 � (5p2 + 1)y2 = 0, reálná dvoji
e rùznobì¾ný
h pøímeke01 = ( 1+p2p4+2p2 ; 1p4+2p2 ) e02 = ( 1�p2p4�2p2 ; 1p4�2p2 ), P 0 = (� 87 ; 57 ) v (P ; e1; e2)g) 4x2 + y2 � 4z2 � 4 = 0, jednodílný hyperboloidP 0 = (1;�2; 3) v (P; e1; e2; e3), e0i = ei, i = 1; 2; 3h) 3x2 + 2y2 + z2 � 12 = 0, reálný elipsoide01 = ( 23 ;� 23 ;� 13 ); e02 = ( 13 ; 23 ;� 23 ), e03 = ( 23 ; 13 ; 23 ), P 0 = (0; 0; 0) v (P ; e1; e2; e3)i) 15x2 + 5y2 � 25z2 + 4 = 0, dvojdílný hyperboloide01 = ( 1p2 ; 1p2 ; 0), e02 = (� 1p2 ; 1p2 ; 0), e03 = (0; 0; 1), P 0 = (0; 1; 25 ) v (P ; e1; e2; e3)j) 3x2 � 3y2 � 1 = 0, hyperboli
ký vále
e01 = (� 1p2 ; 0; 1p2 ), e02 = ( 1p3 ;� 1p3 ; 1p3 ), e03 = ( 1p6 ; 2p6 ; 1p6 ), P 0 = (� 56 ; 13 ; 0)v (P ; e1; e2; e3)k) 6x3 + 3y2 � 2z2 � 1 = 0, jednodílný hyperboloide01 = ( 1p6 ; 2p6 ; 1p6 ), e02 = ( 1p3 ;� 1p3 ; 1p3 ), e03 = ( 1p2 ; 0;� 1p2 ), P 0 = (� 13 ;� 23 ; 23 )v (P ; e1; e2; e3)



100 4.3. Invarianty kvadrik a ku¾eloseèekl) 2x2 + 2 = 0, imaginární dvoji
e rovnobì¾ný
h pøímeke01 = ( 1p2 ; 1p2 ), e02 = (� 1p2 ; 1p2 ), P 0 = (0; 0) v (P ; e1; e2)m) x2 � y2 = 0, reálná dvoji
e rùznobì¾ný
h pøímeke01 = ( 3p10 ;� 1p10 ), e02 = ( 1p10 ;� 1p10 ), P 0 = ( 15 ; 35 ) v (P ; e1; e2n) 20x2 � 9 = 0, reálná dvoji
e rovnobì¾ný
h pøímeke01 = ( 2p5 ; 1p5 ), e02 = (� 1p5 ; 2p5 ), P 0 = (� 15 ;� 110 ) v (P ; e1; e2)4.3 Invarianty kvadrik a ku¾eloseèekFunk
e koe�
ientù rovni
e kvadriky resp. ku¾eloseèky, které se nemìní pøi pøe-
hodu od jedné kartézské soustavy souøadni
 ke druhé, se nazývají invariantykvadriky resp. ku¾eloseèky. Funk
e koe�
ientù rovni
e kvadriky resp. ku¾elo-seèky, které se nemìní pøi pøe
hodu od jedné kartézské soustavy souøadni
 kedruhé nezahrnují
ím transla
i, se nazývají semiinvarianty kvadriky resp. ku¾e-loseèky. Platí pro nìF (�11; �21; : : : ; �33; �1; �2; �3; 
) = F (�110; �210; : : : ; �330; �10; �20; �30; 
0):Vìta 4.5 FunkeI1 = �11 + �22 = trA; I2 = detA; I3 = det0� �11 �21 12�1�21 �22 12�212�1 12�2 
 1Ajsou invarianty ku¾eloseèky, funk
eK1 = det� �11 12�112�1 
 �+ det� �22 12�212�2 
 �je jejím semiinvariantem.Pro ku¾eloseèky typu (iii) je K1 rovnì¾ invariantem.Dùkaz: Ne
h» k(a) = (�)A(�)T + (�)B+ 
 je rovni
e ku¾eloseèky.Pøi transforma
i souøadni
 (P ; e1; e2)! (P ; e01; e02) popsané ortogonální ma-ti
í T, platí k(a) = (�0)TAT�1(�0)T + (�0)TB + 
 = (�0)A0(�0)T + (�0)B0 +
. Oznaème I1 = P1i=1 �ii = trA (stopa mati
e A). Pak I 01 = P2i=1 �ii0 =P2i;j;k=1 � ji �kj�ik = P2j;k=1 �kj P2i=1 � ji �ik = P2j;k=1 �kj Æjk = P2j=1 �jj = I1.(Pozn.: invariantnost stopy mati
e pøi podobnostní transforma
i je vlastnostímati
 libovolného øádu n.) Funk
e I1 je tedy invariantem kvadriky vzhledemk transforma
i souøadni
 (P ; e1; e2)! (P ; e01; e02).Dále platí: I 02 = detA0 = det(TAT�1) = detA = I2. Funk
e I2 je rovnì¾invariantem ku¾eloseèky vzhledem k uva¾ované transforma
i souøadni
.Doká¾eme nyní invariantnost funk
e I3. Zaveïme následují
í oznaèení, po-mo
í nìho¾ pøejdeme k úvahám v R3 : (�) = (x; y; 1) pro (�) = (x; y),A = 0� �11 �21 0�21 �22 00 0 0 1A ; B = 0� 0 0 12�10 0 12�212�1 12�2 0 1A ; G = 0� 0 0 00 0 00 0 
 1A :
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e 101Pøímým výpoètem snadno ovìøíme, ¾e platí (�)A(�)T = (�)A(�)T, (�)B =(�)B(�)T, 
 = (�)G(�)T. Proto lze psátk(a) = (�)(A + B + G)(�)T = 0; A+ B + G = 0� �11 �21 12�1�21 �21 12�212�1 12�2 
 1A :De�nujme transforma
i mezi kartézskými soustavami souøadni
 (P ; e1; e2; e3)!(P ; e01; e02; e03) v R3 pomo
í ortogonální mati
eT = 0� �11 �21 0�12 �22 00 0 1 1A :Opìt pøímým výpoètem zjistíme, ¾e A0 = T AT �1, B0 = T BT �1, G0 = T GT �1.Pak k(a) = (�0)T (A+ B+G)T �1(�0)T = 0. Z rovnosti det(T (A+B+G)T �1) =det(A+B+G) vyplývá invariantnost funk
e I3 vzhledem k pøe
hodu (P ; e1; e2)!(P ; e01; e02).Zbývá dokázat invariantnost funk
e K1 vzhledem k uva¾ované transforma
isoustavy souøadni
. Funk
e K1 je dána souètem algebrai
ký
h doplòkù prvkù�22 resp. �11 v mati
i M = A + B + G. Algebrai
kým doplòkem prvku 
 jeinvariant I2. K dùkazu invariantnosti funk
e K1 tedy postaèí dùkaz invariant-nosti funk
e K1 + I2, která je, jak vyplývá z vý¹e uvedený
h úvah, stopoumati
e adjungované k mati
i M. Vzhledem k podobnosti mati
 M a M0 pøitransforma
i (P ; e1; e2; e3)! (P; e1; e2; e3) jsou také mati
e adjM, adjM0 po-dobné (viz de�ni
e a vlastnosti adjungovaný
h mati
 v odstav
i 1.3). Platí tedytrM0 = tr(T MT �1) = trM ) K 01 + I 02 = K1 + I2 a vzhledem k I 02 = I2 je iK 01 = K1.Uva¾ujme nyní transla
i soustavy souøadni
 (P ; e1; e2) ! (P 0; e1; e2), kdet = P 0 � P = (�0). Pou¾itím vztahu 4.12 dostaneme pøi oznaèení (�0) = (�) �(�0) k(X) = (�0)A(�0)T + (�0)[B+ 2A(�0)T℄ + k(P 0) = 0:Invariantnost funk
í I1 a I2 je zøejmá okam¾itì z invariantnosti mati
e kvadra-ti
ké formy pøi transla
i, invariantnost I3 se provìøí napøíklad pøímým výpoètemdeterminantù mati
M,M0. }Vìta 4.6 Ku¾eloseèku K v R2 lze pøevést transforma
í (P ; e1; e2)! (P 0; e01; e02)kartézský
h soustav souøadni
 na normální tvar �1x2+�2y2+� = 0, �1; �2 6= 0resp. �1x2 + �y = 0, �1; � 6= 0 resp. �1x2 + � = 0, �1 6= 0 právì tehdy, kdy¾I2 6= 0 resp. I2 = 0 ^ I3 6= 0 resp. I2 = I3 = 0.Dùkaz: Vzhledem k invariantnosti funk
í I1, I2, I3 staèí urèit jeji
h hodnotyprávì z normální
h tvarù:



102 4.3. Invarianty kvadrik a ku¾eloseèek(i) �1x2 + �2y2 + � = 0, �1; �2 6= 0;I2 = det� �1 00 �2 � = �1�2; I3 = det0� �1 0 00 �2 00 0 � 1A = �1�2�:Odtud je zøejmé, ¾e I2 6= 0, � = I3=I2. Je-li naopak I2 6= 0, musí být�1; �2 6= 0 a ku¾eloseèka má tvar:�1x1 + �2y2 + (I3=I2) = 0: (4.21)(ii) �1x2 + �y = 0, �1; � 6= 0,I2 = det� �1 00 0 � = 0; I3 = det0� �1 0 00 0 12�0 12� 0 1A = �14�1�2 6= 0Pøitom �1 + �2 = �1 = I1, tak¾e �2 = �4I3=I1 a ku¾eloseèka má tvar:�1x2 � 2pjI3=I1jy = 0: (4.22)(iii) �1x2 + � = 0, �1 6= 0,I2 = det� �1 00 0 � = 0; I3 = det0� �1 0 00 0 00 0 � 1A = 0;K1 = det� �1 00 � �+ det� 0 00 � � = �1�;tedy � = K1=I1 a ku¾eloseèka má tvar:�1x2 +K1=I1 = 0: (4.23)}Jako dùsledek vìty 4.6 a jejího dùkazu dostáváme následují
í tabulku klasi�ka
eku¾eloseèek podle invariantù:
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e Ku¾eloseèka Invarianty Normální tvarx2a2 + y2b2 + 1 = 0 imaginární elipsa I2 > 0, I1 � I3 > 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2a2 + y2b2 � 1 = 0 reálná elipsa I2 > 0, I1 � I3 < 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2a2 + y2b2 = 0 dvoji
e imag. rùznob. I2 > 0, I3 = 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2a2 � y2b2 � 1 = 0 hyperbola I2 < 0, I3 6= 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2a2 � y2b2 = 0 dvoji
e reál. rùznob. I2 < 0, I3 = 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2 � 2py = 0 parabola I2 = 0, I3 6= 0 �1x2 � 2qj I3I1 jy = 0x2 + a2 = 0 dvoji
e imag. rovnob. I2 = 0, I3 = 0, K1 > 0 �1x2 + K1I1 = 0x2 � a2 = 0 dvoji
e reál. rovnob. I2 = 0, I3 = 0, K1 < 0 �1x2 + K1I1 = 0x2 = 0 dvojná pøímka I2 = 0, I3 = 0, K1 = 0 �1x2 + K1I1 = 0Pøíklad 4: Uva¾ujme ku¾eloseèku z pøed
hozího pøíkladu: k(X) = 9x2� 4xy+6y2 + 6x� 8y + 2 = 0, �1 = 10, �2 = 5.I2 = �1+�2 = 15; I2 = det� 9 2�2 6 � = 50; I3 = det0� 9 �2 3�2 6 �43 �4 2 1A = �50:Odtud 10x2 + 5y2 � 1 = 0, 
o¾ souhlasí s pøed
hozím výsledkem. Podle klasi�-kaèní tabulky jde o reálnou elipsu, nebo» I2 > 0, I1 � I3 < 0.Poznámka: Uvìdomme si, ¾e invarianty umo¾ní urèít typ ku¾eloseèky i jejínormální rovni
i, nikoliv v¹ak soustavu souøadni
, v ní¾ je ku¾eloseèka toutonormální rovni
í zadána.Analogi
ká tvrzení nyní formulujeme pro kvadriky.Vìta 4.7 Funk
eI1 = �11+�22+�33 = trA; I2 = det� �11 �21�21 �22 �+det� �22 �32�32 �33 �+det� �11 �31�31 �33 � ;I3 = detA; I4 = det0BB� 12�1A 12�212�312�1 12�2 12�3 
 1CCAjsou invarianty kvadriky, funk
eK1 = det� �11 12�112�1 
 �+ det� �22 12�212�2 
 �+ det� �33 12�312�3 
 � ;



104 4.3. Invarianty kvadrik a ku¾eloseèekK2 = det0� �11 �21 12�1�21 �22 12�212�1 12�2 
 1A+ det0� �11 �31 12�1�31 �33 12�312�1 12�3 
 1A++det0� �22 �32 12�2�32 �33 12�312�2 12�3 
 1Ajsou jejími semiinvarinty, u kvadrik s normálními tvary (iii), (iv) se stává in-variantem i funk
e K2, u kvadrik (v) jsou invarianty i funk
e K1, K2.Vìta 4.8 Kvadriku K v R3 lze pøevést transforma
í kartézský
h soustav sou-øadni
 (P ; e1; e2; e3)! (P 0; e01; e02; e03) na normální tvar�1x2 + �2y2 + �3z2 + � = 0, �1; �2; �3 6= 0 , I3 6= 0,�1x2 + �2y2 + �z = 0, �1; �2; � 6= 0 , I2 6= 0, I4 6= 0, I3 = 0,�1x2 + �2y2 + � = 0, �1; �2 6= 0 , I3 = 0, I4 = 0, I2 6= 0,�1x2 + �y = 0, �1; � 6= 0 , I2 = I3 = I4 = 0, K2 6= 0,�1x2 + � = 0, �1 6= 0 , I2 = I3 = I4 = K2 = 0, I1 6= 0.Pro koe�
ienty v normální
h tvare
h platí:� = I4=I3; � = �2pjI4=I2j; � = K2=I2; � = �2pjK2=I1j; � = K1=I1(4.24)Rovni
e Kvadrika Invariantyx2a2 + y2b2 + z2
2 + 1 = 0 im. elipsoid I4 > 0; I3 6= 0; I2 > 0; I1 � I3 > 0x2a2 + y2b2 � z2
2 � 1 = 0 1-dílný hyperboloid I4 > 0; I3 6= 0;buï I2 � 0, nebo I1 � I3 � 0x2p � y2q � 2z = 0; p; q > 0 hyp. paraboloid I4 > 0; I3 = 0x2a2 + y2b2 + z2
2 � 1 = 0 reál. elipsoid I4 < 0; I3 6= 0; I2 > 0; I1 � I3 > 0x2a2 + y2b2 � z2
2 + 1 = 0 2-dílný hyperboloid I4 < 0; I3 6= 0;buï I2 � 0, nebo I1 � I3 � 0x2p + y2q � 2z = 0; p; q > 0 elip. paraboloid I4 < 0; I3 = 0x2a2 + y2b2 + z2
2 = 0 im. ku¾el I4 = 0; I3 6= 0; I2 > 0; I1 � I3 > 0x2a2 + y2b2 � z2
2 = 0 reál. ku¾el I4 = 0; I3 6= 0;buï I2 � 0, nebo I1 � I3 � 0x2a2 + y2b2 + 1 = 0 im. vále
 I4 = 0; I3 = 0;K2 6= 0; I2 > 0; I1 �K2 > 0x2a2 + y2b2 � 1 = 0 elip. vále
 I4 = 0; I3 = 0;K2 6= 0; I2 > 0; I1 �K2 < 0x2a2 � y2b2 � 1 = 0 hyp. vále
 I4 = 0; I3 = 0;K2 6= 0; I2 < 0x2 � 2py = 0 parab. vále
 I4 = 0; I3 = 0;K2 6= 0; I2 = 0x2a2 + y2b2 = 0 im. dvoj. rùz. rovin I4 = 0; I3 = 0;K2 = 0; I2 > 0x2a2 � y2b2 = 0 reál. dvoj. rùz. rovin I4 = 0; I3 = 0;K2 = 0; I2 < 0x2 + a2 = 0 im. dvoji
e rov. rovin I4 = 0; I3 = 0;K2 = 0; I2 = 0;K1 > 0x2 � a2 = 0 reál. dvoj. rov. rovin I4 = 0; I3 = 0;K2 = 0; I2 = 0;K1 < 0x2 = 0 dvojná rovina I4 = 0; I3 = 0;K2 = 0; I2 = 0;K1 = 0
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e 105Pøíklad 5: Uva¾ujme kvadriku K zadanou rovni
íx2 + 5y2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz � 2x+ 6y + 2z = 0:A = 0� 1 1 31 5 13 1 1 1A) �1 = 3; �2 = 6; �3 = �2;I1 = 7; I2 = det� 1 11 5 �+ det� 5 11 1 �+ det� 1 33 1 � = 0;I3 = detA = �36; I4 = det0BB� 1 1 3 �11 5 1 33 1 1 1�1 3 1 0 1CCA = 36;tj. I4 > 0, I3 6= 0, I2 = 0, I1 �I3 < 0 a jedná se o jednodílný hyperboloid o rovni
i3x2 + 6y2 � 2z2 � 1 = 0, nebo» � = I4=I3 = �1.Cvièení 4.3(1) Doka¾te, ¾e stopa libovolné ètver
ové mati
e øádu n se podobnostní transforma
ínemìní.Návod: Dùkaz proveïte pøímým výpoètem stopy mati
e TAT�1 s vyu¾itímvztahù TT�1 = T�1T = E.(2) Proveïte dùkaz invariantnosti funk
í I1, I2, I3 u ku¾eloseèek vzhledem k transla
ikartézské soustavy souøadni
.Návod: Vyu¾ijte postupu naznaèeného v dùkazu vìty 4.5.(3) Doka¾te invariantnost funk
eK1 pro ku¾eloseèky s normálním tvarem (iii) vzhle-dem k transla
i kartézské soustavy souøadni
.Návod: Vyu¾ijte skuteènosti, ¾e K1 je semiinvariantem ku¾eloseèek a pøi dù-kazu tvrzení formulovaného v zadání úlohy vyjdìte pøímo z normálního tvaru�1x2 + � = 0. Zjistìte, jak se zmìní tvar této rovni
e po transla
i a rovnostK 01 = K1 doka¾te pøímým výpoètem.(4) Doka¾te vìtu 4.7 a vìtu 4.8.Návod: Postupujte v analogii s dùkazem vìty 4.5 a 4.6.
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