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Kapitola 1

Teorie matic

Pro fadu matematicko-fyzikalnich disciplin i technickych obort pfedsta-
vuji matice velmi G¢inny matematicky aparat, ktery v mnoha ptipadech
umoziuje vyjadfit velice prithlednym zptisobem jinak formalné kompliko-
vané vypocty. Ve vétsiné fyzikalnich disciplin je pouziti maticového poctu
naprosto prirozené, nebot vyplyva z vektorové a tenzorové povahy fyzi-
kélnich veli¢in.

Teorie matic je soucasti prakticky kazdé zdkladni ucebnice algebry. V na-
Sem textu bude slouzit sice jako nezastupitelny, prece jen vSak pouze vy-
konny aparat. Proto uvedeme jen ty nejdilezitéj$i poznatky z teorie matic,
které budeme v dal$im potfebovat. Dikazy provedeme ve zkracené verzi
u zavaznych tvrzeni, v jednodussich pfipadech budou pfenechany ¢tenari
jako cvi¢eni. Také znaceni bude pfizptisobeno aplikacim teorie matic ve
fyzikdlnich disciplinéch.

Budeme uvazovat o maticich, jejichz prvky jsou redlnd nebo komplexni
¢isla. mnozinu vSech redlnych resp. komplexnich ¢isel opatfenou vSemi
zndmymi algebraickymi operacemi ozna¢ime R resp. C. Obecné mohou
mohou byt matice tvofeny i prvky jinych mnozin s patfi¢nou algebraickou
strukturou. Jednd se napfiklad o matice polynomické, jimiz se budeme
zabyvat v druhé ¢asti této kapitoly.

A. Ciselné matice

1.1 Operace s maticemi

Matici A typu m/n nad redlnymi resp. komplexnimi ¢isly nazyvame soubor m.n
redlnych resp. komplexnich ¢sel !, 1 < i < m, 1 < j < n, uspofddanych do
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radka a sloupct takto:

a;  af af
al a2 ... ¥ )
A= ] o ) al € R resp. C
1 2 n

Znacime A = (aZ) Index i resp. j se nazyva fadkovym resp. sloupcovym inde-
xem. Pro matice lze uzit i znafeni A = (a;;) resp. A = ("), kde prvy index

je fddkovy, druhy sloupcovy. Po¢itd se s nimi stejné jako pfi oznaceni ().

Je-li m # n, hovofime o matici obdélnikové, pro m = n jde o matici ¢tverco-
vou Fadu n. (Teorie matic se zabyva i tzv. nekoneénymi maticemi, v nichZ jsou
fadky a sloupce tvofeny posloupnostmi, tj.i,j € {1,2,...}ev. {...,-1,0,1,...}.
Problematikou takovych matic se podrobnéji zabyvat nebudeme.) Prvky a;,
j € {1,2,...,min(m,n)} jsou diagonalni prvky matice A, uspofddany soubor
[al,a3,...,ak], k = min(m, n), je hlavni diagonala matice. Matici 0 nazyvame
nulovou a{ = 0 pro vSechna 14, j, ¢tvercovd matice E fadu n se nazyva jednot-
kova, je-li a{ = 6,7 (Kroneckerovo delta) pro v8echna i,j € {1,2,...,n}. Matice

7) aB= (BZ) jsou si rovny pravé tehdy, kdyz jsou stejného typu a plati

a= (o

al = ] pro vSechna i, j. Pifeme A = B. O diagonaln{ matici hovofime, je-li
= 0 pro v8echna i # j.

Matice typu m/n mé tzv. schodovity tvar, je-li

EESE NS

(%

0 ... 0 o' .. ooy
0 ... ... 0 a ... ... af
A=1[0 .0 af al
0 0
0 ... .. 0

kde 1 <k<n,1<ji <jo<--<jpr<m, a{" #0proi€ {1,...,k}. Nulovou
matici povazujeme rovnéz za schodovitou.

Piiklad 1: Z néasledujicich matic maji schodovity tvar matice A, B, matice C,
D schodovity tvar nemaji:

1 0 4 2 0 2 7 0 4 12 4 1
A=1]0 0o 5 ,B=1o 2 ,C=10 3 ,D=1o
0 0 0 O 0 0 0 8 2 0 1 2 2

Piikladem schodovité matice je také matice diagonalni.
Pomérné dilezitym specidlnim ptipadem schodovité matice je také tzv. ma-
tice trojuhelnikovd, definovana vztahy al = 0 pro vSechna i < j (tzv. dolni
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trojihelnikova matice) resp. i > j (horni trojihelnikova matice). Takova matice
ma nad resp. pod hlavni diagondlou pouze nulové prvky. '

Matici opa¢nou k matici A nazyvadme matici s prvky —a? a znac¢ime ji —A.
Nechf A = (a!) je matice typu m/n. Matici AT = (a%), typu n/m, nazyvame
matici transponovanou k A. Ziejmé je (AT)T = A. Matici nazyvame syme-
trickou resp antisymetrickou, resp. samoadjungovanou, je=li AT = A, resp.
AT = —A, resp. AT* = A. Hvézdicka znadi operaci komplexni sdruZenosti,
konkrétng AT* = (al*), jeli A = (o), 1 <i <m, 1 < j < n. Jeli matice
A tvorena redlnymi ¢isly, pojmy symetrickd a samoadjungovana matice sply-
vaji. Z definic dale plyne, ze diagonalni prvky samoadjungované matice jsou
realné, diagonélni prvky antisymetrické matice jsou nulové. Nutnou podminkou
pro to, aby matice mohla byt symetricka, antisymetricka nebo samoadjugovan
je rovnost m = n.

Diilezitymi operacemi s maticemi je soucet matic, ndsobeni matice ¢islem a

soufin matic: Sou¢tem matic A = (a]), B = (8!) typu m/n rozumime matici

C = (v/) opét typu m/n, pro niz je v} = o + 3] pro viechny indexy i, j.
Z definic a pravidel pro poditani s redlnymi a komplexnimi ¢isly vyplyvaji
pravidla pro pocitani s maticemi:

Véta 1.1 Pravidla pro soucet a k-ndsobek matic. Pro libovolné matice A, B,
C typu m/n a isla &, v plati:

(i) A+B=B+A komutativita
(ii)) A+ (B+C)=(A+B)+C asociativita
(i) A+0=0+A=A
(iv) A+ (-A)=(-A)+A=0

(v) k(A +B)=kA + kB distributivita
(vi) (k+v)A =krkA+vA distributivita (1.1)
(vii) k(vA) = (kv)A asociativita '

(viii)
(iz)
(z)
(wi)

1A=A
0A =0
—1A = -A

(A+B)T = AT + BT

(kA)T = kAT

ndsobeni jednickou

Pozndmka: Mnozina matic opatfend operaci séitani s vlastnostmi (i) az (iv)
ma strukturu tzv. komutativni grupy, mnozina matic se s¢itdnim a nasobenim
¢islem s vlastnostmi (i) az (viil) mé strukturu tzv. vektorového prostoru. O
téchto strukturach budeme podrobné hovorit v kapitole 2.

Necht A = (af) je matice typu m/n a B = (BZ) matice typu n/r. Sou¢inem
matic A a B nazyvdme matici C = (’yf) typu m/r, pro kterou je ¥ = afﬁj’?,
1<i<m,1<j3<mn,1<k<r Piseme C = AB. Soucin matic neni
obecné komutativni. Pfi obecném zadani ¢isel m, n, r nemusi byt souc¢in BA
ani definovan.

7 definice souinu matic plynou opét pravidla pro ndsobeni matic a kombi-
novani souc¢inu se souétem a k-nasobkem.
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Véta 1.2 Pravidla pro soucin matic. Pro libovolné matice A, B, C vhodngjch
typi a libovolné cislo k plati:

(i) (kA)B = r(AB)

(ii) A(B+C)=AB+AC
(iii) 0A =0, A0=0

(iv) EA=A, AE=A (1.2)
(v) A(BC)=(AB)C
(vi) (AB)T =BTAT,
0 resp. E je nulovd resp. jednotkova matice vhodného typu.
Priklad 2: Matice A a B jsou dany takto:
1 2 Lo o s 3 2 -2 3
A=|-1 o ,B—( ').PakAB— 1 0 o -3|,
2 1 -1 0
0 -2 —4 -2 0
sou¢in BA neni definovan.
Cviceni 1.1
(1) Jsou dény matice
: o i 1 —i  1+4i
A1 = 2 —4 1 A2 = ]‘ ! 0 iﬂ
o L —i 0 3 0
1+i  ivV2 0 —i
1 i 1—i o 8—6i
A; = —-i 0 2 A, = ( 8 6i 0 )
1+i 2 3
1 2 1 2 3 4
A5<21> A6<0123>
3 1
0 1 -1 o
B, = (1 0 2 B, = ( . s
—2 0 1
0 1
2
B; = (1 01 -1) B, = 0
4
5
8 4 0 2 1 10 0 0
By = 00 0 3 2 B = 0 3 0 0
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(a) Urcete, které ze zadanych matic jsou symetrické, antisymetrické, samoad-
jungované, které jsou ve schodovitém tvaru resp. trojihelnikové.

(b) Vypoctéte viechny definované soucty a souciny matic A; s maticemi B;
nad Ri C.

(c) Vypiste hlavni diagonaly vSech matic.

(2) Uzitim definic dokazte vlastnosti (i) az (xii) sou¢tu a k-ndsobku matic ve vété
1.1.

(3) Uzitim definic dokazte vlastnosti soucinu matic (i) az (vi) souc¢tu a k-ndsobku
matic ve vété 1.2.

Navod: Pouziti definic ukdzeme na piikladé vlastnosti (ii). Necht matice A je
typu m/p matice B, C typu p/n. Ozna¢me D = B + C. D je rovnéz typu p/n.
Déle ozna¢me F = AD = A(B+C), F = (). Podle definice je AB = (af 1),
AC = (afm), ¢l = afty = af (B + ) = af B, + afy. Je tedy A(B +C) =
((akB) +akyl)) = AB + BC.

(3

(4) Necht A je matice typu m/n, E,, jednotkova matice typu n/n, E,, jednotkova
matice typu m/m. Vypoctéte souciny AE,, a E,, A.

(5) Necht A je ¢tvercova matice. Dokazte:
(a) Matice A + AT je symetrickd a matice A — AT antisymetrickd (nad R i
C).

(b) KaZzdou étvercovou matici lze zapsat jako soucet symetrické a antisymet-
rické matice.

Navod:

(a) Pouzijte vlastnosti 1.1 a ukazte, 7e (A + AT)T = A + AT, podobné (A —
ATT = (A - AT).

(b) Uzijte vysledku (a).

(6) Zjistéte, zda plati toto tvrzeni: Matice A je horni trojihelnikovd matice pravé
tehdy, kdyz mé schodovity tvar. V kladném ptipadé tvrzeni dokazte, v zdporném
pripadé je opravte.

1.2 Hodnost matice, Gaussova elimina¢ni me-
toda

Velmi diilezitou charakteristikou kazdé matice je jeji hodnost. Abychom ji mohli
definovat, potfebujeme nékolik dalSich pojmu tykajicich se matice A.

Necht matice A je typu m/n, necht {i1,...,i,.} a {j1,...,Js}, 1 <7 < m,
1 < s < n jsou posloupnosti vybrané z posloupnosti {1,2, ..., m}a{l,2,...,n},

3 3



6 1.2. Hodnost matice, Gaussova elimina¢ni metoda

tj. 1 <ip <ida < - <4 <m, 1< g <ja < - < js <n. Matice typu r/s
tvaru

J1 J2 Js

oo Ay

I J2 Js

o g

J1 J2 Js

) at
se nazyva submatici matice A tvorenou radky s indexy iy,...,4, a sloupci
J1s---,Js. Ozname dale (a;) = (al,...,;a?), 1 < i < m, i-ty fadek matice

A (of) = (of,...,ad), 1 < j < n, j-ty sloupec matice A. Ziejmé je (af)
matice typu 1/n tzv. fddkova matice a (o) matice typu m/1 tzv. sloupcova
matice. Pro takové matice pochpitelné také plati vSechna pravidla pro pocitani
s maticemi. Necht 1 < i; < ... < i, < m. Linedrni kombinaci fadk matice A s
indexy i1,...,4p rozumime rddkovou matici tvaru

yHen) - () =98 (@),
kde 7',...,4" € R resp. C jsou libovolna ¢isla. Radky s indexy i1,...,%, na-

zyvame linearnd zavislé, existuji-li ¢isla 4!',...,y" € R resp. C, z nichZ alespon
jedno je nenulové, tak, e plati
P an) + 7" (,) = 0, (1.3)

V opacném piipadé jsou fadky linedrné nezévislé. Pojmy linedrni kombinace,
linedrni nezévislosti a zavislosti lze analogicky definovat i pro sloupce.

Predpokladejme, 7e tadky s indexy i1, ...,%, jsou linedrné zavislé a nenulo-
vym koeficientem v 1.3 je napt. 4P, 1 < p < r. Pak

(aip) = [71(0‘731) ++ Vpil(aipfl) + 7p+1(aip+1)+

e ()],

tj. ip-ty Tddek matice A je linedrni kombinaci ostatnich. Elementdrnimi tpra-
vami matice A rozumime nasledujici operace:

(i) vynésobeni i-tého fadku (sloupce) libovolnym ¢&islem & # 0,
(ii) pficteni libovolného k-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku pro i # j,
podobné pro sloupce. (Vysvétlete podminku i # j.)

Elementarni apravy (i), (ii) je velmi uZite¢né vyjadiit pomoci maticového néso-
beni. Necht A je matice typu m/n. Oznacéme

1
(1) 0
ol
10 (k) = (1 = k
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10
1 Kk« (i)
1) () =
1

1

¢tvercové matice typu m/n. IS—,?(K,) je diagonalni matice, v niz je i-ty prvek

diagondly roven k # 0, ostatni jsou rovny 1. I%i)(ﬁ,) je horni trojihelnikova
matice, jejiz diagonalni prvky jsou rovny 1, prvek v i-tém fadku a j-tém sloupci
je roven k, ostatni jsou nulové. P¥imym vypoctem se snadno presvédéime, ze
matice A, kterd prodélala elementarni Gpravu (i) s fadkem resp. sloupcem, ziska
tvar I%)(N)A resp. Alg)(/{), zatimco pi¥i faddkové resp. sloupcové tpravé (ii)
nabude tvaru I%’i)(n)A resp. A1) (k). Matice Isfg(n) resp. I%i)(ﬁ,) se nazyvaji
elementarni matice. Provedeme-li tedy s matici A koneény pocet radkovych a
sloupcovych tiprav, miizeme vyslednou matici zapsat ve tvaru A7 = UAV, kde
U a V jsou souc¢inem konecného poc¢tu elementarnich matic. O maticich A, A/
fikdme, 7e jsou ekvivalentni, A ~ A/, nebot se lze snadno presvédcit, ze takto
definovand relace na mnoziné matic je ekvivalenci (viz cvi¢eni ). Koneénym
pocétem elementarnich tprav lze také provést vymeénu i-tého a j-tého radku
matice, resp. i-tého a j-tého sloupce. Skutecné, symbolizujeme-li matici A s
vyznacenim i-tého a j-tého fadku, mizeme psat pomoci ekvivalenci

i i+j i+j i+j i+j+(—1) j J

j j j=(i+3) —i —i —i i

Véta 1.3 KaZdou matici typu m/n lze koneéngm poctem fadkovych elementdr-
nich dprav pievést na schodovity tvar. (KaZdd matice typu m/n je tedy ekviva-
lentni néjaké schodovité matici tého? typu.)

Dukaz: Ditikaz tohoto tvrzeni podava soucasné prakticky ndvod na prevedeni
matice na schodovity tvar. Uvedeny postup ma nazev Gaussova elimina¢ni me-
toda. Necht A je matice typu m/n. Vylou¢ime trividlni p¥ipad, kdy A = 0,
nebot nulovd matice jiz je ve schodovitém tvaru. Matice A mé tedy alespon
vice, vezméme ten z nich, ktery mé nejniz§i faddkovy index. Nyni je jiz jedno-
zna¢né urcen tzv. klicovy prvek metody. Necht se jednd o prvek af, 1 <p <m,
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1 < g <n.Matice A ma tedy tvar

0O ... 0 0
0
A=
o
0 ... 0

Je-li ¢ = 1, blok nul vpredu pochopitelné chybi. Prvni elementarni Gprava spo-

¢iva ve vymeéné p-tého a prvého radku, tj.

adtl

q
0O ... 0 aj > a,
q q+1 n
oy al
A~
q q+1 n
;g ag
q q+1 n
0 0 ol aff o,
oznacme o
q q n
0 0 1 1 A
. q q+1 n
5 5 oo By

0

gy It ... Bn

VoA

Dalsi apravy: K i-tému fadku nové matice, 2 < i < m, piicteme (—37/87)-
nasobek prvého rfadku. Po téchto tpravich ziskd matice tvar, v némz vSechny
prvky g-tého sloupce s vyjimkou prvku v prvém fadku jsou nulové, tj.

0 ... 0 g prtt ... pr
' oot
0 .. 0 0 A% o4

Budeme-li nyni stejny postup aplikovat pouze na tadky s indexy 2 az m, do-
spé&jeme ke tvaru, v némz jsou navic nulové prvky sloupce s indexem (g + 1)
s eventudlni vyjimkou prvkid v prvém a druhém radku. Vzhledem ke konec-
nosti matice A dospéjeme po koneéném poctu rfadkovych elementarnich tprav

ke schodovitému tvaru.

¢
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Poznamka: Pii volbé klicového prvku u Gaussovy metody povazujeme za
zavazny index ¢q. Neni vSak nutno volit klicovy prvek tak, aby fadkovy index p
byl pfi daném ¢ miniméalni. Obvykle volime p tak, aby pfi vypoctu nevznikaly
slozité zlamky. Diky této nejednoznacnosti pak ani schodovity tvar matice A
neni urcen jednoznac¢né. V8echny schodovité matice ekvivalentni matici A jsou
vSak pochopitelné ekvivalentni i navzajem.

Priklad 3: Za klicovy prvek pfi tipravé matice A volime a3.

3 6 1 0 0 3 6 1 0 0 -1 0 1 0 1
-1 0 1 0 1 -1 0 1 0 1 3 6 1 0 0
0 0 1 0 2 0o 1 0 2 0 0 1 0 2
4 2 1 3 -1 4 2 1 3 -1 4 2 1 3 -1
-1 0 1 0 1 -1 0 1 o0 1 -1 0 1 0o 1
0 6 4 0 3 0 2 5 3 3 2 5 3 3
~ ~
0 0 1 0 2 0 0 1 0 2 o 1 0 2
0 2 5 3 3 0 6 4 0 3 0 —11 -9 —6
-1 0 1 0 1
0 2 5 3 3 .
~ = S (schodovity tvar)
0 0 1 0
0 0 0 -9 16

Postup tiprav: 1. vyména prvého a druhého radku, 2. pfic¢teni trojnasobku pr-
vého radku k druhému radku, 3. vyména druhého a ¢tvrtého radku, 5. pricteni
jedenactinasobku tretiho fadku ke ¢tvrtému.

Uvazujme nyni o matici A z hlediska linedrni zavislosti resp. nezavislosti je-
jich fadkd. Systém tadkd s indexy ¢1,42,...,i, nazveme maximalnim linedrné
nezavislym systémem radkid matice A, jestlize

(i) systém (ai,),...,(a;,) je linedrné nezavisly,
(ii) systém (as,), ..., (ai,), (ai,,,) je linedrné zavisly pro libovolny index i 1 #
1,02,y dp, 1 <iippy <m.

Cislo p, tj. nejvyssi mozny pocet linedrné nezavislych radki, udava tzv. hodnost
matice A. Znaéime p = hA. Zfejmé je hA < m. Ctvercova matice fadu n, jejiz
hodnost je maximdlni, tj. hA = n, se nazyva reguldrni, je-li hA < n, jde o
matici singuldrni. Cislo n — hA nazyvame u étvercové matice defektem.

Poznamka: Pocet prvki vSech maximalnich linedrné nezavislych systémi
fadkid dané matice je stejny (viz cvideni).

Véta 1.4 Elementdrnimi upravami se neméni hodnost matice.

Dukaz: Tvrzeni dokdZeme pro elementarni Gpravu (if) jak se fadky, tak se
sloupci. Protoze se jedna a jedno z klicovych tvrzena teorie matic, provedeme
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dikaz i za cenu jisté zdlouhavosti velmi diisledné. Pouze nékteré jeho nazorné a
témér trividlni kroky postoupime ¢tendfi v rdmci cvic¢eni. Necht hodnost matice
A typum/n je p. Nejvétai pocet linedrné nezavislych fadki, které jsme schopni v
matici A nalézt, je tedy p. Tento pocet se zfejmé nezméni vyménou radki. Pred-
pokladejme tedy pro jednoduchost znaceni, Ze jsou rfadky vyménény tak, aby
nezavislé fadky byly na prvych p pozicich. Jsou tedy fadky (a1),. .., (ap) line-
arné nezdvislé a kazdy dalsi fddek matice je jejich linedrni kombinaci. Provedme
nyni s matici A elementarni fadkovou Gpravu (ii), tj. k i-tému fadku piiéteme k-
nasobek j-tého fadku, i # j, k # 0. Rozlisime tyto moznosti: 1 <i,j < p < m,
1<i<p<j<m,1<j<p<i<m,1<p<i,j<m.Zesehodnost matice
nezméni v pripadé tieti a ¢tvrté moznosti, 1ze ukazat velmi snadno. Soustiedme
se proto na prvé dvé moznosti.

Necht 1 <1i,j < p < m. Matice A je ekvivalentni matici A/, v niZ i-ty fadek
je tvaru (a;/) = (i) + k(a;), ostatni fadky jsou nezménény, tj. (ax/) = (ax)
pro v8echna k € {1,...,i — 1,i+ 1,...m}. UkdZeme, Ze prvych p faddki matice
A7 je linearnd nezavislych. Necht v', ..., ~? jsou takova ¢isla, ze plati

,}/1(0[1/) 4. +’yi’(0z,;/) 4. _|_fyj(aj/) 4. _'_,yp(ap,) =0,
vHaa) + oy () + Rla)] + o+ (ag) + - 9P (ap) = 0.
Odtud
71(051) 4. +’yi’(0z,;) 4t (K,’yi’ _|_fyj)(aj) 4. +’yp(ap) =0,

Z nezévislosti fadkd (o), ..., (ap) ptivodni matice vgak plyne Ze vqe(‘hny ko-
eficienty poqledm linearni komblnace jsou nulové tj. y! = =9 =
YTl = it = o = 4P = 0 a Ky + 47 = 0. Ziejmé ‘redy v o= O Radky
(o), ..., (ap!) nové matice jsou tedy opét linedrné nezavislé. Ukdzat, ze kazdy
dalsi fadek matice A’ je jejich linedrni kombinaci, je opét velmi snadné.

Nechd nyni 1 < ¢ < p < 7 < m. Matice A7 mé opét i-ty radek tvaru
(i) = (a;)+k(aj), & # 0. (Vysvétlete predpoklad k # 0.) Provéfme nezavislost
resp. zavislost prvych p fadkt nové matice. Polozme

YHa) 4y (i) + - 49 (epl) = 0.
Tato linedrni kombinace neobsahuje j-ty fadek nové matice. Dosazenim dosta-
neme .
7 (aan) -+ () + (ag)] + -+ 9P (apl) = 0
Y an) + -y () + o 9P (ap) + 8y () = 0;
j-ty fadek je v8ak linedrni kombinaci prvych p fadka pivodni matice, tj. (a;) =
B'(ar) + -+ + BP(a,). Opét dosadime a po tpravé dostaneme

(v + fwzﬂ])(al) +o (VR B () + -+ (7 Y B7) (o) = 0.
Z nezéavislosti fadk (1), ..., (ap) plyne
Ty Bl == Ay B = =P Ry =0

i-t4 rovnost této soustavy v’ + k'3’ = 0 je splnéna ve dvou piipadech:
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(i) v* = 0. Pak z ostatnich rovnosti vyplyva nulovost viech koeficientii
', ..o AP, . nezdvislost fadkd (aa), .. ., (ap’). Opét lze snadno dokdzat,
7e ostatni fadky nové matice A’ budou jejich linedrni kombinaci.

(i) 1+kB =0 = kB! = —1 = B #0,tj. k = —1/B%. Ostatni rovnosti pak
déavaji obecné nenulové hodnoty &isel 7', ...,7P, nebot v* = —kvip* =
viBk /Bt pro 1 < k < p. Radky nové matice tedy budou linearné z4-
vislé. Ukdzeme vSak, ze v tomto piipadé budou linedrné nezavislé radky

radky pivodni matice s tymiz indexy.

PoloZzme

YHear) + -+ i) + ' (i) + AP (ap!) + 9 () = 0

tj.
Y)Y (i) YT (i) F () + 97 (@) =0
Je viak .
(aj) =B () + -+ B i) + -+ + BP(a),
tj.

(V' + B8 ) (@) + -+ (T BT (i) + Y B () +
+ (Y 4+ B ) (@isr) + -+ (P 4 B7) (ap) = 0.

Z nezévislosti fadka (aq),. .., (ap) opét dostaneme
Y+ B8y ==y BT = B =y Y =P g7y = 0.

Ponévad? v8ak pro moznost (i), kterou se pravé zabyvame, je 8% # 0 , musi byt
47 = 0. Z ostatnich rovnosti pak plyne nulovost koeficientt v*, k € {1,...,i —
1,i+1,...,p}, coz dokazuje nezavislost fadkd matice Ar. Opét je t¥eba ukazat
zavislost ostatnich Fadka matice A/ na Fadcich (aq/), ..., (@i—11), (@ig1?), ... (apl):

Necht (a,/) je libovolny Fadek matice Ars. Pro g = i je tvrzeni jiz dokdzano. Necht
tedy ¢ # i. Pak ov8em (ay/) = (a,) a plati tedy

(ag) = (ag) = 7' (@) + -+ 7 (i) + - +77(ay)

(g-ty Fadek piivodni matice je linedrni kombinaci prvych p fadkid pivodni ma-
tice.) Plati v8ak (ay/) = (ag) pro k € {1,...,i — 1,i + 1,...,p}, zatimco
(i) = (a;) + k() je linedrni kombinaci fadka

(a1?), ..., (@i—1!), (@igal), - . ., (apl), (ajl),
.
() = (ur) = K(ay) = (air) = &(ajr) = B (arr) + -+ B Haian)+
+ B (@i r) + -+ BP(ap!) + B (1) — K(ayr)
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Pak po upravé

(ag)) = (Y + 8" Y ea) + -+ (v 4+ B ) i)+
+ (YT BT Y ) (i) 4+ -+ (3 BPY) (o)) + 7 (B — k) (ayr).

Zjistujeme, 7e fadek (o) je skutecné linedrni kombinaci radkt
(CM]’), SERE) (aifl’)7 (ai+1/)= S (ap’)7 (a]")‘

Nyni dokdZeme tvrzeni véty 1.4 pro elementdrni Gpravu (ii) se sloupci. Opét
predpokladejme, 7Ze maximalni linedrné nezavisly systém tadkt matice A je
tvofen prvymi p fadky. Provedme tGpravu spoc¢ivajici v ptic¢teni k-ndsobku (k #
0) j-tého sloupce k i-tému sloupci. Matice A/ tedy bude mit tvar

Al= A+ kM~ A,

kde matice kM je typu m/n, jeji i-ty sloupec je roven k-nasobku j-tého sloupce
matice A, ostatni prvky jsou nulové. Jednotlivé radky matice

M : (ux) = (0,...,0,07,0,..,0),1 < k < m,

prvek aj, je na i-té pozici, tj. ,u}; = a};. Opét provéfme linearni zavislost resp.
nezavislost prvych p fadki nové matice. Necht

71(0“,) +...+7k(ak,) +...+7P(ap,) =0

t.
yHan) + P () + Ky () + o+ K P () = 0.

Radky matice M jsou nasobky fadku (u) = (0,...,0,1,0,...,0), v némz jed-

nicka je na i-té pozici. Pak

Y1) + o497 (op) Ha(y o] + o+ 97a)) (1) =0

k(Y'aq + -+ yPag) () = =y (1) = = 7P (ap).

Lev4 strana rovnosti je fddkov4 matice tvofend nulami s vyjimkou i-tého sloupce,
v némy stoji prvek s(y'al +- - -+7pa-,7;). Pravéa strana rovnosti je fadkova matice
tvofend prvky —y'(a1) — -+ —P(ap), 1 <k < n. Proi # j je jeji j-ty sloupec,
tvofeny prvkem (y'a +- - -+7Pad) nulovy. Pak oviem v' (1) +- - +77 () = 0
a vzhledem k nezavislosti (aq),. .., (ap) v pivodni matici lze tuto rovnost spl-
nit jen pro 4! = .-+ = 4? = 0. Odtud plyne i nezavislost fadki (a1/),. .., (ap!)
matice A/. Diikaz véty 1.4 je ukoncen.

o

Bezprostrednim diisledkem véty 1.4 je dulezita skute¢nost, Ze hodnost matice
A je rovna hodnosti libovolné schodovité matice, kterd je s matici A ekviva-
lentni. Abychom tedy uréili hodnost matice A, staci ji prevést na schodovity
tvar a samoziejmé umét zjistit hodnost schodovité matice.
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Véta 1.5 Hodnost schodovité matice je rovna poctu jejich nenulovych rddku.

Diikaz: Necht S = (07) je schodovita matice typu m/n, (01),...,(0,), 1 <
p < m jeji nenulové fadky. (Skutec¢nost, 7e hodnost nulové matice je nulova,
je trividlnim dtsledkem definice.) Predpokladejme, 7e pro vhodné zvolend ¢isla
Yo oAP je vy (o1) + - - yP(0,) = 0. Tato maticova rovnice piedstavuje n rovnic
pro jednotlivé sloupce. Rozepsanim dostaneme

Yor + Yoy 4+ - 4+ Ao, = 0
710.12 + ,}/20-% + e + fyp(]'z = 0
ol + Yok + o+ Poy = 0

(Ve zkracené s¢itaci symbolice lze tuto soustavu zapsat ve tvaru 7"0% =0, pro
v8echna j € {1,...,n}, k € {1,...,p} je s¢itaci index.

- Ponévadz S je schodovitd matice, existuje index j; tak, Ze ol = ... =
o' =0, 0" # 0 a pak také o} = --- = sigmal’ = 0 proi € {2,...,m}.
j1-t4 rovnice soustavy pak ma tvar v'o?' = 0, odkud v! = 0. Analogicky uka-
7eme, 7e také y* = --- = 4P = 0. Nezdvislost fadkd (o1),...,(0,) je dokdzana.
Radky s indexy p+1,...,m jsou pro p < m podle piedpokladu nulové a kazdy
a nich je tedy linedrni kombinaci fadkd (o1),...,(0p). Hodnost matice S je
hS = p.

O

Pomoci vét 1.4 a 1.5 snadno ukézete néasledujici jednoduché tvrzeni:

(i) Hodnost matice A typu m/n se nezméni vyndsobenim koneénym poctem
elementdrnich matic typu m/m zleva a koneénym poctem elementarnich
matic typu n/n zprava.

(ii) Pro libovolnou matici A typu m/n plati hA = hAT.
(iii) Pro libovolnou matici A typu m/n plati hA < min(m,n).

Véta 1.6 Hodnost matice A typu m/n se nezméni vyndsobenim libovolnou re-
guldrni matici 7ddu m zleva ani vyndsobenim libovolnou reguldrni matici Tadu
n zprava.

Dukaz: Necht Q je regularni matice fddu n. Pak hQ = n, takze schodovity tvar
matice Q ma vSechny diagondlni prvky nenulové. Po koneéném poétu radkovych
elementarnich Gprav ziska tedy matice Q nasledujici schodovity tvar:

ne-.. Ui

0 mn3r ... n3
Q~Q=| . , ,
o ... 0 nu
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prvky Gaussovy elimina¢ni metody aplikované na fadky matice Q/ ziskdme po
kone¢ném poctl tprav diagondlni matici. Je tedy

kde nir # 0,4 € {1,...,n}. Volime-li prvky n{/,...,n% postupné za klicové

1}]1/ 0
0 ol

Ke kazdé elementarni Gipravé ovSem existuje elementdrni tiprava ,zpétna“, tzv.
inverzni, kterd uvede matici do ,ptvodniho stavu“. Inverzni Gprava k radkové
elementarni apravé (i), tj. k vyndsobeni i-tého fadku nenulovym ¢&islem &, spo-
¢iva ve vyndsobeni i-tého Fadku ¢islem 1/k a je tedy realizovdna elementérni
matici IS—,?(I/K,). Podobné zjistime, Ze inverzni tprava k fadkové elementdrni

tpravé (ii) je realizovédna elementdrni matici I,E,EL])(*K,). Totéz plati pro sloup-
cové tpravy. Libovolnou reguldrni matici Q fadu m lze tedy ziskat kone¢nym
poctem elementarnich tprav jednotkové matice E,,, tj. Q = UE,,V = UV,
kde U i V jsou souciny kone¢ného poc¢tu elementarnich matic fadu m. Tvrzeni
véty 1.6 jiz nyni bezprostifedné plyne z véty 1.4 resp. z jejiho dusledku (i).

Priiklad 4: Stanovime hodnost dané matice A a matici U, kterd je soucinem
elementarnich matic, takovou, ze UA = S je matice ve schodovitém tvaru.

11 1 1 11 1 1 0o 1 1 1
11 1 5 0 0 0 4 0 0 0 1
U, U, U3
A=]1 1 4 1| ~|o o 3 o|l~1]o o 1 0]~
1 3 1 1 0 2 0 0 0 1 0 0
2 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0
00 0 0 1 0 0 0
0 0o 0 1 0 1 0 0
U3 US
oo 1 ol ~]o o 1 of ~,
01 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0

kde hA = 4, U = U,U;U,U;, Uy = I (D1 (D18 (- 1)1 (—1),
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U, = 1Y (1/2)17 (1/3)18 (1/4), U3 = 1 (-1 (-1 (-1),

10 0 0 0 10 0 0 0 1 0 0 0 0
01 0 0 0 01 0 0 0 01 0 0 0
U =] 0o 0o 1 0 o 00 1 0 0 -1 0 1 0 0]X
00 0 1 0 -1 0 0 1 0 00 0 1 0
-1 0 0 0 1 00 0 0 1 00 0 0 1
1 0 0 0 O 1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 -1 1 0 0 0
X| o o 1 0 o|l=]-1 0 1 0 0
00 0 1 0 -1 0 0 1 0
00 0 0 1 -1 0 0 0 1
10 0 0 0 1 -1 -1 -1 0
0 1/2 0 0 0 0o 1 0 0 0
Us=1]o 0o 1/3 0 0 Us=]0o o 1 0 o0
0 0 0 1/4 0 o0 o o0 1 0
o o o0 0 1 o0 o o0 0 1
00 0 0 1
00 0 1 0
Us=1]0 o 1 0o o
01 0 0 0
10 0 0 0

Vypocet matice U; jsme pomoci soucinu elementarnich matic provedli jen na
ukazku. V praktickych piikladech pochopitelné nepostupujeme tak, ze bychom
jednotlivé elementarni matice vypisovali a ndsobili, ale vyuzijeme néasledujici jed-
noduché uvahy: Plati U = UE, kde E je jednotkova matice téhoz rfadu jako U.
Ponévadz je U soucinem elementarnich matic, predstavuje soucin UE aplikaci
jednotlivych elementarnich Gprav, vyjadfenych matici U, na jednotkovou matici
E. Provadime-li tedy tytéz fadkové tipravy jako s matici A typu m/n soucasné
s jednotkovou matici E fadu m, pfejde matice E v matici U v okamziku, kdy
A nabude pozadovaného schodovitého tvaru. Stejnd tivaha plati i pro tpravy
sloupcové. Aplikujme tuto Gvahu na nas priklad. Prvy sled elementarnich aprav,
reprezentovany matici Uy, je

(i) odeéteni prvého fddku od druhého
(ii) odecteni prvého fadku od tfetiho
(iii) odecteni prvého Fadku od ¢tvrtého
(

iv) odecteni prvého fadku od patého.

provedeme-li tyto tpravy s jednotkovou matici E5, dostaneme skutec¢né matici
U,. (Pfesvédéte se o tom. Stejnym zptsobem jsme ziskali i matici Uy, repre-
zentujici posledni sled elementarnich Gprav, tj. vyménu prvého radku s patym
a druhého se ¢tvrtym.
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Cvicdeni 1.2

P#imym vypocétem provéite, ze matice 1) (), 19 (), Igf)(/f), 19 (k) skutecné

realizuji p¥islugné elementédtni tpravy matice A typu m/n.

V prikladu 3 najdéte matici U, ktera prevadi matici A na schodovity tvar S,
tj. UA = S. Vyjadrete U také jako soucin elementarnich matic.

Vysledek: U = I{'"Y 1)1\ (=3)EPY 12V 3)E'? | kde B zna¢i matici
typu m/m realizujici vymeénu i-tého a j-tého fadku.

0 1 0 0

0 4 0 1
U ==

0 0 1 0

0o -9 11 -3

Provedte ditkaz véty 1.4 pro fadkové elementarni tipravy v piipadech 1 < j <
p<i<mal<p<ij<m. Projdéte dikladné dikaz véty 1.4 pro pripady
1<4,7<p<m,1<i<p<j<m adokoncete ditkazy jednoduchych tvrzeni,
které byly v textu vynechany. Jedna se napt. o ditkaz zévislosti libovolného z
fadka (/) matice As na prvych p fadcich (ay/),. .., (apf) v piipadé 1 <i,j <

p<m.

Navod: Pouzijte standardniho postupu pro diukaz linearni zavislosti resp. ne-
zavislosti radk, ktery jsme v diikazu véty 1.4 uplatnili nékolikrat.

Zapiste ve zkracené scitaci symbolice vSechny vztahy v predchozim odstavci,
které takovy zapis umoznuji.

Navod: Napiiklad vztah v (ay) + - +7”(a,) = 0 lze zapsat jako v*(ay) = 0,
s¢itaci index k € {,1,...,p}.

Dokazte disledky (i), (ii), (iii) vét 1.4 a 1.5.

Vypoctéte nasledujici aouciny elementarnich matic:

10 (I (1/k), IR0 (k). 19 (0I5 (=k), I (—=m)I7 (k).

m

Vysledek: Vsechny souciny jsou rovny E,,.

Matice A; a B; z tlohy (1) Cviceni 1.1 i vSechny jejich soudiny a soucty, které
jsou definovany, upravte na schodovity tvar a urcete hodnost. Pomoci dalsich
elementarnich Gprav prevedte schodovity tvar matic na tvar, ktery m4 mimo di-
agondalu pouze nulové prvky. Urcete matice U, V, které realizuji sled ptislusnych
radkovych a sloupcovych tprav.
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(a) Ukaite, ze relace definovand na mnoziné matic A(m/n) typu m/n tak, ze
A ~ B & lze-li matici B ziskat z matice A konecnym poctem elementdr-
nich Gprav, je relaci ekvivalence.

(b) Pomoci pojmu hodnosti se pokuste charakterizovat tfidy rozkladu mnoziny
A(m/n) piislusného této ekvivalenci.

Navod: V tloze (i) provéfte axiomy relace ekvivalence, tj. symetrii, re-
flexivitu, tranzitivitu. V tloze (ii) dokazte tvrzeni: Matice A,B € A(m/n)
jsou ekvivalentni pravé tehdy, maji-li stejnou hodnost.

(6) Matici E!iD resp. 15,?'-7'), kterd realizuje vyménu i-tého a j-tého fadku resp.
sloupce v matici A typu m/n, vyjadiete jako soucin elementdrnich matic (viz
text pred vétou 1.3).

Vysledek:
E(7) = 10)(—1)1() (1) 10 (—1)10) (1) pro radky
B = 109 ()10 (—1)1UD (1)IY) (—1) pro sloupce

(7) Dokazte, 7e pocet prvki maximélniho linedrné nezévislého systému radkt ma-
tice A typu m/n nezavisi na vybéru tohoto systému.

Navod: Zvolte dva systémy fadka (as,),...,(a;,), 1 <ip < - <, < m,
(@jy),. -, (0g,), 1 < j1 < -+ < jg < m, a piedpokladejte napf. p < ¢. Jsou-li
oba systémy maximalnimi linedrné nezavislymi systémy radkt, musi byt kazdy
radek jednoho z nich linedrni kombinaci faddka druhého a naopak, vznikne spor
s definici maximalniho linedrné nezavislého systému.

1.3 Ctvercové matice: determinant, inverzni ma-
tice, podobnost matic

V tomto odstavci se budeme zabyvat zdkladnami charakteristikami ¢tvercovych
matic a definujeme vztah tzv. podobnosti ¢tvercovych matic, ktery je jednim z
klicovych pojmi potfebnych v kapitole 4.

Nejprve viak zavedeme duilezity pomocny pojem, jimz je permutace mnoziny
a shrneme zakladni vlastnosti permutaci. Permutaci libovolné koneéné mnoziny
M rozumime libovolné prosté zobrazeni mnoziny M na sebe. Problematikou per-
mutaci se nebudeme zabyvat podrobné&ji. Pro nase Gcely postaci, budeme-li za
mnozinu M povazovat mnoZinu pfirozenych éisel {1,...,n}, kterd budou repre-
zentovat fadkové resp. sloupcové indexy matic. Je zfejmé, ze kazda usporadana
n-tice [0, ..., 0,] navzajem riznych prvkd mnoziny M definuje permutaci M,
pocet vaech permutaci mnoziny M je tedy n!. MnoZinu permutaci mnoZiny M
znac¢ime X,,(M). Necht [s] = [01,...,0,] € ¥,(M). Rikdme, Ze dvojice prvki
(05,04), i < j, tvoii inverzi, je-li o; > o0;. Permutaci nazyvame lichou resp.
sudou, obsahuje-li lichy resp. sudy pocet dvojic prvkt tvoficich inverzi. Je-li p
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pocet inverzi dané permutace [s], nazyvame ¢islo (—1)P znaménkem permutace
[s] a znatime p = sgn[s]. Identické zobrazeni mnoziny M na sebe pfredstavuje
tzv. identickou permutaci [id]. Slozenim dvou permutaci [s1], [s2] ve smyslu skla-

déani zobrazeni vznikd opét permutace. Ve smyslu definice inverzniho zobrazena
definujeme také inverzni permutaci [s '] k permutaci [s].

Piiklad 5: Necht M = {1,2,3,4,5,6},[s1] = [2,4,6,1,5,3], [s2] = [3,1,4,2,5,6].
Plati sgn[s1] = —1, nebot [s1] obsahuje 7 inverzi: dvojka je pfed jednickou = 1
inverze, ¢tyrka je pred jednickou a trojkou = 2 inverze, Sestka je pied jednic-
kou, trojkou e pétkou = 3 inverze, pétka je pred trojkou = 1 inverze; celkem 7
inverzi. Déle je sgn[ss] = —1. Obé& permutace jsou tedy liché.

Abychom nasli komporzici [s] = [s2]o[s1] resp. [s1]o[s2], vyjddfime permutace
takto:

o] L2345 6] 1, 2, 3, 4, 5, 6
51 2, 4, 6, 1, 5 3 52 3, 1, 4, 2

ot
(=]

Nyni ,,preskladdme“ sloupce druhého usporadani tak, aby se v prvém radku
objevila permutace [s1], t].

)

o] 5 |2 4 6 1503
52 1, 2, 6 3, 5 4

Pak ziejmé [s2] o [s1] = [1,2,6,3,5,4], sgn[sz] o [s1] = 1. Tento postup sku-
te¢né odpovida sklddani zobrazeni: zobrazeni [s;] pfifazuje napiiklad prvku 4
prvek 1, zobrazeni [so] pfifazuje prvku 1 prvek 3. SloZené zobrazeni [ss] o [s1],
vznikajici postupnou aplikaci [s1] a [s2] v tomto potadi, tedy pfifazuje prvku
4 prvek 3. Prvek 3 se tedy objevi na ¢tvrté pozici vysledné permutace. Ana-
logicky dostaneme [s1] o [s2] = [6,2,1,4,5,3]. Nyni najdeme [s~!]. Musi platit
[si o fs1] = [sa] o [sy '] = [id].

(o] 1, 2, 3, 4, 5 6 o[ L2 s 4, 5, 6
51 2, 4, 6, 1 1=

Pak

o1, 02, 03, 04, 05, 0§

2, 3, 4 5 6
02, 04, 0O, 01, 05, O3

[Sl] o [S;]] ~ |: :| [02704706701705703] = [ld]
a odtud [s; [4,1,6,2,5,3]. Plati i [s;'] o [s1] = [id]. Podobné ziskdme

1
] =
[s;'] =[2,4,1,3,5,6].

Plati sgn[s] = sgn[s '], sgn[s1] o [s2] = sgn[s1]sgn[ss]. Zaménime-li v permutaci
libovolné dva prvky, zméni se jeji znaménko.
Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Cislo

detA= Y sgnfslaf’ a3 .. af (1.4)
[s]E, (M)
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se nazyva determinantem matice A. Zapisujeme také

1 n
0/1 (67
n
(0% (6]
detA =] 2 2
1 n
a, an

Poznamka: Determinant lze vyjadfit i pomoci zkracené scitaci symboliky uzi-
tim pomocnych veli¢in

0 je-li pro nékteré i, jo; = o;
ot =41 je-li [0, ..., 0,] sudd permutace
-1 jeli[oy,...,0,] lichd permutace
Pak
detA=¢) 2 " aflag®...al" (1.5)
(séitaci indexy jsou oy,...,0, € {1,2,...,n}. Determinant matice je tedy tvo-

fen souctem soucind prvkl matice utvorenym tak, ze kazdy sc¢itanec obsahuje
pravé jeden prvek z kazdého tadku a sloupce. Néasledujici vlastnosti determi-
nantt jsou pfimym diisledkem definice.

Véta 1.7 (Viastnosti determinanti) Necht A je ¢tvercovd matice fidu n. Pak
plati

(i) Vyndsobenim i-tého rddku sloupce matice A nenulovym cislem k vznikne
matice Al, pro niZ det A1 = kdet A. Je tedy pro libovolné i

det (1,? (K,)A) = det (Algj) (K,)) = kdet A = det I (k) det A

nebot k = det I,(f)(/i). Je-li nektery rddek sloupec matice A nulovy, je
det A = 0.

(ii) Ptictenim k-ndsobku j-tého Tddku (sloupce) matice A k i-tému Fadku
(sloupci) se determinant neméni, tj.

det (15;‘-7‘> (K,)A) — det (Algj-f) (K,)) — det A = det I () det A

nebot determinant matice 147 (k) je 1.

(iii) Vyména dvou vddki (sloupci) matice A méni znaménko determi-
nantu, tj.

det (Egjﬁ(n)A) = det (AEgjj)(h:)) — —det A = det EG7) (k) det A

nebot det Eg’j)(/ﬁ) = —1. Jsou-li dva Tddky sloupce matice A stejné, je
det A = 0.
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(iv) Je-li Q regquldrni matice fddun, pak det AQ == det QA = det Q det A.

(v) Determinant schodovité a trojihelnikové matice (horni i dolni) je roven
soucinu proki hlavni diagondly.

(vi) Necht B je matice idu n. Plati det AB = det BA = (det A det B).
(vii) det A = det AT.
(viii) Matice A je reguldrni prdvé tehdy, je-li det A # 0.

Dukaz: Dikazy vlastnosti (i), (ii), (v) je tfeba provést pfimo z definice. Tento
vypocet bude soucasti Cv1cen 1 3. Vlastnost (iii) je pfimym dtsledkem (i) a
(ii) , nebot E(Y) =1 (— ) ( ) ( )I%m(l) ( viz tlohu (9) Cviceni 1.2
a text pred vétou 1.3). Pomoci ditkazu véty 1.6, konkrétné pomoci skute¢nosti,
Ze libovolnd regularni matice je soucinem elementarnich matic, a vlastnosti (i)
a7 (iii) snadno provéfime (iv). Rovnéz dukazy (vii) a (viii) jsou jednoduché,
pouzije se pii nich opét vlastnosti (i) az (iii) a (v) . Soustfedme se proto na
dtikaz vlastnosti (vi). Necht A, B jsou matice fddu n a Da, Dg odpovidajici
diagonalni matice, které ziskdme kone¢nym poc¢tem elementarnich tiprav z matic
A, B. Inverznimi tipravami Ize z matic D, Dg obdrzet zpét matice A, B, tj.
A = UlDAV1, B = UQDBVQ, kde Ul, Vl, UQ, V2 jSOll konecné SOlléiHy
elementéarnich matic. Podle pravidel (i) az (iii) nebo pfimo podle (iv) je

det A = det U;det Da det V; . det B = det Uy det Dg det Vo

Vypo¢teme nyni souéin matic A , B: AB =U; DA V;Uy;DgVs. (Pro¢ na pravé
strané rovnosti nepiSeme zavorky?) Pak plati

det AB = det Uy det(Da V1 UyDg) det Vo opét podle (iv).

Zabyvejme se nyni determinantem matice tvaru C = DM, kde D je diagondlni
matice diagD = [A1,...,A,], M = (u]) je libovolnd matice fadu n. C = (v/),
vl = /\Z,u, tj. matice C ma nésledujici tvar:

Apy o Ay A
C— Aoph  Aops oo dopd
A 1 A 2 . A n

Podle (i) pak detC = A;...\,det M = (det Ddet M). Tento vztah plati i
pro pripad, ze nékteré z ¢isel \; je nulové. Pro C/ = MD je opét det C/ =
det M det D (provéite). Pouzijeme téchto zavért pro vypocet determinantu ma-
tice (DAV] UQDB

det(DAleQDB) =detDa det(V1U2DB) =
= det Da det(V1Uz) det Dg = det DA det V; det Uy det Dy
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Posledni rovnost opét vyplyva z (iv). Pro determinant sou¢inu A B tedy nakonec
dostavame:

det AB = det DA det V; det Us det Dg = det A det B (1.6)

o

Ve vété 1.7 jsme shrnuli vSechny podstatné vlastnosti determinant, postra-
dame v8ak doposud néjaky vhodny zpiisob praktického vypoctu determinantu,
ktery by byl schiidnéjsi nez pfimé pouziti definice. Jednou z moznosti, ktera se
diky platnosti véty 1.7 nabizi, je vypocet determinantu schodovité nebo diago-
nalni matice, kterd vznikne z matice A elementarnimi tpravami. Nékdy je v8ak
uziteéné kombinovat elementarni tipravy s metodou, kterd umoziuje nahradit
vypoclet determinantu ¥adu n vypocétem nékolika determinantt ¥adu (n — 1).
Jedna se o tzv. rozvoj determinantu podle vybraného fadku nebo sloupce.

K formulaci metody potiebujeme jesté nékteré pojmy: Minorem (subdeter-
minantem) k-tého fadu matice A pro 1 < k < n rozumime determinant jeji
libovolné submatice k-tého ¥adu. Algebraickym doplitkem prvku o] ¢tvercové
matice A fddu n nazyvdme &slo A5 = (—1)"*7 det A}, kde A’ je submatice
vznikld z A vypuSténim i-tého fddku a j-tého sloupce. Algebraicky doplnék
prvku je tedy ddn minorem fadu (n — 1) matice A.

Véta 1.8 Necht A = (o)) je matice #ddu n. Plati

detA=cfdl = =al A7 detA=ajd} =-=afA,  (17)

Vyraz o] A} = al Al + a2 A} + -+ + af Al, vyjadiuje rozvoj determinantu
podle prvého faddku, vyraz ai Al + alA? + -+ + al AT rozvoj podle prvého
sloupce. Podobné jsou definovany rozvoje podle ostatnich fadka a sloupct.
Vsechny rozvoje maji stejnou hodnotu, rovnou determinantu matice A.

Dukaz: Dikaz véty 1.8 lze provést pfimo z definice determinantu a bude pied-
métem Cviceni 1.3.

O

Pozndmka: Pouziti rozvoje determinantu podle i-tého fadku (sloupce) je
vhodné hlavné v pfipadé, Ze tento Fadek (sloupec) obsahuje vétsi pocet nulovych
prvki. Casto se rozvoje pouziva pro determinanty ¢tvrtého fadu v kombinaci s
tzv. Sarusovym pravidlem (viz Cviceni 1.3).

Piiklad 6: Vypocéteme determinant zadané matice A jednak pfevodem na scho-
dovity tvar elementadrnimi ipravami, jednak rozvojem podle vhodné zvoleného
radku nebo sloupce.
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Vypoéet determinantu pomoci elementarnich aprav: Piipouzivani ele-
mentarnich Gprav musime dbat na to, 7e ,beztrestné“ smime provést pouze ele-
mentarni apravu (ii), tj. priéteni k-nasobku j-tého tadku (sloupce) k i-tému.
Pii kazdém pouziti vyméry fadkt (sloupcil) je nutno vynéasobit vysledek (—1) a
pii kazdém pouziti elementarni Gpravy (i), tj. ndsobeni fadku (sloupce) éislem
k # 0, vynasobit vysledek 1/k,

—4 1 2 —2 1 -8 7 2 4 —1 -8 7 0 4 —1
0 3 0 1 —5 0o 3 0 1 —5 0o 3 0 1 —5
Vi U,
A= 0 4 0 5 5~ 0 4 0 5 5~ 0 4 0 5 5
2 —3 1 —3 1 0 O 1 0 0 0o 0 1 0 0
—1 —1 3 —1 0 -7 8 3 8 -3 -7 8 0 8 -3
—8 -5 0 0 19 —8 -5 0 0 19 —8 -5 0 0 19
0 3 0 —1 —5 0 0 0 1 0 0 0o 0 1 0
Uz V2 US
~ 0 —11 0 0 30 | ~ 0 —11 0 0 30|~ 0 —11 0 0 30
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
-7 —16 0 37 -7 —-16 0 0 37 1 0o 0 0 12
0 -5 0 0 —77 0 -5 0 0 7 0 55 0 0 847
0 0 0 1 0 0 0o 0 1 0 0 0 0 1 0
U, V3 5
~ |0 —11 0o 0 30| ~1]0 —11 0 0 30|~ 1|0 —55 0 O 150
0 0o 1 0 0 0 0o 1 0 0 0 0 1 0 0
1 0o 0 O —12 1 0o 0 0 0 1 0O 0 o0 0
0 0O 0 0 997 1 0O 0 o0 0
0 0 0 1 0 0 —-11 0 O 0
Usg Va4,U7
0 —-11 0 O 30 ~ 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0O 0 O 0 0 0O 0 0 997

Posledni matice je v schodovitém tvaru, jeji determinant je roven ¢islu —11 x
997. Ke zménam determinantu doglo pfi elementarnich tpravach Uy (ndsobeni
determinantu ¢islem —55), Ug (ndsobeni determinantu ¢islem 1/5) a pfi Gpravé
U;. (ndsobeni determinantu ¢islem —1 diky tfem sloupcovym nebo fadkovym
vyménam). Je proto det A = —1/55 x 5 x (—1) x (—11 x 997) = —997.
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Vypoéet determinantu rozvojem napiiklad podle druhého fadku:

—4 2 -2 1 —4 1 2 1
detA=3det| © ° 7 | 4det| © 'O |-
2 1 -3 1 2 -3 1 1
1 3 -1 0 -1 -1 3 0
—4 1 2 -2
0 4 0 5
—(—5) det a1 s
1 -1 3 -1
—4 2 -2 1
0 o . —4 2 1 —4 2 -2
det 4 s = —5det 2 1 1| +5det 2 1 —3| =-265
B 1 3 o0 1 3 -1
1 3 -1 o0
—4 1 2 1
o 4 o0 s 4 2 1 4 1 2
det ) s 1 = 4 det 2 1 1] +5det 2 -3 1| =143
N -1 3 0 -1 -1 3
-1 -1 3 0
4 1 2 -2
o 4 o0 s 4 2 2 4 1 2
det = 4 det 2 1 —-3]| +5det 2 -3 1] =-69
2 -3 1 -3
-1 3 -1 -1 -1 3
-1 -1 3 -1
det A =3 x (—265) + 143+ 5 x (—69) = —795 + 143 — 345 = —997

Vypocéet determinantu kombinaci elementarnich tprav s rozvojem:
Po provedeni tiprav danych maticemi V1, Uy, Uy provedeme rozvoj podle ¢tvr-
tého radku a déle rozvoj podle druhého tradku:

-8 -5 0 19
0 0 1 0 e
det A = (—1)det =det| o -11 30| =-997
—11 0 30
1 0 —12
0 0 -—12

Matice U; a V;, pomoci kterych jsme v tomto piikladu realizovali elementarni
Gpravy, jsou uvedeny v tloze (5) Cviceni 1.3. Soucdésti Cvifeni 1.3 je rovnéz
odvozeni Sarusova pravidla pro vypocet determinantu matice tietiho radu.

Zobecnénim véty o rozvoji determinantu podle Fadku (sloupce) je tzv. Lapla-
ceova metoda rozvoje determinantu podle nékolika fadkid nebo sloupct, ktera
se s vyhodou uplatni v pfipadé 7e matice obsahuje nulové bloky.

Véta 1.9 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu podle k-tice Fadki nebo sloupcii)
Necht A = (al) je ctvercovd matice n-tého fddu a 1 < iy < iy < --- <ip <n
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resp. 1 < j1 < ja2 < - < Jr < n rddkové resp. sloupcové indexy. Plati

ot al*
21 1 . .
det A = S T e I (1.8)
1 oLl J1 . Jk
1<j1<ja < <jr<n oG a;,
Ji Jk
& @ L
det A = S L I (1.9)
1<ii<in< - <ip<n ot adk
(2% (3

kde A;:Z;Z je tzv. algebraicky doplnék subdeterminantu

J1 . Jk
sz-] sz-]
J1 Jre
a“ . aik

definovany jako determinant vypocteny ze zbyvajicich Tadki a sloupci matice A
vynasobeny cislem —1 umocnénym na soucet zbyvajicich tadkovych a sloupco-
vijch indexil.

Necht A je matice fadu n. Matici B, pro kterou je AB = BA = E nazyvame
matici snverzni k matici A, zna¢ime ji symbolem A~!', Shrneme nyni diilezité
vlastnosti inverznich matic.

Véta 1.10 Viastnosti inverznich matic Pro ¢tvercové matice Tadu n plati:

(i)

Pokud matice A" ezistuje, je urcena jednoznacné. (1.10)

(i)
(A H 1 =A. (1.11)

(iii)
(AB)"' =B 'A"1 (1.12)

(iv)
det A™' = (det A) ! (1.13)

(v)
A~ existuje pravé tehdy, kdyZ A je requldrni. (1.14)

(vi)
Plati-li pro matice ABAB=E, psk A=B ! B=A"1 (1.15)

Dukaz: Dtikazy téchto tvrzeni jsou velmi jednoduché a vyzaduji pouze pouziti
pravidel pro souc¢in matic. Budou soucasti Cviceni 1.3.

¢
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Vznika opét problém praktického vypoctu inverzni matice. Necht A je re-
guldrni matice fddu n. Existence inverzni matice je zaru¢ena vlastnosti (v) ve
vété 1.10. Jedna z metod vypoctu je opét zalozena na pouziti elementarnich
uprav. Matici A prevedeme elementarnimi ipravami na horni trojihelnikovy
tvar. Vzhledem k regularnosti matice a vlastnosti (v) ve vété 1.7 jsou v8echny
diagonalni prvky tohoto tvaru nenulové. Dalsi elementarni Gpravy zajisti, aby
vSechny prvky v diagondle byly rovny jedné. Je mozné zajistit, aby tyto Gpravy
byly fadkové, Nyni mizeme opét pomoci fddkovych elementarnich Gprav vynu-
lovat zbylé nediagonalni prvky. Konkrétné

1 a}r i 1 alr a?ﬂ/ 0
0 1 a¥ ay! 0 1 ay='r 0
A~ A= : ~
ar_ 1 1 0
0 0 1 0 0 1

Provedli jsme postupné odecteni af'-nasobku posledniho fddku od prvého, af’-
nasobku posledniho fddku od fadku druhého, atd. Podobné pokracujeme s ostat-
nimi fddky a nulujeme postupné jednotlivé sloupce matice A’. Lze tedy psét
UA = E, kde U je koneérny soufin elementarnich matic. UZzitim vlastnosti (vi)
ve vétd 1.10 zjisfujeme, ze U = A~'. Je vak U = UE , takZe matici A~!
dostaneme z matice E tymiz elementarnimi ipravami, které vedly k prevodu
matice A na jednotkovy diagondlni tvar. Prakticky postupujeme tak, 7ze Gpravy
matic A, E provadime soubézné.

Piiklad 7: K zadané matici A vypocteme matici A1,

Pak A~! =

W = =R
R
—= = = ol =
= O O O O
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Budeme provadét soubézné elementarni pravy matic A a E

1 1. 1 1 0[1 0 0 0 0 1 1 1 1 0/ 1 0 0 0 O
1 1.1 5 0[{0 1 0 0 0 00 0 4 0[-1 1 0 0 0
1 1 4 1 0/0 0 1 0 0|]~]O 0 3 0 0/-1 0 1 0 0f~
1 3 1 1 0[{0 0 0 1 O 0 2 0 0 0/-1 0 0 1 0
2 1 1 1 1{0 0 0 0 1 1 0 0 0 1[-1 0 0 0 1
1 11 1 0 1 0 0 0 O 10 0 o0 of 2% -1 -1 -3
0o 0 1 o/-%2 1 0 0 o0 oo o0 1 of-—-% % 0 0
~lo o 1 0 o/-% 0o % 0 o|~]0O 0 1 0 0|-% o0 1 0
010 0 o -% 0o o % o 01 0 0 O0fl-%2 0O 0 3
1 0 0 0 1|{-1 0 0 0 1 10 0 1| -1 0 0 0
10 0 0 0 2 -1 -1 -3 0 10 0 o0 of 2% -1 -1
00 0 1 0] —3% 1 0 0 0 0 1 0 0 o0 —% 0 0
~|lo o 1 0 of -% 0 1 0 ofl~]o0o o 1 0 o —% 0 1
01 0 0 0 —% 0 0 3 0 00 0 1 0| —7% : 0
o 0o 0 o 1|-3 1 z 1 0 0o 0o o0 1|-3 % 1

Témito pravami je matice A (vlevo) pfevedena na jednotkovy diagondlni tvar
a matice A (vpravo) na inverzni matici k matici A.

Jind metoda vypoctu inverzni matice spo¢ivéa v platnosti véty o rozvoji véta
1.8. Utvoime matici B z algebraickych dopliikii matice A takto: B = (f/) =
(A')i, tj. prvek matice B je algebraickym doplhkem prvku a;. matice A. Matice B
se nazyva matici adjungovanou k A, znac¢ime ji B = adjA. Pfimym vypoctem a
uzitim véty 1.8 se snadno presvédéime, ze souc¢in AB je roven diagonalni matici,
jejiz diagonalni prvky jsou rovny det A. Tento vypocet bude soucasti Cviceni
1.3. Oznadime-li tedy C = adjA/det A, dostavime AC = E. Podle tvrzeni (vi)
véty 1.10 je zfejmé, ze C = A~!, takze plati

Al = ﬁade. (1.16)
Tento vztah prc vypocet prvki inverzni matice je uziteény zejména pro matice
niz§ich radt n < 4. U matic vyssich rada jsou vypocty algebraickych doplhku
zdlouhavé a je vyhodnéjsi pouzit soubéznych elementarnich iprav matic A a E.

Na z&vér odstavce zavedeme pojem podobnosti matic. Ctvercové matice A,
B 1fadu n nazyvame podobnymi, jestlize existuje regularni matice Q takova, ze
plati B = QAQ'. Rikdme, 7e matice B je podobna matici A. Pochopitelné je
také matice A podobna matici B, nebot A = Q'BQ = Q 'B(Q 1) !, kde
Q! je reguldrni matice. Vztah mezi podobnymi maticemi nazyvime podob-
nostni transformaci. Z véty 1.6 a véty o determinantu souéinu matic (véta 1.7,
vlastnost (vi)) vyplyva dtlezita vlastnost podobnostni transformace:

Véta 1.11 Podobnostni transformace neméni hodnost ani determinant matice.
(Podobné matice maji stejnouw hodnost a stejnou hodnotu determinantu.)

= O O O O

o O n=
N =

n|=

o O o o

—
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Nalezeni kritéria podobnosti matic (podminky nutné a postacujici pro to, aby
matice A, B byly podobné), které by umoznilo zjistit, zda zadané ¢iselné matice
A, B jsou podobné ¢i nikoliv, je problém, vybocujici a rdmce teorie ¢iselnych
matic a bude proto feSen az v dal§ich odstavcich.

Poznamka: Vztah podobnosti matic je relaci ekvivalence na mnoziné étverco-
vych matic fadu n. (DokaZte.)

Cvicdeni 1.3

Pomoci definice determinantu dokazte vlastnosti (i),(ii), (v) a (vii) ve vété 1.7.
Néavod: Zpiisob vedeni dikazii vlastnosti determinantd pfimym vypoctem z
definice ukdZeme na pifkladé vlastnosti (ii) ve vété 1.7. Uvazme matici A = (o)
rfadu n. Podle definice je

_ l.i.j..n ka k; kj kn
detA—%]...k,...]...k"al ot oo L

, k1,...,k, jsou s¢itaci indexy. Provedme s matici A elementdrni ipravu spo-
¢ivajici v pfi¢teni k-nasobku j-tého fadku k i-tému. Vznikne matice A’, kterd
se od matice A ligf i-tym fddkem: o = ok + Iia’; pro k € {1,...,n}. Jeji
determinant je

. 1...4...75..n k1 ki k; k , oz .
Vyraz ke G0 kLot --agt gt oooagr o ktery se liSi determinant ma-
tice A’ od determinantu matice A, je ovSem roven nule, nebot je souc¢tem pfes

ki k;
i@

. - ; k . s s« . o (o
obsahuje i soucin K,afl ey .a?’, vznikly zdménou indexti k; a k;. Zaménou

indexii se vSak méni parita permutace, takze uvedené souciny jsou ve vyrazu

N . iy eloiden _ l.i.j.m
zastoupeny § opacnyml znamenky €, - g’ gk, = " Ckyk; . ki ke

vSechny permutace indexii 1 az n, a s kazdym soucinem tvaru fm/f‘ oo

J

Provedte dikazy vlastnosti determinantu (iv) a (viii) ve vété 1.10.

Navod: Pii dikazu vlastnosti (iv) vyuzijte skute¢nosti, 7e libovolnou regularni
matici 1ze zapsat jako soucin koneéného pocétu elementarnich matic. Vlastnost
(viii) dokazete snadno, uvédomite-li si, jak vypadd schodovity tvar reguldrni
matice a vyuzijete-li vlastnosti (v).
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Urcete pocet vSech minort k-tého radu matice A fadun, 1 < k <n.

Vysledek: Pocet minorit k-tého fadu matice A je (7)°.

DokaZte vétu 1.8 o rozvoji determinantu podle fadku (sloupce).

Néavod: Dikaz provedte pro pfipad rozvoje podle prvého fadku p¥imym vypo-
¢tem z definice determinantu:

_ 12..n k1 ko kn
det A =, 5" p oot oo’ Ly
Vytknéte postupné at, a2, ..., ol z téch ¢lent souétu vyjadiujictho determinant,
které dany prvek obsahuji, tj.
_112..n ks kn 2 12..n ks ks kn
det A =€y g g, Qo -0y + Qi€ ko Qyt st o
n_12..n k1 kn_1
S Ty A SR o 7 R M
[ka, ..., k,] pfedstavuje permutace indext {2,...,n}, [k1, ks, ..., k,] permutace

indexti {1,3,...,n}, atd., [k, ..., k,—1] permutace indext {1,2,...,n —1}. Na
zakladé definice c¢isel 5%}'.'%” ukazte, ze j-ty z vyrazi v zavorkach, tj.

12...n k1 kj—1 kjt1 kn
T P o 1 Y o P e P P 14

je (—1)7 " l-ndsobkem subdeterminantu matice A, ktery vznikne vynechdnim
prvého tadku a j-tého sloupce. Pro rozvoj podle prvého tadku tedy tvrzeni
plati, nebot je (—1)7~! = (=1)7+!'. Rozvoj podle libovolného i-tého Fadku lze
prevést na rozvoj podle radku prvého zdménou i-tého a prvého radku. Jakym
koeficientem je pfitom tieba vyndsobit vysledek? Dovedte tivahu do konce.

V prikladu 6 vypiste vSechny matice, které odpovidaji jednotlivym sledtim ele-

mentarnich 1'1prav, t] Ul, ey U77 Vl, ey V4 a vysledné matice U = U7U6U5U4U3.[]22U17

V = V;V,V3V,, které previadéji matici A na diagondlni tvar D vztahem
UAV = Da. Matici U ziskite tak, 7e s jednotkovou matici provedete sled
vSech tadkovych tptav, které byly provadény s matici A. Provedenim vSech
uprav sloupcovych s matici E ziskate analogicky matici V.
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Vysledek:
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(6) Dokazte platnost vlastnosti inverzni matice, shrnutych ve vété 1.10.

vhodnou matici zleva resp. zprava dokazte danou vlastnost. Postup ukazeme na

piikladé vlastnosti (i), (iii).

Navod: Vyjdéte vzdy 7 definice inverzni matice a nasobenim defini¢niho vztahu
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(i) Necht B, C jsou dvé matice inverzni k matici A. Pak AB = E, AC = E,
BA = E, CA = E. Nasobme napiiklad prvou rovnost matici C zleva:
CAB =C. Je viak CA = E a tedy EB = C , odkud B = C.

(iii) Oznafme C inverzni matici k sou¢inu AB. Pak plati CAB = E. Néso-
benim zprava matici B~! dostaneme CA = B~!. Dalsim vynasobenim
zprava tentokrat matici A mame C = B~'A~!. Formulujte pfedpoklady,
za kterych predchozi Gipravy mizeme délat.

(7) K zadanym maticim vypoc¢téte matice inverzni.

(10)

(a) A je matice z pfikladu 6. Mizete vyuzit vysledka tlohy (5) Cviceni 1.3?

Zduavodnéte.
3 -1 0 0
-1 3 0 0
(b) 0 0 1 1
0 0 -1 -1
1 -1 0
() |1 1 2i
0 —2i 3

(d) A je matice z ptikladu 7. Vypocet A~! provedte pomoci adjungované
matice.

Vysledek: (a) V piikladu 6 je vypocten didgondlni tvar matice A, oznaceny
Da a v tloze (5) Cviéeni 1.3 matice U, V, pro které Da = UAV. Vypoctéte
odtud A~! nasobenim rovnosti vhodnymi maticemi zleva a zprava.

3/8 1/8 0 0

1 =31 -2

1/8 3/8 0 0 o :

(b) . - () g3 -3 2
0 0 -i/2 —1/2 RS-

0 0 1/2 /2

DokaZte nésledujici tvrzeni: Hodnost matice A typu m/n je déna nejvyssim
fadem minori, z nichz alespon jeden je nenulovy. Existuje-li tedy alespon jeden
minor p-tého fadu rizny od nuly, zatimco v8echny minory ¥adu (p + 1) jsou
nulové, je hodnost matice rovna p.

P#imym pouZitim vztahu 1.8 dokaZte, 7e inverzni matici k (regularni) dolni resp.
horni trojihelnikové matici je opét dolni resp. horni trojihelnikova matice.

7 definice odvodte vztah pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu a ukazte,
7e vyhovuje nasledujicimu schematu vypoétu (Sarusovo pravidlo):

_ 1.2 3 1.2 3 1 2 3 3.2 1 3.2 1 3.2 1
det A = ajasa5 + as050] + azaie, — @7 05 — QL0507 — Q30705



Kapitola 1. Teorie matic 31

a; o of
AN

1 2 3

as  as  a;
XX

1 2 3

Qz Q3 Q3
XX

1 2 3

a;  a; o
N

1.4 Priklady matic se specialnimi vlastnostmi:
unitarni a samoadjungované matice

Samoadjungovanou matici jsme definovali jiz v odstavci 1.1 vztahem A = AT*.
Ctvercovou matici A nazveme unitarni, plati-li A=! = AT*. Je zfejmé, Ze uni-
tarnimi mohou byt pouze matice reguldrni. Uvazujeme-li o mnoziné matic nad
R, pfejde defini¢ni rovnost na tvar A~ = AT a hovofime o matici ortogonalni.
Samoadjungovand unitarni matice resp. symetricka ortogondlni matice je rovna
své matici inverzni. Zkoumejme nyni vlastnosti unitarnich matic:

(i) Plati det A=' = det AT* = (det AT)* = (det A)*. (V ptipadé matice
ortogondlni je det A~! = det A.) Soucasné vSak det A~! = (det A)~', odkud
(det A)* det A = 1. Determinant unitarni matice je tedy komplexni ¢islo s mo-
dulem rovnym ¢islu 1, nad R dokonce det A = +1.

(i) Plati AA~! = E, odtud pro unitarni matici AAT* = E. Pro jednotlivé

prvky pak dostavame afa?* = §;;. Podobné ze vztahu AT*A = E dostaneme

ai*al = §Y. Jsou-li naopak splnény tyto vztahy, tj. AAT* = E, AT*A = E, je

podle (vi) ve vété 1.10 AT* = A~!. Vztahy
afa?* = 0;j a}:ai = g4 (1.17)

1<i,j<n
nazyvame relacemi ortogonality a mizeme pomoci nich snadno provérit unitar-
nost matice A. Nad R dostaneme odpovidajici tvar relaci ortogonality vypusté-

nim operace x.

Priklad 8:

V2 142 0 0

1/vV2 i/V2 0

_ | _| 1/v6  1/V6 2/3 0
b= ‘/3/5 1/3/5 ; A | Vi VIE VT Va2
/2 —1/2 —1/2 -1/2

C =

1/v3

1/vV3 0

i3

1/V3 0
0 1/V3
—-i/V3 i/V3

-i/V3 —i/V3

i/V3
1/V3

_i/\/g
0

Matice A je nad R matici ortogonélni, nad C matici unitarni. Matice B a C
jsou unitarni. Provérte tuto skutecnost a zapiste odpovidajici matice inverzni.
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(iii) Necht unitarni matice A realizuje linearni transformaci souboru promén-
nych (z',...,z2") k proménnym (y',...,y"), z',y* € C, i € {1,...,n}. Takovd
transformace ma tvar

i

b ie{l,...,n} = (y) = (x)A

Po rozepsani
=z'a; +2%a5 4+ - + 2"

RVENES

=z'ad +2%a5+ -+ 2"

n_ 1 n 2 n n,_n
Y =x ap +riay + + 1z a,

Poéitejme vyraz y'y™ s¢itaci index je i. Tento vyraz mizeme vyjadiit v mati-
covém zapisu jako (y)(y)T*.

W = (@ A(2)A)T = (2)AAT (2)T = (2)E(2)™

n TP S P S PR o L i2
tedy >0, |v')° = y'y™ = a'z™ = 3., |2'|>. Unitarni transtormace tedy za-
chovava soucet ¢tvercti moduli proménnych. Geometricky vyznam této vlast-
nosti se ozfejmi v kapitole 4.

B. Polynomické matice (A-matice)

V odstavci 1.3 jsme ponechali otevienou otézku kritéria podobnosti ¢isel-
nych matic. Jeji vyfeSeni zasahuje do oblasti teorie tzv. polynomickych matic,
tj. takovych, jejichz prvky nejsou ¢isla, nybrz polynomy jedné proménné A. V
nasledujicim textu se budeme teorii polynomickych matic zabyvat s cilem for-
mulovat ono kritérium podobnosti. Uvahy se tykaji matic ¢tvercovych.

1.5 Ekvivalence \A-matic

Necht R[}], resp. C[\], je mnoZina polynomt jedné proménné A libovolného ko-
necéného stupné s redlnymi resp. komplexnimi koeficienty s operacemi séitani
polynomi, nasobeni polynomu ¢islem a nasobeni polynomt, definovanymi zné-
mym zpusobem. Mnoziny R[A], C[A opatfené uvedenymi operacemi maji struk-
turu tzv. komutativniho okruhu (viz kapitola 2).

Polynomickou matici A(X) fddu n nad R resp. C rozumime ¢tvercovou ma-

tici, jejiz prvky jsou polynomy z R[A] resp. C[\]. Hovoifime téZ o A-matici.

aj(A) ... a(\)
AN =] : al(A) € RAL, C[A].
ay,(A) an ()
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Vzhledem k uvedené algebraické strukture mnozin R[], C[A] 1ze definovat sou-
¢et, ¢(A)-ndsobek a soufin A-matic stejnym zptisobem jako u matic ¢iselnych
d(A) € R[A],C[A] se zachovanim vSech vlastnosti téchto operaci, popsanych
vztahy (1.1) a (1.2). RovnéZz determinant a minory polynomické matice jsou
definovany normalné stejné jako u matic ¢iselnych. Vzhledem k tomu zistavaji
v platnosti véty o rozvojich (véta 1.8 a véta 1.9).

Elementarnimi ipravami polynomické matice rozumime:

(i) vynasobenii-tého fadku (sloupce) ¢islem k € R, C riiznym od nuly (Pozor:
nasobeni fadku polynomem neni elementdrni tprava)

3

(ii) pficteni j-tého fadku (sloupce) vyndsobeného polynomem ¢(A) € R[A], C[A]
k i-tému radku (sloupci).

Elementarni matice, odpovidajici témto ipravam, maji tvar

1
- (i) 0
|G
10) (k) = (i) = &
1
0
1
1 (7)
10
1 p(A) <+ (i)
1) (p(N)) =
1
0

1

a zachazi se s nimi opét stejné jako u ¢ieelnych matic, zpétné (inverzni) Gpravy
jsou opét elementarnimi tipravami a snadno bychom jisté zapsali tvar odpovi-
dajicich elementirnich matic. Matice A()\), B()\) nazyvame ekvivalentnimi a
znaéime A (A\) ~ B()), lze-li pfevést jednu v druhou koneénym poctem elemen-
tarnich aprav, tj. vyjadfit napt. B(A) ve tvaru B(\) = U(M)A(AN)V(A), kde
U()N), V(A) jsou kone¢né soudiny elementdrnich matic.

Uvedend relace ~ je skuteéné ekvivalenci na mnoziné A(\)(n/n) polynomic-
kych matic faddu n. Ciselné matice fadu n bylo mozné pfevést elementirnimi
upravami na diagondlni tvar D, a to dokonce takovy, ze diagonalni prvky byly
rovny bud 1 nebo 0, tj. diagD = [1,...,1,0,...,0]. Rikejme takovému tvaru
kanonicky. Kanonicky tvar lze povazovat za ,nejjednodussi“ tvar vSech ekvi-
valentnich matic, tj. za jakéhosi reprezentanta celé tfidy ekvivalentnich matic.
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Nabizi se otazka, zda podobného reprezentanta maji i ekvivalentni A-matice.
Progetiete nejprve moznost tipravy matice A(A) na diagondlni tvar, tj. matici,
jejimiz diagondlnimi prvky jsou polynomy a nediagonélni prvky jsou vesmés
nulové. Uvazme t¥idu v8ech matic ekvivalentnich dané matici A(X). Vylou¢ime
trividlni pfipad, kdy A(X) je nulovd matice a je tedy jedinym reprezentantem
prislugné ti¥idy ekvivalence. (Nulovou matici povazujeme za matici v kanonic-
kém tvaru.) Ozna¢me jako B(A) kteroukoliv z téch matic dané t¥idy ekvivalence,
které maji v prvém radku a prvém sloupci nenulovy polynom nejnizsiho stupné,
jaky se v maticich dané t¥idy viibec vyskytuje a ktery méa u nejvyssi mocniny
proménné A koeficient 1. (Zdtivodnéni existence takové matice viz Cviceni 1.5.)
Matice B(A) m4 tedy tvar

ALY B . A

Ukézeme, 7e vSechny prvky prvého faddku i prvého sloupce jsou délitelné po-
lynomem e; (\). Vyjadiime napt. 34 (X) ve tvaru 87 (\) = e1 (A)od(\) + (N, kde
@(N) je Gastedny podil a ¥(N) zbytek po déleni; plati degi(\) < dege; ()). Déle
provedeme s matici B()) elementarni tpravu spocivajici v odeéteni nasobku
prvého sloupce od j-tého:

By /329) BI(N) | B |
BN . B LB
a() . b(\) B

Ny

BYAN) . BN —ei(Np(N) ... BE(A

BLN . BI) — e (VoA .. Br(N)

Vzhledem k tomu, Ze stupenn zbytku ¢ (\) je mensi nez stupen délitele e; (A),
je tvar posledni matice v rozporu s volbou matice B(A) s vyjimkou piipadu,
kdy ¢(\) = 0. Polynom $3{ (\) je tedy beze zbytku délitelny polynomem e ().
Stejné se ivaha provede pro prvky prvého sloupce 3} (\). Matici B()) Ize pak
vhodnymi elementidrnimi ipravami pievést na tvar

0 BN B .. BY(Y 0

BOY)=| . | _—
: : : B'()\)
0 BN BYON) . BN 0

Je-li B/(\) nulovd matice, je Gprava hotova. V opaéném piipadé lze tytéz
Gvahy aplikovat na matici B/(\) fddu (n — 1) a postupné tak pfevést matici
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B(A) na tvar

v jehoz diagondle jsou polynomy s vedoucim koeficientem (tj. koeficientem u
nejvyssi mocniny proménné \) rovnym 1. Posledni nenulovy z nich je oznaen
ep(A), p < n. Vyjadiime nyni napiiklad es(X) ve tvaru ex(A) = e (A)o(A) +
(M), degyp(A) < degeq (\) a provedeme nésledujici elementarni Gpravy: Nejprve
pfi¢teme prvy Fadek k druhému a poté odec¢teme ¢(\)-ndsobek prvého sloupce
od druhého.

e1(N) 0 0 ... 0

0 er(No(X) +9(A) 0 0
B)\) ~ 0 0 es(N) 0 ~

6 0 0 en-()\)

er(A) —er(N)g(N) 0 0

e1(A) P(A) 0 0

~ 0 0 ez(A) 0

6 0 e 0 en.(/\)

S vyjimkou pfipadu, kdy ¢ (lambda) = 0, se opét dostavame do sporu s vol-
bou matice B(A). Polynom es () je tedy délitelny polynomem e;()). Uvahu lze
pochopitelné zobecnit na dalsi ¢leny diagonély matice D()).

Popsany postup elementarnich tiprav tedy zarucuje moznost prevést matici
A()) na tzv. kanonickou matici D(A) nasledujécéch vlastnosti

(i) Matice D()) je diagondlni, diagD(A) = [e1(A),...,ep(A),0,...,0], p < n.
(ii) Polynom e;;1(A) je délitelny polynomem e;(\) proi € {1,...,p—1}.
(iii) Vedouci koeficient kazdého z polynom e;(A) proi € {1,...,p} je roven 1.

Kazda trida ekvivalentnich A-matic tedy obsahuje alespon jednu kanonickou
matici. Zbyva vyresit otazku jednoznacnosti. Predpokladejme, Ze v dané tridé
ekvivalence, uréené matici A(\), jsou dvé matice Dy () a Do (\), pro néz ozna-

¢ime diagDy () = [e1 (V). - .., e,(A),0,...,0] adiagDa(\) = [fi(A), .. .. f,(V),0, ...

3

Ziejmé je D1(\) ~ Do()), takZe existuji matice U(\), V(A) vyjadiené jako ko-

necné souciny elementarnich matic takové, ze Dy (A) = U(A\)Da(A)V(A). Pie-
devsim je jasné, ze p = ¢ (zdfivodnéte). Upravy pii pievodu matice Dy()) na
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tvar D1 (\) jsou tedy provadény s prvymi p fadky a sloupci. Ditkaz tedy staci
provést pro matice fadu p, pro néz e;(A\) # 0 pro i € {1,...,p}, indukei vzhle-
dem k p. Pro p = 1 vyplyva z ekvivalence (e1(\)) ~ (fi1(\)) okamzité rovnost
e1(A) = f1(A) vzhledem k vlastnosti (iii) kanonickych matic. Pfedpokladejme
rovnost Dy (A) = Dy(A) pro (p — 1) (indukéni pfedpoklad). Pro p pak plati

€1 (A) €1 ()\)

. 0 0
Di(N) = ep1(2) ~ ep1() =D>(3)

ep(A) fr(N)

a ze vztahu D1 () = U(A)D2(A)V(A) vyplyva det D1 = det U det Dy det V. Po-

névadz determinanty matic U(A) , V() jsou ¢iselné a nenulové, mame e1 () ...ep_1(N)ep(A) =
ker(A) . ..ep_1(N) fp(A) = ep(A) = kfp(A). Polynomy e)p(A) a fp(A) vSak maji

stéjny vedouci koeficient, takze k = 1 a e,(A) = fp(A). Na zdkladé dosavadnich

uvah miiZzeme vyslovit nasledujici tvrzeni:

Véta 1.12 KazZdd A-matice je ekvivalentni prdavé jedné kanonické matici.

Polynomy e (\),ea(A), ..., en(A) jsou charakteristické pro danou t¥idu ekvi-
valentnich A-matic a nazyvame je invariantnimi faktory dané t¥idy ekvivalence.
Cislo p, pro né% e,(A) # 0, e,11(A) = ... = e,(\) = 0, nazyvdmé hodnosti
motice, resp. hodnosti dané t¥idy ekvivalentnich matic.

Uvedeme jest¢ jinou metodu vypoctu invariantnich faktor, ktera je ve srov-
nani s metodou elementarnich tprav velmi G¢innd zejména pro matice nizsich
fadi (n < 4) a v pfipadech, kdy matice obsahuje vétsi mnoZstvi nulovych prvkda.
Je zaloZzena na vypoctech minord matice A(A).

Véta 1.13 Necht A()\) je matice Tadu n a hodnostip < n. Pro1 <k <n
oznacme jako di(\) nejuétsiho spoleéného délitele vSech minori k-tého Tddu
matice A(X), jehoZ vedouci koeficient je 1. Soubor polynomi di(X),...,dy(N)
je matici A(X) uréen jednoznacné, jinak klademe dp1(N) = ... = dp(A) = 0.
Polynomy di(\) se neméni elementdarnimi ipravami matice A(N).

Didkaz: Dikaz tohoto tvrzeni je zaloZen na chovani determinantti matic pfi
elementarnich pravach a bude proveden v ramci Cviceni 1.5. Z véty 1.13 vy-
plyvéa, Ze kanonicka matice dané tiidy ekvivalence mé stejny systém polynomii
di(N),...,dn(X) jako v8echny matice néaleZejici dané t¥idé. U kanonické ma-
tice v8ak lze di(X),...,d,()\) snadno ur¢it. Necht D(A) je kanonickd matice,
dlagD()\) = [6] ()\)7 ceey ep()\)7 0, Ceey 0] Pak d] ()\) = € ()\)7 dQ(A) = €1 (A)GQ(A)7

L dp(N) = er(A)ea(A) ... ep(N), dpr1(A) = ... = dn(X) = 0. Odtud je zfejmy
zpusob vypoctu invariantnich faktori dané matice A (\)
di(A) :
er(A) =di(N), e(A) = 2<i<pepr1(A) =...en(A) =0,
di—1(N)
kde di(A),...,dy()) je soubor nejvétsich spole¢nych déliteld minort prvého az

n-tého fadu matice A (A). Vét§inou je vhodné obé metody vypoctu invariantnich



Kapitola 1. Teorie matic 37

faktortt kombinovat tak, 7e pomoci elementarnich Gprav matici A(A) co nejvice
zjednodusime a pak zjistujeme systém dy (A), ..., d, ().

%
Priklad 9: Matice A()\) tfetiho fadu je zadéna takto:
202 — 122 4+16 2—X 2X2 — 122+ 17
AN = 0 3—) 0
A2 —6A+7 2 - A2 —6A+8
Najdeme jeji kanonicky tvar obéma metodami.
(a) Elementarni Gpravy:
222 — 122416 2—X 222 — 122+ 17 00
AN = 0 3- )\ 0 =
A2 —6A+7 2 -\ A2 —6A+8
U 2 —(2-X) 1 Uaix
e 0 32 0 2
A2 —6A+T7 2 -\ A2 —6A+8
Usix 2 —(2-X) 1 Vi
2 0 32 0 e
A2 —6A+0 2 -\ A2 —6A+9
Vi 1 -2+ 1 Vair 1 0 0
Mo 32 0 Mo a-3 0o |=bpW
0 0 (A —3)2 0 0 (A —3)2

(b) Vypocet systému dq (N), ..., d,(A\): Matice A(\) obsahuje nesoudélné minory
prvého fadu (2 — A) a (3 — A). Proto je dq1(\) = 1. Vypocteme-li viechny minory
druhého fadu (provedte), zjistime, Ze da(A) = A—3; d3()) je determinant matice
A()) vydéleny vedoucim koeficientem, tj. dz3(\) = (A — 3)3. Odtud e;(A\) =
di(\) = 1,ex(A) = A=3, e3(\) = (A= 3)2, coZ souhlasi s vipoctem kanonického
tvaru matice A(\) elementarnimi Gpravami.

Cvicdeni 1.4

Zapiste tvar elementarnich matic pro sloupcové elementarni tipravy. Pomoci
dané matice A(A) a elementdrnich matic zapiSte matici B(A) po provedené
elementarni Gpravé.

Pro konstrukei kanonického tvaru matice A () jsme zvolili takovou matici B(\)
z dané t¥idy ekvivalence uréené matici A()), v jejimZ prvém faddku a sloupci
byl nenulovy polynom e; (A) nejnizstho mozného stupné. Ukazte, 7e zatimco pfi
vybéru matice B(A) je pfipustna jista liboviile, je samotny polynom e; (\) uréen
jednoznacné.

Navod: Vyjdéte z predpokladu, Ze existuje polynom fi(\) téhoZ stupné jako
e:(N\), ktery se vyskytuje (i) ve zvolené matici B(\), (ii) v jiné matici C(\)
nalezejici téze t¥idé ekvivalence, tj. C(A) ~ B()). Ukazte, 7ze e1(A) = fi()N).
Tvrzeni tlohy (2) lze oviem také povazovat za trividlni disledek véty 1.12.
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Dokazte vétu 1.13.

Navod: Oznacte A(X) ptivodni matici, A’(\) matici ziskanou z A (\) napiiklad
pfictenim ¢(A)-nésobku j-tého fadku k i-tému, i # j, di(A) resp. dj,(A) necht je
nejvétsi spoleény délitel minort k-tého fadu matice A(A) resp. A'(\). Rozliste
tyto moznosti pii vypoctu minort M (\), M'()\) definovanych faddkovymi indexy

i1,...,1; a sloupcovymi indexy j1,..., J:

3

(i) existuji p,q € {1,...,k} tak, ze i =i, , j = i4, tj. vybrany minor obsahuje
prvky i-tého i j-tého fadku. Jaky je vztah mezi M () a M'(\)?

(i) @ & {i1,...,ix}; opét urete vztah mezi M (\) a M'(X).

(iii) § & {i1,...,ix}, @ € {i1,...,ir}, takZe minor obsahuje prvky i-tého fadku,
nikoliv v§ak prvky radku j-tého.

M' = det azl + ¢()\)0/;1 ozf’“ + ¢()\)0/;’“

Podle véty o rozvoji determinantu dostaneme rozvojam minoru M'(A) podle
i-tého tadku vztah
M'(X) = M(X) + ¢(A)N(N),

kde N(A) je minorem matice A(A), ktery se od minoru M () lis{ tim, Ze na i-té
pozici obsahuje prvky j-tého radku:

J1 Jk J1 Jre
al' ... o o
M'=det | o' ... al* | +¢(N)det .. aft | =M+ ¢N
J1 Jk J1 Jre
ol ool al' .. alt

Ukazte, ze z rovnosti M'(A) = ¢(A)N(X) + M (N) vyplyva, ze di(X) je délitelem
minoru M'(X). Zdavodnéte fakt, 7e také dj, (A) je délitelem minoru M (A). Jakym
zpusobem vyvodite z téchto skutecnosti rovnost di(A) = dj, (A)?
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(4) V prikladu 9 vypiste jednotlivé sledy elementarnich Gprav a odpovidajici matice
U;1(A), Ua(N) a Vi(N), Va(A) a provéite, 7e D(A) = UAN)AAN)V(N).

Vysledek:

odecteni dvojnasobku tfetitho fadku od prvého
pric¢teni prvého rfadku k tretimu

odecteni tretiho sloupce od prvého

k druhému.

Upravam (i) a7 (iv) odpovidaji tyto matice:

odeéteni prvého sloupce od t¥etiho a pFic¢teni (2—\)-nasobku prvého sloupce

10 -2 100
U,N)=[0 1 0 U,(\)=(0 1 0
00 1 100
1 00 12— -1
vioy=[0 1 0 Vo) =0 1 0
~10 1 0o 0 1
1 0 -2 12— -1
U,(MU; (M) = ([0 1 0 vVivay =0 1 0
00 —1 1 A-2 2

(5) Urcete kanonické tvary néasledujicich polynomickych matic obéma metodami,

tj. pomoci elementéarnich tiprav i vypoctem systému d(\)

e dn(N).

3

223 + 22 —2) -1

A2 — )\ 2)2
A} = <A2 +5A 3/\>
A2 20 +1 22242 -1 3X3+2X2 -2) 1
As(N) = 2x3 -2 A2 1
A3 —4AX+1 3X2+XA—2 5A3+302 —4)\—2
1-)x 2 3 4
0 1-X 2 3
As(N) = 0 1-X 2
0 0 0 1-2X
~16—\ —17 87  —108
8 9—\ —42 54
Ai(d) = -3 -3 16—\ -—18
-1 -1 6 8 — A
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Vysledek:

D;()\) = (3 A2 — ?OA - 3))

A+1 0 0
D.A)=[ 0 Q+1)A-1) 0
0 0 0
10 0 0
01 0 0
DsMV =19 o 1 0
100 (A—1)4
10 0 0
01 0 0
DiMN =109 0 A1 0
00 0 (A-1)2X+2)

(6) Dokazte, Ze determinanty polynomickych matic se ¥idi pravidly (i) az (vii),
formulovanymi ve vété 1.7. pro matice ¢iselné. Ukazte také, ze determinant se
neméni piiétenim ¢(A)-nasobku j-tého fadku (sloupce) k i-tému.

Navod: Ditikaz vlastnosti (i), (ii), (v), (vil) vyplyva pfimo z definice deter-
minantu, pfitom formulaci vlastnosti (ii) lze zobecnit tak, Ze misto k-ndsobku
j-tého fadku (sloupce) pfi¢itame k i-tému fadku (sloupci) ¢(A)-ndsobek j-tého
fadku (sloupce). Vlastnost (iii) je dtsledkem (i); (ii) a (iv) vyplyva z (i) az (iii)
s uvazenim skutecnosti, ze ¢iselnd reguldrni matice je soucinem elementarnich
¢iselnych matic. Ukazte, Ze vlastnost (iv) lze zobecnit na piipad, kdy Q je sou-
¢inem elementarnich polynomickych matic. Ditkaz vlastnosti (vi) je soubéZny s

dikazem ve vété 1.7.

1.6 Unimodularni matice, kritérium ekvivalence
A-matic

Polynomickou matici nazveme unimoduléarni, je-li ekvivalentni jednotkové ma-
tici, tj. jsou-li v8echny jeji invariantni faktory rovny 1. Typickym prikladem
unimodularnich matic jsou matice elementarni. Z definice vyplyvaji nasledujici
vlastnosti unimodularnich matic.

Véta 1.14 Vlastnosti unimoduldrnich matic.

(i) Matice U(X) je unimoduldrni prdvé tehdy, je-li jejim determinantem ne-
nulové ¢islo § € R resp. C.

(ii) Libovolnd reguldrni ¢iselnd matice je unimoduldrni.

(iii) Soucin unimoduldrnich matic je unimoduldrni matice.
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(iv) Matice U(\) je unimoduldrni prdvé tehdy, jestliZe existuje polynomickd
matice V() takovd, Ze plati UN)V(A) = VIAU(N) = E. Matice V(M)
je pak rovnéz unimoduldarni a nazgvdme ji inverzni matici k U(N). Znacime
V() =Ut()).

(v) Matice U(X) je unimoduldrni prdvé tehdy, je-li mozné ji vyjddiit jako
soucin konecného poctu elementdrnich A-matic.

Diky vlastnosti (v) ve vété 1.14 miZeme nyni pfeformulovat kritérium ekviva-
lence A-matic takto:

Véta 1.15 Kritérium ekvivalence h -matic. Polynomické matice A(X) a B(X)
jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ existuji unimoduldrni matice U(X) a V()
takové, Ze plati B(A) = UAN)A(AN)V(A).

Cviceni 1.5
Dokazte vlastnosti unimodularnich matic ve vété 1.14.

Navod: Pii dikazu vlastnosti (i) vyjdéte ze skutecnosti, Ze invariantni fak-
tory unimoduldrni matice U(A) musi byt stejné jako invariantni faktory jed-
notkové matice. V piipadé vlastnosti (iii) uZijte vztahu pro determinant sou-
¢inu matic. Postup p#i dikazu vlastnosti (iv): Za predpokladu existence A-
matice U1(A) s vlastnosti UN)U1(A) = U Y(A)U(N) = E vyplyvéa uni-
moduldrnost matice U(A) z pravidla pro determinant sou¢inu matic (ze vztahu
det U(\) det U 1()\) = det E je zfejmé, Ze determinanty matic U(X) a U~ 1())
jsou polynomy stupné nula). Vyjdeme-li naopak z predpokladu, 7ze U(\) je uni-
modularni, mtizeme ji pfevést na jednotkovou matici pouze rfadkovymi resp.
pouze sloupcovymi elementarnimi Gpravami. Existuji tedy kone¢né souciny ele-
mentarnich matic V(A) a W(A) takové, ze E = V(A)U(A) = U(A)W(X). Staci
uz jen ukdzat, ze V(A) = W(X). Vlastnost (v) je zfejma z ekvivalence U(A) ~ E.

Dokazte vétu 1.15: Dikaz vyplyva bezprostiedné z definice ekvivalence matic a
vlastnosti unimodulérnich matic.

Provéite, zda zadané matice jsou unimodularni, v kladném ptipadé urcete od-
povidajici matici inverzni a matice U(A), V()), které danou matici prevadéji
na kanonicky tvar. Pozndmka: U(\) a V()) nejsou pochopitelné uréeny jedno-
znacneé.

A — A A +5
PZAN2 oA —4 MM —4X2 4505

A — A2 i I+ (L4202 — 20+ 1
2T 1 —i\ +2i

Vysledek: Ve vysledcich je uveden determinant matice A, u unimodularnich
matic matice inverzni a ptiklad mozné volby matic U(A) a V(A), pro néz je
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E =UMNAMNV().
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1.7 Maticové polynomy

Polynomické matice lze zapisovat jesté jinym zpiisobem, ¢asto velmi uziteénym
zejména pri praktickych vypoctech i pfi nékterych dikazech. Jedna se o zapis
ve tvaru tzv. maticovych polynomi: Necht Ay # 0, Ag_1,...,Aq jsou Ciselné
matice fadu n nad R resp. C a A je proménnd. Matici

AN =AM +A, N1+ A

nazyvame maticovym polynomem taddu n nad R resp. C, ¢islo k je stupen po-
lynomu. Kazdou A-matici lze zapsat ve tvaru maticového polynomu a naopak,
kazdy maticovy polynom definuje A-matici. Vztah je vzajemné jednoznacny.

Priklad 10:

8iA% 4+ 3N —2XZ 42X —i 0
AN = 3 =A%+ 3\ 412 4
A —iAZ — 4\ A3+ A% 4+ i)
8i 0 0 0 -2 0 3 2 0 0 —i o0
=[o -1 o M¥+]o 3 ol XN+]o o o|lAX+[3 12 4
0 o0 1 0o i 1 1T -4 i 0 0 o0

Vétsina pravidel pro pocitani s polynomy se prendsi i na polynomy maticové. Vy-
plyva to z algebraické struktury mnoziny polynomt a mnoziny polynomickych
matic (viz kapitola 2). Vyjimku tvofi nekomutativnost ndsobeni maticovych
polynomii a skutecnost, 7e pro maticové polynomy z rovnosti A(A)B(A) = 0
nevyplyva, ze A(\) = 0 nebo B(A) = 0. Pro maticové polynomy je definovina
i operace déleni: Necht A(A\) = A+ kX + ...+ Ay, B(A) = B\ + ... + By
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jsou maticové polynomy nad R resp. C faddu n , k = degA()\), m = degB(A).
Necht B, je regularni matice. Pak nad R resp. C existuji jednozna¢né A-matice
Qr (), Qr(A), Rp(N), Ri(A\) s vlastnostmi

A() = Qr()B() +Re(\)  degRp()) < degB(Y) L1
A(N)=BN)QL(A) +Re(A)  degRy(}) < degB(A) '
Matice Qp () resp. QL(\) nazyvame pravym resp. levym ¢asteénym podilem a
matice Rp()) resp. RL(\) pravym resp. levym zbytkem pii déleni matice A (X)
matici B(A). Pfimy vypocet podili a zbytkd pii déleni matice A(\) matici
B(\) je pomérné pracny. Je-li vSéak B(A) polynom stupné 1, pak pro zbytek
Rp(A) resp. Rr, (A) mizeme ziskat explicitni vyjadieni pfimo pomoci maticovych
koeficientti A;, B;, 0 < i <k, 0 < jlel matic A(\), B(A) velmi jednoduchym
a elegantnim zptisobem: M&me A-matici A(\) = AgAF + ... 4+ Ag nad R resp.
C a ¢iselnou matici C téhoZz fadu n. Pak jsou definovany vyrazy Ap(C) =
CkAk +Ck7]Ak71 +...+4CA{+ A resp. AP(C) = Aka +Ak710k7] +...+
AC+ Ay, které jsou ¢iselnymi maticemi fddu n. Nazyvame je levou resp. pravou
hodnotou A-matice A(\) v (maticovém) argumentu C. Obecné je pochopitelné
Ap(C) # AL (C). Zapisme nyni vztahy (1.9) pro pfipad, Ze degB(\) = 1, tj.
B()\) = By )\ + By, B je regularni matice:

A(N) =Qp(N)(BiA+Bg) + Rp()) degRp(A) =0V Rp(A) =0
A(N) = (BiA + Bo)Qu(A)(BiA+Bo) + Ri(\)  degRi(A) =0V Ry(A\) =0

Pfimym dosazenim do téchto vztahd, v nichZ ovSem také Qp(A) a Qp, () zapi-
Seme ve tvaru maticovych polynomt, se presvédc¢ime, ze

Rp = Ap(—B;'By), RpAL(-B¢B;'). (1.19)

Cvicdeni 1.6

Sestavte libovolné polynomické matice nad R resp. C zapiSte je ve tvaru ma-
ticovych polynomt. Naopak libovolné zvolené maticové polynomy vyjadiete ve
tvaru polynomickych matic.

Formulujte v8echna znama pravidla pro pocitani s polynomy a provéite jejich
platnost pro pripad polynom® maticovych.

Volbou vhodného piikladu ukazte, 7e z rovnosti A(A)B(A) = 0 pro A-matice
nevyplyva nutné zavér A(A) = 0 nebo B(A\) = 0. Jaké zavéry o maticich A(X),
B()\) Ize na zdkladé této rovnosti ucinit?

Dokazte platnost vztaha (1.9).

Navod: Vezméte v ivahu napiiklad vztah pro podil zprava A(A) = Qp(A)B(A)+
Rp()). Vyjadiete vSechny A-matice ve tvaru maticovych polynomd, tj. A(A\) =
AFXE 4+ 4+ Ay B(\) = B™A™ + ... + By, B,, je regularni, Qp(\) = Q,\* +
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(6)
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4+ Qo, Qs A0, Rp(A) = RyA + ...+ Ry, R; # 0,1 < m a vypoctéte pravou
stranu rovnosti:

Qr(MB(N)+Rp(N) = (QA°+...4+Qo) (B A" +...+Bo)+RA +.. +Rg =

= (Q:Bp) X" +(QsBr1 Qa1 B )T 1+ +(Q1Bo+QoB1) A+ QoBo+
+RMN +... + Ry

Usporadejte podle mocnin proménné A. Porovnanim koeficient maticovych po-

lynomt A(X) a Qp(A)B(X) + ry P(A) odvodte explicitni vyrazy pro koeficienty
polynomii Qp(\) a Rp(A). Ukazte, 7e k = s + m.

Vysledek: Pro k <m je Qp(A) =0a Rp(A) =A(N). Prok > m:

Qi-m = AyB,,
Qkfmfl - (Akfl - Qlcmemfl)B;1
Qk7m72 = (Ak72 - Qk‘,fmlemfl - Qk‘,mem72)B;~L]

Qo=ArmQiBp1 - QB as—...— Qn1B; — Q,B)M,};
Ro = Ay — QuBy
R; =A; - QiBy - QiB;

Ro1=An_1 —Quo1Bo — Qpm2B1 — ... — QoBy—:

Timto postupem je dokdzana existence i jednoznac¢nost pravého podilu a zbytku
po déleni matice A(X) matici B()). Samotnou jednoznacnost lze dokézat velmi
jednoduse také takto: Predpokladejte, Ze existuji A-matice Qp(A), Rp(A), Qp(N),
Rp (M) tak, ze A(N) = Qp(M)B(A) + Rp(A) A(A) = Qp(AM)B(XA) + Rp(A) Ode-
Ctéte obé rovnosti a na zakladé vztahu stupné délitele a zbytku ukazte, 7ze matice
Qp(A\) — Qp(N) a Rp(A) — Rp(A) jsou nulové.

Necht A()\) je A-matice, C libovolna ¢iselnd matice fddu n nad R nebo C.
Formulujte postacujici podminku pro to, aby Ap(C) = Ay (C).

P#imym vypoétem, naznacenym v textu, dokazte platnost vztaht (1.10). Vy-
jaddiete Rp a Ry, explicitné pro p¥ipad, ze B(A) = AE — C, tj. ve vztazich
(1.10) je By = E, By = C. A()\) predpoklidejte ve tvaru maticového polynomu
AN\ = ApAF + ... 4+ Ay. Provéite, zda vztahy pro RpP, Ry, ziskané jako
Ap(C), A}, (C) souhlasi s rekurentnimi vzorci, které jsme obdrzeli v tloze (4).

Vysledek:

Rp = Ap(C)=Ay+ A, C+...4+A,CF
R;, =A.L(C)=Ag+CA; +...+CFA,.
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Dokazte néasledujici tvrzeni (Cayleyova-Hamiltonova véta): Necht A je ¢iselnd
metice fadu n. Z¥ejmé det(A — AE) je (obycejny) polynom stupné n, tj. f(A) =
det(A — AE) = (=)"A" + a, 1 A" ' + a1 A + ag. Plati f(A) = (=1)"A" +
OznflAnil +...4+a1A + oE.

Néavod: Vyuzijte vztahu (A — AE)™" = adj(A — AE)/f()), nebo rozkladu
polynomu f(A) na kofenové ¢initele.

C. Jordanuv normalni tvar matice

1.8 Zakladni véta o podobnosti matic

V predchozich odstavcich jsme pripravili material pro to, abychom nyni mohli
formulovat kritérium podobnosti ¢iselnych matic. Zavedme jesté mékolik pojmu:

Necht A je ¢iselnd matice fddu n nad R nebo C. Matice A — AE se nazyva
charakteristickou matici matice A, det(A — AE) charakteristickym polynomem
matice A a kofeny charakteristického polynomu charakteristickymi kofeny ma-
tice A. Ponévadz det(A —AE) je polynom n-tého stupné, piislusi kazdé matici A
n charakteristickych kotfenti (véetné jejich nasobnosti). Tyto kotfeny jsou obecné
komplexni i v pripadé matice nad R. VSimnéme si charakteristickych kotent
podobnych matic. Pfedpokladejme, ze matice A, B fadu n jsou vazany podob-
nostni transformaci B = QAQ ™!, kde Q je regularni matice. Pak

det(B — AE) = det(QAQ ™' — AE) = det(QAQ ' — QEQ ") =
det(Q(A — AE)Q ! = det Qdet(A — AE)det Q' = det(A — AE).

Ze ziskané rovnosti charakteristickych polynomi podobnych matic vyplyva na-
sledujici tvrzeni.

Véta 1.16 Podobné matice maji steyny charakteristicky polynom a stejny sou-
bor charakteristickych koteni.

Rovnost charakteristickych polynomt matic A, B je nutnou podminkou a tedy
jakymsi prvnim ,indikdtorem“ jejich pripadné podobnosti. Neni v8ak kritériem
podobnosti. To je formulovano v nésledujici vété, jejiz dikaz podava soucasné
prakticky navod, jak nalézt odpovidajici podobnostni transformaci.

Véta 1.17 Matice A, B nad R resp. C jsou podobné prave tehdy, jsou-li jejich
charakteristické matice ekvivalentni.

Dukaz: Predpokladejme nejprve, ze matice A, B jsou podobné, tj. B =
QAQ !, Q je reguldrni matice. Pak B—AE = QAQ'-)AE = Q(A-)\E)Q .
Podle véty 1.15 je B — AE ~ A — AE, nebot matice Q je unimodulérni.
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(ii) Necht B — AE ~ A — AE. Pak existuji unimodulédrni matice U(A) a V())
takové, ze B — AE = U(A)(A — AE)V()\) a matice Q1(\), R1(A), Q2(A), Ra(N)
takové, 7e plati

UA) = (B~ AE)Qi(A) + Ri(N)
V(A) = Q:(A)(B - AE) + Ra(})
R, (A) a Ry(A) jsou maticové polynomy stupné nizsiho nez 1, tj. ¢iselné matice.

Vyraz Ri(A — AE)R, je proto maticovym polynomem stupné nejvyse prvého.
Upravou dostaneme

Ri(A - AE) =[UQ}) - (B - /\E)Q1( (A = AE)[V(A) — Q2(AN)(B — AE)]

(B—AE) (B~ AE)Q:(A) U™ (N)(B-AE) ~ (B-AE)V ' (1)Q:(A\)(B - AE)+
+ (B~ AE)Q: (A )(A AE)Q2(M)(B — AE) =
=B -AE)E-QNU () + VI (N)Q:(A) — Qi(N)(A = AE)Q2(N)].

Vzhledem k tomu, 7e i prava strana rovnosti musi byt maticovym polynomem
stupné nejvyse 1, je maticovy vyraz v kulaté zdvorce nulovy. Pak Ri(A —
AE)R,; = B — AE a srovnanim koeficient dostaneme R;AR, = B, RjRy =
E. Odtud R, = R;! a B = R;AR;'. Matice A, B jsou tedy podobné.
Ptedpokladame-li U(X) a V()) ve tvaru U(X) = UpAF + ... + U\ + Uy,
V() = VA + ...+ Vi A + Vg, pak podle vysledku Glohy (6) Cviceni 1.7

dostaneme

R, = Uy (B) = Uy + BU; +... 4+ B*U;,
Rs :VP(B) :V0+V]B—|——|—VmBm

Priklad 11: Jsou dany nasledujici matice 2. fadu:

-2 1 —-10 -4

A‘(o 3)’ B_<26 11.)
Tyto matice jsou podobné, nebot jejich charakteristické matice A — AE, B —\E
maji stejny kanonicky tvar D()), diagD(\) = [1,A? — X\ — 6]. Snadno se o

tom presvédéime vypoctem invariantnich faktort. Prevedeme matice A — AE a
B — AE na kanonicky tvar vhodnymi elementarnimi tipravami, napriklad

<20A 31>\>YJ<(3>\)0()\+2) 31>\>%<(3)\)0(>\+2) é)\;
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“10-X 4 \u [ “10-X 4\ V) [ 404X 4\ Vv,
26 11— A A2 -Xx-6) 0 AX2-A-6 0

V) 0 —4\ v; (1 0
AX—-X-6 0 0 AX2-)X-6

e 1 0 i~ [ O 4
- ) (4t
D()\) =U;(A - AE)V;V,, D()) =Uj(B - AE)V|V,Vi.
Odtud B-AE = U(\)(A-AE)V, U()) = U7 'UL, V(A) = ViV, (ViVEVE) L

1 0 0 0 10
U(/\)<%(5/\—23) 1)(5/4 0)’”(23/4 1)
-1 0 0 0 ~1/4 0
— 4 —
V(’\)_<}(5>\+42) 4)‘(—5/4 0>/\+<—21/4 —4
R 1 O\, (=10 =4\ (0 0)_(-40
PT\23/4 1 26 11)\5/4 0) \ 8 1
Roo (V4 0N, (0 0)(-10 -4\ _(-1/4 0
2T \~21/2 4 -5/4 0)\26 11) "\ 2 1
Matice R, Ry realizuji moznou podobnostni transformaci mezi maticemi A

a B. Podobnostni transformace neni uréena jednoznac¢né. Jinou meznost pred-
stavuji také napriklad matice

L, (1 =1 . (31
r-(h 3) m=(a)

Urdete charakteristické ko¥eny matic A~!, A2, f(A) , kde f(x) je polynom
stupné m, jsou-li dany charakteristické koreny matice A fadu n.

Cvicdeni 1.7

Vysledek: Jsou-li Aq,..., )\, charakteristické kofeny matice A vcéetné nasob-
nosti, jsou A, ', ..., A ! resp. A2, ..., A2 resp. (M), ..., f(\.) charakteristické
kofeny matice A~! resp. A2 resp. f(A), véetn& ndsobnosti.

1.9 Jordaniuv normalni tvar matice

V dvahach o podobnych maticich se nyni naskytd pfirozena otazka, zda také
tfida podobnych matic je charakterizovana néjakym zvlasté jednoduchym re-
prezentantem, podobné jako jsou ekvivalentni A-matice zastoupeny kanonickym
tvarem. Ukazuje se, ze nad C takovy reprezentant vzdy existuje. Neni obecné
diagonalni, mé vSak specialni tvar tzv. Jordanovy matice, jejiz nenulové prvky
jsou rozlozeny v blocich podél hlavni diagondly, ostatni prvky jsou nulové. Za-
vedeme nejprve pojem Jordanovy matice.
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Jordanovou submatici J; fadu k; prislusnou ¢islu A; € R resp. C rozumime
matici tvaru

A1 0
J; = A

1

0 by

Jordanova matice J je tvorena Jordanovymi submaticemi rozlozenymi podél
hlavni diagondly, ostatni prvky jsou nulové.

I 0
Jo
I=1 . _ b ki 4.+ k=

0 Js
Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad R nebo C, Jordanovu matici J nazveme
Jordanovym normélnim tvarem c¢iselné matice A, jsou-li matice A a J podobné.
Podle zakladni véty o podobnosti matic to znamenad, 7ze matice A —\E a J — AE
jsou ekvivalentni, maji tedy stejny kanonicky tvar. Zabyvejme se proto kanonic-

kym tvarem Jordanovy matice. Necht nejprve J; je jedna ze submatic, tvoticich
Jordanovu matici. Pak

Ai — A 1 0

Vzhledem k tomu, ze det(J; — AE) = (\; — A\)* a algebraicky doplnék prvku le-
7ictho v poslednim Fadku a prvém sloupci je (—1)"*!, miizeme snadno uréit nej-
vétsi spolecné délitele minort vSech fadd a tedy i invariantni faktory, vytvarejici

kanonicky tvar matice J; —AE: di(A) = ... = dg, 1 (A) =1, di, () = (A — A)Fi,
er(\) =...=ep, 1 (\) =1, e, (A) = (\i — M)k,
1 0
1
J; =
1
0 (A — X))k

Elementarni tpravy charakteristické matice Jordanovy matice 1ze provadét
tak, aby postupné vSechny submatice J; —AE presly na kanonicky tvar. Oznacme
A ..., Ay navzdjem rizné diagondlni prvky matice J, jimz pfislusi jednotlivé
submatice. Pocty Jordanovych submatic pfislugnych ¢islam A;, ¢ € {1,...,r}
oznatme q, ..., q,. Indexovani hodnot A;, i € {1,...,r} mtze byt zvoleno tak,
aby g1 > ... > g.. Rady submatic piislugnych ¢islu \; oznacme ki, ..., kig,

3
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priemz lze opét volit ki1 > ... > ki,. Zfejmé plati ) k;; = n, symbol > znadi
soucet pres indexy j € {1,...,¢;} ai € {1,...,r}. Matice J — AE tedy ziska

elementarnimi Gpravami, pfi nichz vSechny submatice prejdou na kanonicky
tvar, nasledujici podobu:

(A=A

(A — Ak

0 ()\ — )\z‘)k"
Z tohoto tvaru matice J — AE uz snadno urc¢ime invariantni faktory:

ea(d) = (A~ XM A) (A Ayt
eat(N) = (A~ AR Ag) (A A

enjr1(N) = (A = AR (A — Ag)R2i o (X — Ayr)he

Pokud jiz je v nékterém z Ciniteltt j > ¢;, klademe k;; = 0

s

€n—j+1 ()‘) = H(A_)‘i)kij: ] € {1,’!7,} (120)
i=1
Vyrazy (A —A)¥1, ... (A —\,)* se nazyvaji element4drnimi déliteli polynomu

én—j+1(A). Pro zadanou Jordanovu matici J tedy mtzeme okamzité psat inva-
riantni faktory jeji charakteristické matice, aniz bychom provadéli elementarni
upravy.

Priklad 12: Pro zadanou Jordanovu matici uré¢ime kanonicky tvar jeji matice
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charakteristické.
31 0 0
0 3 10
00 31
00 0 3
1
11
01
310
0 3 1
0 0 3

M=3,q0=3 ki1 =4,ki2=3,k3=1
Ar=1,q2 =2,ko1 = 2,kop = 1.
Elementarni délitelé:
A=3)*" (A=3)?° (A-3)
G-17 (-1)

Invariantni faktory:

er(N) =...=es(A) = 1,eg(\) = (A = 3),e10(N) = (A=)’ (A = 1)
erl(N) = (A —=3)*(\ — 1)~

(A=3)
(A=3P°A-1)

(A=3)1(A=1)

Priklad 13: Je-li zadan kanonicky tvar charakteristické matice J — AE, snadno
urc¢ime prislusnou matici Jordanovu:

1
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Elementarni délitelé:
A=22 (A=2) (A-2)
(A=5)? (A-5)°
Odtud je zfejmé, ze odpovidajici Jordanova matice J obsahuje tii submatice

prislugné ¢islu A; = 2, z nichz jedna je tfetiho a dvé prvého radu, a dvé submatice
druhého tadu prislusné ¢islu Ay = 5, tj.

O O N

1
2
0

N = O

— Ot
ot =

5 1
15
Poznamka: Je zfejmé, 7Ze zadanim invariantnich faktorti matice J — AE jsou
urceny jednoznacné pocty a rady jednotlivych submatic matice J, nikoliv v8ak
jejich poradi pii usporaddani podél hlavni diagonaly. Tato nejednoznacénost vsak
neni podstatné, nebol Jordanovy matice, které se navzajem lisi pouze uspora-
danim submatic podél hlavni diagondly, jsou podobné (jejich charakteristické
matice maji stejny kanonicky tvar). Plati pochopitelné i obrécené tvrzeni, tj. 7e
podobné Jordanovy matice se li§i nejvyse usporddanim submatic podél hlavni
diagondly. Z uvedenych tivah vyplyvéa, ze diagonalni matice jsou podobné pravé
tehdy, 1isi-1i se nejvyse usporadénim prvki v diagonéle. Kazda diagonalni matice
je totiz Jordanovou matici tvorenou submaticemi prvého radu.

Zbyva jesté vyresit otazku existence Jordanovy matice podobné zadané matici
A nad R resp. C, tj. otdzku pieveditelnosti (redukovatelnosti) matice A na
Jordantiv normélni tvar. Odpovéd vyplyva z predchazejicich ivah o kanonickém
tvaru Jordanovych matic:

Véta 1.18 Matice A nad R resp. C miZe bijt prevedena podobnostni transfor-
maci na Jordaniv normdlni tvar pravé tehdy, kdyzZ vSechny jeji charakteristické
koteny jsou prvky R resp. C.

Dikaz: Necht P pfedstavuje oznaceni pro R nebo C.

(i) Pfedpokladejme nejprve, Ze ¢tvercovd matice A nad P je podobna néjaké
Jordanové matici J, definované pochopitelné rovnéz nad P. Charakteristickymi
kofeny matice jsou jeji diagondlni prvky, které také nélezeji P. Podobné matice
vSak maji podle véty 1.16 stejny soubor charakteristickych kotent. Charakte-
ristické kofeny matice A jsou tedy prvky pole P.

(ii) V druhé ¢éasti ditkazu vyjdéme naopak z predpokladu, 7e matice A, defino-
vand nad P, ma charakteristické kotfeny rovnéz z P. Ozna¢me D()\) kanonicky
tvar matice A — AE. VSechny invariantni faktory matice A — AE jsou nad P
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rozlozitelné na kofenové Cinitele, tj.

T

enjri(N) = [[A= )k, NeP

i=1

D(A) je tedy soucasné kanonickym tvarem charakteristické matice J — AE jisté
Jordanovy matice J, kterd je podle zakladni véty o podobnosti matic podobna
vychozi matici A aje urcena jednoznac¢né az na usporadani Jordanovych sub-
matic podél hlavni diagondly.

¢

Z tvrzeni 1,18 je zfejmé, ze matici A s prvky z pole C lze vzdy redukovat na
Jordantv normalni tvar.

Velmi jednoduchym, avsak v praktickych prikladech dilezitym, disledkem
véty 1.18 je jeji specidlni pripad, tykajici se redukce matice A na diagonalni
tvar:

Véta 1.19 Matici A 7ddu n s proky z pole R resp. C lze podobnostni trans-
formaci pfevést na diagondlni tvar prave tehdy, kdyZ véechny koteny posledniho
invariantniho faktoru e, () jeji charakteristické matice jsou jednondsobné a jsou
prvky pole R resp. C.

Dukaz: Diikaz tohoto tvrzeni dostdvame jako samoziejmy disledek predchéaze-
jicich ivah, uvédomime-li si, ze diagondlni matice je specidlnim pripadem matice
Jordanovy, jejiz v§echny submatice jsou pouze prvého radu.

o

0 moZnosti prevodu dané matice A na diagonalni tvar podobnostni transfor-
maci tedy rozhoduji invariantni faktory charakteristické matice. Bylo by vSak
jisté uzitecné mit k dispozici kritérium, které by umoznilo rozpoznat diagonalizo-
vatelnou matici bez nutnosti vypoctu invariantnich faktor jeji cherakteristické
matice, tj. pouze na zakladé vlastnosti matice, A samotné. Takové kritérium
muzeme formulovat tehdy, omezime-li t¥idu pfipustnych podobnostnich trans-
formaci pouze na transformace s unitarni matici Q.

Véta 1.20 Matice A tadu n nad C mizZe byt prevedena na diagondlni tvar po-
dobnostni transformaci s unitdrni matici prava tehdy, plati-li AAT* = AT*A.

Poznamka: Matice A s vlastnosti AAT* = AT*A se nazyva normalni matice.

Didkaz: Provedme nejprve nékolik p¥ipravnych tivah. Matice A je zaddna nad
C, proto ji 1ze podle véty 1.18 redukovat na Jordantv normdlni tvar podob-
nostni transformaci; J = QAQ™!. Jordantiv tvar je aZ na uspoiddani submatic
urcen jednoznacné, zatimco podobnostnich transformaci muze byt obecné celda
mnozina. Pfedpokladejme, 7ze nékterd z podobnostnich transformaci je repre-
zentovana unitdrni matici U, tj. UT* = U~!. Poéitejme rozdil

JIT* 353 = UAU H(UAU H)T* (UAU HT*UAU ! = UAAT = AT*A)U!
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Je vidét, ze v pfipadé normdlni matice A je také jejim Jordanovym tvarem
normalni matice a naopak. Zbyva tedy dokazat, ze Jordanova matice je normalni
pravé tehdy, jsou-li jeji submatice prvého rddu. Predpokladejme, 7ze Jordanova
matice je tvofena submaticemi J;,...,J, a ozna¢me H = JJT* — JT*J. Pak

(J]J]T* _ J]T*J]

JstT* _ JST*JS>

a H = 0 pravée tehdy, kdyz J,JT* — I, T*J pro k € {1,...,s}. Je-li J; prvého
fadu, pak ziejmé J = (A) a JpJp T — J,T*J), = 0. Pro vys§i ¥ad dostavame

MALHT N

g | M MDY
ML
N AL
B
Ak +1

7 vypoctu vyplyva, 7e
T ™ = 3T e =0 & NN — A

Tato rovnost vSak nenastane pro zddnou hodnotu A,. Jordanova submatice Jy
je tedy normélni matici pravé tehdy, kdyz je prvého radu.

o

Stranou prozatim ponechdvame problém vymezeni tfidy podobnostnich trans-
formaci, které prevadéji danou matici A na jeji Jordantiv normalni tvar. K této
otazce se vratime v kapitole 4., v niz pojem podobnostni transformace matic
ziskd velmi ndzorny geometricky vyznam.

Cviceni 1.8

Prevedte charakteristickou matici Jordanovy submatice na kanonicky tvar po-
moci elementarnich Gprav.

Ukazte, Ze kanonickym tvarem matice A(A) druhého fddu, pro niz aj()\) =
d1(N), a3(N) = ¢2(N), ai(A) = ad(A) = 0, kde ¢1(A) a ¢2()\) jsou nesoudélné
polynomy, je matice D(A), pro niz diagD(A) = [1, ¢1(A\)¢p2(A)]. Jak bude vypa-
dat kanonicky tvar, je-li nejvétsim spolecnym délitelem polynomi ¢ (A) a ¢a(A)
polynom d(\)?

Navod: Vypoctéte nejvétsi spolecéné délitele minord prvého i druhého fadu a
pomoci nich urcete invariantni faktory.
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(3) Urcete Jordaniiv normélni tvar nésledujicich matic:

1 2 3 4 -16 —-17 87 —108 3 -1 0 0O 7 1 -1
01 2 3 8 9 —42 54 1 1 0 0 -1 9 -1
oo112(’t-3 -3 16 -18|'fo 0o 3 -1’1 -1 9
0 0 01 -1 -1 6 -8 0O 0o 1 1 1 -1 1
-1 1 1 8 30 -—14 4 5 -2 3 7T -3
-5 21 7 1,1-6 -19 9 |,|-2 -2 1 }|,|-2 -5 2],
6 —-26 -21 -6 -23 11 -1 -1 1 -4 —-10 3
1 1 -1 -4 2 10 13 16 16 0 3 3
-3 -3 3 |,|-4 3 7|,|-5 -7 -6],|-1 8 6
-2 -2 2 -4 1 7 -6 -8 -7 2 =14 -10
Vysledek:
1 10 0 11 0 0 21 00 8 0 0 0
01 10 01 0 O 0 2 0O 0 8 0O
0 011 001 o]0 02 1]°l0 0 8 1
0 0 01 0 0 0 -2 0 0 0 2 0 0 0 8
71 0 0 0 10 110 1 0 0
0 1 0 0 1],/0 1 1},(0 i O
0 0 0 0 O 0 01 0 0 —i
010 210 3 0 0 -1 1 0
0 0 0,10 2 1 11 0 -1 1
0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 O

(4) Necht A1, ..., A, jsou charakteristické kofeny matice A s ndsobnostmi k1, ..., k.,
Dokazte, ze matice A* m4 pravé charakteristické kofeny A¥. ... AF s nisob-
nostmi rovnéz kq,..., k.

Navod: Nejprve dokazte, 7e matice A* je podobné matici J* kde J je Jordantiv
normalni tvar matice A. P¥imym vypoétem ukazte, ze J* je horni trojahelnikova
matice a urcete tvar prvkd v jeji diagondle. Nakonec zapiste chatakteriaticky
polynom matice J*¥ jako sou¢in prvki v diagondle matice J¥. Z jeho tvaru jiz
vyplyva zadany vysledek.



Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic

Rada tiloh nejen z oblasti linedrni a multilinedrni algebry, ale i z jinjch
matematickych, fyzikdlnich nebo technickych obort, vede k problému na-
lezeni vSech TeSeni soustavy k linedrnich algebraickych rovnic o n nezna-
mych. Timto problémem se budeme nyni zabyvat. Uvahy budeme prova-
dét nad polem redlnych nebo komplexnich ¢isel.

2.1 Soustavy linearnich rovnic, ekvivalentni sou-
stavy

Necht k,n jsou pfirozend ¢isla. Soustavou k linearnich algebraickych rovnic o n
neznamych rozumime soubor rovnic tvaru

ajz' + ayx® + ... + ala® = p
alz' + adzx® + ... + ala" = j?

: (2.1)
afxl + akz? + ..+ afam = pE

kde azﬂj €Pproie€{l,...,n},j€{l,....k}, (z) = (z',...,2") je soubor
neznamych, matice koeficientti

1 1 1 1 1 1 1

al a2 ... an al a2 ... an /8

AT = BT = :
ko ok k ko ok k| gk

ay Ay -0 Ay ai a; --- a, |pB

piedstavuji tzv. matici soustavy a rozsivenou matici soustavy. (Matice BT je
ziskana ,rozsiteni i vy vni v =
iskana ,rozsifenim“ matice AT o sloupec pravych stran rovnic sousta T
(B, ..., B™)T. Maticovy zapis rovnic 2.1 je nésledujici:

()A = (B) nebo zial = (2.2)

39



56 2.1. Soustavy linedrnich rovnic, ekvivalentni soustavy

kde levé strana je linedrni kombinaci fadkt (o) = (a},...,a¥) matice A s ko-
eficienty z'.

Uspotfddana n-tice (x) = (x',...,x") € P x ... x P se nazyva fesenim sou-
stavy 2.1, jsou-li po dosazeni ' = X%, i € {1,...,n} splnény viechny rovnice
soustavy. Souberem feseni soustavy rozumime mnozinu v8ech jejich feseni. Sou-
stava 2.1, pro kterou je 37 = 0 pro viechna j € {1,..., k}, se nazyva homogenni,

v opac¢ném pripadé nehomogenni.

Necht (z)A = (8), (x)A’ = (8') jsou dvé soustavy s neprazdnym souborem
feSeni (tzv. fesitelné soustavy). Rikdme, Ze tyto soustavy jsou ekvivalentni, maji-
li stejuy soubor feSeni (kazdé feSeni soustavy (z)A = (8) je i FeSenim soustavy
(£)A' = (B') a naopak). Prakticky problém nalezeni vSech feSeni dané sou-
stavy se velmi casto prevadi na problém nalezeni vSech feSeni vhodné soustavy
ekvivalentni, kterd mze mit mnohem jednodussi tvar.

Priklad 1: Ekvivalentni soustavy musi mit pochopitelné stejny pocet nezna-
mych, poc¢tem rovnic se vS§ak mohou lisit. Naptiklad soustavy

22" +42% — 2% =
422 + 8z% —42® = 4

'+ 222 — 2% =1 a

jsou soustavami ekvivalentnimi.

Véta 2.1 Necht (z)A = (8), (x)A' = (B') jsou soustavy o n nezndmiych
s neprdzdnym souborem teseni. JestliZe existuje reguldrni matice Q takova, Ze
B'T = QBT, kde BT a B'T jsou rozsivené matice soustav, pak jsou soustavy
ekvivalentni.

Dukaz: Necht (x) je libovolné feSeni soustavy (z)A = (), tj. (x)A = (§).
Pro libovolnou matici Q pak plati (x)AQT = (B)QT. Je-li Q takov4 matice,
pro kterou je B'T = QBT podle piedpokladu véty, je B’ = BQT a tedy i
A" = AQT, (B) = (B)QT a n-tice (x) je tedy feSeni soustavy (z)A’' = (B').
Necht naopak (x') je feSenim soustavy (z)A’' = (8'). Pak (x')A’ = (8') a po vy-
nasobeni matici Q~!'T zprava dostavame (x')A'Q~!'T = (8)Q~'T. Vzhledem
k piedpokladu véty je B'T = QBT, tj. B = (Q7'B'T)T = B'Q~!'T. Odtud
pak A = A'Q'T a (B) = (B")Q'7T, takze n-tice (x') je fesenim soustavy
(z)A = (8). Soustavy jsou tedy ekvivalentni.

¢

7 véty 2.1 vyplyvaji tyto disledky:

(i) Nehct (z)A = (8), (z)A’ = (8') jsou Fesitelné soustavy. Necht jejich rozsi-
fené matice BT a B'T jsou ekvivalentni z hlediska definice v odstavci 1.2,
tj. matice B’ lze ziskat z matice B konefnym po¢tem Fadkovych elemen-
tarnich aprav. Pak soustavy (z)A = (3), (z)A’ = (8’') jsou ekvivalentni.

(il) Kazd4 fesitelnd soustava je ekvivalentni alespon jedné soustavé s rozsire-
nou matici ve schodovitém tvaru.
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Cviceni 2.1

Dokazte dtisledky (i) a (ii) véty 2.1.

Navod: Vyuzijte skutecnosti, ze konec¢ny pocet fadkovych elementarnich tprav
matice lze realizovat vynasobenim matice zleva jistou reguldrni matici, kterd je
soutinem elementarnich matic (viz odstavec 1.2). Déle vyuZijte véty 1.3 a véty
2.1.

Necht (z)A = (B) je soustava n rovnic o n neznamych, jajiz matice AT je
reguldrni.(Takovd soustava se nazyva kramerovskd.) DokaZte, Ze tato soustava
ma pravé jedno feSeni a Ze toto feSeni ma tvar

(x) (det By,...,det B,)

- det A

kde matice B;T vznikne nahrazenim sloupce (a;) v matici AT sloupcem pravych
stran soustavy (4).

Navod: Z maticové rovnice (z)A = (8) vyjadiete matici (z) typu 1/n explicitné
vynasobenim matici A~! zprava. Dale vyuzijte vztahti 1.8 a 1.5.

Urcete TeSeni nasledujicich kramerovskych soustav:

(1) (i)

32" + 222 + 2% =5 '+ 322 — 22 =4
422 + 5z = 2 2"+ 2? =4
z' + 32 =0 ' — 22 4+ 223 =5

(iv)

4t + 2% — 2P ik
'+ 3a? =4 T e
2zt + 322 — 223 = 33

(iii)

2zt + 22 =0
-z + 222 + 22 = a
(6) = (070=0); (3157 _1);
(2,-10,24)
Vysledek: (i) (82,22 31) (ij) (1,2,3) (iii) (2248, atlz Ga_16)
(iv) (0,0,0);(2,5,10); (~2,8, ~2)

2.2 Frobeniova véta

Problém existence a jednoznacnosti feSeni soustavy linedrnich rovnic velmi Gzce
souvisi s hodnosti matice a rozsifené matice soustavy.
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Véta 2.2 Frobeniova véta. Soustava k rovnic o n nezndmgch md fesSeni prdaveé
tehdy, je-li hodnost jeji matice AT rovna hodnosti matice rozsirené BT, tj.
h(AT) = h(B7T).

Dukaz: 7 dtsledku (i) vét 1.4 a 1.5 vyplyva, 7e hodnost matice je rovna
nejvy$simu moznému poé¢tu jejich linedrné nezavislych sloupci, tj. h(AT) =
h(A), h(BT) = h(B).

(i) Predpokladejme, Ze soustava () A = () ma feSeni, tj. Ze existuje n-tice
(x) = (x},...,x™) takov4, ze plati (x)A = (B). Posledni sloupec () rozsiiené
matice soustavy je tedy linedrni kombinaci sloupct predchozich, koeficienty li-
nearni kombinace jsou ¢isla xi. Je proto zfejmé, 7e h(AT) = h(BT).

(i) Necht naopak plati h(AT) = h(BT), hodnost obou matic je tedy uréena
nejvy$sim poctem linedrné nezavislych sloupcti matice AT. Posledni sloupec
(8) matice BT musi proto byt linedrni kombinaci sloupcti matice AT, tj. musi
existovat ¢isla x!, ..., X" tak, ze plati

X)) +x*(a2) + ..+ X" (an) = (B),
n-tice (x) = (x', ..., x™) je feSenim soustavy.

¢

Bezprosttednim dtisledkem Frobeniovy véty je skutecnost, 7ze libovolnd homo-
genni soustava linedrnich rovnic mé neprazdny soubor feSeni (je vidy FeSitelnd),
nebot posledni sloupec roz&ifené matice je nulovy. Refenim kazdé homogenni
soustavy je nulova n-tice (x',...,x") = (0,...,0), kterd pfedstavuje tzv. trivi-
alni feSeni.

Ptedpokladejme, 7e (z)A = () je fediteln4 soustava, tj. h(AT) = h(BT) =
h (plati h < min (k,n)). Podle dusledku (ii) véty 2.1 existuje ekvivalentni sou-
stava (z)A' = ('), jejiz rozsifend matice je ve schodovitém tvaru. Pfedpokld-
dejme, Ze nezndmé jsou cislovany tak, Ze linedrné nezavislé jsou prvé sloupce
(a1),...,(ap). Pak

1/ 1/ 1! 1! 1! 1/

A @ttt O Qg T O g ,

2 2 2 2 2

0 a2 e ah ah+] PR an /3

1T i : -/ ' ! ! -/

= h h h h

B 0 0 ap ap ay | B

0 0 0 0

0 0 - - ) 0

! . , s s . ,

al Z0proi € {1,...,k}. Odpovidajici soustava rovnic mé tvar
! ! ! ! ! !
ajxt + ayat + .+ apa" + oap 2T+ 4 el e = B
! ! ! ! !
a3 a? 4+ .4 afah 4+ af 2"+ L+ adam = P
! ! ! !
apxh 4+ ol et L+ ale = ph

(2.3)
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Regenim této soustavy je kazda n-tice (x',...,x"), pro kterou jsou hodnoty
X', ..., x" dany vztahy
Xh _ Bhlfag+1,)(h+1*---*a:,,)("
- T
. (IZ
hel ﬁh,—lli{!:71’Xh,iazli’xh+17.“7(12—1’Xn
1 _ Bllfaélxzf...fa}z,)(h704}!_‘_1’)(}“”7...704;’)("
X' = —
1
ahodnoty x"*', ..., x™ jsou libovolné. Postupnym dosazovanim za x", x*~*,..., x
dostaneme
11 1 Lhtl 1.,n
X = 7Y —Yh+1X — T TnX
h _ Ak b ht1 hyn
X = 7 T VX — - T TnX
7",7};“,...,72 € Pproi € {1,...,h}. VSechna feSeni vychozi soustavy jsou

charakterizovana predpisem

i=h+1 i=h+1 i=h+1
kde x"*',...,x™ jsou libovolné hodnoty tzv. volngch nezndmich a koeficienty
Y Vhats- Yoo & € {1,..., h} jsou jednoznacné urceny rozsifenou matici sou-

stavy resp. jejim schodovitym tvarem. VysSe uvedeny postup piedstavuje i prak-
ticky navod na nalezeni feSeni soustavy.

Véta 2.3 Necht ()A = (B) je soustava k rovnic o n nezndmgch. Soustava md
pravé jedno feseni pravé tehdy, kdyZ h(A) = h(B) = n. Soustava md nekonecéné
mnoho TeSeni prave tehdy, kdyZ h(A) = h(B) < min(k,n). Soustava nemd
Zddné feSeni prdvé tehdy, kdyz h(B) = h(A) + 1.

Dukaz: Dikaz véty 2.3 vyplyva bezprostiedné z véty 2.2 a vztahtt 2.4 a 2.5.

%
P#iklad 2: ReSme soustavu rovnic
b+ 222 — 23 4+ z* — 52 = 0
—2z' — 4x? 4+ 2% 4+ 4zt + 42° = —6
gt — 22 4+ 2% 4+ 5zt — 25 = 6
1 2 -1 1 =5 0 1 2 -1 1 -5 0
BT=| 2 4 24 4/ -6 |~[00 06 6|6 |~
-1 -2 1 5 —-1|-6 0 0 0 6 —6|-6

1
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12 -1 1 -5 0
~1 0 0 01 —-1|-1
0 0 00 0 0

Tedy plati h(AT) = h(BT) = 2. Soustava mé feSeni, kterd jsou charakterizo-

véana libovolnou volbou tii volnych neznamych. Pro vyjadfeni zbyvajicich ne-

znamych v§ak nelze pouzit piimo vztaht 2.4, nebot v nasem piipadé nejsou

prvé dva sloupce (aq), (as) matice AT nezavislé. Je tedy nutno bud pieéislovat

neznamé nebo volné neznamé volit jinak nez Jako Xh+1 ..., X". Realizujeme

druhou moZnost a za volné neznamé oznacime x°, x2, x*. Pak x* = —1 + x5,
=1 2x2 4 x® 4+ 4x°. Reseni maji tedy tvar

00 =01 =2+ + 47,55 17X X% x° eR
Cviéeni 2.2
(1) Piedpokladejte, ze (z)A = () je feSitelna soustava k rovnic o n neznadmych.

Vyjadiete koeficienty vi,v_;,i € {1,...,h},j € {h+1,...,n} ve vztazich 2.5
explicitné pomoci prvki schodovitého tvaru rozsirené matice soustavy.

Navod: Ze vztahu 2.3 vyplyva

! ! ! ! i
abxl + a%ITQ + ...+ a}llmh = Bllfa I’I‘
a3z? + ... 4+ ala" = B —a?
', h _ ph! B! i
ap " = B —aj a’
i € {h+1,...,n}. Pro uréitou volbu volnych nezndmych (x"*' ... x") dosta-

vame pro ( 1 ..., z") soustavu rovnic (z)A, = (9), kde (¥) = (19] ..... M) =
(B~ ol i ), ApT = (a{/), l,j € {1,... h}, a{/ = 0 pro Il > j. Vzhledem
k tomu, ze matice AT je reguldrni, vyuzijte pro dalsi vypocet napiiklad vztahii
pro feSeni kramerovskych soustav (Cviceni 2.1, loha (2)). Pro prakticky vypo-
et mtize byt uziteény i vztah (x',...,x") = (9)A, "

(2) Provedte podrobné diikaz véty 2.3.

Navod: Pro pfipad h(A) = h(B) si uvédomte souvislost mezi po¢tem volnych
nezndmych a mohutnosti souboru feSeni (podstatné je, zda je pocet volnych
nezndmych nulovy nebo nenulovy). Dale uvedte v souvislost pocet volnych ne-
znamych a hodnost matic A, B. Pro h(A) # h(B) si uvédomte, 7e 7adny jiny
piipad, nez h(B) = h(A) + 1 nemuZe nastat. Zdivodnéni neexistence FeSeni
plyne pfimo z Frobeniovy véty.

(3) Necht (z)A = (0) je homogenni soustava k rovnic o n nezndmych. Stanovte
podminku nutnou a postacujici k tomu, aby soustava méla i jiné feSeni nez
trividlni. Jaky tvar ma tato podminka pro & = n?
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Navod: Vyuzijte véty 2.3.

(4) Urlete vSechna feSeni nésledujicich soustav rovnic. PouZijte ipravy matice
BT na schodovity tvar.

(i)

3z +y = ~1 2 4+ y = 2
2 +y = 2 —dz — 2y = -4

b+ 22 4+ 2% = —1

901 _ 2?4 o943 — 4 w4+ 222 + 323 = 4
42! 4 22 + 428 = —2 2¢' + 22 - 2 = 3
3z + 322 + 223 = 10
(v) (i)
2z + 22 — 42% =0
30l 4 522 — Tad = 0 '+ 22+ 2+ 2t =0
Axl — 522 — 623 = 0 '+ 222 + 32 + 4z = 0
2 132% — 0 zb + 322 + 62° + 102* = 0
'+ 42?4+ 102° + 20z = 0

Vysledek: (i) (-3,8

(i) (x,2+2x), x € R (iii) (1,2,-2) (iv) nema FeSeni
(v) (0,0,0) (vi) (0,0,0,0)

(5) Necht R” je vektorovy prostor uspofddanych redlnych n-tic, ay,...,ar € R®

jsou vektory (n-tice), a; = (o) = (a},...,a?), i € {1,...,k}. Formulujte
podminku nutnou a postacujici pro to, aby vektory ai,...,a; byly linedrné

zavislé. Jaky tvar mé tato podminka pro k = n?

Navod: Vektory ay,...,ay jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz existuji ¢isla
X', ..., x" tak, 7e alespon jedno z nich je rtizné od nuly a plati x'a; +. . .+x*a, =
0. Rozepiste tuto vektorovou rovnici do slozek. Ziskate tim homogenni soustavu
n rovnic o k neznamych x', ..., x*. Podminka nutnd a postac¢ujici pro linearni
zavislost vektort ag, ..., a; je tedy totoznd s podminkou nutnou a postacujici

pro to, aby dana homogenni soutava méla netrividlni feseni.

(6) Necht V3 je vektorovy prostor volnych vektori z tlohy (7) Cvideni 2.3.
Predpokadejte, ze vektory jsou urceny svymi souradnicemi v afinni soustavé
(0;z,y,z) a zapi$te podminku nutnou a postacujici pro to, aby nenulové vek-
tory a, b, ¢ byly komplanérni, tj. rovnobézné s touz rovinou.

Néavod: Uvedte do souvislosti komplanarnost tii vektort a jejich linedrni za-
vislost a vyuZijte vysledku tlohy (5).

Vysledek: Vektory a,b,c € V3 jsou komplanarni pravé tehdy, je-1i determi-
nant matice tfetiho fadu, utvorené z jejich soutadnic, roven nule.
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2.3 Prostor reSeni soustav linearnich rovnic

V tomto odstavci formulujeme tvrzeni, kterd umozni naprosto obecné charak-
terizovat v8echna feSeni soustavy linearnich rovnic.

Necht (z)A = (0) je homogenni soustava k rovnic o n nezndmych. Kazdé
fegeni (x', ..., x") této soustavy lze chdpat jako prvek vektorového prostoru V,
uspofddanych n-tic nad P (Gloha (4) Cviceni 2.3). Ozna¢me S = {(x) € V,,|(x)
je FeSenim soustavy (z)A = (0)}. S je tedy mnoZina v8ech feSeni dané soustavy.
Ziejmé (0) € S (viz odstavec 2.2). P¥imym dosazenim se pfesvédéime, Ze pro
libovolné (x1), (x2) € Sjei (x1) + (x2) € S a a(x1) € S pro libovolné a € PP:

(x1)A =(0), (x2)A =(0) = ((x1) + (x2))A = (x1)A + (x2)A = (0),

(a(x1))A = a(x1)A = (0).

Odtud vyplyva, ze mnozina S vSech feseni dané homogenni soustavy ma struk-
turu vektorového prostoru vzhledem k operacim séitani n-tic a nasobeni n-tice
skalarem. Stanovime jesté dimenzi prostoru S. Necht h = h(A, (h < min(k,n)).
Predpokladejme, 7e nezndmé jsou ocislovany tak, 7ze prvych h sloupcti matice
A je linedrné nezavislych. Reeni soustavy ma pak tvar 2.5, v ném? je t¥eba
dosadit ' = ... =" = 0.

00 = (=X =X =X XX, e fh+ 1,0}, (26)
kde x"*', ..., x™ jsou volné nezndmé. Pro danou volbu volnych nezndmych jsou
jiz. nezndmé (x',...,x") uréeny jednozna¢né. Jakoukoliv volbu volnych nezna-
mych x"*!, ... X" Ize vyjadiit ve tvaru linearni kombinace

O™ = X" TN(,0,...,0) + " T2(0,1,0,...,0) + ...+ x"™(0,...,0,1).

Vsechny uspoiddané (n — h)-tice (x"*1,...,x") tedy tvoii vektorovy prostor

3

dimenze (n — h). Prostor S mé tedy rovnéz dimenzi (n — h). Ziskané vysledky
shrnuje nésledujici véta:

Véta 2.4 Vsechna reseni homogenni soustavy k rovnic o n nezndmych tvori
(n — h)-rozmérny vektorovy podprostor prostoru n-tic s operacemi souctu n-tic
a nasobeni n-tice skaldrem.

Vztah 2.6 predstavuje tzv. obecné feseni homogenni soustavy.

Poznamka: Béze prostoru S je tvorena naptiklad n-ticemi

(_7}}4»]7 _7§+]: Ty _724,]7 1
(“Vht2s ~Vhg2r -0 ~Th2 0,

(=L, =2, ..., =%, 0,........., 1)
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Uvazujme nyni o nehomogenni soustavé (z)A = (f). Necht (x1), (x2) jsou
dvé riznd fefeni této soustavy, tj. (x1)A = (8), (x2)A = (#). Odtud pak
((x1) = (x2))A = (0). n-tice (x1) — (x2) je tedy feSenim tzv. homogenizované
soustavy (z)A = (0). Kazdé feSeni nehomeogenni soustavy rovnic je tedy tvaru
(x) = (xp) + (x0), kde (xo) je obecné Feseni homogenizované soustavy a (x,)
je libovolné teSeni soustavy nehomogenni — tzv. partikuldrni reseni. Predpisem
(x) = (xp) + (x0) je urceno obecné feseni nehomogenni soustavy (tj. v8echna
mozné feSeni dané nehomogenni soustavy).

Cvicdeni 2.3

Reste soustavy rovnic

(i)
2 + 32 — z* = 3
b+ 322 — ¥ 4+ 22 = 5§
-2z — 5z2 + 223 4+ ' = —4
—z' — 22 4+ 423 + 22 = 4
(ii)
el — 422 + 923 + 22 + 22° = 0
5xl 4+ 8z2 4+ Tz — 4zt + 225 = 0
3zl — 822 4+ 52% + 4zt + 225 = 0
7z' — 222 + 22° + ' — 5ab 0
Vysledek:

(i) (x) = (—14+15x*,6 —5x*, =1+ 2x*, x*)
(i) (x) = (' 2% —x'2x% x')

Reseni soustavy rovnic z tlohy (1i) vyjadiete jako soucet obecného feSeni ho-
mogenizované soustavy a partikularniho feseni nehomogenni soustavy.

V}”Sledek: (X) = (7147 67 7]-7 0) + (15X47 75X47 2X47 X4)

2.4 Priklady soustav linearnich rovnic v geome-
trickych aplikacich

Nutnost feSeni soustav linedrnich rovnic vyvstava naptiklad pii studiu linedr-
nich geometrickych Gtvard v euklidovském prostoru. Budeme se zabyvat line-
Arnimi ttvary v R?, tj. rovinami a piimkami. Rovnice ttvari budeme vyjadio-
vat v obecné afinn{ soustavé souradnic (0;x,y,z). Specidlnim pi¥ipadem afinni
soustavy je soustava kartézskd, v niz je tfeba tesit tlohy vyzadujici vypocet
vzdélenosti nebo hli.

Primka p v R® je uréena bodem A = (24,y4,24) a nenulovym smérovym

vektorem a = (a!,a?,a?). (Vektory zde chidpeme ve smyslu tilohy (7) Cviceni
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2.3.). Rovina g je uréena bodem B = (zp,yn,25) a nekolinedrnimi smérovymi
vektory b = (8!, 82, 8%), ¢ = (y',~2,~43). P¥imka p je v soufadnicové soustavé
(0;z,y, z) zaddna parametrickymi rovnicemi piimky takto:

p={X=(2,9,2) ER|z =4 +a't,y=ya+a’t,z =24+, t € R}

t je parametr bodu X na primce p. Rovina g je zadana parametrickymsi rovnicemi
roviny takto:

0={X=(z,y,2) eRlz =ap+B'r+7's,y =yp + r + s,

z=z2p+B%r+79°s;r,s € R}

r, s jsou parametry bodu X v roviné o. Casto pouzivame symbolického zapisu
p: X =A+at, 0: X =B+br+ecs (2.7)
Soustavu parametrickych rovnic roviny pfepisme do tvaru
Blr+yls=x—zp, [r+9’s=y—yp, Br+’s=2-2p

Jedna se o soustavu tii rovnic, kterou pro dany bod X € p miizeme chapat jako
soustavu o dvou nezndmych r, s. Nutnou a postacujici podminkou jeji fesitelnosti
je podminka

Bl Bl A w—ap
h| B> +* | =h| B v y—uys
gy gy z—zp

Ponévadz jsou vektory b, c nekolinedrni tj. linedrné nezavislé, je hodnost ma-
tice soustavy automaticky rovna dvéma a podminka feSitelnosti je tedy dana
vztahem

By z—ap

det | B> +* y-ys | =0,

B3 73 z— 2B
ktery geometricky znamena komplanaritu vektort [B, X],c,b. Odtud dosté-
vame obecnou rovnici roviny, kterd jiz neobsahuje parametry:

0=A{X = (z,y,2) € K’z + By + vz + 6 = 0}
kde

2 2 3 3 1 1
amae (G ) mman (G 3) omaa (B 3).

Bty g
d=det| B%> 4% —uyB (2.8)
BB 73 —2pB

Vzhledem k tomu, 7e hodnost matice tvorené souradnicemi vektord b, ¢ je rovna
dvéma, je alespon jedno z ¢isel a, 3,7 razné od nuly. Ozna¢me levou stranu
rovnice roviny symbolem A(X).
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Resitelnost soustavy rovnic a't = = — x4, @t = y — yp, a®t = z — 24,
kterou dostaneme pro nezndmou ¢ z parametrickych rovnic pfimky, je zaruc¢ena
podminkou

al o' r—1x4
h| a? =h| o® y—ya =1
a’ o’ z—zy

tedy

—a’r+a'y+ (aza—a'ys) =
—Py+ Pz + (Pys — a’zy) =
—afr+alz+ (@Pza —alza) = 0

Tyto rovnice jsou zavislé. Vzhledem k tomu, ze vektor a je nenulovy, je alespon

jedno z ¢isel al, o, a® nenulové a alespon dvé z téchto rovnic jsou rovnicemi ne-

rovnobéznych rovin. Pfimka p je priisecnici técho rovin. Pfimku lze tedy zadavat
soustavou obecngjch rovnic primky ve tvaru

p={X e R X = (z,y,2)|ax+By+yz+5 = 0,d'z+B'y++v'2+6 = 0}, (2.9)
kde

al BI ,yl
Priklad 3: A = (0,1,1), b = (0,2,1), ¢ = (3,0, —1). Rovina g uréend bodem

A a vektory b, ¢ ma parametrické rovnice x =3s, y=1+2r, z=14+r—s a
obecnou rovnici

h( a B ) = 9. Zdivodnéte.

0 3 x
det | 2 0 y—1 | =0, tj. —2xz+3y—62+3=0.
1 -1 z-1

Piimka p uréena bodem A a vektorem b mé parametrické rovnice = = 0, y =
1+ 2t, z =1+t a soustavu obecnych rovnic naptiklad z =0,y — 2z + 1 = 0.
Podle zadani by ptimka p méla lezet v roviné g. Jak se o tom presvédéite?

Priklad 4: Necht g je rovina o rovnici az + Sy +7z +d =0aa = (a',a?,a?)

vektor; stanovime podminku nutnou a postacujici pro to, aby vektor a byl rov-
nobézny s rovinou gp. Pro vektor a plati a||g pravé tehdy, kdyZ existuji body
A, X € o takové, 7e (x — xa,y — ya, 2z — 24) = (a',a?,a?). Pro tyto body je
ovSem splnéna rovnice roviny g, tj. azs+Bya+vz4+6 = 0, ax+PBy+~vz +6 = 0.
Odeétenim dostavame aa' + Ba® + ya® = 0. Vektor a je tedy rovnobézny s ro-
vinou pravé tehdy, plati-li aa' + Ba? + ya® = 0.

Priklad 5: Vzajemnd poloha tfi rovin. Jsou dany roviny

01: ax+py+mz+d = 0
02: asx+ Boy+yz+d2 = 0
03: a3r+P3y+y3z+d3 = 0
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Vzajemna poloha téchto t¥i rovin je z algebraického hlediska urcena feSenim
soustavy t¥i rovnic o nezndmych z, y, z (hledaji se spole¢né body rovin g1, 02, 03).
7 geometrického hlediska pripadaji v Gvahu tyto moznosti vzadjemné polohy:

(i) Roviny maji spoleény
pravé jeden bod, definuji
tzv. trs rovin prvniho druhu.
Spoleény bod je vrcholem
trsu.

(ii) Roviny maji spole¢nou pifimku a
definuji svazek rovin prvniho druhu.
Spole¢na piimka se nazyva osou
svazku.

/: 02 03 /
3 02 osa
/

| 01
01 | W

(iii) Roviny nemaji spole¢ny zadny bod, maji v8ak spoleény pravé jeden
smér, tj. existuje vektor u = (¥',92,9%) rovnob&iny s kazdou z rovin
01,02, 03 a zadny vektor nekolinedrni s vektorem u jiz neni rovnobézny
se v8emi rovinami g1, 92, 93 soucasné. Roviny g1, 02, 03 definuji trs rovin

druhého druhu.

2

2
s
U/

/

01

S

(iv) Roviny nemaji spoleény

zadny bod a jsou rovnobézné, o3
definuji svazek rovin druhého ‘
02
druhu.
01

(v) Roviny jsou totoZné.
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Rozebereme jednotlivé piipady z algebraického hlediska. Soustava rovnic, urcu-
jici spole¢né body rovin, je nehomogenni soustava s matici

a1 B oM | & o1
BT = ay [ " D) = AT D)
az B3 3|03 d3

Soustava rovnic urcujici spole¢né sméry (viz. piiklad 2.4) je homogenni a jeji
matice je AT,

(i) Nehomogenni soustava mé pravé jedno feseni pravé tehdy, je-li h(AT) =
h(BT) = 3, tj. det A # 0.

(ii) Nehomogenni soustava mé nekone¢né mnoho feseni, odpovidajicich bo-
dtim ptfimky. Ptislu§na homogenizovana soustava mé jednorozmeérny pro-
stor fegeni, uréeny smérovym vektorem této pi¥imky. Je tedy h(AT) =
h(BT) = 2.

(iii) Homogenni soustava m4 jednorozmérny prostor feseni, tj. h(AT) = 2,
nehomogenni soustava feSenf nem4, tj. h(BT) = 3.

(iv) Nehomogenni soustava nemé feeni, odpovidajici soustava homogenni
mé dvojrozmérny prostor fegeni. Je tedy h(AT) = 1, h(BT) = 2.

(v) Nehomogenni soustava ma nekoneéné mnoho feSeni, odpovidajici bo-

dtim roviny. Piislusnéa soustava homogenni ma dvojrozmérny prostor re-
Seni. Plati h(AT) = h(BT) = 1.

Shrnuti:
vzéjemné poloha rovin h(AT) h(BT)
trs rovin prvniho druhu 3 3
svazek rovin prvniho druhu 2 2
trs rovin druhého druhu 2 3
svazek rovin druhého druhu 1 2
totozné roviny 1 1
Necht napftiklad
01: dx — 2y +4 =0
02 : 3z + 2z -5 =0
02: 8 — 2y +2+7 =20
5 =2 0 4 5 =2 0 4
BT=(3 0 1|-5 ] ~([3 0 1|-5
8 -2 1 7 0 0 0 8

h(A)T =2, h(B)T = 3. Roviny tvoii trs druhého druhu, spoleény smér je fede-
nim homogenni soustavy rovnic 5z — 2y = 0, 3z 4+ z = 0, tedy u = (2¢, 5¢, —6t),
teR
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Priklad 6: Vzijemnd poloha dvou piimek. Jsou dany piimky

p: o ar+fyt+mnz+dh = 0 h<051 o 71)_2
02: QT+ Poy+ Yz+6 = @ P2

q: 031 o+ fy+yztds = 0 h<a3 Bs 73)22
011 T+ iy +yaz+ds = as i 7

Vzajemna poloha dvou primek je ddna vzdjemnou polohou ¢tyt rovin. Z ge-
ometrického hlediska mohou nastat tyto moznosti:

(i) P¥imky p, ¢ jsou mimobé&zné.

(ii) P¥imky p, ¢ jsou riznobézné.
(iii) P¥imky p, ¢ jsou rovnobézné.
(iv) Pfimky p, ¢ jsou totozné.

7 algebraického hlediska jde o soustavu ¢tyf rovnic pro tii nezndmé x, y, z, jejiz
matice je

a1 B m |6 0
BT — | @ Paom| 02 | _ AT P
az B3 3|03 3
ay B1 ya| 04 04

Matice odpovidajici homogenni soustavy je AT.

(i) Nehomogenni soustava nemé feSeni, nebot roviny g1, 02, 03, 04 nemaji

zadny spole¢ny bod. Roviny nemaji ani zadny spole¢ny smér, takze ho-
mogenizovand soustava nemé jiné feSeni nez trividlni. Je tedy h(AT) = 3,
h(BT) = 4.

(ii) Nehomogenni soustava mé pravé jedno feSeni, urcujici prisecik pfimek,
tj. h(AT) = h(BT) = 3.

(iii) Roviny g1, 02, 03, 04 nemaji Zadny spolecény bod, takze nehomogenni
soustava nemd teSeni. Maji v8ak spoleny smér, shodny se smérem rov-
nobézek p, q, takze odpovidajici homogenni soustava mé jednorozmérny
prostor fegeni. Je tedy h(AT) =2, h(BT) = 3.

(iv) Nehomogenni soustava ma nekoneéné mnoho feSeni, odpovidajicich
bodim piimky. Pt¥islusnd homogenni soustava mé jednorozmérny prostor
feSeni, uréeny smérovym vektorem této pifmky. Je tedy h(AT) = h(BT) =
2.
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Shrnuti:

vzéjemné poloha rovin  h(AT) h(BT)
mimobézné primky 3 4
riznobézné primky
rovnobézné primky
totozné primky

N DN W
N W W

Necht napftiklad

p: r+2z—-1=0, z—2y+3=0
q: 3z+y—2+13=0, y+22-8=0

1 0 1]-1 1 0 1|=1

gr_| 1 -2 of 3| [0 -2 1) 4}
3 1 —1] 13 0 1 -4 16
0 1 2|-8 0 1 2|-8
10 1] =1 10 1] =1
01 2| -8 01 2| -8
“loo 3|-12] 7100 3]-12
00 6| 24 00 0] 0

h(AT) = 3, h(BT) = 3, piimky p, ¢ jsou tedy réznobézky. Jejich prisecik je
dan fesenim odpovidajici soustavy rovnic. Matice vznikla ipravou matice BT
na schodovity tvar je matici ekvivalentni soustavy, jejimz feSenim je trojice
P = (3,0, —4). Touto trojici jsou ureny soutadnice priseéiku piimek p, q.

Pr1i feSeni prikladt o vzajemné poloze rovin a primek jsme pouzili vét 2.2,
2.3 a24.

Nyni budeme charakterizovat svazky a trsy rovin. Svazkem rovin pruniho
druhu rozumime mnozinu viech takovych rovin v R?, které maji spole¢nou pravé
jednu pifimku p, zvanou osa svazku. Svazek rovin prvniho druhu je tedy zadan
svou osou p, resp. libovolnymi dvéma rovinami svazku.

Véta 2.5 Rovina o o rovnici A(X) = ax + By + vz + 0 = 0 patii do svazku
S1(01,02) rovin proniho druhu uréeného rovinami g1, 02 o rovnicich Ay (X) =
oz +61y+vz+01 =0, Ax(X) = asx + By + Y22 + d2 = 0 pravé tehdy, kdyz
existugi ¢isla A1, Ao z nichZ alespon jedno je rizné od nuly, takovd, Ze plati

ACX) = M Ay (X) 4+ Ao As(X) .
a= Aoy + Xaz, B=AB1+ B2, ¥=A71 + Aave, 6 = Aid1 + Aada.

Dikaz: Necht roviny g1, 02 urCuji svazek rovin prvniho druhu. Pak hodnost
matice typu 2/4 tvofené koeficienty «;, 8;,vi, di, @ € {1, 2} je stejnd jako hodnost
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matice typu 2/3 tvotfené pouze koeficienty a;, 8;,; a je rovna dvéma. Nalezeni
spole¢nych bodt rovin g1, g2, 03 je ekvivalentni feSeni soustavy rovnic o matici

a1 B M| & 01
BT=| ao B2 m |6 |= AT )
a B v |40 )

Reseni této soustavy vytvareji pfimku pravé tehdy, je-li h(A™T) = h(BT) = 2, tj.
je-li t¥eti fadek matice BT linearni kombinaci prvych dvou fadkt. Koeficienty
linearni kombinace ozna¢me \q, \2. Pozadavek, aby alespon jeden z téchto koefi-
cientil byl rizny od nuly, vyplyva z toho, Ze v opacném pripadé bychom dostali
a=f3=4§==0, coz by bylo ve sporu se skutecnosti, ze ax + fy+yz+d§ =0
je rovnici roviny.

¢

Svazkem rovin druhého druhu rozumime mnozinu vSech takovych rovin, v R?,
které jsou rovnobézné se zadanou rovinou g; .

Véta 2.6 Rovina ¢ o rovnici A(X) = ax + By + vz + § = 0 patii do svazku
Sa(01) rovin druhého druhu urdeného rovinou g1 o rovnici A1(X) = arx +
Biy + 71z + 01 = 0 prave tehdy, kdyz existuje c¢islo Ny # 0 takové, Ze a = Ay,
B=XpB1,vy=Mmn-

Dikaz: Viz. Cviceni 2.4.
%

Trsem rovin proniho druhu nazyvame mnoZinu viech takovych rovin v R®, které
maji spoleény pravé jeden bod, zvany wrchol trsu. Trs prvniho druhu je zadan
bud svym vrcholem nebo tfemi rovinami g1, g2, 03 vyhovujicimi pfipadu (i) z pii-
kladu 2.4.

Véta 2.7 Rovina ¢ o rovnici A(X) = ax + By + vz + 6 = 0 patii do trsu
Ti(01, 02, 03) Tovin proniho druhu uréeného rovinami g1, 02, 03 0 rovnicich A, (X)
oz + Py +mz+ 0 =0, Ay(X) = asx + Boy + 12z + J2 = 0, A3(X) =
asx + B3y + y3z + 93 = 0, pravé tehdy, kdyZ existuji ¢isla A1, A2, A3 z michZ
alespon jedno je rizné od nuly, takova, Ze plati

A(X) = M A (X) + A An(X) + A3 A5 (X))t

a = Aag + A + Azaz, B = A1 + X2fB2 + A3fs,
v =Xy + Ay + A3ys, 6 = Aidi + Aada + Azds.

Duikaz: Vzhledem k predpokladu, 7e 01, 02, 03 tvori trs rovin prvniho druhu,
plati
ar B ar B om |k
hl as Bo v | =h| a2 B 1 |d | =3
az B3 7 az Pz 73|03
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0 € Ti(o1,02,03) pravé tehdy, kdyZ soustava rovnic, tvofend rovnicemi rovin
01, 02, 03, 0 M4 pravé jedno teSeni, urcujici vrchol trsu. Podminkou nutnou a
postacujici pro to je

ar B m a; B |6
as B2 m as P2 |02
az Bz 73 a3 B3 3|03
a B v a B y|9d

Ctvrty faddek matice tvofené koeficienty vSech ¢ty rovin, tedy je linearni kom-
binaci prvych t#i fadka. Pozadavek, aby alespon jeden z koeficienti A1, Ao, A3
linedrni kombinace byl nenulovy, vyplyva opét ze skutecnosti, Ze ¢isla «, 8,7, 8
urcuji rovnici roviny.

o

Trsem rovin druhého druhu nazyvime mnozinu vsech rovin v R®, které maji
spole¢ny pravé jeden smér a zaddny bod. Trs rovin druhého druhu je zadan
napfiklad tfemi rovinami, které nemaji spole¢ny zaddny bod, maji vSak spole¢ny
pravé jeden smér (pfipad (iii) v pfikladu 2.4).

Véta 2.8 Rovina 9 o rovnici A(X) = ax + By + vz + d = 0 patii do trsu
T2(01, 02, 03) rovin druhého druhu uréeného rovinami g1, 02, 03 0 rovnicich A;(X) =
a1z + Py + mz+ 0 =0, Ax(X) = x4+ foy + 12z + 62 = 0, A3(X) =
asr + B3y + 3z + 03 = 0, pravé tehdy, kdyz existuji éisla Ay, Ao, A3 kterd nejsou
fesenim soustavy rovnic Aoy + Aoeas + Azaz = 0, M 81 + Aafa + X383 = 0,
Ay + A2ve + A3y = 0, takovd, Ze plati

AX) = MA1(X) + X Ax(X) + A343(X) .
a = Aag + deas + Azaz, B = A B1 + Xaf2 + A3fs,
v =Xy 4+ Ay + A3ys, 0 = Aidi + Aada + Azds.

Duakaz: Roviny g1, 02, 03 tvori trs druhého druhu, takze podle vysledku pii-
kladu 2.4 je

ar b1 om a1 B |
h{ as fo 71 | =2 h| a B2 m | | =3
as B3 3 as B3 3| 03

0 € T2(01, 02, 03) pravé tehdy, kdyZ smér spoleény rovindm g1, g2, g3 je rovno-
bézny i s rovinou p, tj.

ar b1 om a1 B |
as P2 M as P2 71| 62
as B3 13 az Bz 3|03
a B v a B v

Posledni fadek rozsifené matice je tedy linedrni kombinaci prvych tfech radki.
Koeficienty A1, A2, A3 urcéujici tuto linedrni kombinaci, nesméji byt feSenim sou-
stavy rovnic A\j a1 +Asas+Azaz = 0, A1 f1+A2824+A383 = 0, Ay y1+Aeya+A3y3 =
0 proto, ze levé strany téchto rovnic maji byt koeficienty v rovnici roviny g.
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&

P¥iklad 7: Urcete rovnici roviny, ktera prochdzi pfimkou p{(z,y, z) € R¥|2z —
z2=0,z+y—2+5 =0} aje rovnob&znd s piimkou q = {(z,y,2) € R¥|z =
T,y = 2 —t,z = —1+ 4t,t € R}. Pfimka p je osou svazku prvniho druhu
urceného rovinami g1 : Aj(X) =22 —2=0,0: A2(X)=2+y—2+5=0.
Hledana rovina ¢ ma primkou p prochazet, musi tedy nalezet do svazku. Levou
stranu rovnice roviny g hleddme podle véty 2.5 ve tvaru

AX) = MAKX)+X040X) =2z —2)+X(z+y—2+5)
AX) = z(2 1 4+ X2) +yro — 2(A + A2) + 85X

Proto
o0: (QA] +)\2)$+A2y—()\] +A2)Z+5A2 =0

Posledni rovnice charakterizuje vSechny mozné roviny nalezejici danému svazku.
Ma-li vsak byt rovina g rovnobézna s primkou ¢, musi smérovy vektér této
piimky a = (7,—1,4) spliiovat rovnici roviny g bez absolutniho élenu:

a||g = (QA] + )\2) . 7+A2(—1) + (A] + )\2) 4 =0= 10\ +2X2 =0
Volbou A\ =1, Ay = —5 ziskdme rovnici roviny g:
0: —3r—>0y+4z—-25=0

Priklad 8: Bodem M = (2,3,1) vedte pfimku, kterd je pfickou mimobé&znych
pitmek p{(z,y,2) € R*|z+y = 0,2 —y+2+4 =0}, ¢{(z,y,2) e Rz +3y—1=
0,y + z — 2 = 0}. Nejprve provéfime mimobéZnost:

1 1 0]0 1 1 0|0 1 10]0
1 —1 1] 4 0 -2 1] 4 0 2 0]-1
1 3 ol-1t ]~ 1o 2 ofl=1]| " 1loo 1|3 [~
0 1 1]|-2 0 1 1]-2 00 2|-3
1 10]0
0 2 0]-1
“ oo 1|3
00 0| 3

h(AT) =3, h(BT) = 4, piimky p, ¢ jsou tedy mimobé&zné (viz. piiklad 2.4).

Prickou mimobézngch primek p, q rozumime kazdou takovou primku r, kterd
je riznobéznd jak s primkou p, tak s pfimkou g. Prickou mimobézek je tedy
kazda takova primka, ktera je prtisecnici rovin g1, g2 z nichz p; nalezi do svazku
urceného osou p a g2 do svazku uréeného osou ¢ (jednd se o svazky rovin prvniho
duhu). Soudasné méa na hledané pticce r lezet dany bod M. Musi tedy byt
M € o1, M € ps.

o1: A(@)=ME+y)+Xz—y+2z+4)=0
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Meog =5\ +4Ax=0,A\ =4,1y = -5
02 As(m)=AN(z+3y—1)+Ny(y+2-2)=0,
M€ gy = 10N +2X0 =0, ) =1,\, = -5
01: —2+9Y—-52—-20=0, g: x—2y—5z2+9=0
r={(z,y,2) e R —2+9y —-52—-20=0,7 — 2y — 52+ 9 = 0}

Cviceni 2.4

(1) Dokazte vétu 2.6.

Néavod: Uvédomte si, ze roviny g1 : a1z + Sy + 1z +01 =0, 0: ax + By +
vz + & = 0 jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyZ soustava homogennich rovnic
arr+by+yiz+d =0, ar+ By +vz+ 6 = 0 ma dvojrozmérny prostor Feseni
a pouzijte véty 2.4.

(2) Vysvétlete, proc¢ ve vété 2.7, tykajici se trsu prvniho druhu, staci u ¢isel A1, Ao, A3
pozadovat, aby alespon jedno z nich bylo rtizné od nuly, zatimco ve vété 2.8
o trsu druhého druhu je nutno pozadovat, aby tato ¢isla nebyla fesenim jisté

soutavy rovnic. V obou pfipadech je pfitom tcel tohoto pozadavku stejny
aby vyrazem A(X) = A1 A1 (X) + A2 A2(X) + A3A43(X) byla urcena levé strana
rovnice roviny.

Navod: Na zdkladé hodnosti matice homogenni soustavy rovnic A\ja; + Aoas +
Asaz =0, M B1 + A2fB2 + A3B3 = 0, Ayy1 + Aaye + A3y = 0 v pripadé véty 2.7
a 2.8 charakterizujte mnozinu feSeni této soustavy v kazdém z obou piipadi.
Vysvétleni rozdilu mezi formulaci tykajici se koeficientd A1, As, A3 ve vété 2.7
vyplyva z tohoto rozboru.

(3) Charakterizujte vzdjemnou polohu piimky a roviny.

Navod: Prevedte tilohu na problém vzajemné polohy tii rovin.

(4) Ve svazku rovin uréeném rovinami g1 : 2 +2y —32—-6=0, 02 : 2y +52 -4 =0
najdéte rovinu, kterd je rovnobéznd s ptimkou p{(z,y, z) € R¥|z +2y = 0,3z +
z+1=0}.

Vysledek: o: 16z + 50y — 3z — 132 =0

(5) Rozhodnéte o vzdjemné poloze piimky a roviny:

(i) 0:52—2-4=0,p:3x+5y—724+16=0,2z —y+2—6=0
(ii) o:y+42+17=0,p:2c+3y+62—-10=0,z24+y+2+5=0

Vysledek: (i) riznobézné, prisecik (2,4, 6) (ii) rovnobézné
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Rozhodnéte o vzadjemné poloze trojice rovin

(i) 01:20 —4y+52—-21=0,02:2—-32+18=0,03:62+y+2—-30=0
(i) o1:220+y—2+3=0,0:32—2=0,03:3y+22=0

3

Vysledek: (i) rtiznobézné, P = (3,5,7), (ii) riiznobézné P = (1,—2, 3).

Rozhodnéte o vzajemné poloze dvojice primek:
Q)p:x+y+2z—1=0,204+3y+62—6=0
ty+42=0,3x+4y+72=0
rx=—-14+3ty=-3—-2t,2=2—-1
tx=24+2t,y=—-1+3t,z=1-5¢

(i)

_RE e

Vysledek: (i) rovnobézky, spoleény smér u = (3, —4, 1), (ii) mimobézky

Urcete rovnici roviny p, kterad patii do svazku ur¢eného rovinami g; : 2x—3y+2z—
3=0,09:2+3y+2z+4+1 = 0 a prochézi prisecikem rovin oy : 2e4+y—2+3 =0,
o2:3x —2=0,03:3y+2z=0.

Vysledek: ¢:2z+ 15y +72+7=0

Urcete rovnici roviny g, kterd prochéazi prisec¢ikem rovin g1 : 2z +y—2—2 =0,
02 :x—3y+z2z+1=0,03:2+y+2—3 =0 a je rovhobézna s rovinou
oc:x4+y+22=0.

Vysledek: g:z+y+224+9=0

Zjistéte, zdaroviny g1 : bx—2+3 =0, 02 : 20—y—424+5=10, g3 : 3y+2z—1=0,
04 : 3x + 4y + 5z — 3 = 0 patfi do téhoz trsu.

20 25 13y

Vysledek: Roviny patfi do téhoz trsu. Jeho vrcholem je bod V = (55, 55, 45

Urcete p¥icku mimobézek p: 2z = 1+t,y =2,z =3 —t,q: =5+ 3ty =
—242t', 2z =1+t kterdlezi vroviné p: x =1+r,y = —6+2r+3s,2 =2—s.

Vysledek: = —16+ 10t,y = —16 + 11,z =6 + 3t



Kapitola 3

Linearni transformace
(operatory) na vektorovych
prostorech

Vektorovy prostor je algebraickou strukturou, s niz se ve fyzikalnich apli-
kacich setkdvame takika na kazdém kroku: od aplikaci zcela pfirozenych
a jednoduchych, vyplyvajicich ze skute¢nosti, ze fada fyzikalnich veli¢in
ma pirimo vektorovy charakter a je tedy tfeba a nimi jako a vektory podi-
tat, k aplikacim, které jiz nejsou tak zcela trividlni - objevuji se naptiklad
v kvantové mechanice, kde je stav soustavy, jejiz chovani sledujeme, po-
psan prvkem urcitého vektorového prostoru, zatimco méfitelné fyzikalni
veliéiny maji z matematického hlediska charakter linedrnich transformaci
neboli operatorii ve vektorovém prostoru stavi. Linedrni transformace
vektorového prostoru 4 do vektorového prostoru il je homomorfni zob-
razeni 4 — L. Vyznamné fyzikdlni aplikace v fadé oblasti m& problém
vlastnich hodnot linedrnich transformaci vektorového prostoru i do sebe.
Tento problém je formulovan jako tiloha o nalezeni vSech takovych vek-
tort a prostoru i, jim7 je danou linearni transformaci ¢ : 4l — Ll pfifazen
kolinedrni vektor ¢ (a), takze plati ¢ (a) = Aa. Cislo A € R nebo A € C se
nazyva vlastni hodnota pfislu§na vlastnimu vektoru a. K vyfeseni tohoto
problému bude smé&Fovat pievazna ¢ast Givah této kapitoly '.

1V této kapitole se budeme pievazné zabyvat pouze koneénymi systémy vektorfi. Systémi
nekone¢nych (spocetnych i nespodetnych) si kratce viimneme v odstavci

75
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A. Vlastnosti vektorovych prostorii

3.1 Baze a dimenze vektorového prostoru, re-
prezentace vektoru v bazi, prechod mezi ba-
zemi

Necht i je vektorovy prostor nad C resp. R (spole¢né oznacéeni P), a ay,...,ay €
i systém vektorti. Pfipomenme, Ze linedrni kombinaci vektori ay, ..., a jsme v
odstavci 2.3 nazvali vektor b pro ktery je b = vla;,v* € P,i € {1,...,k}. Systém
vektorfi a, ..., ay je linedrné zavisly, jestlize existuji ¢isla ', ... v* € P, z nichz
alesponi jedno je nenulové, takova, 7e plati v'a; + v%as + ... + v*ar = 0. V
opac¢ném pripadé je systém linedrné nezavisly.

Piedpoklddejme, 7e (e1,...,e,) je kone¢nél linedrné nezavisly systém vek-
toru ve Y takovy, ze pridanim libovolného vektoru a € U vznikd jiz systém
linedrné zavisly. V takovém piipadé jsme v odstavci 2.3 hovorili o (eq, ..., en)
jako o tzv. maximdalnim linedrné nezavislém systému vektori neboli bazi ve
vektorovém prostoru U. Vyvstava pochopitelné otazka vzajemného vztahu mezi
riznymi bazemi prostoru . Formulujeme nyni celkem prirozené, prece vSak
velmi zdvazné, tvrzeni, tykajici se poc¢tu prvku baze. Jeho dikaz (pro piipad
kone¢né baze) je pomérné jednoduchy a bude pfedmétem Cviceni 4.1.

Véta 3.1 Necht (konecny) systém vektoru (eq,...,en) je bdzi vektorového pro-
storu M. Pak kaZda baze prostoru I md stejny pocet n prvki, zvany dimenze
(rozmér) vektorového prostoru 8. Izomorfni vektorové prostory maji stejnou di-
menzi.

Tvrzeni lze zobecnit i na pfipad tzv. nekone¢nérozmérnych, vektorovych pro-
storu, jejichz baze maji nekonec¢ny pocet prvku. Této problematiky si v§imneme
v odstavci 4.6, nasledujici iivary se budov tykat vyhradné prostoru konecné di-
menze, tj. takovych, jejichz baze maji koneény pocet prvku. Vektorovy prostor
dimenze n budeme oznadovat i,,, piSeme dim 4, = n. Necht (ey,...,e,) je baze
ve U,. Pak libovolny vektor a € i, lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru
bize a = a'e; = a'e; + ... + a"e,,al € P, nebof systém (a,eq,...,e,) je jiz
linedrné zavisly. Cisla (a] ey a”) jsou urcena jednoznac¢né a reprezentuji vek-
tor a v bazi (ei,...,e,). Nazyvaji se slozkami nebo souradnicemi vektoru a v
dané bazi, vektory ale,..., a"e, jsou priiméty (projekce) vektoru a do smérti
vektori baze.

Kazdy vektor je tedy ve zvolené bézi reprezentovan fadkovou matici (a) =
(a] ey a”), tvorenou slozkami vektoru. Je zfejmé, 7e tentyz vektor ma v riz-
nych bazich obecné rtizné slozky, neméa proto smysl uvadét hodnoty slozek bez
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udaje o béazi. Jestlize fadkové matice (a), (a') reprezentuji vektor a v bézich
(e1,...,€n), (€},...,€l,), vznikd otdzka, jakym zplisobem lze vypocitat prvky
matice (a') pomoci prvku matice (a) a naopak. K tomu je ovSem tieba zndt
vztah mezi bazemi(ey, ..., e,) a (ef,...,el).

Véta 3.2 Necht (e1,...,en), (€],... €l
Pak existuje requldrni matice T = (Tf) fddu n takovd, Ze e; = 1! e; pro vechna
ie{l,...,n}.

! ) jsou bdze ve vektorovém prostoru .

Dikaz: Kazdy z vektort e} je linedrni kombinaci baze (e1,...,ep), tj. €} =
7/ej. Oznatme T = (T-j) ¢tvercovou matici koeficientu vsech rovnic pro e}.

2
. L . S p T
Vektory e; jsou naopak linedrnimi kombinacemi béze (e}, ..., e;,), tj. e = oje}.

S = (o}) je opét Etvercova matice z koeficientu; plati ef = 7/e; = 7/ oke} =

(TS)? e, e = afe;- = agr;“ek = (ST)? e}, Z uvedenych vztaht je ziejmé, Ze
TSk = ok, (ST k= 6%, takze TS = ST = E. Znamena to, 7e matice T a S
k3 K3 k3 K3

jsou navzajem inverzni a jsou tedy automaticky také regularni.

o

Matice T resp. S se nazyvaji maticemi pfechodu od baze (e, ..., e,) k bazi
(€l,...,el) resp. od baze (e},...,e!) k bazi (e1,...,e,). Abychom snadno zjis-
tili vztah mezi slozkami vektoru a v riiznych bazich, prejdéme k zjednodusenému

vyjadfeni transformadnich vztahu mezi vektory (ey, ..., e,), (e}, ..., el) pomoci

’n
maticové symboliky. Symbolem (e) ozna¢me ”sloupcovou matici” tvofenou vek-
tory e1,...,en,, (¢') bude oznacovat sloupec vektori e, ..., el,.

Vztahy e} = T;iej pro i € {1,...,n} lze zfejmé formdalné zapsat ve tvaru
(') = T (e) a analogicky (e) = S (e¢') Déle pak pro vektor a € {,, miZzeme psét

ti. a = (a) (e) = (') (¢/). Odtud dostavame
(@) (0) = (@) () = (@) T(e) = (a)=(a)T,(a") = ()T = ()8
Transformacni vztahy mezi slozkami vektoru a v rtiznych bazich maji tedy tvar

(@) =(a)Ta' =a7li€ {1,...,n}
(@)= ()T '’ =dlojie{1,...,n}

Zvolme ve i, béze (eq,...,en), (€1,...,¢€)), matici pfechodu ozna¢me opét

T = (TZ-]), i,7 € {1,...,n}. Zvolené baze se nazyvaji ekvivalentnimi, je-li
detT > 0. Takto definovana relace na mnoziné bazi prostoru U,je skuteéné
ekvivalenci. Odpovidajici rozklad obsahuje dvé tridy. Kazda tfida ekvivalent-
nich bazi se nazyva orientace vektorového prostoru U,. Orientaci, kterd obsa-
huje bazi (eq, ..., e,) znatime [eq, ..., e,]. Hovofime o orientaci indukované bézi

(ela" '7en)'
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Cviceni 3.1

Necht (e1, ..., e,) je baze prostoru i, a € 4 libovolny vektor. Ukazte, %e vektor
a je linedrni kombinaci vektort baze, tj. a = a'e; + ...+ a”e, = ale;,a’ € P

Navod: Vyjdéte ze skutecnosti, ze vektory (a, ey, ..., ey) jsou linedrné zavislé,
tj. v linedrni kombinaci tvaru ya+y'e; + ...+ e, = oje alespoii jedno z ¢isel
~v,v',...,7" nenulové. Sporem ukaite, Ze v # 0 a vyjadiete vektor a pomoci
e1,...,e, explicitné. Sporem ukazte, 7e ¢isla aq, ..., ay, jsou dana jednoznacné.

Dokazte nasledujici tvrzeni:

(a) Necht (ai,...,ax) je systém vektorl ve vektorovém prostoru . Obsahuje-li
tento systém nulovy vektor, pak je linedrné zavisly.

(b) Necht (ay,...,ax) je linedrné zavisly systém vektord ve i, by,..., b, € U
libovolné vektory. Pak systém (aq,...,ag,b1,...,bm) je linedrné zavisly.

3

Dokazte, ze vSechny baze vektorového prostoru kone¢né dimenze maji stejny
pocet prvkl (prvé tvrzeni véty 4.1). Presnéji: Necht (eq,...,e,) je maximalni
linedrné nezavisly systém vektorti ve vektorovém prostoru . Pak kazdy maxi-
malni linedrné nezavisly systém vektori ve { mé pravé n prvki.

Navod: Oznacme (eq,...,ey) libovolnou bézi prostoru & a (by,...,bx) libo-
volny linearné nezavisly systém vektorti ve {. Kazdy z vektort b;,j € {1,...,k}
Ize vyjadiit jako linedrni kombinaci béze (e1,...,en), tj. bj = Bie;, kde S} je
i-ta slozka j-tého vektoru. Z nezavislosti vektord by, ..., b, nutné vyplyva, ze
Y'or+...+~9%, =0 & ' =...=+F =0. Do rovnice ¥/b; = 0 dosadme
za bj = B;iez-. Na zékladé linearni nezavislosti vektori eq, ..., e, lze jiz snadno
ukézat ze y'Bi + ...+ v¥BL = o pro viechna i € {1,...,n}, coz je homogennf
soustava n rovnic pro k neznamych 7', ..., v*, o niz oviem pfedem vime, Ze ma
pouze trividlni fegeni 4! = ... = ¥ = 0. Uzitim vysledki z kapitoly 3 ukate,
7e k < n. Budeme-li o vektorech b, ..., b uvazovat jako o bazi, ziskdme analo-

gickym postupem nerovnost k > n. Spojenim obou vysledi dostavame k = n.

Dokazte, 7e kone¢nérozmérné izomorfni vektorové prostory i a U’ nad P maji
stejnou dimenzi.

Navod: Oznacme ¢ : § — ' izomorfismus prostorutlatl’ ap (er), ..., (en) €
$1I" obrazy libovolné zvolené baze (e, ..., e,) prostoru 4. Uzitim vlastnosti izo-
morfismu ukazte, 7e rovnost 'y (€1)+. ..+ (€,) = o0 je splnéna pravé tehdy,
kdyz v' = ... = 4% = 0, tj. 7e systém vektorii (¢ (e1),...,¢ (en)) je linedrné
nezavisly. Déale ukazte, ze libovolny vektor a’ € U’ je linedrni kombinaci vektorti
p(er),...,p(en). Vyuzijte pfitom skutecnosti, Ze kazdy vektor a’ € ' ma sviij
vzor a € i, pro ktery @' = ¢ (a). Uvazte, Ze vektor a je linedrni kombinaci baze
(e1,...,e,), dosadte za a = a'e; do rovnosti a' = ¢ (a) a opét vyuzijte vlast-
nosti izomorfismu. Z uvedenych Gvah vyplyva, 7e (¢ (e1),...,¢ (e,)) je baze ve
', takze dim Y’ = n.
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Necht P = PxPx...xP je mnozina usporadanych n-tic tvaru (a] e a”) ,al €
P. Definujme operace s¢itani n-tic a nasobeni n-tice skalarem A € P obvyklym
zpiisobem, tj. (a',...,a")+(8',....8") = (' + B%,...,a" + 87), A (a},...,a")

()\ozl, ceey )\a”). Ukazte, ze P" s uvedenymi operacemi je vektorovym prostorem
dimenze n nad P.

Ukazte, 7e libovolny vektorovy prostor 4 nad P dimenze n je izomorfni s P”. Déle
ukazte, ze v8echny vektorové prostory téze (konefné) dimenze jsou izomorfni.
Néavod: Naleznéte konkrétni izomorfismus prostora il a P”.

Necht vektory a, b € 4, jsou v bazi (e, . . ., e,) reprezentovany slozkami (al, .. ,o/”) , (6

Odvodte vztahy pro slozky vektort a + b, Aa, A € P v téZe bazi.

(a) Nechf (er,...,en)" = (e),(e),....e0)" = (&), (e),..., e\ = (") jsou
béze ve il,,, matice pfechodu od (e) k (¢') je Ty, matice pfechodu od (e') k
(e") je Ty. Odvodte transformacni vztah, mezi slozkami («), (o) vektoru
a (4 v bazich (e), (e").

(b) Ve vektorovém prostoru i3 jsou dany baze (e), (e'), (e") takto: ¢} =
(1,3,0),e, = (0,1,1) e = (0,—-3,—1), e = (1,0,3),ey = (0,1,1) ,e4 =
(1,—1,0) vzhledem k bazi (e). Vektor a ma vzhledem k bazi (e') slozky (3,
17, 9). Urcete jeho slozky vzhledem k bazi (e"). Vektor b ma vzhledem k
bazi (e") slozky (1, 1, -1) . Urcete jeho slozky vzhledem k bazi (e').

?/')}'f:‘l(e(i(;k: (@) = (") TyTy, (") = (a) T7 TS = () 818y = (@) (ToTy) ™

1 3 0 1 0 3 1 6 3
T,=[0 1 1 |T=[0 1 1 |To=Tr;'=(01 0

0 -3 -1 1 -1 0 1 2 2

-2 6 3
SQ = 0 1 0 (0/') = (Oz’) SQ = (3, *1,0)

1 -4 -1
(/8’) = (/8”) T2 = (075: 1)
Necht vektory bq,...,br € U jsou v bézi (ei,...,e,) representovany slozkami
bi = (8;) = (B},...,B"). Dokaite, 7e vektory by, ..., by jsou linedrné nezdvislé

prévé tehdy, kdy# hodnost matice B = (53) de{l,... k},je{l,... n)je
k.

Najdéte tfi libovolné baze ve i,,. Konkretizujte pron = 1,2,3,4,5.

Necht P,1; je mnozina vSech polynomi jedné proménné stupné nejvyse n s
koeficienty z pole P. S¢itani polynomi a nasobeni polynomu ¢éislem definujeme
obvyklym zptisobem (viz tloha (5) Cviceni 2.3). Podle vysledku tilohy (5) Cvi-
Ceni 2.3 je P,41 vektorovym prostorem nad P pro P = R. Dokazte, ze P41
je vektorovym prostorem nad P i pro P = C a stanovte jeho dimenzi. Najdéte
libovolnou béazi vektorového prostoru
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Vysledek: dim P, 1 = n + 1, bazi je napiiklad systém (1, z, 2, ... ,a:”).

Ukazte, 7e mnozina A (m/n) obdélnikovych matic typu m/n nad P s operaci
s¢itdni matic a ndsobeni matice skaldrem, definovanymi vztahy (1.1) je vekto-
rovym prostorem nad P. Uréete jeho dimenzi a libovolnou bézi.

A17n7en+1 = AZ,]:---:GQn = Ay ny- -3 Ckntp = Ak+l,p = ... = €mn = Am,n:
kde A;; je matice, kterd ma na i-té fadkové a j-té sloupcové pozici ¢islo 1,

ostatni jeji prvky jsou nulové. Libovolna matice A € A(m/n), A = (o), je li-
JEN P Yyl , i)

nearni kombinaci matic 4, ;,i € {1,...,m},j € {1,...,n}, koeficienty linedrni

J

kombinace jsou «
Zjistéte, zda mnozina ¢tvercovych matic A (n/n) nad P s operaci maticového
nasobeni a operaci nasobeni matice skalarem je vektorovym prostorem.

Necht (e1,...,en), (€], ..., el) jsou baze ve i, matice pFechodu od (e) k (e') je
T, (b1,...,by)je systém vektorii ve il,,. V bazi (e) je kazdy, z vektort b; reprezen-

tovan slozkami (Bf) 0,7 € {1,...,n}, cely systém je tedy reprezentovan matici

B = (BZJ) typu k/n. V bazi (e') oznadime pfislusnou matici jako B’ = (B’f)

Najdéte vztah mezi maticemi B a B’ a vztah mezi jejich hodnostmi.
Vysledek: B’ =BT ', h(B') = h(B).

Necht (b1, ..., bg) je linedrné nezavisly systém vektort ve i,,, k < n. Pak existuji
vektory by,...,b, tak, Ze (by,...,b,) je baze ve U,,. Dokazte.

Dokazte, ze relace, definujici ekvivalentni baze ve i, je skutecné relaci ekviva-
lence. Zjistéte, jakd podminka plati pro matici pfechodu T od béze (e, ..., en)
k bézi (e,...,e!,), ndlezi-li tyto bdze riznym orientacim vektorového prostoru

.

Navod: Provérte reflexivitu, symetrii a tranzitivitu definované relace. Plati
det T < 0.

3.2 Podprostory vektorovych prostort

Vektorovym podprostorem vektorového prostoru i, nad nazveme kazdou pod-
mnozinu £ C i, prostoru 4, , kterd ma vzhledem k operacim séitani vektort a
nasobeni vektoru skaldrem, definovanym na i1,,, strukturu vektorového prostoru.
Podmnozina £ C i, vektorového prostoru i, je jeho vektorovym podprostorem
pravé tehdy, kdyz £ s kazdymi dvéma vektory a,b € £ obsahuje i jejich libo-
volnou linearni kombinaci ¢ = aa + b, a, 8 € P. Nejjednodussimi podprostory
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jsou tzv. trividlni podprostory, tj. i,, C i, {o} C i,,. Podprostory libovolné di-
menze k,0 < k < n mizeme ziskat pomoci systému linedrné nezavislych vektori
b1, ..., by takto:

Sk:[[b1,...7bk]]:{ be, | b:B]b]-F...-l-Bkbk,BiEP }

Snadno se ukéZe, ze £ je skuteéné podprostorem ve i, a dim £y = k (viz
Cviceni 4.2).
Jsou-li vektory by, ..., by linedrné zavislé, 1ze vyse uvedenym zptisobem opét

definovat podprostor vektorového prostoru il,, jeho dimenze vsak bude nizsi
nez k a bude rovna nejvys§imu poctu linedrné nezavislych vektori v systému

(b1,...,b). £ se nezyva vektorovym podprostorem generovanym systémem
(b1,...,br) nebo linedrnim obalem systému (b1,...,by). Naopak, je-li £ C i,
libovolny podprostor ve i, dimenze k < n, lze najit systém vektort (by, ..., bg),

ktery generuje podprostor £, tj. £ = [by,...,b]. Takovym systémem je kazda
béze prostoru £. Uvazujme nyni o vektorovém podprostoru £ C i1, generovaném
systémem vektori (b1, ...,bn,), ktery nemusi byt obecné linedrné nezavisly. Jak
zjistime dimenzi prostoru £7 V praktickych piikladech je kazdy vektor zadan

pomoci svych slozek v jisté bazi (ey,...,e,) vektorového prostoru ,. Systém
(br,...,bn) bude tedy v této bazi zadén matici B = (5{) typu m/n, kde b; =

(BZ) proi € {1,...,m},j € {1,...,n}. Hodnost matice B se pfitom nezméni,

prejdeme-li od baze (e1,...,e,) k jiné bazi (ef,...,e,) prostoru ,,. (viz tloha

U n
P14, Cviceni 4.1). Dimenze podprostoru £ je ddna maximalnim poétem linedrné
nezavislych vektort systému (b1, ...,b,) a je tedy rovna hodnosti matice B.
Predpokladejme, ze £ a £, jsou vektorové podprostory prostoru i,,, potom
mnozinu £ = £ +L£y = {b € U,|b=0b1 + by,b1 € £1,bs € £5} nazveme souctem
podprostort £; a £9, mnozinu

Lo =[£1 U L]
:{6kbk +adajlke{1,....;r}, i €{1,... s}, (b1,...,b,),
resp. (ai,...,as) je libovolna béze v £; resp. £} .

nazyvame linedrnim obalem sjednoceni £; U £5. [£; U £5] je mnoZina v8ech
linearnich kombinace vektort z £ a £5. Ve Cviceni 4.2 ukdZeme, 7Ze pojem
souctu podprostortt £1 a £2 a pojem linedrniho obalu jejich sjednocenti splyvaji,
tj. L1+ Lo = £ U Ly,

Poznamka: Definici souétu vektorovych podprostorti prostoru i, i definici li-
nearniho obalu sjednoceni lze rozsitit na libovolny pocet k vektorovych podpro-
stord £1,£0,..., L.

Véta 3.3 Necht £ je vektorovym podprostorem dimenze k ve U,,. Pak existuje
vektorovy podprostor £ C i, dimenze (n — k) takovy, Ze £NL' = {0}, L+ L =
.. Naopak jestliZe pro podprostory £, L' C i, plati £N L' = {o},L+ L' =4,
je dim £+ dim £ = n. Podprostor £' se nazyjvd dopliikem podprostoru £ ve i,.
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Dukaz:

(i) Prvou ¢ast tvrzeni dokdzeme tak, ze podprostor £' uvedenych vlastnosti
zkonstruujeme. Necht £ C 4, je podprostorem ve i,,, dim £ = k. Zvolme
libovolnou bazi (e1,...,er) v £'. Podle vysledku tlohy P15 Cviceni 4.1
existuje soubor vektori (egy1,...,e,) takovych, ze (e1,...,e,) je bazi
ve H,,. Oznaéme £' = [eg41,...,e,]. Z nezavislosti generujicich vektort
vyplyva, 7e dim £ = (n — k). Necht b € i, je libovolny vektor. Plati b =
Blei+...+B% e+ Lep 1 +. ..+ B"e,, vektor b je tedy souctem vektort
by = fBler + ...+ BFer, € Laby = fFlep s + ...+ B, € £ Odtud
vyplyva, ze U, je souétem podprostortt £ a £, tj. £+ £' = i,,. Necht dale
ceLnNg . Pakce Lace L tj.c=7"er +...+v%er = v epyr +
.+ 7", odkud Y'er + ... 4+ Yrep (=) epgr + .+ (=) en = 0.
Vzhledem k linedrni nezavislosti vektort ey, ... e, tvorici bazi, musi byt
7% =0 pro viechna i € {1,...,n}, takze je ¢ = 0. Je proto £N £' = {o}.

(ii) Necht pro podprostory £,£" C i, plati £n £ = {0}, £+ £ = 4,.

Béze v £ a £ oznacme (e1,...,ex) a (egr1,...,€r). Vzhledem k tomu,
7e £N L = {o}, je systém (eq,...,e,) linedrné nezavisly. Ponévadz je
L+ & =4, je(er,...,e) bazi ve i,, tj. r = n. (Podrobnéji viz Cviceni
42))

¢

Véta 3.4 Necht £1 a £5 jsou podprostory vektorového prostoru i, nad P. Mno-
Ziny £1 + £9 = [£1 U L] a £1 N Ly s operacemi s¢itani vektori na ndsobeni
vektoru skaldrem (pfenesenymi - indukovanymi z i, ) jsou vektorovymi podpro-
story ve U, a plati dim (£4 + £9) = dim £; + dim £5 — dim (£; N £5)

Dukaz: Provéreni struktury vektorového prostoru u mnozin £; 4+ £5, £ N Lo,
[£1 U £-] je velice jednoduché a bude provedeno v ramci Cviceni 4.2. Soustie-
dime se proto na diikaz vztahu pro dimenze podprostort £1+£2, £,NLs, £1, Lo.
Oznatme, r = dim£y,s = dimLy,m = dim(£; + L),k = dim (£, N Lo)
Vzhledem k tomu, ze £ = £, N £y C £, je £1 N £y vektorovym podprostorem
prostoru £. Podle véty existuje podprostor £' dimenze dim £ = (r — k)takovy,
7e £+£' = £, £nL' = {o}. Analogicky je mozné usoudit, 7e existuje podprostor
£" prostoru £» dimenze dim £" = (s — k), pro ktery £+ £" = £,, £NL" = {o}.
Soudet podprostorit £1, £2 lze vyjadiit takto: £ + Lo = £+ £ + £"
Skutecné, je-li vektor a € £1+ £ pak a = a1 +as, kde a1 € £1,a9 € £5. Déle
jear =c+ad',ce £,a' € £ aay =b+d",be L,ad" € £". Paka = (¢c+ b)+d' +a",
kde c+b € £,d € £,a" € £, takze a € £ + £ + £". Jestlize je naopak
a€ L+ L+ 8" jetvarua =b+a +a" kdeb e £ad € £,a" € £, tj.
b+ad € £1,d" € £5. Odtud a € £; + £5. UkdZeme, Ze plati £, N Lo = {o}:
Necht a € £'NL". Ponévadz je £, = £+£' a £, = £+ £", jetakéa € £1,a € £,
odkud a € £, N £y = £. Vzhledem k tomu, 7e £N L&' = £N £" = {0}, musi byt
a = o. Vyjadfili jsme tedy prostor £; + £9 jako soucet prostort £ + £ + £", z
nichz kazdé dva Maji spoleény pouze nulovy vektor. Jednoduchym zobecnénim
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véty dostdvame vztah m = dim (£; + £5) = dim £ + dim &' + dim £" = k +
(r—k)+(s—k)=dim£; +dim £y +dim £

o

Ptiklad 1: UvaZzme vektorovy prostor P, (x) v8ech polynomi jedné proménné
x stupné nejvySe (n — 1) s koeficienty z pole P (P = R nebo P = C) (viz
tloha P11 Cviceni 4.1) . Je dim P, (z) = n, bazi je napiiklad systém poly-
nomy (1,z,2?,...,2" "). Ozna¢me £ podprostor polynomii proménné x nej-
vyse stupné (k — 1), kde k < n. dim€ =k, £ = [[1,z,...,2"']]. Doplitkem
£ v P, (x) je podprostor £ = [[az’“, .. ,:U”’]]L tj. podprostor v8ech polynomi
tvaru P (z) = apa® + ... 4+ ap 12" ag, ..., an_1 € P,dim &' = (n — k).

Piiklad 2: Ve U4 jsou dany podprostory £, £y

£1=1(2,1,1,0,0,1),(2,2,1,1,0,0),(2,—-1,1,-2,0,3)] ,
£y = [[(0717():170:_1) (472=270:072)7(1:170:271:0)]]

Najdeme dimenzi a bazi jejich souctu a priniku a uréime jejich doplnky ve
Ll@. Oznaéme E] + EQ == S, S] n EQ = /20.

2 11 0 0 1 2 1 1 0 0 1
dim £; = h| 2 2 1 1 0o o|=h| 2 2 1 1 0 o =2
2 -1 1 -2 0 3 —4 —4 -2 -2 0 0

€ =[(2,1,1,0,0,1),(2,2,1,1,0,0)]

01 0 1 0 -1 01 0 1 0 -1
dim£y=hl4 2 2 0 o 2 =hl2 2 1 1 o o] =3
1 1 0 2 1 0 1 1 0 2 1 0

£, =1(0,1,0,1,0,-1),(2,2,1,1,0,0),(1,1,0,2,1,0)]

2 1 1 0 O 1 2 1 1 0 0 1

2 2 1 1 0 0 2 2 1 0 0
dim € =h 2 -1 1 -2 0 3 —h -4 -4 -2 -2 0 0 _3

0 1 0 1 0 -1 2 2 1 1 0 0

4 2 2 0 0 2 2 1 1 0o 0 1

1 1 0 2 1 0 1 1 0 2 1 0

dim £y =dim £; +dim £y —dim £ =2+3 -3 =2

Béze v £; je tvorena napriklad
ar = (271,170,0,1)7(12 = (2:271:170:0)7
béaze v £, vektory

by = (0,1,0,1,0,—1),bs = (2,2,1,1,0,0),b3 = (1,1,0,2,1,0).
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Je tedy as = ba,a1 = by — by, , takze £ je podprostorem v £,. Pak £ =
£1NLy = £ abazi v £y jsou rovnéz vektoryay,as. £ = £1 + L9 = £5, bazi v £
tvoii vektory by, by, bs, Oznacime-li £’ resp. £"” doplnék £; resp. £5 ve Ug, pak
dim £' = 4,

£ =1(0,0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1,0),(0,0,0,1,0,1),(1,1,0,2,1,0)]
dim £" = 3,

£" =1(0,0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1,0),(0,0,0,1,0,1)] .



Kapitola 4

Linearni transformace

A. Geometrické aplikace

Vyfesenim problému diagonalizace symetrickych matic, tj. problému na-
lezeni diagondlni reprezentace symetrickych linedrnich transformaci v E, |
ziskdvame velmi G¢inny aparat pro klasifikaci ploch 2. stupné v R® (tzv.
kvadrik) a kiivek 2. stupné v R? (kuZeloseéek). Pro typ téchto ploch a
ktivek je totiz rozhodujici kvadraticka ¢ast jejich kartézské rovnice, jiz
Ize v dané bazi jednoznacné reprezentovat symetrickou matici. Nalezeni
odpovidajici diagondlni reprezentace je ekvivalentni urceni takové orto-
normélni baze v R® resp. R?, v ni7 ma kvadrika resp. kuZelosecka zvIaté
jednoduchy (kanonicky) tvar.

4.1 Kanonicky tvar kvadratickych forem na U,

Necht U, je unitarni prostor, ¢ € (U,,U,) samoadjungovana transformace
(vzhledem ke zvolenému skaldrnimu souéinu), tj. pro libovolné vektory a,b € U,
plati (p(a),b) = (a,¢(b)). V ortonormalni bazi (e1,...,e,) je tato rovnost
vyjadiena ve tvaru (a)A(B)T* = (a)AT*(B8)T*, kde (), (B) jsou n-tice slozek
vektortt a,b v dané bazi, A = AT* je matice samoadjungované transformace
p v téze bazi. Kvadratickou formou na U,, prislusnou dané samoadjungované
transformaci ¢ rozumime zobrazeni

k:U, 3a— k(a) = (p(a),a) € C

Kvadratickou formu lze chapat jako funkci m proménnych, jimiz jsou slozky

(al,...,a") vektoru a € U, vzhledem k urcité bazi (e;,...,e,) v U,. Je-li G
matice skaladrniho soué¢inu v dané bazi, pak podle (4.3) plati
k(a) = (a)AG(a)T* (4.1)

85
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a po rozepsani
n
k(a) = Z ok gpjalal* (4.2)
ik,j=1

s pouzitim obvyklého oznaceni pro prvky matic A, G a slozky vektoru a. Matici
K = AG nazyvame matici kvadratické formy v dan€ bdzi. Zjednoduseni zapisu
dosédhneme volbou ortonormalni baze, v niz G = E a A = AT*. Pak

K(a) = (@)A(a)™ = > alaia’ (4.3)

ij=1
nebo

K@) = alld’’+ > 2R(ala’al) (4.4)
i=1

i,j=1,i<j

s vyuzitim samoadjungovanosti matice A. Z 4.4 vyplyva, ze kvadraticka forma

jakozto funkce proménnych (al, ..., a™) nabyva vyhradné redlnych hodnot.
Necht (eq,...,e,), (e],...,el) jsou dvé rizné baze, T necht je matice pre-

chodu od prvni z nich ke druhé. Podle vztahu 4.1 dostaneme:

k(a) = (a)AG(a)™ = (o/)TAG((a/)T)™ = (/) TAGT™* (a/)T*.
V bézi (eq,...,e,) ma tedy kvadratickd forma x matici
K' = TAGT™ = TKT"". (4.5)

Ve specidlnim pripadé, kdy obé baze jsou ortonormaélni, je matice prechodu
unitarni, tj. TT* = T~ a vztah 4.5 lze psat ve tvaru

K =A' = TATT = TAT ',
A' = TAT'. (4.6)

Z dtkazu véty (4.20) vyplyva, Ze pro kazdou samoadjungovanou matici A lze
podobnostni transformaci s unitdrni matici volit tak, aby A’ = TAT ! byla
matici diagonalni. Diagonélni prvky matice A’ jsou vlastnimi hodnotami trans-
formace ¢ a baze (ef,...,e!,) je tvofena vlastnimi vektory transformace ¢ (véty
(4.13), (4.20)). Ziskany zavér mizeme shrnout v nasledujicim teorému:

Véta 4.1 Necht k je kvadratickd forma na U,. Ezxistuje ortonormdlni bdze
(e1,...,en) v U, takovd, Ze v ni md forma K tvar

w(a) = Ala' [ 4+ Aala?|? 4+ ..+ An ™. (4.7
Zapis 4.7 predstavuje tzv. kanonicky tvar kvadratické formy.

Poznamka: Kvadratické formy se obvykle zadavaji v ortonormélni bazi bud
zaddnim piislusné samoadjungované matice A, nebo (coZ je Castéjsi piipad)
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pifimo zapisem 4.3, 7z nehoZ lze matici A urcit. Tuto amluvu budeme v dalsich
kapitolach rovnéz dodrzovat.

V pfipadé kvadratickych forem na euklidovském prostoru E, (resp. R,),
ktery vede k vyznamnym geometrickym aplikacim v R? a R2, miv4 zadani formy
k obvykle tvar

k(a) = Z Yijr'izd. (4.8)

ij=1,i<j

Pak pro matici A (symetrickou) plati oj = v;; pro i € {1,...,n}, aj = o) =
$%ij pro i,j € {1,...,n},i < j. Namisto oznafeni a = (a',...,a") zde figu-
ruji kartézské slozky vektoru a, jeZ jsou obvykle oznafovany (z',...,a"), p¥ip.
(y*,...,y™), v R? resp. R? pak (z,y,z) resp. (z,y).

Piiklad 1: Kvadratickd forma v R? zadand vztahem k(a) = s(z,y,2) = 22 —
5zy + 6xz — 722 + 8yz (v ortonormalni, tj. standardni bazi v R®) ma matici

1 -3 3
A=| -3 0 14
3 4 -7

Priklad 2: Kvadratickd forma x(a) = k(z!, 2%, 2%, 2%) v R? je zadéna takto:
r(z', 22, 2%, %) = 202 + 22" 2% — 22" 2" — 22%2° + 2272 + 222",

Jeji matice

0 1 1 -1

1 0 -1 1

A= 1 -1 0 1
-1 1 1 0

reprezentuje v dané ortonormalni bazi symetrickou linearni transformaci ¢, je-
jiz vlastni hodnoty, uréené rovnici det(A — AE) = 0, jsou Ay = Ay = A3 = 1,

A4 = —3. Ortonormalni bazi tvofenou vlastnimi vektory této transformace je
naptiklad systém vektori €] = (%,%,0,0), e, = (%,f\%, 2.0), e =

1 1\/5)/_(1 1 11

1 . . .
—— —, —=, %2), e = —, = . Slozky vektort e, ..., e) jsou za-
( 237237237 2 /0 T4 ) S y 1 4]

21 29 392979 3 3
dany v ptvodni ortonormélni béazi (e, es, e3,e4). Kanonicky tvar kvadratické

formy je:

s(a) =y, y% u% y") = )7 + ()7 + (%) - 3(y")°,

kde

(y17y27y37y4) = (:1:17'7:27'7:37'7:4) ! T71 = (:I: 7'7: 7:1’:‘ 7'7:4) ! TT7
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tj.
y' = %az] + %aﬂ,
y2 = LGQS] - %aﬂ + %:Ug,
P = 2\1/333] + 2\1/3332 + 2\1/3333 + \/73374,
yt = %ﬂf] - %wQ - %az3 + %x‘l.
Na zékladé hodnot Ay, ..., A, urcujicich kanonicky tvar 4.7 kvadratické formy,

definujeme jeji dalsi charakteristiky. Z véty (4.21) vyplyvé, Ze hodnoty Ay, ..., A,
jsou readlné. Hodnosti kvadratické formy x nazveme ¢islo h = h(A), udavajici
hodnost jeji matice (v libovolné bazi). Oznaéme k pocet kladnych a z po-
Cet zapornych charakteristickych kofen z mnoziny {A1,...,A,} (vCetné né-
sobnosti). Rozdil s = k — 2z nazyvame signaturou kvadratické formy k. Je-li
s = n = dim U,,, nazyvame kvadratickou formu pozitivné definitni. (Plati pro
ni ziejmé k = h = n, z = 0.) Forma se nazyva negativné definitni pro s = —n
(k =0, z = n = h), pozitivné semidefinitni pro s = h < n (k = h < n,
z = 0), negativné semidefinitni pro s —h > —n (k =0, z = h < n) a indefinitni
pro |s| < h. Klasifikace kvadratickych forem podle pfedchozi definice souvisi
bezprostfedné s vlastnostmi mnoziny hodnot, jichz mohou kvadratické formy

nabyvat.

Véta 4.2 Kwvadratickd forma k na U, je pozitivné resp. negativné definitni
pravé tehdy, kdyZ pro kazdy vektor a = (a',...,a") € U, je k(a) > 0 resp.
k(a) <0, pFidemz rovnost k(a) = 0 nastdvd prdvé tehdy, je-li a = o. Forma k
je pozitivn€ resp. negativné semidefinitni prdvé tehdy, kdyZ pro libovony vektor
a € U, plati k(a) > 0 resp. k(a) < 0, pricemz rovnost k(a) = 0 nastane i v ji-
nych pripadech nez pro a = o. Forma & je indefinitni pravé tehdy, kdyZ nabyvd

hodnot kladngjch, zdpornych i nulovijch.

Dukaz: Dtikaz plyne bezprostiedné z kanonického tvaru 4.7 kvadratické formy.

%
Cviceni 4.1

Provedte ditkaz véty 4.2 zv1ast pro kazdy z péti typi kvadratickych forem.
Progetiete zv1ast pripady, kdy k(a) = 0. Dokazte, 7e pro semidefinitni formu
k je k(a) =0 & a € N(p), kde ¢ je samoadjungované transformace piislusna
formé k.

Navod: Vyjdéte z kanonického tvaru kvadratické formy 4.7: k(a) = A\|a'|? +
...+ An]a™? a uvédomte si, 7e [af|* > 0, pfi¢em? rovnost nastane pravé pro a' =
0. Pro semidefinitni formy o hodnosti h < n urcete tvar viech n-tic (a!,...am"),
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pro néz je k(a) = 0. Ukazte, ze pro kazdou takovou n-tici je (a)D = 0, kde

D = (\;id), 4,5 € {1,...,n} je matice kvadratické formy v diagonalnim tvaru.

Je tedy ¢(a) = o, tj. a € N(p). Za predpokladu a € N(y) vyplyva rovnost

k(a) = 0 automaticky z definice kvadratické formy jakozto skaldrniho soucinu
,a).

(¢(a)

Pro samoadjungované transformace zadané v tloze (10) cvifeni (4.15) zapiste
odpovidajici soutadnicové vyjadreni kvadratickych forem a urcete kanonicky
tvar, hodnost a signaturu téchto forem. Provedte jejich klasifikaci z hlediska
vztahu signatury a hodnosti.

Vysledek:
a)
I’{,(a) _ a] a]* + ia]*a2 o ia] (12* o a2a2*
KT: k(a) = 2% n=2h=1,5=1
Forma je pozitivné semidefinitni.
b)
k(a) = a'a'™ —ia'a® +a’a® +ia’a'* + o’
KT: k(a) = o’ 20/30/3*; n=3h=25s=2
Forma je pozitivné semidefinitni.
)
k(a) = 9a'a'* —2a'a® —2a'*a? 4 6a%a®
KT: k(a) = 5/ o™ + 100/20/2*; n=2h=2s=2
Forma je pozitivné definitni.
d)
k(a) = a'a' +a'a® +3a'® +a'*a® + 50’ +
+a2a3* + 3a3a1* + Oz2(13=~< + a3a3*
KT: k(a) = —2a' o™ + 300" + 60/30/3*; n=3h=3s=1

Forma je indefinitni.

¢

I’{,(a) — a1a2* + al*az + ioz30z4* o 7:0[3*(14
1 41=x 2 2% 3 3% 4 4%
KT: k(a) = oo "+ + -0 —a"a";n=4h=4,5=0
Forma je indefinitni.
f)
n(a) — Oé] a2* —|—a1a3* _ Oé] a4* +a2a]* _ a2a3* +a2a4* +
+a3a1* o QBQQ* + Oz3(14* o (14Oz1* + Oz4(12* + (14Oz3*
1 1% 12 * 14%

KT: k(a) = oo o a + +ad — 30 a in=4h=4,s=2
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Forma je indefinitni.

g)
n(a) — ala]* _ Oé]CMQ* _ a2a1* + a2a2* _
*O(S 3% +a3 4% +a4 ‘3* *Oz4(14*
KT: k(a) = 22”0 +22"0'"; n=4h=25=0
Forma je indefinitni.
h)
h‘,(a) — 40[10[3* +(110z4* +a2a3* +4a2a4* +
+4aia'™ 4+ oo + 2a'a* + 40t
KT: k(a) = 5a’' o’ — 500’ + 300/ — 3 0 n=4h=45=0
Forma je indefinitni.
i)
I’{,(a) — a] QZ* + OzQOz]* + (130/1* + Oz4013*
KT: k(a) = oo+ — B — e n=4h=4,5=0
Forma je indefinitni.
i)
n(a) — alal*+a]a2*_a]a4*+a2a]*+a2a2*_a2a3*_
70(30z2* _l_a? 3% +Oﬁ 4% a4a1* +a4a3* +a4a4*
KT: k(a) = oo o o 3a’4a'4*; n=4h=4,s=2
Forma je indefinitni.
k)
k(a) = 2a'a'* —2a'a® — 2020 + a?a?* — 2020 — 203
KT: k(a) = oo 2070 + 400 n=3h=35=1
Forma je indefinitni.
)
k(a) = ala' —2a'a® —20%a' + 2020 —
2a2 3% 20(3 2*+3a? 3
KT: k(a) = -a o 20 4500 =3, h=3,5=1
Forma je indefinitni.
m)
k(a) = 2a'a"™ —2a'a® 4+ a'a’™ — 207" + 2020 + o*a’* +
+Oﬁ 2*+2a? 3% 20{? 4*+a4a1*72a4a3*+2a4a4*

KT: k(a) = oo = o 500 4 30/40/4*; n=4h=4,s=2
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Forma je indefinitni.

n)
k(a) = 3a'a' +2a'a® 4 2020 + 40’ —
_2a2 3 2a3 2*+5a3 3%
KT: k(a) = oo+ 400 4+ 70" '*; n=3h=3s=3
Forma je pozitivné definitni.
o)
k(a) = b5ala'* —2a'a®* —2a'a® — 202’ +
+60(2 2k —%2a Oé]*+4043 3%
KT: k(a) = 20" o' 45070 +82%a n=3h=35=3
Forma je pozitivné definitni.
p)
n(a) — ala 20(1 2% +20él 3% 2a2 1% 2a2 2% +
+4a2 3*+2Oé Oé]*+4043 2% 2a3 3%
KT: k(a) = 2/ 0™ + 20" %" — 70/30/3*; n=3h=3s=1

Forma je indefinitni.

Necht &, A jsou kvadratické formy na U, a necht forma A je pozitivné definitni.
Ukazte, 7e existuje béaze (e1,...,e,) v U, takovd, 7e v ni obé zadané formy maji

kanonicky tvar. (Béze (e}, ... ,e’ ) nemusi byt nutné ortonormalni.)

n
Navod: Je-li A pozitivné definitni kvadratickd forma, pak existuje takova or-
tonormélni baze (e1,...,e,), ze v ni plati A(a) = A\j]aq]? + ... + An|an|?, kde
A, A, > 0.V této bam mé kvadraticka forma & tvar k(a) = (a)A(a)T*, kde
A je samoadjungovand matice. Zvolte nyni bazi (e, ..., el) tak, aby v ni forma
A byla déna zdpisem A(a) = |af|* + ... + |a/7|?. Jakd je odpovidajici matice
piechodu T? Ukazte, 7e v bazi (ef,...,e") je matice A" = TATT* formy &

rovnéz samoadjungovana. Existuje tedy unitdrni matice Q takovd, 7e QA" QT*
J "

je diagonalni matice, takze v béazi (e ,...,e’), proniz e, =" e’/ ma forma
je diagondlni matice, takZe v bazi (e, ..., e}), pro niz e} j=1 4]

k kanonicky tvar. Uréete matici formy A\ v bézi (ef,...,e}) a zjistite, Ze A je
v uvedené bazi rovnéz v kanonickém tvaru.

4.2 Klasifikace kvadrik a kuzZelosecek

Vysledky ziskané v odstavci 4.1 pro kvadratické formy na U, nyni aplikujeme
na piipad euklidovych prostort R? a R? a vyuZijeme jich p¥i klasifikaci ploch a
kiivek druhého supné (tzv. kvadrik a kuzelosedek). Budeme pracovat vyhradné
v ortonormélnich bazich v R? a R*® (v tzv. kartézskych soustavach soufadnic
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(P; e, eq,e3) zadanych pocatkem P a ortonormdlni bazi (eq, es, e3)). Skalarni
souc¢in v R? a R? je zaveden v souhlasu s euklidovskou geometrii, tj. (a,b) =
|al|b| cos < (a, b) pro libovolné vektory a, b.

Mno?ina K viech bod X v R? resp. (R?), jejichz kartézské (té% standardni)
soufadnice z,y, z resp. (z,y) vyhovuji rovnici

E(X) = k(z,y,2) = al2® + 232y + 20302 + aly® + 2adyz+

+a32” + oz + Boy + faz +7 =0 (4.9)
resp. k(X) = k(z,y) = agz® + 2a2zyaiy’ + iz + Poy + 7 =0
V niz alespon jedno z ¢isel ozf # 0, se nazyva kvadrika resp. kuZelosecka.

Poznamka: Rovnice 4.9 mohou zahrnovat i tzv. degenerované pripady, napii-
klad v R?: 22 = 0 (rovnice osy y), #2 +y? = 0 (této rovnici vyhovuje jen pofatek
soustavy soufadnic, #2 + y? + 1 = 0 (této rovnici nevyhovuje zaddny bod v R?).

Chépejme nyni soufadnice («) = (z,y, z) resp. (z,y) jako slozky vektoru a =
X —P,a € R resp. R? (pricem? prostor R? resp. R? je pevné umistén v poddtku
soustavy soufadnic P). Dal§i ivahy povedeme pro kvadriku. Rovnici kvadriky
4.9 prepiseme takto:

k(z,y,2) = k(a) = (0)A(a)T + («)B+y=r(a) +n(a) +7=0 (4.10)

V tomto vztahu je s kvadratické forma na R?, reprezentovana v dané standardni
bazi symetrickou matici A = (af), i,j € {1,2,3}, n je linedrn{ forma na R?,
reprezentovana matici B = (3;), j € {1,2,3}.

Poznamka: Linearni formou na vektorovém prostoru V,, rozumime zobrazeni
n:V, >a— nla) € Cresp. (R) s vlastnostmi n(a + b) = n(a) + n(b),
n(ca) = an(a) pro libovolné vektory a,b € V,, a libovolné ¢islo a € C resp.
R. V nafem piipadé je V,, = R3. Ve zvolené bazi (e;,...,e,) ve V,, je a =
ST ale; an(a) = 1, alnles) = S, afn; = (a)(n), kde () je sloupcovd
matice reprezentujici linedrni formu v dané bazi. Podrobnéji viz odstavec (5.1)

Abychom ziskali ndzornou geometrickou predstavu o tom, jak vypada plocha
v R? (resp. kiivka v R?) reprezentovand rovnici 4.10, pot¥ebujeme najit tako-
vou ortonormalni bazi v R® (resp. R?), v ni% ma leva strana rovnice 4.10 co
nejjednodussi tvar. Vyrazné zjednoduSeni nabizi véta 4.7, podle niz existuje
v R? takov4 ortonormélni baze (e}, e}, e}), 7e v ni mé kvadratickd forma x ka-
nonicky tvar. V kartézské soustavé soufadnic (P;e], e}, e}), spojené s bodem
P, mé tedy rovnice kvadriky tzv. seminormadlni tvar

A’ Aoy’ + g2+ Bra' + Byy' + By +v =0 (4.11)

Skute¢né, je-li T matice pfechodu od ptivodni baze (eq, es, e3 k bazi (e, e}, e})
pak

k(a) = (/) TAT™ ()" + (o/)TB + 7,
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A 000 B
kde TATT = 0 Xy 0 aB =TB=| g
0 0 A By

Dalsi zjednoduSeni rovnice 4.11 se muze tykat jiz jen linedrni formy s abso-
lutnim ¢lenem. Pripadaji tedy v tivahu pouze takové transformace soustavy
soutadnic, které ponechavaji kvadratickou formu s v kanonické tvaru, tj. méni
pouze pocatek soustavy soutfadnic pii zachovani vektord baze. Témito transfor-
macemi jsou translace (posunuti). Pfechod od soustavy soufadnic (P;ef, e}, e})
k (P';e},eh, e}) je algebraicky popsan rovnicemi

a=1t+b,

kdea=X P =(a) = (X',Y,Z), b= X — P = (a") = (X",Y", 2",
t=P - P= ($0,y0,20) = ((l[)).

V8imnéme si nyni obecné transformacnich vlastnosti kvadratické a linearni
formy pfi translaci. Vyuzijeme toho, ze definice kvadratické formy svazuje tuto
formu s uréitou symetrickou line4rni transformaci v R3:

(p(a),a) = (p(t +b),t +b) = (0(b),b) + (£(t), 1) + 2(0(D), 1)

k(a)

n(a) = n(t+b)=n(t)+nb)

k(@) = (&)A'()T = (@")A'(a")" + (ag) A (ag) T +2(a") A ()T =
= (a"A'(@")" + (a")2A"(a0)" + () A’ (ag)”

n(a) = (a')B'=(a")B' + (ag)B'

Jestlize je trojice soufadnic (') = (X", V", Z") povazovéna za proménné a
trojice (aq), zadavajici translaéni vektor ¢, za konstanty, pak vidime, Ze pfi
translaci prejde kvadraticka forma v soucet kvadratické formy, linearni formy a
C¢isla, zatimco linedrni forma v soucet linedrni formy a cisla.

Levé strana rovnice kvadriky bude mit tedy v soutadnicové soustavé (P'; e}, e}, e})

tvar
k(X) = (@")A'(a")T + (a")[B' +2A"(a0)T] + [4(a0)B' + (a0)A'(a0) "] =
= k() +n'(b)++ (4.12)

Tento vztah plati obecné. Je-li vSak vychozim tvarem tvar seminormdlni, pak
kvadraticka forma k je reprezentovana matici

M 00
D=A'"=TATT = 0 X 0 |=(Ndy), 4,7=1{1,23}.
0 0 X

Pro linearni formu 7’ je n'(b) = n(b) + 2(¢(b),t) a forma 7' je reprezentovina
matici

)\] o
B" =B’ +2A'(ap)T = TB + 2TAT  (ag)T = TB +2 | Moy
A320
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Cislo 7' = /7 + (@) B’ + () A’ (ag)T = v + (ap) TB + A\ 22 + Aoy + A322.
Podle 4.11 je 4" = k(¢). Rovnici kvadriky po translaci tedy zapiSeme jako

KX) = (a")D(a")" + (a")[TB + 2D(ag)"] +
+[7 + (aTB + (ag)D(ag)] = 0
k(X) = )\1.’1,‘”2 + )\2:[/”2 + )\32”2 + (6; + 2)\1.’17(]).’1,‘” +

+(By + 2Xay0)y" + (85 +2X320)2" + kK(P') =0  (4.13)

Rozborem tohoto vztahu nyni zjistime, jak je nutno translaci t = (xq,yo, z0) vo-
lit, aby vedla k dalsimu zjednoduseni rovnice kvadriky. Vysledky souvisi s hod-
nosti formy k.

(i) Necht h = 3, tj. A1, A2, A3 # 0. Pak matice D je reguldrni a v rovnici 4.13
1ze volbou

1 1
()T = fED”TB = fED”B’ (4.14)

dosdhnout anulovéni linedrni formy ve vztahu 4.13 a rovnice kvadriky mé
pak v soustavé soufadnic (P’'; e, e}, e}) tvar

k(X) = (@")D(a")T +k(P") =0
ti. k(X) = A2 + Ay 4+ X2 +pu =0, (4.15)

kde it = v—A2o2 — Aayo? — A3202. Explicitni vyjadieni soufadnic g, yo, 20
bodu P’ v soustavé (P;e],e), e}):

1 51 1 j B2
- N = _E : ig. — _ P2
T = 2 < 67 y Yo = My Z TzBJ 2)\27
3
1 B3
— J
=g = (4.16)

(ii) Necht h = 2. O¢islujeme hodnoty A1, A2, Az tak, aby A1, A2 # 0, A3 = 0.
Ptedpokladejme, 7e (5 = Z?:] 718 # 0. Volbou g, yo podle vztahu 4.16
dosdhneme vymizeni linedrnich ¢lenii obsahujicich z-ovou a y-ovou sou-
fadnici bodu kvadriky, volbou zp = —=s——5—(7+ A1 70+ A220?) = ,6}—,(7+

j 3

j=1T3Pj
A1 2024+ A2yo?) dosdhneme vymizeni absolutniho €lemu. pak v (P'; e}, e}, e})
plati
E(X) = A2’ + oy + 8L = (4.17)

(iii) Nechf Ay, Ay #0, Ag =0, 85 = 3°_, 73 8; = 0. Polozime opét soufadnice
Tg, Yo rovny vyraziim ve vztahu 4.16, zq je libovolné. Pak

E(X) = M2"" + Xy + (=0, (4.18)

kde jsme oznadili ¢ = v — Azg? — Aayo?.
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(iv) Necht h = 1, Ay # 0, Ay = X3 = 0, 8§30 7B; # 0 nebo B =
23:1 73 3; # 0. Volime zy opét podle vztahu 4.16. Rovnice kvadriky pre-
jde na tvar

E(X) = Mz + Byy" + By=" + (v = Mwo® — Biyo — Byz0) = 0.
Je-1i alesponi jedno z ¢isel 8}, B4 rtizné od nuly, lze volit yo nebo zq tak, aby
absolutni ¢len v rovnici kvadriky byl nulovy, tj. bud yo = /3]—,(7 — Mz —
2
B420), zo libovolné, nebo zy = Bi,(’y —Mz02 — Byo), Yo libovolné. Po této
3
upravé prejde rovnice kvadriky na tvar

k(X) = Mz + By + Bz = 0.

Déle je mozné najit kartézskou soustavu soufadnic (P';ef, ey, e) tak,
aby z rovnice kvadriky vymizel bud ¢len s y-ovou nebo ¢len se z-ovou
soutadnici.

Matice T', kterd zajistuje pfechod (P';e!,eh,e}) — (P';el,e),el), ma

tvar
1 0 0
T =| 0 cosa sina
0 —sina cosa

a kvadrika mé v soustavé soufadnic (P'; e}, ey, e¥) rovnici

E(X) = Xoa"” + 4" (B cos o + By sin o) + 2" (— By sina + B cosar) = 0.

Vzhledem k tomu, Ze alespon jedno z ¢isel 35, 85 je nenulové, lze Ghel «
zvolit tak, aby jeden z koeficientti u y'", 2"’ byl roven nule. Je-li napiiklad
— B4 sina + B4 cos a = 0, pak

E(X) = 2"’ + &y’ =0, (4.19)

kde € = B cosa + By sina = /647 + B4

(v) Necht Ay # 0, Ay = A3 =0, 85 = B4 = 0. Pfi volbé ¢ podle vztahu 4.16
docilime nésledujiciho tvaru rovnice kvadriky

E(X)=Ma2" +v =0, (4.20)
kde v = v — A2,

Diskuse vztahu 4.13 pro ptfipad kuzelosecek je obdobnd. Klasifikaci kvadrik a
kuzelosecek 1ze tedy v prvé fazi provadét na zakladé nasledujiciho tvrzeni, které
bezprostfedné vyplyva z vyse uvedeného rozboru.

Véta 4.3 Necht K je kvadrika v R®. Ezistuje takovd kartézskd soustava sourad-
nic v R*, Ze v ni md rovnice kvadriky K prdvé jeden z ndsledujicich tvarii:
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(i) k(X) = Ma? +doy? + X222+ =0, Aydo,As £0, Ay Ao, Aa, p € R,
(i) k(X)=Mz? + Xy? +B2=0, A, ,8#0, A1, X, 8€R,

(ii) k(X) =Mz> +Xay® + (=0, A, A #0, A, Ay, (ER,

(iv) K(X) = a?+&y=0, M,E#£0, A\,E€R,

() E(X)= 22 +v=0, A\ #0, \j,veR

Necht K je kuzelosecka v R?. Egzistuje takovd kartézskd soustava soutadnic v R?,
Ze v ni md rovnice kuZelosecky IC pravé jeden z nasledujicich tvari:

(1,) k(X):A]$2+A2y2+,U:07 A],)\Q#O, A, A, u € R,
(ZZ) k(X):A]$2+By:0 A]:/87é07 A176€IR7
(777) ]{'(X) = )\1.’172 +vr=0 M\ 750, )\1,V € R.

Tvary kuzelosecek resp. kvadrik uvedené ve vété 4.3 nazyvame normdlnims tvary
rovnic kuZelosecek resp. kvadrik.

Piiklad 3: Pro kuZelosecku K v R?, zadanou rovnici k(X) = 922 — 4zy + 632 +
6z — 8y + 2 = 0 v kartézské soustavé souradnic (P;eq,es), uréime soustavu
soufadnic (P’'; e}, e)), v niZ mé rovnice kuzelosecky normdlni tvar.

V souhlasu s oznacdenim v textu je

SRR

Vlastni hodnoty symetrické transformace ¢ reprezentované v dané bazi matici

A jsou \; = 10, A2 = 5, ortonormalni baze tvorena vlastnimi vektory této trans-
— (=2 1 !

formace je (ef, e2) kde el =( 7 \/5)7 e (\/_ \/—) Matice T piechodu od

baze (e1,e2) k baz (e, e}) je

H
/L
Sisie
Sk
-

20
Pak B' = TB = ( Y8 ), D = TATT = ( 18 g ) V soustavé soutradnic

S

(P; €', e)) ma kuZelosecka seminormalni tvar

0
102'> + 5y 2 _ 20 ——y' +2=0.

Vi V5

Ponévadz je A1, Ay # 0, Ize volit translaci tak, aby novy pocatek soustavy sou-
fadni P’ mél soufadnice (ag) = (zg, yo) uréené vztahem

()= omo-(%)

S5
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Pak g = v — \zo? — Aayo? = —1, takZe normélni tvar kuzelosecky je typu (i):

102" +5y"> —1=0
2 L
v soustavé soutadnic (P';e},e}), kde P' = (ﬁ %) : ( f ﬁ >, e] =
Vs V5

(f%, %), e, = (% %) (v8e v bazi (P;e1,e)).

DOPLNIT OBRAZEK SITUACE!

Konkrétni tvar kvadriky nebo kuzelosecky se tidi hodnotami éisel u, b, (, &,y
vystupujicich v normalnim tvaru a znaménky ¢isel Ay, As, A3.

Véta 4.4 Normdlni tvary kvadrik zahrnugji tyto mozZnosti:

[N
[N

2

(i1) st +Z+1=0 imagindrni elipsoid
(i2) L4tz -1=0 redlny elipsoid

(i8) Itz 41=0 dvojdilng hyperboloid
(i4) z + j - i—z —-1= jednodilny hyperboloid
(i5) z + 2 + i—; =0 imagindrni kuZel

(i6) z + 2 - f—z =0 redlny kuzel

(ii1) SR P 0,p,q >0 eliptickyj paraboloid

(#i2) —22=0,p,q >0 hyperbolicky paraboloid

(iil) % 4+%L4+1=0 imaginarni elipticky vdlec
(iii2) c+ L —1=0 redlny elipticky vdlec
(iii3) L 1= hyperbolicky vdlec

[SES
o 1)

= imagindrni dvojice riznobéZngch rovin

(iiif)

N )|
+
|=e a-|=d Q.FMQ::FM:QFMQ |®m‘° |~d a-|=e o~|=e o~|=d a-|=e o~|=d a-|=d

8 8 8 H@|i~z R R e N R e N I LI LI L I
[SEV

1439 > — 2% =0 redlnd dvojice riznobéznich rovin
b
(iv1) 2 _2py=0,p>0 parabolicky vdlec
(v1) 24+a?2=0 imaginadrni dvojice rovnobéznijch rovin
(v2) 2-a?2=0 redlnd dvojice rovnobéZnych rovin
(v3) =0 dvojnd rovina

Normalni tvary kuZelosecky zahrnuji tyto moznosti:

(i1) 2—2 + ";—j +1=0 imagindrni elipsa

(i2) 2—2 + ?;)’—j —-1=0 redalnd elipsa

(i3) fl—z - ?,’)’—j —-1=0 hyperbla

(i4) % + % = imagindrni dvojice riznobéZnijch primek
(i5) -5 =0 realnd dvojice riznobéingch primek
(ii1) % —2y=0,p>0 parabola

(iii1) 2?2 +a®> =0 imagindrni dvojice rovnobénijch piimek
(iii2) x? —a® = redlnd dvogice rovnobéZngch primek
(iii8) 22 = dvojnd piimka
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Dukaz: Vétu 4.4 snadno dokdZzeme rozborem vSech moznosti znamének ¢isel
A1, A2, A3 a hodnot ¢isel u, 38, &, v.

¢

Poznamka: Vsimnéme si, 7e ndzev ,,imaginarni“ piislusi tém rovnicim kvadrik
nebo kuzelosecek, jimz nevyhovuje 74dny bod v R? nebo R2.

Poznamka: Snadno lze ukézat, ze fezy kvadrik soufadnicovymi rovinami nebo
rovinami s nimi rovnobéznymi jsou kuzelosecky. Z tvaru téchto fezi vyplyva
nazvoslovi pro kvadriky.

Poznamka: Nazvoslovi pro kvadriky uvedené ve vété 4.4 je sice bézné zavedené,
spravné by se v8ak mélo napt. misto redlny elipsoid fikat redlna elipsoidalni
procha apod., vzhledem k tomu, Ze jde skute¢né o plochy v R?, nikoli o télesa.

DOPLNIT OBRAZKY TELES
Cviceni 4.2

Provedte podrobny rozbor vztahu 4.13 pro piipad kuZelose¢ky v R? a dokazte
tak vétu 4.3 pro kuzelosecky.

Navod: Sledujte rozbor provedeny v textu pro piipad kvadriky a aplikujte jej
na pripad kuzelosecky tak, 7e vypustite ¢leny obsahujici z-ové souradnice.

Provedte podrobné ditkaz véty 4.4 nejprve pro kuzelosecky, potom pro kvadriky.
Zjistéte, jaké utvary jsou fezy kvadrik rovinami rovnobéznymi se souradnico-
vymi rovinami.

Navod: U kuZelosecek i kvadrik rozeberte viechny moznosti znamének c¢isel
A1, A2 (A1, A2, Ag) 1 v8echny moZnosti znamének u, 8, v, (u, 5, ¢, &, v) véetné
moznosti nulovych hodnot pro nékteré z nich. Za ticelem klasifikace fez kvadrik
rovinami rovnobéznymi s rovinami soustavy souradnic feSte rovnice kvadrik
spolu s rovnicemi & =kons. resp. y =konst., resp z =konst.

V nasledujicich pripadech najdéte kartézskou soustavu soutradnic, v niz ma kvad-
rika nebo kuzelosecka normalni tvar. Urcete, o jakou kvadriku nebo kuzelosecku
se jednad.
a) 6zy +8y? — 122 — 26y +11 =0 v R?
)22 +2zy+y? -8z +4=0v R
) 22 +5y2 + 22 + 22y + 622 +2yz — 22+ 6y +22=0v R?
) 422 + 22y + 222 — 29?2 + 5yz — 22 — 227 — 19y + 82+ 1=0v R?
) 22 +day+y2+22+1=0v R

o

o

o

e
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—h

) 222 + 52y — 3y +2x+10y—3=0v R?
) 42? +y? — 422 —8r+4y+242-32=0v R
) 627 —dzy —dxz+ Ty’ +522 - 36=0v R?
) 222 + 22y + 292 — 522 — 22 —4y —42z+2=0v R?
i) 2% +4zy — 1022 — 2y° +4yz + 22 +22+4y — 102 - 1=0v R?
)
)
)
)

o]

h

i

k) 22 +2zy + 622 + 592 + 2yz+ 22— 22+ 6y +22 =0 v R?
) 22 +22y+9y°+1=0v R
m) 222 —3zy —2y* +x+3y—1=0v R

n) 42 +4ry 4+’ +22+y—-2=0v R?

Vysledek:

2

a) 9.7:271/279:0:%77273%71 0, hyperbola
= (*ﬁa ﬁ)a P'=(2,-1) v (P;e1,e)
b) 22 + 2¢/2y = 0, parabola

e’lz(%,\%),eé:(—%7 \/_) P'=(1,1) v (P;e,ea)

¢) 3z + 6y — 222 + 1 = 0, jednodilny hyperboloid

elz(\fa*T ]T)/ 82:(\[ \2[ \[) e: :(7ﬁ707%)7 Pl:(%7%77%)
v (P;ep, ez, e3)

d) 22 — y? — 2 = 0, hyperbolicky valec

ell = (3.4%7#5731%) e{z = (07%77%)7 e13 = (7%7%7%)7 P = (%,%,%)

v (P;eq,e,€3)

e) 922 — 3y? + 4 = 0, hyperbola
q:(%%LeIZZ( \/_\/_) P’_(7_%)
f) (5v/2 — 1)z — (5v/2 4 1)y? = 0, redlnd dvojice riiznobéznych piimek

I (_1+V2 1 I (_1=V2 1 pPl—(_8 5 P .
€ (\/4+2\/§=\/4+2\/§) €9 (\/472\/§=\/472\/§)= ( 777)V( 7el=ez)

g) 422 +y% — 422 — 4 = 0, jednodilny hyperboloid

P'=(1,-2,3) v (P,ej,eqs,e3), €, =€;,1=1,2,3

h) 32 + 2y? + 22 — 12 = 0, realny elipsoid

ell = (%,_%,_%)7 e’2 = (%7%7_%)7 eg{ = (2 . ) P' = (070,0) v (P;e1,e2,e3)

]

v (Pser, e)

3133
)IST + 5y? — 2522 + 4 = 0, dvojdilny hyperboloid
&1 = (75750 = (—75,75.0), €5 = (0,0,1), P = (0,1, ) v (Pse1, ez, e3)
j) 322 — 3y% — 1 = 0, hyperbolicky valec
ell = (7%707%)7 e{z = (%77%7%)7 el3 = (%7%7%@)7 P = (7%/%10)
v (P;eq, e, e3)
k) 62 + 3y — 222 — 1 =0, jednodilny hyperboloid
e = (L2 L) e, = (L —L e = (0,4, P = (<4,-2.2)

(P e17e27e3)
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e =(Z ) eh = (-5 75) P'=(0,0) v (Piei,e)

ealna dvojice riiznobéznych primek

r
ell = (%77W)7 el2 = (\/]ﬁaf\/]ﬁ)a P' = (%7%) v (Pa €1, €2
n) 2022 — 9 = 0, realna dvojice rovnob&Znych pifmek

ell = (%/\/Lg ’ e‘lz = 7%:%): P = (7%:7%) v (P;e1:e2)

4.3 Invarianty kvadrik a kuzelosecek

Funkce koeficient rovnice kvadriky resp. kuzelosec¢ky, které se nemeéni pri pre-
chodu od jedné kartézské soustavy souradnic ke druhé, se nazyvaji invarianty
kvadriky resp. kuZelosecky. Funkce koeficientii rovnice kvadriky resp. kuzelo-
secky, které se neméni pii prechodu od jedné kartézské soustavy soutradnic ke
druhé nezahrnujicim translaci, se nazyvaji semiinvarianty kvadriky resp. kuZe-
losecky. Plati pro né

F(CKLC@:" '7a276176276377) = F(ail7a§’7" -70217511732176317’Y’)-
Véta 4.5 Funke

. 04} 04:% %51
L=aj+a;=trA, L =detA, ILy=det| af o} 38
%51 %52 Y

jsou invarianty kuZelosecky, funkce
11 2 1
K, :det( M 2/ > +det< 2 212 >
58 v 582 v
je jejim semiinvariantem.
Pro kuzelosecky typu (i) je K1 rovnéZ invariantem.

Diikaz: Necht k(a) = (a)A(a)T + (a)B + 7 je rovnice kuzelosecky.
Pfi transformaci souradnic (P; e, es) — (P; e}, e}) popsané ortogonalni ma-
tici T, plati k(a) = (o')TAT *(a/)T + (/) TB + v = (/)A' ()T + («')B' +

% _ 1 i : "o 2 il
. 2Oznacn‘le L = ZiZQ] af = tr;& (stopa matlg,e A). Pak I = Yim1 O =

ik i _ k J_i _ ksi _ i _
Digh=1Ti OOk = D1 O 2 Tk = 2 @0 = Xy = I

(Pozn.: invariantnost stopy matice pfi podobnostni transformaci je vlastnosti
matic libovolného ¥adu n.) Funkce I je tedy invariantem kvadriky vzhledem
k transformaci soutadnic (P;eq,es) = (P;el,e)).
Déle plati: I, = det A’ = det(TAT’l) = det A = I,. Funkce I, je rovnéz
invariantem kuZzelosecky vzhledem k uvazované transformaci soutadnic.
Dokéazeme nyni invariantnost funkce I3. Zavedme nésledujici oznaceni, po-
moci ného? prejdeme k Gvahdm v R3: (y) = (2,9, 1) pro (o) = (z,y),

al a2 0 0 0 b 0 0 O
A= a% a% 0 , B = 0 0 1362 s g = 0 0 O
0 0 0 %Bl 13/82 0 0 0 ~
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P#mym vypoctem snadno ovéfime, 7e plati (a)A(a)T = (x)A(x)T, (a)B =
()BT, v = (x)G(x)T. Proto lze psat

o ol 3B
k@)= ()A+B+G) ()" =0, A+B+G=| o} o} 1B

1 1

551 552 Y

Definujme transformaci mezi kartézskymi soustavami soufadnic (P; e, eq, e3) —
(P;e, el e}) v R? pomoci ortogondlni matice

o0
T=|mn m 0
0 0 1

Opét piimym vypoctem zjistime, ze A' = TAT ', B' =TBT ', G' =767 .
Pak k(a) = (xX)T(A+B+G)T ' (x)T = 0. Z rovnosti det(T (A+B+G)T ') =
det(A+B+G) vyplyva invariantnost funkce I3 vzhledem k piechodu (P; e, es) —
(Pie). eb).

Zbyva dokézat invariantnost funkce K; vzhledem k uvazované transformaci
soustavy soufadnic. Funkce K; je dana souctem algebraickych doplhkd prvki
a2 resp. ai v matici M = A+ B + G. Algebraickym doplitkem prvku 7 je
invariant I5. K diikazu invariantnosti funkce K tedy postaci ditkaz invariant-
nosti funkce Ky + I, kterd je, jak vyplyva z vySe uvedenych tvah, stopou
matice adjungované k matici M. Vzhledem k podobnosti matic M a M’ pfi
transformaci (P; e, ez, e3) = (P, e1,eq,e3) jsou také matice adjM, adjM’ po-
dobné (viz definice a vlastnosti adjungovanych matic v odstavci 1.3). Plati tedy
trM! = tr(TMT ) =trM = K| + I, = K; + I, a vzhledem k I}, = I, je i
K| = K;.

Uvazujme nyni translaci soustavy souradnic (P;e1,eq) — (P';eq,es), kde
t = P' — P = (ap). Pouzitim vztahu 4.12 dostaneme pf#i oznaceni (') = (a) —
€

B(X) = (')A ()T + (a")[B + 2A(a0)™] + k(P') = 0.

Invariantnost funkci I a Iy je zfejmé okamzité z invariantnosti matice kvadra-
tické formy pfi translaci, invariantnost I3 se provéri napiiklad pfimym vypoctem
determinant@ matic M, M'.

o

Véta 4.6 Kuzelosecku K v R? lze prevést transformaci (P;eq,es) — (P'; e}, e))
kartézskyjch soustav souiadnic na normdini tvar My 2% + Xy + 1 =0, A, Aa #0
resp. Mix? 4+ By = 0, A\, 8 # 0 resp. Mix® +v =0, \; # 0 prdve tehdy, kdyz
I, #0 resp. Iy =0AN13 #0 resp. I, =13 =0.

Dikaz: Vzhledem k invariantnosti funkci Iy, I, I3 sta¢i urcit jejich hodnoty
pravé z normalnich tvari:
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(1) /\1332+/\2y2+N:07 )‘17A2 #0,

A1 0

)\1 0 > = )\1)\2, Iq = det 0 )\2

IQ = det < = )\1)\2[1.
0 A 0 0

T oo

Odtud je zfejmé, ze Iy # 0, p = I3/I. Je-li naopak Iy # 0, musi byt

A1, Ao # 0 a kuzelosecka ma tvar:

Mzt + Aoy® + (I3/1) = 0. (4.21)
(11) )‘1'7:2 + By = 07 )‘176 7£ 07
M0 0
1
I, = det A 0 =0, Iz=det| 0 0 i | =—-XNp2#0
0 0 L, 2 4
0 i3 0

A1 = I, takze 8% = —413/I; a kuZzelosecka mé tvar:

Mz £24/|13/ 1|y = 0. (4.22)

Pfltom )\] + AQ =

(i) M2 +v =0, \ #0,

o M 00
Ig:det( ! ):0, Iy=det| 0 0 0 | =0,
0 0
0 0 v

3 A0 00\ _
Kl_det< 0 V>+det<0 Ij)—)\ly7

tedy v = K; /I, a kuzelosecka mé tvar:

Mz’ + K/ =0. (4.23)

¢

Jako dusledek véty 4.6 a jejiho dikazu dostavame néasledujici tabulku klasifikace

kuzelosec¢ek podle invariantii:
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Rovnice Kuzelosecka Invarianty Normaélni tvar
Z‘—z + Zg—j + 1 =0 | imaginarni elipsa Ib>0, - I3 >0 Mz 4+ Aay? + % =
244 —1=0 | redln4 elipsa L>0,I-1;<0 M2+ doy? + B2 =
2
g—Z + 4 = dvojice imag. rfiznob. | I > 0, Is = M2+ day? + % =
2
£, % 1=0 | hyperbola L,<0,I3#0 Ma? + doy? + B2 =
2
T Y= dvojice redl. riiznob. | I, < 0, I = Ma? 4+ doy? + 2 =
22— 2py = parabola IL=0,13#0 a2 ‘%|U =
22 +a? =0 dvojice imag. rovnob. | I, =0, I3 =0, K1 >0 | \j2% + If—f =0
2_a>=0 dvojice redl. rovnob. | I, =0, I3 =0, K1 <0 | iz + 51 =0
22 =0 dvojné primka L=0,I3=0 K =0 | \jz2+ 1;1_11 =0
Piiklad 4: Uvazujme kuZelosecku 7z piedchoziho piikladu: k(X) = 922 — 4oy +
6y> + 62 — 8y +2 =0, A1 = 10, Ay = 5.
9 9 9 -2 3
12 = )\1+)\2 = 15/ 12 = det, = 50/ If; = det -2 6 —4 = —50.
—2 0 3 4 2

Odtud 1022 + 5y2 — 1 = 0, coz souhlasi s pfedchozim vysledkem. Podle klasifi-
ka¢ni tabulky jde o realnou elipsu, nebot I > 0, I - I3 < 0.

Poznamka:

Uvédomme si, Ze invarianty umozni urc¢it typ kuzelosecky i jeji

normdlni rovnici, nikoliv vSak soustavu soufadnic, v niz je kuzelosecka touto
normdlni rovnici zadana.

Analogicka tvrzeni nyni formulujeme pro kvadriky.

Véta 4.7 Funkce

I = aj+as+ai = trA, [, = det (

13 = det ;A7

0/1

']
2
]

]4 = det

jsou invarianty kvadriky, funkce

K] —det<

1
|

3B

1 2
21 >+det< 2
Y :

1 3
al o
>+det ( a? ozg > ,
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1
ol o 1g !
Ky = det a? ol %62 + det al
1 1 1
551 552 Y 551
ay a3 g
+det | of of 1ps
1 1
B2 3B v

jsou jejimi semiinvarinty, u kvadrik s normdlnimi tvary (iii), (iv) se stavad in-

: 1
aj %51
1052 553
553 Y

_|_

variantem i funkce Ko, u kvadrik (v) jsou invarianty i funkce Ky, K.

Véta 4.8 Kvadriku K v R® lze prevést transformaci kartézskyjch soustav sou-

fadnic (P; ey, ea,e3) = (P'; e}, e), e}) na normdlni tvar

A1m2+)\2y2+)\322+u:0, )\1,)\2,)\3 750 S I3 750,

A1$2+)\2y2+6z:0, A]7A2,B7é0©12#0, I47é0, I3 =0,
A1$2+)\2y2+C:0, )\],)\2#0@]3:0, I, =0, 12#0,

M2 +Ey =0, M, A0 L=1;=1;=0, Ks #0,

)\1.’172+I/ZO,)\175O<:>12213:I4:K2:0,11750.

Pro koeficienty v normdlnich tvarech plati:

p=14/I3, B==x2v/[I4/D], ¢ =K/, §==x2\/|Ks/N|, v=Ki/I

(4.24)
Rovnice Kvadrika Invarianty
L 45 41=0 im. elipsoid 10> 0,13 0,1 > 0,11 - I3 > 0
S+ -5 —-1=0 1-dilny hyperboloid I; > 0,13 #0bud I, < 0,nebo I - I3 <0
2 2
- % —2z=0,p,q > 0 | hyp. paraboloid I, >0,I3=0
Loy 1= real. elipsoid 1,<0,I3 20,1, > 0,1; - I > 0
R N 9-dilng hyperboloid | I < 0,15 # 0,bud Ir < 0, nebo I - I < 0
2 2
4+ % —22=0,p,q > 0 | elip. paraboloid I, <0,I3=0
G L2 =0 im. kuel I1=0,I3#0,1,>0,I; Iy >0
2 2 2
St 5 =0 redl. kuzel I; = 0,13 # 0,bud I < 0, nebo I, - I3 <0
LY 4 1=0 im. valec =013 =0,Ko 20,1, > 0,1, - Ky >0
2
4l 1= elip. valec I1=0,I3=0,Kys#0,1,>0,I; - K5 < 0
B 1= hyp. valec I, =0,I;=0,Ks#0,I, < 0
22— 2py =0 parab. valec I;=0,I3=0,Ks #0,1,b =0
L+ =0 im. dvoj. riz. rovin I, =0,I3=0,K,=0,1 >0
fl—z — Z_: =0 real. dvoj. rtiz. rovin | I, =0,I3=0,K, =0,1> <0
22 4+a2=0 im. dvojice rov. rovin | I4 =0,I3 =0,K, =0,1, =0,K; >0
22 —a2=0 real. dvoj. rov. rovin | I = 0,13 =0, K, = 0,1, = 0, K; <0
22 =0 dvojn4 rovina I, =0,I3=0,Ky=0,1,=0,K; =0
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Priklad 5: Uvazujme kvadriku K zadanou rovnici

22 4+ 5y% + 22 4+ 22y + 62z + 2yz — 22 + 6y + 22 = 0.

1 5 1 1 3
5)+det< 1 1>+det<3 1)-0,
1 3 -1
5 1 3
11 1
31 0
tj. Iy > 0,13 #0, I, =0, I - I3 < 0 a jedn4 se o jednodilny hyperboloid o rovnici
322 + 6y> — 222 — 1 =0, nebot pu = I,/I3 = —1.

Cvicdeni 4.3

(1) Dokazte, ze stopa libovolné ¢tvercové matice fadu n se podobnostni transformaci
neméni.

Navod: Ditikaz provedte pfimym vypoctem stopy matice TAT ! s vyuZitim
vztaht TT~! = T-!T = E.

(2) Provedte diikaz invariantnosti funkci I, I, I3 u kuZelosecek vzhledem k translaci
kartézské soustavy souradnic.

Navod: Vyuzijte postupu naznateného v dukazu véty 4.5.

(3) Dokazte invariantnost funkce K pro kuzelosecky s normélnim tvarem (iii) vzhle-
dem k translaci kartézské soustavy soutadnic.

Navod: Vyuzijte skutecnosti, 7e K; je semiinvariantem kuzeloseéek a pii di-
kazu tvrzeni formulovaného v zadani Glohy vyjdéte pfimo z normalniho tvaru
Mz? + v = 0. Zjistste, jak se zméni tvar této rovnice po translaci a rovnost
K| = K, dokaZte pfimym vypoctem.

(4) Dokazte vétu 4.7 a vétu 4.8.

Navod: Postupujte v analogii s dikazem véty 4.5 a 4.6.
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