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VLASTNOSTI LORENTZOVY GRUPY

Michael Krbek

1. Zakladni vlastnosti izometrii

Uvazujme vektorovy protor V nad polem realnych cisel. Vektorovy prostor
V' je hladkou varietou, jelikoz kazdd volba béze (e;) urcuje na V' globalni
soutadnicovy systém

Vozr—a e R",

kde = z'¢; je jednoznacny rozklad vektoru x v bézi (e;). Séitani a ndsobent
skalarem jsou potom hladka zobrazeni.

Na hladké varieté V je zadéno pseudometrické tenzorové pole g. Rekneme, ze
pseudometrické tenzorové pole je invariantni vuéi zobrazeni p: V — V', plati-
li pro v8echna vektorové pole £, n € Z(V), ze g(T'po&, Ton) = g(&,n), nebo
podrobnéji: Jestlize £ v bodé x je dano dvojici (z,u), z € V, u € T,V =V
a podobné n v bodé = jako (x,v), potom musi platit

g(cp(:c))(D:cQO Uy, Dy - U) = g:t:(“» U)v

kde D, je Jacobiho linearni zobrazeni v bodé x.

1.1. Struktura izometrii. Ve vSech bodech variety V necht je g ddno kon-
stantnim pseudometrickym tenzorem (-, -), tj. g.(u,v) := (u,v), pro vSechna
x € V. Potom z definice invariance dostavame

gsﬂ(r)(Dx@ “, Dy - v) = (Dyp - u, Dy - v) = (u,v) = go(u, v),

a z toho plyne, ze D,y je pseudoortogondlni linearni zobrazeni, oznacme
ho napiiklad A. Je-li ovsem D,p = A, potom integraci dostdvame p(z) =
Ax+y, kde y € V. Za vyse uvedenych predpokladi tedy muzeme formulovat
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Tvrzeni 1. KazZdd izometrie v pseudometrickém vektorovém prostoru V s
invariantnim pseudometrickym tenzorovym polem je afinnim zobrazenim ¢ =
Ax + vy, kde A je pseudoortogondlni zobrazeni a y je vektor z V.

1.2. Zakladni vlastnosti pseudortogonalnich zobrazeni. Pseudoorto-
gondlni zobrazeni A se vyznacuje vlastnosti (Au, Av) = (u,v), pro vechny
u,v € V. Oznac¢me G matici bilinearni formy (-, -) v bazi (e;), matici linedrniho
zobrazeni A v bazi (e;) oznacime rovnéz A. Potom musi platit

A'GA =G
det(A'GA) = det G
det A'det A =1
(det A)? =1
det A = +1.

Zobrazeni A je tedy zejména regularni.

Meéjme nyni dvé pseudoortogonalni zobrazeni A, B a uvazujme jejich kompo-
zici AB, potom plati

(AB u, ABv) = (B u, Bv) = (u,v).
Pro inverzni zobrazeni A~! plati
(A u, A7 o) = (AA u, AAT 0) = (u,v)

a je tedy rovnéz pseudoortogonalni. Inverzni zobrazeni je rovno adjungo-
vanému, protoze

(u, AT v) = (A u,v) = (u, A" v).

Kompozice zobrazeni je rovnéz asociativni. Identicka linedrni transformace
je ztejmé rovnéz pseudoortogonalni, celkem tedy dostavame

Tvrzeni 2. MnoZina vsech pseudoortogondlnich zobrazeni A: V —V tvori
grupu vzhledem k operaci kompozice zobrazeni. MnozZina vsech pseudoorto-
gondlnich zobrazeni A s det A = 1 tvori jeji normdlni podgrupu.

Pozndmka 1. V bazi €; je kompozice ddna maticovym nasobenim, inverzni
)
prvek inverzni matici a identita jednotkovou matici.
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2. Lorentzova grupa

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy bilinearni forma urcujici pseudoskalarni
soucin ma signaturu (1,0,n—1), je tedy nedegenerovand a jeji matice v normalni
bézi je

1 0

0 .—1

Grupé pseudoortogonalnich zobrazeni pro bilinearni formu této signatury
se iikd Lorentzova grupa a oznacuje se O(1,n — 1). Pokud navic uvazujeme
normalni podgrupu zobrazeni s jednotkovym determinantem, fikame ji specialni
Lorentzova grupa a oznacujeme SO(1,n — 1).

Bude 1celné zapisovat ¢tvercové matice tadu n vyjadiujici jak bilinedarni
formy tak i linearni zobrazeni V' — V' pomoci blokovych matic

a u
v A)’
kde a € R, u,v € R™ ! jsou sloupcové vektory, A je matice fddu n — 1.

Zapisme napiiklad blokové pozadavek na to, aby matice L byla prvkem Lo-
rentzovy grupy, tj.

L'GL =G
a v\ (1 0 a vy (1 0
u AYJ\0 —-F)\v A)] \0 —-F
a®—vlv aut —0v'A\ (1 0
au— Alv wut — A'A)  \0 —F
Z toho je napiiklad okamzité ziejmé, ze a* = 1+ v'v, a tedy bud a > 1, nebo
a < —1, nebot v'v > 0 jakozto kvadrat euklidovské normy v.

2.1. Polarni rozklad Lorentzovy grupy. Jak vyplynulo z predchoziho,
musi byt prvek a matice L € O(1,n — 1) bud vétsi nez 1 nebo naopak
mensi mez —1. Nyni si ukdzeme, ze prvky Lorentzovy grupy s a > 1 tvori
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jejl podgrupu. K tomu vyuzijeme polarniho rozkladu matice L. Podle véty
o polarnim rozkladu musi platit

L=TR=SU,

kde R, S jsou symetrické pozitivné definitni matice a T, U € O(n) jsou or-
togondlni matice a tento rozklad je jednoznacny, jelikoz L je vzdy regularni
matice. Dosadme

L'GL=G
U'SGSU =G.

Invertovanim piredchozi rovnosti dostaneme
UtsT'GsT'v =@
a tedy

ST'GST = SGS
GS*’G =S2

Vzhledem k tomu, Ze S~2 je symetrickd (a tedy diagonalizovatelnd) a pozi-
tivné definitni, existuje jednoznacné jeji pozitivné definitni odmocnina

S~ =GSG

Z toho dostavame, ze SGS = G a tedy S € O(1,n — 1). Z toho jiz ihned
plyne, ze i U € O(1,n — 1). Analogicky dostaneme T, R € O(1,n — 1).

Déle urcime explicitné tvar matic R,S. Musi platit

s= (1)
()6 ) () =6 )

a® —ulu aut —u'A\ (1 0
au— Au  uwu'—A* ) \0 —E)°

kde A = A'.
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7 toho dostavame a® = 1 + u'u. Dale ukazme, Ze matice E + uu® je pozitivné
definitni. Jednoduchym ptimym vypoctem dostaneme

det(E +uwu' — AE) = (1 = A\)"2(1 +vu'u — \)

Vsechny vlastni hodnoty jsou kladné a matice je pozitivné definitni, existuje
tedy jednoznacné jeji pozitivné definitni odmocnina

VE + uut,

pficemZ u je vlastnim vektorem E + wu! pifslusnym vlastni hodnoté a? =
1 + v'u a tedy i vlastnim vektorem +/E + uu! prislusnym vlastni hodnoté
a = /1 + ulu. Celkem tedy

g_ V14 uu ut
N u VE +uut)’

kde u € R"! je libovolny sloupcovy vektor. Jesté lze pifmo spoéist od-
mocninu v/ E + uut. Predpoklddejme vysledek ve tvaru F + auu’, potom
jednoduchym vypoctem ziskdme o = v/1 + utu — 1, druhé feseni kvadratické
rovnice je nepiipustné, jelikoz nevede k pozitivné definitni matici.

Pro R je vysledek stejny (ovSem obecné s jinym vektorem v € R"™1)

o V14t vt
N v VE+wvvt)’

Déle spoctéme T, U. Plati T,U € O(n) N O(1,n — 1), tedy

U'v =E Uvrqu =G
a wt a vy (1 0 a wt 1 0 a oy (1 0
v AY) \w A) \0 E v AY)\0 —-FE)\w A) \0 —F
a+ww avt+wA\ (1 0 a —ww avt —w'A\ (1 0
av+ Alw vt + A'A)  \0 E av — Alw vt — AtA)  \0 —F

7Z rovnic a®> + w'w = 1 a a? — w'w = 1 dostavame a®> = 1 a w'w = 0, tj.

a = =41 aw = 0. Ddle mdme av = A'w a tedy v = 0. Nakonec A'A = F, tj.
A € 0O(n—1). Celkem tedy

1 0
Uz(o A)’ AeO(n—1),
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podobné

+£1 0
T:<O B)’ BeO(n—1).

Daéle ukazeme vztah mezi T a U, resp. R a S. Musi platit

I —TR— +1 0 v 1+ vte vt (V1 +ut +ot

N -~ \0 B v VE +ovt) Bv BVE + vot
oy — V1+utu ut +1 0\ [EvV1+utu utA
- - u VE + uut 0 A) +u VE +uutA

Z toho vyplyvd Bv = +u a +v = A'u, tj. A= B arovnéz T = U. Muzeme
tedy formulovat

Tvrzeni 3. Kazdy prvek Lorentzovy grupy L md jednoznacnyj poldarni rozklad
L =UR = SU, kde R,S jsou symetrické pozitivné definitni matice a U €
O(n) je ortogondlni matice, tyto matice jsou navic rovnéz proky Lorentzovy
grupy O(1,n —1).

Pozndamka 2. Ortogonalni matice U v rozkladu ma vyznam ,prostorové”
ortogonalni transformace, kterd navic muze zrcadlit ,casovou* soutradnici.
Vyznam symetrické pozitivné definitni matice S (stejné pro R) je rovnéz
ziejmy. Uvazme dvé vztazné soustavy J a K, jimz prislusi souradnice (s, x)"

a (t,y)". Necht plati
T Yy

Pocétek soustavy K ma souradnice (¢,0)" a v soustavé J je dan jako

Rychlost soustavy J vzhledem k soustavé K je tedy

x u
5 V1+ utu’

a velikost této rychlosti je
utu
1+ utu
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2.2. Souvislost Lorentzovy grupy. V predchozim jsme dokazali, ze kazdy
prvek L Lorentzovy grupy O(1,7n) ma jednoznaény polarni rozklad

+1 0
(Y
kde A € O(n) je ortogondlni a S je symetrickd matice. Pro hladké variety
je souvislost ekvivalentni nésledujici vlastnosti: KaZdé dva body lze spojit
spojitou krivkou. Specielné pro Lieovy grupy ziejmé postacuje: Kazdy bod lze

spojit spojitou kiivkou s jednickou. Pro kazdé L € O(1,n — 1) tedy existuje
spojité zobrazeni

f:[0,1] >t~ f(t) € O(1,n—1)

takové, ze f(0) =id a f(1) = L. Symetrickou matici S muzeme ptevést do
diagonalniho tvaru
d

S=U U,
dn

kde U € O(n) je ortogonalni matice. Ukdzeme, ze mnozina vsech symet-
rickych matic je souvisla tim, ze zkonstruujeme patti¢nou kiivku

(dy—1)t+1
pro kterou ziejmé plati f(0) = id, f(1) = S a je spojita. Je ziejmé, ze

mnozina {41} ma prave dvé souvislé komponenty, patiicné body. Dale ukazme,
ze O(n — 1) mé nejméné dvé souvislé komponenty.

det: O(n — 1) =>{£1}

je spojita funkce, proto obrazem souvislé komponenty musi byt opét souvisla
komponenta. Kazdou ortogonalni transformaci A lze zapsat ve vhodné bazi
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v blokové diagonalnim tvaru

R(%)
R(p2)

+1

kde @ je ortogondlni a R(p;) = <‘ij§ gg —(jslsnSfj
J J

ovat spojitou kiivku ¢ +— A(t), jez spoji A s jednotkovou matici, nebo s matici

1

) . Nyni muzeme zkonstru-

1 . a to nasledovné
—1

R(p1t)
R(pat)

+1

Tim jsme dokézali, ze O(n—1) mé nejvyse dvé souvislé komponenty. O(n—1)
ma tedy pravé dveé souvislé komponenty. Celkem tedy:

Tvrzeni 4. Lieova grupa O(1,n) ma pravé ctyri souvislé komponenty dané
prvky s poldrnim rozkladem

(++) L= (é 21) S, detA=1,

(+-) L= <(1) Sx) S detA=—1,
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(—+) L= <_1 0) S, detA=1,

0 A
(——) L= <_01 Sx) S, detA——1,

pricemz souvisld komponenta obsahujici jednicku je (+,+), tato komponenta
je Lieovou podgrupou O(1,n —1).

3. Dodatky

3.1. Diagonalizace symetrické bilinedrni formy. Zvolme bazi {e;},
kde i = {1,...,n} ve vektorovém prostoru V. Nyni muzeme pro libovolny
vektor x = z'e; a symetrickou bilinedrn{ formu (-, -) s oznacenim
gi = 3{ei €5)
zkonstruovat tzv. kvadratickou formu g
g(x) = 3{z,2) = ga'a’. (1)

Véta 5. Kazdou symetrickou bilinedrni formu (-, -) lze vyjadrit v takové bazi,
kde je tato forma ddana souctem ctvercu souradnic svého argumentu, tj. ma-
tice g;; md diagondlni tvar.

Dukaz. Dukaz je konstruktivni a plati jak pro realnd, tak i komplexni ¢isla.
Necht jsou tedy déna ¢isla g;; libovolné.

(a) Predpokladejme napted, ze alespon jedno z ¢isel g11, g22, - - -, Gnn j€ rUzNé
od nuly. Permutaci prvku baze jednoduse dosdhneme toho, ze toto nenulové
¢islo bude g1;. Uvazujme kvadratickou formu

1
g1 =9 — g—(glﬂl + grpr® 4+ glnl"n)Z,
11

ktera jiz explicitné nezavisi na soutradnici z'. provedeme-li transformaci

y' = guz' + grr® + -+ graa”,
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dostavame ]
9=—")?+a,
g11
pficemz ¢, je kvadratickou formou v soufadnicich 22,...,2". ddle muzeme

postupovat uplatnénim vyse uvedeného postupu na kvadratickou formu g
na vektorovém prostoru v;.

(b) nastala tedy situace, ve které plati, ze g11 = goo =+ + = gnn = 0. pokud
zadny z ostatnich koeficientu neni nenulovy, jsme hotovi. predpokladejme
tedy, ze alespon jeden z téchto koeficientu je nenulovy. permutaci prvku baze
opét jednoduse docilime toho, Ze tento koeficient je gio. ted polozime

2
g2 =9 — g—(gglxl + goz® 4 + 92n17n)(912$2 + guzz® 4+ + g1 x").
12

Forma ¢, ziejmé explicitné nezdvisi na soufadnicich 2! a 2?. Polozme tedy
nyni

Y+ Y7 = gt + gasr® + -+ gona”,
y' —y® = g1o2® + g3’ + -+ graz”,

a v novych soufadnicich ¢! a y? dostavame

2
g=— ()= ")) + 9
912
kde g, je kvadratickou formou v soufadnicich 23, ..., 2"

Pokud budeme opakované uplatiiovat postupy (a) a (b) na formy ¢; a g,
dostaneme po nejvyse n opakovanich formu g do tvaru

g=a1(y") + ax(y*)* + - an(y™).

Pokud byla cisla g;; realnd, jsou zfejmeé i cisla a; realnd. Tim je tvrzeni
dokézano. [

V redlném piipadé jesté muzeme kazdy bazovy vektor e; vydélit \/|a;| a po
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preskladani ziskdme matici symetrické bilinearni formy v diagonalnim tvaru

1

—1

Trojici (p, q, ), kde p je pocet 1, g pocet 0 a r pocet —1, nazyvame signaturou
symetrické bilinearn{ formy (-,-). Pokud ¢ = 0 nazyvame formu nedegenero-
vanou a jako jeji signaturu uvadime jen dvojici (p,r). V piipadé Lorentzovy
grupy je dulezitd nedegenerovand forma se signaturou (1,n — 1).

3.2. Polarni rozklad linearniho zobrazeni. Necht V, dimV = n je vek-
torovy prostor nad polem redlnych ¢isel R (resp. komplexnich ¢isel C) a (-, +)
je pozitivné definitn{ bilinedrn{ (resp. seskvilinedrni) forma a necht A: V —V
je linedrni operdtor. Existuje pravé jeden operator Al sdruzeny k A tak, 7e
(Av,w) = (v, Afw) pro véechna v,w € V. Pokud A = A" nazyvime takovy
operator samosdruzeny (resp. symetricky). Samosdruzeny (resp. symetricky)
operator A nazyvame pozitivni, plati-li (Av,v) > 0 pro vSechna v € V.

Véta 6. Necht A: 'V —V je linedrni operdtor. Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(a) A je pozitivni.

(b) A je samosdruzeny a vSechny jeho vlastni hodnoty jsou nezdpornd redl-
nd cisla.

(¢c) A md pozitivni odmocninu.
(d) A md samosdruzenou odmocninu.

(e) Ezistuje operdtor B: V. —V tak, 7e A= B'B.
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Diikaz. Dokazeme implikace (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (a).

Predpokladejme tedy, ze plati (a) a operdtor A je pozitivni. Z definice je i
samosdruzeny. Vezméme A libovolnou vlastni hodnotu A a ji prislusny vlastni
vektor v. Pak plati 0 < (Av,v) = A(v,v) a tedy A > 0, coz je obsahem (b).

Je-li A samosdruzeny, existuje ortonormalni baze, v niz je A diagonalni (véta
o spektralnim rozkladu samosdruzeného operdtoru), navic vlastni hodnoty na
diagondle jsou nezaporna ¢isla A\;;, 1 < ¢ < n. Ve stejné bazi nyni muzeme
definovat diagondlni operdtor B s vlastnimi hodnotami /)\;, zjevné plati
B? = A. B je tedy pozitivni odmocnina z A a (c) plati.

(d) plyne z (c) z definice, protoze B je pozitivni a tedy samosdruzeny.
(e) je rovnéz z (d) ziejmé: plati A = B? = BB, protoze B = B'.

Piedpoklddejme, 7e plati (e), tedy existuje B tak, ze A = B'B. Potom AT =
(B'B)l = BB = A a A je tedy samosdruzeny. Dale pro kazdé v € V plati
(Av,v) = (B'Bv,v) = (Bv, Bv) > 0 a A je tudiz pozitivni operator. [

Véta 7 (o polarnim rozkladu). Ezxistuje izometrie U, Ze

A=SVAA.

Dikaz. Vezméme libovolny v € V', potom

| Av||* = (Av, Av) = (ATAv,v) = (VATAV AT Av,v) =
= (VAT Ay, VAT Av) = ||V AT Av||%.

Nyni definujme linedrni zobrazeni S;: im v ATA —im A predpisem
S1(VAtAv) = Av

a ukazeme, ze S; lze rozsitit na izometrii ve V. Napfed musime ukazat, ze
S1 je dobte definovdn. Vezméme v,w € V takové, ze VATAv = VAT Aw.
Musime ukézat, ze potom Av = Aw. Ale plati

Ao — Awl = [ A(v —w)]| = [VATA@ — w)]| = |VATAv — VAT Aw| = 0,

takze predpoklad plati. Linearita zobrazeni S; je zfejma. Zjevné plati, ze
|S1ul| = |lu|| pro vsechna u € im vV ATA a Sy je tedy injektivni, z toho

dimim VAtA = dimim 4, dim(im VATA)* = dim(im A)*.
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To znamend, ze muzeme zvolit ortonormalni baze (ey, ..., e, v (im VAT A)*
a (fi,-.s fm) v (im A)t (maji stejnou délku) a definovat linedrn{ zobrazeni
Sy (im VATA)+ —(im A)* predpisem

Sy(atey + -+ amen) =a'fi + -+ a" fn.
Definujme S jako operdtor, jez je roven S; na imim v AfA a Sy na (im v ATA)*.
Pfresnéji teceno, kazdy vektor v € V miuzeme jednoznacné zapsat jako primy

soutet v = u + w, kde u € imVATA a w € (imVATA)L a Sv = Sju+ Syw.
Pro kazdé v € V potom mame

S(VATAv) = S (VAT Av) = A,

cili A = SV AYA. Zbyva dokdzat, ze S je izometrie, coz ale jednoduse plyne
z Pythagorovy véty

1Svl* = 1S1u + Saw|]* = | Syull* + [[Sewl|* = [[ull* + [[w]* = [v]*

Podobné lze ukdzat i existenci polarniho rozkladu A = vV AATS’, tedy operétory
jsou v opac¢ném potadi.
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