Matematicka analyza IT Michael Krbek 1

1. Diferencialni rovnice

Zakladni pojmy. 1.Nakreslete systém krivek v roviné xy splnujicich rovnici

3c2+(y+a)2 :a2,

kde a je parametr. Najdéte rovnici, kterou splnuji x,y a dy/dx a ktera nezavisi
na parametru a. [# 1]
2. (Padajici destova kapka) Urcete smérové pole a izokliny diferencialni rovnice

dov(t)
dt

kde g je gravitac¢ni zrychleni, £ > 0 je koeficient urcujici odpor vzduchu, m je
hmotnost kapky, v(¢) je rychlost a ¢ ¢as. Dale urcete

k
-g——v(®)v(?)l, (1)
m

tllm v(?). [# 1]

3. (Logisticka rovnice) Urcete smérové pole a izokliny diferencialni rovnice

dp(t)
SPY — ap(t)-bp™(D), @)
dt
kde a,b > 0. Urcete rovnéz
tlim p(2). [# 1]

4. Urcete smérové pole a izokliny diferencialni rovnice

Ay _ 22 [# 1]
dx

Separované proménné. 5.Reste rovnici (Z) s po¢ateéni podminkou p(0) = po >

0. [# 1]
6. Reste rovnici (@) s pocateéni podminkou v(0) = vg < 0. [# 1]
7. Reste rovnici dy(x)

y X + y(x) — eax’

dx
pro a # —1. Potom urcete limitu pro ¢ — —1 a ukazte, Ze dostanete reseni pro
a=-1. [# 2]
8. Reste obecné rovnici dy()

x
Y cotgx+y=1. [# 2]

dx
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9. Reste rovnici

d
y(JC) _ xz(l +y)
dx
s pocatecni podminkou y(xg) = yo, kde xg, yo € R. [# 2]

10. Reste obecné rovnici

d -1)2
y(x):(—y ) . [# 2]
dx x+y
11. Reste obecné rovnici dy(®)
gx —sin(x+y+1). [# 2]
x

Linearni diferencialni rovnice. Nadale znaéim ' derivaci podle nezavislé proménné
(vétsinou x).

12. Ukazte, Ze obecné reseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice prvniho
radu je dano souctem obecného resSeni rovnice homogenni a libovolného reseni
nehomogenni rovnice (tomuto reSeni se rika partikularni). [# 1]

13. Reste rovnice

y'cosx+ysinx+x =0, [# 2]
y +2xy=x°—x, [# 2]

2
v +2Y _sinx. [# 2]

X

Ostatni typy. Zde jsou priklady na exaktni diferencialni rovnice a rovnici Bernoul-
liho. V rovnicich neroziesenych vzhledem k derivaci oznaéime y' = p.

14. Reste rovnici

x
y
15. Reste rovnice
x
2y=—-p, [# 2]
p
2px+y=Inp, [# 2]
y=px+ap? acR, [# 2]
pt=3p?+4. [# 2]

16. Urcete rovnice silocar v poli elektrického dipélu. [# 3]
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Rovnice vyssiho radu s konstantnimi koeficienty. 17. ReSte rovnici pro
vynucené tlumené kmitani

d? d
md—;+bd—f+kx:Fosinwt. [# 2]
18. Reste rovnici .
" _on 4= ) #92
Y o2y 4y=57 [# 2]
19. Reste poéateéni problém
¥ +y=(1-x%sinx, y(0)=0,y'(0)=1. [# 2]
20. Reste rovnice vyssiho fadu
y"—y"+y' —y=e*sinx, [# 2]
y(S) +y= 5. [# 2]
21. Reste poéateéni problém vyssiho Fadu
y"" +y =sinx,
y(O)(O) — .= y(2)(0) — O,y(3)(0) =-1, [# 2]
yllll _yl = cosx, y(O)(O) — . — y(3)(0) =1. [# 2]

Metrické prostory

22. Definujme funkci d : R x R — R nasledovné: Stereografickou projekei se dvojici
bodud x,y na realné ose priradi dvojice bodi na jednotkové kruznici, thel mezi
obrazy budiz d(x, y). Dokazte, Ze d je metrika na R a najdéte ztplnéni (R,d). [# 2]

23.V predchozim jsme si definovali metriky d1,d2,ds na R". Stejné metriky lze
uvazovat i na prostorech posloupnosti takovych, Ze d1, resp. dg resp. d, nabyvaji
konecnych hodnot. Definujme posloupnosti

(a) x, =(1,1,...,1,0,...),
N——

n-krat

b)) x,=(,2,...,n,0,...),



Matematicka analyza IT Michael Krbek 4

© x,=(1,...,1)0,..),

n
——

n-krat

1 1
(d) Xn :(_n""’ﬁ’
—_——
n-krat

0,...),

Ukazte, které posloupnosti jsou konvergentni vzhledem ke které z vyse uvedenych
metrik. [# 2]

24.V prostorech z predchoziho prikladu urcete uzavéry mnozin tzv. finitnich posloup-
nosti, tj. posloupnosti s koneénym poc¢tem nenulovych ¢lend. [# 2]

25. (Keplertv problém). Ve vhodnych jednotkach jsou vzdalenost planety r od
Slunce a cas ¢, kdy se planeta v dané vzdalenosti nachazi, dany jako

r=1-ecosd,

t=&—esiné,

kde e je excentricita. Casto potiebujeme znat vzdélenost od Slunce r v zavislosti
na Case t, tj. potrebujeme pro pevné ¢ a e resit rovnici

{—esin =t.
Aplikaci Banachovy véty o pevném bodé kontrakce toto reseni naleznéte. [# 3]

26. Uvazme euklidovsky prostor dimenze n (s metrikou d2) a linearni operator A
na tomto prostoru. Zjistéte nutné a postacujici podminky, aby A byla kontrakce.
[# 3]

Aplikaci Banachovy véty o pevném bodé kontrakce reste rovnice
27.y' -y =0, y(0)=1. [# 1]
28. y(x) = y(x) - [y e y(t)dt, y(0) = 1. [# 2]

Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Zakladni pojmy. 29.Naleznéte f(y,x), f(—x,—y), f(%,%), f(%y) jestlize f(x,y) =
2 2

TR [# 1]

30. Naleznéte hodnoty funkce

xt+ 2x2y2 + y4

flx,y)= 12
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v bodech nachézejicich se na kruznici x2 + y? = r. [# 1]
Zobrazte v kartézské roviné defini¢ni obory funkeci uréenych svym grafem:
81.z=+/1-922—)2, [# 1]
32.z=In(x—y), [# 11
33. z = arccos " i " [# 1]
34.z=V1-x2+/1-y2 [#1]
Nacrtnéte vrstevnice funkei urcenych svym grafem:

35.z =x2 -2, [# 1]
36.z2=xY, x>0, [# 1]
37.z2 = Jxy. [# 1]
Nacrtnéte v kartézském prostoru grafy funkci:

38.z2=1-x—y, [# 1]
39.z =x2+ 42, [# 1]
40.z =2, [# 1]
41.z=/1+x2+ 42, [# 1]
42.2=/1+x2 -2, [# 1]
43.2=\/1-x%2—-y2, [# 1]
44.z = x%2 — y2, [# 1]
45.2=1+/1-4x2—(y+1)2. [# 1]
46.Naleznéte f(x,y), je-li flx+y,x—y)=xy+y°. [# 1]
Limity a spojitost. Naleznéte nasledujici limity:

47. lim(x,y)_,(o’o)(x2 +y%)sin %, [# 2]
48. limx y)—(0,0) ﬁ, [# 2]
49.1ims ) 0.0 7. [# 2]
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50. Je nasledujici funkce spojita?

V1-22-y2, 22+y%<1

= #1
fx) {0. x2+y2>1 L#1]

Parcialni derivace, uplny diferencial, gradient. Spoctéte parcialni derivace
funkei urcenych grafem:

51.z =x%+y% —3axy, a € R, [# 11
52.22%, [# 1]

53.2=/x2—y2, [# 1]
54.2=/1+x%+y2, [# 1]

55.z = arctg 2, [# 1]
56. w = (xy)?, [# 1]
57.w =2z, [# 11

58. Ukazte, Ze pro w = (x — y)(y — 2)(z — x) plati

ow Ow Ow
—+—+—=0. [# 2]
0x 0dy 0z

Naleznéte aplné diferencialy funkeci:

2_,2
59.z = %, [# 1]
_ y
60.z = arctg = + arctg%. [# 1]

61. Periodu kmita 7' matematického kyvadla spoc¢teme podle vzorce

[
T=2m]—,
8

kde ¢ je délka kyvadla a g je gravitacni zrychleni. Najdéte chybu pri vypoctu 7'

zpusobenou malymi chybami A¢ pii méreni ¢ a Ag pri méreni g. [# 2]
62. Spoctéte %—“t’,je-li w=xyzax=t>+1, y=Int, z = tgt. [# 1]
63. Spoctéte g—fc a g—;, jsoulliz=f(u,v)au=x2—y2av=e?, [# 2]
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64. Ukaite, ze pokud w = f(x2 + y% + 2%) kde

x=rcos@sinf

y =rsingsinf

z=rcos0,
potom%—ﬁan%—’é’zO. [# 2]
65. Naleznéte derivaci funkce z =In+/x2 + y2 v bodé [1, 1] ve sméru vektoru (1,1).
[# 1]

66. Naleznéte derivaci funkce z = xy + yz + zx v bodé [2,1,3] ve sméru miticim z

tohoto bodu do bodu [5,5,10]. [#1]
Naleznéte stacionarni body funkci:

67.z2=x2+xy+y2—4x -2y, [# 11
68.z = x3 + v —3xy. [# 1]

69. Naleznéte thel svirany gradienty funkce z = ln% v bodech [%, %] al[l,1]. [#[]1]

70. Spoctéte gradientni vektorové pole pro nasledujici funkce:

1.z=x+y, [# 1]

72.z =xy, [# 1]

73.z = x% +y2, [# 11
1

4. w=——— [# 2]

Va2 +y2 + 22

R . “vr 1 vs e .. y 3 N
Parcialni derivace vyssich radu, Hessian. 75. Naleznéte axaa%’ je-li w =
x%yb2¢ a,b,c €R. [# 1]

76. Ukazte, ze funkce z = arctg% vyhovuje Laplaceové rovnici

0%z 4%z B

77. Ukazte, ze funkce

_@=aP+-p2+e-p?
w(x,y’z’t): 402t

1
QavrD®
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vyhovuje rovnici pro vedeni tepla

ow 4 0w 0w Pw

a2 \oa? oy T a2 2l
78. Naleznéte z = z(x, y), plati-li oz =0. [# 2]
0x0y
Naleznéte Hessian pro néasledujici funkce
79.z =x2 +y?, [# 11
80.w =xyz. [# 1]
Ovérte, Ze se jedna o totalni diferencialy funkce, pokud ano tyto najdéte:
81.ydx+xdy, [# 1]
82. x;ff; dx— f;;yy dy. [# 1]
83. Urcete konstanty a, b tak, aby vyraz
(ax?+2xy+y?)dx— (2 +2xy +by?)dy
(22 + y2)2
byl totalnim diferencidalem. [# 2]
84. Je dano vektorové pole sily
_ yex+Axey
(x +y)>2

Urcete koeficient A tak, aby sila byla potencialova.

85. Jakou podminku musi splnovat funkce f(x,y) ve vyrazu

fx,y)dx+dy),

aby tento byl totalnim diferencialem.

N N N o o , , s x2 y dy dzy d3y
Diferenciace implicitnich funkci. 86.Bud 5 + 37 = 1. Najdéte 33, -2, 735-
[# 2]

87.Bud x? + y2 + 2axy = 0, a > 1. Ukaite, ze —32V =0 a tento vysledek vysvétlete.
[# 2]

88. Funkce z je definovana pomoci

2

x2+y2—z —xy=0.
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Najdéte g—i, g—; pro bod urceny hodnotami x =-1,y=0,z=1. [# 1]
89. Naleznéte dz a d?z pokud
2 +y?+22=a2 [# 2]

Transformace proménnych. 90. Diferencialni rovnici

dy x+y
dx x-y
transformujte do polarnich souradnic x = rcos¢, y = rsing. [# 1]

91.V polarnich soutradnicich vyjadrete vzorec pro kiivost K grafu funkce y = y(x)

&y
K=—29% [# 2]
2]2
dy
1+ (%) ]
92. Transformujte Laplaceovu rovnici do polarnich souradnic. [# 1]

Tec¢na rovina a normala k plose. 93. Ukazte, Ze rovnice plochy tecné k plose
urcené implicitné
ax’+by?+cz’ =k
v bodé [a, B,v] je
aax+bPBy+cyz=k. [# 1]
94. Dokazte, ze teéné roviny k plose xyz = m3 ohrani¢uji spolu se soutadnicovymi
rovinami ¢tyrstén o konstantnim objemu. [# 2]

95. Dokazte, Ze souradnicové plochy urcené kulovymi souradnicemi r, 6 a ¢ jsou
na sebe navzajem kolmé. [# 2]

96. Spoctéte normalu k rotaéni plose z = f(x2+y?), f' #0. Ukaite, ze vidy protina
osu rotace. [# 2]

Taylorova rada. Rozvedte funkce do Taylorovy rady v daném bodé.
97.¢e*cosy v bodé (0,0) do fadu 3. [# 1]
98.e**Y v bodé (1,—-1) do fadu 3, potom obecné. [# 2]
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99. Odvod'te priblizny vyraz platny do druhého radu pro

1+
arctg iiad [# 2]

1-4

Extrémy funkce vice proménnych. Najdéte maxima a minima nasledujicich

funkei.

100. z = x* + y* — 242 + 4xy — 2% [# 1]
2 2

0lw=x+3+5+2,5>0,y>0,2>0. [# 2]

Najdéte podminéné extrémy funkei.

102.z=xyprox+y=1. [# 1]
103.w=x2+y2+22proz—2+g—z+i—§:1. [# 2]
104.w=xyzprox+y+z=5axy+zx+yz=_8. [# 3]
105. Dokazte nerovnost xtytz —

—3 2

pro x,y,z > 0. Hledejte maximum funkce w = xyz s podminkou x+y+z =s. [# 3]
106. Mezi vsemi kvadry objemu V najdéte ten s nejmensim povrchem. [# 2]
107. Mezi vSemi trojuhelniky o obvodu 2p najdéte ten s nejvétsi plochou.  [# 2]
108. Do elipsoidu vepiste kvadr co mozna nejvétsiho objemu. [# 3]
109. Do sféry vepiste valec o co mozna nejvétsim objemu. [# 2]

110. Odvod’te zakon odrazu svételného paprsku v homogennim prostiedi pomoci
Fermatova principu. [# 3]

111. Prochazi-li odporem R elektricky proud I, teplo uvolnéné za jednotku casu
je %RIZ. Rozdélte proud I do tii vétvi 11, Io, I3 o odporech R, Rg, R3 tak, aby
uvolnéné teplo bylo co mozna nejmensi. [# 4]
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