Dodatek k 3. cviceni Dvouhladinova soustava

Bezcasovou Schrodingerovu rovnici

2
— 2 ARV (D) =Er)

muzeme vyjadfit ve tvaru

Ho(r) =Eg(r)

(1)
kde
__n?
H=———A+V(r)
()

je operator energie — hamiltonian' — definovany na prostoru funkci®. Rovnice (1) ma formalné
stejny tvar jako rovnice

Au = qu, (3)

znama z linearni algebry, kde A je matice a u je sloupcovy vektor. (Matice je operator, ktery
pusobi na prostoru sloupcovych vektorii.) Vektor u, ktery hovi rovnici (3), je vlastni vektor
matice A piislusejici vlastni hodnoté a. Regit rovnici (1) nebo rovnici (3) tedy znamena
formaln¢ totéz — znamena hledat vlastni vektory (bud’ v prostoru funkci, nebo v prostoru
sloupcovych vektorti) a vlastni hodnoty operatoru (pfedstavovaného diferencidlnim operatorem
H nebo matici A).?

V kvantové mechanice hamiltonian mtize byt diferencidlni operatornebo také matice, jde jen
o ruzné representace. V urcitych situacich je vyhodné stav popsat vinovou funkci, jindy
sloupcovym vektorem®. U dvouhladinovych soustav je stav popsan dvouiadkovym sloupcovym
vektorem a hamiltonian je ¢tvercova matice druhého fadu.

Pfikladem dvouhladinové soustavy je molekula ¢pavku’. Jestlize by atom dusiku mohl byt
bud’ jen nahote — nad rovinou tvofenou atomy vodiku, nebo jen dole — pod rovinou tvofenou
atomy vodiku, hamiltonian by byl ddn diagmalni matici

o O
Hn =
OEL;EOE

! Tento pojem jiz zname z klasické mechaniky.

? Pfipomefime, Ze prostor (kvadraticky integrovatelnych) funkci (a jen takové funkce mohou popisovat stav
Castice) je vektorovym prostorem. Funkce je tedy prvkem vektorového prostoru a v tomto smyslu ji nazyvame
vektorem.

* O problému vlastnich ¢isel (hodnot) matic se lze seznidmit na ivodni Grovni seznadmit napt. v J. KVASNICA:
Matematicky aparat fyziky. Academia, Praha 1997.

* V kvantové mechanice se obecné hovoti o stavovém vektoru z abstraktniho Hilbertova prostoru. Zvolime-li
konkrétni representaci, stavovy vektor je bud’ (vinovou) funkci, nebo sloupcovym vektorem. Casto se piitom

uziva tzv. Diracovy symboliky — v ni | €£¥ oznacuje ket vektor a { ££¥ bra vektor.

3 Viz Feynmanovy piednasky z fyziky 3, Fragment 2002.
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Obr. 1. Dvé ekvivalentni geometricka usporadani molekuly ¢pavku

Vlastni vektory této matice jsou

g

a vlastni hodnota E, je dvojnasobné degenerovana. V disledku tunelovani vSak atom dusiku
muze byt jak nahotfe, tak i dole. Vektory (4) tedy nejsou staciondrnimi stavy soustavy.
Tunelovani vede tudiZ k tomu, Ze hamiltonian soustavy musi mit nenulové maticové prvky i

mimo diagonalu. Vzhledem k symetrii H12=H21=A. Potom je hamiltonian vyjadien
symetrickou matici®

H=g0 Af
A Ep

kde Ey a 4 jsou redlna ¢isla.

)

Ukol 1. Ukazte, Ze vektory

el e i
(6)

jsou vlastni (normalizované) vektory hamiltonianu (5), a najdéte pfislusné vlastni hodnoty
energie £ a Ej.

% To, Ze matice (4) je symetrickd, zaruuje, Ze vlastni hodnoty hamiltonidnu budou redlné a Ze soucasné vlastni
vektory pfislusejici riznym vlastnim hodnotam jsou ortogonalni, tj. u;ru j=9j-

" Normalizované k jedni¢ce. Vzhledem k pravdépodobnostni interpretaci musi byt v kvantové mechanice kazda
vilnova funkce (stavovy vektor) normalizovana k jednicce.
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Obecné feseni Casové Schrodingerovy rovnice

inHt) =HYt)
(7)

je dano superpozci stacionarnich stavi®

Ht) = e extb—iEnt/ ),

kde ¢, jsou dany pocatecni podminka1 a

Hpn(r)=Engn(r).

i g

V ptipadé naseho dvouhladinového systému je obecny stav u(f) superpozici stacionarnich
stavia I a II:

u(t)= E‘Z((?) Ez a % %%X[b— iEt/h) + CH% % %x;ﬁ— iEpt/h).
)

ul( t) , Tesp. Uz(t) je amplituda pravdépodobnosti toho, Ze v Case ¢ najdeme soustavu ve stavu

(

ui, resp. Up.

Ukol 2. Najdéte konstanty ¢; a cp, jestlize U(0) =u1, a uréete pravdépodobnost Pi(7) toho,

Ze v Case t najdeme soustavu ve stavu U; , kdei=1, 2.

Pravdépodobnost Pi(¢) je periodickou funkci ¢asu. Odpovidajici frekvence odpovida frekvenci,
s niz se atom dusiku preklapi sem a tam. Tato frekvence je rovna 24 GHz. Preklapéni atomu
dusiku odpovida kmitajicimu elektrickému dipdlu, a proto molekula ¢pavku emituje nebo
absorbuje elektromagnetické zareni, a to v oblasti mikrovin (s vlnovou délkou 1,25 cm, jiz
odpovida frekvence 24 GHz). Vlozime-li pak molekuly ¢pavku do rezonancni dutiny,
vytvotime cpavkovy maser (nazev vznikl nahrazenim pismena [ (light) pismenem m
(microwave) ve slové laser).

8 Totéz zname z teorie linedrnich kmitd: obecny kmit je dan superpozici vlastnich modu.
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